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Resumen

En ésta tesis se presenta una conexién entre Orbitas periodicas de reticulas
unitarias y Nudos en el complemento del nudo trébol. Esto es algo reciente,
basado en un trabajo bien conocido del matematico Etienne Ghys llamado
Knots and Dynamics. Para lograr este objetivo, asociamos a los nudos ob-
jetos matemadticos que sabemos calcular y comprender mejor (matrices). La
belleza de los nudos radica en las herramientas matematicas que hay detras,
ademas de que conectan distintas areas de las matematicas y el como objetos
no relacionados resultan si estar relacionados. Todo esto sin mencionar todas
las aplicaciones que hasta el momento hay.

En el Capitulo 1 se estudia el espacio de reticulas unitarias al identifi-
carlo con SLy(R)/SLy(Z). Esto permite definir funciones de manera mucho
mas sencilla. En los Capitulos 2 y 3, se establece una correspondencia entre
el espacio de reticulas unitarias con S*\ 7, donde T es el nudo trébol. Esta
correspondencia se demuestra de dos maneras distintas. Finalmente, en el
Capitulo 4, se dan definiciones importantes para poder definir el flujo en las
reticulas y estudiar algunos nudos en S*\ 7.

A pesar de que la tesis se basa en el trabajo de Etienne Ghys, se rea-
lizaron algunas aportaciones personales que consisten en detallar algunas
demostraciones de las que so6lo se bosquejan algunas ideas, se incluye ademas
un capitulo con la idea de una demostracién completamente nueva del ho-
meomorfismo entre SLy(R)/SLy(Z) y el complemento del nudo trébol en S?
(Capitulo 3).

Palabras clave: Grupo modular, Reticulas, Nudos, Homeomorfismo,
Sistema Dindmico.






Abstract

This thesis presents a connection between Periodic orbits and lattices of
area 1 and the complement of the trefoil knot in the 3-shpere. What is men-
tioned above is a recent investigation, based on Etienne Gyhs paper called
Knots and Dynamics. To achieve this objective, we associate mathematical
objects that we know how to manipulate (matrix) to knots. The beauty of
knots lies in all the concepts and math areas that are connected to describe
such elements and how unrelated objects turn out to be related. All this not
to mention the applications that there are so far.

In Chapter 1, we study the space of lattices of area 1 identifying them
with SLy(R)/SLy(Z) which is more useful in order to define functions in an
easier way. In Chapters 2 and 3, we establish a correspondence between the
space of lattices of area 1 with S*\'T, where T defines the trefoil knot. This
correspondence is demonstrated in two different ways. Finally, in Chapter 4,
some definitions are given to be able to define a modular flow in lattices, and
then we study some knots in S*\ 7.

Even though the present thesis is based on Etienne Ghys work, we provi-
ded some personal contributions. We mainly include detailed proofs of which
some authors only sketch some ideas. We also include a full chapter of a
completely new idea of demonstrating the homeomorphism between S Ly (R)/
SLy(Z) and the complement of the trefoil knot in the 3-sphere (Chapter 3).

Key words: Modular group, Lattices, Knots, Homeomorphism, Dynamic
System.
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Capitulo 1

Conceptos Basicos

1.1. Reticulas unitarias

Definicién 1.1.1. Sea I' un subconjunto de R?. I' es una reticula si existen
vectores u, v linealmente independientes tales que

'={au+pv:a,p ez}

A u y v seles llama generadores. Denotaremos como I'(,.) a la reticula
generada por u y v.

Es facil notar que u, v no son los tnicos generadores de la reticula, por
ejemplo v/ = u 4+ v y u generan la misma reticula. La siguiente proposicién
nos permite entender cuales son todos los generadores de la misma reticula.

Proposicién 1.1.2. Sean u, v base de R? y sean ', v' otra base. Existen a,
b, ¢, d € R tales que ' = au +bv y v = cu+ dv. Entonces

a c . o
det (b d) = &1 s1y s6lo si Iy = L vy
donde a, b, c, d € Z.

Demostracion. =) Sabemos que a, b, ¢, d € Z y sin pérdida de generalidad
que det (Z ccl) =1 (el caso ad — bc = —1 es totalmente anédlogo). Entonces,
cu' = acu + bev 'y av’ = acu + adv implican que av’ — cu’ = (ad — bc)v = v.
Y andlogamente, du’ — bv' = (ad — bc)u = u.

11



12 CAPITULO 1. CONCEPTOS BASICOS

Dados «, 8 € Z,
v =au+ fv=a(du —b'")+ B(av — cu') = (ad — Be)u’ + (Ba — ab)v,
donde (ad — fc), (Ba — ab) € Z. Por lo tanto I'(,.) C I .
Ahora, dado §, n € Z,
v = du' +nv' = 6(au + bv) + n(cu + dv) = (da + ne)u + (6b + nd)v,

donde (6a +nc), (0b+nd) € Z. Por lo tanto, ') D I'(w .y y asi concluimos
que F(u,v) = F(u/,v’)~

<) Dado que u, v y «/, v' son bases, sabemos que ' = au +bv y v =
cu + dv. Falta probar:

a) a, b, c, d € Z.
a c
b) det(b d):jzl.

a) Puesto que I'(y ) = I'(w,0), entonces v' = cu+ dv donde v es combina-
cién lineal de v y v con coeficientes enteros. De igual manera v’ = au + bv.

Asia, b, ¢, d € Z.

b) Como du’ = adu+bdv y bv" = beu+bdv, entonces du’ —bv' = (ad—be)u.

Podemos suponer que (ad—bc) # 0, de lo contrario du’ = bv’ que es imposible
va que v’ y v’ son base de R2. Entonces, u = (afﬁlbc) — (afl’fbc) donde ﬁ y
b

=) tienen que ser enteros pues u € I'(y ). De manera que (ad —bc) | by

(ad—bc) | d. Andlogamente, v = (agflbc) - (ac‘ﬁ/bc). Asi (ad—bc) | a'y (ad—bc)

| c. Entonces existen ki, ko, k3, ky € Z tales que

a = ki(ad — bc)

b= ky(ad — be) I

¢ = hylad — be) = (@4 = be) = (ad — b (kaka — kaks),
d = ky(ad — be)

1= (ad — bc)(k1k4 — k?gk?g). Asi (CLd — bC) | 1.
Por lo tanto, ad — bc = +1.
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Ahora, daremos a conocer reticulas cuyos generadores forman un parale-
logramo de area 1.

Definicién 1.1.3. Sean u y v vectores en R?. El vector proyeccién de u sobre

v se se define como
u-v

Proj,(u) = B

- V.

Notacién 1.1.4. Siv es un vector en R™, entonces pensaremos v = (vy, Vg, ..., Up).

Uy v

Proposicién 1.1.5. Sea u, v € R2. Entonces det(u ;
2 U2

) =41 si y solo st
el drea del paralelogramo formado por u y v es 1.

Demostracion. Sea A(u,v) el area del paralelogramo formado por u y v y sea
w = Proj,(u) — u. Notar que si 6 es el dngulo entre u y Proj,(u), entonces

[[w]
[l

vectorial en R? de dos vectores es el drea del paralelogramo generado por ellos.
Entonces para usar ésta propiedad debemos “extender” nuestros vectores u
y v a R? de la siguiente manera: Sean ahora u = (uy,us,0) y v = (v1, vg,0).
Entonces,

senf = . Es bien conocido que una interpretacion geométrica del producto

[ux ]| = [ulllv][send = [[o]|lw] = Alu,v).
Y por otro lado tenemos que ||Ju x v|| = ||(0, 0, uyvg — ugvy)|| = |ugve — ugvy|.
Por lo tanto, |ujvg — ugvy| = 1 & JJlu X v|| =1 = A(u,v). O

Definicién 1.1.6. Sea u, v base de R?. A las reticulas que satisfacen que

Uy U1 . . .
det (u v ) =1 les llamaremos reticulas unitarias.
2 Vg

a b

Definicién 1.1.7. SLy(R) := {(c d) ca,b,c,deR yad—bec= 1}.

Definicién 1.1.8. PSLy(R) := SLy(R)/+1.

Definicién 1.1.9. Sean A, B € SLy(R). Entonces, A ~ B si existe C' €
SLs(Z) tal que AC = B.

Consideremos a % como el conjunto de todas las reticulas unitarias en R2.
Definimos la funcién f : SLy(R)/SLy(Z) — % tal que si A = (u1 Ul) €

Uz V2
SLy(R) entonces f([A]) = I'(v), donde v = (uy,u2) y v = (vq,02).
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Primero veamos que en efecto, f esta bien definida.

Sean A = (" v1> B= (""" e SLy(R) tales que AC = B pa-

uy vg)’ Wz 22
ra alguna C' € SLy(Z). Por la Proposicién 1.1.2 sabemos que AC = B &
L) = Lw,z)- Asi f estd bien definida.

Proposicion 1.1.10. f es una funcion biyectiva.

Demostracion. Sean u, v y u/, v' dos bases de R? tales que I'(,) = o).

Sean o

Por la Proposicién 1.1.2 sabemos que I'(, ) = ') = existe C € SLy(Z)
tal que AC = B. Por lo tanto f es inyectiva.
Sean v y v € R? tales que [y € % . Entonces

_ . ur vry _
Fwy ={au+Bv:a,f €Z, y det (u2 U2) =1}

Sea A = (Zl gl) Entonces f([A]) = I'(u). Por lo tanto f es suprayectiva.
2 Vg
O

1.2. Grupo modular

Sea f : C — C una funcién definida como

S =28

cz+d’
donde a, b, c,d € C.

Observaciéon 1.2.1. St definimos como G al conjunto de todas las funciones
asi definidas tales que ad — be # 0, entonces (G,0) es grupo.

Demostracion. G es asociativo pues la composicion lo es. La funcién Idg
que manda z — z es elemento neutro de G. Ademas G es cerrado con la
composicion, sean f, g € G tales que

f(z)_az—l—b y glz) = hz+1

ez +4d C mz+n’
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donde a, b, ¢, d, h, I, m, n € C. Entonces,

(fog)(z) = fg(2)) = a(th) +b (ah +bm)z + (al + bn)

o(2L) +d ~ (ch+dm)z + (cl +dn)’
donde (ah+bm), (al4+bn), (ch+dm), (cl+dn) € Cy ademés [(ah+bm)(cl+
dn) — (ch +dm)(al 4+ bn)] # 0, por lo que fog € G. Y finalmente sea f € G

donde f(z) = % entonces es facil ver que si defino g(z) = %, entonces
g € Gyademas (fog)(z) = Ildg. O

El grupo G es mejor conocido como el conjunto de transformaciones de
Moébius.

Definicién 1.2.2. Al subconjunto de transformaciones de Mdbius de la for-

ma T — 2 donde a,b,c,d € 7 y det (a b

iy . d) = 1 se le llama grupo

modular y lo denotaremos como Mob.

Proposicién 1.2.3. Sea F': S{LE%) — Mob definida como

(¢ 0)] & ro=25

donde T varia en C. Entonces F' es isomorfismo de grupos.

Demostracion. Para probar que es homomorfismo, sean A = <$ Z) y B =

(h l) € SLy(Z). Entonces,
m o n

s = ([(¢ ) (D) = ([t arm)]) -
(ah + bm)7 + (al + bn)

+
(ch +dm)T + (cl + dn)’
donde H € Mob. Y, por otro lado,

ey = ([(2 D)) ([(h 2)]) = rmesn -

Fa(r) = a(sry) 0 (ah+bm)r + (al +bn) H(r),

(XY 1 d  (ch+dm)T + (cl +dn)
donde f, g € Mob. Por lo tanto, F([AB]) = F([A])F([B]).

mT+n
Es facil probar la biyeccion utilizando el 1" Teorema de Isomorfismo. [

H(r) =







Capitulo 2

Series de Eisenstelin

Sea € el conjunto {(3t2,#3) : t € C}. Este conjunto es muy especial al
hablar de reticulas, porque lo que se probara a continuacién es que para
una reticula I'r, ) , el par de nimeros complejos (g2(u,v), gs(u,v)), donde
los niimeros ¢gs y g3 son conocidas como series de Eisenstein, caracteriza a
la reticula. Ain més, un par de numeros complejos (21, 22) corresponde a
una reticula si y solo si A = 23 — 2722 es no cero. A A le llamaremos dis-
criminante. En resumen, el espacio de reticulas se puede identificar con el
complemento en C2? de la curva A = 0.

En éste capitulo se da una demostraciéon del homeomorfismo entre reticu-

las unitarias y S*\¢. Esta es una prueba detallada donde se usan dos series
de Eisenstein, muy tutiles en teoria de nimeros, por ejemplo.

2.1. Homeomorfismo entre S°\% y reticulas
unitarias

A partir de ahora veremos a los generadores u y v de una reticula como
valores complejos.

Sea I'(,.) una reticula, donde u,v € C.

g2(u,0) =60 Y _ (2.1)

1)
(n,m)€Z2\(0,0) (nu T mv)

17



18 CAPITULO 2. SERIES DE EISENSTEIN
gs(u,0) =140 - (2.2)
(nu 4+ mv)"
(n,m)€Z?\(0,0)

A g5 v g3 se les conoce como series de Eisenstein. Ambas series convergen
absoluta y uniformemente. Entonces, g v g3 son invariantes, es decir, no
dependen de la eleccion de los generadores u y v de la reticula, esto debido
a que cualquier reordenamiento de la serie converge y de hecho converge a lo
mismo.

Observacién 2.1.1. Si A € C\{0}, un cdlculo directo muestra que
g2(/\u’7 AU) = )\7492(71’7 U) Y 93()\U, )\U) = /\7693(@67 U)' (23)
Observaciéon 2.1.2.

92(1>T) = ’LL492(U,U> Y 93(177—) = u6g3(u> U)a (24)
donde 7 =2 yu # 0.

Ver las funciones gs y g3 como funciones de 7 es ttil pues de esta manera
estas funciones solo dependen de una variable.

Observacion 2.1.3. (z1,2) €€ si y sdlo si 23 — 2722 = 0.

Demostracidn. (z1,29) € € siy sblo si (21, 22) = (3t3,¢3) para algin ¢, € C.
Entonces 23 — 2723 = 27t§ — 27t§ = 0. O

Proposicion 2.1.4. Consideremos V' el espacio de reticulas. Sea F .V —
C*\€ funcién definida por

f(l“) = (92(u7v>7g3(uvv))a (2'5)

donde u y v son generadores de la reticula I'. Entonces % define una biyec-
cién entre C*\€ vy el conjunto de reticulas.

Demostracion. Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que el par
(u,v) forma una base positivamente orientada en R? es decir, Arg(v) —
Arg(u) € (0,7) (si no, entonces tomar —v en lugar de v). Entonces, tenemos
que T =2 €H={z+iy € C: y>0}. Como las series g, y g3 son absoluta
y uniformemente convergentes, entonces que para 7 € H, ¢g2(1,7) y g3(1,7)



2.1. HOMEOMORFISMO ENTRE S*\%¢ Y RETICULAS UNITARIAS 19

son funciones holomorfas en H.
Ahora, la funcién

g5(1,7)
0= g -y
define una biyeccién entre H/PSLy(Z) y C (ver Teorema 2.7 de [1]).
Ahora, si tomamos la funcién 1/.J(7) : H/PSLy(Z) — C\{0} que esta defi-
nida mediante 1/J(7) =1 —27¢3(1,7)/g5(1,7), nos da la biyeccién

g3(1,7)
g5(1,7)

que usaremos para probar la biyeccién de 7.

. H/PSLy(Z) — C\{1/27}, (2.6)

Suprayectividad (Apostol). Sea (a,b) € C?\%. Por la suprayectividad
de (2.6), existe 7 tal que g2(1,7)/g3(1,7) = b%/a® € C\{1/27}. Dividiremos
en 2 casos:

1. a # 0. Tomando alguna raiz cuarta de go(1,7)/a, podemos encontrar
A € C tal que g»(1,7) = Aa. Entonces,

b2
93(177—) = 593(177—) - )‘12b2'

Esto implica que g3 = £A5b.

Si g3 = A. Usando (2.3), (A\, A7) = (A g2(1,7), A 5g3(1, 7)) = (a,b).

Si g3 = —A. Entonces, (1A, A7) — (A "1g2(1,7), =X\ "%¢3(1,7)) = (a, b).

2. a=0. Existe 7 € H tal que J(7) = 0, lo que implica que go(1,7) = 0.
Dado que b # 0, existe A € C tal que g3(1,7) = A°. Por lo tanto (A, A7)
()‘_4g2<17 T)7 )‘_693(17 T)) = (07 b)

Inyectividad. Sean u, v, z,w € C tales que
(92(u7 U)a g3(u7 U)) - (92<Z7 ’U)), 93(27 U)))
Un célculo simple muestra que
un 4
ga(1,7) = <E> 9(1,0), (2.7)

y también

gs(1,7) = (2) as(1.0). (28)
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como consecuencia de (2.4) y tomando 7= 2y 0 =
Con lo que obtenemos que

w
"

Por la inyectividad de (2.6), 7 = ggj:g con a,b,c,d € Z y det (CCL 2) = 1.

Entonces,

@(L,7) = g2(1,%7E) = (co +d)*gz(co +d, a0 +b)

1
= 60(co +d)* D
(n,m)€Z2\(0,0) (TL(CO' + d) + m(ao- + b))4

1 (2.9)
= 60(co + d)*
) (mm)eEZ?\(o,O) ((nc + am)o + (nd + mb))4

= (co+d)g(1,0).

Notar que la dltima igualdad es cierta pues (¢,a) = 1y (b,d) = 1 (i.e. son
primos relativos) pues ad — be = 1. Si go(1,0) = 0, entonces go(z,w) = 0. El
hecho de que g»(z,w) se anule es equivalente a que # (o) = 0 y esto pasa

siy sélo si z = ¥, donde p es raiz cubica de la unidad y p # 1, asi tenemos
P

también que (u,v) = (7,v). De (2.8), obtenemos que v = w%, cuya norma es

la misma y su argumento difiere por un multiplo de 7/3. Por lo que se trata
entonces de la misma reticula. Si suponemos ahora que ga(1,0) # 0, de (2.7)
y (2.9) deducimos que (¥)* = (co 4 d)*. De manera analoga (%)% = (co +d)°
cuando usamos gs. Por lo tanto, * = *(co + d). Sustituyendo o por %,
u = £(cz + dw), concluyendo que u € I'(, ).

Siguiendo los mismos pasos y utilizando

ar+ v
dr+d’

92(1,0) = <§>492(1,7) y o=

concluimos que z € I'(y,).
Ahora, si utilizamos

_ (% _ u
92(%“) = 492(;7 1) y 93(%”) =v 693(57 1),

obtenemos que

e )= (1) 0@ ) v w D= (2) 66, @10
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donde 7' =2y o' = Z.

Realizando andlogamente los pasos antes realizados con las ecuaciones de

(2.10), concluimos que v € I'i, ) ¥y w € L'y y por lo tanto I'y ) = Tz ).
[

Hasta ahora tenemos que las reticulas se corresponden con elementos en
C%\%. Ahora veremos que existe biyeccién entre reticulas unitarias y S3\%
y mas ain, es homeomorfismo.

El conjunto de reticulas es un espacio topoldgico: diremos que dos reticu-
las estan cerca si son generadas por un par de vectores en el plano que sean
cercanos.

F (L)) = (g2(u,v), g3(u,v)) manda el conjunto % de reticulas unita-
rias en una n-variedad ¥ = . (%) c C2.

Sea f : R? x R? x R — R la funcién diferenciable tal que
(u,v,5) > s 8|ga(u, v)|* + s7|gs(u, v)|*.

Sea (ug, vo, $o) € RZxR?xR tal que f(ug, vo, so) = 1. Consideremos (u, v, s) €
R? x R? x R, entonces %(uo, v0, S0) # 0. Aplicando el teorema de la funcién
implicita, existen conjuntos abiertos V C R? x R2 x Ry W C R? x R? con
(uo, vo, S0) € V'y (ug, vg) € W tales que para cada (u,v) € W existe un dnico
s tal que (u,v,s) € V'y f(u,v,s) =1, lo que define una funcién S : W — R
que es continua y diferenciable y que ademas satisface

Y(u,v) € W, f(u,v,S(u,v)) = 1.

Ahora tenemos que S es la funcion tal que (ng(u, v), mgg(u, U)) €

S? ¢ C2. De esta manera concluimos que

T 0) = (el g pgem(uen))

)

es diferenciable.

Proposicién 2.1.5. La funcién T : % — S?\€ es biyeccion.
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Demostracion. Suprayectividad. Sea (z,w) € S*\%. Buscamos I'(,,)
unitaria tal que existe s que cumple (g2(su, sv), gs(su, sv)) = (z,w).Por
la suprayectividad de .#, Proposicién 2.1.4, consideramos ', tal que
FLwy) = (g(u',0'), gg(u V) = (2, ) Si det(u',v") < 0 entonces

intercambiamos generadores, es decir, I'(y .y = I w). Proponemos
1 d
s = det(u',v")72, aqui usamos que det(u',v") > 0. Sean u = su' y v = sv'.

Entonces, T'(,,) es reticula unitaria (det(u,v) = s*det(v/,v)) = 1)y
(g2(su, sv), gs(su, sv)) = (go(u/,v'), g3(u',0")) = (2, w).

Inyectividad. Sean u, v, z, w € C tales que

(92(u7 U)v g3(“7 U)) = (92('2’ w>’ 93(27 w)),

donde (g2(u,v), g3(u,v)), (g2(z,w), g3(z,w)) € S*\E. Sea I, tal
que F L) = (92(u,v),93(u,v)) vy Tew tal que FTw) =
(92(z,w), g3(z,w)). Por la Proposicién 2.1.4, 'y = T'(;w). Por lo tan-
to, 2z = au+bv y w = cu+ dv para a,b,c,d € Z y ad — bc = +1.
De aqui que det(u,v) = Zdet(z,w). Supongamos que det(u,v) > 0 (Si
det(u,v) < 0 entonces intercambiamos los generadores, i.e I'y ) = I'(y.0)), sea
5 = det(u,v)_%. Notar que si v/ = su, v = sv, 2/ = sz y w' = sw, entonces
Iy ¥ Tz ) son ambas reticulas unitarias y ademas 'y oy = I'ir o). O

Proposicién 2.1.6. La funcién Y= es diferenciable.

Demostracién. Consideremos el punto p = (ps, p3) € S*\ €. Ahora, tomamos
p3/(p3 — 27p3), que es funcién racional de las coordenadas de p, y por con-
siguiente es funcién diferenciable de p. Dado que la funcién J (mencionada
en la Proposicién 2.1.4) es biholomorfismo, entonces es diferenciable y su
jacobiana tiene rango 2. Asi se cumplen las condiciones del teorema de la
funcion inversa y existe 7 = J!, que es funcién diferenciable de p, tal que
J(1) = p3/(p3 — 27p%). El X que encontramos en la demostraciéon de Supra-
yectividad de la misma Proposicién 2.1.4 depende diferenciablemente de p
también. De aqui, conseguimos (u, v), que depende diferenciablemente de p,
tal que F(I(yw)) = (p2,p3)- Sea t(u,v) el real tal que ¢(u, v)I'(, ) es unitaria,
es decir,
t(u,v)?Re(uv) = 1 = t(u,v)?* (v — uv) = 2i.

Nuevamente, ¢ es funcién diferenciable de (u,v), y por lo tanto de p. n
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Concluimos finalmente que T es diferenciable con inversa diferenciable,
por lo tanto, T es difeomorfismo. En particular, T es homeomorfismo.

Esto significa que hemos conseguido identificar el espacio de reticulas
unitarias con el complemento de ¢ en S?. Esto es titil dado que S* es compacto
y los calculos en este tipo de espacios se facilitan. En el siguiente capitulo se
verd que S? M€ es un nudo trébol.






Capitulo 3

S? y Reticulas Unitarias

Un nudo matematico es la idea abstracta de un nudo normal en el que
se pegan los extremos de la cuerda. Intuitivamente, un nudo es una curva
cerrada en R? sin autointersecciones. La definicién formal es la siguiente:

Definicién 3.0.1. El subconjunto K C R3 es un nudo si existe un homeo-
morfismo del circulo unitario S' = {x € R* : |z| = 1} en R3 cyua imagen es
K.

A menudo los matematicos prefieren considerar nudos encajados en la
3-esfera S, méas que en R3, dada la compacidad de ésta. La 3-esfera es la
compactificacién por un punto de R3.

En la siguiente figura podemos ver algunos ejemplos de nudos:

Nudo ftrivial Nudo trébol Nudo figura de ocho

Figura 3.1: Fuente: http://www.ehu.eus/ mtwmastm /sigma20.pdf

Al igual que en el Capitulo 2, en éste capitulo mostraremos un homeo-
morfismo entre S*\ 7, donde T es el nudo trébol, y el espacio de reticulas
unitarias. Sin embargo, aqui se bosqueja una prueba nueva, haciendo uso de
la geometria.

25
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3.1. Region de Dirichlet y reticulas

Definicién 3.1.1. Al conjunto Dr = {z € C:Vy € "\{0}, ||z]| < |lz—~| }
se le conoce como region de Dirichlet de la reticula T'.

A continuacion veamos que si I' es una reticula, entonces la regiéon de
Dirichlet Dr tiene a lo més 6 lados. Para obtener Dr, buscamos aquellos v € T’
tales que su mediatriz forma un lado de la regién de Dirichlet. Es inmediato
que tales v no pertenecen a la subreticula 2I' = {v € I' : Ju € I', v = 2u}.
Debemos fijarnos entonces en el cociente I'/2I" del grupo abeliano T'. Este
cociente es un grupo que posee 4 elementos (Si u y v generan I', entonces las
clases son u, v, u + v y 0, pues para cualesquiera a, b € Z, au + bv esta en
alguna de las clases anteriores).

Observacion 3.1.2. v € I' es tal que su mediatriz forma un lado de Dr si
y solo st +v son los unicos de norma minima en toda la clase v + 2T".

Demostracion. Primero tenemos que notar que
1. x equidista de 0 y de v si y s6lo si 2z -v =10 - 0.

] = llv—all & Va2 = V(v —2) (v—2) = V(v:v) = 2(zv) + (- )

S0=(v-v)—2(x-v).

2. x estd mas cerca de 0 que de v si y solosi 2z -v < wv-wv.
3.81 H, ={z € R*|2z-v < v-v}, entonces Dr = Nyer o1 Ho-

(=) Procedemos por reduccién al absurdo. Sea w en la clase de v 4 2T

(i.e. v—w € 2I') tal que w # +v y ||w|| < ||v||. Entonces ( = (v—w)/2 €Ty
€= (v+w)/2 €T.Seau € H-NHg, por definicién 2u-¢ < (-Cy 2u-§ <E-&,

luego
v—w v—w v—w
wwec=2 (P50 < (50 (H5) = ¢+

1
=>u-v—u-w§Z(v-v—v-w—w-v—i—w-w),

v+ w V4w v+ w
2u-§:2u-< 5 )g( 5 )( 5 ):g.g
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1
=>u-v—|—u-w§Z(U-v+v-w+w-v+w-w).

Lo que implica que 4u-v < v-v+w-w < 2v-v. Es decir, v € H-NHe = u € H,,
y por lo tanto no se necesita H, en la interseccion para definir Dr.

(<) Procedemos por reduccion al absurdo. Supongamos que v/2 no forma
parte de un lado de Dr. Entonces existe w € I' \ {0} tal que v/2 estd fuera
de H,, o en su frontera, i.e. v - w > w - w. Se sigue que |Jv — 2w||* < ||v||?, ¥
por lo tanto (v — 2w) € I' y estd igual o més cerca de 0 que +v. [

Concluimos que Dr tiene a lo més 6 lados, determinados por los elementos
minimos de cada clase en I'/2I" (Seccién 48 en [4]).

Proposicién 3.1.3. Sea I'(, .y una reticula unitaria generada por los vecto-
res u y v, donde u, v € C . Entonces Dy, es un hexdgono ciclico o un
rectangulo. Ademds Dr,, ., es centralmente simétrico, es decir, los segmentos
homdalogos son iguales y la medida de los dngulos correspondientes también
es igual.

Demostracién. Diremos que I, . es ortogonal si existe alguna base ortogonal
para I'(,.). Consideraremos 2 casos para probar que Dr, , es un hexdgono
ciclico o un rectangulo: I, ) ortogonal o I'(, ) no ortogonal. Denotemos por
0 al origen de la reticula.

1. I'(,) ortogonal. Sea u’,v" € R? la base ortogonal. Es fdcil notar que
+u' y 0 son los vectores més cercanos a 0, aqui el minimo de la clase de
(u’+v") no se necesita para definir Dr, ; (utilizando Teorema de Pitdgoras).
Entonces por como se define Dr, ., tenemos que ésta region serd el drea ob-
tenida de intersectar las 4 mediatrices de los segmentos ||u'|], || — ||, [|[V']| ¥
| = v'[|. Lo que nos da como resultado que Dy, , serd o bien un cuadrado o
un rectangulo cuya area es la misma al area generada por los generadores de
la reticula. Es inmediato que un rectangulo (o un cuadrado) es ciclico.

2. I'(y) no ortogonal. Primero hay que notar que Dr , = no puede tener
menos de 3 lados como frontera pues u, v € R? son linealmente indepen-
dientes. Por la Observacion 3.1.2, sabemos que Dr,,  tiene un numero par
de lados (2 por cada minimo de cada clase). Entonces si I'¢, ) es no orto-
gonal, su region de Dirichlet tiene 6 lados. Veamos ahora que tal hexdgono
es ciclico. Las mediatrices de los 6 elementos forman los lados del hexdgono
y la interseccién de dichas mediatrices definen los vértices V. del hexdgono.
Los V}, son circuncentros de tridgunlos semejantes, mas ain, son trangulos
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iguales. Por lo tanto, la distancia ||V es igual para todo k =1, ..., 6.

Finalmente, Dp(u » €8 centralmente simétrico, si v € D[‘(u ,, entonces —v €

wvy- Esto debido a que ') = —Tu).-

Dr,

O

Observacion 3.1.4. Cada reticula unitaria estd caracterizada por una unica
region de Dirichlet y ésta ultima se puede definir conociendo unicamente sus
vértices que estdn sobre una circunferencia.

Hasta este momento sabemos que podemos identificar reticulas unitarias
con hexagonos ciclico (o rectangulos). Para facilitar célculos futuros, es con-
veniente que re-escalemos cada region de Dirichlet para hacerla encajar en
un circulo unitario.

Definicién 3.1.5. Sea T' € % y Dr su regidn de Dirichlet. Denotaremos Dr
a la region de Dirichlet de T" inscrita en el circulo unitario.

A partir de ahora haremos uso de todas las caracteristicas de la region de
Dirichlet de las reticulas unitarias descritas anteriormente.

Observacion 3.1.6. Gracias a que la region de Dirichlet estd candonicamente
asociada a T, definiremos Dy = (€1, €2 €i%) donde 0 < 0 < 0, < 05 < 7.
Cada €% representa un vértice de la region de Dirichlet.

Sean D = {Dr Cc C:T € %}. Sea F : D — C la funcién definida de la
siguiente manera:

e \et2  \2ei0s

6i91 + )\5e’i92 + A4€i93 )

donde 0 < 0y < 0y < O3 <my I\ = e 7" para, k = 1,2,...,6 (raices sextas
de la unidad).

F(ela 627 93) =

Observacién 3.1.7. Es sencillo notar que F' es invariante bajo rotacion,
es decir, Vo € [0,27], F(61 + ¢,05 + ¢,03 + ¢) = F(01,05,05) . Entonces si
rotamos por ¢ = —0; para consequir e’ = 1, reducimos nuestro problema a
2 variables en lugar de 3.

Con la observacién anterior podemos redefinir F' a la siguiente funcién
f:[0,7] x [0,7] = C como

1+ Xe'¥1 4 \2ei#2
f(¢17¢2) - 1 + )\5€’L'(f>1 + )\4€i¢2’
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donde 0 < ¢ < ¢ < 7. Teniendo finalmente que F(01,0,,03) = f(P1, ¢2).

Para entender un poco mejor a la funcién f, mostraremos algunos valores
que destacan de ella.

1. Sealy = {(¢1,01) | ¢1 € [0,7]}, Io = {(0, p2) | 2 € [0, 7]}, y por dltimo
Is = {(¢1,7m) | ¢1 € [0,7]}. Cada punto (¢1,ds) € I3 Uly U l3 representa
un rectangulo en D. Ademas, los puntos (5, 7%), (0,%), (5,0) son el mismo

cuadrado en D.
2. f[l1] es la linea curva que va de A\* a A\* representada en la Figura 3.1.
Asi mismo, f[ls] es la linea curva que va de 1 a \? y f[l3] es la linea curva
que va de \* a 1.

3. Laimagen del cuadrado f(Z

V3 (representado con un punto azul
T 27
3073

2:5) = 1+f
en la Figura 3.1) y del hexdgono regular f(Z,
punto negro en la Figura 3.1).

) =0 (representado con un

Ahora que conocemos un poco mas sobre la funcion f, daremos una idea
para ver que en efecto, lo que se muestra en la Figura 3.1 es la imagen de f.

(0, )

(m, 0)

Figura 3.2: El tridngulo morado junto con las 3 lineas rojas son el dominio
de la funciéon f, mientras que en la segunda imagen se muestra la imagen de
f en C pintada también con morado el interior y bordes rojos.

Como lo mencionamos anteriormente, las rectas en“rojo” ly, ls y I3 del do-
minio van a dar a las semicurvas en “rojo”’. Ademas, la funcién f es continua
y va de un compacto a un espacio Hausdorff. Por lo tanto es homeomorfismo
sobre la imagen de f. Y esto nos ayuda para concluir que los puntos interiores
en el dominio van a dar a puntos interiores en la imagen.

Lo que queremos conseguir es una correspondencia entre regiones de Diri-
chlet y un subconjunto de C. Sin embargo, hay varios elementos en el dominio
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de f que representan la misma regién de Dirichlet. Por ejemplo, (3, 7), (0, )

y (5,7), todos ellos representan el mismo cuadrado, o por ejemplo, (%, 3)
y (3, %) representan al mismo rectdngulo. La siguiente observacién nos da

una idea mas clara de lo que necesitamos para obtener esa biyeccion deseada.

Observacion 3.1.8. f considera cierto orden en los vértices. Sin embargo,
la region de Dirichlet que caracteriza a una reticula unitaria no lo hace.
Consideremos P al conjunto de permutaciones de los vértices. La manera
de evitar contar varias veces un mismo hexdgono (o rectingulo) es fijarnos
mejor en (ver la Figura 3.3)

f1[0, 27] x [0, 27]]/P.

Figura 3.3: La primer figura muestra la imagen de f mddulo las permutacio-
nes de los vértices. Y la segunda figura representa la misma imagen pegando
los lados correspondientes.

Dada una region de Dirichlet Dr y un angulo 6 € [0, 7], podemos rotar
0 grados a Dp, entonces la region resultante, ng, en general no representa
a la misma reticula. Sin embargo, hay dos excepciones. El hexagono regular
basta rotarlo w/3 y 27/3 para volver a obtener el mismo hexdgono original,
y el cuadrado se necesita rotarlo w/2 y regresa a su posicién original. Esto
implica que el espacio de reticulas unitarias % esta “fibrado” por circulos que
corresponden a éstas rotaciones (topoldgicamente son circulos, en realidad
demostraremos més adelante que se tratan de nudos trébol), y hay 2 fibras
singulares: la del hexdgono regular y la del cuadrado (que demostraremos
después que a diferencia de ser nudos trébol, estos si son circulos). Por lo
tanto, las regiones de Dirichlet estan compuestas de un disco pinchado de
circulos, y dos de esos circulos son singulares.
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3.2. SN\T

Estudiaremos por otro lado a S*\ Ty su relacién con el disco especial que
acabamos de identificar.

Sea S* = {(z,w) € C? L |2]|2 + |lw||? = 1}. Sea G : S*\¢ — C funcién
definida como G(z,w) = % . Més adelante probaremos que S*N% es el nudo
trébol T.

Proposicién 3.2.1. Supongamos ( € R*. Entonces el conjunto T = {(z,w) €
S3 ||f—§|| = (} es un toro encajado de la manera usual en R>.

Demostracién. Podemos pensar a z = se’ y w = re®. Al tomarnos el médu-
lo HZ’—;H estamos fijando la norma y por consiguiente variamos solamente los
angulos de z y w. Entonces, z y w son valores que dependen solo de ¢ y 6 y
que varian entre 0 y 27. Ahora, para ver que T es realmente un toro, es ne-
cesario visualizarlo en R3 con la proyeccién estereografica pues los elementos
de T estédn en S C R?,

Proyeccién estereografica (Desde el punto (0,0,0,1)). Sea P : S — R3 la
proyeccion estereogréfica tal que (z1, xo, X3, 24) — u = ﬁ(zl, xo, x3). Utili-
zaremos coordenadas polares para simplificar los siguientes célculos, entonces
tenemos que

1

PO = )

(o cos(d),osin(h), pcos(¢)),

donde z = (o cosf,osenb, pcos ¢, p,sen @) y o2 + p*> = 1. Fijemos 0, demos-
traremos que la proyeccion al intersectarla con el plano {(x cos(f), z sin(0),y) :
x,y € R} resulta ser una circunferencia.

La interseccién satisface que

pcos(9)
1 — psin(¢)

o cos(0)

1 — psin(¢) 7

=uxzcos(f) y

De aqui que, v = — 5 vy = %. Consideremos h =

1—p2°
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(x=h)+y" = (1 —pz,in(d)) 1 —Up2)2+ <%)2

o%(1 = p? — 1+ psin(¢))? peos(¢) \°
it (i)
PR (peos(@))
(1—psin(¢))*(1 —p?) (1 - psin(¢))?

2

En esta ultima igualdad, se utilizé el hecho de que o
primer sumando.

(=p* + psin(@))* . (pcos(9))®
(1= psin(¢))*(1 —p?) (1 - psin(¢))?
_ Pt —2p’sin() + p* sin®(¢) + p? cos®(9)(1 — p?)
(1 — psin(¢))*(1 — p?)
_ plsin®(¢) — 2p%sin(¢) + p°
(1= psin(¢))*(1 — p?)
_ (p—p*sin(¢))?
(1 — psin(¢))(1 — p?)
_ P(L—psin(g)® P’
(L= psin(9)2(1—p?)  1-p*

= (12%)? usando nuevamente que 0 = 1 — p?. Entonces,

=1-p?enel

x v y satisfacen la ecuacién de una circunferencia con centro en (#,0)
y radio 1%%. De ésta manera al variar ahora 6 € [0,27] concluimos que el

conjunto o2 + p? = 1 determina en R? bajo proyeccién esterografica un toro
de revolucién, es decir, un toro encajado de manera usual en R3. O

Proposicién 3.2.2. S NE es el nudo trébol.
Demostracion. Sean z = se? w = re’® € Cy consideremos la pareja (2, w) €
S* N €. Entonces, (z,w) € S* si y sélo Sl s2+ri=1y (z,w) € € siy sélo si
23 — 2Tw? = 0, es decir, '(3—20) = 27” Dado que r, s € RT, entonces tiene
que pasar que 30 — 2¢ = 0 (mod27) y 272—2 = 1 por lo que r* = s*/27. De
esta manera, obtenemos que s? + s3/27 = 1. Sea f(s) = s> + 27s*> — 27, f es
una funcién mondtona creciente dado que f’ > 0, para s € Rt y ademds f
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es acotada; por lo tanto, s es una constante bien definida y por consiguiente
también lo es r. Asi, z se mueve en una circunferencia de radio s fijo y w en
una de radio r fijo. Por la Proposicién 3.2.1, (z,w) esta en un toro encajado
de la manera usual en R3 parametrizado por (0,¢) en donde 30 — 2¢ =
0 (mod 27) determina el nudo trébol (ver la Figura 3.4). O

/

Figura 3.4: Nudo Trébol. La curva 30 —2¢ = 0 en el cuadrado [0, 27| x [0, 27]
pasa 3 veces por el eje 0 y 2 por el eje ¢. Al hacer el pegado resulta el nudo
trébol.

Definamos una funciéon A : RxS? — S3 tal que A(t, (z,w)) = (e*?z, e3%w).
Entonces, A define una accién de R en S3.

Definicién 3.2.3. Sea (z,w) € S* y {A(t, (z,w)) € S* | t € R} drbita
periddica de (z,w), es decir, existe ty € R, tg > 0 tal que A(to, (z,w)) =
(z,w). Sity es el valor minimo que cumple A(ty, (z,w)) = (z,w), entonces
a to le llamaremos periodo de la drbita de (z,w).

Afirmacién 3.2.4. Para todo (z,w) € S?, la drbita de (z,w) es periddica
bajo la accion de A. Mds ain,

1. El periodo para toda orbita de (z,w) # (z,0), (0,w) es 2.

2. FEzisten 2 valores (z,0) y (0,w) cuyas orbitas son especiales. El periodo
para la orbita de (z,0) es m y de (0,w) es 2w/3.

Demostracién. 1. Sea (z,w) € S3. Es facil notar que 27 s{ cumple que
A27, (z,w)) = (z,w) por lo tanto la drbita de (z,w) es periédica. Falta
verificar que en efecto 27 es el periodo. Buscamos el min{ty € R | ¢, >
0y Alto, (2,w)) = (2,w)}. Los elementos de ese conjunto cumplen que e**° =
1y e3 =1,y por lo tanto 2ty = 27k, y 3ty = 27k, para algunos ki, ks € Z.
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Finalmente, ty = 27 es el minimo real positivo que satisface ty = 27 (ko — k7).
2. Aligual que en 1., es claro que A(m, (2,0)) = (2,0) y A(27/3, (0,w)) =
(0,w). Y por lo tanto la drbita de (z,0) y de (0, w) son periddicas. El periodo
de la dérbita de (z,0) cumple la ecuacién e**® = 1, asf que el ty minimo positivo
que lo cumple es 7. De igual manera, el periodo de la érbita de (0, w) cumple
la ecuacién €3 = 1, asf que el to minimo positivo que lo cumple es 27/3. [

Observacion 3.2.5. La accion A respeta fibras bajo la funcion G que ya
definimos al inicio de esta seccion.

Demostracién. Sean (z1,w;) y (22,ws) en S°.

1. Mostraremos que si G(z1,w1) = G(z2,ws) entonces existe ty € R tal
que A(t, (21, w1)) = (22, w). Supongamos que (z1,w;) = (0161, 09e2) y
(22,w2) = (p1e™1, poe™?) v ademés G(z1,w;) = G(z9,w7) = @, donde a =

re’. Como vimos antes si pf + p5 = 1y [|G(z, wo)| = || 5% H = =y

entonces, p; v po estan bien determinadas, por lo tanto, si 01+a2 =1y a—? =r
es porque p; = 01y p2 = 0q. Por otro lado, 2¢3 — 3¢ = 0 = 2¢h5 — 31; (mod
27). De aqui, existe K tal que 2nK = 2(1)s — ¢2) — 3(1h1 — ¢1). Proponemos
el ¢ty buscado como Yi=d1 ¢1

34( 1—¢1

(e* ey e e ) opei??)
(016 (Y1—d1+¢1) 026 i3 (1— ¢1)+’¢2)
(01611111 opei(h2—d2— 7rK+¢2))
(

ZT('K)‘

A(to, (21, wl)) =

1€, gpe2e

Ahora, hay 2 casos posibles:
Si K es par: Entonces, (0,¢™", gpe™2e™ ™) = (ple“p1 p26%2) = (29, ws).
Si K es impar: Entonces, (01?1, goe™2e™™K) = (p1e', —pye™?) = (23, —ws),
finalmente para ver que (z3, —wsy) v (22, ws) pertenecen a la misma orbita,
tomemos ty = 7.

2. Mostraremos que si para to € R, A(to, (z1,w1)) = (22, w2) y ademds
a = G(z1,w), entonces G(z9, ws) = .

w3 (e3Mowy)? Sty sl
—_— - pr— - = -_— a'

2t 3 6ito ~3 3
zs  (e%itoz) ebitoz3 2

]

Proposicion 3.2.6. Para cada o € C eziste una drbita periodica O tal que
G[O] = a.
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Demostracion. Basta probar que existe (z,w) € S? tal que G(z,w) = «a.
Tomar (z,w) = (1, |a|1/2emr§(a)). O
Afirmacién 3.2.7. G~'(a) es un nudo trébol para todo o € C, v # 0, 0.
Ademds, G71(0) y G™(00) son nudos triviales.

Demostracion. Bosquejaremos la idea de la demostracion.

Por un lado, por Proposicién 3.2.6 ya sabemos que G~'(a) es una érbita
periédica para todo a € C. Pero falta ver que esta orbita periddica es un
nudo trébol o un nudo trivial en el caso de 0 y oco.

Veamos primero que G~'(a) es un nudo trébol. Supongamos « = pe'”. Sean
2= se y w = re' tales que (z,w) € S? (i.e s> + 7% = 1) y ademds % = a.
Parecido a como se demostro en la Proposicién 3.2.2, podemos deducir que r y
s son constantes bien determinadas y también que 2¢ — 36 = 1) (mod27). Por
lo tanto, por Proposicién 3.2.1 (z,w) estd en un toro encajado de la manera
estdndar en R? parametrizado por (6, ¢) en donde 2¢— 360 = ¢ (mod2n). Para
notar que es un nudo trébol, en vez de pensar en el dominio usual ¢ € [0, 27],
pensemos ¢ € [%, 21 + %] Asi, la curva 2¢ — 30 — 1 = 0 pasa 3 veces por el
eje O y 2 por el eje ¢.

Ahora, G7(0) = {(2,0) € S$*}. Si 2 = se?, debe pasar s> =1 = s = 1. Por
lo tanto, por Proposicién 3.2.1 (z,0) ésta en un toro encajado de la manera
estdandar en R?® parametrizado tinicamente por 6 € [0, 27].

G (o0) = {(0,w) € S*}. Si w = re*, debe pasar > = 1 = r = 1. Por lo
tanto, por Proposicién 3.2.1 (0,w) ésta en un toro encajado de la manera
estdndar en R?® parametrizado inicamente por ¢ € [0, 27]. O

Proposicién 3.2.8. S? es la union de dos toros sélidos T, y To, de tal
manera que el meridiano y la longitud de Ty se identifican con el meridiano
y la longitud de Ty, respectivamente.

Demostracién. Tomemos el disco sélido unitario en C. Su preimagen bajo G
es un toro sélido, llamémosle Ty, relleno de puros nudos trébol (Proposicién
3.2.7) y cuya alma es G71(0) que es un nudo trivial. Ahora, si tomamos
C\{Disco unitario} es otro disco. Su preimagen bajo G es nuevamente un
toro solido, llamémosle T,, relleno también de nudos trébol y cuya alma es

G (o0). ]

Lo que hemos hecho hasta este punto es probar que S? también tiene es-
tructura especial sobre S? con 2 circulos singulares. Por lo tanto, S*\ T tiene
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estructura de un disco ponchado de circulos, donde dos de esos son circulos
especiales.

Al finalizar la seccién anterior, concluimos que las regiones de Dirichlet
unitarias poseen también estructura de disco abierto con 2 circulos singulares
“de la misma manera” que S*\ 7.

Hay un teorema de 3-variedades (Teorema de las fibraciones de Seifert)
que dice que dado que éstas 2-variedades tienen estructuras “iguales”, enton-
ces son homeomorfas. Podemos concluir entonces que las reticulas unitarias
se corresponden con S*\ 7. Recordar que ésta es una manera nueva de probar
esta correspondecia y no estamos entrando en los detalles técnicos sobre las
variedades.



Capitulo 4

Nudos en el complemento del
nudo trébol

En éste capitulo se daran algunas definiciones importantes para definir un
sistema dinamico en el espacio de reticulas, asi como la forma en que el flujo
de reticulas unitarias representa nudos en el complemento del nudo trébol

(Ver [3]).

4.1. Orbitas periddicas y matrices hiperbdli-
cas

Sea ¢ : RxSLy(R)/SLa(Z) — SLa(R)/SLy(Z) la funcién tal que ¢(t, [A]) =
[0(t)A], donde §(t) = % e(lt . Entonces ¢ define una accién de R en
SLy(R)/SLa(Z), es decir, ¢(0,[A]) = [A] y ¢(L, ¢(s, [A])) = ¢(s + 1, [A]).

Observaciéon 4.1.1. ¢(t,-) es una funcion biyectiva para t € R fijo.

Demostracion. Sea t € R. Sean A, B € SLy(R) tales que [6(¢)A] = [0(t)B].
Entonces, [A] = ¢(—t +t, [A]) = ¢(=t, ¢(t, [A])) = o(—t, (¢, [B])) = ¢(—t +
t,[B]) = [B].

Ahora, sea C' € SLy(R)/SLs(Z). Falta ver que existe un A € SLy(R)
tal que ¢(t,[A]) = [C]. Si proponemos [A] = ¢(—t, [C]), entonces ¢(t,[A]) =
o(t, ¢(=t,[C])) = [C]. -
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Ahora veremos que existe una correspondencia entre orbitas periddicas y
matrices hiperbélicas.

Definiciéon 4.1.2. La orbita de [A] € SLy(R)/SLy(Z) es el conjunto
{6(t,[A]) : t € R, [A] fijo}. Una drbita es llamada periddica si existe
to € R, to > 0 tal que ¢(to, [A]) = [A].

Definicién 4.1.3. Si M € SLy(7Z) tiene valores propios reales distintos en-
tonces decimos que M es una matriz hiperbilica.

Notar que un elemento A € SLy(R) define un elemento en SLy(R)/
SLy(7Z) el cual tiene una orbita periédica si §(t)A = AC para algin C €
SLs(Z), lo que significa que ACA™! es diagonal.

Estas orbitas peridédias son muy interesantes pues también se encuentran
en muchas otras areas: geodésicas cerradas en la superficie modular, fraccio-
nes continuas, clases ideales en campos cuadraticos, etc.

Proposicion 4.1.4. FExiste una biyeccion natural entre orbitas periodicas
de ¢ y las clases de conjugacion de matrices hiperbélicas en SLo(Z). Tal
biyeccion es dada por {[0(t)A] : t € R, [A] fijo y para to > 0 §(tn)A =
AC} — [C].

Lema 4.1.5. Sean A,B € SLy(R) y t, s € R tales que [A] = [6(t)A] y
[B] = [0(s)A]. Entonces [6(t)B] = [B].

Demostracion. [0(t)B] = [d(t)0(s)A] = [0(s)d(t)A] = [d(s)A] = [B]. O

Lema 4.1.6. Sean X, Y € SLy(R) tal que Y es diagonal con entradas dis-
tintas. Entonces X 'YX =Y implica que X es diagonal.

w

., _(a c B
Demostracion. Sea X = (b d) yY = (0

Y X = XY, es decir,
aw cw aw cz
(bz dz) =YX =XY = (bw dz) '

Asi cw = cz y bz = bw, como w # z entonces b = ¢ = 0. n

2) Entonces X 'YX =Y =
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Demostracion de Proposicion 4.1.4. Para ver que es una funcién bien defini-
da, pensemos en [A], [B] € SLy(R)/SLy(7Z) elementos de una misma 6rbita
periddica, es decir, 6(tg)A = AC para C' € SLy(Z) y [B] = [0(s)A] para
algin s € R. Por el Lema 4.1.5, sabemos entonces que [d(to)B] = [B]. Sea
D € SLy(Z) tal que §(tg) B = BD. Comprobaremos que en efecto, C' ~ D.
Como [B] = [0(s)A] entonces existe H € SLy(Z) tal que BH = §(s)A. Ahora,
C = A"5(ty)Ay D = B7'(ty) B y utilizando las relaciones que acabamos
de establecer

D=HA5(s)""0(to)d(s)AH ' = HA™'§(t))AH™' = HCH ™,
por lo tanto C' ~ D.

Inyectividad. Sean C, D € SLy(Z) tales que C' ~ D, es decir, H'CH =
D para algin H € SLy(Z). Supongamos que C' define la orbita de [A] €
SLy(R)/SLy(Z) y que D define la érbita de [B] € SLy(R)/SLy(Z). Notar que
como C' y D son conjugadas entonces, la diagonalizacién de ambas debe de
coincidir. Sea d(tp) la matriz diagonal de C'y D. Veamos que [A] y [B] estén en
la misma drbita. Entonces, H'CH = D = H 'A7'§(ty)AH = B~ '6(to)B
y BH'A716(t))AHB™! = §(t). Sea K = AHB™!. Por Lema 4.1.6, K es
diagonal con determinante 1. Asi K = §(s)~! para algin s € R. Por lo tanto,

K =06(s)"' = AHB™' = B = §(s)AH = [B] = [6(s)A].

Esto significa que A, B pertenecen a la misma orbita periddica.

Suprayectividad. Sea C' € SLy(Z) matriz hiperbdlica y sean Aj, Ag los
valores propios de C, A\; # Xy. Hay que probar que existe A € SLy(R) y
to € R tal que C = A71§(ty) A. Es casi inmediato encontrar una matriz U tal
que detU = +1 y que diagonaliza a C, es decir, C = U§(t)U~'. Entonces,
tenemos 2 casos:

Caso 1. detU = 1. Entonces escogemos A = U~!, asi A € SLy(R), y

C = A 15(t)A. Ademés 6(t) = (%1 ;\)) y AA2 = 1 por lo tanto existe
2
el 0
to € R tal que ty = In(A;). De manera que () = ( 0 eto)'

U vV

Caso 2. detU = —1. Supongamos U = <
U2 Vo

), entonces consideremos

B = <U1 Zl> Ahora B € SLy(R) y estamos nuevamente en el Caso 1.
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]

La Proposicién 4.1.4 nos dice que cada matriz hiperbdlica define una 6rbi-
ta periddica en el flujo de reticulas.

4.2. Nudos

Sea C' € SLy(Z) matriz hiperbdlica. Sean A = (Z; Z;) € SLy(R) y
to € R tales que §(tg) = ACA™!, es decir, la 6rbita de [A] es periddica. La
trayectoria de la orbita de [A] es una curva cerrada en el espacio de reticu-
las unitarias descritas por ¢(t,[A]) donde ¢ varia en R. Dado que reticulas
unitarias se corresponden con S*\ T, ésta curva cerrada define un nudo en
el complemento del nudo trébol.

Definicién 4.2.1. Dado C € SLy(Z), denotaremos K¢ al nudo en S*\T
asociado a la matriz hiperbolica C'.

A pesar de que en la teoria no resulta complicado pensar que topoldgi-
camente existen nudos asociados a matrices hiperbdlicas, en la practica es
casi imposible determinar qué son estos nudos siguiendo éste método. Esto
debido a que g» y g3 no son series faciles de calcular.

A continuacién un ejemplo que ayuda a esclarecer lo anterior.

Ejemplo. Sea C = (2 1> € SLy(Z) (notar que es una matriz cuyas

11
entradas son nimeros pequenos). Los valores propios A\; y Az de C' son 35

2
La matriz A € SLy(R) tal que ACA™! = <)\1 0) es

0 A
_=3—v5 1
A= V5(14+/5) NG
—3+V5 -1/
1-V5

Nota: C' define una érbita periddica en el flujo de A y para to = In(A;),

—7-3v5  =3-V6
5(to)A = V5(1+vE)  2V5 ~ —1,89443 —1,17082
0 —7+3V5 —3;\/5 0,23607 —0,38197 )"

1-v5
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Figura 4.1: Flujo de la reticula A asociada a la matriz hiperbdlica C' del
Ejemplo. Los vectores u y v son los generadores de la reticula A.

Imaginen ahora tener que calcular go y g3 para todo 6(t)A donde t €
[0,In(A1)].

Topoldgicamente, cada uno de los nudos K¢ en S?\%’, obtenidos de dotar
con un flujo a las reticulas unitarias, estan enlazados con el nudo trébol
proveniente de la cibica €. Finalmente, existe toda una rama de la topologia
que estudia los nudos y sus propiedades tan importantes en muchas areas de
las matematicas.






Lista de Simbolos

L w0
4
Mob

S3

Reticula generada por los vectores u y v.

Conjunto de reticulas unitarias.

Grupo modular.

Esfera unitaria {(z,w) € C*: ||z]]* + |Jw||* = 1}.

Nudo trébol.

Regién de Dirichlet de la reticula I'.

Region de Dirichlet de la reticula I' inscrita en el circulo unitario.
Conjunto {Dr : T' € % }.

Crbica {(3t*,t*) € C*|t € C}.

Series de Eisenstein.

Funcién que define homeomorfismo entre reticulas unitarias y S*\%.

Nudo asociado a la matriz hiperbdlica C.
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