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Resumen

En el presente trabajo mostraremos una breve introduccion al formalismo linea de
mundo (Wordline formalism), usado para la cuantizacién de campos y el célculo de
cantidades de la Teoria Cuantica de Campos como dispersiones, acciones afectivas,
anomalias, entre otras. Este formalismo también es llamado “inspirado en cuerdas”
porque realiza calculos analogos a los de la teoria de perturbacién de cuerdas. Ofrece
una alternativa al enfoque estandar basado en la segunda cuantizacion y diagramas
de Feynman.

Introducimos las técnicas de éste formalismo aplicdndolas a la representacion integral
del propagador y la accion efectiva en la QED escalar y espinorial, 1o que nos lleva
posteriormente al calculo de amplitudes de dispersion de fotones a nivel arbol y un
lazo. Para el caso escalar obtenemos una férmula maestra obtenida por primera vez
en el marco de la teoria de cuerdas, que permite calcular dispersiones de fotones a un
lazo. Realizar la generalizacion de esta formula al caso espinorial requiere de un tra-
tamiento mas complicado, por lo que nos limitamos a presentar una técnica llamada

regla de remplazo que permite ir al espinorial de una manera muy simple.

El objetivo principal de esta tesis es presentar un método recientemente descu-
bierto para obtener una expresion general para la amplitud de dispersion N-fotéon
para lineas fermidnicas abiertas, no obstante, este método puede aplicarse a lineas
cerradas facilmente. Este método, que llamamos descomposicion espin orbital, realiza
una separacion de interacciones orbitales y espinoriales entre los fotones de un campo
electromagnético y el propagador del electréon por medio de un operador de vértice

del foton, analogo al utilizado en teoria de cuerdas para representar la emision o ab-

v



RESUMEN v

sorcion de un foton por una cuerda. A partir de esto la descomposicion espin orbital
goza de ciertas ventajas como la implementacién de la invarianza Gauge por medio
de la identidad de Ward, que nos permite dejar expresiones en términos del tensor de
campo electromagnético. Ademas muestra una mayor simpleza en el manejo de los
calculos que con los otros métodos del mismo formalismo.

Se realizan los calculos para el caso de dos fotones que representa la dispersion de
Compton y se comparan con los resultados que se obtienen utilizando el enfoque de

diagramas de Feynman.

Palabras clave: WORLDLINE FORMALISM, AMPLITUD N-FOTON, DIAGRA-
MAS DE FEYNMAN, KERNEL, TEORIA DE CUERDAS



Abstract

In the present work we will show a brief introduction to Wordline formalism,
used for the quantization of fields and the calculation of quantities of the Quantum
Field Theory such as dispersions, affective actions, anomalies, among others. This
formalism is also called "string-inspired"because it performs calculations analogous
to string perturbation theory. Offers an alternative to the standard approach based
on the second quantization and Feynman diagrams.

We introduce the techniques of this formalism applying them to the integral represen-
tation of the propagator and the effective action in the scalar and spinor QED which
leads us subsequently to the calculation of photon scattering amplitudes at tree level
and a loop. For the scalar case, we obtain a master formula obtained for the first
time in the framework of string theory, which allows us to calculate photon scattering
to a loop. Generalizing this formula to the spinor case requires a more complicated
treatment. So we just present a technique called replacement rule that allows you to

go to the spinor in a very simple way.

The main objective of this thesis is to present a recently discovered method to
obtain a general expression for the N-photon scattering amplitude for open fermio-
nic lines; however, this method can be applied to closed lines easily. This method,
which we call orbital spin decomposition, performs a separation of orbital and spinor
interactions between photons of an electromagnetic field and electron propagator by
means of a vertex operator of the photon, analogous to that used in string theory to
represent the emission or absorption of a photon by a string. From this, the orbital

spin decomposition enjoys certain advantages such as the implementation of the Gau-

VI



ABSTRACT VII

ge invariance by means of the Ward identity, which allows us to leave expressions in
terms of the electromagnetic field tensor. It also shows a greater simplicity in handling
the calculations than with the other methods of the same formalism.

Calculations are made for the case of two photons representing the scattering of Com-
pton and are compared with the results obtained using the approach of Feynman

diagrams.
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Capitulo 1

Introduccion

La teoria cuantica de campos (TCC) es la estructura tedrica mas aceptada en el inten-
to de explicar el mundo subatémico, se puede considerar como una combinacion de la
mecanica cuantica y la relatividad especial aplicada a sistemas de campos continuos;
en particular, la electrodindmica cuantica (QED) es la teorfa més precisa desarrollada
por el hombre. Sus herramientas permiten dar sentido y solucién a problemas fisicos
que la mecanica cuantica no pudo, tales como la relacion entre el espin y estadistica
o la existencia de la antimateria. La teoria ofrece herramientas potentes a la fisica
nuclear, fisica de materia condensada, fisica atémica y astrofisica. Sin embargo, el
calculo de cantidades fisicas suele ser dificultuoso y extenso, tal motivo fue el que
impulso6 al fisico R. Feynman a mediados del siglo XX a desarrollar nuevas técnicas
y representaciones pictéricas que més tarde llevarian su nombre y lo pondrian como

uno de los mas grandes fisicos de la historia.

En 1948 Richard P. Feynman introdujo las integrales de camino aplicadas a la me-
cénica cuantica no relativista en su trabajo "Space-time approach to nonrelativistic
quantum mechanics", dejando en claro la potencialidad de los métodos funcionales.
Anos después presenta una serie de articulos que sentaron las bases de la electrodi-
namica cudntica en los que hace uso de las famosas reglas de Feynman.

Los diagramas y reglas de Feynman nos proporcionan una manera gréafica de visua-

lizar fases intermedias de un proceso de dispersion de particulas y asi mismo saber



CAPITULO 1. INTRODUCCION 2

cuéales interacciones son posibles. En los trabajos de Feynman se encontraban aunadas
sugerencias alternativas (técnicas de primera cuantizacion) de como analizar los mis-
mos procesos que con sus diagramas, no obstante, sus métodos no fueron utilizados en
la teoria cuantica de campos en los anos precedentes. Fué hasta 1982 cuando Afleck,
Alvarez y Manton hicieron uso de estas técnicas propuestas, quienes estudiaron la
producciéon de pares electron-positron usando una aproximaciéon de campo eléctrico
débil. Pero el verdadero potencial de los métodos funcionales se reconoci6 alrededor
de los anos 90 con los trabajos de Bern y Kosower [1], quienes comenzaron a desarro-
llar un formalismo denominado inspirado en cuerdas, que permite calcular cantidades
como acciones efectivas y matrices-S en TCC de una manera similar a los célculos
realizados en la teoria de pertubacion de cuerdas, demostrando que muchas o quizas
todas las amplitudes en la teoria cuantica de campos se puede representar como el
limite de tension infinita de una cuerda. Este nuevo formalismo permitié calcular am-
plitudes a un lazo de la TCC con una elegancia y formalidad antes no vista, analogo
a los diagramas de Feynman pero con una mayor simpleza. Mas tarde, Strassler [10]
unio las ideas de Feynman con los métodos de Bern y Kosower, derivando los resulta-
dos de estos ultimos en términos de integrales de camino para particulas, lo que hoy
en dia se conoce como formalismo linea de mundo o Worldline.

El formalismo linea de mundo (Worldline formalism) es un método alternativo al for-
malismo estandar que relaciona integrales funcionales de la mecanica cuantica relati-
vista con el calculo de cantidades de la TCC. En este sentido presenta més eficiencia
porque hace uso de los métodos funcionales que a través de los anos han demos-
trado tener bastante potencialidad. Basta con mencionar su aplicacion en el calculo
perturbativo de diversas cantidades en TCC, permitiendo implementar la invariancia
Gauge.

El objetivo de esta tesis es presentar una introducciéon del formalismo linea de
mundo y aplicarlo en una descomposicion espin-orbital a nivel arbol de la amplitud
de dispersion de dos fotones. Veremos que este nuevo método ofrece grandes ventajas
tedricas y practicas sobre el formalismo estdndar, como pueden ser que obtenemos

expresiones invariantes de Gauge en la capa de masa o que logramos compactar varios
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diagramas en una sola integral funcional. Se haré la comparacion con los resultados de
la teoria estandar (teoria cuantica de campos en su cuantizacion candnica) y veremos
que son equivalentes. La importancia de este trabajo radica en que la descomposi-
cion espin-orbital ofrece un gran avance tedrico en el calculo de dispersiones N-foton
a nivel arbol y a un lazo. Resulta de gran interés usar esta descomposiciéon para la
amplitud 3-foton, con lo cual obtenemos las herramientas necesarias para calcular el

momento magnético anémalo del electréon a un lazo.

La presente tesis de divide en 4 capitulos, los cuales se presentan a continuacion:

En el capitulo 2 presentamos algunos fundamentos teéricos que se requieren para
entender gran parte del tema central de la tesis. Se sintetiza de manera que se vean
las transiciones desde la teoria clésica de campos hasta la teoria cuantica de campos,
pasando por la mecénica cuantica donde la parte més importante sera la introduccién
del enfoque de Feynman de las integrales de camino. En la parte de TCC se pretende
desarrollar brevemente los temas y conceptos necesarios para comprender el capitulo
3, siendo los diagramas y reglas de Feynman el punto principal. Conceptos como
el propagador, operador de evolucién temporal, funciones de Green e integrales de
camino, tendran gran relevancia en el desarrollo de los temas.

En el capitulo 3 se muestran cantidades y técnicas elementales del formalismo
linea de mundo, especificamente de QED escalar y espinorial, las cuales nos serviran
en nuestros calculos posteriores. La intencién de este apartado se centra en introducir
las técnicas Worldline, su tratamiento riguroso puede encontrarse entre las referencias.
Entre las cantidades més importantes que se desarrollardn se encuentra la féormula
maestra de Bern y Kosower.

El capitulo 4 representa el tema central de esta tesis; se desarrolla una nueva
técnica en el formalismo linea de mundo llamada "descomposicion espin-orbital"que
nos permite calcular la amplitud de dispersiéon N-fotén a nivel arbol y a un lazo de una
manera mas formal y sofisticada, implementando directamente la invariancia Gauge.
Se muestran los célculos hasta N = 2 y se usan las reglas de Feynman para comparar

nuestros resultados con los del formalismo esténdar.
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En el capitulo 5 presentamos nuestras conclusiones sobre este trabajo y el trabajo

futuro. Y finalmente la bibliografia.



Capitulo 2

Fundamentos

2.1. Teoria clasica de campos

2.1.1. Lagrangiano en teoria de campos

En la mecéanica clasica podemos analizar sistemas de particulas puntuales o medios
continuos en términos de Lagrangianos. En el caso continuo el Lagrangiano L puede
ser expresado como la integral espacial de una densidad Lagrangiana £, la cual a su

vez es una funcion de uno o méas campos ¢(x) y sus derivadas d,¢(x). Es decir

L= [ £6().0,0(a) &' (2.1

Uno de los conceptos fundamentales en fisica es la accion S, la cual podemos calcular

como la integral temporal del Lagrangiano:

S = /Edt = /E(gb,(?uqb) d*x. (2.2)

El principio de minima accién establece que la evolucién temporal de todo sistema

fisico se realiza de tal forma que la accion tiende a ser un extremal (normalmente un
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minimo). Asi tenemos

0:55:/d4x5£

= [ e 550+ i) 2%
Usemos que
0. |60, = 89+ 090 5 .

por lo anterior tenemos

[ |5~ (g | 0+ [ v [0 ] =0 29

La condicion de frontera que se establece es que los campos en el infinito permanezcan

constantes. Usando el teorema de Stokes podemos reescribir la dltima integral como

/ d'z 9, [(5@ (af ¢)} / x (0¢) (;))n#, (2.6)

donde 7, es normal a la superficie de la frontera. Usando la condicién de frontera

sigue

dpla = 0 se tiene

oL
/ﬂ  (00) 55 5 = 0. 2.7)

Asi, la integral restante de (2.5) debe eliminarse para d¢ arbitrario, lo cual implica

que el factor que lo acompana es cero, es decir

oL { oL }:O 5)

o " 10(0,9)

las cuales son las ecuaciones de Euler-Lagrange para el campo ¢. Notese que en caso

de existir més de un campo se tendria un conjunto de ecuaciones (2.8) para cada uno.
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2.1.2. Hamiltoniano en teoria de campos

En esta parte se introduce la formulacion Hamiltoniana para el estudio de campos, la
cual nos ayudaréa a hacer una mejor extension teérica a muchos campos de la fisica;
especialmente nos interesa la transicion a la mecanica cuantica. Consideremos un sis-
tema de n grados de libertad descritos por un conjunto {qi, ¢o, ..., ¢, } de coordenadas
generalizadas, si el sistema es conservativo el Lagrangiano L es la energia cinética T

menos la energia potencial V, es decir:

Lig,q)=T-V. (2.9)
Se define un momento conjugado p; = 3—5 asociado a cada variable dinamica g;, donde

G = 0q/0t. Y asi, el Halmiltoniano es

H(p,q) = Zpiqz‘ — L. (2.10)
i=1

Ahora consideremos un nimero infinito de grados de libertad o medio continuo en 4

dimensiones, entonces el sistema estara descrito por un campo:

qi(t) — (). (2.11)

En este caso se define una densidad de momento conjugado 7(x) para el campo ¢(x)

como

() = 05 (2.12)

0d(z)’

entonces la densidad Hamiltoniana se escribe
H(r, ¢) = n(x)(z) — L. (2.13)
De esta manera el hamiltoniano estara dado por la integral espacial

H= / Bz H(r, 6) = / & [x(2)() — L]. (2.14)
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2.1.3. Campo electromagnético

En esta parte desarrollaremos en breve la electrodindmica clésica desde una perspecti-
va Lagrangiana. Sea E y Bel campo eléctrico y magnético respectivamente, llamamos
campo electromagnético al conjunto de estos dos campos vectoriales, los cuales po-
demos expresar en términos de un potencial vecorial A y un potencial escalar ¢ de la
siguiente forma
- 0A

—Vo — TR (2.15)
—V x A. (2.16)

=
I

o
I

Es de nuestro interés usar notacion relativista, para ello definamos los siguientes 4-

vectores (o cuadrivectores)
At = (g A), T = (p; ), (2.17)

donde p y J son la densidad de carga y de corriente. Con lo anterior podemos expresar

el campo electromagnético por medio de un tensor de rango 2 antisimétrico:
= orAY — 9" A+, (2.18)

donde 0, = 0/0x". Generalmente se usa la siguiente densidad Lagrangiana para el

campo electromagnético

1 - o
£:§(E2—B2)—p(b+J-A

1
=~ FuF" = J, A" (2.19)

La densidad Lagrangiana dada por la ecuaciéon anterior esta expresada como la suma
de la energia cinética y un término que describe la interacciéon lagrangiana. Dado
este lagrangiano se puede demostrar que las ecuaciones de Euler-Lagrange dan las

ecuaciones de Maxwell.
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2.2. Mecanica cuantica

A comienzos del siglo veinte los fisicos se encontraron con bastantes fenémenos natura-
les que no podian ser explicados satisfactoriamente con la teorias fisicas desarrolladas
hasta entonces, se dieron cuenta que conforme se acercaban al mundo microscopico
las cosas se complicaban. El problema apuntaba a que los conocimientos existentes
solo eran aplicables a un dominio de fenémenos, muchos otros quedaban fuera, por lo
que era necesario cambiar la concepciéon del mundo fisico.

El tratamiento separado de particulas materiales y radiaciéon fue una inminente
senal de que se necesitaba una teoria que unificara estos conceptos. La dindmica de
los cuerpos macroscopicos era bien explicada con las leyes de Newton. Por su parte,
la radiacion fue explicada con la teoria electromagnética, gracias a las ecuaciones de
Maxwell, las cuales unieron conceptos que parecian ser independientes: la electrici-
dad y el magnetismo. Como primer intento en el tratamiento de la interacciéon entre
materia y radiacion se tenia la fuerza de Lorentz. Los conocimientos de ese entonces
parecian abordar exitosamente la mayoria de los fenémenos fisicos, sin embargo, estas
teorias no describian satisfactoriamente, por ejemplo, la interacciéon entre un atomo
y un campo electromagético.

La radiacion de cuerpo negro fue uno de tantos fenémenos que la teoria electro-
magnética no era capaz de explicar satisfactoriamente, lo que llevd a Max Planck
en 1900 cambiar las concepciones fisicas de la época al suponer que la energia esta-
ba cuantizada, esto es, una onda electromagnética de frecuencia v soélo puede tener
miltiplos enteros de energia de la cantidad hr, a lo que él llamé cuanto de energia,
introduciendo asi una nueva constante unirversal h. Partiendo de estos resultados, en
1905 Einstein propuso que el campo de radiacion estaba constituido por paquetes de
energia hv, es decir, retomo6 la naturaleza corpuscular de la luz que crefia Newton.
A tales paquetes de energia mas tarde se les llamé fotones, palabra que prevalece
hasta hoy en dia. Esta nueva forma de estudiar al campo electromagnético le per-
miti6 a Einstein explicar de manera elegante algunos fenémenos relacionados, entre

ellos el efecto fotoeléctrico, trabajo que lo llevaria a ganar el premio Nobel en fisica
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del ano 1921. Posteriormente estos resultados fueron comprobados por el fisico Art-
hur Compton gracias al efecto Compton, donde se confirm¢é la naturaleza dualidad

onda-particula de la luz.

2.2.1. Operadores en Mecanica Cuantica

Partiendo de uno de los postulados de la Mecanica Cuantica, podemos asociar un
operador lineal hermitico a cada variable dindmica u observable fisico como se muestra

a continuacién

Posiciéon X — T

Momento p — —ihV
Energia potencial V — Vv

Energia cinética T — (=h2/2m)V?
Hamiltoniano 7 — T+V

Tabla 2.1: Operadores elementales en el espacio de posicion.
Donde V es el vector gradiente V= <8%, 6%, %). La mediciéon de cualquiera de estos

observables s6lo produce valores propios A del operador asociado, los cuales satisfacen

la ecuacion

Ol¢) = A|¢), (2.20)

donde O es el operador de algin observable y |¢) es la funcion propia o eigenestado

correspondiente al eigenvalor \.

2.2.2. Ecuacion de Schrodinger

Dado un sistema fisico, su estado cuéntico esta representado por un vector normaliza-

do, perteneciente a un espacio de Hilbert H en alguna base dada, al cual denotaremos
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como |1). La evolucion temporal del sistema esta dado por la ecuacion de Schrodinger

L d A
ih— [¥) = H[y), (2.21)
que en la representacion de posicion se expresa

HOB(E 1) = Bl )
ﬁ2

= ——V2¢<f, t) + V(fv t)¢(f, t)v (2'22)

2m

para una particula de masa m bajo un potencial V (&, t). Si el potencial es indepen-
diente del tiempo podemos emplear el método de separacion de variables para resolver

la ecuacion de Schrodinger; escribimos

W(Z,t) = (T)T(1), (2.23)

es decir, suponemos que la funcion de onda ¥ (Z, t) se puede expresar como el producto
de dos funciones; una que depende so6lo de la posicion y la otra sélo del tiempo. Al
insertar la expresion (2.23) en la ec. (2.22) obtenemos una ecuacion que se puede

separar en la parte espacial y temporal de la siguiente forma

Ldar R 1_,
h—— = —— V20 + V(& 2.24
mT dt 2m ¢ 9 (7). ( )

para que se cumpla la igualdad anterior ambas partes de la ecuacién deben ser iguales

a una constante E. Entonces

1dT
h——=EFE 2.2
T (225)
y
7 1v2¢+V(*)—E (2.26)

Reescribamos la ec. (2.26) de la siguiente forma

(@) + V(@)@ - Bol@), (227)

2m
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o usando el operador Hamiltoniano
Ho(Z) = E)(T). (2.28)

Esta es la ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo v sus soluciones corres-
ponden a los estados estacionarios del sistema. Notemos que ésta ecuacion corresponde
a la ecuacion de valores propios del operador Hamiltoniano, es decir, la constante F
corresponde a los valores de la energia que podemos obtener del sistema.

Al resolver la ecuacion (2.25) obtenemos
T(t) = e BN (2.29)

notemos que en general para cada valor propio del Hamiltoniano obtendremos una
funcién propia, por lo que una solucién méas general a la ecuacién de Schrodinger
dependiente del tiempo (considerando que el potencial no depende del tiempo) es de

la forma

Y(E L) = endn(@)e PN, (2.30)
n=1

donde los coeficientes ¢, se encuentran usando las condiciones iniciales del problema
en cuestion. Recordemos que el potencial V' no debe depender del tiempo para obtener

los resultados anteriores.

2.2.3. Propagador de una particula libre

Sea [1)(to)) el vector de estado de una particula en el instante inicial ¢y y [¢(2)) el
vector de estado en algtn instante ¢, la transformacion | (ty)) en [¢(¢)) esta dado por

un operador lineal U (t,to) que satisface

(1)) = U(t, to) [¥(to)) - (2.31)
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A U(t, to) se le llama operador de evolucidn temporal.

Usemos la ec. de Schrodinger (2.21) con el vector dado por (2.31), esto es

S0t 10) (1)) = AUt 10) (1) (2.32)
es decir,
m%ﬁ(z, to) = HU(t, t), (2.33)

que es la ecuaciéon de evolucion del operador U (t,to).

Consideremos el caso de sistemas conservativos en los cuales el Hamiltoniano no
depende del tiempo, con esta condicion es facil resolver la ec. diferencial (2.33), la
condicion inicial la podemos establecer a partir de (2.31) recordando que el operador

de evolucioén es lineal, por lo que

[(to)) = U(to, to) [1h(t0)) (2.34)

requiere que

~

Ulto,to) = 1, (2.35)

de esta forma la solucion de (2.33) con condicion inicial (2.35) es
Ult, to) = e H—t0)/h (2.36)

Con esta informacién estamos interesados en relacionar dos estados cuanticos del
sistema a diferentes tiempos. Para ello usemos que la funcién de onda en la posicién

T en el instante t esta dada por

(T, ta) = (Ta[t)(t2)) (2.37)

y hagamos el producto interno en ambos lados de la ec. (2.31) con el ket |7s):

(To|t(t2)) = Y(Ta, ta) = (B|U(ta, t1)1h(11)) (2.38)
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notemos que hemos usado t, en lugar de ¢ s6lo por comodidad. Insertemos la relacion

de completitud

/ P |70 (7] = 1 (2.39)

entre U(ty, t1) v [(t1)), entonces

wliats) = [ o @007 @ 00)
_ /d% (Tl (ta, )0 (T, 11). (2.40)

Si consideramos la distribucion inicial ¢(#,¢;), la funcién de onda en la posicion 75

en el instante ¢y estard dada por

(&, t2) :/dg%K(fQ,t%fl;h)l/)(fhh)a (2.41)

en este caso K (T, ty;¥1,t1) es la amplitud de probabilidad de que una particula se
propague de la posiciéon 7 en el instante t; a la posicidén &5 en el instante t9, por tal
motivo esta funciéon es conocida como el propagador de una particula.

Comparando las ecs. (2.40) y (2.41) concluimos que el propagador se puede escribir

como

K(fg,tg;fl,tl) = <f2’U(t2,t1)‘f1> . (242)

Nos interesa el caso t; < ty y K = 0 para t; > ty, con lo que podemos escribir al

propagador €1l Su forma mas comun:
K(fg, tg, ffl, tl) = <f2|U<t2, tl)’fl> 9(152 — tl) (243)

Consideremos un sistema con un Hamiltoniano que no depende explicitamente del

tiempo y sean |¢,) y E, sus estados y valores propios, tenemos entonces

H|$p) = En |$n), (2.44)
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usando la ecuacion (2.36) y la relacion de completitud

> o) (¢nl = 1 (2.45)

tenemos

Uty tr) = e =M 6.) (6], (2.46)

y usando (2.44):
Utz tr) = e =70y o,) (] (2.47)

Ahora usemos la ecuacion (2.42) para calcular K (73, to; xlitl):

K (&, ta; @1, t1) = (Tale” P m0MN Tg) (6] 1) O(ts — 1)

= 0(ty — 1) Y 5 (T1)dn(Fy)eFnlz /M) (2.48)
donde hemos usado
(Z2|dn) = dn(Z2), (9nlZ1) = ¢;,(21) (2.49)
Por otro lado, como ¢, (#)e *En2/" es una solucion de la ecuacion de Schrodinger
tenemos
0 - .
[iﬁ— - H] (T Ent2/h — (), (2.50)
Oty

ahora apliquemos en ambos lados de la ecuacion (2.48) el operador

o X
h— — H 2.51

el cual solo actua sobre las variables ¥, t y usemos la ecuacion (2.50), obtenemos

o ,
[ma— — H] K (T, ty; @1, t1) = ihd(ty — t1) Y &5(1)dn(Tp)e P70 (2,52
to -

Observemos que el argumento de la exponencial se vuelve cero debido a la presencia
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de la funciéon delta de Dirac, también, con ayuda de las ecuaciones (2.45), (2.49)

podemos demostrar que
D O (F)Gn(E) = 6(Fy — 1), (2.53)
por lo que K satisface la ecuacion:

0 N
2

Las soluciones a este tipo de ecuaciones donde son proporcionales a una funcién delta

de Dirac son llamadas funciones de Green. Por tanto, concluimos que el propagador

K es la funciéon de Green de la ecuacion de Schrodinger.

2.2.4. Integrales de camino

El formalismo de integrales de camino ofrece un gran aporte teérico a la mecénica
cuantica, generaliza de forma més sencilla a otras teorias de interacciones. Debido
a que su cantidad fundamental es la Lagrangiana, el formalismo funcional preserva
todas las simetrias de una teoria. Ademas, el limite clasico de la mecénica cuantica

puede obtenerse inmediatamente.

Consideremos una particula de masa m que se mueve en una dimension en un
potencial V. Para un hamiltoniano independiente del tiempo la amplitud de proba-
bilidad de que la particula se propague de la posicién z” a la posicién x en un tiempo

t es

K(w,ast) = (2|U(t)]2) = (xle™"/"a’) (2.55)

con condicién inicial

K(z,2;0) = §(x — 2'). (2.56)

Para introducir las integrales de camino consideremos tiempos intermedios iguales
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At =t/N entre 0y t:
K(z,2',t) = <x|6—iAtﬁ/ﬁe—iAtﬁ/h o e—iAth/h|x/> . (2.57)
Ahora introducimos la unidad con estados propios:
/d:p |z) (x| = 1, (2.58)
entonces podemos escribir a propagador como
K(z,2,t) = /d:pl <x|€—iAtﬁ/ﬁ|x1> (z1] o IAH [N —iAtH /R Ea

— /d[lﬁldl‘g <x|6_iAtH/h‘x2> <$2‘6_iAtﬁ/h|x1> (1] e—iAtH/h o e—iAtH/ﬁ ‘:L‘/>

— /dxld:cg . 'defl <1}N|€7iAtﬁ/h‘xN,1> <.Z’N,1‘€7iAtH/h’5L’N,2> . <x1|€7iAtH/h‘x0>

N—-1 N .
= [T I tole ). (2.59)
i=1 j=1

donde zny =z y xg = 2/. Expandimos la exponencial a primer orden e introducimos

nuevamente la unidad en la base de momentos:
(e 2H /Mg ) = /dpj (z;]p;) (1 — iALH /h) (p;|zj—_1) (2.60)

En esta parte hemos supuesto que el Hamiltoniano es de la forma T + V, es decir,

que no tiene combinaciones de z y p. Recordemos que

1 .
(xlp) = —%e””/h, (2.61)

entonces (2.60) se puede escribir a primer orden en At como

—iAtH /R dp 0 (2 —2 ; YA\
(e gy ) = [ P emere0n |y S )| (262)
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Insertando este resultado en (2.59) se tiene

. iAt
Ko, 1) = / Hdasz / szj;i I = Sy )] (2.63)

Consideremos el limite N — oo y usemos la siguiente identidad:
N-1 .
B T (1) = (&;H;o N Z ) , (2.6

=0

la cual aplicaremos a (2.63), obteniendo

K(z,a',t) /H dml/HMexp{;iV:At [pkWH(pk,xk)H. (2.65)

/ H dz; — / Da(7) (2.66)
/H LN /Dp (2.67)

con 0 <7 <ty h=1. Entonces (2.65) queda

z(t)=z ) )
K(z,2',t) = /(0) , Dx(T) /Dpe’fot dripe—H(p,z)] (2.68)

la cual es conocida como integral de camino de espacio-fase.
Para H cuadratico en el momento podemos resolver las integrales de momento para llevar

a (2.68) a una forma maés interesante. De (2.65) se tiene

2

<xi’€_iAtﬁ/ﬁ‘$j_1> _ / %elAt [pj Ij_ztj—l _%_V(xj)]’ (2.69)
s

la cual es una integral Gaussiana, al completar los cuadrados y tomando la continuacién

), (2.70)

analitica (rotacion de Wick) obtenemos

SE

2
No—intAy (T \Y? , i~ i1\ v
(xile |zj_1) <2m'At) exp | 1At Az V(z;)
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con ello podemos reescribir a (2.65) como

K(z,2',t) / H dz; (—,)N/Q exp <i§:At [73 (xk_A;:k’—l)z — Vi(xg)

y tomando el limite N — oo:

z(t)=z ] .
K(z,2',t) :/ Dy et Jo 4[5V (@(n)] (2.72)
z(0)=x’
z(t)=z )
- / L, D) (2.73)

La expresion anterior es conocida como integral de camino en el espacio de configuracion.
Esta integral funcional se extiende sobre todas las funciones x(7) que satisfacen las condi-
ciones de frontera x(0) = 2’ y x(t) = z. Vemos entonces que el propagador esta dado por
una integral sobre todos los posibles caminos entre 2’ y x, ponderado por una cantidad cuya

fase es el valor de la accién sobre cada camino.

2.2.5. Propagador acoplado a un campo electromagnético

En el presente apartado estamos interesados en derivar una expresion para el propagador de
una particula escalar sometida a un campo electromagnético externo, para ello considerare-
mos un electrén de masa m (sin interacciones espinoriales). El Hamiltoniano es

[p+eA(x,t)]?
2m

H = —ep(x,t), (2.74)

donde A(x,t) es el potencial vectorial magnético y ¢(x,t) el potencial escalar electrostatico.

Insertemos este Hamiltoniano en la expresion (2.68):

z(t)= t eA(x. T 2
K(X,X’,t):/ _ /Dx/Dp exp[ /0 dr (X'pw(’)]qLed)(x,T))]. (2.75)

(0) 2m
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Hagamos p’ = p + eA(x,7), con esto d>p, = d®p/, y con ello Dp = Dp’. Asi

z(t)=z t 12
K(x,x',t) = / Dx/Dp’ exp 2/ dr [ x-(p' —eA(x, 7)) — P, ep(x,T)
z(0)=x’ 0 2m

z(t)=z t 12
= / Dx/Dp’ exp 2/ dr | -2 +xp —eA(x,7)x +ep(x,7) | |.
z(0)=a’ 0 2m

(2.76)

Observamos que podemos integrar sobre los momentos, similarmente como en el apartado

anterior. Al hacerlo obtenemos

z(t)=x

K(x,x',t) = /(0)_ / Dx exp [z /Ot dr (;mXQ —eA(x,7)-Xx + ed(x, 7')” (2.77)
t

)=z

x( t
:/ Dx exp [z/ dTLm(X,X):|, (2.78)
z(0)=z’ 0

donde identificamos a L, (x,%) como el Lagrangiano de un electron sobre un campo mag-

nético.

2.3. Teoria cuantica de campos

La TCC surgi6 en el intento de explicar fenémenos subatémicos en los que la mecénica
cuéntica parecia no tener dominio, especialmente en fené6menos donde interviene la relati-
vidad especial. Atun cuando se usé la ecuaciéon de Schrodinger para describir una particula
relativista, ésta mostraba inconsistencias fisicas como densidades de probabilidad negativas,
soluciones con energia negativa, violaciéon del principio de causalidad o variaciéon en el ni-
mero de particulas de algin proceso.

En especial, la QED es la teoria fisica que tiene la mayor precision de acuerdo con el expe-
rimento. Algunas de las cantidades que muestran esta grandiosa precisién son la transicién
de energia en el hidrogeno y atomos similares, el momento magnético anémalo del electréon

y del muén, y las tazas de decaimiento del positronio en estado singlete y triplete.

Nuestra discusién en esta seccién comienza introduciendo algunas convenciones y la
notacién relativista que usaremos, sin embargo, cambiaremos algunas convenciones en el

capitulo siguiente por comodidad. Posteriormente desarrollaremos las ecuaciones de Klein-
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Gordon y Dirac; posteriormente las reglas de Feynman para la QED escalar, como modo

introductorio al manejo de campos cuénticos.

2.3.1. Breve notacién y convenciones

Durante este capitulo usaremos el tensor métrico

1 0 0 0
o o100 2o
=0y 0 21 o | @)

sin embargo en el capitulo 3 y 4 usaremos otra signatura en la métrica para ser consistentes
con el formalismo Worldline. También usaremos las unidades naturales o de Planck, donde
h=c=1.

Sea a* un cuadrivector con componentes
0.1 2 3
a = (a";a",a%,a”), (2.80)
entonces
0 1 2 3
a, = (ap; a1,a2,a3) = ga” = (a';—a’, —a*, —a’), (2.81)

con la convencién de Einstein de que los indices repetidos son siempre sumados. Los indices
griegos toman valores 0,1,2,3 y los romanos (4, j, k) 1,2,3. Algunos ejemplos de cuadrivectores
que mas utilizaremos son

e cuadrivector posiciéon: z# = (202!, 22, 23) = (t; 2, y, 2) = (4; )

e cuadrivector momento o cuadrimomento: p* = (p°; pt, p?, p®) = (E, ps, py, =)

Podemos formar un escalar de Lorentz, invariante ante cualquier transformaciéon de Lorentz,

con el producto escalar de dos cuadrivectores a* y b*:

a-b=a,b" =a’’ — a'dt — a?b? — a’b?. (2.82)
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Se define el operador derivada

0 g 0 9 0 -
a (815 oz’ Oy 0z> ( ) (283)
tengamos en cuenta que el subindice p en la derivada se debe a que se transforma como un
cuadrivector covariante. Asi

82

0,0t = 5 V2 (2.84)

2.3.2. Campo de Klein-Gordon

El formalismo Lagrangiano convencionalmente se ha utilizado para formular la fisica de par-
ticulas, éste define la teoria porque contiene las interacciones fundamentales. Los motivos
mas importantes por los que se usa esta formulacién es porque la densidad Lagrangiana
es una simple funcién que determina la dinamica, y debe ser un escalar en todo el espacio
relevante, invariante bajo transformaciones. Al hacer a la densidad Lagrangiana invariante
bajo transformaciones de Lorentz garantizamos a nivel clasico, que todas sus predicciones

tedricas son invariantes de Lorentz.

Comencemos nuestro estudio de campos considerando el caso mas simple: el campo
escalar real ¢(z) = ¢*(x) de masa m. Para construir un Lagrangiano (densidad Lagrangiana)
que describa una dinamica no trivial, éste debe contener derivadas d,, y los indices de Lorentz

deben estar contraidos. Una opcion es
1 2,2
L= 5(@@8“@5 —m“p°). (2.85)

La ecuacién de Euler-Lagrange para este campo es

oL oL
96~ %50, " 50

implica que ¢ satisface la ecuacién

(0,0" +m?)¢(x) = 0; (2.87)

ésta es la ecuacion de Klein-Gordon.
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Notemos que de la ecuacion de energia relativista
E?=m? 4+ p? (2.88)
y E =140y, p° = —iV se verifica que
E? —p? =93 +V? = -09,0" (2.89)

Por tanto, cada campo que describe una particula de masa m debe satisfacer —9,0"¢ = m2e.
A manera ilustrativa, construyamos un campo normalizado muy simple: el de un quanto de

energia w y momento k. Sabemos que
¢ = Acos (Ea‘:’ - wt) (2.90)

es una solucién de la ecuacion de onda que representa (2.88), con w? = k> +m? y A
una constante de normalizacion. Encontremos la densidad Hamiltoniana asociada a nuestro

Lagrangiano por medio de la ecuacion (2.13):

H = % |62 + (Ve)? + m2e? (2.91)
v la energia total es
E = / d>rH
- ;/d% [q’ﬁQ + (Vo) + m%ﬂ . (2.92)

Si usamos ¢ de ecuacion (2.90) tenemos

1 . .
E= B /d?’x [(w2 + k?) sin? (k-7 — wt) + m? cos? (k-2 — wt)]

1
= §A2w2, (2.93)

donde hemos usado los valores promedio de las integrales sobre sin? y cos?, y que w? =

k? + m?. Para determinar el valor de la constante A tenemos que igualar el valor de la

energia obtenida con w, ya que es la energia del quanto considerado, con esto A = \/g . Asi,
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la solucién general se puede escribir como

1
V2w

o) = / Bl [ei(E~f—wt) +e—z‘<E~f—wt)}. (2.94)

La interpretacion de las soluciones con modos de energia positiva y negativa surge al cuan-

tizar el campo (segunda cuantizacion).

Propagador de Klein-Gordon

Al cuantizar el campo, ¢(z) se convierte en un operador, que en el esquema de Heisenberg

podemos escribir como

S =) = [ 2T (a4 ahev) 295)

2m)3 \/2E;

—

pV=Ey

donde ay y a;g. son los operadores escalera independientes del tiempo. La amplitud D(x,y)

de una particula para propagarse de y a z es (0|¢(z)¢p(y)|0), donde |0) es el estado de
minima energia llamado vacio cuantico, sobre el cual los eigenestados del Hamiltoniano
seran generados aplicando el operador de creacién &; sobre |0) un namero arbitrario de

veces:

ay|0) =0, (2.96)

P
al10) = |p) (2.97)

eligiendo la normalizacion (0]0) = 1. Con esto es facil comprobar que

3 .
D(z.y) = Olo@ewlo) = [ 55 QEﬁezp.@y) — D@ —y), (2.98)

donde usamos la normalizacion relativista de los estados

p) = \/2wpal|0) = /2wy [p) . (2.99)

Definamos
B d*p i

—ip-(x— +
y):/(27r)4p2_m2+i€e Py e 0 (2.100)

Dp(x —
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el factor ie aleja ligeramente a los polos del eje real. Separemos la integral sobre pU:

. ) 3 00 0 .9 (00
/ d*p i ) :/ d’p eiﬁ.(f—y)/ dp” _ie - 2y ), . (2.101)
(2m)1 p% —m? + ie (2m)3 0o 2m (p0)? — B+ e

Cuando 2% > 3° podemos realizar la integral sobre p° cerrando el contorno sobre el plano
inferior, rodeando el polo p° = Ej — ie/(2E;) en sentido horario. Con esto obtenemos el
mismo propagador D(x — y) que (2.98).

Cuando z° < y° cerramos el contorno sobre el plano superior, rodeando el polo p° = —Ey+
i€/(2E5) en sentido antihorario. Obtenemos el mismo resultado pero intercambiados x y y.

Por tanto
D(z—y), 2°>9°

D(y—=z), %<y

o con la funcion escalon:

Dp(z —y) = 0(z° — 3°) (0p(x)p(y)]0) + 6(y° — 2°) (0] (y) d()|0)
= (0[T{g(z)9(y)}0) . (2.102)

El simbolo T es llamado operador de orden temporal. Al realizar el cilculo (0% +m?)Dp(z—y)
verificamos que Dp es una funciéon de Green del operador de Klein-Gordon.
La funcion de Green Dp(x—1y) es llamada propagador de Feynman para una particula Klein-

Gordon, el cual tendra un papel muy importante cuando veamos las reglas de Feynman para

QED.

2.3.3. Ecuacion de Dirac

En 1928, Paul Dirac desarroll6 una ecuacién que generaliza a la ecuacién de Schrodinger para
incluir la presencia de espin 1/2, consistente con los principios de la mecéanica cuéantica y la
relatividad especial. Esto es; garantiza la conservacion de la probabilidad y es una ecuacién

lineal en la derivada temporal. La cual es

0 ) 0 0 0
aif - [‘l (alaxl Tge T “3w> * Bm] v
W =
=iz = [—za-v + Bm} . (2.103)
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1 es un espinor de 4 componentes, «; y B son matrices de 4x4 que se determinan con

condiciones fisicas. De las ecuaciones (2.88) y (2.89) tenemos

2
_38;2/’ — (—V2 4 m2)y (2.104)

como una condiciéon sobre algtin estado 1. Tomemos los operadores de la ecuacion (2.103)

o

1 5 = —i(a10x1 + aedxg + azdx3) + Bm (2.105)

(a%i := 0x;) vy apliquemos esto a (2.103). Obtenemos

0 0% 0%y O

Froie a; e Z(aiaj + ajai)m +im(auf + Bai)axi —m?B%y. (2.106)
7>t
La comparacion de las ecuaciones (2.104) y (2.106) requiere:
aZ=p=1 ooajtaje=0 (i#£7), @b+ Bai=0. (2.107)

Un caso de interés es considerar fermiones sin masa, asi la ecuacion (2.106) se simplifica

bastante y la condicién sobre las matrices «; se puede escribir
Q; 05 + Q0 = 252] (2108)

Esta relacion de anticonmutacion la cumplen las matrices de Pauli para particulas de espin
1/2, asi
o = —0;. (2.109)

Usamos el signo negativo por convenciéon. Por tanto, la ecuaciéon de Dirac se escribe

oy
i5r =7-p, (2.110)

donde podemos interpretar a @ como un espinor de 2 componentes.

A partir de las relaciones que deben satisfacer las matrices «; y 5 se observa que cuando

consideramos fermiones con masa distinta de cero, se requieren matrices de dimensiones 4x4
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al menos. La elecciéon de matrices no es tnica, ya que podemos elegir cualquier conjunto de
matrices que satisfagan las condiciones (2.107). Elegiremos un conjunto de matrices llamado

matrices Gamma, definidas como

0 01
v == (2.111)
1 0
y
) 0 ot
V=of = ' (2.112)
—ot 0

A tal representacion para las matrices gamma se le llama representaciéon de Weyl o quiral.

Podemos definir

= (%Y, (2.113)

que cumple

{v*,7"} = 2¢"" (&lgebra de Dirac). (2.114)

Si multiplicamos por 8 a la ecuacion (2.103) y usamos las relaciones (2.112) y (2.111)

podemos reescribir la ecuaciéon de Dirac como
(i7" O —m)v =0, (2.115)

que suele ser escrita en la notaciéon de slash, definida como la contraccién tensorial de una

matriz gamma con un cuadrivector, esto es
P = "0, (2.116)
Asi, la ecuacién de Dirac se puede escribir como
(i@ — m)y = 0. (2.117)

Podemos verificar que la ecuacién de Dirac implica la ecuaciéon de Klein-Gordon aplicando

a la misma (—i@ — m) por la izquierda.
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Para escribir el Lagrangiano de la teoria de Dirac definimos la cantidad

P =9, (2.118)
asf 11) es un escalar de Lorentz. Entonces, el Lagrangiano de Dirac es
£ = B(id — mw, (2.119)

en donde se puede verificar que ¥y*1) es un vector de Lorentz.

Debido a que las matrices gamma estén escritas en bloques 2x2, asumimos

o= V" (2.120)

YL

donde ¥ v ¥ son espinores de dos componentes. Entonces podemos escribir la ecuaciéon

de Dirac como

—m +op
ptar) (vr) o (2.121)

po—0op  —m YL,

usando que 0% = p*. Para simplificar un poco la notacion definamos
ot =(1,5), do'=(1,-0), (2.122)

con lo que

A = : (2.123)

Y la ecuacién de Dirac se convierte en

—m -
moia) (vr) g (2.124)
106 —m P,

Al elegir m = 0 las ecuaciones para g y 91, se desacoplan en la forma

- Ovr =0 (2.125)
i0-0Yy, =0,
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las cuales son llamadas ecuaciones de Weyl.
Debido a que un campo de Dirac 1 obedece la ecuacion de Klein-Gordon, podemos escribir

la solucién general de la ecuacién de Dirac como una combinacién lineal de ondas planas:

Y(z) = u(P)e”P* (modos de energia positivos E > 0) (2.126)

Y(z) = v(p)e?® (modos de energia negativos E < 0). (2.127)
Por (2.117), los vectores columna u(p) y v(p) obedecen las restricciones

(p —m)u(p) =0, (p +m)v(p) = 0. (2.128)

Para encontrar la forma de w(p) y v(p) en cualquier marco inercial, hacemos un boost en
alguna direccién arbitraria para p. Obtenemos
VD-o&* Vo-on®
u®(p) = ) v (p) = , s=1,2 (2.129)
Ve —VFTn’
donde ¢ y n son espinores de dos componentes que convencionalmente normalizamos usando
£7¢ = 1. Una eleccion ttil para estos espinores serian los estados propios de o®.

Para hacer un escalar de Lorentz definimos

u(p) = ul (P)°. (2.130)

Entonces

T = 2me'E (2.131)

seré nuestra condiciéon de normalizaciéon. Andlogamente la condiciéon de normalizacién para

v(p) es
T = —2me" (2.132)
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Propagador de Dirac

Al realizar la segunda cuantizacion del campo, obtenemos las expresiones para los operadores

del campo [5]

d? , 4
Y(z) = / P 3 ! [asu®(p)e ™™ T + bgev®(p)e?™] ; (2.133)

by (p)e P + alfw (p)eip'w] . (2.134)
Las amplitudes de propagacién para el campo son

3 .
O )0 = [ L5t S e )

= (idy + m)ap / (;ngg 2]155@"'7"(”0—@/), (2.135)
Ol = [ 55 Y i
=+, [ ) (2136)
Similarmente definimos
Srlz —9) = / (;ljrz))éi p;(_?;?njr)iee_ip.(x_y)’ €= 07 (2.137)

que bajo las condiciones de frontera de Feynman (los contornos usados con Dp(x — y))

resulta ser

T)p 20> 40
Sp(e— gy =4 O )W(y)l ), 20>y

P 0
— (0[p(y)y(x)0), ¥ <y°

(O[T {w ()1 (y) }0) , (2.138)

en este caso definimos al operador de orden temporal con un signo menos cuando los ope-
radores son intercambiados. Analogamente se puede verificar que Sp(z — y) es una funcion

de Green del operador de Dirac (i@ — m).
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2.3.4. Reglas de Feynman para QED espinorial

En el capitulo 4 usaremos la descomposicién espin-orbital para calcular la dispersion 2-foton
a nivel arbol, por lo que es de interés hacer la comparativa con el método estdndar, esto es;
con los diagramas de Feynman. Por ese motivo en esta parte introducimos los diagramas de

Feynman para QED espinorial [5], que nos permiten visualizar interacciones entre particulas.

1. Para cada electréon entrante y saliente se dibuja una linea sélida con una flecha: la
primera apunta hacia el vértice y la segunda en sentido opuesto al vértice. Se les

etiqueta con cuadrimomento p; y p,

2. Para cada positron entrante y saliente se dibuja una linea solida con una flecha: la
primera apuntando en sentido opuesto al vértice y la segunda hacia el vértice. Se les

etiqueta con un signo menos en su cuadrimomento —p; y —pi.

3. Para cada foton entrante y saliente se dibuja una linea ondulada con una flecha: la
primera apuntando hacia el vértice y la segunda en sentido opuesto. Se les etiqueta

con un cuadrimomento k; y &,

4. El tnico vértice permitido une dos lineas sélidas, una con una flecha apuntando hacia
el vértice y la otra en sentido opuesto, y una linea ondulada cuya flecha puede apuntar
en cualquier direccion. Este vértice debe unir todos las lineas externas, asi como las
posibles lineas internas que se necesiten. De esta manera se dibujan todos los posibles

diagramas topologicamente inequivalentes.

5. Se asigna a cada linea interna su propio cuadrimomento y se usa la conservaciéon de

momento en cada vértice.
6. El valor de cada diagrama consiste de los siguientes factores:

. L (prm)
e fermién interno; Uit

fotén interno; —i kg*_‘:iﬁ (en norma de Feynman),

foton externo; e(k),

vértice; —ieyH,

cada lazo fermionico contribuye con un signo menos,
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e se integra sobre cada momento interno, esto es, sobre todos los momentos des-

conocidos o bien cuyos valores no son fijados por conservaciéon del momento.



Capitulo 3

Formalismo Linea de mundo

El formalismo linea de mundo, que a partir de aqui abreviaremos como WF (por sus siglas en
inglés) ofrece una alternativa eficaz al método estandar para el célculo de cantidades como
acciones efectivas, amplitudes de dispersion, anomalias en TCC, entre otras. En el capitulo
1 se mostré una breve historia de este formalismo y algunas de sus aplicaciones. En este
capitulo presentamos resultados elementales de WF en la QED escalar y espinorial, ya que

es ahi donde se ve mas claramente las ventajas que ofrece sobre los diagramas de Feynman.

Como se mencioné en el capitulo anterior, este capitulo y en lo posterior usaremos la
convencion en la signatura de la métrica de Minkowski (— + 4+4), ya que es la estandar en

este formalismo.

3.1. Escalar QED

3.1.1. El propagador libre

Comencemos con el caso mas simple, esto es, el propagador escalar libre. Es la funcién de

Green para el operador de Klein-Gordon:

1

D = (0|T¢(x)¢(2")]0) = <$|m|x/>

33
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Si usamos las convenciones euclidianas, con la métrica del espacio de Minkowski de signatura

(— + ++) y hacemos una rotacion de Wick (continuacion analitica)

k' = B = —ky — ik,

xozt:—xo—wxo

podemos convertir el operador 9,0" en el Laplaciano 4-dimensional.

4 82
00" >0 =Y (3:2)
P Ox;

Como es usual en TCC, trabajamos con las unidades naturales i = ¢ = 1.

Aprovechando la representaciéon integral

L[ 1A
= /0 dTe (3.3)

podemos escribir el propagador relativista asi:

DE* = <:L"/OO dTe_(_D+m2)T|:E’> (3.4)
0

= /00 dTe ™T <$‘eDT‘x/> (3.5)
0

Comparemos lo anterior con la férmula derivada en el capitulo 2 para la amplitud de tran-

sicion de la particula libre en mecanica cuéntica:

z(t)=z

K(z,2' t) = <x’6_itH’x/> = / Dy et Jo 4[5 #] (3.6)

z(0)=a’

con H = %Vz. Usemos (3.6) con los siguientes reemplazos formales:

vV:—>0O
Hf
mey
T — —IiT

t — =T
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obtenemos

, 00 z(T)=zx )
Dg* :/ dTesz/ Da;(T)e*fOTdTixQ (3.7)
0 z(0)=x’

Esta es la representacion Worldline de la integral de camino del propagador relativista de

una particula escalar en el espacio-tiempo euclidiano de x’ a x.

Ahora consideremos que el propagador se encuentra acoplado a un campo electromagnético
externo A, (x). Comparando las ecuaciones (2.73) y (2.77) encontramos que la accién para

esta particula esta dada por

T 1
Statr)) = [ dr (4552 + iedv-A(:v(ﬂ) (3.8)
0
Asi, la expresion para el propagador queda

oo z(T)=x 2 Lied
Dt / dT e T / Di(r)e— o dr(it+iesate(r) (3.9)
0 z(0)=2'

Similarmente se introduce la accidn efectiva de una particula escalar en el campo de fondo:

F[A] _ / dl emQT/ D:L’(T)e_ fng(%x’Z-&-ie:'vA(x(’r)) (310)
o T 2(0)=2(T)

lo cual representa integrales de camino Worldline sobre trayectorias cerradas que estan rela-
cionados con las acciones efectivas a un lazo de la teoria cuantica de campos. Al considerar
trayectorias cerradas aparece una arbitrariedad de la eleccién del origen de la trayectoria;
ésta simetria adicional traslacional se trata dividiendo por la longitud de la circunferencia
misma (dT/T). Fisicamente estas trayectorias solo pueden pertenecer a particulas virtuales,
por tanto, la accion efectiva contiene los efectos cuanticos generados por tales particulas en

el vacio para el campo de fondo.

3.1.2. Amplitud de dispersiéon N-fotén a nivel arbol

Usemos la expresién para el propagador de una particula escalar acoplada a un campo

electromagnético A* para el célculo de las amplitudes de dispersion N-fotén a nivel arbol.
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Esto es, consideramos que la particula se desplaza en el espacio-tiempo Euclidiano mientras
absorbe o emite un nimero fijo pero arbitrario de fotones, cada uno con un momento k y

polarizacion e. Para ello partamos de la ecuacion (3.9):

, 00 ) z(T)=x
DE :/ AT =™ T/ DSE( ) fo dT( & +’L€CCA(CC(T)) (311)
0 z(0)=z’

Ahora consideremos a A" como una suma de N ondas planas:

Za“ ks (3.12)
entonces

i = /OO dre ™" /I mDx(T)e_fOTdT(%”%”eZ;V:l“J‘e ) (3.13)
0 z(

scal —
0)=a’
El subindice scal denota que estamos trabajando con escalares. Expandamos la exponencial
que involucra la interacciéon con A* en serie de potencias:
2
T N ] (
exp —ie/ dTE et L =14 (—ie / dTE i -ejei T / dTE i-ejei | 4
0 .
J=1

N

i)Y | T . ke
+ N drg T -ejet + - (3.14)
: 0 "
Jj=1

Sélo el término de orden N en A" tiene contribuciones fisicas para nuestra cantidad de

interés, el cual es
N

(—ie)V | [T &, ik a(7)
N ; dTZ.TU(T)'Eje i . (3.15)
! =

De estos NV términos nos interesan solo aquellos con polarizacion y momento distintos; es

decir:

(—ie)™

N!

T T T
{/ dri@(7i)-e1 eikl'x(Tl)/ droi(Ty)-€2 eikQ'x(TQ)~--/ dTNE(TN)-EN etk
0 0 0
(3.16)
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Como hay N! formas de obtener lo anterior, nos queda

T ) T ) T )
(—ie)N [/ dm (if(T1)'€1€Zk1'$(TI)) / dTy (i(Tg)-@eZka(T?)) / drn <$(TN).€N€7J€N'I(TN)>:|
0 0 0

(3.17)
que podemos escribir como
(=ie)NV]) lk1,e1] - V2 lkn, en] (3.18)
con
T .
Voalk,el = /0 dr i (r) - e T (3.19)

llamado el operador vértice del foton, algo anédlogo es usado en la teoria de cuerdas para
describir la absorcion o emision de fotones por una cuerda [12]|. Con esto, la amplitud N-

foton queda

z(T)=x 9

N
Diylkr,en; - sk, en] Z(—ie)N/ dTe_Tm?/ Da(r)eJo i
0 z

(0)=z’

X Vaalkiel] Vi lkn, en] (3.20)

A partir de este punto comienza nuestra odisea para realizar el calculo de la integral de
camino (3.20). Comenzamos aplicando el siguiente truco:
G- ejethi®i = gthiTitiie , (3.21)
lin gj
lo cual significa que tenemos que hacer una expansién de la exponencial y tomar sblo los
términos lineales en ;. Reescribimos a (3.20) como

zax' . .
Dscal[k17517 T 7kN7EN]

00 ) z(T)=x N T T 1.0 N . ]
= (_ie)N/ dTe IT™ / Dax(1) H/ dr; e Jo dT3E + 305 (ikjwjte;d5)
0 2(0)=a' i=1"0 lin e1-en

(3.22)

Resulta conveniente absorber las condiciones de frontera parametrizando la trayectoria ar-
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bitraria z(7) entre 2’ y = de la siguiente forma:

2(r) =2 + (z — x')% +q(7) (3.23)

donde podemos interpretar los primeros dos términos como la trayectoria clasica entre los
puntos y a ¢(7) como una desviacion de la misma (véase figura (3.1)). Entonces ¢(7) satisface

las condiciones de frontera de Dirichlet:

q(0) =q(T) =0 (3.24)
X
A
x(T)
X -
Xel (T)
X4
: » T
t

Figura 3.1: Parametrizacion de trayectorias

Asi transformamos la integral funcional sobre z(7) en una sobre ¢(7):

z(T)=x q(T)=0
/ Dx(r) — / Dq(T) (3.25)
z(0)=a’ q(0)=0

Aplicando esta parametrizacién tenemos que

T 5.2 /\2 T 52
& (x —a') q
/0 dr 1 AT —i—/o d7'4 (3.26)
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T T
/ dreik(r)ei(r) _ / et (& +Ha—a ) F )ik (o) e (3.27)
0 0

Con estos resultados podemos escribir a (3.22) de la siguiente forma

D™ k1 e1;- - kN, en]
T z—z)?2 N T N ik (2! oz T (mfz/)»é:j
= (—ie)N/ dTe*mRTe*< 4T) H/ deeZk—l{ i (' +( )5 )+
0 =1 0
q(T)=0 _ Tﬁi.T_ -
X/ Da(rye |2 ~itryatn)] o)
7(0)=0 lin e1-en
donde N
) = (ikd = =0, ) o(r - 73) (3.29)
j=1

y recordando

T
/0 drd' (1 — 7;)q(1) = —q(7:). (3.30)

Notemos que la integral sobre ¢(7) es del tipo Gaussiana. Recordemos las integrales Gaus-

sianas en n dimensiones:

/d"x emaTMe (4m)"? (det M)~"/? (3.31)

[ -l

[ drx e—ivMa

= I M (3.32)

donde M es una matriz de n x n dimensiones y asumimos que es simétrica y positiva definida.

Con la aplicacion de (3.31) y (3.32) se tiene

(I(T):O 2 2
/ Dy(r)e=Jo 4% = Det [—162} (3.33)
4(0)=0 407%| ppe
y #3000
— i dr |4 —j(r)a(r)
IDQ(T)G _ e%fOTdeOT al‘r’G(‘r,T’)j(‘r)-j(‘r’)7 (334)

J Da(r)e i o

. 52 :
G(7,7') es la funcion de Green del operador M = —%%. Para encontrar el determinante
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para los eigenvalores A que formen una base de eigenfunciones f(7) del operador M, es decir

1 0
—Zﬁf@') = Af(7) (3.36)
Las eigenfunciones que cumplen las condiciones de frontera de Dirichlet son f(7) = \/% sin (%),
con eigenvalores (%)2 Con la funcion ¢ de regularizacion [4] encontramos
Det [182] = (4xT)~P/? (3.37)
4 87—2 DBC ) '
La funcion de Green Worldline que satisface las condiciones de frontera de Dirichlet es
G(r,7) = =2A(7, ) (3.38)
con
1 1 77’
A(T,T')25}7—7,‘—§(T+7/)+?- (3.39)
Pues satisface la ecuacion de Green:
1 9 0?
_iﬁG(Tj T/) :W [A(T, 7—,)]
0% 1 1 77!
=o2 ol Tt
10
=39, [O’(T — ’7”)}
=5(t — 1), (3.40)

y se vuelve cero en los puntos sobre la frontera:

1 1
G(0,7) :5\ — 7' - 57" =0

1 1
G(r,0) :§|T| 5T = 0. (3.41)
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En lo que sigue usaremos la siguiente notacion:

AT, ) =A(1,7), OA(r,7') = A(7,7"), 0,0 A(r,7') =°*A*(7,7) (3.42)

asi

*A(r, 7)) = %0’(7’ -7+ ; - % (3.43)
.A.(T, 7_/) —_ —(5(7' _ 7_/) + % (344)

Por tanto, para resolver la integral funcional sobre ¢(7) solo falta calcular las siguientes

integrales:

exp{—; /OT dr /OT i G(r, T’)j(f)-j(a)}
N

= exp Z [k‘i'/{jA(Ti,Tj) — Q’ikj'EiaTiA(Ti, Tj) + e,--sjBTﬁT].A(n,Tj)]
7,7=1

N
= exp Z [ki'ijij — Qikj-Ei.Aij — EZ‘-Ej.A;j] (3.45)
i,j=1

Por tanto, reescribimos a (3.28) como sigue

/
Dilalkr,ers. .. s kN, en]
N T N . (z—a)T n. e
o0 N2 / k
) _ o (z—3') >k {zkk(:v +—"E ) (z—2')- 5
= (—ze)N/ AT (4nT)~P/2e=m T e~ a7 H/ drje™"! ’ g
0 1 Jo
J_
% eZz]‘\,jjzl[ki‘ijij_Qikj'Ei.Aij_Ei’Ej.A.ij] (3.46)
lineg1..en

La expresion anterior es el analogo a la “férmula maestra” derivada por Bern y Kosower [1]

en teoria de cuerdas y rederivado por Strassler [10] para la amplitud N-foton a un lazo.

3.1.3. Amplitud N-foté6n a una lazo

Ahora consideraremos el caso especial donde una particula escalar se mueve en una trayec-

toria cerrada bajo las mismas condiciones que el apartado anterior. Entonces partimos de la
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expresion (3.10):

F[A] _ / g e—mZT/ D.Z‘(T)ei fOT dT(ij32+i6:i'A(x(T)) (347)
o T 2(0)=x(T)

Repetimos los mismos pasos desde la ecuacion (3.12) hasta (3.22) y tenemos

Lscatlki, €15 .- sk, en]
N
= (—ie)V / AL e / Da(r) [ / dr; e Jo AT (ks ey tejig)
o T 2(0)=x(T) +1J0 i
ine1en

(3.48)

En este caso surge un problema adicional: la integral de camino completa sobre x no es
positiva definida debido a la existencia de lazos constantes, en los cuales desaparece el
término cinético como respuesta a un eigenvalor cero del operador M, lo cual también
es llamado "modo cero”. Como solucion definimos el centro de masa del lazo (o posicion
promedio):

T
xo = 11,/0 drat(T). (3.49)

Con esto podemos parametrizar las trayectorias como
(1) = 20 +q(7) (3.50)

de esta manera obtenemos una integral funcional sobre ¢(7). Ahora la variable ¢(7) satisface

condiciones de frontera periddicas y obedece la ecuacion

T
/ drg"(r) = 0. (3.51)
0

Para resolver la integral sobre xg usemos que & = ¢, asi

T . N
/ A"z & Ximi kim0 — (9r)ng > k|- (3.52)
0 -

7=1

que expresa la conservacion global del momento. Obtenemos los mismos eigenvalores que

en la seccién anterior para el operador M y con ello el mismo determinante funcional. La
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funcion de Green de M correspondiente al tratamiendo anterior del modo cero es:

T —1)?
Gp(r,7') =[r—7'| - (T) - % (3.53)

El subindice B refiere a que estamos trabajando en el caso bosénico, posteriormente usaremos
F refiriendo al caso fermiénico. Para célculos en el espacio plano la constante T'/6 puede ser

omitida, entonces tenemos

N2
Gp(r,7) = ‘T - T/’ =7 TT ) (3.54)
Calculemos su primer y segunda derivada:
o
Gp(rr) = o(r —7) - 27—, (3.55)
.. 2
Gp(r,7)=26(r—7") — T (3.56)

La notacién es similar a la seccion anterior; el punto denota la primer derivada respecto al
primer argumento. Para resolver la integral sobre ¢(7) usamos las formulas integrales (3.31)
y (3.32), también la definicion (3.29). Obtenemos

— T dr |2 (7))
| Dq(r)e { } — o3 dr [ drGa(r)i(r)5()

[ Da(r)e= I o

-

= exp

o
{8

. : 1 .
GB (75, 7k ) KKy — ij'skGB(TjaTk)"‘25j'5kGB(ijTk)}

o~
Il

J.k=1

Mz

. : 1 .
k‘ kk:GB]k Zk?j'ngBjk+25j'5kGBjk:| . (3.57)

o~
Il

J.k=1
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Donde hemos usado la misma notacién que en el apartado anterior. Usando la normalizaciéon

absoluta de la integral de camino libre llegamos a la férmula maestra de Bern y Kosower:

Cscalki,e15- .- 5 kN, en]
a  dT Ay
= (—ie)N (2m)"0 (Z k:) / ?e*TmQ @r) 3] [ dn
i=1 0 =170
N1 ) 1 .
X exp Z |:2/€j-kkGBjk — ikj'EkGBjk + 26j~€kGBjk:| (3.58)
J.k=1 lingy-en

Esta formula, obtenida por primera vez por Strassler [10] usando este método, represen-
ta la amplitud N-fotén a un lazo en QED escalar, su gran importancia radica en que es

completamente vélida bajo condiciones off-shell (fuera de la capa de masa).

3.2. QED espinorial

3.2.1. Propagador vestido

Consideremos un fermion de espin 1/2 propagandose desde una posicion 2’ con estado de
espin 3, a la posicién x con estado de espin S mientras interactiia con un campo electro-

magnético A, entonces su propagador se puede escribir:

1

S = (el

a —

18, 2"). (3.59)

Notemos que Sﬁg es una funciéon de Green del operador de Dirac (p + eAd —m). Multipli-

quemos y dividamos a (3.59) por [m — (p+ ed)], también usemos que
2 2 _ 2 E w v
m? — (p+ed)> =m® + (p+ ed) + FRLERALT2 (3.60)

asi, (3.59) se convierte en

1
(p+ed) + T 71 P
=[m +iy-(0 + ieA))) K22 (3.61)

Szg =[m— (p + eA)}Z <x,o¢‘m2 n p,a’)
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K g"o”jl resulta ser el kernel del propagador Sggl. Queremos una representacion integral para la

expresion anterior, para ello repetimos las mismas técnicas que en la QED escalar y llegamos

a
’ & o(T)=x 7T7ﬁie:'p‘r- z(T
Sty :[m—i’y~(8+ieA)]g/ dTe_m2T/ Dx(7)e Jo d [4 Fied(r)-Ala( ))]
0 z(0)=z'
X <$’a’€_T[%[’Y“7’YV]FLLV] p’ $/>
oo z(T)=x o (a2
=[m — iy (0 + icA)]; / dTe T / Da(r)e %0 dr £ ie(r) A(e(7))] Spalz, Al.
0 z(0)=z'
(3.62)
A Syo ]z, Al se le llama “factor de espin”, que para lineas abiertas tiene la forma
Suplz, Al =P [e% S dryt B fa(r)]y” S (3.63)

donde P es el operador de ordenamiento de camino (path ordering). A su vez, (3.63) tiene

una representacion integral en términos de variables Grassmann [11]:

Saﬂ[l“, A] _ 27D/2Symb71 {/ Dw(T)e_ fOT dT[éw'i—ie(w*‘n)uFuV[$(T)](w+n)u]} , (364)
A aﬂ

donde el subindice A en la integral funcional indica condiciones de frontera antiperiddicas y

Symb es llamado mapeo simbdlico, definido por
Symb (Y1027 ) = (—iv/2) -1, (3.65)

y y¥1e2@n denota el producto totalmente antisimétrico de matrices gamma:

1
e = — > sign(m)yrmytn@ .y, (3.66)
’ TES

Con esto podemos reescribir a (3.62) de la siguiente forma

SEE = [m — iv-(0 + ieA)]f KL (3.67)

po s
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donde

/ & o(T)=z — 722 piei(r)-Ala(r
K =9 D) / —— / Da(r)e i [T ried(r) ()]
0 z(0)=x’

< Symb-! {/ Dp(r)eJo drlbvin ze(w+n)“FW[x(r)}(w+n)”]} : (3.68)
A

po

que representa el Kernel de nuestro propagador (3.67).

3.2.2. Amplitud N-fotén a nivel arbol

Para extraer las amplitudes de dispersion partimos de (3.68) y fijamos al campo de fondo

A, como una suma de ondas planas:

N
=Y e, (3.69)
j=1

de esta forma el tensor de campo electromagnético se puede escribir como

N
=0 fiwe* ™), (3.70)
j=1

con fiyw = kiu€iw — kiv€iy. Hacemos los reemplazos anteriores y nuevamente procedemos
como en el caso escalar: expandimos a orden N a (3.68) y tomamos s6lo los términos con

polarizaciones lineales y distintas. Obtenemos

! - \No—pDj2 [~ —m?2T w(T=x) Y
K*'[A] =(—ie)N2~P/ / dre™™ / Da(r)e Jo 475
0 (0)*

XSymb_l {/I;Dw< fo ded”/}H spin kz,fz‘z, }, (371)

con el operador de vértice
T .
spzn k &; 7] / dr —|— 2ie- (1/} + 77) (1/) 4 77)] elk-I(T)
0
T .
/0 dr — i (Y +n)-f-( + )] D (3.72)

Podemos construir condiciones de frontera de Dirichlet para z(7) haciendo un cambio de

variable como en el caso escalar (ec. (3.23)), ademas, si aplicamos el truco (3.21) el operador
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de vértice se convierte en

T x
Ve [kye] = / dret ) Tikayte (S +a)v2ie (v 3k (v+3) (3.73)
K ’ 0 line'
usando Z(7) = 2’ + (x — 2')F y v— = x — 2’. Asi nos queda la siguiente expresion para el
kernel:
’ oo 9 12_ T 42
K™ [A] :(—ie)NQ_D/Z/ dre ™ Temar Dq(r)e Jo T
0 DBC
T 1 ; N
x Symb~! {/ Dy(T)e” Jo d75¢'¢HV;7m [k:i,ei]} (3.74)
A i=1 liney--en

3.2.3. Amplitud N-fotén a un lazo

Para hacer la generalizacion de la accién efectiva escalar al caso espinorial, agregamos la

contribucioén espinorial por medio del factor de espin y un factor global de —1/2 [3]:

=L [Tt [y Bttt a7
2Jo T (0)=2(T)

En este caso S|z, A] tiene la siguiente representacion integral [2]:

Sz, Al = Dipe™ Iy dT[%lﬂ'l&—iﬁb”Fuu(I(T))wy}' (3.76)
A/P

El subindice A/P de la integral indica que la integral de camino es sobre el espacio de

funciones antiperiédicas que anticonmutan en el tiempo propio:

PHm) " () = =9 (m)H (), H(T) = —¢H(0).

Para obtener la amplitud N-fotén a un lazo usamos el mismo procedimiento que en el caso

escalar, obtenemos

1 > dT )
Copinlki,€1;. .. skn,en] = — 2(—i€)N/O T e T /(0)_ o Dx(r)e” Jo dr i

A/P
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Ahora
T .

V)= / dr [e-2(7) + 2ie-(T)k-(7)] () (3.78)
0

spin

es el operador vértice para la absorcién o emisién de un fotén por un espinor. La generali-
zacion de la formula maestra de Bern y Kosower para el caso espinorial requiere del uso de

supersimetria Wordline, lo cual no es de nuestro interés presentar en este trabajo.

3.2.4. Regla de reemplazo

Mostraremos un caso especial de una regla més general en QCD derivada por Bern y Kosower
[1], con la cual podemos ir del caso escalar en la amplitud N foton a un lazo al caso espinorial.

Para ilustrar esta regla consideremos a (3.58) con N = 2, esto es; la polarizacion del vacio:

o g T T
T olor, 21: b 23] —=(—ie)2(2m)26(ky + ko) / e 4nT) / i / drs
0 0 0

2
1 ) . 1 .
X exp Z [2kj'kkGBjk — ij‘EkGBjk + 25j'5kGBjk]
Jk=1

lingg e2

(3.79)

Expandiendo la exponencial nos da

*®dT
Cscatlk, €15 k2, €2] :(—ie)2(2ﬂ')2(5(k1 + k:z)/ ?emeT(élﬂ'T)*
0

D
2

T T
)2 ; : a k1kaG
X/ dTl/ dr [(—’L) k1-e9GRB12ke-c1GRo1 + €1-69G 12| €712V B12,
0 0

(3.80)

Definimos

Py = ky-69G p1oka-e1Gpa1 — €1-62G p1o, (3.81)

asi

fe'e) T T
Cscarlkr, €15 ko, 2] = (—ie)?(2m)25 (ky + k‘2)/ d?e_m2T(47TT)_g / dTl/ dry(—i)2 Pyekrh2Cmz,
0 0 0

(3.82)
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Es de interés eliminar segundas derivadas en Gp12, para ello integramos por partes:

T T T T T
" Gpizkik : Gpizk: k : : Gpizk: k
/ de/ dry G p12e” B12M 2 = (Gg1oe B12R1T2 . —/ dTQ/ dr1GB12GB12k1 - kg 7812712
0 0 0 0
T T '
= / dTg/ dTlGBlgGBmkl . ]€2 €G312k1'k2, (3.83)
0 0

donde hemos usado la antisimetria de G en sus indices. Asi, podemos transformar el poli-

nomio P en 9, el cual sélo contiene primeras derivadas en Gpg:
Py — Qy = Gp12Gpor(e1-kaea-ky — e1-e2 k1 -ka). (3.84)
Asi

: )2 p [FdT _2r o [T ’ N2 k1-keG
Fscal[khEl;kQ,EQ] = (—ZG) (27’[’) ?e (47TT) 2 dm dTQ(—’L) Qqer1k2GB1z,
0 0 0
(3.85)

Usemos la conservacién de momento para definir k = k1 = —ko, obtenemos
Tocatlk, €1; ko, €2) = (2m)Per - Mear-€2 (3.86)

con

4T
" (k) = e* (K*6" — k'kv) / T

scal
0

D T T . .
(47['T)77 / dm / dTQGB12G321ek1'k2GB12
0 0
(3.87)

Ahora calculemos la polarizacion del vacio usando la ecuacion (3.77):

L. o [®dT _, 2 T T
Fspm(]{fl,aﬂ; k‘2,€2) = —5(—Z€ ) ?6 Dx D’QZJ d7'1 dT2
0 0 0

X 1, (B8 + 2iptapy k) €M T ey, (35 + 2igpaby-ky) eh2 w2 Jo dT(GE YD) (3 8g)

En lugar de calcular las integrales sobre x y ¢ como en el caso escalar, usemos el teorema
de Wick. Para ello notemos que las contracciones de Wick no mezclan los campos x y 1,
entonces la integral sobre x queda igual que en el caso escalar y lo tinico que queda calcular

es la integral sobre 1. Necesitamos la funciéon de Green para el operador a% que actiia en el
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espacio de funciones antiperiodicas, que resulta ser

—1
Gp(r—1') 52<7"<§r> |7")y =o(r = 7). (3.89)

Asf encontramos las reglas de contracciéon de Wick para campos Grassmann:

<W(Tl)¢”(72)> :%GF(TI — T9) 0",
<¢M(Tl)¢y(72)wa(73)¢ﬁ(74)> Zi [GF12GF345'IW(5&’B — Gr13GFasdH5"P

+GF14GF235M/B5VQ] . (3.90)

En la tltima igualdad hemos usado la notacion Gp(7; —7;) = Gpyj. Usando (3.90) en (3.88)

tenemos

(202 (W1 ki -k ) = Ghia (k1-kad™ — kG RY) (3.91)

Con esto (3.88) queda
Capinlk1, €15 k2, 2] = (2m)Pe1 -Tgpin €2, (3.92)

pero con

= dr

D
2

. (k) = — 2% (k6" — k"kv) / e T (4rT)~

spin
0

T T
X / dﬁ/ dry (G312G1321 - GFlQGF21> k1 k2Grz (3.93)
0 0

Al analizar estos resultados observamos que las integrales sobre el tiempo propio de (3.93)

las podemos obtener a partir de (3.87) haciendo el siguiente reemplazo:
Gp12GBa1 = Gp12Gpa — Gri2Grar. (3.94)

En general, al realizar la expansion de la exponencial de (3.58) obtenemos algo de la forma
PNe%ZkiijBU, donde Py es un polinomio en G BY G B. Es de interés transformar a Py

en un polinomio Qn que no dependa de segundas derivadas en G, para ello aplicamos una
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integracién por partes, obteniendo

1 N 1 N
Pye? 2ig kikiGpij IBE Qe 2 FikiGBis (3.95)

Ahora escribimos a @ usando “7-ciclos”, definidos como productos de Gp;; de la forma
G Biyis G Bisis - - GBiyiy» Para lo cual necesitamos usar la antisimetria de G g. De esta manera
el integrando del lazo espinorial puede obtenerse del lazo escalar haciendo en cada 7-ciclo

de Qn el siguiente reemplazo:
GBiyisGBigis - GBiniy — GBirisGBisia -+ GBiniy — CFirisGFisis - Giniy (3.96)

y agregando el factor —2 como lo vimos en nuestro ejemplo para N=2.



Capitulo 4
Descomposicion espin-orbital

En el capitulo anterior desarrollamos expresiones para calcular dispersiones de fotones a
nivel arbol y a nivel un lazo en la QED escalar, sin embargo, para la QED espinorial no
calculamos las expresiones (3.74) y (3.77) para tratar de llegar a una "férmula maestra".
Hacer la generalizacion de las expresiones (3.46) y (3.58) para el caso espinorial puede llevarse

a cabo por medio de 3 formas:

= Caculo de integrales Gaussianas: proceso dificil y tardado, requiere del uso de una

super simetria Worldline.

= Regla de reemplazo: mostrado en el capitulo anterior para la dispersién 2 fotén a un

lazo.

= Descomposicion espin orbital: aprovecha la forma del operador de vértice para separar

los términos en interaccién orbital y espinorial.

En este capitulo calculamos la dispersion 2 fotén a nivel arbol usando una descomposicion es-
pin orbital y posteriormente comparamos con los resultados del modelo estandar (utilizando
diagramas de Feynman).

Comencemos nuestra discusion reescribiendo el Kernel (3.71) en términos de funciones

de correlacion:

00 N T
Ka/:z’ [A] :(—ie)N2—D/25’ymb_1 / dTe_mQT H / de <‘/s;ln[k]’ €53 ’Iﬂ> . (41)
0 0
7=1

52
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Notemos que si fj, = 0 el operador de vértice (3.72) se reduce al del caso escalar, por
lo que el término que contiene - (7) representa interaccion orbital, consecuentemente el
término restante representa la interaccién espinorial. Lo anterior es lo que motiva a pensar

que podemos escribir al Kernel de la siguiente formas:

N
K™ [A]= Ky =) Kns. (4.2)
S=0
El subindice N denota el nimero de fotones interactuantes y K g representa la contribucion
al Kernel de S interacciones espinoriales y N — S interacciones orbitales. De esta forma si

hacemos S = 0, K g se reduce al Kernel del caso escalar.

Definamos la cantidad

WS (ki e1;. .. s ks, 25) E@'S<V [k, e1] Vi k2, 2] - --Vn[k:g,eg}>

S
<H ) (W5 +m)-fi- (¥ + "7)> (4.3)
7=1
en donde usamos
Volk,el = =i +n)-f-(+n) =2ie-(Y+n) k- (¢ +n), (4.4)

que corresponde a la parte espinorial del operador de vértice V! . (sin el factor exponencial).

spin

Consideremos 1 = 0, asi para las contracciones de Wick de S factores V;—g[k, €] tenemos

k:j,sj>

) (5 fj- ¢;)> (4.5)

Wﬁgzo(kl,sl;.. k‘s,ES =1 <

{1

Wl o= i1<Vn:0[k:1,51]> = flw<¢#(7-1)¢ll(ﬁ)> =0. (4.6)

T ’:]co I :]m

Para S = 1 tenemos:
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Para S = 2:

Wi_o(k1,e1; ko, €2) :i2<Vn=0[7€1,61]Vn=0[k2,€2]>

= - <(—i)2f1,wf2aﬁ 1#“(71)1/1”(71)1#&(72)1#’8(72)>,

usando (3.90) nos da

1
W73=0(k1,51§ ka2, €2) = fiu foap {4 [GF12GF12 (5“65”6“ - 5‘“5”5)} }

=— %GF12GF21t7’(f1'f2)' (4.7)

En lo anterior hemos usado la antisimetria en el intercambio de subindices de G p;; y de f,..

En general, definimos los bi-ciclos fermionicos de longitud n:

GF(i1, v ,in) = GFiliQGFigig e GpinilZn(il .. .in), (48)
con
.. 1
Zs(ij) = §tr(fi'fj),

Con la convencion de que Gr(0) = 1. Con esto (4.5) se puede reescribir como

szo(kl,el; ...k, e8)

= Z (=1)¥Gp(iriz - in )Gping41 - - inﬁ-nz)"‘GF(in1+---+ncy71+1 T in1+---+ncy)-

partitions

(4.10)

En la suma anterior cy es el nimero de bi-ciclos, n; es la longitud del bi-ciclo k£ y la suma
es sobre productos de hasta S bi-ciclos no equivalentes. Decimos que dos biciclos son no
equivalentes si sus argumentos no pueden ser iguales por medio de rotaciones ciclicas o
inversiones, por ejemplo, Gr(12) es equivalente con Gp(21) asi como G(123) lo es con

Gp(231). Para ilustrar la definicion (4.10), continuaciéon se muestran los valores de W;?ZO
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para S =1,2,3,4:

Wo_o(k,e) =Gp(1) = Gp11 =0
Wi_o(k1,e1; ko, 2) =(—1)'Gr(12) = —Gp(12)
Wio(k1,e15 ko, e k3, e3) =(=1)°Gr(1)Gr(2)Gr(3) + (-1)’Gr(1)Gr(23) + (-1)°Gr(2)Gr(13)
+ (=1)2Gr(3)Gp(12) + (-1)Gp(123) = —Gp(123)
Wi_o(k, €13 kaeo; ks, e3; ky,e4) = — Gp(1234) — Gp(1243) — Gp(1324)

+Gr(12)Gr(34) + Gr(13)Gr(24) + Gr(14)GR(23).
(4.11)

Para generalizar a szo para 1 # 0 simplemente sumamos en los bi-ciclos de (4.10) las
contribuciones de los ns que pueden “romper” los bi-ciclos. Para ello necesitamos definir la

siguiente cantidad:

Grlil =n-fin,
Grlivia-in| =2GFiyiyGFiyis  GFip_yign f1-f2 oo fam (02 2); (4.12)
a la que llamaremos bi-cadena fermidnica de longitud n, donde G|0] = 1. Para estos

objetos diremos que dos bi-cadenas son equivalentes si sus argumentos se pueden obtener

por inversion, por ejemplo Gr|123| = Gr|321|. Con estos elementos Wﬁg se escribe

Wr‘]s(klvgl;' ";k5)65)

= Z (_1)CyGF(i1i2 . -in1)GF(in1+1 s imﬂbz) T GF(in1+...+ncy71+1 o 'in1+...+ncy)
partitions

x GF‘in1+---+ncy+1 o 'in1+---ncy+n1’ T 'GF’in1+---+ncy+n1+1 g, (4.13)

La demostracion de la expresion anterior se puede hacer por induccién matematica, pero no
nos preocuparemos por incluirla en este trabajo. Lo que si es de interés es corroborar que la
expresion (4.13) concuerda con la definicion (4.3), para ello a continuacién se muestran los
célculos de Wﬁg para S = 1,2,3 usando su definiciéon y con (4.13) (para S = 3 sélo se usa
(4.13) ya que el célculo es un poco largo). Para simplificar usaremos la notacion ¢ (7;) = ;.

Comencemos usando la definicion.
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1) S=0:
W?=(1)=1. (4.14)

1) S=I:
Wi (k1se1) = i (=) (o +0)- - (1 + ) ),

recordemos que las contracciones de Wick no nulas son aquellas donde aparecen pro-

ductos pares de v a diferente tiempo. Por tanto
W, (k1,e1) = n-fin (1) =n-f1n. (4.15)
1) S=2:

W2 (ko1 b, 22) =( (61 + m)- fu- (0 +0)] (62 + 1) fo- (2 + )] )
=<1/11'f1’¢11/12'f2-¢2> + <1/11'f1’77¢2‘f2'77> + <¢1‘f1'7777’f2‘¢2>
+ <77-f1'¢1‘1’2'f2'77> + <77'f1'1/11 77'f2'¢2> + <77'f1'777]'f2'77>-

(4.16)

Como 1 y 1 son variables Grassman, al realizar conmutaciones entre ellas tendremos

cambios de signo. Asi
WY =Fry faas [(WA050505 ) — ' (whs )+ n'n (il ) + mnB(wivs )
+ (V08 ) + ]
1
= - §tr(f1‘f2)GF12GF21 +2n-fi-fornGriz +n-fi-nn-fon

=—Gr(12)+2n-fi- fo-n Griz +n- fi-nn- fa-n. (4.17)

Ahora usaremos la expresion (4.13):

1) S=0:
W= (-1 =1. (4.18)

11) S=1. Para este valor de S tenemos dos posibles particiones:

a) 140 (Bi-cadenas de longitud 1 y bi-ciclos de longitud 0). En este caso solo hay
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una bi-cadena de longitud 1 y el bi-ciclo de longitud 0 es el trivial, por lo que esta

particiéon aporta el término (—1)°Gr(0)Gr|1| = n-f1-1.

b) 0+1 (Bi-cadenas de longitud 0 y bi-ciclos de longitud 1). Por convencion tenemos
Gr|0| =1y s6lo hay un bi-ciclo de longitud 1, el cual se anula. Entonces el término

correspondiente a esta particion de S es (—1)'Gr(1)GFr|0| = 0.

Asi
W (k1,e1) = - fi-n. (4.19)

111) S=2. En este caso tenemos mas particiones:
a) 2+40: (=1)°Gr|12|GF(0) = 2GF1an- f1- f2-1.
b) 1+1: (=1)°Gr[1|GF|2] + (=1)*)Gr(1)Gr(2) = 0-fi-nn- fa-n.
¢) 0+2: (—1)'Gr(12)Gp|0| = —2Gp12Gratr(fi-fo).

Por tanto
1
W (ky,e1; ka.e2) = 2Gpan- f1-fa-n+n- fr-nn- f2n — 5 GrGratr(fi-f2). (4.20)
1v) S=3. Similarmente obtenemos

W3 (ky, €15 ko, €2; ks, €3)

= —Gp(123) — [Gp(12)GFp|3| + Gr(13)Gr|l| + Gr(23)Gp|l|] + Gr1|Gr|2|Gr|3|
b Grl1|Gr|23) + Grl2IGr(13] + Grl3|Gr(12] + Grl123) + Gr(231] + Gp|312]

= —Gr12GraGraitr(fi-f2- f3) — %[GF12GF21757'(f1'f2)77‘f3'77 + Gr13Gsitr(fi-f3)n-fam
+GFzzGF?)ztr(fz'fs)n-frn} +77‘f1'7777'f2‘7777'f3'77+2[GF2377'f2‘f3'7777'f1‘77
+ Grsn-fi-fsnn-fan+ Grien-fi-fornn- f3n+ Gri2Grasn: fi-f2- f3:1

+ Gr13Gr3an- fi-f3-farm + GFQIGFISn'f2'f1'f3'77]

Con esto observamos que la definicién de Wﬁg arroja los mismos resultados que la expresion
(4.13) al menos para los 3 primeros valores de S.
Ahora tenemos que ocuparnos de la parte bosénica de (4.1), para ello simplemente retoma-

mos la expresion (3.46) y de ella vamos a “extraer” las partes necesarias para completar a
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nuestra nueva expresion para Ky que implementa a W,f . Como primer objetivo es lograr
que el operador de vértice bosoénico manifieste invarianza Gauge, para ello introducimos una
derivada temporal de la siguiente manera

VW

scal

T ) T d )
[k,e] = /0 dre-@()e**(1) /0 dr [5-3& + ch] R = Veealk, e, 7]; (4.21)

la derivada no contribuird a ningin proceso fisico cuando vayamos a “on-shell”. Eligiendo

¢ =ir-e/r-k con r* un cuadrivector arbitrario con la restriccion r-k = 0 se tiene

T
Vicallk, e, 7] = / dré-ie’™® (4.22)
0
donde
. T fau
= —. 4.23
“n r-k ( )

Con esto el nuevo vértice V. ya es invariante de norma pero nos costé introducir un vector

de referencia r*. Entonces observamos que el operador de vértice V)

gy S€ transforma en Vieq

haciendo el cambio de variable

e —s &, (4.24)

Por otro lado, resulta mas conveniente trabajar en el espacio de momentos, lo que nos llevaréa

a aplicar una transformada de Fourier a ch’”;l, esto es
D%p(kl, €1;.- . kn,enN) = /de / dP ' DI, lipativz), (4.25)
Haciendo el cambio de variables 2 = =z — 2’ y 24 = (z + 2’)/2 obtenemos la siguiente
integral sobre x:
. N N
/de+ezx+‘(p+P +>0521 kj) _ (27T)D(5D P +p/ + Z ’ (4.26)

Jj=1
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calculando la integral restante sobre z_ nos lleva al siguiente resultado:

N [o@)
D%p(k‘l, €1;.. s kN, EN) = (—ie)N(QW)D(;D p+p + E k; / dT e~ ™°T
j=1 0

. (4.27)

N T
N . 2 N . o LY
X H/ dr; o~ TP+ 50 (kymj—ie)) ] + 30y [kiky A= 2ik;oei Ay —eie;°A% |
j=1 0 lin g1...en

que a su vez, si usamos la forma explicita de A;; y sus derivadas podemos escribir como

DRP (k1 evs. sk en) = (—ie)™ (2m)PoP (p+p’+K)/ AT ¢~ T(m*+07)
0

N T
X H/ dr; o2 20—k 0Ny gl | (rik ) kickj —i(oi— )i kj+oijeie;
j=170

)

lin{;‘l'“é‘N
(4.28)
donde hemos usado K = Z;V:1 k;. Si introducimos las siguientes variables
]{20 = p/, kN-i—l =D, T0 — T, g = 0= EN+1 = TN+1, (4.29)
podemos compactar a (4.28) como
g N DsD = 2T
DRP(ky,e15.. . kn,en) =(—ie)™ (2m)76" (p+p' + K) /0 dT'e™™
N T N+1 1 1
X H/ de exp Z <2gijki'k‘j - igi]’é‘i'k‘j + 2§ij5i‘5j> y
j=17" i.=0 liney ey
(4.30)

donde g;; = |7 — 74| y sus derivadas §;;,Gi; son respecto al primer argumento. Introduzcamos

el cambio de variable (4.24) en (4.30) para identificar los nuevos polinomios Ry g:

N+1
' : 1 v ficky L i fi fier
6()RN7S(—1)N = exp Z <2gijk¢i'kj — iy i zk J +§gij% ’
ii=0 TiKq ;e ZT] j )
7 lin f1-fn
(4.31)
con
el) = Bijtlo %gijkikj' (4.32)

Notemos que la linealidad en los factores €; es equivalente a exigir linealidad en factores de
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fi- La expresion para Ry s queda

N+1
N\ Loricficky 1w fiofyery
Ryo—=(—i)N A J_ Zn JI T 4.33
N,S ( Z) exp Z ( 1Gij e ks 2913 ek - T k’j . ( )
1,7=0 linfi-fn
y con ello nuestro propagador escalar vestido queda en el espacio de momentos
DYP(ky,e1,m1;. .5k, en, TN)
00 ) N T
= (—e)N(2m)Ps” (p+p + K) / dr e ™7 H/ drjRy e, (4.34)
0 - Jo
7=1

Notemos que (4.33) denota N interacciones orbitales, sin embargo, en Kyg estaremos con-

siderando N — S interacciones de este tipo, por lo que utilizaremos la siguiente expresion

N1
i1 .00 N (N— Loricficky 1L i fi-fiorg
RJ{V}S S}:(_Z) (V=) exp Z (_Zgij T'i-ki ’ _29ijTi.ki-7'j-kj’>

i,j=0

(4.35)

Los superindices de Ry, g indican los fotones de Ky g que presentaran interaccion espinorial,
por ello al hacer la expansion de la exponencial pedimos que sus polarizaciones se vuelvan
cero. Observemos que Rﬁ,o indica que tenemos solamente interacciones orbitales, por lo que

K g se reduce al caso bosonico. Por otro lado R}{él]'\','m Y significa que en Kng so6lo hay

interaccion espinorial con los fotones. Hasta N = 2 tenemos los siguientes polinomios:

2

0 _(_n—(1-0) Lo TSk Looricfifiry
Rl’o =(=1) P Z tis ri-ki ng ri-kirj-k; )
1,j=0 fo=f2=0,1lin f1
2 2
iy TSk N~ kg ot h
=iexp Z = | —Zglj o (p'o10 + po12)
j=0 lin f1 Jj=0
ri-fi1 /
— — 4.36
ok PP (4.36)
o k
RYY =ry for <pp o2 1> ; (4.37)
) ""2.k2
— 9 + o0k
R =i fi- <pp = 2) ; (4.38)
b Tlokl
3
.. frkira-farky T fi-farre
RU _ PN j , 4.39
2,0 291 92 ri-kira-ko - Pk vy ks (4.39)

4,j=0

fi1 ..... fiszo,liﬂfis+1"'

In
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Con todos estos elementos llegamos a la siguiente representacion para Kyg que llamamos

descomposicion espin-orbital:

- ) N T o
Kﬁan.lS} = (—e)NSymb_l / dTé’_mQT H / deW;]g(kjl ) 5]'1; cee ;kjsa gjs)Rj\;l,é‘“zS}e(.)‘
0 - Jo ’
J=1

(4.40)

4.1. Kernel para N=0,1,2

El uso de (4.40) con N = 0 corresponde al propagador libre, al desarrollarlo tenemos

oo
Ko =Ko = (—e)’Symb~! / dTe‘mQTW,?Rwe%Z%,j:o gijhkik;
0

o0 —T(m2+4p?) 1 1
= ; dTe :p2+m2 :p’2+m2’ (4.41)

resultado que concuerda con el propagador escalar en la TCC.

En el caso N = 1 obtenemos

K1 =Ko+ K11

0 T

—(—ie) (=)' Symb™" [ dTe™T [ dr [WORyo + WiRL] ez Zismo9iskiki (4,42

n+'10 n+l11
0 0

Para resolver las integrales conviene primero desarrollar el factor exponencial

152 ke 1
e2 =0 9k — eXP{2 [901k‘0'ki1 + gozko -k + g1ok1-ko + gi2k1-k2 + gaoka-ko + 921k¢2'k¢1} }

1
—exp{2 [(T —71)p k1 +Tp p+ (T —7)p k1 + ip-k1 + TP -p + 71p~k1}}

—e~ TP (0 =p") (4.43)

donde hemos usado la conservacién de momento y las variables (4.29). Con ello tenemos

w T . . J— / ,
Ky =- GSymb_l / dTe_T(m2+p/2) / dr [W + n.fl.n:| e—T(PQ—PQ)
0 0

7“1']61
_ [m-fl-(p—p’)

o0 T
r-k Symb_l(l)+Symb_1(77'f1'77)]/ dTe_T(m2+p'2)/ dre— TP —P"?).
1-k1

0 0
(4.44)
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Por otro lado, usando (3.65) tenemos

Symb_l(l) =1, Symb_l(n-fm) = _ifl;whua'yy]- (4.45)

Las integrales restantes son faciles de calcular, quedando

_ ahwh" "+~ p)

K
1 (m? + p?)(m? + p?)

(4.46)

Descomponiendo el primer término del numerador de la expresiéon anterior y usando condi-

ciones on-shell podemos reescribir al kernel de la siguiente manera

o _ s =B e —p) _ fp—m) — (f —m)
T 2 p?)(m2 ) (m2 ) (mE 4 p?)

(4.47)

Es momento de poner a prueba la expresion (4.40) considerando dos fotones, lo que nos
da herramientas para calcular la auto-energia del electréon y la Dispersion de Compton. Sin
embargo, s6lo nos enfocaremos en el segundo proceso.

Usando N = 2 en (4.40) tenemos:

2
Ky =Y Kps = K§} + K + kP + K5
S=0
00 T
—(—e)2Symb~! / dT e~ / dridrs [WQRQO + WEREY + WIRS + ngg};}]
0 0
X 6% Z?,j:o gijkik; . (4.48)

Podemos asociar a la expresion anterior la suma de diagramas que aparecen en la figura 4.1,
donde las bolas negras en los vértices (que llamamos blobs) indican el acoplamiento con o,

en el formalismo de segunda cuantizacion.
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Ky % %kz Ky k2 Ky ko
|o‘l llp’ * |0l l|o’ * pl l|o’
K, ko K4 ko
) | + \77774 'JJJ\,‘/ + Permutaciones
p p' p o B p’

Figura 4.1: Diagramas asociados a la descomposicién del Kernel en interacciones espinoriales y

orbitales

Para comenzar el cidculo de K9 consideremos la constribucion de K;% . Primero desarro-

llemos el argumento del factor exponencial en (4.48):

[(T —71)p k1 + (T — 1)p ko + Tp-p' + (T —7)p k1 + |11 — To|k1-ko

N | =

13
i,j=0

+ mp-k1 + (T — Tg)p/-kg + ’Tz — Tﬂ/ﬁ-k‘g + mop-ko +Tp-p/ + Tp-k1 —I—Tgp'kg}

= —Tp” + (p — P')-(1k1 + 72ka) + |11 — Talk1-ka, (4.49)

asi

3
1
expy o Y giki Ky o = exp{=Tp? + (p— 1) (rh1 + 72hk2) + |11 — malk1-ha}. (4.50)
1,7=0

Por lo que

oo T T . . .
K3 =(—ie)2(—i)2Symb~! / dTe~T(m*+7") / dry / 7y 26y, LI 272
0 0 0 r1-kira-ko

x exp{(p — p)- (k1 + T2k2) + |11 — Tolk1-ka}. (4.51)

Con la funcién delta eliminamos una integral sobre 7 y notemos que no tenemos variables
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7, asi

00 T
K2{(]; :(—ie)Q <_2’I"1f1f27"2> Symb—l(l)/ dTe—T(m2+p’2)/ dTeT(p_p/)'(k"l'i_kQ)
r1-kiro-ke 0 0

. 2r1- fi-forr /°° iz [P TP—1
— ()2 (222 T(m2+p?) [ &~~~
= dTr
(—ie) ( . ) ; e ( e
= (—ie)? <27“1'f1'f2'7“2> 1

7‘1-1{217“2-/{32 (m2 +p2)(m2 +p/2)7

(4.52)

., . ., 1
donde hemos usado conservacion del momento. Ahora calculemos la contribucién de K;[l}:

00 T T /
, - _ k
Ké{ll} :(—16)2(—i)25ymb1/ d1 eT(m2+p2)/ d7'1/ dry ! i fl(pk P+ onki)
0 0 0 T2 ko

X exp{(p — p/)‘(7'1]€1 + TQkQ) + |T1 — Tg‘kl -kg}, (453)
donde tenemos que calcular la siguiente integral:

[e's) T dr
A :/ dTe_T(mz'H’lz)/ dm 1 droe PP (Tikyt7eka) +(ri=2)ky k2 (4.54)
0 0 0

que corresponde al caso 7 > 9. Simplificando la exponencial e integrando sobre 7 nos da

]. o0 / T / /
= o / dTe‘T(m2+p2)/ dry [e¥m R p=hip)) _ o =2mkip'] (4.55)
2D Jo 0
2,2 _ R
1 % -T(m24p?) L") — 1 2R (4.56)
- 2k2-p 2 2 — 9%+ '
0 b p 1P

1
T m2+p2)(m2+ p2) [mE + (k1 + p)2] (4.57)

La integral para el caso 71 < 7o es obtenida intercambiando los subindices 1 < 2 en A.

Uniendo estos resultados podemos escribir

1
K2{1}:
TS S 1 re-f2(p — 1) 1
i) I e e T ks \ 2T a4 D)
1 T2 f2 k1 ( 1 1 >
—_ 4.58
+m2+(k2+p’2)> ra-ky \m2+ (k2 +p/)?  m2+ (ky +p')? (4.58)

y se puede verificar que K. 2{12 } s simétrico con K. é{ll }. Para calcular la contribucion K. 521 ?} s6lo
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se necesita notar que 091012 = —1y

— 124 ,L Vi
Symb~ (' n"nn”) = -7¢ By (4.59)

ya que aparecen integrales parecidas a las ya realizadas. Asi

{12} _ (—ie)? 1o s vp ! — .
Ko™ = Gy )2 1 ) {2[7 el \ Gy (k2 +p)?  m?+ (k1 +p)?

i afuv 1 1
T gfapfow e (m2 + (k2 + p)? Ty (k1 + p)?

1 1 1
2 (m2+(k2 o7 Tt (e +p)2>tr(f1'f2)}' (4.60)

Estos resultados para Ky pueden escribirse de una forma més compacta de la siguiente

manera:

Ko

Ky = (—ie)? : 4.61
2 ( Z@) (m2+p2)(m2+p,2)7 ( )
Ko = A1 + Bgaﬂoﬂﬁ — 1C97s, (462)
con los coeficientes
pficfap 1 1 1
Ay = P Il - tr(fi-
2= ek 2\ ) TP
v ri-f1oke fy Y ro- fo ke f1Y 1 1 1 y
BY = — 2 2 o — ) ([ 2D,
2p -k?lp -kQ 2 2p -kl 2p ~]{:2
1/ 1 1 of 5
- _ = 4.
& 4 (2p’-k‘1 + 2p/~k‘2> Capyofi f2 (4.63)

y oMV = %['y”,y” |. Para llegar a los coeficientes (4.63) hemos usado la conservacion de mo-
mento, las condiciones on-shell y la simetrizacion y antisimetrizacién del producto fi,q f5, -
Queremos hacer notar que usamos el subindice dos en los coeficientes de Ko debido a que

en general el kernel Ky siempre puede expresarse con la estructura (4.61) [11].
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4.2. Dispersion de Compton con diagramas de Feyn-

man

En el contexto de la TCC la dispersién de Compton corresponde al proceso e™y — e~ 7, el

cual contiene dos diagramas que se muestran en la figura 4.2.

Figura 4.2: Diagramas de Feynman para la dispersiéon de Compton

Hacemos notar que en los diagramas que usamos en Worldline normalmente usamos la
convencién de que el momento apunte hacia el vértice, lo cual no afecta en lo absoluto al
aplicar la conservacion de momento. Aplicando las reglas presentadas en la seccién 2.3.4

obtenemos una expresion para la matriz M:

M= u(ﬂ)(—z‘ew%(@)W(—ieweu(mu(w
A0 (i e lr) P i )
Pk +m p—Hk +m

= —ie*u(p') | ¢(k2) ¢(k1) + ¢(kl)m¢(k2) u(p)  (4.64)

(p+F1)? —m?

4.3. Comparacion de resultados

En esta parte final mostraremos la equivalencia entre el propagador vestido con dos fotones
obtenido con la descomposicién espin-orbital y el obtenido usando diagramas de Feynman.
Para ello resulta conveniente escribir al propagador (3.61) en el espacio de momentos consi-

derando a A* como una suma de ondas planas:

ShP = / dPx / APy epetiv'e gre (4.65)

1in51-~~aN
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Usando nuevamente las variables 1 y notando que hay dos formas de elegir los términos

lineales en los vectores de polarizacién, tenemos

N
S = (Y - 34 (160
7=1
k‘, / k)‘, /
Ki,tlj P = K%tlj P []{?1781; . ;kj—17€j—1; kj-l—l?gj-i—l; ey kN,EN]. (467)

Debido a que al usar diagramas de Feynman no consideramos los propagadores externos,

tenemos que “amputar” las piernas externas en nuestro propagador introduciendo
SRE = (= + m)SRF (p +m), (4.68)

~ !
con lo cual ya contamos con las herramientas para obtener el propagador S5 ”, no obstante
nosotros contamos con un kernel en términos de los tensores f;,,, cambiarlo en términos de
los vectores de polarizacion involucra célculos un poco largos que no pretendemos mostrar

en este trabajo, en [11] se muestra que K3 puede escribirse de la forma siguiente

/ 1 1 /
K3? T (p% + m?)(p? + m?) {m2 T (P + k)2 [_ #1(p + Ky - m)fy(p —m)

ol —m) + (F — )+ )]+ (1 2) } (4.69)
donde se han usado relaciones de capa de masa. El propagador no amputado queda

SEP =(p + m) KL Pky, €15 ko, e2] — ¢ KT TP [y ] — fo KV TR Ry )
(' +m) { 1

TP ) (P m?) | mP (4 )

(=41 + K+ m)o(p—m)

—(f — Mo (p—m) + () (F = m)dy) + (1 2) }

R A ELL
H0 + ka)? A m?] (p? 4 m?)

(1 2)}, (4.70)

donde hemos usado e = 1. Con ello

])/"_%1 +m
(p’+k:1)2+m2

]5/—1-%24-771
pl+k2)2+m2

§§/p = (m —p’)Sglp(p +m)=4¢, gy + ¢1( ) (4.71)
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Para llegar a la expresion anterior usamos que p2 = —p?. Resultado que concuerda con (4.64)
cuando agregamos las funciones de onda espinoriales para calcular la matriz M.

Finalmente notamos que, como mencionamos en la introduccion, la expresion (4.48) contiene
a los diagramas de Feynman 4.2 bajo una sola integral de camino, mostrando as{ un gran

avance teorico.



Conclusiones

En esta tesis se mostré que el formalismo linea de mundo ofrece ventajas sobre el método
estandar al menos para QED escalar y espinorial para el célculo de amplitudes de dispersiéon
a nivel arbol y a un lazo, no obstante, un estudio mas a fondo revela que también es bastante
eficiente a 6rdenes multilazo.

A pesar de que obtuvimos una expresion compacta para calcular dispersiones de fotones para
lineas cerradas en QED escalar, no lo hicimos para el caso de linea abierta porque requiere
del uso de una super simetria Worldline. Una forma de evitar hacer uso de super campos
para tratar de llegar a un tipo de férmula maestra es la descomposicién espin orbital, la cual
brinda una expresion general para la interacciéon de una linea fermiénica abierta con fotones,
que se puede reducir facilmente al caso escalar e implementa directamente la invarianza
Gauge en la capa de masa.

La ventaja de esta descomposicién es que aprovecha la forma del operador de vértice para
separar interacciones orbitales y espinoriales de una manera simple y elegante, de la que se
puede extraer informacién fisica e implementar la invarianza Gauge.

Una aplicacion muy importante que consideramos como trabajo futuro es el céalculo del
momento magnético anémalo del electrén a un lazo, que podemos realizar al hacer el calculo
para N = 3. Este calculo resulta de gran interés dado que es una de las cantidades mas

precisas que formalismo estandar presenta.
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