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RESUMEN

En este documento se presentan los resultados de una investigacion sobre la
transicion de la aritmética al algebra, en la que se propone un transito natural entre
estos dominios matematicos mediante el uso de patrones, por medio de una serie de
actividades de aprendizaje para promover la generalizacion algebraica y mediante el
uso de la metodologia ACODESA (aprendizaje colaborativo, debate cientifico y auto-
reflexion).

La investigacion que se ha desarrollado es del tipo aplicada, con disefio experimental,
realizada con una muestra que se integré de 6 alumnos los cuales fueron sorteados
al azar de entre todos los diferentes grupos del tercer grado de la secundaria técnica
numero 30 ubicada en Uruapan, Michoacan.

Los resultados de esta investigacion, demostraron la capacidad de los estudiantes de
construir representaciones funcionales, y asi resolver problemas donde se busca una
expresion general para una serie de actividades por medio del reconocimiento de
patrones (expresion algebraica), utilizando un pensamiento reversible, y acercandose
al dominio de las representaciones institucionales y la generalizacion, necesarias para
el pensamiento algebraico.

Finalmente, a partir de los resultados encontrados, se logré determinar que las
actividades de aprendizaje aplicadas pueden llegar a ser efectivas en el transito de la
aritmética al algebra, las cuales de ser consolidadas en cualquier tipo de ambiente,
podrian influir y cambiar por completo a futuro la didactica de la ensefianza del
algebra.

Palabras claves: Investigacion aplicada, ACODESA, actividades de aprendizaje,
uso de patrones, educacion secundaria.



ABSTRACT

This document presents the results of an investigation on the transition from arithmetic
to algebra, in which a natural transition between these mathematical domains is
proposed through the use of patterns, through a series of learning activities to promote
generalization. algebraic and through the use of the ACODESA methodology
(collaborative learning, scientific debate and self-reflection).

The research that has been developed is of the applied type, with an experimental
design, carried out with a sample that was made up of 6 students who were randomly
drawn from among all the different groups of the third grade of technical high school
number 30 located in Uruapan, Michoacan.

The results of this research demonstrated the ability of students to build functional
representations, and thus solve problems where a general expression is sought for a
series of activities through pattern recognition (algebraic expression), using reversible
thinking, and approaching to the domain of institutional representations and
generalization, necessary for algebraic thinking.

Finally, from the results found, it was possible to determine that the applied learning
activities can become effective in the transition from arithmetic to algebra, which if
consolidated in any type of environment, could influence and completely change the
didactics in the future of teaching algebra.

Keywords: Applied research, ACODESA, learning activities, use of patterns,
secondary education.
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En las matematicas se observa una serie de problemas en dos sentidos: la
construccion del conocimiento por parte de los alumnos y las distintas metodologias
utilizadas por los profesores dentro de las aulas. Las investigaciones se han enfocado
hacia estas dos vertientes de manera especifica, aun asi, se siguen obteniendo
resultados poco satisfactorios en el aprendizaje de dominios matematicos por parte
de los estudiantes.

En la literatura existe una gran variedad de estudios referentes a los problemas que
se tienen dentro y fuera de las instituciones educativas respecto al aprendizaje de las
matematicas (Miranda, Fortes, & Gil, 2000; Palarea; Socas, 1994; Resnick & Ford,
1998; Skemp, 1993; Socas, Camacho & Hernandez, 1998), ademas se han realizado
diversas evaluaciones a nivel internacional y nacional (PISA y PLANEA), que
demuestran, a través de sus resultados, grandes deficiencias que se tienen
especificamente en el contexto mexicano. Recordemos que estas pruebas son
simples indicadores como lo menciona Santos y Vargas (2003), “el salir bien en estas
evaluaciones no refleja un aprendizaje profundo de la disciplina” (p. 10), aun asi, son
un referente que puede ser analizado.

Se ha sefalado en este tipo de pruebas estandarizadas, que en México la educacion
matematica tiene un rezago si es comparada con lugares considerados
primermundistas, o al menos esos son los resultados que arroja la prueba PISA
(Programme for International Student Assessment), o de manera local PLANEA (Plan
Nacional para la Evaluacion de los aprendizajes).

Segun los resultados de PISA (OCDE, 2019), en el 2018, Alrededor del 44% de los
estudiantes en México alcanzo el nivel 2 o superior en matematicas. Estos estudiantes
pueden interpretar y reconocer, sin instrucciones directas, cdmo se puede representar
matematicamente una situacion (simple) (por ejemplo, comparar la distancia total de
dos rutas alternativas o convertir los precios en una moneda diferente). La proporcion
de estudiantes de 15 afios que alcanzaron niveles minimos de competencia en
matematicas (Nivel 2 o superior) vari6 ampliamente — de 98% en Beijing, Shanghai,
Jiangsu y Zhejiang (China) a solo el 2% en Zambia, que participé en la evaluacion
PISA para el desarrollo en 2017. En promedio en los paises OCDE, el 76% de los
alumnos obtuvo al menos un nivel de competencia 2 en matematicas.

Alrededor del 1% de los estudiantes obtuvo un nivel de competencia 5 o superior en
matematicas. Seis paises y economias asiaticas tuvieron la mayor proporcién de
estudiantes que lo hicieron: Beijing, Shanghai-Jiangsu-Zhejiang (China) (justo sobre
el 44%), Singapur (casi el 37%), Hong Kong (China) (29%), Macao (China) (casi el
28%), China Taipéi (justo sobre el 23%) y Corea (justo sobre 21%). Estos estudiantes
pueden modelar situaciones complejas matematicamente y pueden seleccionar,
comparar y evaluar estrategias apropiadas de resolucion de problemas para tratar con
ellos.

Considerando los resultados anteriores, el 56% de los alumnos obtuvo el nivel 1 o
incluso menor. Se considera que los estudiantes ubicados en este nivel saben
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responder a preguntas en contextos familiares (lenguaje comun), en donde se
presente toda la informacion necesaria (todos los datos utilizados en el problema) y
ademas que las interrogantes sean muy claras, pueden llevar procedimientos
rutinarios con situaciones directas y responde a estimulos presentados con
respuestas obvias. Los analistas de esta evaluacién, indican que estos estudiantes,
cuyo desemperio se sitla en el nivel 1, corren el riesgo de tener serias dificultades
para aprovechar las matematicas como herramienta que les permita beneficiarse de
oportunidades educativas y de aprendizaje a lo largo de su vida (OCDE, 2015).

Los resultados de la prueba PLANEA 2015 (Los niveles de logro de PLANEA no son
comparables de manera directa con los de pruebas anteriores ya sea EXCALE o
ENLACE) colocan a un 89.4% de alumnos de tercer de secundaria en el nivel 1y 2,
mientras el otro 10.6% se encuentran en el nivel 3y 4. No obstante, en la primaria en
esta misma asignatura, los alumnos alcanzaron un porcentaje de 20.6% en los niveles
3y 4, mientras que el 79.4% lograron evaluaciones de nivel 3 y 4. Como se puede
apreciar, los alumnos de secundaria obtuvieron resultados por debajo de los de
primaria, pero ¢cual es el motivo de esta baja? Puede estar ligada al nivel de
abstraccion necesario para comprender los contenidos destinados a este nivel
educativo a manera de obstaculo epistemologico (Brousseau, 1997), a las estrategias
didacticas utilizadas por los profesores en su ensefianza, o la introduccién del dominio
algebraico.

Este panorama apunta a una meta comun: mejorar el aprendizaje de los estudiantes
de secundaria, actores y participes de las decisiones de nuestro pais en el presente
y para el futuro. Esto implica fuertes retos en varios aspectos, desde la perspectiva
del disefio curricular para mejorar el desempefio de los estudiantes y asegurarles una
mejor insercion a la sociedad a partir de reducir el nimero de quienes no alcanzan los
niveles minimos de competencia e impulsar a quienes muestren potencial para que
alcancen los niveles superiores de desempefio. Esto implica priorizar los aprendizajes
gue favorecen el desarrollo de habilidades cognitivas que redunden en el desarrollo
del pensamiento critico y en la solucion de problemas, asi como fortalecer las
habilidades de comunicacién y de trabajo en grupo; lo anterior implica para la
secundaria un reto organizacional y de gestion para garantizar un mayor
involucramiento y seguimiento entre docentes y alumnos, y las estrategias del
colegiado.

En los estudios de corte psicogenético que Piaget (1979, 1980) realizd, demostrd la
existencia de diferentes estados por los cuales los sujetos pasan durante su
crecimiento (de la nifiez a la adolescencia), aproximadamente al momento de ingreso
a la secundaria los sujetos inician el desarrollo del pensamiento hipotético deductivo
gue se caracteriza por abstracciones reflexionantes, representaciones y la
reversibilidad, lo que podria suponer mayor éxito al tratar temas como el algebra, en
donde se requiere cierto nivel de abstraccion para trabajar con representaciones de
tercer orden (Alcala, 2002), como es el caso de las literales, pero aun asi el
desequilibrio (en el sentido de Piaget) observado en los adolescentes y la débil
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construccion conceptual de un pensamiento algebraico, han mostrado una serie de
probleméticas que han sido estudiadas en la literatura (Godino, Castro, Aké, &
Wilhelmi, 2012; Palarea, et al, 1994: Palarea, 1998; Socas et al., 1998).

Uno de los principios rectores del Plan es centrarse en el aprendizaje de los
estudiantes, de ahi la importancia de conocer a los adolescentes que cursan este
nivel. La adolescencia es una etapa integral y sigue en cada persona un ritmo y una
direccién propios, segun su trayecto y los factores socioecondmicos y culturales que
la rodean. En ese contexto, las escuelas secundarias constituyen un punto de
encuentro intercultural e intergeneracional, en el cual los adolescentes construyen y
reconstruyen su identidad, y al mismo tiempo son un espacio de presion que refleja
parte de las tensiones politicas, econémicas, sociales y culturales del contexto en que
vive.

Actualmente, las culturas juveniles estan influidas por el contexto tecnoldgico y
cultural que crea lenguajes y conocimientos en ocasiones incompatibles con la cultura
escolar, lo cual plantea un desafio pedagdgico. El gran reto de la escuela secundaria
es integrar la pluralidad de lenguajes y culturas, ampliar el horizonte del acceso al
conocimiento, garantizar la convivencia y el dialogo entre ambas culturas. Las
relaciones sociales de convivencia que se construyen en el aula, entre el docente y
sus estudiantes, tienen una importancia decisiva en los aprendizajes y dependen del
equilibrio entre el respeto a la autoridad y los vinculos de confianza, cordialidad,
respeto y gusto por el aprendizaje.

La heterogeneidad de los estudiantes es producto de la diversidad de contextos
geograficos, sociales, econémicos y culturales. A las escuelas acuden estudiantes
provenientes de contextos diferentes, con experiencias de aprendizaje propias, por
ello, la intervencién docente debe favorecer el aprovechamiento y enriquecimiento de
los saberes de los estudiantes a partir de sus diferencias. Estas diferencias no han de
ser barrera para el aprendizaje; por el contrario, los maestros habran de encontrar en
la diversidad la rigueza para nutrir los ambientes de aprendizaje que propicien.
Asimismo, es conveniente establecer nexos entre los profesores, las familias y la
localidad donde esta ubicada la escuela.

En este periodo (al concluir el tercer grado de secundaria, entre los 14 y 15 afios de
edad) los estandares que deben tener los estudiantes estan organizados en tres ejes
tematicos: Sentido numérico y pensamiento algebraico, Forma, espacio y medida, y
Manejo de la informacion.

Al egresar del nivel de secundaria, los estudiantes saben efectuar calculos con
expresiones algebraicas, cuyos coeficientes sean numeros racionales, formulan
ecuaciones o funciones para resolver problemas, calculan volumenes y resuelven
problemas geométricos con apoyo de las propiedades de las figuras y cuerpos.
Calculan porcentajes y probabilidades de eventos simples o compuestos, y
comunican e interpretan informacién mediante el uso de diferentes tipos de gréficas.
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En este periodo se contindia promoviendo el desarrollo de actitudes y valores que son
parte esencial de la competencia matematica y que son el resultado de la metodologia
didactica que se propone para estudiar matematicas. A continuacién, se explica un
poco mejor cada uno de estos ejes teméticos:

1.

Sentido numérico y pensamiento algebraico

Este eje tematico se subdivide en cuatro temas:

NuUumeros y sistemas de numeracion.
Problemas aditivos.

Problemas multiplicativos.

Patrones y ecuaciones.

Los Estandares Curriculares para este eje tematico son los siguientes. El alumno:

2.

Resuelve problemas que implican convertir nimeros fraccionarios a decimales
y viceversa.

Resuelve problemas que implican calcular el minimo comdn multiplo o el
maximo comun divisor.

Resuelve problemas aditivos que impliquen efectuar célculos con expresiones
algebraicas.

Resuelve problemas multiplicativos con expresiones algebraicas a excepcion
de la division entre polinomios.

Resuelve problemas que implican expresar y utilizar la regla general lineal o
cuadratica de una sucesion.

Resuelve problemas que involucran el uso de ecuaciones lineales o
cuadraticas.

Forma, espacio y medida

Este eje tematico se subdivide en dos temas:

Figuras y cuerpos.
Medida.

Los Estandares Curriculares para este eje tematico son los siguientes. El alumno:

Resuelve problemas que implican construir circulos y poligonos regulares con
base en informacién diversa, y usa las relaciones entre sus puntos y rectas
notables.

Utiliza la regla y el compas para realizar diversos trazos, como alturas de
triangulos, mediatrices, rotaciones, simetrias, etcéetera.

Resuelve problemas que impliquen aplicar las propiedades de la congruencia
y la semejanza en diversos poligonos.

Calcula cualquiera de las variables que intervienen en las férmulas de
perimetro, area y volumen.
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3.

Determina la medida de diversos elementos del circulo, como circunferencia,

superficie, angulo inscrito y central, arcos de la circunferencia, sectores y
coronas circulares.

Aplica el teorema de Pitagoras y las razones trigonomeétricas seno, coseno y
tangente en la resolucion de problemas.

Manejo de la informacion

Este eje tematico se subdivide en los siguientes temas:

Proporcionalidad y funciones.
Nociones de probabilidad.
Analisis y representacion de datos.

Los Estandares Curriculares para este eje tematico son los siguientes. El alumno:

Resuelve problemas vinculados a la proporcionalidad directa, inversa o
multiple, como porcentajes, escalas, interés simple o compuesto.

Expresa algebraicamente una relacion lineal o cuadratica entre dos conjuntos
de cantidades.

Calcula la probabilidad de eventos complementarios, mutuamente excluyentes
e independientes.

Lee y representa informacion en diferentes tipos de graficas; calcula y explica
el significado del rango y la desviacion media.

4. Actitudes hacia el estudio de las matemaéaticas

Al término de la Educacion Basica, el alumno:

Desarrolla un concepto positivo de si mismo como usuario de las matematicas,
el gusto y la inclinacion por comprender y utilizar la notacion, el vocabulario y
los procesos matematicos.

Aplica el razonamiento matematico a la solucién de problemas personales,
sociales y naturales, aceptando el principio de que existen diversos
procedimientos para resolver los problemas particulares.

Desarrolla el habito del pensamiento racional y utiliza las reglas del debate
matematico al formular explicaciones o mostrar soluciones.

Comparte e intercambia ideas sobre los procedimientos y resultados al resolver
problemas.

Por tanto, esta investigacion se realizé con alumnos de tercer grado de secundaria en
México. Se buscaron generalizaciones a través del reconocimiento de patrones por
medio de la metodologia ACODESA, con el objetivo de construir un pensamiento
aritmético-algebraico en los estudiantes, que en lugar de cortes propicie un transito
natural entre estas dos grandes estructuras.
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El reconocimiento de patrones fue indispensable en este estudio, en mateméticas,
encontrar regularidades puede significar la comprension y superacion de la dificultad
presentada. En particular, el reconocimiento de patrones resulta util cuando se
requiere desarrollar en el estudiante un pensamiento ligado a la generalizacién, como
es el pensamiento algebraico.

Por lo anterior, la pregunta central de la investigacion fue ¢Cémo influye el uso de
la metodologia de aprendizaje colaborativo, debate cientifico y auto-reflexion
(ACODESA) en el proceso de transicion de la aritmética al algebra? A su vez,
esta interrogante condujo a delimitar propésitos y lineas de investigacion especificas
para entender este cambio de pensamiento en los sujetos.

El proposito general de este estudio fue el de descubrir si las actividades de
aprendizaje presentadas son capaces de promover la generalizacion algebraica en
los estudiantes de secundaria.

Es importante mencionar las preguntas especificas que sirvieron como lineas de
investigacion para el analisis de los datos:

e /Qué importancia tienen los patrones generados en la transicion de la
aritmética al algebra?

e (Cuales son los beneficios y desventajas de utilizar la metodologia de
aprendizaje colaborativo, debate cientifico y auto-reflexion (ACODESA)?

Uno de los fines mas importantes dentro de este estudio, es comprender el proceso
de construccion conceptual necesario para que los alumnos que cursan la secundaria
transiten entre la aritmética y el algebra de una manera natural, el estudio de sus
representaciones e interacciones esta lejos de una recogida de datos medible en el
sentido estricto de la palabra, se buscan conjeturas, contradicciones, estructuras
mentales que conlleven a la resolucién de las situaciones presentadas.

Es por ello, que nos ha parecido mas que conveniente la eleccion del paradigma
cualitativo dentro de esta investigacion, con el que podemos analizar la construcciéon
matematica, ya sea individual o colectiva, desde una perspectiva creadora, y no
reguladora ni estandarizada. Objetivo factible dentro de la metodologia ACODESA,
en donde el profesor solo guia y los alumnos descubren las conjeturas necesarias
para superar la dificultad presentada.

El uso de la metodologia ACODESA, se basa principalmente en el aprendizaje
colaborativo, en donde los alumnos generan conocimientos a través del analisis
individual, por equipo y grupal en diferentes etapas, tomando al profesor como guiay
no como el proveedor de conocimiento, el trabajo realizado demuestra la capacidad
de los alumnos de resolver problemas si bien no con las representaciones
institucionales que aparecen en los libros, sino con sus propias representaciones
funcionales.
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Es importante mencionar que en una de las etapas de la metodologia ACODESA,
denominada auto-reflexion, se recurrié del uso del método clinico utilizado por Jean
Piaget (2001) dentro de la psicologia genética. La razén de esto fue la linea de
pensamiento de los alumnos para conocer a fondo las estructuras cognitivas
desarrolladas durante la experimentacion.

La experimentacion se realizé con 6 alumnos de tercer afio de la escuela secundaria
técnica no. 30 ubicada en el municipio de Uruapan, del estado de Michoacan. En esta
escuela se expresa la preocupacion por la falta de comprension del algebra de la
mayoria de los estudiantes, estos solo resuelven mecanicamente algunos problemas
siguiendo una serie de pasos, pero con ausencia de comprension y razonamiento.

Una investigacion que se desarrolla en el contexto de la generacion de patrones
proponiendo la existencia de un pensamiento aritmético-algebraico, donde no son tan
importantes los simbolos y signos algebraicos como entes institucionalizados, sino las
representaciones funcionales que se generan a partir de representaciones mentales
del sujeto, basadas en estructuras de control construidas sobre el pensamiento
aritmético, ayuda a comprender el proceso natural que los alumnos desarrollan para
acceder al algebra.

En el capitulo Il se presenta la metodologia ACODESA, que es la que enmarca este
trabajo, asi como el disefio de esta investigacion. En este apartado se explica todo lo
gue se hizo en la experimentacion.

En el capitulo 111, IV y V se muestran los resultados de las experimentaciones de cada
una de las actividades realizadas. Los resultados en estos tres capitulos son
mostrados a partir de las etapas de la metodologia ACODESA, primero se analiza el
trabajo individual, posteriormente el trabajo grupal, en un tercer momento los
resultados de la auto-reflexion, realizada 15 dias después de la experimentacion, en
donde se puede comprobar la construccion de conocimiento estable por parte de los
alumnos.

Finalmente, el capitulo VI, esta dedicado a las consideraciones y conclusiones finales
de esta investigacion, asi como las respuestas a los cuestionamientos planteados al
inicio del estudio.
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CAPITULO Il: METODOLOGIA'Y
PROCEDIMIENTOS
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En este presente capitulo se plantea la metodologia de la investigacion, el disefio de
actividades y procedimientos realizados en la experimentacién, asi como las
caracteristicas de los sujetos participantes. Al ser una metodologia relativamente
nueva, se explica de manera detallada a lo largo de este apartado.

2.1 METODOLOGIA ACODESA

La metodologia que se utilizo a lo largo de este estudio estad enfocada al aprendizaje
colaborativo, debate cientifico y auto-reflexion (ACODESA), es una propuesta
relativamente nueva que incluye la reflexion individual y grupal, lo que permite
contradicciones por parte de los estudiantes, y aprendizaje individual en interaccion
con los otros sujetos que participan en el debate, en donde se construyen expresiones
algebraicas para resolver la situacion segun sea el caso.

Esta metodologia consta de cinco pasos (Cortés et al., 2014):

e Trabajo individual: en esta etapa el trabajo de cada uno de los alumnos
demuestra de qué manera entiende el problema presentado, aqui se producen
las representaciones funcionales y producciones semiéticas para comprender
la situacion problema a fin de prepararse para una discusion en la cual sus
ideas tengan mayor impacto.

e Trabajo en equipo sobre una misma situacion. Proceso de discusion y
validacion por parte de los estudiantes, las conjeturas que son confrontadas en
este momento resultan en argumentos que acercan mas al objetivo planteado
(refinamiento y evolucion de las representaciones funcionales y producciones
asociadas).

e Debate (que puede convertirse en un debate cientifico). Procesos de discusion
y validacion (refinamiento de representaciones). La discusion en plenaria no es
facil de dirigir, el profesor tendria que promover la comunicacion cientifica en
el sentido de Legrand (1993) creando un ambiente de discusion cientifica, en
donde la validacion sea un elemento esencial, de manera que se favorezca un
aprendizaje equitativo. Cada equipo propone sus resultados y los pone a
consideracion de toda la clase. Es importante llegar a un acuerdo en el grupo.
Sin embargo, también se debe tener en cuenta la fugacidad del consenso; es
probable que los estudiantes consideren que han comprendido sin que
verdaderamente hayan interiorizado los resultados y nuevas representaciones
(Thompson, 2002). La siguiente etapa es insustituible.

e Auto-reflexion. Regreso a la tarea en forma individual (trabajo individual de
reconstruccion y autorreflexion). Esta etapa es crucial en la metodologia
ACODESA, ya que todo el trabajo individual y en equipo una vez pasado el
consenso se puede olvidar rapidamente. La estabilidad del conocimiento
adquirido en las etapas anteriores no podra alcanzarse si no se pasa por un
periodo de reconstruccion (autorreflexion) de lo realizado.
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e Institucionalizacion. En esta etapa, el profesor resume los resultados de los
equipos, muestra la evolucion de las representaciones espontaneas que
emergieron en las etapas anteriores y discute su eficacia antes de introducir
las representaciones institucionales y los procesos correctos.

Las etapas de esta metodologia pueden ser apreciadas y comprendidas mejor en el
siguiente diagrama:

4 Institucionalizacién (profesor)\'
('
Debate de grupo ]
(" Trabajo en equipo { Profesor
Alumno ., _lguld)
(trabajo individual) N r (AAtlur;mg )

Tarea matematica . —’| Reconstruccion del trabajo
Produccion {representaciones) realizado en equipo y debate
Utilizacidn de materiales )

W Proceso de validacién - Proceso de valldaclon

\_ Proceso de valldacion J

. S

Figura 1 Vista global del proceso en el aula con la metodologia ACODESA

(Cortés et. Al., 2014, p. 229)

Si se observa el diagrama anterior, los procesos de validacién que son parte
fundamental del marco teérico de los espacios de trabajo matematico, son recurrentes
dentro de las etapas de esta metodologia, ademas, al promover el trabajo
colaborativo, se esta promoviendo la comunicacion entre los integrantes del grupo,
que fortalece la génesis discursiva y la génesis semidtica. Al usar las herramientas
tecnoldgicas, se desarrolla la génesis instrumental, lo que lleva al descubrimiento y al
razonamiento, que son medios para la construccion conceptual.

Es importante mencionar que, la metodologia ACODESA es una metodologia de
ensefanza, pero se ha comprobado en varios estudios (Cortés et al., 2014), que los
resultados obtenidos al trabajar con esta metodologia basada en el aprendizaje
colaborativo, son sumamente interesantes y Utiles para fines investigativos.

Se han aplicado algunas modificaciones a esta metodologia cuando es utilizada para
fines de investigacion. La primera es que la etapa de autorreflexion pasa a ser la ultima
fase de ACODESA y se aplica después de un lapso de un tiempo considerable
(algunos dias o después), esto con el fin de conocer la estabilidad del conocimiento
demostrado durante la experimentacion.
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La otra diferencia es la relevancia de la fase de institucionalizacion de los objetos
matemaéticos. Dentro de la ensefianza esta etapa es insustituible e indispensable, ya
que el proceso de construccion matematica va enfocado a la convencionalidad de
representaciones, es decir, después de los procesos de refinamiento de las
representaciones funcionales creadas por los estudiantes, es necesario que el
profesor enmarque en un lenguaje cientifico (institucionalizado), los resultados
propuestos por los alumnos.

En la presente investigacion, esta etapa no tiene un papel central, no se busca
ensefiar al estudiante, sino saber la construccion conceptual del sujeto sobre el objeto
de estudio, y a partir de ello observar el proceso de construccion del pensamiento
algebraico, gracias a las conjeturas y contradicciones que se puedan generar dentro
de las sesiones de clase.

2.1.1 La metodologia ACODESA: un aprendizaje cooperativo o colaborativo

En las ultimas décadas se ha estudiado los beneficios del trabajo en pequefios grupos
dentro de las aulas, cdmo es que la reflexion de los alumnos en interaccion con sus
pares, puede ayudar a la construccién del conocimiento en estos mismos sujetos.

Bajo este enfoque del trabajo en equipo, surgieron el aprendizaje cooperativo y el
aprendizaje colaborativo, aunque tienen algunas similitudes y en ocasiones son
tomados como sinénimos, tienen diferencias marcadas que definen cada una de estas
perspectivas.

Dentro de esta investigacion y para el caso especifico de la metodologia ACODESA,
es necesario, explicare el tipo de trabajo en equipo que se realiza, definiendo por qué
la metodologia esta basada en el aprendizaje colaborativo y no cooperativo.

En los ultimos afios del siglo pasado y principios de este siglo, las investigaciones
sobre el aprendizaje cooperativo tuvieron un realce, segun Brody (1995):

El aprendizaje cooperativo es un proceso social basado en el trabajo grupal
estructurado, y se ocupa de promover resultados sociales y académicos; es decir, los
estudiantes aprenden nuevas habilidades sociales y como trabajar juntos para
alcanzar metas académicas. Estas metas se realizan a través de la imposicion de
estructura y control por el maestro. El maestro hace que los estudiantes sean
responsables por el aprendizaje, colectivamente. Al hacerlo, el maestro actia como
un director que utiliza estrategias de introduccion para engendrar habilidades sociales,
interdependencia positiva, cooperacién y responsabilidad. (citado en Furlotte, 2013)

Se resalta la importancia de la direccion y el liderazgo del profesor en las actividades
disefiadas para el trabajo en equipo. Reflexionando sobre este tipo de aprendizaje,
Jhonson & Jhonson (1994), hace referencia a Sandy Koufax, uno de los mejores
lanzados de la historia del Béisbol, que era capaz de hacer zumbar la pelota con sus

21



lanzamientos. Los bateadores del equipo rival permanecian en silencio para escuchar
el zumbido de la pelota y cuando era su turno de batear, ya se sentian intimidados.

Los autores comentan que solo habria una manera de arruinar la genialidad de
Koufax, hacer que David (uno de los coautores del libro referido), jugara con €l como
receptor: Es decir, un lanzador necesita un buen receptor, de lo contrario tendria que
lanzar la pelota mas lentamente para que €l pudiera atraparla y por lo tanto la principal
arma de Koufax quedaria limitada. Y si ademas de esto, se ubicaran en posiciones
defensivas a otras personas con pocas habilidades para la recepcion de la pelota, se
habria limitado mas los triunfos de este talentoso lanzador, es decir, Koufax no era
buen lanzador por si solo, “el rendimiento excepcional en el aula, al igual que en el
campo de juego, exige un esfuerzo cooperativo, y no los esfuerzos individualistas o
competitivos de algunos individuos aislados” (Jhonson & Jhonson, 1994, p.5).

Para estos investigadores:

La cooperacién consiste en trabajar juntos para alcanzar objetivos comunes. En una
situacion cooperativa, los individuos procuran obtener resultados que sean
beneficiosos para ellos mismos y para todos los demas miembros del grupo. El
aprendizaje cooperativo es el empleo didactico de grupos reducidos en los alumnos
trabajan juntos para maximizar su propio aprendizaje y el de los demas. Este método
contrasta con el aprendizaje competitivo, en el que cada alumno trabaja en contra de
los demas para alcanzar objetivos escolares tales como una calificacion de “10” que
s6lo uno o algunos pueden obtener, y con el aprendizaje individualista, en el que los
estudiantes trabajan por su cuenta para lograr metas de aprendizaje desvinculadas de
las de los demas alumnos. (1994, p.5)

Estos autores, especifican las ventajas que tiene el aprendizaje cooperativo sobre el
aprendizaje por competencias y el aprendizaje individual, y es que, en estos ultimos
enfoques, los objetivos son individuales, estan alejados de la colectividad.

En resumen, el aprendizaje cooperativo es el conjunto de procesos que ayudan a que
las personas cooperen e interactlen entre si para lograr llegar a cumplir un objetivo o
meta especifica, en un ambiente en donde existe un lider que generalmente es el
profesor, las estrategias que componen este tipo de aprendizaje suelen estar basadas
en la teoria de la independencia social, la teoria del desarrollo cognitivo y la teoria del
aprendizaje conductual (Panitz, 1997).

En contraste, el aprendizaje colaborativo:

Personifica el pensamiento libre y hasta el disentimiento. Su objetivo final es crear
nuevos conocimientos. En esencia, no esta estructurado. De hecho, el objetivo del
proceso de aprendizaje colaborativo es que los miembros del grupo piensen y
resuelvan problemas abstractos, problemas que pueden no tener respuestas
especificas o soluciones multiples. El aprendizaje colaborativo es, fundamentalmente,
un proceso intelectual dentro de un marco social de permitir- hacer. (Olivares, 2005).
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A diferencia del aprendizaje cooperativo, este tipo de aprendizaje se basa en la
interaccion y la solucion de los propios estudiantes, con un papel del profesor como
guia en las actividades, pero no un impostor de los roles de cada uno de los
integrantes del equipo, ni metas especificas determinadas con anterioridad. En torno
a esta diferencia, Panitz (1997), plante que:

La colaboracion es una filosofia de interaccion y estilo de vida personal donde los
individuos son responsables de sus acciones, incluyendo el aprendizaje y el respeto
de las contribuciones de sus pares. La cooperacion es una estructura de interaccion
disefiada para facilitar la realizacion de un producto final especifico o meta a través de
personas que trabajan juntas en grupos. (p.3).

Es decir, la colaboracion no es solo una técnica utilizada en el aula, es una filosofia
personal que puede ser utilizada en todas las situaciones en que las personas se
rednen en grupos, en donde se busque el consenso, y la creacion conceptual a partir
de las contradicciones propuestas por los integrantes del grupo.

Panitz (1997) propone que el aprendizaje colaborativo se basa en los siguientes
principios:

1. Trabajar juntos resulta en una mayor comprension de lo que probablemente habria

ocurrido si uno habia trabajado independientemente.

Las interacciones habladas y escritas contribuyen a esta comprensién creciente.

3. Existe la oportunidad de tomar conciencia, a través de las experiencias en el aula, de
las relaciones entre interacciones sociales, y una mayor comprension.

4. Algunos elementos de esta comprension creciente son idiosincrasicas e
impredecibles.

5. La participacion es voluntaria y debe ser libremente celebrada. (p.12)

A

Dentro de este trabajo de transicion de la aritmética al algebra, la mayoria de estos
preceptos pueden ser considerados, en especial esa interaccion de las
representaciones de los estudiantes analizadas y reflexionadas de manera grupal, en
donde se busca el consenso de la resolucion del problema.

A partir del aprendizaje colaborativo se busca la creacion por parte de los estudiantes,
fuera de un guion propuesto por el docente, se les brinda la libertad de métodos y
procedimientos generados a partir de contradicciones reconocidas por ellos mismos,
para llegar a una conclusion que no es programada como una meta por parte del
profesor, que mas bien refleja la construccion de los alumnos, este seria generado
desde la perspectiva de nuestra investigacion, por la estructura de control.

El aprendizaje colaborativo se basa en el trabajo en equipo y el contraste de
competencias desarrolladas por los integrantes de estos grupos, su marco de trabajo
grupal ésta basado en teorias derivadas de estudios sobre la naturaleza social del
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conocimiento humano. Las diferentes raices del constructivismo han formado la base
del aprendizaje colaborativo (Panitz, 1997), como la teoria sociocultural de Vygotsky.

Es por eso que el aprendizaje colaborativo es la base de la metodologia ACODESA,
ya gque en este no hay lideres y todos buscan la construccién del conocimiento sin
jugar ningun rol de grupo determinado.

2.1.2 Fundamentacion de la metodologia ACODESA

La metodologia ACODESA es la integracion de varios elementos: un aprendizaje en
colaboracion (Panitz, 1997), un debate cientifico a la manera de Legrande (1990,
1996, 2001), y la auto-reflexién de acuerdo a las ideas de Hadamard (1945).

En el debate cientifico son indispensables “las ‘suposiciones’ que hacen los alumnos
con respecto a la solucion del problema, las cuales son formalizadas en términos de
conjetura, y la validacién es realizada por ellos mismos” (Paez, 2004, p.77).

En la auto- reflexion, es relevante saber la estabilidad de las construcciones
conceptuales de los alumnos, “Thompson (2002) llevé a cabo una investigacion con
diecinueve estudiantes y se dio cuenta que algunos de ellos no asimilaron el trabajo
individual ni la discusién global, aun cuando habian llegado a un “consenso” en el
debate” (Paez, 2004, p. 78).

Ademas, Hadamard (1945) ha expuesto sus ideas sobre la incubacién del
conocimiento, incubar en el subconsciente para posteriormente, al retomarlo
nuevamente después de un tiempo considerable promueva un mejor analisis,
precision y solucion del problema (Paez, 2004)

En la fase de auto-reflexion, ademéas de volver a aplicar el instrumento a los
estudiantes, se realiz6 una entrevista a través del método clinico propuesto por Piaget
(2001). Estad modificacion en la metodologia nos parece adecuada para conocer a
profundidad las estructuras mentales a partir de las explicaciones dadas por los
estudiantes.

Vygotsky reconocio las bondades de este método:

Piaget debe el hallazgo de nuevos datos, una mina de oro, al nuevo método,
introducido por él, al método clinico, cuya potencia y originalidad lo sitian entre los
mejores métodos de investigacién psicologica y lo convierten en un elemento
insustituible para el estudio del cambio evolutivo de las complejas formaciones del
pensamiento infantil. (1934, p.31, citado en Delval, 2001, p.11)

De manera especifica, se considerd el método clinico debido a que:

Constituye un procedimiento de recogida y andlisis de datos para el estudio del
pensamiento nifio (aunque igualmente puede aplicarse al estudio de lo que piensan
los adultos) que se realiza mediante entrevistas o situaciones muy abiertas en las
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cuales se trata de seguir el curso del pensamiento del sujeto a lo largo de la situacion,
planteando nuevas preguntas para aclarar las respuestas anteriores del sujeto.
Consta, por tanto, de algunas preguntas basicas y de otras que varian en funcion de
lo que va diciendo el sujeto y de los intereses que guian la investigacion que estamos
realizando. (Delval, 2001, p. 11)

Este método es extraido de la investigacion psicogenética se ha utilizado
especificamente en esta etapa de autorreflexion de la metodologia ACODESA, por
las posibilidades que brinda para conocer las estructuras mentales de los estudiantes.

2.2 MUESTRA

La experimentacion se realiz6 con los alumnos de tercer afio de la Escuela Secundaria
Técnica Numero 30 de Uruapan, Michoacan. Se llevo a cabo desde el dia 7 de octubre
del 2019 hasta el dia 23 de octubre del 2019. El grupo experimental se integrd por 6
alumnos, los cuales fueron sorteados al azar de entre todos los diferentes grupos de
tercer grado. Para que los alumnos mostraran interés, se les explicé que a los que
asistieran y si les iba bien se les darian puntos extras para su evaluacién. Si las
actividades no se terminaban en la hora de matematicas se solicitaria la siguiente
clase. Ademas, las cinco actividades se realizaron en dos semanas diferentes, ya que
desde el 7 al 9 de octubre fue la primera etapa de las actividades y 2 semanas
después, del 21 al 23 de octubre se realiz6 la segunda etapa.

2.3 DISENO DE LA EXPERIMENTACION

En la experimentacién se tomaron en cuenta en el disefio de la actividad las etapas
de la metodologia ACODESA, en donde se busca encontrar las representaciones
funcionales surgidas a partir de las representaciones espontaneas que surgen a partir
de los alumnos.

2.3.1 Procedimientos de la experimentacion

La experimentacion se llevd a cabo en dos momentos, primero, una sesion de
aproximadamente hora y media de duracion cada una, donde se desarrollaron cada
una de las actividades. En una tercera fase, se realizo la etapa de autorreflexion 2
semanas despueés de la experimentacion inicial, en las cuales se resolvieron algunas
de las mismas cuestiones de las hojas de trabajo para comprobar la construccion
conceptual de los estudiantes, y ademas se realizaron pequefias entrevistas a través
del método clinico.

Las sesiones de trabajo de cada una de las actividades se desarrollaron de la
siguiente manera:
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e 5 minutos de contextualizacion y presentacion de la actividad.

e 10 minutos(aproximadamente) del trabajo individual a lapiz y papel.
e 15 a 20 minutos de trabajo en equipo también en un entorno a lapiz y papel.

e El debate cientifico se desarrolla durante aproximadamente 50 minutos, en
donde se observa contradicciones, se realiza conjeturas, y se pulen las
representaciones funcionales de los alumnos.

e La institucionalizacién no toma un lapso mayor a 10 minutos, recordemos que
esta investigacion es una etapa irrelevante.

Las sesiones fueron grabadas por dos camaras, una movil y una fija, para poder tener
evidencia de todo lo ocurrido dentro del aula donde se realiz6 la experimentacion,
también se utilizaron diferentes colores de tinta para reconocer en las hojas de trabajo
cada una de las etapas, azul para el trabajo individual, rojo para el trabajo en equipo
y verde para el debate.

En las entrevistas realizadas en la etapa de autorreflexion se hicieron preguntas
espontaneas que surgieron a partir de la linea de pensamiento que los estudiantes
siguen para entender su forma de resolver lo que se les plantea.

2.3.2 Andlisis de la experimentacion

El analisis de los resultados se realiz6 a partir de las etapas de la metodologia
ACODESA, buscando dar un orden al proceso de construccion de expresiones
generales para cada una de las actividades. En cada una de las fases se analizan las
representaciones y las lineas de pensamiento de los alumnos, y como se van
modificando las conjeturas a través de las contradicciones y los procesos de
validacion durante el trabajo colaborativo.

También es importante mencionar que, en los apartados de estos resultados, por
cuestion de economia (en el sentido de Duval, 1993,1995), cualquier cantidad
utilizada dentro de la experimentacion se escribe con simbolismos numéricos
(numerales, 1,2,3,4,5 etc.).
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CAPITULO Ill: ANALISIS,
DISCUSION Y RESULTADOS DE
LA HOJAS DE TRABAJO

ACTIVIDAD A: LA FABRICA DE
VENTANAS
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En este apartado se daran a conocer los resultados de la experimentacion realizada,
en donde se buscaba construir una expresion algebraica para calcular rapidamente el
namero de cuadros de color verde para cualquier tamafio de ventana. Se tiene como
fin construir un pensamiento aritmético- algebraico que propicie una entrada natural
al algebra.

Los resultados seran mostrados de diferente manera segun la etapa de la metodologia
ACODESA que se esté analizando. En las etapas de trabajo individual y en equipo,
se revisan las diferentes estrategias que utilizaron los alumnos, al igual que las
conversaciones entre los integrantes de los equipos formados, en donde confrontan
las diferentes conjeturas y razonamientos que siguieron para resolver el problema. En
el debate grupal se revisan los “episodios” (fragmentos de grabaciones en donde se
observan procedimientos y conjeturas de los diferentes equipos) en donde se ve
reflejada la linea de pensamientos que cada uno de los equipos siguio y en andlisis
de grupo que se hace de dichos procedimientos. En la etapa de auto-reflexion son
importantes las producciones de los alumnos y las respuestas que se tuvieron en una
pequefa entrevista clinica realizada sobre las respuestas que ellos representaron en
sus hojas de trabajo. Ademas, todas las cantidades se representan con simbolos
numéricos por economia en el sentido de Duval (1995).

3.1 TRABAJO INDIVIDUAL

El Trabajo en esta primera etapa se desarrolld aproximadamente en 10 minutos, en
donde se observaron las diferentes estrategias que los estudiantes utilizaron de
manera individual para tratar de resolver los problemas presentados. En esta etapa
se utilizé lapicero azul para identificar las representaciones que realizaron los
alumnos. Las estrategias que se desarrollaron fueron las siguientes:

1. Alumnas como Ennya y Abril, demuestran una estrategia muy particular para
calcular el nimero de cuadros de color verde. Por ejemplo, Ennya:

Figura 2 TIFV (Trabajo individual la fabrica de ventanas) Explicacion del cdlculo de cuadros
color verde, Ennya

En su andlisis, explica su manera de calcular el nimero total de cuadros de color
verde si tenemos 3 cuadros cafés de lado, pero a pesar de que su estrategia es
correcta, nunca nos dice cudl es su resultado ni tampoco hace mencion de las
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cantidades ahi dichas como lo son los 3 0 5 cuadros de lado. En la siguiente imagen
explica:

Figura 3 TIFV Respuesta a la pregunta 2 de Ennya

Ella menciona que, para poder contestar de manera mas rapida, lo que necesita es
apoyarse en una representacion iconica. Pero esto es lo que dice a continuacion, en
la siguiente pregunta:

Figura 4 TIFV Ennya explicando su forma de calcular una ventana que tiene 17 cuadros verde
de lado

Ennya empez6 claramente a resolver el problema por medio de una representacion
iconica (seguramente usando la del principio de esta actividad porque no hace ningun
dibujo en ningun lado) pero después observamos que ella misma comenta que para
calcular los cuadros verdes que se necesitan con un nimero mas grande, no debe
hacer nuevamente ese tipo de representacion sino simplemente usar la estrategia que
ya obtuvo anteriormente. Ademas, debemos notar que en ninguna parte de su trabajo
individual hace algun tipo de calculo de lo que se pide a pesar de que claramente
Ennya obtiene una estrategia correcta durante esta.

Otro ejemplo de esto es Abril, quien utiliza la misma estrategia sol6 que ella si lleva a
cabo sus calculos correspondientes ademas de que a diferencia de Ennya, hace una
pequefia representacion iconica en esta parte individual de donde seguramente se
baso para obtener esta forma de hacer el problema.
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Figura 5 TIFV Explicacion de Abril

2. En el caso de Angel, por ejemplo, él sugirid una estrategia que se basa en una
diferencia de areas, mediante la cual se tiene que calcular el area de ambas ventanas
primeramente para asi poder restar al area pequefia a la grande. Cuando se le
cuestiond sobre esta situacion él explica:

Inv.: ¢ Coémo le hiciste a ver dime?

Angel: Encontramos primero cuantos cuadritos se necesitan para la ventana
grande y después hacemos lo mismo para la ventana de adentro, para esa
quitarsela a la grande.

Inv.: ¢ Como te diste cuenta de eso?

Angel: Es que comencé contando los cuadritos y mientras lo hacia me di
cuenta que el cuadro café estaba dentro del verde, asi que, si le quitaba todos
los cuadritos cafés, me darian los verdes de las orillas.

Inv.: ¢Y por qué se te ocurrio calcular el area?

Angel: No lo sé, simplemente empecé a hacer operaciones y eso fue lo que
funcion6 (en la hoja de trabajo se ve que trato de hacerlo de diferentes
maneras)

Figura 6 TIFV Estrategia de diferencia de dreas de Angel



Aunque Angel no pudo explicar muy bien al final su estrategia, ha iniciado un proceso
de reflexion, en donde se dio cuenta de que puede llegar a una respuesta a base de
a algo quitarle algo.

3. Una ultima estrategia utilizada por los estudiantes fue la que desarrollaron Victor y
Héctor. Estos alumnos trataron de calcular el nimero de cuadritos de color verde
alrededor por medio de un perimetro.

Sus razonamientos son muy parecidos, aunque la diferencia esta en que Victor da
una respuesta muy vaga, ya que solamente menciona que hay que sumar las orillas
de la ventana 4 veces.

Figura 7 TIFV Pequefia explicacion de Victor

Héctor sigue la misma linea de pensamiento, solo que a diferencia de Victor, él explica
de una mejor manera lo que esta haciendo.

Figura 8 TIFV Estrategia de Héctor basada en la suma de los lados de un cuadrado

Al final nos dice que simplemente hay que multiplicar el nimero por 4 y obtiene 20
cuadritos verdes en esta parte (esta ventana realmente cuenta con 16 cuadritos
verdes). Pero esto mas adelante se pone interesante porque en la misma imagen
podemos ver que abajo, en la parte del debate, tanto en esta pregunta como en las
siguientes, utiliza el color verde para restarle 4 a todas sus respuestas y en una
respuesta nos dice:



Figura 9 TIFV Explicacion y resultado de Héctor después de la etapa del debate

Héctor pudo darse cuenta de que a su estrategia le faltaba algo para llegar a la
respuesta correcta, en este caso quitar las esquinas como el menciona, lo que es
parecido a lo que nos decia Angel en su estrategia, a algo hay que quitar algo.

3.2 TRABAJO EN EQUIPO

En esta etapa de la metodologia ACODESA se dividieron los alumnos en dos equipos
de tres estudiantes cada uno, los equipos se hicieron de manera aleatoria. Los
equipos formados fueron:

EQ1: Ennya, Israel y Angel
EQ2: Héctor, Victor y Abril.

Se inicid con el trabajo a lapiz y papel (hay que recordar que en esta etapa se usa
lapicero color rojo).

En el EQL, cada uno de los integrantes utilizé su estrategia previamente obtenida en
la parte individual de la actividad, pero, influidos por Angel, ellos empiezan a utilizar
la estrategia de este Ultimo mencionado, como se puede ver por ejemplo en la hoja
de trabajo de Ennya, donde ella abandono su estrategia para utilizar la que hizo su
compafiero.

Figura 10 TEFV (trabajo en equipo de la fdbrica de ventanas) Ennya utilizando la estrategia
de diferencia de dreas de su compafiero Angel
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La influencia que recibe Ennya en el trabajo de equipo es notoria. A partir de la
discusion con los demas integrantes del equipo, Angel llega una explicacién mucho
mejor de su propia estrategia a la que obtuvo en la parte individual.

Figura 11 TEFV Idea de formula general de Angel

Por otro lado, el EQ2 cada uno de los integrantes discute sus estrategias previamente
obtenidas mas, sin embargo, cada uno de ellos contesta lo que se les pide utilizando
Su propia estrategia, es decir, ninguno utilizé la estrategia de otro de sus comparieros
como sucedi6 en el EQ1 influenciado por Angel. Pero a pesar de cada uno lo hizo a
Su manera, algo interesante es que una vez que compararon sus resultados obtenidos
entre ellos, Héctor y Victor se dieron cuenta de que, con su estrategia, ellos obtenian
un resultado diferente al de su compariera Abril, lo que les ayudo a preguntarse si su
estrategia estaba bien o no.

Abril: ¢ Cuénto les dio de resultado en la pregunta 4?

Héctor: 68

Victor: 68

Abril: A mi me dio 64

Héctor: Abril, ¢ Por qué te dio diferente resultado al de nosotros?

Abril: No lo sé, pero hay que ver qué onda. Porque en la primera parte si me
sali6 lo que era miren.

Victor: Oh si, ¢ Entonces que paso?

Abril: No sé, pero vamos a hacer un dibujo a ver que tal.
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Figura 12 TEFV Representacion iconica de Abril

Como se puede apreciar, en la hoja de Abril aparece un dibujo tratando de contar el
numero de cuadros de color verde necesarios para una ventana con 15 cuadros café
de lado. Lo interesante aqui es que a pesar de que Abril comenzé su hoja de trabajo
con una pequefa representacion iconica, esta no habia vuelto a usarla para resolver
preguntas posteriores sino hasta que, junto con sus compafieros, se dieron cuenta de
gue algo fallaba en algunas de sus estrategias puesto que obtenian resultados
diferentes.

3.3 DEBATE GRUPAL

Esta etapa es donde es mas visible el trabajo colaborativo de los alumnos en la
busqueda de una expresion general. El EQ1 pasa a explicar sus razonamientos, con
lo que empieza una serie de discusiones.

3.3.1 Episodio 1 La representacion iconica.

Inv.: ¢Qué estrategias utilizaron para calcular rapidamente el nidmero de
cuadros color verde?

Abril: Primero contamos los cuadros verdes de un lado y esos los sumamos
con los cuadros verdes del otro lado. Luego contamos los cuadros de la parte
de abajo para sumarlos con los de la parte de arriba. Y después sumamos esas
dos cantidades.

Inv.: A ver si tenemos 4 cuadros cafés de lado ¢, Cuantos cuadros de color verde
necesitamos?

Abril: Realiza en el pizarron lo siguiente:
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Figura 13 DFV (debate fabrica de ventanas) Representacion iconica

Abril: Nos da 20 (Ella cuenta los cuadritos para comprobar su respuesta)
Inv.: Muy bien y si yo les dijera que ahora tenemos 23 cuadros cafés de lado
tal y como nos lo dicen en la pregunta 5 ¢Cuantos cuadros de color verde
necesitamos?

Abril:(Ella piensa un poco primero antes de dar una respuesta mientras sus
otros dos compafieros estan discutiendo entre ellos sus respuestas de esta
parte)

Como se puede notar aqui claramente se utilizé la representacion iconica para
calcular sus respuestas, pero decidieron abandonarla debido a las limitaciones que
tienen este tipo de representacion al momento de hacerlas cuando estan
involucradas cantidades grandes.

3.3.2 Episodio 2 Abandono de representaciones iconicas y comparaciéon de las
diferentes estrategias entre los estudiantes

Después de pensarlo un poco Abril comenta.

Abril: Pues aqui lo hicimos de una forma diferente (le da la palabra a su
compafiero Héctor)

Héctor: Lo que nosotros hicimos fue tomar el nimero de cuadros de un lado y
multiplicarlo por 4, lo que nos da 100

Inv.: A ver hazlo en el pizarrén

Figura 14 DFV Operacion hecha por Héctor usando su estrategia
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Inv.: ¢ Por qué decidieron hacerlo de esta manera?
Héctor: Porque es mas répido y facil que andar haciendo el dibujo.

Tal como se penso, los estudiantes tienen problemas de hacer representaciones
iconicas al momento de involucrar cantidades mayores.

Angel: A nosotros nos dio algo diferente y también lo hicimos de diferente
manera.

Inv.: A ver pasa a explicarlo al pizarron.

Angel: (El escribe lo siguiente)

Figura 15 DFV Operaciones de Angel utilizando su estrategia de diferencia de dreas

Angel: Pues nosotros le quitamos el cuadro chico al grande y aqui nos dio 96
cuadritos.

Inv.: (Y qué les dio en la siguiente pregunta en donde nos dicen que tenemos
58 cuadros cafés de lado?

Angel: 236

Inv.: ¢ Cuanto les dio a ustedes Héctor?

Héctor: A nosotros nos dio 240

Inv.: Muy bien revisen su resultado (En eso Abril interviene)

Abril: jA ya! Lo que pasa es que nosotros estamos contando las esquinas 2
veces Yy si se las quitamos nos da igual que ellos

Héctor: Tienes razon, si es cierto.

Inv.: A ver entonces repitan lo que explicaron antes, en donde nos dijeron
cuantos cuadros de color verde son necesarios si tenemos 4 cuadros cafés de
lado, pero ahora usando este método que usaron en esta parte.

Abril: Si, nos dio lo mismo.
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Figura 16 DFV Comparacion de resultados de las distintas estrategias

Es interesante ver como los estudiantes al comparar sus diferentes estrategias en el
debate frente al grupo, estos llegan a contradicciones y soluciones a las que no
pudieron llegar de manera individual e incluso en pequefios equipos.

Inv.: Muy bien, ahora ¢ Qué fue lo que hicieron en la pregunta 8, en donde nos
pide un mensaje simplificado utilizando solo operaciones?

Abril: A nosotros no nos alcanzo6 el tiempo de hacer nada, es que como
teniamos resultados diferentes nos atoramos abhi.

Inv.: Ok ¢y a ustedes EQ1?

Ennya: Pues nosotros tratamos de hacerlo un poco solamente.

Inv.: A ver qué pasaria si yo les pregunto ¢ Cuantos cuadros de color verde
necesitamos si tenemos 200 cuadros cafés de lado?

3.3.3 Episodio 3 En busca de una férmula general

Desde el trabajo individual Angel ya tenia una pequefia idea de como encontrar una
férmula para calcular el nimero de cuadros de color verde necesarios de manera
general. Y siguiendo esa idea Angel dice:

Angel: Pues al cuadro grande le quitamos el cuadro chico
Inv.: ¢Por qué?
Angel: Porque el cuadro chico esta dentro del grande, por lo que el area del
grande debe ser mayor al area del chico
Inv.: A ver escribelo ahi
Angel: G — C (escribe en el pizarron)
Inv.: A ver eso es lo que acabas de decir en cuanto a lo a que al cuadro grande
le quitamos el cuadro chico. ¢ Pero cdmo representas lo que me dijiste después
gue tiene que ver con las areas?
Angel: No lo se
Inv.: Mira imaginate que tl no sabes nada de este problema y que alguien te
da esa formula para resolverlo G — C, grande menos chico. ¢Qué es lo que
harias entonces?
Angel: Le preguntaria que quiere decir eso del cuadro grande y el chico
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Figura 17 DFV Propuesta de férmula general de Angel

Angel tenia una idea hacer mas sin embargo tenia un poco de problemas al momento
de pasar a la representacion de una formula. Pero justo en ese momento sus
comparieros del EQ2 intervinieron para poder ayudarlo

3.3.4 Episodio 4 Representacion de la formula

Mientras Angel daba su explicacion de coémo encontrar una formula para resolver lo
que se le pedia, los alumnos del EQ2 discutian entre ellos y luego Héctor propone
algo respecto a la idea de Angel.

Héctor: ¢ Qué tal si en vez de poner G y C pones area grande y area chica?
Angel: ¢, Como asi?

Héctor: Si, y ya en vez de poner todo eso simplemente ponemos AG — AC,
para asi calcular lo que tu dijiste

Angel: Orale (escribe lo que le menciono su comparfiero Héctor)

Inv.: Bien ya tienen su férmula ahora... (Héctor interviene)

Héctor: Nosotros tenemos la formula de nuestro método

Inv.: A ver escribanla en el pizarrén

Héctor: A ver (sefiala a su compafiera Abril para que escriba)

Abril: 41 -4

Inv.: Bien ahora expliquen qué fue lo que hicieron

Abril: Pues como dijimos que habiamos multiplicado el lado del cuadrado por
4 entonces pusimos | como el lado y después el -4 es porque al final le quitamos
las 4 esquinas como habiamos quedado

Figura 18 DFV Expresiones generales de los estudiantes

Es interesante ver que entre todos los estudiantes no solo lograron obtener una sola
formula sino 2 diferentes, entre ambos equipos se estuvieron ayudando hasta qué
ambos obtuvieron su férmula de acuerdo con su estrategia utilizada.
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3.3.5 Episodio 5 Comprobacion

Se comprueban sus férmulas obtenidas, esta vez preguntando los cuadros necesarios
de color verde con 78 cuadros de color cafés.

Inv.: A ver si ahora tenemos 78 cuadros de color cafés de lado ¢Cuantos
cuadros de color verde necesitamos alrededor?

Abril: A ver yo lo hago (empieza es escribir) 4(80)-4=316

Inv.: ¢lgual a 3167

Abril: Si

Inv.: Muy bien ahora ustedes

Angel: ¢Podemos hacerlo como queramos? Es que al final me parecié mas
facil como lo hicieron ellos.

Inv.: A ver inténtalo con su estrategia

Angel: Bueno (empieza a escribir) 80x80-78x78=

Ennya: ¢Se puede usar la calculadora para mas rapido es que ya casi no
tenemos tiempo?

Inv.: Bueno a ver hagan las multiplicaciones ahi

Ennya: (Después de hacer las multiplicaciones ella le dice que escriba) 6400-
6084

Ennya: Y la resta es 316 (Dice emocionada)

Inv.: Como pueden ver les salié lo mismo que a sus comparfieros

Ennya: Si

Figura 19 DFV Comprobacion de las expresiones generales hechas por los estudiantes

3.4 AUTO-REFLEXION

En esta etapa los procesos de resoluciéon estuvieron basados en distintas estrategias,
como la representacion iconica, el reconocimiento de un algoritmo iterativo y la
reconstruccion de la formula utilizada.

En el caso de Israel, tiene complicacién para el calculo de cualquier numero de
cuadros de color verde y construye reglas arbitrarias para hacer sus calculos, como
se puede notar a continuacion:
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Figura 20 ARFV (auto-reflexion de la fdbrica de ventanas) Propuesta para el cdlculo de los
cuadros de color verde en una ventana de 15 cuadros cafés de lado de Israel

También menciona otra manera de hacerlo en otra de sus respuestas

Figura 21 ARFV Segunda estrategia efectuada por Israel

Ennya y Abril utilizaron la representacion iconica, lo que nos dice que mostraron un
retroceso, regresando a su idea original antes del debate frente al grupo.

Figura 22 ARFV Hoja de trabajo de Abril
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El caso de Héctor es interesante debido a que él intento resolver lo que se le pedia,
pero esta vez utilizando una estrategia diferente a la que utilizo la primera ocasion.
Esta vez utilizo un algoritmo iterativo para esto.

Figura 23 ARFV Calculo de numero de cuadros verdes a partir de un algoritmo iterativo

Mas, sin embargo, la limitante de este método aparecioé al momento de que se le pidié
un nimero mucho mayor donde simplemente no contesto nada.

En cuanto a Angel, él pudo reconstruir la formula para calcular el nimero de cuadros
de color verde que se generd en la experimentacion con la cual logra encontrar
resultados correctos durante esta etapa.

Figura 24 ARFV Reconstruccidn de la férmula obtenida en el debate por parte de Angel

Es interesante notar que no solo reconstruyo esta formula, sino que ademas si
revisamos su proceso en la primera ocasion, vemos que no es la formula que el
propuso para resolver lo que se pedia sino la que presentaron sus compaferos
durante el debate de grupo, lo que nos dice el género conocimiento estable después
de este proceso.

Los resultados anteriores nos dicen que no todo el conocimiento fue estable en todos
los miembros del grupo que participaron en la experimentacion.



CAPITULO IV: ANALISIS,
DISCUSION Y RESULTADOS DE
LA HOJAS DE TRABAJO

ACTIVIDAD B: EL
RESTAURANTE DE MARCELO
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En este apartado se daran a conocer los resultados de la experimentacion realizada,
en donde se buscaba construir una expresion algebraica para calcular rapidamente
cuantas personas se pueden sentar en cierto nimero de mesas. Se tiene como fin
construir un pensamiento aritmético- algebraico que propicie una entrada natural al
algebra.

4.1 TRABAJO INDIVIDUAL

El Trabajo en esta primera etapa se desarrolld6 aproximadamente en 10 minutos, en
donde se observaron las 2 diferentes estrategias que los estudiantes utilizaron de
manera individual para tratar de resolver los problemas presentados. En esta etapa
se utilizé lapicero azul para identificar las representaciones que realizaron los
alumnos. Las estrategias que se desarrollaron fueron las siguientes:

1. La primera estrategia utilizada por la mayoria de los estudiantes es la que esta
ligada con las representaciones iconicas.

En los trabajos de los estudiantes podemos notar que, en cada una de sus respuestas,
lo que hacen es representar lo que les preguntan para asi poder contar y llegar a lo
gue se les pide. Un ejemplo de esto es lIsrael, quien no hace mas que la
representacion iconica para llegar al resultado.

Figura 25 TIRM (trabajo individual restaurante de Marcelo) Representacion iconica de Israel

2. Héctor demuestra una estrategia diferente a la de sus comparieros. Este recurre a
un algoritmo iterativo.

El primeramente hace lo que sus demas compafieros, simplemente recurre a la
representacion iconica, pero al querer encontrar el nimero de personas que pueden
sentarse alrededor de 15 mesas sin necesidad de dibujar él dice lo siguiente:

Figura 26 TIRM Ldgica iterativa



Aqui Héctor explica cudl fue su estrategia para encontrar lo que se le pide y aunque
no hace ningun calculo durante la actividad con ella, podemos notar claramente que
Su estrategia es del todo correcta.

4.2 TRABAJO EN EQUIPO

En esta etapa de la metodologia ACODESA se dividieron los alumnos en dos equipos
de tres estudiantes cada uno, los equipos se hicieron de manera aleatoria. Los
equipos formados fueron:

EQL: Héctor, Ennya y Israel.
EQ?2: Victor, Angel y Abril.

Se inicid con el trabajo a lapiz y papel (hay que recordar que en esta etapa se usa
lapicero color rojo).

En el EQ1, influidos por Héctor, los demas integrantes de este equipo también realizan
una especie de tabla en donde comienzan a calcular el nimero de personas
necesarias por medio de un algoritmo iterativo, se presenta lo realizado en la hoja de
trabajo de Israel.

Figura 27 TERM (trabajo en equipo restaurante de Marcelo) Algoritmo iterativo por parte de
Israel

La influencia de Héctor en el trabajo de este equipo es notoria. Ya qué como lo vimos
antes, Israel utilizé la representacion iconica para resolver la parte individual de su
trabajo, pero abandoné esa idea una vez que entre ellos discutieron como equipo sus
estrategias previamente obtenidas.

Mientras tanto, en el EQ2 sus integrantes continGan utilizando la representacion
iconica para resolver sus hojas de trabajo, pero conforme mas avanzan en ella, mas
se dan cuenta de las limitantes de esta estrategia, por lo que empiezan a tratar por
medio de un algoritmo iterativo como lo hizo el EQ1. Pero después, Angel comienza
a utilizar otro tipo de estrategia junto con el algoritmo iterativo, él empieza a sumar
sus resultados para obtener sus respuestas.
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Figura 28 TERM Angel comienza a utilizar el algoritmo iterativo

En el caso donde tenemos 21 mesas él primero hace sus calculos para poder
sumarlos y al final nos dice que necesitamos 46 personas (Que en realidad son 44
personas), lo que demuestra claramente las limitaciones que tienen este tipo de
estrategias, pero es interesante el hecho de ver de qué Angel trataba de encontrar
una manera mas eficaz de resolver lo que se le pedia.

4.3 DEBATE GRUPAL

Es aqui en donde los alumnos pasan a explicar sus razonamientos, con lo que
empieza una serie de discusiones en busca de una expresion general.

4.3.1 Episodio 1 La representacién icOnica

Inv.: (Les habia preguntado como se calculaba el niumero de personas para
colocar alrededor de 4 mesas.

Israel: Pues nosotros lo que hicimos primero fue dibujar para encontrar la
respuesta, pero ya después comenzamos a hacer sumas.

Inv.: ¢ Lo pueden hacer?

Ennya: A ver Héctor (Héctor comienza a escribir)

Figura 29 DRM (debate restaurante de Marcelo) Representacion iconica por parte de Ennya
para el caso de 4 mesas

Inv.: Muy bieny si yo les pidiera calcular el nimero de personas en 21 mesas.
Héctor: Pues...

Como se puede apreciar, los estudiantes para niumeros pequefios generalmente
recurren a las representaciones iconicas para encontrar sus respuestas como sucedi6
en este caso.
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4.3.2 Episodio 2 El algoritmo iterativo

Aqui Héctor comienza a utilizar su algoritmo iterativo en vez de solo recurrir a la
representacion iconica.

Héctor: Hay que dibujar las 21 mesas y vamos sumando.
Inv.: A ver hazlo.

Ennya: Va a ser muy largo jaja.

Héctor: (Dibuja y anota la suma de todas las mesas)

Figura 30 DRM Suma de personas por parte de Héctor

Inv.: Bien ¢, Cual fue el resultado?

Héctor: Sumando todo nos da 44 personas

Inv.: Bien entonces ¢ Cuanto les dio de resultado si tenemos 54 mesas?
Héctor: Esa no la alcanzamos a hacer, es que es muy largo

Inv.: ¢ Como le harian si les pidiera calcular un nimero mas grande, digamos
200 mesas?

Héctor: Pues...

Inv.: O que les pidiera 1000 mesas

Ennya: jHay no!

Se trata de orillar a los estudiantes a buscar una expresion general.

4.3.3 Episodio 3 En busqueda de la expresién general

Angel interviene y comparte sus ideas frente a sus comparfieros, pero a pesar de que
estas ideas no son correctas, esto demuestra la importancia de la interaccion de las
diferentes lineas de pensamiento entre los estudiantes dentro del aprendizaje
colaborativo, ya que llevan a reflexiones que conducen a la creacion de nuevas
conjeturas en la construccion de la expresion general.

Angel: Yo lo trate de hacer de otra forma, pero no me sali6. Es que ya vi que
me salié otro resultado.

Inv.: ¢,Cémo lo hiciste Angel?

Angel: Empecé a sumar mis resultados hasta llegar a el nimero que nos pedia,
pero no me salio.

Inv.: ¢ A ver explicalo en el pizarron?
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Angel: (Comienza a escribir su método)

Figura 31 DRM Propuesta de Angel basada en iteraciones en busqueda de una
expresion general

Angel: Es que trate de hacer por ejemplo con 6 mesas, obtener el nimero de
personas y como ya sabia que en 2 se pueden sentar 6, entonces sumé 6 3
veces para llegar a 6 mesas, pero si hago eso me sale 18 en vez de 14.
Tendriamos que quitarle 4 para que saliera.

Israel: ¢Y silo haces con otro ejemplo?

Angel: (Comienza a escribir) entonces debo quitarle otra cosa mira

Figura 32 DRM Pruebas de Angel sobre su linea de pensamiento antes propuesta

Las aportaciones de los alumnos se limitan a este tema por un lapso de tiempo, ya
gue tratan de encontrar una expresion general a partir de esta linea de pensamiento.
Los alumnos nunca pudieron identificar una férmula a partir de esta idea, pero
después surgio una reflexion interesante.

4.3.4 Episodio 4 Representacion de la formula

Héctor propone una idea que en conjunto a la de a su compafiero Angel, cambia el
rumbo del debate.

Héctor: ¢ Qué tal si lo hacemos como las ventanas del otro dia?
Angel: ¢Qué?
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Héctor: ¢ Te acuerdas que le quitabamos algo después de multiplicar, asi como
dices tu ahi?

Angel: jAh si jPero aqui yo no estoy multiplicando

Héctor: No pero alld multiplicAbamos los lados primero ¢Qué tal si haces lo
mismo?

Angel: ¢ A ver como?

Héctor: Mira asi es como te digo (Héctor comienza a escribir)

Héctor: 2|

Angel: Ya, pero entonces si hacemos eso en este caso de las 6 mesas nos
gueda entonces 6x2 o0 sea 12 en vez de 14.

Angel: (Después de un poco de silencio) Ah ya, pero si le sumamos las
esquinas ya nos da

Inv.: ¢ Entonces como quedaria su férmula?

Angel: 21+2

Abril: Oh my god

Inv.: Muy bien andtala por favor

Figura 33 DRM Férmula general propuesta por los estudiantes

Angel comenz6 con una estrategia la cual claramente no era correcta pero el mismo
se pudo dar cuenta de esto, pero al compartirla con sus compafieros hizo que entre
todos fueran capaces de desarrollarla y hacerla funcionar, lo que demuestra la
importancia de un debate en la busqueda de una estrategia para solucionar un
problema.

4.3.5 Episodio 5 Comprobacion

Se comprueba la formula obtenida con 54 mesas, cantidad con la cual dentro del
debate ya se habia preguntado con anterioridad

Inv.: Muy bien ahora que ya tienen su formula ¢ Recuerdan lo que les pregunte
antes y que me dijeron que no pudieron hacer? ¢Cuantas personas caben en
54 mesas?

Héctor: A ver yo lo hago (Comienza a escribir)

Héctor: 110
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Inv.: ¢Y habiamos dicho también que en 1000 mesas verdad? ¢Entonces
cuantas caben ahi?

Héctor: (Rapidamente contesta) 2002

Inv.: Bien anotalo igual como lo hiciste ahi

Héctor: (Escribe en el pizarron)

Inv.: Muy bien entonces si les digo cualquier nimero de mesas entonces ya
sabrian como hacerlo ¢ verdad?

Héctor: Si, usando la formula y ya

Figura 34 DRM Comprobacion de la formula 21+2 por parte de Héctor

4.4 AUTO-REFLEXION

En esta etapa los procesos de resolucién estuvieron basados en distintas estrategias,
como la representacion iconica, el reconocimiento de un algoritmo iterativo y la
reconstruccion de la formula utilizada.

Con excepcion de Angel, todos los estudiantes utilizaron la misma estrategia que en
la parte individual al inicio de sus hojas de trabajo, lo que nos dice que no hubo un
avance por parte de los estudiantes aun después del debate frente al grupo.

En el caso de Angel, él fue capaz de reconstruir la férmula obtenida durante el debate,
la cual utilizo de manera correcta para resolver lo que se pedia.

Figura 35 ARRM (auto-reflexion restaurante de Marcelo) Angel mencionando la férmula
general encontrada durante la etapa del debate
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Inv.: A ver explicame ¢ Como fue que obtuviste esta formula?

Angel: Es que recordé que habiamos hecho algo parecido a lo de las ventanas,
gue tomabamos un lado.

Inv.: Ajay ya por eso daba esa formula y ¢ Por qué mas 2?

Angel: Es que al final le sumabamos las orillas porque la multiplicacion solo
nos da los lados

Inv.: Muy bien

En este caso es interesante notar que este estudiante fue capaz de reconstruir
nuevamente la férmula obtenida durante el debate en grupo, lo que nos dice que este
estudiante logro un conocimiento estable durante todo este proceso.
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En este apartado se daran a conocer los resultados de la experimentacion realizada,
en donde se buscaba construir una expresion algebraica para calcular r@pidamente el
namero de barritas que se necesitan para cierta cantidad de eslabones. Se tiene como
fin construir un pensamiento aritmético- algebraico que propicie una entrada natural
al algebra.

5.1 TRABAJO INDIVIDUAL

El Trabajo en esta primera etapa se desarrollé6 aproximadamente en 10 minutos, en
donde se observaron las diferentes estrategias que los estudiantes utilizaron de
manera individual para tratar de resolver los problemas presentados. En esta etapa
se utilizé lapicero azul para identificar las representaciones que realizaron los
alumnos. Las estrategias que se desarrollaron fueron las siguientes:

1. Larepresentacion icénica fue una de las estrategias que utilizaron algunos de los
estudiantes. En cada una de sus respuestas utilizaban esta clase de estrategia para
ir contando lo que se les pedia.

Pero en el caso de Abril, ella ademas de su representacion sugirié agregar barritas
para la construccion de los eslabones sin necesidad de esta contando de una en una.

Figura 36 TIID (trabajo individual joyeria El Dorado) Estrategia de Abril a base de suma de
eslabones

En este caso, la estrategia de Abril empieza con la representacion iconica en sus hojas
de trabajo pero luego pasa a un algoritmo iterativo.

2. Otra estrategia utilizada por los estudiantes fue la desarrollada por Angel y Héctor.
Estos estudiantes recurrieron a un algoritmo iterativo sin necesidad de algun dibujo
en la cual al siguiente numero de eslabones le iban sumando 2 para llegar a lo que
deseaban, muy parecido a lo que mencion6 Abril. En el caso de Héctor él hizo la
siguiente representacion funcional:
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Figura 37 TIJD Representacion funcional por parte de Héctor

5.2 TRABAJO EN EQUIPO

En esta etapa de la metodologia ACODESA se dividieron los alumnos en dos equipos
de tres estudiantes cada uno, los equipos se hicieron de manera aleatoria. Los
equipos formados fueron:

EQ1: Héctor, Angel y Victor
EQ?2: Israel, Abril y Ennya

En el EQ1, ellos contindan con su estrategia de hacer una tabla donde comienzan a
calcular el nimero de barritas necesarias para cada uno de los eslabones por medio
de un algoritmo iterativo. En el caso de Angel él hizo la siguiente representacion
funcional:

Figura 38 TEID (trabajo en equipo joyeria El Dorado) Representacion funcional por parte de
Héctor

A partir de la discusién con los demas integrantes del equipo, Héctor llega a una
explicacion de su algoritmo iterativo para calcular el nUmero de barritas necesarias
para cierta cantidad de eslabones que es muy parecido a lo que hizo Abril en la parte
individual.
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Figura 39 TEJD Explicacion de Héctor a su estrategia utilizada

La limitante con conjeturas iterativas es que siempre se necesita el nimero anterior,
por lo tanto, si necesitas calcular las barritas que se necesitan con 500 eslabones,
necesariamente tendrias que calcular los 499 que lo anteceden, lo que implica un
gaste mayor.

Por otra parte, Los integrantes del EQ2 contindan utilizando la estrategia de la
representacion iconica. Abril por su parte, les comenta a sus compafieros de equipo
gue tienen que buscar una formula para calcular el nimero de barras necesarias, sin
muchos resultados.

Abril: ¢Como le vamos a hacer para calcular el numero de barras para
cualquier nimero de eslabones?

Israel: Pues hay que pensarle

Ennya: Pues dibujando y contando no tenemos de otra

Abril: Yo le estaba sumando de a 2 en 2 pero igual es muy tardado, habra que
multiplicar por algo.

Ennya: ¢Y silo multiplicamos por 3? Porque cada eslabdn necesita 3 barras
Abril: Ah tal vez si, hay que hacerlo

Lo interesante aqui es que una vez discutieron sobre esto, cada uno de los integrantes
del EQ2 hizo esto de multiplicar por 3 el nimero de eslabones para encontrar la
respuesta, mas sin embargo después Abril comenté algo diferente a esta idea.

Figura 40 TEJD Propuesta con palabras de formula general por parte de Abril para calcular el
numero de barras necesarias
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Después Abril explica al investigador:

Inv.: ¢ Qué fue lo que hiciste aqui Abril?

Abril: Es que queria sacar una forma para saber rapidamente cuantas barritas
se necesitan dependiendo del numero de eslabones

Inv.: Aja, entonces a ver explicame como lo hiciste

Abril: Pues primero lo multiplique por 3 el nimero de eslabones, pero después
de probar no daba y se me ocurrié multiplicar por 2 porque estdbamos sumando
dea2en?2

Inv.: ¢Y por qué dices esto al final de aumentar o restar 1?

Abril.: Porque era lo que le faltaba

Abril estuvo muy cerca de encontrar una expresion general durante esta etapa de la
actividad, al menos utilizando sus propias palabras y no por medio de alguna
institucionalizacion.

5.3 DEBATE GRUPAL
5.3.1 Episodio 1 Presentacion del algoritmo iterativo
El EQ1 formado por Héctor, Angel y Victor, pasan a explicar su razonamiento iterativo.

Inv.: ¢Como le hicieron para calcular el nimero de barras necesarias para 4
eslabones?

Angel: Fuimos sumando de 2 en 2 hasta llegar a 4 eslabones

Inv.: A ver escribanlo por favor

Angel: (Comienza a escribir en el pizarron) Asi

Inv.: Bien entonces van sumando hasta llegar al resultado

Angel: Si
Héctor: A, pero primero sumamos 3 acuérdate
Angel: jA sil

Héctor: Y entonces al final seria9 no 8

Figura 41 DJD (debate joyeria El Dorado) Presentacion de la estrategia del equipo 1

Inv.: Bien entonces ahora ¢ Cuantas barras se necesitan para 21 eslabones o
para 54 que es lo que nos preguntan en el inciso 57

Héctor: Pues es algo largo, pero si lo hicimos

Inv.: A ver haganlo en el pizarrén

El trabajo con un algoritmo iterativo es visible.
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5.3.2 Episodio 2 El algoritmo iterativo

Después de una serie de discusiones, los estudiantes del EQ1 contindan con su
algoritmo iterativo.

Angel: Ahora te toca a ti

Héctor: Pues hicimos lo mismo de irle sumando

Inv.: A ver entonces ¢ cuantas barras se necesitan para 21 eslabones?
Héctor: A ver (comienza a escribir la suma en el pizarrén)

Héctor: 3+2+2+2+2... (asi continla hablando hasta que termina)

Inv.: Bien ¢, Cuanto les da al final de todo eso?

Héctor: No da 43

Inv.: Muy bien y ahora diganme las barritas necesarias para 54 eslabones
Victor: Va a hacer mas largo jaja

Angel: Ahora te toca Victor, es nomas de sumar y ya

Victor: Bueno pues...

Figura 42 DJD Angel haciendo sumas igual que su compafiero Héctor

Los estudiantes en general son capaces de manejar bien lo que concierne al algoritmo
iterativo, pero otra vez, se trata de orillar a los estudiantes a buscar una expresion
general para resolver el problema.

5.3.3 Episodio 3 Las limitantes del algoritmo iterativo

Victor: A ver dame pues el marcador
Héctor: Siguele sumando ahi a lo que ya hice
Angel: Deja que lo haga completo jaja
Inv.: Si, si quieres siguele ahi Victor
Victor: (Comienza a escribir toda la suma en el pizarrén)
Inv.: Muy bien ahora que ya tienen todo eso ¢ Cuanto les da de resultado?
Victor: Mmmmmm...
Inv.: Pueden ayudarle a su compairiero si quieren
Victor: A ver Héctor
Héctor: Nos da 105 (en realidad es 109)
Inv.: A ver revisen un poco
Angel: ¢No es lo que da?
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Héctor: Hay que contar para ver

Figura 43 DJD Suma de barritas hecha por Victor

Inv.: ¢ Cuanto les dio de resultado a ustedes EQ2?

Ennya: A nosotros nos dio 104

Inv.: ¢Expliguen como lo hicieron?

Ennya: Pues dibujamos los 54 triangulitos y fuimos contando

Inv.: Bien es una estrategia valida, pero...

Héctor: Ya, nos dio 109, es que no contamos bien

Inv.: Muy bien, eso es lo que nos debe dar. Pero a ver diganme ¢ Qué pasaria
si les digo un numero grande de eslabones? ¢ Por ejemplo cuantas barritas se
necesitan en 100 eslabones?

Angel: Pues seguiriamos sumando

Inv.: ¢ Cuéntas barras se necesitan para cualquier numero de eslabones?

Como ya hemos visto, a pesar de que los estudiantes en general son capaces de
manejar bien lo que concierne al algoritmo iterativo, ellos tienen dificultades al
momento de involucrar esta estrategia cuando se trata de cantidades grandes, lo que
demuestra nuevamente las limitantes de este tipo de estrategia al igual como sucede
con la de la representacion icénica.

5.3.4 Episodio 4 En busqueda de la expresion general

Abril por fin comparte su estrategia previamente obtenida a sus compafieros durante
el debate.

Abril: Yo mas o menos tengo una idea, pero no sé si este bien

Inv.: ¢, A ver como lo hiciste? Pasa al pizarron a explicarlo

Abril: Pues es multiplicar el numero de eslabones por 2 y al final le
aumentamos o restamos 1.

Inv.: ¢ Y comprobaste esa estrategia tuya en alguna parte de la actividad?
Abril: No

Inv.: A ver hazlo ahora con lo mismo que acaban de hacer tus compafieros, en
el caso donde nosotros tengamos 21 y 54 eslabones

Abril: (Comienza a escribir) 21x2=42, 42+1=43

Inv.: Muy bien, primero lo multiplicaste y al final le sumaste uno. Ahora el otro
caso
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Abril: (Comienza a escribir) 54x2=108, 108+1=109

Inv.: Muy bien si te fijas te sali6 lo mismo que a tus comparieros en los casos
qgue le sumaste 1. ¢(Cuando debemos restarle 1 al resultado, asi como lo
comentaste antes?

Abril: Pues es lo que estaba pensando

Figura 44 DJD Operaciones hechas por Abril en base a su propuesta de formula general

Una vez que Abril compartié su idea frente a sus compaferos, pudo notar que algo
fallaba en su idea a pesar de que con ella claramente podia encontrar la respuesta a
lo que se le pedia.

5.3.5 Episodio 5 La expresién general

Inv.: A ver piensen el caso del que se nos pide el nUmero de barritas en 4
eslabones

Héctor: Ah ya, siempre hay que sumarle

Inv.: ¢Por qué dime?

Héctor: Si es que estaba pensando ahorita que estamos sumando de a 2 en 2
aqui en lo que hicimos y al final le sumamos un 3 que es un 2+1

Inv.: Bien entonces teniendo eso ¢Coémo harian su formula para calcular el
namero de barritas necesarias para cualquier nimero de eslabones?

Héctor: Mmmm... seria 2e+1

Inv.: Muy bien anétalo ahi (Héctor escribe en el pizarron)

Héctor: Ya

Inv.: Y laletra e que es?

Héctor: Es el numero de eslabones

Figura 45 DJD Expresion general propuesta por los estudiantes
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5.3.6 Episodio 6 Comprobacion

Se comprueba la férmula obtenida durante el debate para el caso en el que tengamos
77 eslabones

Inv.: Muy bien Héctor entonces a ver ¢Cuantas barritas se necesitan si
gueremos 77 eslabones?

Héctor: (Comienza a escribir su proceso)

Héctor: Necesitamos 155 barritas

Figura 46 DID Comprobacion de la expresion general

Inv.: Muy bien, entonces ustedes me habian dicho antes que para 54
eslabones se necesitan 109 barritas

Angel: Aja

Inv.: Entonces partiendo de eso ¢ nos da el mismo resultado de 155 barritas si
a 109 le vamos sumando 2 en 2 como lo habian hecho antes?

Héctor: Yo pienso que si

Inv.: A ver hazlo por favor

Héctor: ¢ Entonces comienzo a escribir desde el 1097

Inv.: Si

Héctor: Muy bien (Comienza a escribir su suma)

Figura 47 DJD Suma de barritas por parte de Héctor

Héctor: Ya, ahora tenemos que contarle

Angel: Yo lo hago (Comienza a contar)

Héctor: ¢ Si nos dio lo mismo?

Angel: Si, da lo mismo

Inv.: Como pueden ver, obtuvieron lo mismo con ambas estrategias.

Victor: Si, solo que esta es mas larga jaja

Inv.: Claro, por eso como pueden ver es que es importante siempre buscar y
tratar de obtener una formula general para cualquier tipo de situacion o
problema.
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Al igual que en la actividad anterior, aqui se demuestra claramente la importancia de
esta etapa de la metodologia ACODESA, ya que al compartir informacion entre los
estudiantes ayuda a originar nuevas ideas o encontrar contradicciones en las mismas.

5.4 AUTO-REFLEXION

Las estrategias que utilizaron en el calculo del niumero de barras necesarias fue la
representacion iconica y el reconocimiento del algoritmo iterativo. Alumnos como
Israel y Ennya, construyeron reglas arbitrarias para calcular el nUumero de barritas
necesarias, como multiplicar por 3 el nimero de eslabones.

Angel por su parte, para calcular el nimero de barras necesarias para cualquier
namero de eslabones él propuso una férmula muy parecida a la creada en la
experimentacion inicial, pero no la utilizé para efectuar ningan calculo.

Figura 48 ARJID (auto-reflexion joyeria El Dorado) Propuesta de formula general

Como se puede apreciar en la imagen, la reconstruccion de la férmula que hace Angel
tiene algunas diferencias a la creada en la experimentacion en el debate cientifico de
la metodologia ACODESA. Cuando se le cuestiond sobre esta situacion él explica:

Inv.: ¢Cémo llegaste a esta formula Angel?

Angel: Es que me acorde de lo que hicimos en la actividad de cuantas
personas se podian sentar en las mesas y fue por eso que la hice asi

Inv.: ¢ Entonces e es el nUmero de eslabones?

Angel: Aja

Inv.: &Y por qué +27?

Angel: Porque multiplique lo que valia un lado por 2 y al final le sume los
extremos, asi como le habiamos hecho alla

Por lo que, a pesar de que esta férmula es muy parecida a la obtenida durante el
debate entre los estudiantes la cual es 2e+1, en realidad su linea de pensamiento que
la origin6 es totalmente diferente, lo que nos dice que este caso ningun estudiante
originé conocimiento estable durante todo este proceso.
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CAPITULO VI:
Reflexiones Finales
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En este capitulo se presentan las consideraciones y conclusiones finales de esta
investigacion, asi como las respuestas a los cuestionamientos planteados al inicio del
estudio. Es importante recalcar que el fin de esta investigacion no era llegar a las
representaciones institucionales, ni disefiar una propuesta didactica especifica, sino
conocer los procesos cognitivos de los estudiantes en el transito de la aritmética al
algebra a través del disefio de actividades basadas en el uso de patrones, que
permitieran observar la evolucibn del cambio de razonamiento aritmético al
algebraico, construyendo un pensamiento reversible que puede ser la base del
pensamiento algebraico.

6.1 LA IMPORTANCIA DE LOS PATRONES

El disefio de la actividad se basé en el reconocimiento de patrones, tuvo sus
fundamentos en la metodologia ACODESA. Gracias a la experimentacion,
comprendimos que a traveés del uso de patrones se puede generalizar el pensamiento
aritmético, y promover en los alumnos la creacién e interacciéon de diferentes
representaciones, que permitan una construccion conceptual del objeto matematico.

El reconocimiento de patrones es una actividad natural para el ser humano que se ha
utilizado desde la antigliedad para encontrar relaciones y regularidades en todo lo que
nos rodea. Al haberla usado dentro de la experimentaciébn matematica, produjo este
mismo acercamiento natural a un dominio desconocido a través de una reflexion
individual y grupal, en donde no se presion6 a utilizar simbolismos determinados,
resultado de esto fueron las representaciones funcionales de los alumnos que, a
nuestro parecer, tienen mayor importancia por ser una construccién original y propia
gue un acercamiento y explicacion de las representaciones institucionales
preexistentes.

6.2 LOS BENEFICIOS DE LA METODOLOGIA ACODESA

Esta metodologia basada en el aprendizaje colaborativo, tiene una potencialidad
impresionante en el trabajo matematico en el aula, desde hace tiempo se ha hablado
de construir un micro cosmos dentro de los salones de clase de matematicas en donde
los estudiantes se conviertan en constructores del propio conocimiento (Santos T.,
2014), esta forma de trabajo refleja y promueve esta habilidad creadora, a traves de
las diferentes etapas que la componen.

A diferencia del enfoque de la ensefianza tradicional, con esta metodologia se
reconoce y se le da importancia a las diferentes estrategias y lineas de pensamiento
de los alumnos sobre un dominio determinado, estas se van compartiendo y valiendo
a través del trabajo en equipo y el debate cientifico, en donde los alumnos, pueden
exponer su punto de vista y llegar a un aprendizaje mayor al haber trabajado solo de
manera individual.
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En nuestro caso especifico, se buscaron representaciones funcionales de los alumnos
para la generalizacion de patrones de cada una de las actividades y gracias al trabajo
colaborativo fue que estas representaciones estuvieron refinAndose en el transcurso
de la experimentacion, en donde se observd, como iban modificandose las conjeturas
con el aporte de la mayoria de los alumnos.

En la etapa de auto-reflexion se les preguntd a algunos alumnos sobre las diferencias
de haber resuelto el trabajo de forma individual (como en esa ocasion) y el trabajo
colaborativo que se llevé a cabo en la experimentacion, algunas respuestas fueron las
siguientes:

Angel: Me gusté méas cuando discutiamos todos en grupo, porque entre todos
nos ayudabamos y con eso se me iban saliendo de la cabeza més cosas que
antes no habia pensado estando solo.

Abril: Fue mas facil cuando estabamos todos en grupo, porque lo haciamos
entre todos.

La respuesta de Angel en particular, demuestra como el trabajo colaborativo se aleja
de lo mon6tono y promueve la reflexion a partir de la participacion activa de los
integrantes del grupo en un ambiente sociocultural. El saber trabajar en equipo para
alcanzar objetivos comunes, puede llevarnos a superar retos que en el momento del
trabajo individual parecia muy complicados.

Estamos convencidos que, en la actualidad, una de las deficiencias del sistema
educativo mexicano es la poca capacidad de colaborar con otros para lograr mejores
resultados, esto se ve reflejado a nivel social en la actitud competitiva, poco solidaria
y empética de la mayoria de los ciudadanos. Por lo tanto, creemos que algunas
modificaciones en este sentido podrian resultar benéficas para el desarrollo no solo
de las clases de matemaéticas, sino de la interaccion en comunidad.

6.3 CONCLUSIONES

A través de la experimentacion realizada se ha llegado a algunas conclusiones. En
primer lugar, las actividades de aprendizaje aplicadas durante la experimentacion, son
efectivas en el transito de la aritmética al algebra, ya que propicia, la generalizacion
algebraica. Por lo tanto, este tipo de actividades serian la base para una introduccion
natural al algebra por medio del reconocimiento de patrones, con la ayuda de una
metodologia basada en el aprendizaje colaborativo.

La metodologia ACODESA es de mucha ayuda y sirve de base para una introduccién
natural de la aritmética al algebra por medio del reconocimiento de patrones. Como
ya se ha dicho, con esta metodologia se reconoce y se le da importancia a las
diferentes estrategias y lineas de pensamiento de los alumnos sobre un dominio
determinado, estas se van compartiendo y valiendo a través del trabajo en equipo y
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el debate cientifico, en donde los alumnos, pueden exponer su punto de vista y llegar
a un aprendizaje mayor al haber trabajado solo de manera individual.

La evolucién que el estudiante de secundaria presenta de manera conceptual, debe
ser necesariamente escalonada y natural, no creemos que un acercamiento simbolico
sea la solucién para la introduccion al algebra. Un acercamiento a través de
representaciones funcionales por medio de patrones hara cada vez mas accesible las
representaciones institucionales de las que habla Duval (1993,1995).

Las lineas de pensamiento que manifestaron los estudiantes en general fueron
similares en las tres experimentaciones, es decir, si en una se centraba en las
representaciones icénicas intentaban hacer lo mismo en las otras actividades.
Aquellos que encontraron un patrén y se basaron en algoritmos iterativos para hacer
sus estrategias de igual forma buscaban hacerlo en las otras experimentaciones.

Las conclusiones a las que se ha llegado fueron las siguientes:

e La accion educativa puede y debe atender al contexto en su término mas
amplio. Todo ello a través de distintas intervenciones: organizando programas
y tareas en torno a la mejora de la comunidad, estableciendo niveles de
cooperacion y coordinando los agentes de la comunidad educativa,
favoreciendo su participacion en el proceso de ensefianza- aprendizaje. La
vinculacién de los centros escolares con su entorno es un factor importante
para la calidad e innovacion educativa

e Las representaciones realizadas por los alumnos son fundamentales para el
trdnsito de un menor a un mayor conocimiento en cualquier dominio de la
matematica. En nuestro caso, para la construccion de un pensamiento que
permita pasar de la aritmética al algebra.

e A partir de la reflexion se entendié que el trabajo en equipo no implica un
desarrollo conceptual igualitario, pero la colaboracion si promueve la
interaccion de la linea de pensamiento individual con otras expuestas por otros
sujetos, y esa interaccion sociocultural puede resultar en un desarrollo
cognitivo mayor de los estudiantes.

e La construccion de una férmula a partir de las conjeturas dentro de un
aprendizaje colaborativo, implica convertirlos en creadores, que es importante
para el transito de la aritmética al algebra que propicie una entrada mas natural
y no solo utilizar problemas de corte puramente algebraico.

e La interaccion colaborativa hace que las diferencias entre los estudiantes se

enriquezcan mediante la discusion y construccion de diferentes estrategias que
llevan a la generalizacion de patrones.
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Las contradicciones o ideas erroneas como se demostré durante esta
experimentacion en dos de las tres actividades realizadas por parte de los
estudiantes, son fundamentales en la construccion de nuevas ideas ya que,
aungque no eran correctas, estas ayudan para llegar a las expresiones
algebraicas que, si lo son, pero esto sélo se dio gracias al trabajo colaborativo
y al exponer los unos con los otros sus distintas ideas para asi poder construir
Sus nuevas conjeturas.

En las tres experimentaciones realizadas los alumnos fueron capaces de
encontrar, por medio de representaciones funcionales, la manera de resolver
cada una de estas actividades de manera general, pero gran parte de esto
sucedio gracias a todas las ideas y discusiones que surgieron en el debate, lo
gue demuestra nuevamente la importancia del trabajo colaborativo en las areas
de trabajo.

Analizando los resultados de las experimentaciones, podemos darnos cuenta
de que los estudiantes por si solos fueron capaces de obtener expresiones
generales para encontrar lo que se les pedia, lo que con esto podemos
comprobar que un profesor o investigador puede servir como una guia en la
construccion del conocimiento y no solo como un proveedor de este.

Los resultados obtenidos en la etapa de auto-reflexion nos muestran la
importancia de crear un conocimiento estable. A pesar de toda la discusion y
el trabajo desarrollado por los estudiantes en cada una de las etapas y de las
actividades, el hecho de que, 15 dias después de la experimentacion, solo 1
alumno de 6 pudo reconstruir 2 de las 4 expresiones generales obtenidas por
ellos mismos, muestra la fragilidad del conocimiento. Por lo general los
estudiantes tienden a regresar a sus ideas originales al principio de cada una
de las actividades efectuadas, sin mencionar que algunos de ellos, en su
reconstruccion, estaban en posicién de contradiccion y que ellos mismos no la
detectaron.

6.4 RECOMENDACIONES

Esta es una serie de recomendaciones que tienen como propdsito ser una referencia
a futuras investigaciones o trabajos similares, las cuales estas se notaron durante y
después de aplicar las actividades que se realizaron a lo largo de esta investigacion y
estas son las siguientes:

La contextualizacion es importante para que los estudiantes entiendan por
completo que es lo que se pide en cada una de las actividades asi que es
bueno tomarse su tiempo para hacerlo como es debido, al principio se pudo
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notar la dificultad que presentaron tan solo con entender lo que se les pediay
eso puede originar un estancamiento en las ideas de los estudiantes.

Se recomienda que en el caso donde estan involucrados colores y son
importantes tal como en la actividad "la fabrica de ventanas", es preferible
utilizar las hojas en donde los estudiantes puedan observar por si mismos los
colores que se estan manejando durante la misma, ya que se not6 durante la
actividad en especial en la parte del debate que la ausencia de estos generaba
una serie de confusiones entre los estudiantes lo que originaba ideas erréneas
y caminos equivocados en sus soluciones.

En las cAmaras que se utilizan para grabar las ideas y comentarios de los
estudiantes, es recomendable que en el caso de la camara movil, sea otra
persona la encargada de esta labor y no el investigador que guia las
actividades, ya que es mas dificil y requiere mas tiempo estar siguiendo las
ideas y conversaciones de los estudiantes al momento de revisar cada uno de
los videos para obtener los resultados de cada una de las actividades, sobre
todo si no aparecen directamente enfocados en el video.

Durante la etapa del debate, al momento de que los alumnos presentan sus
ideas frente al grupo, se recomienda que estas ideas sean expresadas y
escritas en el pizarrén, rota folio o cualquier otro medio para que todos los
estudiantes involucrados las vean, analicen y ademas procurar mantener ahi
todas las ideas que surjan de ser posible, debido a que ayuda a que los
estudiantes puedan comparar cada una de sus estrategias de manera mas
sencilla para asi generar de manera mas facil nuevas ideas.

En las entrevistas realizadas en la etapa de auto-reflexién, ademas de las
preguntas espontaneas que surgen a partir de la linea de pensamiento que los
alumnos siguen, es recomendable tener algunas preguntas generales que
guien la discusion con el estudiante con el fin de tener una idea mas clara de
a donde quieres ir en estas pequefias entrevistas.
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ANEXO 1. HOJA DE TRABAJO LA FABRICA DE VENTANAS

Las ventanas con vitrales alrededor

Pagina 1. Las ventanas con vitrales alrededor

Nombre del alumno: Instrucciones:

Nombre de los miembros del equipo:

una pluma azul.

» Para el trabajo en equipo, si modificas
respuesta, utiliza una pluma roja.

* En el trabajo en grupo, si modificas

verde.

Grupo:
Fecha:

Las ventanas con vitrales alrededor

Figura 1 Figura 2

» Para este primer trabajo individual, utiliza

tu

tu

respuesta de nuevo, utiliza una pluma

Pagina 2. Situacion

Tengo un amigo que tiene una pequefia fabrica de ventanas. Las ventanas que se fabrican
tienen forma cuadrada y se componen de pequefios cuadros cafés en el centro y cuadros
verdes alrededor. Aqui mostramos algunos ejemplos:

Figura 1 Figura 2 Figura 5

Los trabajadores necesitan contar el nimero de cuadros color verde alrededor del gran
cuadrado café de la ventana y los cuentan uno por uno. ;Podrias ayudar a los trabajadores
a encontrar una manera de calcular rapidamente el nimero de cuadros de color verde para
cualquier tamafio de ventana?

1. Calcula el nimero total de cuadros color verde si tenemos 3 cuadros cafés de lado (o 5
cuadros color verdes de lado).

2. Sibuscamos el nimero de cuadros color verde para una ventana que tiene 4 cuadros cafés
de lado (o 6 cuadros color verde de lado), ¢necesitas un dibujo para encontrar la respuesta
0 encontraste una manera rapida de proceder?
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3.Y la ventana de 15 cuadros cafés de lado (o 17 cuadros color verde de lado), ;puedes encontrar

una estrategia para calcular rdpidamente el nimero de cuadros color verde en total sin tener
que contar uno a uno y sin tener que dibujar?

Pagina 3. Trabajo en equipo

4,

En equipo, discutan las estrategias que utilizaron anteriormente para calcular el nimero de
cuadros color verde necesarios para una ventana que tenga 15 cuadros cafés de lado. ;Todos
utilizaron la misma estrategia? Encuentren al menos 2 estrategias para calcular el nimero de
cuadros color verde para una ventana que tiene 15 cuadros cafés de lado.

Una vez que han escrito diferentes estrategias y que han decidido que son correctas, utiliza
alguna de estas estrategias para calcular el nimero de cuadros color verde necesarios para una
ventana de 23 cuadros cafés de lado y otra ventana de 58 cuadros cafés de lado.

Pagina 4. Trabajo en equipo

6.

cualquier nimero de cuadros cafés de lado. Pueden utilizarlo para verificar sus respuestas de la
seccion anterior.
D ML

net

-

Figura 5

Nomero de cuadrados en el centro =25
Nimero de cuadrados en el borde =24

Escribe un mensaje con palabras que permita calcular el nimero de cuadros color verde
necesarios para una ventana para cualquier nimero de cuadros cafés de lado.

Los mensajes son largos a leer, escriban el mensaje simplificado utilizando solo operaciones.
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Pagina 5. Trabajo individual - Autorreflexion

Tengo un amigo que tiene una pequefia fibrica de ventanas. Las ventanas que se fabricas tienen
forma cuadrada y se componen de pequefios cuadros cafés en el centro y cuadros verdes alrededor.
Aqui hay algunos ejemplos:

Hay trabajadores que necesitan contar el nimero de cuadros color verde alrededor de la ventana
y cuentan uno por uno. ;Podrias ayudar a los trabajadores a encontrar una manera de calcular
rapidamente el nimero de cuadros color verde para cualquier tamafio de ventana?

1. Calcula el numero total de cuadros color verde si tenemos 4 cuadros cafés de lado. Explica la
estrategia que utilizaste.

2. Calcula el numero total de cuadros color verde si tenemos 15 cuadros cafés de lado. Explica la
estrategia que utilizaste.

3. Calcula el numero total de cuadros color verde si tenemos 23 y 58 cuadros cafés de lado. Explica la
estrategia que utilizaste.

4. ¢Cémo podemos calcular el nimero de cuadros color verde necesarios para cualquier nimero de
cuadros cafés de lado? Explica la estrategia que utilizaste.

Pagina 6. Proceso de institucionalizacion realizado por el profesor o profesora

El profesor o profesora efectia un andlisis de la produccién de los alumnos, acentuando los procesos
de evolucién de las representaciones espontaneas de los alumnos y su acercamiento en sus procesos
aritméticos o algebraicos. En fin, el profesor o la profesora proporciona a los estudiantes los procesos
aritméticos y algebraicos en tanto que procesos de generalizacion basados en los procesos numéricos
de los alumnos y llegando a una expresion algebraica que permita el calculo directo.
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ANEXO 2. HOJA DE TRABAJO EL RESTAURANTE DE MARCELO

El restaurante de Marcelo

Pagina 1. El restaurante de Marcelo

Nombre del alumno: Instrucciones:

= Para este primer trabajo individual,
utiliza una pluma negra o azul.

Nombre de los miembros del equipo: = Para el trabajo en equipo, si td modificas

tu respuesta, utiliza una pluma roja.

* Después de discutir con el grupo, si ta
modificas tu respuesta de nuevo, utiliza
una pluma verde.

El restaurante de Marcelo
Grupo:

Fecha:

Pagina 2. Trabajo individual

Pagina 1 - Situacién

Marecelo es el duefio de un restaurante. En su restaurante Marcelo tiene mesas que coloca en diferentes
lugares donde se sientan sus clientes cuando llegan. Las mesas son de diferentes tamafios: grandes,
pequefias y medianas. Estan colocadas de la siguiente manera:
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A Marcelo le gustaria no tener que contar cada vez que llegan los clientes, el nimero de sillas de cada
mesa para saber donde los pondra. Marcelo requiere tu ayuda. A él le gustaria encontrar una manera
de calcular rapido el nimero de clientes que puede sentar alrededor de cada mesa, teniendo en cuenta
el nimero de mesas sin tener la necesidad de contar cada vez el niumero desillas.

RESTAURANT

1. ¢Cuantas personas se pueden sentar alrededor de 3 mesas?

Si buscamos el nimero de personas para colocar alrededor de 4 mesas, énecesitas hacer un dibujo
para encontrar la respuesta o sabrias alguna manera rapida de hacerlo?

Y para 15 mesas, épuedes encontrar una estrategia para calcular rapidamente el nimero de personas
sin necesidad de dibujar
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Pagina 3. Trabajo en equipo

4. En equipo, discute las estrategias que usaste para calcular el nimero de personas que pueden
sentarse alrededor de 15 mesas. jtodos usaron la misma estrategia? Encuentra al menos 2
estrategias para hacer este calculo.

5. Una vez que escribiste las estrategias y que vieron que son correctas, utiliza alguna de ellas para
calcular el nimero de personas que pueden comer en 21 mesas y después en 54 mesas.

Pagina 4. Trabajo en equipo

6. La aplicacion GeoGebra te mostrara el nimero de personas que se pueden sentar alrededor de las
mesas no importa que tan grandes sean. Utilizalo para verificar tus respuestas del problema 5.

D..\... .

-

Nombre de tables: 5

@60 6 6 ©

LTIl ]

0000 O

7. Escribe un mensaje escrito a Marcelo donde le explicas cémo podria calcular el nimero de
personas para sentar alrededor de una mesa no importa qué tan grande sea.

8. Los mensajes son muy largos. Marcelo necesita mensajes que le indiquen las operaciones que debe
realizar mas facilmente. Escribe el mismo mensaje, pero simplificado, indicando qué operaciones
Marcelo necesita realizar.
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Pagina 5. Trabajo individual - Autorreflexion

Marcelo es el duefio de un restaurante. En su restaurante Marcelo tiene mesas que ubica en diferentes
lugares donde se sientan sus clientes cuando llegan. Las mesas son de diferentes tamafios: grandes,
pequefias y medianas. Estan colocadas de la siguiente manera:

BEEE
H
{13 {IITIT 1)

A Marcelo le gustaria no tener que contar cada vez que llegan los clientes, el nimero de sillas de cada
mesa para saber donde los podra colocar. Marcelo requiere tu ayuda. A él le gustaria encontrar una
manera de calcular rapido el nimero de clientes que puede sentar alrededor de cada mesa, teniendo
en cuenta el nimero de mesas sin contar las sillas.

1. Calcula el nimero de personas que podemos sentar alrededor de 4 mesas. Explica la estrategia
que utilizaste.

2. Calcula el nimero de personas que podemos sentar alrededor de 15 mesas. Explica la estrategia
que utilizaste.

3. Calcula el nimero de personas que podemos sentar alrededor de 21 mesas y después de 54 mesas.
Explica la estrategia que utilizaste.

4. Calcula el numero de personas que podemos sentar alrededor de cualquier cantidad de mesas.
Explica la estrategia que utilizaste.
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Pagina 6. Proceso de institucionalizacion realizado por el profesor o profesora

El profesor o profesora efectia un andlisis de la produccién de los alumnos, acentuando los procesos
de evolucién de las representaciones espontaneas de los alumnos y su acercamiento en sus procesos
aritméticos o algebraicos. En fin, el profesor o la profesora proporciona a los estudiantes los procesos
aritméticos y algebraicos en tanto que procesos de generalizaciéon basados en los procesos numéricos
de los alumnos y llegando a una expresidn algebraica que permita el calculo directo.

79




ANEXO 3. HOJA DE TRABAJO JOYERIA <<EL DORADO>>

Joyeria «El Dorado»

Pagina 1. Joyeria «El Dorado»

Nombre del alumno: Instrucciones:

= Para este primer trabajo individual, utiliza una
pluma azul.

Nombre de los miembros del equipo: = Para el trabajo en equipo, si ti modificas tu

respuesta, utiliza una pluma roja.

= En el trabajo en grupo, si modificas tu
respuesta de nuevo, utiliza una pluma verde.

Pulseray cadenas de oro
Grupo:

Fecha:

Pagina 2. La situacion

En la joyeria «El Dorado», Samantha fabrica cadenas de oro en forma triangular como las siguientes:

AVAV

Ella confecciona pulseras de diferentes tamafios de la cadena. Samantha compra las barritas de oro que
ella tiene necesidad, sin necesidad de contar cada 6barrita una a una. Ella quisiera encontrar el nimero de
barritas que necesita sin estar obligada a contar las barritas una a una (ies demasiado tiempo!). Envia un
mensaje a Samantha en el cual le explicas cémo ella podria hacer para encontrar rapidamente el nimero
de barritas que necesita segliin el nimero de eslabones deseados sin estar obligadas a contarlas una a una.
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Pagina 3. Trabajo individual

1.

Calcula el nimero de barras necesarias, si se te solicita 3 eslabones en forma de triangulo.

Si se busca el nimero de barras necesarias para 4 eslabones de forma triangular, ;Tienes
necesidad de realizar un dibujo para encontrarlos o existe una manera rapida de proceder?

Para 15 eslabones en forma triangular, ;puedes encontrar una estrategia para calcular
rapidamente el niimero de barritas sin necesidad de contarlas una a una y sin necesidad de
dibujar?

Pagina 4. Trabajo en equipo

4,

En equipo discute las estrategias que han encontrado para calcular el nimero de barras para una
cadena de 15 eslabones en forma triangular. ;Los procedimientos de cada uno de los miembros
del equipo son iguales? Encuentre al menos 2 estrategias para calcular el nimero de barras
necesarias para una cadena o pulsera de 15 eslabones triangulares.

Una vez que han escrito las diferentes estrategias y que han decidido que ellas son correctas,
utilicenlas cada una de ellas para calcular el nimero de barras necesarias para una cadena o
pulsera de 21 eslabones y otra de 54 eslabones triangulares.
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Pagina 5. Trabajo en equipo

6. La aplicacién que pueden utilizar con GeoGebra les proporciona en forma directa el niumero de
eslabones en forma triangular. Utilicenla para verificar sus resultados de la preguntaanterior.

& .~ -

Pulseras formadas de barritas de oro

Pulsera con 6 triangulos, entonces tiene 13 barritas

INONINS

Figura 3 que muestra una pulsera con 6 triangulos

7. Escribe un mensaje en palabras que permita a Samantha calcular el nimero de barras necesarias
para cualquier nimero de eslabones triangulares.

8. Los mensajes son largos para leer. Samantha esta de prisas, ella desea que tu le proporciones algo
corto indicando las operaciones a realizar en ti mensaje. Escribe un mensaje corto para Samantha.

Comentario para el maestro: Discusion con toda la clase

Discutir lo que se ha realizado en las primeras etapas de la investigaciéon en un consenso basado sobre
la argumentacion y la validacién. Escribir en una tabla las diferentes estrategias producidas. Es
importante iniciar por aquellas estrategias erroneas para que los alumnos tengan la oportunidad de
discutir, rechazar o validar por toda la clase. Todas las producciones de los alumnos se recolectan una
vez finalizada la discusion.
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Pagina 6. Trabajo individual - Autorreflexion

En la joyeria «El Dorado», Samantha fabrica pulseras y cadenas de oro en forma de eslabones de
tridngulos, como los siguientes:

AVAVEVAVAVAVAVAV
AVARRRVAVAVAVY,

Ella realiza pulseras y cadenas de diferente tamafio. Samantha compra las barras de oro por pieza.
Ella quisiera encontrar el nimero de barras que necesita sin tener que contar las barras una a una

(jes muy largo el proceso!). Te solicitamos enviar un mensaje a Samantha en el cual le vas a explicar
como podria hacerle para encontrar rapidamente el nimero de barras que necesita segtin el nimero
de eslabones deseados sin estar obligada a contarlas una a una.

1. Calcular el nUmero de barras necesarias para 4 eslabones en forma triangular. Explica las estrategias
gue has utilizado.

2. Calcula el nimero de barras para 15 eslabones en forma triangular. Explica las estrategias que has
utilizado.

3. Calcula el numero de barras para 21 eslabones y para 54 eslabones en forma de tridngulo. Explica las
estrategias que has utilizado.

4. Calcula el nimero de barras necesarias para cualquier nimero de eslabones. Explica las estrategias
gue has utilizado.

Pagina 7. Proceso de institucionalizacion realizado por el profesor o profesora

El profesor o profesora efectiia un analisis de la produccion de los alumnos, acentuando los
procesos de evolucion de las representaciones espontaneas de los alumnos y su acercamiento
en sus procesos aritméticos o algebraicos. En fin, el profesor o profesora proporciona a los
estudiantes los procesos aritméticos y algebraicos en tanto que procesos de generalizacion
basados en los procesos numéricos de los alumnos y llegando a una expresién algebraica que
permita el calculo directo.
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