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RESUMEN

En el presente trabajo se muestra un estudio teérico y numérico para gufas de ondas
de cristal foténico (PCW) de tamano infinito y finito. Ambos sistemas estdn compuestos
por superficies planas paralelas con un arreglo periédico de inclusiones cilindricas cir-
culares de conductor perfecto (PEC). En el sistema infinito se calcularon los modos
normales del sistema; el cual se modelé por medio de una celda unitaria. En el sis-
tema finito se mide la respuesta 6ptica, obteniendo modos normales de propagacién del
campo electromagnético mediante la reflectancia. En ambos sistemas se calcularon las
intensidades del campo. Para abordar ambos problemas, se hace uso de una técnica
numérica conocida como el Método de la Ecuacién Integral, que permite obtener un sis-
tema de ecuaciones integrales acopladas que involucran como incégnitas el campo y su
derivada normal evaluados en las superficies involucradas. Al discretizar el sistema, se
obtiene un conjunto de ecuaciones algebraicas homogéneas para el sistema infinito, cuya
solucién determina la relacién de dispersién y un sistema inhomogéneo de ecuaciones
algebraicas para el sistema finito, donde, a partir de sus soluciones se puede obtener
la reflectancia. Estos cédlculos se realizaron bajo el protocolo de la programacién en
paralelo con MPI para reducir los tiempos de cdlculo. Ademds, se calcularon algunas
propiedades estadisticas de las intensidades obtenidas; en particular, la funcién de auto-
correlacién (ACF) y la longitud de correlacion. Bajo ciertas circunstancias los sistemas
muestran patrones de la intensidad del campo desordenados; ademds, se obtiene que
a modos con frecuencias asociadas mayores le corresponden valores de la longitud de
correlacién menores. Este tipo de comportamiento estd asociado con el fenémeno de
caos y es bien sabido que sistemas cldsicos con geometrias andlogas, como los billares de
Sinai, presentan este fenémeno. Con estos argumentos asociamos nuestros resultados

al fenémeno de caos electromagnético.

Palabras clave: Campo electromagnético, Caos electromagnético, Funcién auto-

correlacién, Guia de ondas, Método de la ecuacién integral.



ABSTRACT

In the present work a theoretical and numerical study for photonic crystal waveguides
(PCWs) of infinite and finite size is shown. Both systems are composed of parallel pla-
nar surfaces with a periodic arrangement of circular cylindrical inclusions of perfect
electric conductors (PECs). In the finite system, the optical response is measured, ob-
taining normal modes of propagation of the electromagnetic field through reflectance.
In both systems the field intensities were calculated. To address both problems, a nu-
merical technique known as the Integral Equation Method, which allows to obtain a
system of coupled integral equations that involve as unknowns the field and its nor-
mal derivative evaluated on the involved surfaces. By discretizing the system, a set
of homogeneous algebraic equations is obtained for the infinite system, whose solution
determines the dispersion relation and an inhomogeneous system for the finite system,
whose solution determines the reflectance. These calculations were performed under the
protocol of parallel programming with MPI to reduce computational times. In addi-
tion, some statistical properties of the obtained intensity were calculated; in particular,
the autocorrelation function (ACF) and the correlation length. The analyzed systems
present disordered field intensity patterns; moreover, it is obtained that modes with
higher associated frequencies correspond to lower values of the correlation length. This
type of behavior is associated with the phenomenon of chaos and it is well known that
classical systems with analogous geometries, such as the Sinai billiards, exhibit this
phenomenon. With these arguments we associate our results with the phenomenon of

electromagnetic chaos.

Keywords: Electromagnetic field, Electromagnetic chaos, Autocorrelation func-

tion, Waveguide, Integral equation method.
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Capitulo I

INTRODUCCION

Durante el siglo XIX se crefa que la Fisica, una de las ciencias mds rigurosas e impor-
tantes de la época, estaba a punto de cerrar su estudio pues se pensaba que préctica-
mente cualquier fenémeno podia ser explicado con el marco tedrico que tenian hasta
ese momento. En Fisica, las leyes se expresaban de manera estrictamente determin-
ista a diferencia de cualquier otra ciencia que no podia decir lo mismo. Fue a finales
del mismo siglo cuando esta idea se fue abajo; por un lado, surgiendo la teoria de la
relatividad y la mecdnica cudntica, y por otro lado las pequenas chispas de la teorfa
del caos. Sin embargo, el caos mejor estructurado llegé hasta mediados del siglo XX,
cuando el fisico Edward Norton Lorenz (1917-2008) con ayuda de una computadora de
gran velocidad resolvié un conjunto de ecuaciones no lineales las cuales modelaban el
clima, observé que al graficar la solucién del conjunto de ecuaciones se formaba una
especie de mariposa. Dicho fenémeno lo llamé “atractor extrano” con lo que se estable-
ci6 la existencia de fenémenos caéticos. El fenémeno del caos estd asociado a sistemas
dindmicos, que usualmente estdn definidos por una o més variables y que evolucionan

con el tiempo, en los cuales la respuesta no es proporcional al estimulo. Aunque la



palabra caos' no tiene una definicién formalmente aceptada por Fisicos y Matemaéticos,
hay una clara relacién entre la sensibilidad de las condiciones iniciales y un compor-
tamiento cadtico. Este punto de vista fue compartido anos antes por el fisico James
Clerk Maxwell (1831-1879) (Ferndndez-Sanjuédn, 2016); asi como el contemporaneo a
Lorenz, el fisico americano Richard Phillips Feynman (1918-1988), hace unas reflexiones
similares en su conocido libro titulado Lecciones de Fisica (Feymann et al., 1963), donde
explica que el indeterminismo no pertenece exclusivamente a la mecénica cudntica, sino
que es una propiedad bésica de muchos sistemas fisicos.

Como es natural, existen tantos sistemas dindmicos como variables que tienen una
evolucién temporal, lo que nos da idea de la naturaleza interdisciplinar y del alcance de
la dindmica no lineal. Por lo que, una gran variedad de los sistemas son complejos. Este
tipo de sistemas complejos existen en biologia, en quimica, en fisica, en sociologfa, en
economia, etc (Akter and Ahmed, 2019). Existen diferentes caminos que han llevado a
la comprensién del caos tal y como lo entendemos hoy en dfa. De entre estos diferentes

caminos cabe senalar:

1. La ecuacién logfstica y la dindmica de las poblaciones.
2. Los osciladores no lineales.

3. El problema de los tres cuerpos y la mecénica celeste.
4. La turbulencia y la dindmica de los fluidos.

5. La irreversibilidad y la mecénica estadistica.

Siendo las propiedades estadisticas las que vislumbran comportamientos desordena-

dos en los sistemas donde se presenta el fenémeno de caos.

'De origen Griego “khaos” que designa un abismo oscuro, desordenado y tenebroso.



Por otro lado el estudio de sistemas en los que hay una propagacion y esparcimiento
de ondas cldsicas y cudnticas es un tema de gran interés actual desde un punto de vista
cientifico y aplicado (Torrent and Sanchez-Dehesa, 2009). Esto no es de sorprenderse
puesto que las ondas al interacionar con la materia exhiben comportamientos pecu-
liares, cuyo estudio ha sido resultado en grandes avances de la comunicacién, deteccién
y medicién (Shinohara, 2018; Giordani and Zorzi, 2020). Este panorama presenta prob-
leméticas actuales que se vuelven cada vez més dificiles de abordar, englobando con
ello, una gran cantidad de fenémenos electromagnéticos, épticos, actsticos, cudnticos,
etc. Asi, entre los sistemas que presentan el fenémeno de caos podemos destacar las
gufas de ondas de cristal foténico (PCWs?) o cuénticas; las cuales, bajo ciertas cir-
cunstancias, presentan el fenémeno de caos (Pérez-Aguilar et al., 2013a,b). Algunos
de estos sistemas pueden ser comparados con sistemas cldsicos de geometrias andlogas
que presentan el fenémeno de caos (Herrera-Gonzalez et al., 2011; Alonso et al., 2002;
Castaldi et al., 2008; Berry, 1997). Claro esto no sélo es cuestién de un analisis tedrico,
también se han obtenido resultados experimentales sobre el comportamiento cadtico,
en particular, en fibras épticas con seccién transversal no circulares donde los rayos de
luz exhiben una dindmica cadtica (Doya et al., 2002). Esta dindmica en sistemas de
gufas de ondas, puede ser modelada a través de la intensidad del campo al interactuar
en la gufa, mostrando bajo ciertas condiciones, patrones irregulares.

Estos patrones irregulares se describen mejor mediante métodos de teoria de prob-
abilidad y estadisticas. Para explicar estos patrones irregulares, en algunos trabajos se
ha considerado que la geometria de las gufas de onda infinitas tienen una analogia a sis-
temas clasicos conocidos como billares de Sinai. Esto permite estudiar sus propiedades

de transporte cuédnticas y cldsicas (Pérez-Aguilar et al., 2013a). Ademds es bien sabido

2Por sus siglas en inglés, Photonic Crystal Waveguides.



que una gufa de ondas de cristal foténico infinita tiene asociada una estructura de
bandas (Mendoza-Sudrez et al., 2011), lo cual es de vital importancia en el estudio de
propiedades estadisticas en este tipo de sistemas. Es importante recalcar que para fre-
cuencias altas se tiene el limite de la 6ptica geométrica, de donde se obtiene una analogia
con sistemas cldsicos que presentan el fenémeno de caos electromagnético (Pérez-Aguilar
et al., 2013a). Un entendimiento pleno del caos en este tipo de sistemas podria dar lugar
a grandes aportes en dreas como la criptograffa y en circuitos épticos integrados.

En la siguiente seccién se menciona la estructura de la tesis.

I.1. Estructura de la Tesis

La tesis estd estructurada de la siguiente manera:

e En el capitulo 2 se mencionan los sistemas dindmicos y el caos cldsico. En este
capitulo se introducirdn los conceptos necesarios para el desarrollo de esta tesis,
asi como su clasificacion y cuantificacién. Ademds se mostrardn resultados de tra-
bajos de distintos autores con geometrias similares al problema que se aborda en
este trabajo de investigaciéon. Dichos resultados son para trayectorias de particu-
las en sistemas balisticos (generalmente llamados billares), que en el caso clasico

presentan el fenémeno de caos.

e En el capitulo 3 se describe el método numérico de la ecuacién integral. El cual, es
un método que se basa en el uso el teorema de Green bidimensional para calcular

las intensidades del campo electromagnético en sistemas finitos e infinitos.

e En el capitulo 4 se muestran los resultados obtenidos al analizar el compor-
tamiento del la intensidad del campo electromagnético para los sistemas infinito

y finito considerados en este trabajo. Ambos sistemas estan formados por placas



paralelas que envuelven un arreglo de inclusiones cilindricas circulares de conduc-
tor perfecto. Para observar cuantitativamente el desorden del sistema se utilizé

la funcién de autocorrelacion, asi como la longitud de correlacion.

e En el capitulo 5 se dan las conclusiones después de analizar los resultados obtenidos

en los sistemas planteados.



Capitulo 11

CAOS CLASICO

La palabra caos y el adjetivo cadtico se usan para describir un sistema que aparente-
mente tiene un comportamiento aleatorio. Un claro ejemplo de esto es el llamado
“efecto mariposa”, que es tal vez la analogfa més divulgada para dar a entender que
en sistemas dindmicos las pequenas variaciones en las condiciones iniciales pueden con-
ducir a resultados inesperados. Esto involucra una de la preguntas fundamentales en la
fisica, ; Cuan precisas son nuestras teorias al predecir el comportamiento de un sistema
a largo plazo? asi, no es de sorprender que el comportamiento cadtico en sistemas fisi-
cos sea en la actualidad tema de sumo interés cientifico. En este capitulo se explican
términos bdsicos presentes al hablar de sistemas dindmicos y de la teorfa el caos, asi
como el desarrollo histérico de esta teoria. Ademds, se enuncian algunas formas para

cuantificar el fenémeno del caos en los sistemas dindmicos.

II.1. Desarrollo histérico

Las leyes de movimiento y de gravitacién universal de I. Newton (1642-1727) combi-
nadas con las leyes de J. Kepler (1571-1630) resolvian problemas como el de las érbitas

de la Tierra alrededor del Sol como un sistema de dos cuerpos. Newton resuelve el



problema al reducir el movimiento de los dos cuerpos al movimiento de cada uno de
ellos alrededor del llamado centro de masas, que es un punto al que se le asocia la masa
total del sistema. Sin embargo, se da cuenta de que no era posible solucionar de forma
analitica el sistema para tres cuerpos, resultando imposible tratar con un problema
similar para nueve cuerpos.

Uno de los mayores progresos de esta teorfa fue la solucién de problemas mateméti-
cos como el anterior mencionado, siendo el matemadtico francés H. Poincaré (1854-
1912) el primero en vislumbrar la posibilidad de caos, en el sentido de que un sistema
determinista exhibe un comportamiento aperiédico que depende sensiblemente de las
condiciones iniciales, lo que hace imposible la prediccién a largo plazo. Esto cambid
el principal enfoque filoséfico determinista de la ciencia que se tenia hasta antes del
siglo XIX. Precisamente Poincaré publicé su magna obra “Les Méthodes Nouvelles de
la Mécanique Céleste” en tres voliimenes donde aparecen numerosos conceptos nuevos
que han dado lugar al desarrollo de la teorfa de sistemas dindmicos, como acostumbran
a llamarla los mateméticos o dindmica no lineal; término éste més usado por los fisicos
(Fernandez-Sanjudn, 2016). Poincaré es asi, considerado como uno de los padres de la
teorfa del caos, ya que muchas ideas fundamentales de la teorfa estdn contenidas en este
libro. Muchos otros mateméticos y fisicos contribuyeron al desarrollo de estas ideas,
entre ellos podemos destacar a Alexander M. Lyapunov (1857-1918), de quien hemos
heredado conceptos tales como el de estabilidad de los sistemas dindmicos y también
los titiles exponentes de Lyapunov, que nos sirven para caracterizar cuando un sistema
dindmico dado es o no cadtico (estos conceptos se describen mds adelante). Siendo
también mérito de mencién Edward Lorenz (1917-2008), quien desarroll6 un modelo

de tres ecuaciones diferenciales ordinarias, el cual estd dado por



dx

T = o) (12)
V= alp-a) -, (1b)

y
% — (1¢)

donde o es el nimero de Prandtl, p el niimero de Rayleigh y [ es un pardmetro que por
lo regular vale 8/3 (Strogatz, 2001). Con estas ecuaciones se describe el movimiento de
un fluido bajo la accién de un gradiente térmico en un sistema simplista. Lorenz des-
cubri6 que las soluciones a las Ecs. (1), nunca establecen un equilibrio, sino al contrario
oscilan de una manera aperiédica irregular y cambiando ligeramente las condiciones
iniciales en sus simulaciones, los comportamientos resultantes pronto llegaron a ser to-
talmente diferente (llamado efecto mariposa). La implicacién fue que las soluciones
resultaron impredecibles y en caso de tener diminutos errores en la medicién inicial
del estado de la atmdsfera, los errores crecen rapidamente, llevando eventualmente a
predicciones erréneas. Tales experimentos condujeron a Lorenz en 1963 al descubrim-
iento del movimiento caético al que denominé como “atractor extrano” como se observa
en la Fig. 1 (Strogatz, 2001).

Aunque el caos se apoderé de la atencién durante muchos anos, también hubo
otros grandes avances en la dindmica en los anos 70. Mandelbrot (1924-2010) codificé
y popularizé fractales como el conjunto que lleva su mismo nombre, uno de ellos se
muestra en la Fig. 2. Manderlbort mostré cémo podrian ser aplicados en una variedad
de temas como por ejemplo, el andlisis de sistemas bioldgicos oscilantes como el ritmo

del corazén al palpitar (Strogatz, 2001).



Figura 2. Conjunto fractal de Mandelbrot.

II.2. Sistemas Dinamicos

La dindmica es la ciencia que estudia la variacién en el tiempo de diferentes magnitudes,
es decir su movimiento. Bdsicamente existen tres tipos de movimientos: los estacionar-
ios y de equilibrio; los periédicos y cuasi periddicos; y los cadticos, siendo este tltimo
en los que la predicciéon del movimiento en un tiempo lo suficientemente grande es casi
imposible. En general, para saber cudl de estos tres comportamientos tiene un sistema
se necesita conocer las ecuaciones de evolucién en el tiempo del sistema, los valores
de los pardmetros que describen el sistema y las condiciones iniciales. Los sistemas

dindmicos tienen diferente comportamiento después de un lapso de tiempo. Estos se
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clasifican en tres tipos:

1. Estables, ocurre cuando dos soluciones que tienen condiciones iniciales muy cer-
canas siguen siendo casi igual de cercanas a lo largo de un tiempo. Asi, un
sistema estable después de un transcurso de tiempo suficientemente largo tiende

a un punto, u érbita, segin su direccién (atractor o sumidero).

2. Inestables, cuando dos soluciones con condiciones iniciales que difieren por muy

poco acaban divergiendo. Asi un sistema inestable no va hacia algiin punto.

3. Cadticos, se presenta cuando un sistema es tanto estable como inestable; es decir
dos soluciones que inicialmente estdn a una distancia finita se mantienen asi de-
spués de un lapso de tiempo y se aproximan a un atractor. Mientras que algunas
otras soluciones que son vecinas inicialmente divergen de manera exponencial con
el tiempo, aunque suelen ser cualitativamente similares y a pesar que no tienden

a un atractor, el sistema permanece en una zona de su espacio de estados.

I1.2.1. Tipos de sistemas dinamicos

Los sistemas dindmicos con alguno de los tres tipos de movimientos previamente men-
cionados suelen clasificarse en discretos y continuos en funcién de si el tiempo se mide

de modo discreto o continuo:

e Sistemas dindmicos continuos. Descritos por ecuaciones diferenciales ordi-

narias (EDOs) y parciales (EDPs). Un sistema dindmico continuo es descrito por
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EDOs que, de manera general, estdn dadas por:

dNuy du; dN 1y,
BN T fi (t, Uis W) ; (2a)
dNupr—y du; dN 1w,
dt—N = fM—l (t, Ui,g,...,w) y <2b)
y
dNUM .

. N-1,
du; d uz) | (2)

N fu (t,ui,ﬁ,...,w
donde u; = w;(t), con i € {1,2,..., M}, es la i-ésima componente del vector
solucién u = (uy, ...,up) = u(t), el cual hace variar la dindmica del sistema en
el tiempo, N es el orden de las M ecuaciones y f = (f1, ..., far) se puede interpretar
como un vector de campo. Ademads una EDO de orden NV se puede descomponer
en N EDOs de orden 1, por lo que, con un abuso de notacién reescribiremos las

Ecs. (2) como:

dU1
= fi(t, i), (3a)
du 1
C]; = fua(t,ug) (3b)
y
d
% = Farlt, ). (3¢)

Por otro lado, el sistema dindmico continuo descrito por EDPs de manera general

estd dado por

8Nu1 al+m+...+pui

A N A ny i7— ) 4

R h (“"1’ o axllax;n...axﬁ) (4)
aNUM—l al—i-m—i-.“—&-pui
T a N - VRS mny i7— 4b
R e Rl e oy v (4b)
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l+m—+...4+p,, .
0 u ) | (40)

— = fm-1 (1’1, vy Ty Ui, m
donde w; = w;(zy = t; 9, ...,x,), son funciones de las n variables independientes,
siendo ¢ € {1,2,...., M}, u; es la i-ésima componente del vector solucién u =
(ug,...,upr) = u(xy = t;x9,...,x,), tal que las derivadas parciales de orden I, m
y p deben satisfacer que | < N y [+ m + p < N. El orden de las M ecuaciones
es N si la derivada parcial de mayor orden es ésta y f = (fi,..., far) se puede
interpretar como un vector de campo con n variables independientes. Ademds en

las Ecs. (4) debe considerarse que las derivadas parciales representan todas las

combinaciones posibles incluyendo las derivadas parciales cruzadas.

e Sistemas dinamicos discretos. Este tipo de sistemas estdn descritos por los

denominados mapas iterados con la ecuacién general dada por

Tht1 = f(SL‘k), k= 1,2,3, (5)

donde el indice k senala una iteracién que esté ligada al modo discreto de medir el
tiempo. La Ec. (5) puede interpretarse de la siguiente forma: si el sistema adopta
en un instante £ un estado descrito a través de un cierto elemento xj, entonces

en el instante k + 1 el estado del sistema serd zj 1.

Ademsds se dice que un sistema dindmico es auténomo si las ecuaciones que de-
scriben al sistema, como en las Ecs. (3) 6 (4), no dependan en forma explicita del
tiempo, en caso contrario serd un sistema dindmico no auténomo. En el sistema
auténomo no se tiene influencia externa que estimule el comportamiento del sistema,
mientras que los sistemas no auténomos son afectados por factores externos. Otro
concepto a tener en cuenta cuando se habla de sistemas dindmicos es el de espacio

fase (o espacio de estados), cuya dimensién es determinada por el nimero de variables
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necesarias para identificar el estado dindmico del sistema. El estado momentédneo del
sistema corresponde a un vector de estado que no es mas que un punto P de dicho
espacio; es decir cada punto del espacio fase es una condicién inicial diferente, mien-
tras que una secuencia de dichos estados define una trayectoria 7(t) en el espacio de
las fases. Si tomamos un conjunto de trayectorias las cuales inicialmente son cercanas
entre ellas y permanecen cercanas después de un lapso de tiempo largo incluso si éstas
se perturban, entonces el conjunto de estas es llamado un atractor. Estas son formas
geomeétricas, en el espacio de las fases, que caracterizan el comportamiento a largo plazo
de un sistema. Ademds también se tienen los puntos fijos (también llamados punto de
equilibrio, puntos criticos o puntos singulares), que representan soluciones de equilibrio;
es decir, los puntos de estabilidad donde caen las trayectorias después de un lapso de
tiempo (nétese que la idea es que las trayectorias son atraidas a puntos de equilibrio).

Algebraicamente esto serfa igualar a cero las derivadas temporales de las Ecs. (3) 6
(4), dependiendo si el sistema dindmico es descrito por EDOs o EDPs. Finalmente se
tienen también los ciclos limite, que son trayectorias cerradas y aisladas del espacio
fase que representan un comportamiento ciclico o periédico del sistema dindmico. Deci-
mos que estas trayectorias son aisladas en el sentido que atraen o repelen a trayectorias

cercanas a ésta.

I1.2.2. Linealidad y no Linealidad

La linealidad en un sistema lleva implicito asumir propiedades tales como: Propor-
cionalidad, es decir, pequenas causas provocan pequenos efectos: Aditividad: el todo es
igual a la suma de las partes; Replicaciéon: la misma accién en las mismas condiciones
producen el mismo resultado y relaciones claras entre causa y efecto (basta conocer un

poco acerca del comportamiento de un sistema para conocerlo por completo). Usamos
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el término “no lineal” para contraponerlo légicamente al término “lineal”, ya que la
aproximacion lineal es la que tradicionalmente se ha usado en la ciencia debido a su
sencillez matematica dada de manera general por el principio de superposicién: en un
sistema lineal el efecto de la actuacién conjunta de dos causas distintas consiste sélo
en la superposicién de los efectos que cada una de las causas hubiera generado por si
misma. Es decir si u;(t) y uz(t) son soluciones linealmente independientes en el sis-
tema dindmico, esto es que au; + fuy = 0, se cumple sélo para o = 0 = [ en cualquier
tiempo t, entonces también es solucién la combinacion lineal us = au; + busy, donde «a
y b son nimeros reales.

La no linealidad no conduce a soluciones miiltiples, es decir, que u sea solucién de
un sistema no lineal no implica que un miltiplo de u lo sea. Cuando existen relaciones
de no linealidad en el sistema, puede darse un comportamiento caético (no todos los

sistemas dindmicos no lineales son caéticos) que presenta las siguientes propiedades:
e No hay proporcionalidad: pequenas causas pueden provocar grandes efectos.
e No hay aditividad: el todo es mayor que la suma de las partes.

e Dependencia sensible a las condiciones iniciales: lo que puede llevar a que nunca

se pueda reproducir de modo exacto el mismo experimento.

e La no linealidad puede generar inestabilidades, discontinuidades e imprevisibili-
dad, lo que hace necesario la flexibilidad, la adaptabilidad, el cambio dindmico,

la innovacion y la capacidad de reaccion.

11.2.3. Caos

En base a conceptos ya previamente mencionados se tiene una nocién de lo que se refiere

al decir que un sistema dindmico tiene un comportamiento caético. Aunque no existe
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una definicién matemédtica universalmente aceptada de caos, se puede dar una grata
definicién de lo que implica que un sistema sea caético. Como ya se ha mencionado
antes la no linealidad de las ecuaciones puede conducir a un comportamiento caético
en el sistema, pues todo sistema con comportamiento cadtico es descrito por ecuaciones
no lineales. Sin embargo no necesariamente se tendrd que un sistema descrito por
ecuaciones no lineales sea cadtico, para que podamos decir que esto iltimo ocurre se

debe cumplir los siguientes requisitos (Hilborn, 2004):

1. Movimiento oscilante. Las trayectorias no tienden a un punto fijo, érbita periédica
o cuasiperiédica cuando el tiempo t — oo, debido a la oscilacién. Aunque también

se tienen casos en que las trayectorias van a puntos fijos como en los ciclos limite.

2. Determinismo. El sistema no depende del azar pues el comportamiento que pre-
senta no cambia, si se repite varias veces con las mismas condiciones iniciales
y el azar tampoco estd involucrado en tiempos posteriores. El comportamiento
irregular surge de la no linealidad y ademé&s puede ser modelado por una serie
de ecuaciones diferenciales o algoritmos bien definidos, que se pueden resolver

matematicamente e incluso algunas veces no resultan ser muy complicados.

3. Sensibilidad a las condiciones iniciales. Las trayectorias que en un inicio son
bastante cercanas en un lapso de tiempo mayor se separan exponencialmente. Es
decir, condiciones iniciales muy similares acaban dando lugar a comportamientos

totalmente diferentes después de un tiempo suficientemente largo.

I11.3. Cuantificacion del Caos

En la naturaleza, los sistemas de ecuaciones lineales idealizados son poco comunes, esto

se debe a que el comportamiento de las soluciones suelen ser impredecibles, complejas
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y no cumplen el principio de superposicién; es decir, son no lineales y muchas veces
son cadticos. Sin embargo, distinguir si el sistema tiene comportamiento caético o hay
“ruido” ocasionado por factores externos en el sistema no es tarea ficil. Para ello se
debe hacer una identificacién cuantitativa calculando parametros que determinen si
el sistema presenta caos. Los sistemas caéticos regularmente no tienen una solucién
exacta y en estos casos se recurre a métodos numéricos con lo que se puede hacer una
aproximacion, sin perder las soluciones propias del sistema. A continuacién algunos de

los pardmetros mas conocidos se describen brevemente.

I1.3.1. Exponentes de Lyapunov

Los exponentes de Lyapunov miden la tasa de separacién exponencial de dos trayectorias
inicialmente préximas en el espacio fase. Témese por ejemplo el caso del espacio fase

de una dimensién y el sistema dado por

fy =% (©

Sean zo(t) y z(t) un par de trayectorias que surgen de un par de puntos iniciales cercanos
del espacio fase zg y x, respectivamente. Entonces la distancia s(t) = z(t) — xo(t) crece
o se contrae exponencialmente en el tiempo. Ademds, expandiendo hasta el primer
orden de su serie de Taylor la funcién f(x) en la Ec. (6), se tiene que el cambio en la

distancia con la evolucién del tiempo estd dado por

df (x)
dx

Zo

§(t) = &(t) — do(t) = (x — o). (7)

Como esperamos que s cambie exponencialmente en el tiempo, introducimos el expo-

nente A de Lyapunov como la cantidad que satisface

s(t) = s(t = 0)eM. 8)
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Al comparar las Ecs. (7) y (8) es sencillo notar que el exponente de Lyapunov estd

dado por la expresion

df ()

A\ =
dx

9)

xo

Similarmente se puede hallar que para un sistema discreto del caso unidimensional, el
exponente de Lyapunov estd dado por (Strogatz, 2001)

n—1
. 12 df

donde n es el nimero de iteraciones. En ambos casos ya sea un sistema dindmico

T

continuo o discreto, el exponente de Lyapunov es negativo para un atractor de punto
fijo, cero para un ciclo limite o un atractor toroidal y positivo para un atractor extrano
(Strogatz, 2001; Hilborn, 2004). La forma de calcular los exponentes de Lyapunov en
las Ecs. (9) y (10) nos permite conocer el mayor de los diferentes exponentes de un
sistema, ya que hay tantos exponentes de Lyapunov como la dimensién del sistema. Si
la dimensién es mayor a uno se puede entender que los exponentes de Lyapunov como
la tasa de expansién o contraccién de trayectorias para cada una de las direcciones en
el espacio fase; es decir, cada exponente mide el grado de divergencia del atractor en

una direccion diferente.

11.3.2. Mapas de Poincaré

Poincaré inventé una técnica matematica muy 1til que permite reducir el problema de
obtener informacién sobre la naturaleza de las soluciones de sistemas dindmicos a uno
més simple con menos dimensiones. Se trata de cortar el atractor m—dimensional de
un sistema descrito por la Ec. (3) con una “superficie” (m — 1)—dimensional. Esta
geometria simplificada, sin embargo, contiene la informacién “esencial” sobre la peri-

odicidad, la cuasiperiodicidad, bifurcaciones y caos de la dindmica del sistema. La Fig.
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3 muestra la superficie (m — 1)—dimensional denotada por S. Se requiere que S sea
transversal al flujo; es decir, todas las trayectorias que comienzan en S fluyen a través

de ella, no paralelas a ella.

Figura 3. Seccién de Poincaré para trayectorias en un espacio fase m—dimensional.

El determinismo de las soluciones de las ecuaciones diferenciales que describen la
dindmica del sistema implican la existencia de una funcién que relacione un punto
de interseccion x; de trayectoria con el siguiente punto de interseccién x;,;. La repre-
sentacién de estos puntos constituye lo que se ha denominado como mapa de Poincaré.
El mapa de Poincaré P es un mapeo de S a sf mismo, el cual se obtiene siguiendo trayec-
torias de una interseccién con S con la siguiente. En general, el mapa de Poincaré es
descrito por

x; 11 = P(x;). (11)

La funcién P no depende sélo de las ecuaciones originales que describen el sistema,
sino también de la eleccién de la seccién de Poincaré. Una forma directa de evaluar el
resultado de una seccién de Poincaré es evaluando el aspecto de ésta, que si es complejo
es indicativo de que puede ser caos. Suponiendo que x* es un punto fijo de la Ec.
(11), esto es, se cumple que x* = P(x*). Entonces, una trayectoria que empieza en
x* vuelve a x* después de algiin tiempo ¢, y por lo tanto es una érbita cerrada para

el sistema original. Ademads, al observar el comportamiento de P cerca de este punto



19

fijo, podemos determinar la estabilidad de la érbita cerrada. Asi, el mapa de Poincaré
convierte los problemas de las 6rbitas cerradas en problemas de los puntos fijos de un

mapeo, aunque no siempre es posible encontrar una férmula para P.

11.3.3. Funcion de Autocorrelaciéon

La correlacién se denota por C,,, donde m es un valor proporcional al tiempo de
predicciéon o estudio del comportamiento de una funcién. La funcién de correlacién
analiza la posible relacién de los valores de una funcién o una serie temporal respecto de
los anteriores de esa misma serie, con m intervalos de tiempo antes. Cuando se pretende
usar la funcién en el anédlisis del comportamiento de un sistema del que se conocen series

temporales de datos se procede a representar (), para valores de m = 1,2, ..., n, siendo:

O = 23 (@) = 8)(@30m — ), (12

J=1

SRS

donde, n es el nimero de datos que se manejan, T es el promedio de los datos y x; es el
dato j-ésimo. Estudios como los de Sugihara and May (1990), sugieren que una funcién
de correlacién que decrece deprisa con los intervalos de tiempo m indica caos, mientras
que una que no lo hace o lo hace y vuelve a aumentar, indica regularidad. La funcién
de autocorrelacién o ACF! se deriva de la Ec. (12) y responde a la pregunta de qué
similitud hay entre el comportamiento de una serie de tiempo en cierto momento y su

comportamiento en cualquier momento posterior. Esta se calcula mediante

siendo C,,, y Cp la correlacién descrita por la Ec. (12) y el coeficiente de correlacién es
la desviacién estandar o de la funcién de autocorrelacion y refleja el nivel de caos de

una serie temporal, ya que es una medida que se usa para cuantificar la dispersién de

IPor sus siglas en inglés, Autocorrelation Function.
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un conjunto de datos numéricos. Asi mientras la desviacion estdndar sea mds cercana a
cero, los datos se encuentran menos dispersos. Es decir, la mayor parte de los datos de
una muestra tienden a estar agrupados cerca de su media; mientras que un coeficiente
de autocorrelacion alto indica que los datos se extienden sobre un rango de valores mas
amplio (Doya et al., 2002; Montenegro-Garcia, 1989). Esta técnica serd utilizada en el

capitulo de resultados para nuestro sistema de estudio.

I1.4. Sistema de billares

En la fisica cldsica un gas en un recipiente cerrado puede considerarse como muchisimas
moléculas que se mueven y chocan entre si. Si no hay intercambio de energfa con el
exterior esta situacién puede modelarse como un sistema conservativo. Sin embargo, el
diagrama de fases, que incluye las posiciones y velocidades de todas las moléculas, dista
mucho de ser simple. Este sistema, asi como muchos otros ejemplos interesantes de
sistemas dindmicos de problemas dentro de la mecdnica cldsica, cudntica, estadistica,
acustica y éptica (especialmente aquellos en que la interaccién entre particulas involucra
colisiones eldsticas) pueden ser reducidos a sistemas de billares. El hablar de sistemas
de billares significard hablar de particulas puntuales moviéndose sobre alguna region
(la “mesa de billar”) que puede o no contener obstaculos convexos suaves y sufriendo
colisiones eldsticas contra ellos. Centramos nuestra atencién en los billares periédicos,
los cuales tienen la caracteristica de que, las particulas al colisionar con el limite de
la mesa desaparecen para reaparecer en el lado opuesto. Ademds, algunas clases de
billares presentan un destacable comportamiento caético. Con esto en consideracién,
realza la importancia del estudio de sistemas de billares en el que los fotones son las
particulas en interacciéon. Describir trayectorias de las particulas requiere un anélisis

matemédtico més profundo, como el que puede ser consultado en el trabajo de Fraczek
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and Ulcigrai (2014).

El obtener resultados de comportamientos cadticos en estos sistemas es subjetiva-
mente sencillo. Sistemas de billares con geometrias similares a la que se abordaran en
este trabajo ya han sido estudiadas por diversos autores, quienes utilizan las propiedades
estadisticas del sistema para concluir efectivamente la presencia del fenémeno de caos.
Las propiedades estadisticas de una clase particular de billares fueron estudiadas por

Sinai, quien es uno de los precursores mds destacados en esta drea de estudio (Sinai,

1970).

I1.4.1. Sistema de billares con paredes sinusoidales

En el trabajo de Herrera-Gonzalez et al. (2011) se consider6 una PCW formada por
paredes onduladas periédicas como el diagrama de la Fig. 4(a). Este trabajo toma las
distintas trayectorias para particulas puntuales, de donde los autores obtienen mapas
de Poincaré. En la misma Fig. 4 se tienen mapas de Poincaré obtenidos por Herrera-
Gonzalez et al. (2011) para los pardmetros A = 0.001, que es la amplitud de las paredes
y diferencias de fase (b) A¢ = 3y (c) Ap = 5. Ademds en las Figs. 4(b) y 4(c) se
tiene que el periodo [ = 1 y la separacién entre las paredes es 2B = 0.1. Mientras que
en la Figs. 4(d) se tiene que A = 0.008, A¢ =, 1 =1y 2B = 2.5 (en u.a.). Los
autores concluyen que bajo ciertos pardmetros de las amplitudes y fase de las paredes
sinusoidales, el sistema presenta un comportamiento caético, pues en el caso de la gufa
estrecha, desaparecen las trayectorfas elipticas. Un anadlisis similar es tratado en Luna-
Acosta et al. (1996a) que obtiene mapas de Poincaré similares.

En ambos trabajos previamente mencionados se considera un sistema cldsico, sin
embargo, un sistema cudntico andlogo es considerado por Luna-Acosta et al. (1996b),

en el que una de las paredes es plana y cuyo andlisis es semejante a lo que se pretende
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Figura 4. Diagrama del sistema en (a). Mapas de Poincaré en (b), (c) y (d), obtenidos por
Herrera-Gonzalez et al. (2011) para distintos pardmetros del sistema.

realizar en este trabajo. Las graficas de Husimi® de Luna-Acosta et al. (1996b) muestran
patrones desordenados con el aumento de la energia al considerar el vector de Bloch
k = 0. En la Fig. 5(a) (obtenida del mismo articulo) se muestra el diagrama de la mesa

de billar. En la misma Fig. 5 se muestran las graficas de Husimi para los pardmetros

T 4 = % en (c) y (d) para

d= 2 a = ?,)—g y nivel de energfa 5 para (b) y d = 17, o

10

niveles de energia 1001 y 1005, respectivamente (en u.a.). El sistema presenta patrones

desordenados en el espacio de fases similarmente de su andlogo sistema cldsico.

2Una distribucién de cuasiprobabilidad usada para representar la distribucién del espacio de fase

de un estado cuéntico.
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T

Figura 5. (a) Diagrama de la mesa de billar. Las graficas de Husimi en (b), (c) y (d), son
obtenidas por Luna-Acosta et al. (1996b) para diferentes pardmetros del sistema.

I1.4.2. Billar plano con inclusién circular

Considerando lo mencionado hasta ahora, el sistema clasico andlogo al presentado en
este proyecto de tesis consta de un sistema de billar periédico con un obstaculo circular
en medio como se muestra en la Fig. 6. Si consideramos fotones como las particulas
emitidas por un ldser ideal que incide sobre el billar periédico de la Fig. 6, descarta-
mos el concepto de elasticidad para choques elédsticos, por una reflexién que tiene lugar
sin pérdidas de energfa. También se asume que las paredes reflectantes son conduc-
tores perfectos continuos en el sentido de la teorfa electromagnética cldsica. Ademds

asumimos que (Suppes and Acacia-de Barros, 1996):
1. Los fotones son tratados como particulas sin propiedades ondulatorias.

2. Los fotones son emitidos por fuentes que oscilan armoénicamente.
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Figura 6. Diagrama de movimiento de fotones en billar periédico con un obstaculo convexo
tomado de la Ref. Suppes and Acacia-de Barros (1996).

3. Los fotones tienen trayectorias bien definidas.

4. Los fotones tienen una probabilidad de esparcirse o absorberse en presencia de la

materia cercana.

5. Los fotones tiene estados positivos y negativos que interfieren localmente; es decir,

se aniquilan entre si cuando son absorbidos.

En este sentido las trayectorias de los fotones pueden moverse de manera similar a
bolas de billar en una mesa de billar con caracteristicas similares a las planteadas en
el sistema de la Fig. 6. Puesto que este tipo de sistemas es tema de interés, nuestro
trabajo de tesis toma este arreglo del sistema para estudio y serd desarrollado en los

siguientes capitulos.
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Capitulo III

EL METODO DE LA ECUACION
INTEGRAL

En este capitulo se describe una técnica numérica que puede ser usada para modelar la
interaccién de la luz con un sistema de cuerpos bidimensionales que forman una guifa
de onda con obstéculos cilindricos y puede considerarse infinita y finita. La técnica en
cuestion se conoce como el Método de la Ecuacién Integral. En el presente trabajo se
presenta un planteamiento tedrico de este método aplicado a los problemas en cuestién,
en los cuales es necesario calcular las estructuras de bandas correspondientes para el

sistema infinito y obtener la respuesta éptica para el sistema finito.

II1.1. Descripcién del Método Integral

Aplicaremos el método numérico de la ecuacién integral para calcular las estructuras de
bandas correspodiente a una PCW infinita con inclusiones cilindricas circulares y para
una PCW finita anédloga mediante el cdlculo de la reflectancia. Consideraremos que la
gufa de ondas estd compuesta por superficies planas paralelas de conductor perfecto

(PEC') con un arreglo periédico de inclusiones cilindricas circulares, también de con-

IPor sus sigles en inglés, Perfect Electric Conductor.
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ductor perfecto. El método parte del segundo teorema integral de Green en la ecuacién
de Helmholtz permitiendo obtener un sistema de ecuaciones integrales acopladas que
involucran, como incégnitas el campo y su derivada normal evaluados en las superficies
involucradas. Posteriormente se procede a la discretizacion del sistema de las ecua-
ciones integrales, que resulta en un conjunto de ecuaciones lineales bajo condiciones de
frontera (ver Apéndice A) que pueden ser mejor representadas en una sola ecuacién
matricial homogénea en el sistema infinito, e inhomogénea para el sistema finito, cuya
solucién determina las funciones fuente, con las que se puede calcular las estructuras de
bandas o la reflectancia segtn sea el caso. Es importante mencionar que, sélo se toma en
cuenta un nimero finito de puntos de muestreo a lo largo de los contornos que definen
la superficie del sistema bajo estudio, lo que permite ahorrar recursos computacionales.
Una vez calculadas las funciones fuente nos permiten modelar la estructura de bandas
en sistemas perfectamente periédicos; ademds de la propagacién de ondas electromag-
néticas a través de sistemas periédicos finitos, calculando la reflectancia. Enseguida

daremos la descripciéon del método correspondiente a la PCW infinita y finita.

II1.2. Ecuacion de Helmholtz

Al hablar de guias de onda de cristal foténico nos estamos refiriendo a un sistema
nanoscépico de estructura periédica, el cual interactia con un campo electromagnético.
Es por esto que, las gufas de ondas de cristal foténico tienen una estrecha relacién entre
la ciencia de estado sélido y la teoria del electromagnetismo, ya que las estructuras
cristalinas forman parte de la fisica de estado sélido, pero en las gufas de ondas los elec-
trones son sustituidos por ondas electromagnéticas. Ademds, también podemos tomar
propiedades de la ciencia de estado sélido, como la estructura de bandas perteneciente

a la gufa de ondas infinita, la cual, serd necesaria para obtener los modos del sistema
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y sus correspondientes intensidades, como veremos en las siguientes secciones. Asi, es
natural describir el comportamiento del campo electromagnético en la guia de ondas (o

cualquier sistema cldsico andlogo) a través de las ecuaciones de Maxwell:

V.D = 0, (14)
V.B = 0, (15)
OH
oD
H = — 1
V X TR (17)

donde hemos considerado medios donde no existen densidades superficiales tanto para
la carga 0 = 0, como para la corriente J = 0 (pues esta uiltima sélo es distinta de cero
para un medio con una conductividad finita). Ademsds, consideramos que los materiales

son lineales, por lo que requerimos las ecuaciones constitutivas

D = ¢E, (18)

B = uH. (19)

donde ¢ es la constante dieléctrica y p es la permeabilidad magnética del material, las
cuales son constantes en los materiales a consideracién. Ademds, consideramos que los

campos son arménicos en el tiempo, esto es
U(r,t) = U(r)e ™, (20)

donde r = x4y es el vector de posicién en el punto de observacion que es independiente
del eje z , W(r, t) representa a cualquiera de los dos campos, y dependiendo el caso ¥(r)
representa el campo perpendicular al plano de incidencia, por lo que puede ser una
funcién escalar para el campo H, para la polarizacién p (transversal magnético TM) o
E, para la polarizacién s (transversal eléctrico TE). Asi, bajo estas condiciones, junto

con las ecuaciones de Maxwell y las relaciones constitutivas para materiales lineales
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(Ecs. (14) a (20) ) obtenemos la ecuacién de onda independiente del tiempo, o también

conocida como ecuacién de Helmholtz dada por

V2U(r) + k2P (r) = 0, (21)

2 como la magnitud del vector de onda y al tomar en

donde se ha definido k% = pucw
cuenta que la velocidad de la luz en el vacio estd dada por ¢ = 1/, /J1520 v que el indice
de refraccion estd dado por n = ¢/v, se tiene la relacién de dispersién

k=

w
C

n. (22)

II1.3. Funcion de Green en la Ecuacion de Helmholtz

De la Ec. (21) partiremos para el desarrollo del método numeérico integral. En primera
instancia usaremos una técnica conocida para resolver ecuaciones diferenciales (Den-
nerry and Krzywycki, 1996), que consiste en hallar la funcién de Green que sea solucién

al operador de la Ec. (21). Tomamos entonces la funcién de Green que satisface
V3G (r,v') + K*G(r,v') = —4ns(r — 1), (23)

donde G(r,r’) representa el propagador del campo debido a una fuente de luz puntual
que emite a la frecuencia w en la posicién r’, y o(r — r’) es la delta de Dirac definida

por

00, r=20
d(r—1') = : (24)
0, r#0
La funcién de Green que es solucién de la Ec. (23) para nuestro sistema independiente

del eje z (bidimensional) estd dada entonces por (ver Apéndice B)
G(r,r') = irH" (k|r — 1)), (25)

donde H((,l)(é" ) es la funcién de Hankel de primera clase y orden cero.
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II1.4. Forma Integral de la Ecuacién de Helmholtz

Tomando la segunda identidad de Green dada por (Dennerry and Krzywycki, 1996)

v du
174 2 —uV2) = = =
/d (UV u—uV v) /SdS (u -V ), (26)

donde u(r) y v(r) son campos escalares arbitrarios definidos en un volumen V' rodeado
por una superficie cerrada S, y 0£/0n=i - V¢ es la derivada a lo largo de la normal
a la superficie dirigida hacia afuera del volumen V. En el caso particular de que los

campos escalares son independientes de la variable z, la Ec. (26) es de la forma

! ‘ ov ou
dA ‘72 — ‘72 — d - —
g (U u u U) . S <u v n) s (27)

siendo I el contorno cerrado que limita la superficie S. Asi, si multiplicamos la Ec. (21)
por G(r,r’') y a la Ec. (23) por —¥(r), las sumamos e integramos sobre la superficie

cerrada S obtenemos

% dA (G(r,?)V*¥(r) — U(r)V?G(r,1)) = 47??{ dA (¥(r)d(r—1")),  (28)
s s

donde es posible aplicar la identidad de la Ec. (27) al lado izquierdo de la Ec. (28) y
el lado derecho es la definicién de una funcién escalén. Por lo que la Ec. (28) resulta

Ccomo

fas (6w 20 0w B~ sruier) (29)

donde por convencién la normal va hacia afuera y O(r’) es la funcién escalén dada por

1, (e S
0(¢) = : (30)
0, &8

Si consideramos la convencién de que r representa la posicién del observador, que es
donde se mide el campo, podemos entonces intercambiar las variables r y r’ en la Ec.

(29), resultando en

S ds <G(r’,r) a\gf;) - \P(r')w) = VU(r)O(r), (31)

47 r
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donde ahora r’ se desplaza sobre los contornos. Por lo tanto la Ec. (31) representa la
forma integral de la ecuaciéon de Helmholtz para campos electromagnéticos en sistemas
2D, donde se debe tener presente la ecuacién de Green para medios homogéneos dada

en la Ec. (25).

II1.5. Discretizacion de Integrales

La ecuacién integral que hemos obtenido (Ec. (31)) es una integral de linea cuya variable
de integracion es el pardmetro de longitud de arco s. Debido a esto conviene representar
los integrandos en términos de dicho pardmetro y para hacerlo consideraremos una
representacion paramétrica de los puntos que forman el contorno I'. Tomaremos las
formas paramétricas de las coordenadas cartesianas de un punto arbitrario (z(s),y(s))
y de sus derivadas de primer (2'(s),y'(s)) y segundo (z”(s),z"(s)) orden, donde por
la simplicidad de los sistemas bajo estudio que todas estas funciones son continuas al

menos por tramos. Ademsds, serd de utilidad nombrar las integrales de la Ec. (31) como

Io(r) = 4i 7€ ds (G(r’,r) 8\2!7(;’)) (32)

s

Ta(r) = - }é ds (W(r’)%). (33)

T4

Para resolver numéricamente las Ecs. (32) y (33) realizamos una discretizacion, dividi-
endo el contorno I' en N pequenos segmentos de longitud de arco As. De este modo,

las ecuaciones anteriores pueden expresarse como

() = — ; j[ ¥ (G(r’, r) 8‘;’5')) (34)

As
2

n

Iy(r) = % ; ]Sﬁ;; ds <W(r’)%) . (35)
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Si As es suficientemente pequeno, entonces podemos considerar que el campo ¥(r')
y su derivada normal 0V¥(r')/0n’ son aproximadamente constantes entre dos puntos
consecutivos de la discretizacion, podremos sacarlos de las integrales, obteniendo una

aproximacién de las ecuaciones anteriores dadas por

]G(r/) ~ Z CI)anna (36)
]@(I‘l) ~ Z \IlnNmn, (37)
siendo
ov(r')
(I)n = ) 38
on' | | (38)
\Ijn = \Ij(r,)|r/:rgl ’ (39)
y los elementos de matriz,
1 Sn+%
Ly = — ds (G(r),,r)), (40)
4 -
1 [t (9G(r.,, 1)
Npn = e - ds (—8n’ > , (41)

donde el subindice m indica el punto de observacién y el n el punto de integracién. Los

elementos de matriz de las Ecs. (40) y (41) estdn dadas por (Mendoza-Sudrez et al.,

2011)
.
L iHél)(k v/ —r,|)As sim#n (12)
\ ﬁHél)(k%)As sim=n
(
N B = e L I
\%%—f—;ﬁn-f:; sim=mn
donde
|I‘:n - rn| = \/(xm - xn)Q + (ym - yn)27 (44>
ﬁn : (I‘;n - rn) - _y/(sn) (xm - mn) + $l(3n) (ym - yn) ) (45)

i, - E;z = 2'(50)y"(5n) — ¥/ (50)2" (50), (46)
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fi,, es la normal al contorno I' en el punto de integracién r, y t/, es la derivada del
vector tangente al contorno I' en el punto r,. Nétese que de las Ecs. (36) y (37) se

puede tener una representacién aproximada de la Ec. (31) dada por

Z ®, L, — Z U, N, =~ W(r)O(r). (47)

Asi, hemos obtenido un sistema de ecuaciones lineales en el que habrd un conjunto
de estas ecuaciones por cada interface implicada, en las cuales deben considerarse las

condiciones de frontera, que toman la forma (ver Apéndice A)

vy o= v, (48)
1 0wV 1 9wl
it At N (49)
fj on fjl on

donde, f; = 1 en TM (polarizacién p) y f; = ¢; en TE (polarizacién s) y el indice j
denota la j-ésima regién en el sistema con el i-ésimo contorno I';. En el caso particular de
conductor perfecto se simplifica notablemente como veremos en las siguientes secciones.
El sistema homogéneo obtenido para un sistema periédico puede ser representado en

forma algebraica por un sistema matricial,
M(K,w) X (K,w) =0, (50)

donde la matriz M es funcién de la frecuencia w y del vector de Bloch K, el cual aparece,
como veremos méas adelante, gracias a que se considera un sistema con periodicidad
infinita. Ademds M estd formada por los elementos L., y Ny, (Ecs. (42) y (43))
la matriz X contiene las funciones fuentes ®,, y ¥,. Ahora tenemos un problema de
eigenvalores, en el que es posible encontrar una solucién no trivial del sistema cuando el
determinante del mismo es cero. Por tanto, para determinar las frecuencias que generan

soluciones no triviales definimos la funcion

D (K.w) = In (|det (M)]), (51)
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que nos proporciona la relacién de dispersién numeérica w = w(K), con la cual podemos
calcular los modos del sistema al obtener la estructura de bandas y su correspondiente

intensidad del campo electromagnético.

II1.6. PCW Infinita

El método descrito hasta ahora asume que el sistema contiene varios cuerpos con los
que el campo electromagnético interactia, por lo que deben considerarse las condiciones
de frontera de cada interaccién. Dicho sistema estd formado por dos superficies planas
infinitas y un arreglo periédicamente perfecto de inclusiones cilindricas circulares de
PEC, cuyo eje de simetria va a lo largo del eje z, como se muestra en la Fig. 7.
Consideremos que se tiene un periodo P en los perfiles planos, una separacién entre
las placas de la gufa dada por b y las inclusiones cilindricas circulares de radio r, el

cual puede estar en términos de la fraccién de llenado f. Con el objetivo de mostrar

y P
- - = = 'R Fl A - - - =
|0 Fsl
0 "0 ©
| |
I L, v I

Figura 7. Diagrama de una guia de ondas infinita con inclusiones cilindricas de conductor
perfecto. Las lineas punteadas en rojo delimitan la region de la celda unitaria.

el procedimiento de usar el método integral en la gufa de ondas infinita, procedemos a

utilizar las Ecs. (21), (23), (31) y (25) para el sistema infinito considerando la geometria
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de la celda unitaria. Asi, para el j-ésimo medio tendrd una ecuacién de la forma

417r ds (G (r r)aqgf’) - xpj(r')%;’r)) — 0, (52)

donde se ha igualado a cero porque el vector del punto de observacién r no estd dentro
del j-ésimo medio correspondiente.

Cabe mencionar que, la geometria de la celda unitaria de la Fig. 7 puede ser descrita
por la representaciéon de puntos a lo largo de las curvas cerradas C; =T'y + 1o+ T3+ 1y
y Crr = I's con coordenadas x(s) y y(s) como funciones paramétricas de la longitud
de arco s y sus respectivas derivadas hasta el segundo orden, 2’ (s'), v/ ('), 2" (s') y
y" (s"). Cada contorno I'; es dividido en N; pequenios segmentos de longitud As. Sea
N = N1 + Ny + N3 + N4+ N5 el nimero total de puntos en la celda unitaria. Ademas
para cada I'; corresponde un vector normal n; que apunta hacia afuera de la celda
unitaria. Por consiguiente, obtenemos las ecuaciones integrales para cada region; por

ejemplo, para la regién Ry

& §,ds (Go(e', 1) 28D () 200

& (o s (Goleor) 22— o) 25850)
¥ ds (Go(r/,r)a%u —‘I’o(r’)%rzﬂﬁ (53)
oy d (Gale' 1) 5550 — ol 25552 ) ¢

+ e, s (ol >““° - () 25
o (ol ) o
donde r’ corresponde a cualquier punto de la curva I'; correspondiente a la integral en

la que se encuentra. Ahora aplicando la discretizacién en la Ec. (53) se obtiene el
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siguiente sistema de ecuaciones:

S, LY S, N

+ZN1+N2 Lg}gﬁ)q)goz) _ ZNH-Nz Ny(;gﬁz)\I’%O’Q)Jr

n=N1+1 n=N1+1
N1+N2+N3 (0,3) ,(0,3) N1+N2+N3 (0,3)47,(0,3)
+ Ny D @5 — T Non U+ (54)

NN Ny vapr Lo @0 — T N w0+
+ ZS:N—N;,H Ligd @) — ZLN—N;)H N W = o,
donde m = 1,2, ..., N. El primer indice superior entre paréntesis se refiere a la regién y
el segundo al perfil del contorno correspondiente.

Notemos que las incégnitas son ¥, y ®,,, de manera que en el sistema se tienen
2N incognitas y N ecuaciones; es decir la matriz asociada al sistema no es una matriz
cuadrada. Ahora consideraremos las condiciones de frontera entre cada interfaz que
separa el medio PEC y el medio que lo rodea, entonces para los perfiles I'; y I'y se tiene
que:

para polarizacién TE

gl — g2 — (55)
y para polarizacion TM
0D = 92 =, (56)

Es decir el campo o su derivada normal son cero en la superficie de un conductor perfecto
para polarizacién TE o TM, respectivamente.

Por otro lado, debido a la periodicidad en el eje x del sistema infinito considerado,
es posible hacer uso del teorema de Bloch, el cual establece que el campo ¥ se puede
escribir como el producto de una onda plana y una funcién periédica u(r) = u(r + R),

donde R es un vector de traslacién en la red:

U(r) = e ®ru(r), (57)
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donde K es el vector de Bloch y en este sistema particular R =(P,0). La Ec. (57) nos
permitird relacionar las fuentes de los perfiles I's y I'y de donde obtenemos las siguientes

dos ecuaciones:

PO) = o—iKeP(03) (58)

(P(O 4) —leP@(O 3) (59)

De manera que finalmente obtenemos un sistema de N ecuaciones y N incégnitas.
Sustituyendo las Ecs. (55), (56), (58) y (59) en la Ec. (54) obtenemos (Mendoza-Sudrez

and Villa-Villa, 2006);

(Z L(O 1)@(0 1) + ZL(O 2)@(0 2)) 1 . 512)
Ny
(S wmwen 3 agon) -

n=1 n=1
N3 N3
+Z [ng;f) _ €_iK1PL7(£f)] (1)7(10,3) o Z [Nshs) + e—iKzPN"S??,;l)] l1,510,3)
n=1
N5 Ns
+ (Z LSS;?@;O@) (1— i) — (Z stwgo’@) (1-6u) =0, (60)
n=1 n=1

conm = 1,2..,N en la Ec. (60); ademds | = 1 para polarizacién TE y | = 2 para
polarizacion TM. Por consiguiente, el sistema puede ser expresado en términos de un
sistema de ecuaciones algebraicas homogéneas como la Ec. (50), que de donde usando la
Ec. (51) podemos calcular sus minimos, que serdn los modos del sistema y asi, obtener

las fuentes y la intensidad del campo electromagnético.

I11.7. PCW Finita

El método numérico creado hasta el momento no sélo nos permite el cdlculo de es-

tructuras de bandas, sino que ademds podemos calcular la intensidad del campo corre-
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spondiente a modos electromagnéticos dentro de la celda unitaria. Sin embargo, en la
realidad los sistemas tienen longitud finita, razén por la que es de suma importancia
poder tratar los problemas fisicos reales. Como parte de este trabajo se implement6
un método numérico capaz de calcular la respuesta dptica mediante el cdlculo de la
reflectancia, la transmitancia y el campo esparcido por una PCW finita que contiene
inclusiones de PEC. El sistema estd formado por dos placas paralelas y un arreglo de
diez inclusiones cilindricas, por lo que, el problema se considera como un sistema de M

cuerpos como se ve en la Fig. 8.

Ro

Haz incidente

Figura 8. Diagrama de una guia de ondas finita con inclusiones cilindricas de conductor
perfecto.

Laregion Ry se caracteriza por un indice de refraccién ng(w) = \/m y las regiones
desde 1 a M estén definidas por las curvas I'; y se caracterizan por los correspondientes
indices de refraccién n;(w) = /¢;(w)u;(w), que involucran las propiedades de los mate-
riales que se dan en términos de la permeabilidad magnética y;(w) y de la permitividad
eléctrica ¢;(w).

Como ya se ha descrito el procedimiento del método integral, ahora utilizaremos las
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Ecs. (21), (23), (31) y (25) de tal modo que podemos expresar el campo en R, como:

V) = v0r) Mz [l 25 v PR e o

(0)

wmc

En esta expresion, U, ’(r) representa el campo incidente y la suma de las integrales
representa el campo esparcido.
Siguiendo los mismos pasos, para la j-ésima regién, el campo U0) (r) puede expre-

sarse Coimo:

T (r)0,(r) = ﬁf { Jn(r) - U, (r) % ds, (62)

donde ©(r) = 1 si r estd dentro del medio j-ésimo o ©(r) = 0 en caso contrario. Las
Ecs. (61) y (62) forman un sistema de ecuaciones con las que se puede obtener el campo
total en cualquier parte.

Para encontrar el campo esparcido usando el segundo término del lado derecho de
la Ec. (61), es necesario encontrar una forma de obtener las funciones fuente a partir de
las ecuaciones integrales. Para esto, se hace una aproximacion del punto de observacién
en la regién 0 a la superficie de la j-ésima regién. Por tanto, se obtienen las siguientes

ecuaciones:

R o ay T e

v (r)0;(r) = i% [f%jGj (r, ') 3‘1’81‘71(1“) ) W} dijds. (64)

En este caso d;; es la delta de Kronecker , fo; = po/ptj 0 fim = €1/em para polarizacién
TE o TM, respectivamente, ¢ = 1,2,..., M. Nuevamente se hace una discretizacién
sobre la geometria del sistema. En nuestro caso la paredes de la guia son consideradas

de PEC, de manera que las Ecs. (63) y (64) logran simplicarse de manera andloga
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al caso infinito que depende de la polarizacién que se desee analizar (Mendoza-Sudrez

et al., 2007).

I11.7.1. Campo incidente

Para tratar el problema de la PCW finita con el método previamente descrito es nece-
sario hacer ciertas consideraciones. Como el tamano del sistema es finito, para evitar
efectos de borde se utilizard un haz Gaussiano incidente. La longitud horizontal total
del sistema L = 2l + b y [ lo suficientemente grande comparado con b, para descartar
los efectos de borde (ver Fig. 8). Ademds, el campo incidente se expresa en términos

de su espectro angular (Pérez-Aguilar et al., 2013b)

1 no(w/c) .
Uyl y) = — / Alg, k) expligr — ao(a)y)da, (65)
2T J _no(w/e)

donde ay(q) = [(no(w/c))® — ¢}]*/2, ademds

A(q, k) = Wov/mexp|—g*(q — k)* /4 + iao(q)d], (66)

siendo ¥, una constante con unidades apropiadas. Para calcular la potencia incidente
total a través del plano L, L., se emplea el vector de Poynting S, el cual proporciona la

direccién y magnitud del flujo y energfa por unidad de tiempo, dado por

C
S=—ExH"
g B X (67)

La parte real de S proporciona una medida de la irradiancia. Para polarizacién TE la
componente del vector de Poynting a lo largo del eje y es

C

Sy = 8

Re{H'E,} = 87er Re {—iEZ a;; } . (68)

Mientras que para polarizacién TM se tiene que

%Re {—inaa—%}. (69)

8mwe

Sy
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De modo que la potencia incidente total es

Pmc(k) = Lz\/ga()(Q)S,mj—g(w) ’\IJO|2 - LZ\/gao(@&rwc—g(w)’ (70)

donde se ha considerado que (w/c) > 1.

I11.7.2. El campo esparcido

El campo esparcido es representado por el segundo término de la Ec. (61). Para obtener
una expresién para los campos reflejado y transmitido se usa una expansién en términos

de ondas planas para la funcién de Green (Maradudin et al., 1990) dada por

Glrx') = [~ 512 expliate — ) + ioala) ly o), (1)

que nos permite encontrar el campo esparcido de la forma

ot - [ S [ v 2

x expfig(z — a') +iao(q) [y — y'(s)[ }ds, (72)

donde Q = (¢, £ap(q)). Considerando la geometria de la Fig. 8 y la Ec. (72), para

x > d se tiene que el campo transmitido es

VO (z, y) = /_Oo g—zy(% k) x exp{iqz + ico(q)y}, (73)
donde
§70. 1) =g 2 [ |1 Q)+ T exp(itaa s ). (72

y para el caso x < 0, el campo reflejado tiene la forma

0o )= [ 5L (0 1) x expliar — inolaly) (75)

oo 2T
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con

500 = 5> [ i @) + 5 exp(-itaa s )has. (79

200(q) =

Por tanto el campo total para la regiéon x < 0 es

_ *“dq . .
¥ (o) = [ 555 (0 ) x explins — ian(a)y) ()

y para la regiéon xz > d es de la forma

¥ o) - [ T A, )+ 570, B)] x explige —iao(@)y),  (78)

oo 2m

donde S*(q, k) es el espectro angular del campo esparcido.

Para el caso de reflexién, S™(q, k) y ¢ < no(w/c), las componentes del vector
de onda son ¢ = ng(w/c)sinf, y ap(q) = no(w/c)cosl,. Para el caso de transmision
ST(q, k) vy ¢ < no(w/c), las componentes del vector de onda son ¢ = ng(w/c)sinb; y
ao(q) = no(w/c)cos ;.

De las Ecs. (68), (69), (73) y (75) se obtiene la potencia esparcida, la cual esta

dada en términos del espectro angular,

no(w/c) no(w/c)
PE(k) = /d Re/ dq W e k)
87“05 no(w/c) 2T J—no(w/e) 2T
x exp{i(q — ¢')y £ i(w(q) — ag(q))z} (79)
2 no(w/c) g
SR A — L oo(g) |% (g, k)| (80)

87rw5(w) Cno(w/c) 2T

De las Ecs. (70) y (80) podemos calcular el coeficiente de reflexién diferencial

OR PE(k) 1 /o) gq N ,
(%> "~ Pue(k)  F(K) /no(w/c) - 0(0) [$5(a, )", (81)

donde

F(k) =/ 5900(k) [ol*. (82)
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Finalmente se obtiene la Reflectancia R y la Transmitancia 7', como:

Pl 1 el gy o,
RI) = 5505 = F / @] R (83)
+ no(w/c)
T = B~ 7 oy a0+ 0 o)

En la Ec. (84) aparece el campo incidente debido a que el campo en la regién 0 es

el resultado de la interferencia de los campos incidente y esparcido.

II1.8. Verificacion de los métodos numéricos imple-
mentados

Se verifica la fiabilidad de los métodos numéricos implementados para los sistemas

infinito y finito considerados en este trabajo de investigacion.

I11.8.1. Verificacion del método numeérico en el sistema infinito

Con la finalidad de ver la funcionalidad del método de la ecuacién integral en sistemas
electromagnéticos infinitos, comparamos los resultados analiticos con los obtenidos
numéricamente para el caso particular de la PCW infinita con paredes planas y sin
inclusiones (ver Fig. 7 con r = 0). La relacién de dispersién en este caso es (Luna-

Acosta et al., 1996b)

2mn \ 2 2
w(KI)C\/<Kx+$) + () n=%, £2 oy m=1,2 ... ()

La relacién de dispersién dada por esta ecuacién es similar a la de una placa de cristal
foténico, donde el espesor finito en la direccién y da un comportamiento diferente
del presentado por el sistema infinito cuando comparamos este sistema con el caso de

los cristales foténicos unidimensionales. Consideremos el siguiente andlisis utilizando
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esta ecuacién. El lado derecho de Ec. (85) tiene dos términos dentro del simbolo de
raiz cuadrada. La primera representa la estructura de la banda en la primera zona
Brillouin?. Este término depende del vector Bloch K, (en este caso es unidimensional
en la direccién x) y un entero n. El segundo término estd presente porque el sistema
es finito en la direccién y, y depende del entero m. En este caso, la frecuencia depende
de una variable continua y dos variables discretas. Un cristal foténico unidimensional
tiene una relacién de dispersién que depende sélo de una variable continua (vector de
Bloch) y una variable discreta; esto se debe a que no hay restriccién en la direccién y.
Sin embargo, en el caso de los cristales foténicos bidimensionales la frecuencia depende
de dos variables continuas (las dos componentes del vector de Bloch) y dos variables
discretas. Esto conduce a diferentes fenémenos fisicos que no pueden estar presentes en
nuestro sistema, ya que tenemos un vector de Bloch con una componente en lugar de
dos.

En la Fig. 9 con circulos azules, mostramos la estructura de bandas calculada con
el método de la ecuacién integral, la cual estd en términos de una frecuencia reducida
Wy = (2—};) w y un vector de Bloch reducido —% < k, < F§, con P =27 y b =3 en

unidades adimensionales (u.a.). Ademds, la estructura de bandas analitica calculada a

partir de la Ec. (85) se encuentra en la misma figura representada por puntos rojos.

2Definida por una celda primitiva de la red reciproca en el dominio de frecuencias. Su importancia
radica en la descripcién de las ondas que se propagan en un medio periédico y que pueden ser descritas

a partir de ondas de Bloch dentro de la zona de Brillouin.
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o Analitico

- Numérico

Figura 9. Estructura de bandas para una PCW formada por dos paredes planas y paralelas.
Comparacién del modelo analitico (circulos) con el numérico (puntos).

I11.8.2. Verificacion del método numérico en el sistema finito

Se realiza una comparacién entre la estructura de bandas para un PCW de paredes
planas con inclusiones cilindricas de PEC y la reflectancia para un sistema finito anélogo
que es iluminado por un haz Gaussiano a incidencia normal. La Fig. 10 (a) muestra
la estructura de bandas en términos de la frecuencia reducida w, donde —35 <k, < &,
P =27, b=y el radio de las inclusiones es r = 1.1772. En el caso de la gufa finita
se toma una longitud d = 207 (10 periodos) y un ancho de las placas [ = 30, que bajo
estos pardmetros la Fig. 10 (b) muestra la respuesta 6ptica del sistema. Al comparar
ambas graficas se tiene que la reflectancia R =~ 1 en las regiones delimitadas por las
bandas prohibidas, por lo que los modos discretos corresponden en gran medida con
los minfmos w, de la reflectancia. Los métodos numéricos utilizados para calcular la
estructura de bandas y la reflectancia son independientes, aunque ambos hacen uso

del teorema de Green. Las grificas anteriores nos permiten constatar que el uso del
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Figura 10. (a) Estructura de bandas para una PCW formada por dos paredes planas y parale-
las con inclusiones cilindricas bajo polarizacién TE. (b) Respuesta éptica de una PCW finita
al considerar un haz Gaussiano que incide de forma normal sobre la guia y con polarizacién
TE. Ambas graficas muestran una buena correspondencia entre ambos sistemas.

método numérico integral es vdlido para calcular la respuesta 6ptica de los sistemas

considerados en este trabajo.
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Capitulo IV

RESULTADOS

En esta seccion mostraremos los resultados numéricos més sobresalientes obtenidos
para cada sistema considerado. En estos cdlculos es comin introducir cantidades adi-
mensionales, por lo que nuestros resultados serdn expresados en términos de una fre-
cuencia reducida dada por w, = (P/2mc)w y un vector de Bloch reducido dado por
k. = (P/2r)k = 0. Para la obtencién de resultados confiables en el caso de altas
frecuencias, es necesario utilizar intervalos de discretizaciéon As pequenos comparados

con las dimensiones del sistema.

IV.1. Funcion de autocorrelacion en sistemas elec-

tromagnéticos

Una herramienta matemética importante para la interpretacién de caos en sistemas
electromagnéticos es la funcién de autocorrelacion (Doya et al., 2002; Luna-Acosta et al.,
1996b). La funcién de autocorrelacion para un patrén de intensidad electromagnética,
I(r), en la celda unitaria se define como:

Np

ACFj _ Z (I(I‘l) B M)(I(ri—j) - M)/NP (86)

o2 ’

=1
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=y I](;;) (87)
y N,

2 es la varianza; Np es el nimero de puntos de

donde p es el valor medio de [ y o
muestreo con coordenadas (x;, y(z;)), siendo para este caso y(x) fija, con 0 < x < P en
el sistema infinito y 0 < x < 10P en el sistema finito y el subindice j indica el valor de
la ACF respecto al j-ésimo punto coordenado. De esta manera, la autocorrelacion se
calcul6 utilizando puntos localizados en la seccién media superior de la gufa. Las au-
tocorrelaciones de los patrones de intensidad que mostraremos en este trabajo resultan
de las correlaciones entre los valores de la propia intensidad /(r). Una cantidad que
podria ser atin mds importante es la longitud de correlacién .., la cual se define como

la desviacién estdndar de la autocorrelacion espacial. Para sistemas donde se presenta

el fenémeno de caos la longitud de correlacion tiende a cero (Sugihara and May, 1990).

IV.2. PCW infinita con inclusiones cilindricas de

PEC

Primeramente consideraremos el sistema de la Fig. 11, el cual estd formado por dos
superficies planas que contienen un arreglo periédico de inclusiones cilindricas circulares
de radio r = \/W, el cual estd en términos de la fraccién de llenado f, la separacién
entre las superficies planas b y el periodo P. Ademds, el programa computacional

requirié del protocolo de paralelizacién MPI! para reducir el tiempo de cémputo para

IPor sus siglas en inglés Message Passing Interface. Es una especificacién para programacién de paso

de mensajes, que proporciona una libreria de funciones Fortran que son empleadas en los programas



48

la obtencién de los resultados. Para calcular la distribucién de campo dentro de la

y P
- = - = 'R 1—~1 A - - - =
|0 1—‘5|
0 "0 ©
| |
I v o

Figura 11. Diagrama de una PCW infinita formada por paredes planas y paralelas que
envuelven un arreglo periddico de inclusiones circulares de conductor perfecto.
celda de unitaria de la Fig. 11, para un modo resonante en un punto dado (k, = 0,w,),

consideramos el siguiente procedimiento en dos pasos:

1. Encontramos numéricamente las funciones de la fuente resolviendo el sistema de
ecuaciones homogéneas. Es decir, obtenemos la funcién determinante D(k, =
0,w,) previamente descrita y tomamos sus minimos locales para obtener las fun-
ciones fuente.

2. Sustituimos las funciones fuente para obtener el campo ¥(r) en cualquier punto

de la celda unitaria. Con éste obtenemos facilmente la intensidad I(r) = |¥(r)|*.

Posteriormente obtuvimos las ACF's y la longitud de correlacién ..

A continuacién se presentaran los resultados obtenidos para ambas polarizaciones.

IV.2.1. Polarizacion TE

Para este trabajo, en primera instancia se considero la polarizaciéon TE (o polarizacién

s). Los resultados mostrados a continuacién son obtenidos considerando los siguientes

para comunicar datos entre procesos.
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pardmetros. Se trata de una gufa que consideraremos con una separacion entre las placas
b = 7, con fraccién de llenado f = 0.1, periodicidad P = 27 y radio de las inclusiones
r = 0.79 para As = 1/70. Ademds, la funcién determinante D(k, = 0,w,) fue calculada
para un nimero de frecuencias dado por n, = 400, que en el primer caso nos da un
minimo local a la frecuencia w, = 1.1854. En la Fig. 12(a) se muestra la intensidad
del campo electromangético, I(r) = |¥(r)|*, obtenido para esta frecuencia. En la Fig.
12(b) se muestra la funcién de autocorrelacién calculada a partir de N, = 619 puntos
de muestreo y y(x) = 2.5. A partir de la funcién se obtiene la longitud de correlacién
de [. = 0.3838. Consideremos ahora otro minimo local dado por la frecuencia de
w, = 90.0751. En la Fig. 12(c) se muestra la intensidad del campo electromagnético
con su respectiva funcién de autocorrelacién (Fig. 12(d)), obteniendo una longitud de
correlaciéon de [. = 0.0831. Otro més es obtenido para w, = 140.0501, mostrando el
campo resultante en la Fig. 12(e) y mostrando en la Fig. 12(f) su respectiva ACF y
l. = 0.0706.

Posteriormente calculamos el campo para frecuencias superiores, comenzando por la
de w, = 240.0290. En la Fig. 13(a) se muestra la intensidad del campo electromagnético
calculada para esta frecuencia y en la Fig. 13(b), se muestra la ACF junto con su
longitud de correlacién dada [. = 0.0596. Finalmente la mayor frecuencia obtenida con
estos pardmetros es de w, = 640.0681 con su campo mostrado en la Fig. 13(c) y su
ACF y [, = 0.0562 en Fig. 13(d). Notése que, con el aumento de w,, se tiene que,

l. — 0. Sin embargo, llega un punto que /. — 0 muy lentamente.
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Figura 12. Intensidades del campo electromagnético calculadas para (a) w, = 1.1854, (c)
w, = 90.0751 y (e) w, = 140.0501. En (b), (d) y (f) se muestran las correspondientes
funciones de autocorrelacién calculadas a partir de (a), (c) y (e), respectivamente. En todos
los casos se tiene que k, = 0 para polarizacién TE.
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Figura 13. Intensidades del campo electromagnético calculadas para (a) w, = 240.0290 y (c)
w, = 640.0681. En (b) y (d) se muestran las correspondientes funciones de autocorrelacién

calculadas a partir de (a) y (c), respectivamente. En todos los casos se tiene que k, = 0
para polarizacién TE.
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IV.2.2. Polarizacién TM

Continuando con los resultados obtenidos en la gufa de ondas infinita, consideraremos
ahora la polarizacion TM (o polarizacién p). Usando los mismos pardmetros que en la
polarizacién TE: b=, f =0.1, P =2nyr =0.79 para As = 1/70, n,, = 400, N,, =
619 y y(z) = 2.5 pero ahora se considera el campo electromagnético TM. Obtenemos
asi, minimos locales en las frecuencias w, = 1.0726, w, = 90.01503, w, = 140.2355,
w, = 240.0892 y w, = 640.1614. En las Figs. 14(a), (c), (d) y 15 (a), (c) se muestran las
intensidades del campo electromangético para las frecuencias previamente mencionadas.
En las Figs. 14(b), (d), (f) y 15 (b), (d) se muestra las funciones de autocorrelaciéon
calculadas de manera similar que en la polarizacién TE, obteniendo, las longitudes
de correlacién de I. = 0.3909, [, = 0.0819, [, = 0759, I. = 0.0641 y [. = 0.0620,
para cada modo de vibracién respectivamente. De donde notamos que, la ACF, asi
como la longitud de correlacién [. decaen conforme la frecuencia es mayor. También
hay que hacer mencién de que, los modos del campo son muy semejantes entre ambas
polarizaciones. Ademads en ambas polarizaciones con el aumento de w,, se tiene que los
patrones de campo obtenidos entre ambas polarizaciones son muy semejantes, lo cual
es de esperarse, ya que para frecuencias altas se tiene el limite de la 6ptica geométrica.
En este limite nuestro sistema serfa andlogo a los billares de Sinai, que presentan caos

clasico.
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Figura 14. Intensidades del campo electromagnético calculadas para (a) w, = 1.0726, (c)
w, = 90.01503 y (e) w, = 140.2355. En (b), (d) y (f) se muestran las correspondientes
funciones de autocorrelacién calculadas a partir de (a), (c) y (e), respectivamente. En todos
los casos se tiene que k. = 0 para polarizacién TM.
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Figura 15. Intensidades del campo electromagnético calculadas para (a) w, = 240.0892 y (c)
w, = 640.1614. En (b) y (d) se muestran las correspondientes funciones de autocorrelacién

calculadas a partir de (a) y (c), respectivamente. En todos los casos se tiene que k, = 0
para polarizacién TM.
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IV.3. PCW finita con inclusiones cilindricas de PEC

En el sistema de la PCW finita (ver Fig. 16) se consideraron 10 inclusiones y las
paredes de la gufa tienen un grosor [ = 30 para una mayor fiabilidad en los datos
obtenidos. Ademas, se considera un haz Gaussiano a incidencia normal, es decir, 0y =
0°. Consideramos que la separacién entre las placas es de b = 47 y al igual que el
sistema infinito, se tiene el radio en funcién de la fraccién de llenado r = \/W

Ademés, para calcular los patrones del campo dentro de la guia y en una regién cercana

Figura 16. Diagrama de guia de ondas finita con paredes planas e inclusiones cilindricas de
conductor perfecto.

a la entrada y salida del haz incidente, se toman los modos donde w, tiene asociada
una reflectancia distinta de 1, con ello se obtiene el campo ¥(r) en cualquier punto del
sistema. Con éste obtenemos facilmente la intensidad I(r) = |¥(r)|*. Posteriormente

obtuvimos las ACFs y la [..

IV.3.1. Polarizaciéon TE

Los resultados mostrados a continuacién son obtenidos considerando los siguientes

pardametros: separacion entre las placas b = 4w, fraccién de llenado f = 0.1, periodici-
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dad P = 27 y radio de las inclusiones r = 0.12 para As = 1/70. La respuesta 6ptica es
calculada a partir del minimo local de la reflectancia, dada por cierto valor de w,. Asi,
la reflectancia fue calculada para distintos intervalos con un nimero de frecuencias dado
por n, = 400, que en el primer caso nos da un minimo local a la frecuencia w, = 0.7744.
En la Fig. 17(a) se muestra la intensidad del campo electromagnético, obtenido para
esta frecuencia. En la Fig. 17(b) se muestra la funcién de autocorrelacién calculada a
partir de IV, = 6279 puntos de muestreo y similarmente se traté de que y(z) = 2.5 obte-
niendo la longitud de correlacion de [, = 0.2867. Consideremos ahora otro minimo local
dado por la frecuencia de w, = 50.6902. En la Fig. 17(c) se muestra la intensidad del
campo electromagnético con su respectiva ACF illustrada en la Fig. 17(d), obteniendo
una longitud de correlacién de [. = 0.1326. Otro més es obtenido para w, = 100.5368,
mostrando el campo resultante en la Fig. 17(e) y su respectiva ACF y [, = 0.0996.
De acuerdo con los resultados presentados, se puede observar que en el sistema infinito
a grandes frecuencias los patrones de la intensidad del campo son similares en ambas
polarizaciones. Ademds, en la mayor parte de los modos se tienen frecuencias similares
en ambas polarizaciones. Mientras que, en el sistema finito las frecuencias mayores
ademds de requerir un mayor tiempo de cémputo, se requiere un paso de discretizacién
menor, también muestran unos patrones de la intensidad del campo similares en las
frecuencias mayores obtenidas. Ademds de las longitudes de correlacién obtenidas de
las ACFs, en ambos sistemas decrecen, esto puede ser interpretado como un indicio del

fenémeno de caos electromagnético en los sistemas propuestos bajo estudio.
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Figura 17. Intensidades del campo electromagnético calculadas para (a) w, = 0.7744, (c)

w, = 50.6902 y (e) w, = 100.5368. En (b), (d) y (f) se muestran las correspondientes
funciones de autocorrelacién calculadas a partir de (a), (c) y (e), respectivamente. En todos
los casos se tiene polarizacion TE.
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Capitulo V

CONCLUSIONES

En el presente trabajo hemos mostrado un estudio tedrico y numérico de la intensidad
del campo electromagnético dentro una guia de ondas de cristal foténico bidimensional,
considerando el sistema finito e infinito. Para ello, se aplicé un método integral numérico
partiendo de la ecuacién de Helmholtz para estudiar las intensidades del campo electro-
magnético. Para ambos sistemas se consider6é como vacio el medio entre los PECs. El
método de la ecuacion integral que se utilizé en este trabajo parte del segundo teorema
integral de Green permitiendo obtener un sistema de ecuaciones integrales acopladas
que involucran, como incégnitas al campo y su derivada normal, evaluadas en las su-
perficies involucradas. La discretizacion del sistema resulta en una ecuaciéon matricial
homogénea en el caso infinito, cuya solucién determina las funciones fuente, con las
que se puede calcular las estructuras de bandas. Por otro lado, la ecuacién matricial es
inhomogénea en el caso finito, de donde las funciones fuentes nos permiten calcular la
reflectancia.

Dado que el sistema infinito se encuentra caracterizado por una celda unitaria
cuadrada (compuesta de PEC) con inclusién cilindrica circular de superficie suave de

PEC, se realizé una comparacién entre la estructura de bandas obtenida con nuestro
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método numérico y la estructura de bandas obtenida de forma analitica al considerar
un radio igual a cero. Ambas estructuras muestran una excelente concordancia. Al
comparar la estructura de bandas y la reflectancia obtenidas, se hace constar que las
secciones donde la reflectancia es médxima delimita las bandas prohibidas del sistema
andlogo, mientras que los minimos de la reflectancia muestran los modos del sistema.

Por otro lado, se obtuvieron patrones desordenados de la intensidad del campo
electromagnético en la PCW infinita con el aumento de frecuencias reducidas (desde
w, ~ 1 hasta w, ~ 640), mediante los minimos locales de la funcién determinante, para
los casos de las polarizaciones TE y TM. Estos patrones desordenados estdn asociados
con sistemas caéticos. Otra forma de corroborar esta aseveracién es mediante el valor
de la longitud de correlacién de la funcién de autocorrelacién calculada, que tiende a
cero (siendo las obtenidas desde [, ~ 0.4 hasta [, ~ 0.05) cuando la frecuencia aumenta.

De igual manera se obtuvieron patrones de la intensidad del campo electromag-
nético en la PCW finita con el aumento de frecuencias reducidas (desde w, =~ 0.7 hasta
w, ~ 100), mediante la reflectancia, transmitancia y el campo esparcido, para la po-
larizacion TE. De igual manera, el valor de la longitud de correlaciéon de la funcién
de autocorrelacion tiende a cero (siendo las obtenidas desde [, ~ 0.2 hasta [. ~ 0.09)
cuando la frecuencia aumenta. Debido a que el primer sistema es una guia con sepa-
racién entre las placas menor que en el segundo sistema, podemos concluir que bajo
ciertas condiciones, que la intensidad describe un comportamiento caético con el au-
mento de la frecuencia, la cual depende de la presencia de la incluién.

El uso de estos métodos numéricos resulté ser bastante ttil, ya que se obtuvo lo
esperado si lo comparamos con los sistemas cldsicos de geometrias semejantes como
son los billares de Sinai. Ademads, la optimizacién de estos métodos numéricos jugé un

papel sumamente importante, ya que la implementacién de la paralelizacién MPI en
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los métodos numéricos ayudé a reducir en gran medida el tiempo de obtencién de los
célculos, reduciéndolos de dias a horas. Esto nos lleva a concluir, que las limitaciones
computacionales son uno de los factores por los cuales no se llegé6 a un “caos total”
puesto que no se pudo utilizar un paso de discretizacién més pequeno, lo que daria mas
fiabilidad a los datos resultantes.

Concluimos de grata manera, que el método numeérico utilizado en la obtencién de
las intensidades del campo electromagnético dan resultados preliminares satisfactorios
y que los datos obtenidos de las ACF's y las correspondientes longitudes de correlacion
nos permiten vislumbrar el fenoméno del caos en los problemas electromagnéticos abor-

dados. Sin embargo, esto permite tener posibles aplicaciones como en criptografia.
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Apéndice A

CONDICIONES DE FRONTERA

Se analizardn las condiciones de frontera para el campo eléctrico transversal (TE) y el
campo magnético transversal (TM), las cuales pueden obtenerse a partir de las ecua-
ciones de Maxwell (Reitz et al., 1996). En particular en un sistema donde no existen
densidades superficiales tanto para la carga o = 0, como para la corriente J = 0 (pues
esta ultima sélo es distinta de cero para un medio con una conductividad finita). Bajo
este par de consideraciones, las condiciones para campos electromdgneticos para la

componente normal a una superﬁcie pequeﬁa que encierra la interface sSon
(D;~Dy)-a = 0, (89)

donde las componentes normales de D y H son continuas a través de la superficie. Por

otro lado, las componentes tangenciales estdn dadas de la siguiente manera

o>
Il

(E; — Ey)- 0, (91)

>
Il

(Hy —Hy) - 0, (92)

donde las componentes tangenciales de E y H son continuas a través de la interfaz.

Ahora vamos a considerar el caso de las derivadas normales de ambos campos y para
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ello vamos a toma el siguiente vector normal a la superficie que encierra ambos medios
n=——i+—J] (93)
S
~ dx d
t= 0+ Y5 anyi— g, (94)
s S

donde ds es el diferencial de arco y en el espacio euclideo ds? = dx? + dy?.

A.1. Caso TE (polarizacién s)

Para el caso de la polarizacién s, los campos arménicos eléctrico y magnético estan

dados por

E=k E.(z,y), (95)

H=17 H,(z,y)+ JH,(z,y). (96)

Considerando que los campos de las Ecs. (95) y (96) son arménicos, de la ecuacién de

Maxwell: V x E = — ,u%, se puede encontrar que
OFE, 0H, .
OFE, OH. .
5 = M (9ty = p(—iwH,) . (98)

Por otra parte, tenemos que

OE OFE, OF,

& A.VE=n,22 .
5, = I v o + ny 9y (99)
Sustituyendo las Ecs. (97) y (98) en la Ec. (99), obtenemos
OE
= iwp [—n,Hy +nyH,] . (100)

an
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Haciendo uso de la forma del vector tangente en la Ec. (94), podemos sustituir el
producto H -t en la Ec. (100) para obtener que

OE -
y usando la condicion de frontera de la Ec. (92), para los medios 1 y 2 se tiene que

1 OE 1 OE
St ety (102)
py On piy On

La Ec. (102) nos indica que en general la derivada normal del campo eléctrico es dis-

continua; sin embargo, a frecuencias 6pticas (espectro visible) para medios dieléctricos

o metdlicos (1, ~ py.

A.2. Caso TM (polarizacién p)

De manera andloga hacemos el andlisis para el campo magnético H, en el caso de la

polarizacion TM. Asi, los campos magnético y eléctrico estdn representados como

~

H = k. (z,y), (103)

oD

S ¥ sustituyendo en ésta las Ecs.

Al desarrollar la ecuacion de Maxwell: V x H =

(103) y (104), se pueden hallar las siguientes relaciones al considerar los campos como

armonicos
0H, 0E, .
o €5 ¢ (—iwE,), (105)
oH, oE, .
% - o —° (iwEy). (106)
Por otro lado, se tiene que
oH OH, OH,
- =A-VH=n,— +n (107)

on Ox Yoy
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Sustituyendo las Ecs. (105) y (106) en la Ec. (107), obtenemos

oH
e ciw [Ny By — nyEy] . (108)
Haciendo uso de la forma del vector tangente en la Ec. (94), podemos sustituir el

producto E - t en la Ec.(108) para obtener para los medios 1y 2 que

10H, 1 0H, (109)

g1 On gy On

Asi, para \I’EJ) que representa cualquiera de ambos campos en el medio j-ésimo y un

contorno I';, las condiciones de continuidad de los campos y su derivada normal serdn

W e )
1 0wt 1 owt)
= (111)
fi On fir on

donde, f;~1lenTMy f; =¢; en TE.



65

Apéndice B

FUNCION DE GREEN

En el presente apéndice se obtiene la funcién de Green asociada a la ecuacién de
Helmholtz en un sistema que es independiente del eje z.

Consideremos la funcién de Green que satisface
V3G (r,v') + K*G(r,v') = —4nd(r — 1), (112)

donde G(r,r’) representa el propagador del campo debido a una fuente de luz puntual
que emite a la frecuencia w en la posicién r’, y o(r — r’) es la delta de Dirac definida

por

00, r=20
dr—r') = : (113)
0, r#0
Para un medio homogéneo, el campo producido por la fuente puntual r’ posee simetria

radial en R = |r—r1'|. Expresando el laplaciano de la Ec. (112) en coordenadas esféricas

G | 1dG 1 (RG)

2 = — = 114
VO =T " Rir = R (114)
que sustituyendo se tiene que la Ec. (112), se puede reescribir como
1 d* (RG
1 & (RG) + k°G(R) = —476(R). (115)

R dR?
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Como R # 0 podemos aplicar que §(R) = 0 y la Ec. (115) se transforma en

& (RG)

TR kE*RG =0, (116)

la cual posee una solucién arménica simple como RG = e*%, por lo que la funcién de

Green es de la forma
o—ikR kR
+b

G = .
“R R

(117)

Podemos encontrar las constantes a y b al considerar que la funcién de Green satisface
la condicién de radiaciéon de Sommerfeld, que nos dice que la energia es radiada desde
la fuente hacia el infinito y que no puede ser radiada desde el infinito hacia la fuente,

esto es, la funcién de Green satisface

lim G — 0, (118)
kR—o0

por lo que consideramos sélo el segundo término del lado derecho de la Ec. (117). Para
encontrar la constante b, sustituimos el segundo término de la Ec. (117) en la Ec. (112)

y la integramos sobre una esfera de radio r,

ez’k:R ez’kR
/ dV (V - Vb—— + k%D ) = —4r / dV§(R). (119)
% R R %

Posteriormente usamos el teorema de la divergencia al primer término de la Ec. (119),

eikR eikR
av - Vb = dS (n-Vb
/v (V ViR ) /s (“ v R)

o eikR
= Anbli e
o 55 ()],

S (120)

Para el segundo término de la Ec. (119) se obtiene

av (2t iy [ an (E
v (05 ) = s [[an ()
r eikR
— A7k lim { / dR (b )]
r—0 0 R Rer

= 0. (121)
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Finalmente el miembro del lado derecho de la Ec. (119) es

—4r /V dVS(R) = —Ar ( /0 T dR(S(R))

_ irlim { / dm(m]
r—0 0 Rer

— _4m (122)

Asi, sustituyendo lo obtenido en las Ecs. (120), (121) y (122) en la Ec.(119) se obtiene

que b =1 y la solucién de la Ec. (112) es

(123)

Como el sistema en consideracion es independiente del eje z, y la Ec. (123) es para una
sistema tridimensional, consideramos la superposicién de un mimero infinito de fuentes

puntuales a lo largo del eje z e integramos la Ec. (123),

otk (3= +(y—y )2 +(2—2)?

G(z,y,;7',y) / dz' \/ . (124)
/ ! 2

(y—y)+(z—2)

Aplicando un cambio de variable a la ecuacién anterior en z = 0y 2’ = zy y redefiniendo

aR=(x— x’)Q + (y — y’)2 que por ser funcién par, tenemos
0o Zk}\/R2+ZO
Glry;2 ) =2 [ do—Fm—
VR + 22

Para obtener su resolucién aplicamos otro cambio de variable v = \/R?+ 22 y du =

(125)

20(dzp)/u que sustituyendo en la Ec. (125) se tiene que

00 eiku
Gla,y;a'y) =2 | - dumees (126)

en la cual se sustituye v = Rz y du = Rdx resultando en

[e's) eikR:E

G(z,y,; 2, y) =2 dxﬁ = irH" (kR), (127)
. —

donde Hé”(ﬁ ) es la funcién de Hankel de primera clase y de orden cero.
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Por lo tanto, la funcién de Green para sistemas en 2D cuya geometria es indepen-
diente de z serd

G(r,r') = irH" (k|r — 1')). (128)
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