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Resumen.

En este trabajo se presenta la evolucién de un fluido perfecto alrededor de un hoyo negro
de Schwarzschild. La evolucion se presenta para dos casos. En el primero se considera el
espacio-tiempo fijo, tomando a su vez dos escenarios, la acrecion de polvo y la acreciéon de
Michel; por su parte, el segundo caso considera el espacio-tiempo dinamico, permitiendo
que el hoyo negro crezca conforme acreta materia. Este crecimiento se ve reflejado en
el crecimiento del horizonte de eventos y el horizonte aparente. En ambos casos se
hace uso de la separacién 3+1 del espacio-tiempo, asi como de las ecuaciones de Euler
relativistas desarrolladas bajo este enfoque. Para llevar a cabo la evoluciéon numérica
de la geometria y el fluido, se recurre a métodos de solucién de ecuaciones diferenciales.
Para la evolucion del espacio-tiempo se usa el método de diferencias finitas y para
la evolucion de las ecuaciones del fluido el método de volimenes finitos, debido a la
formacién de discontinuidades en estas ecuaciones a pesar de contar con condiciones
iniciales suaves. En el caso del fluido de prueba se encuentra que las soluciones exactas
para el flujo estacionario de polvo y de Michel se comportan como atractores en el
tiempo. En el caso de la acrecién con la geometria dindmica se presenta un conjunto de
elementos de diagnostico de la soluciéon numérica que permiten caracterizar el proceso
de acrecion.

Asbtract.

In this thesis is presented the evolution of a perfect fluid onto a Schwarzschild black
hole. Two possible scenarios are carried out. The first one considers a fixed space-time
with two possible cases in turn, dust and Michel accretion; the second scenario considers
a dynamic space-time, which allows the black hole to grow as the materia is accreted.
This growth can be seen through the event and the aparent horizon. In both scenarios
the 3+1 separation of the space-time is used and the relativistic Euler equations under
this approach. For carrying out the numerical evolution of this equations it is necessary
to make use of numerical methods for solvinf diferential equations. For the space-time,
the method of finite diferences is used and for the fluid equations it is necessary to use
the method of finite volumes, due to the discontinuities formation on this equations
despite of having smoth initial conditions. In the scenario of the test fluid, it is found
that exact solutions for flux in the cases of dust and Michel, are behaved as attractors
in time. In the scenario with the dynamic geometry, it is presented a set of diagnostic
elements of the numerical solution that allows to characterice the accretion process.

Palabras clave: Relatividad numérica, agujero negro, Schwarzschild, acrecién, fluido
perfecto.
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Capitulo

Introducciéon

La Fisica, permite describir el universo por medio de leyes y teorias que dictan la ma-
nera en que todo interactua, desde algo tan simple como una manzana cayendo de un
arbol, hasta el por qué de las érbitas de los planetas alrededor del Sol. Es por medio de
estas leyes y teorfas que se estudian toda clase de fendmenos. La evolucién de un fluido
siendo acretado por una agujero negro, necesita hacer uso de la Relatividad General y la
mecanica de fluidos, ademas de necesitar métodos numéricos apropiados que permitan
simular la evolucién.

La Relatividad General es una teoria formulada por Albert Einstein, en la cual se in-
troducen nuevas ideas que cambiaron drasticamente la manera de ver el espacio y el
tiempo. Un concepto de gran importancia introducido por esta teoria es el de espacio-
tiempo, el cual considera el espacio y el tiempo de manera conjunta, siendo esta unién
de 4 dimensiones, donde un punto (t1, 1,1, 21) representa un evento. Junto con es-
te nuevo concepto se introduce un cambio muy importante en la manera de ver la
gravedad, pasando de ser una fuerza a un efecto meramente geométrico debido a la
curvatura del espacio-tiempo provocada por los objetos masivos que estan presentes en
él. Traduciendo las palabras fisico teérico John Wheeler:

“El espacio-tiempo le dice a la materia como moverse y la materia le dice al
espacio-tiempo como curvarse”

Es gracias a la teorfa de la Relatividad General, que es posible percatarse de la existen-
cia de los agujeros negros. Al principio, se tenian dudas sobre si objetos tan exoticos
realmente podian existir en la naturaleza, pero es por medio de observaciones que la
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evidencia de su presencia en el universo es cada vez méas segura. La observacion mas im-
portantes es sin lugar a dudas la realizada por el Event Horizon Telescope (EHT), una
colaboracién de talla internacional sin precedentes. Esta observacién consiste en la foto-
grafia de la sombra del agujero negro en el centro de la galaxia Messier 87 [EHT I 2019],
presentada en el ano 2019. Para llevar a cabo este hito histérico fue necesario un arduo
trabajo en diferentes tareas con la misma importancia, la observacion y coordinacion
entre los diferentes telescopios milimétricos [EHT II 2019], el procesamiento de los datos
[EHT III 2019] y la construccién de modelos numéricos [EHT TV 2019], [EHT V 2019],
[EHT VI 2019] con los cuales comparar las observaciones y asi poder obtener conclusio-
nes sobre las caracteristicas del agujero negro observado. Es gracias a proyectos como
este que, ahora mas que nunca , el estudio de los agujeros negros tiene una gran relevan-
cia, la cual es la principal motivacion del presente trabajo. Por su parte, la mecanica de
fluidos es el area de la fisica que se encarga del estudio de la dinamica de los fluidos. Esta
tiene un gran abanico de aplicaciones, desde meteorologia hasta fisica tedérica pasando
por aeronautica entre otras. Para lograr adaptarse a las diferentes dreas, la mecanica de
fluidos cuenta con diferentes enfoques y sistemas de referencia que permiten seleccionar
la perspectiva que mejor se adapte a cada problema, ademés de la amplia variedad de
ecuaciones que permiten describir diferentes fenomenos. Particularmente, las ecuacio-
nes de Euler permiten escribir la evoluciéon de un fluido por medio de la evolucion de
sus propiedades tales como densidad, velocidad, presion, etc., y son las indicadas para
modelar la evolucion del fluido que es acretado.

A lo largo de este capitulo se desarrollan algunas de las herramientas matematicas que
son necesarias en los subsecuentes capitulos para llevar a cabo la evolucién del fluido
siendo acretado por un agujero negro, asi como la propia evolucién del espacio-tiempo.

SECCION 1.1

Enfoques y sistemas de referencia

En la fisica de fluidos existen 2 grandes enfoques para tratar la materia:

» Enfoque estadistico/microscépico: En este se consideran las interacciones entre las
particulas del fluido analizado. Se trabaja con los promedios de la masa, energia y
momento de cada particula y se tendrd una sola funcién, llamada de distribucion,
que dominard este enfoque con la cual se reconstruiran las variables macroscépicas.

= Enfoque macroscopico: Se considera el fluido como la conjuncién de elementos
diferenciales de volumen. Es necesario que AV sea microscopicamente grande
pero macroscopicamente pequeno. A diferencia del enfoque anterior las variables
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f(t,x)

Figura 1.1: Representacion del enfoque Euleriano, donde el volumen de control esta fijo
y el fluido pasa a través de este.

que describen el fluido son: la densidad, el campo de velocidades, la presion y
la temperatura; teniendo que las variables anteriores dependen en general de la
posicion y el tiempo.

p=pt, 7)) p=pt, @) V=7t 7T) T=T(t7) (1.1)

Ademas de los enfoques se tiene que es posible analizar la materia desde dos sistemas
de referencia distintos:

s Fuleriano

e En este sistema de referencia los elementos de volumen se ven desde una
posicién fija, mientras estos se desplazan de manera relativa a esta posicién.
Esto se representa en la Figura 1.1.

e Las variables dependen de ¢, .

e En este sistema, el fluido pasa a través de un elemento de volumen en el
espacio, llamado de control.

e El sistema de laboratorio seria el andlogo a este caso.

» Lagrangiano

e En este sistema, se analiza todo desde sistema comévil con los elementos de
volumen, tal como se ejemplifica en la Figura 1.2. El elemento de volumen
se mueve y junto con €l el sistema de referencia.

e Las variables se miden desde un sistema comdvil con los elementos de volu-
men.
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Figura 1.2: Representacion del enfoque Lagrangiano, donde se ve como el sistema de
referencia es comdévil respecto a un elemento de volumen.

e Un ejemplo sencillo de este caso es la manera en que se estudia el universo
desde la Tierra, esta seria el sistema comévil mientras se desplaza por el
universo.

A lo largo de este trabajo se utiliza un enfoque macroscépico y un sistema de referencia
Euleriano.

SECCION 1.2

Tensores

La teorfa de la Relatividad General esta escrita en una manera elegante, resumiendo
un conjunto de ecuaciones donde intervienen conceptos geométricos de alto nivel, en
una ecuacion tensorial que a primera vista puede parecer simple, a pesar de no serlo.
Esto se debe al uso de tensores, una poderosa herramienta matemaética sobre la cual se
sustenta esta teoria, por lo que se debe de profundizar mas en ella para lograr entender
la teoria.

Primero lo béasico. Tomando como base la experiencia cotidiana, es facil pensar en el
espacio como R3, del mismo modo, se podria pensar que el espacio-tiempo de 4 dimen-
siones es como R?, sin embargo, ambas afirmaciones son erréneas y el error radica en
generalizar la caracterizacion local que se puede hacer con R". Esto es muy facil de ver
tomando como ejemplo la Tierra. Dado que es posible en una cierta vecindad localizar
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Figura 1.3: Representacion de la aplicacion de cartas ¥,,, W en la variedad diferenciable
M. El drea sombreada en M que comparten los circulos de O,, Og representa O, N Og,
a la cual al aplicarle las cartas conduce a una regién especifica en U, C Ry Ug C R
respectivamente. La composicién de funciones Wz o U-ly 0,0 \Ifgl permiten crear una
funcién que va de R™ a R", evitando usar los elementos de la variedad M.

dos puntos cualesquiera sobre la superficie terrestre usando dos niimeros, se afirma que
la coleccién de todos estos puntos forman una relacién uno a uno con R?, lo que lleva a
pensar que la superficie de la tierra es como R?, resultado erréneo. De la misma manera,
es incorrecto suponer que el espacio-tiempo es globalmente como R?, lo que se puede
cumplir solamente localmente. Para no caer en este error se usa una variedad diferen-
citable para representar el espacio-tiempo, que permitirda considerar que la vecindad de
cada punto como R*, pero globalmente podra tener diferentes propiedades.

De manera formal, una variedad diferenciable n-dimensional de clase C'* [Wald 1984]
es un conjunto M junto con una coleccién de subconjuntos (O,) que satisfacen las
siguientes propiedades:

» U0y =M .

» Va3V, | ¥, : O, — U,, donde U, es subconjunto abierto de R" y la funcién
U, es llamada carta o sistema de coordenadas, siendo biyectiva de clase C'*°.

» Si dados dos subconjuntos O,, Op se tiene que O, N Og # O entonces se puede
considerar la composiciéon W 0 W1 tal que:
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\Ifﬁ O\D;l : \Ifa[Oa N Oﬁ] cU, CR" — \I’g[Oa ﬂOg] - Uﬁ CR"

O la composicién ¥, o \I/glz

Wo oWyt Ws[0, NOs] C Uz CR™ = ¥,[00 N Op] C Uy CR”

En la Figura 1.3 se puede observar una representacion visual de la relaciéon entre
la variedad diferenciable M y R™, asi como la aplicaciéon de las composiciones
mencionadas.

Ademéds de estas 3 condiciones es necesario que se cumpla que para el conjunto (O, V)
sea maximal, i.e., todos los sistemas de coordenadas con las condiciones anteriores estén
incluidos, esto para prevenir la definicién de una variedad nueva al inicamente agregar
un nuevo sistema de coordenadas.

La variedad diferencial permite caracterizar al espacio-tiempo de la manera deseada,
usando las cartas ¥, de manera local en los subconjuntos O,, viendo a M como R”
pero no globalmente. Se considera entonces que el espacio-tiempo es una variedad dife-
renciable de 4 dimensiones. Lo anterior elimina las suposiciones sobre la estructura del
espacio-tiempo, por lo que no es posible usar vectores de la misma manera en que se
usaban anteriormente, dado que se necesitaba suponer que la estructura cumplia con
las propiedades de un espacio vectorial de 4 dimensiones, algo que ya no se puede ase-
gurar. A pesar de esto, es posible recuperar la estructura de espacio vectorial por medio
del espacio tangente definido sobre cada punto de la variedad M. Un vector tangente
v sobre en el punto p € M es un mapa v : F — R que es lineal y cumple la regla de
Leibnitz, donde F = {f | f : M — R}. El conjunto de todos los vectores tangentes al
punto p forma el espacio tangente V,,. La Figura 1.4 se presenta una forma mas intuitiva
para visualizar el espacio tangente a un punto p sobre la variedad diferenciable M.
Dado que V, es una espacio vectorial, todo vector V' € V), se puede expresar como la
combinacién lineal de alguna base dada {e,}, esto es:

v =v%4. (1.2)

Es importante senalar el hecho de que dados dos puntos diferentes p, ¢ € M sus corres-
pondientes espacios tangentes V), V, no pueden ser comparados, al menos no aun, no
hay forma de decir si dos vectores v € V,,, w € V, son o no el mismo.

Ahora, considérese el conjunto V; = {f | f : V, = R} que cumple las condiciones
para ser un espacio vectorial y f es una aplicacion lineal, este conjunto se llama espacio
tangente dual o espacio cotangente y sus elementos son llamados vectores duales o I-
formas. Una base {e“} para V cumplird que dada una base {e.} para V, se tendra
que:
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M

Figura 1.4: Representacion del espacio tangente V}, a un punto p sobre la variedad M.
Aunque es til y facil imaginar de esta manera al espacio tangente, esta idea no es
precisa, debido a que se basa en que M esta dentro de un espacio ambiente R", tal
como una 2-esfera en R?, lo cual en general no se tiene.

e“es = 03, (1.3)

teniendo que dado w € V7, este se escribe como:

w = wee®. (1.4)

De (1.2) y (1.4) se puede ver que las componentes de un vector tienen el indice arriba
mientras que las componentes de una 1-forma lo tendré abajo. Dado que se considera
que el espacio-tiempo es de 4 dimensiones, los indices podran tomar valores desde 0 a
3, siendo el indice 0 para componentes relacionadas con la dimensién temporal y los
indices de 1 — 3 estaran relacionados con el espacio. Se establece que al usar letras del
alfabeto griego como indices estas pueden tomar un valor desde 0 — 4, por otro lado si
se usan letras del alfabeto latin, el indice solo tomara valores de 1 — 3.

Se puede tener el espacio doble dual V,* de V},, donde los vectores de este espacio seran
mapas lineales de V" a R, sin embargo, es posible hacer una correspondencia uno a uno
entre estos dos espacios, entonces, el espacio doble dual se puede identificar con V, por
lo que basta con usar V), en su lugar.

Si bien un vector es facil de imaginar dada la familiaridad que se tiene con el concepto,
surge la pregunta ;Cémo se visualiza una 1-forma? Para esto se debe de dejar a un
lado la idea de una flecha en el espacio que apunta en una direccion especifica, como un
vector, debido a que se estaria pensando justamente en vectores y un vector no puede
transformar a otro vector en un numero real sin la necesidad de definir el producto es-
calar. Las 1-formas se pueden visualizar como superficies, donde la distancia entre estas
es un analogo a la magnitud, superficies muy pegadas indicarian una mayor magnitud
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w(v)=4 w()=2 w(v)=1.5

Figura 1.5: Representacion de las 1-formas y la visualizaciéon de como actian sobre los
vectores. En la primer caso se tiene que el vector atraviesa 4 superficies en la direccion
de crecimiento, a diferencia del segundo caso donde a pesar de tener la misma densidad
de superficies, el vector va en el sentido contrario del crecimiento, lo que da un valor
negativo; en el 1iltimo caso la densidad de superficies es menor, por lo que el resultado
de la accion de la 1-forma sobre el vector es mucho menor.

que superficies mas separadas.

La operacién de una 1-forma actuando sobre un vector indicaria el niimero de superfi-
cies que atraviesa el vector, pudiendo ser el valor negativo, esto debido a que asi como
en un mapa topografico existen zonas en las que la altura aumenta o disminuye, igual
se tendra en las superficies de la 1-forma, segin la direccion existird un aumento o una
disminucién. Noétese que si la distancia entre las superficies es menor, i.e. la densidad
de estas es mayor, se tendra que un mismo vector atravesaria un mayor nimero que si
la densidad fuera menor, es justo por esto que la “magnitud” es inversa a la separacion
de las superficies. Estas ideas se ejemplifican en la Figura 1.5. Ya que se tiene una idea
mas clara de qué es una 1-forma, es momento de generalizar estos conceptos a tensores.

Un tensor T de tipo (k,!) sobre V), es una aplicacién multilineal:

p

T:V*x---xV;:x\I/;x---ngHR. (1.5)

[

* b
Esto significa que el tensor T' “recibe” k vectores y [ 1-formas y da como resultado un
real y el hecho de ser multilineal significa que si se fijan todas las entradas menos una,
el resultado sera una aplicacion lineal en esa entrada. El conjunto de todos los tensores
de tipo (k,l) tiene la estructura de un espacio vectorial. Merece la pena profundizar
discutir brevemente un ejemplo. Témese el tensor de rango (1,0), este serd por defini-
cién una aplicacion lineal 7' : V¥ — R, un mapa de elementos de V" en R, por lo que
T € V" olo que es lo mismo T' € V,, i.e., T es un vector. Siguiendo este razonamiento,
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un tensor (0, 1) serd una 1-forma pues asi se cumplird que 7" : V,, — R. En general, un
tensor de tipo (k,[) se compondré de k vectores y | 1-formas.

Un tensor de gran importancia es el tensor métrico g,,. Este es simétrico y no dege-
nerado, y serd un tensor de tipo (0,2), i.e. al recibir dos vectores ¥, y regresard un
nimero real. La métrica define el producto escalar entre dos vectores como sigue:

v = Gt w”, (1.6)

si se tiene que U = W = d 7 se llega a:

A7 - d7 = ds* = g, datda”, (1.7)

que es la magnitud del vector al cuadrado. Es por esto que el tensor métrico sera la
“regla” con la que cual medir el espacio-tiempo.

Asi como los vectores pueden ser vistos como una matriz columna, el tensor métrico
puede ser visto como una matriz cuadrada de 4 x 4 y la matriz inversa corresponderia
a un tensor de tipo (2,0), el cual es g"”, este en lugar de recibir dos vectores, necesita
dos 1-formas para producir un numero real.

El tensor métrico sirve también para relacionar vectores y 1-formas, g,, permite trans-
formar las componentes de vectores en componentes de 1-formas, mientras que g"”
permite hacer el proceso contrario, convertir las componentes de 1-formas a compo-
nentes de vectores. Témese el primer caso. g,, es un tensor tipo (0,2) entonces debe
recibir dos vectores para producir un ntimero, por lo que el tensor esta compuesto de
dos 1-formas. Si se fija una de las entradas del tensor con un vector v, i.e. g(,v) o g(v, ),
lo que se obtendra es una 1-forma y resultard que gracias a las propiedades del tensor
métrico se tendrd que g(,v) # g(,w) si v # w. Andlogamente se tendra el proceso con-
trario para la inversa de la métrica, lo que significa que se tendra un mapa uno a uno
entre las componentes de vectores y las componentes de 1-formas. Retomando el vector
v, se tendria que la equivalencia entre las componentes de este y las de su equivalente
1-forma por medio de la métrica seria:

_ 12
Uy = GV,

vt = g"u,.

(1.8)

Este proceso permitira “subir” y “bajar” indices no solo para las componentes de 1-
formas y vectores respectivamente, sino que sera en general para tensores de cualquier
tipo (n, m).

Anteriormente se dijo que no habia forma de comparar los espacio tangentes V,,, V, en
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dos puntos diferentes p,q € M, sin embargo, esto fue antes de contar con la métrica,
con la cual es posible cuantificar el cambio de la base de un espacio tangente sobre un
punto p € M en una vecindad de este punto. A esta relacién se le llama conezion y
se ve expresada por medio de los Simbolos de Christoffel, los cuales se calculan de la
siguiente manera:

ap
o g O9us | 99us 09
re —9_ - 1.
e 2 (8:5" T o T 0ap ) (1.9)

donde se tendrd que I'j, =17 .

A su vez los simbolos de Christoffel junto con la métrica permiten definir un operador
para la derivada sobre la variedad M, o como es conocida comunmente la derivada
covariante. Este operador tomara campos tensoriales de tipo (k, ) y entrega otro campo
tensorial de tipo (k,l + 1). Para un tensor T* la derivada covariante se aplica como:

v, = gz: + 71T, (1.10)
y se tiene que para su respectivo covector la derivada covariante es:
v.T, = gf: —Tre, (1.11)
Y de manera general se tiene que para un tensor T”1 5’“ se tiene:
Ty ol
v, T = axﬁ + Z T e Z G o (1.12)

La derivada contarad cumplira las siguientes propiedades [Wald 1984]:

Linealidad.

Regla de Leibnitz.

Conmutabilidad con la contraccién.

Consistencia con la la idea de vector tangente.



Tensores 11

Figura 1.6: Representaciones del cambio de un vector al moverlo dentro dos diferentes
variedades, una sin curvatura y otra con curvatura.

Cuando se ejecuta la derivada covariante de una funcién escalar se tiene que V,¢ = 9,¢.
Otra forma de denotar la derivada covariante es como Vv, 7" =T .

Una vez que se cuenta con el concepto de derivada, es posible usar esta herramienta
para medir la curvatura de la variedad desde dentro de la misma, es decir la curvatura
intrinseca. Esto se hace por medio del transporte paralelo de un vector a lo largo de
diferentes trayectorias a un mismo punto, si el vector cambia segun la trayectoria segui-
da, significa que existe una cierta curvatura, si el vector permanece igual, significa que
se tiene una variedad plana. Esto se puede ver de una manera més clara en la Figura
1.6, donde se representa el transporte paralelo de un vector por diferentes trayectorias
en dos variedades diferentes, una sin curvatura y otra con curvatura. Para capturar ma-
tematicamente esta idea y tener una medida de esta curvatura en diferentes direcciones
se usa el tensor de curvatura de Riemann R, un tensor de tipo (1, 3) definido como
[ Misner, Thorne & Wheeler 1973

ors,  ors,
ozt oxv

R%s,, = + 0 — Do (1.13)

La contracciéon en el primer y tercer indice de este tensor da origen a otro tensor
importante, el tensor de curvatura de Ricci:

ors,  ors,
Oz oxv

R, = R0 = + T — T Tas. (1.14)

Asi mismo la contraccién de este tensor conduce a un ntmero importante el escalar de
Ricci:

R = ¢"Rg,. (1.15)
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Los conceptos de calculo tensorial desarrollados hasta este punto seran conceptos fun-
damentales en el desarrollo de los proximos capitulos.



Capitulo

Ecuaciones de la geometria del espacio-tiempo

Entre 1915 y 1916, Albert Einstein publicé su teoria general de la relatividad, esta
generaliza la teoria especial de la relatividad, también publicada por Einstein en el
ano 1905. La teoria general de la relatividad introdujo nuevas ideas como el principio
de equivalencia o el principio de covariancia, en particular introdujo el concepto de
curvatura del espacio-tiempo, el cual cambiaria la forma en que se entendia la gravedad,
ya que dicta que la geometria del espacio-tiempo se ve modificada por la materia-energia
presente en €l y es este cambio el que justamente se percibe como gravedad, teniendo
que esta ultima no es una fuerza sino un efecto de la geometria. De manera mas general
se puede decir que la materia define la geometria del espacio-tiempo y este define la
manera en que la materia se movera. Las ecuaciones que describen este fenémeno son
las ecuaciones de campo de Einstein.

SECCION 2.1

Ecuaciones de campo Einstein

Las ecuaciones de campo de Einstein relacionan la geometria del espacio-tiempo con la
materia, como ya se mencioné anteriormente, esto por medio de la ecuacién [Schutz 2009]:
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87
G = —=

- (2.1)

2

siendo G, el tensor de curvatura de Einstein y 7}, el tensor de energia-momento que
describe el contenido del espacio-tiempo en la region estudiada, i.e. estas ecuaciones
son de caracter local, no describen todo el espacio-tiempo. El primero de estos dos, el
el tensor de curvatura de Einstein, mide la curvatura del espacio-tiempo y esté definido
como:

1
Guu - R,uu - éRguyy (22)

donde R, es el tensor de Ricci, R es el escalar de Ricci y g, es el tensor métrico del
espacio-tiempo. El tensor G, tendrd 16 componentes, pero debido a que es un tensor
simétrico se tienen unicamente 10 componentes independientes de las ecuaciones.

Es posible que surja la pregunta ;Por qué G, estd definido de esa manera? Origi-
nalmente, Einstein habia propuesto R,, = T,,, sin embargo se tenia un problema, la
divergencia del tensor de Ricci R, no es cero, esto es \/,R,, # 0, lo que llevo a la
necesidad de buscar un tensor diferente a R,,. Para encontrar este nuevo tensor que
cumpliera la condicién de la divergencia nula se usan las identidades de Bianchi, las
cuales son:

Vlewaﬁ + VBRWW + VOéRMVﬁ’Y =0, (2'3)

donde contrayendo indices es posible llegar a:

1

2Rgu,,) = 0. (2.4)

ViR —

Es justamente en base a esta identidad que se define el tensor de Einstein G, como en
2.2), por lo que se tiene que:

V.G = 0. (2.5)

Por su parte, el tensor de energia-momento 7, representa la energfa, momento y tensién
mecanica de la materia, donde todas las fuentes no gravitacionales contribuyen al tensor.
Este tensor es simétrico y es posible categorizar sus componentes de la siguiente manera
[Schutz 2009]:
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Tho densidad de energia

To; flujo de energia a través de una superficie perpendicular a e;

T flujo de momento i

T;; flujo de momento i a través de una superficie perpendicular a e;

Una propiedad importante de T}, serd que:

v, " = 0. (2.6)

La definicién del tensor de energia-momento dependera de la materia presente asi co-
mo de sus propiedades. De manera particular resulta de mucha importancia para este
trabajo el caso de un fluido perfecto, este es un fluido sin viscosidad ni transferencia de
calor desde un sistema de referencia comévil. El tensor de energia-momento para este
caso sera:

T = pohu'u” + pg"”, (2.7)

donde py es la densidad de masa en reposo del fluido, p la presion, h la entalpia especifica
definida como h = 14 & + p/pg, € la energia interna y u* es la cuadrivelocidad; estas
son llamadas variables primitivas. Todas estas cantidades se definen sobre un elemento
de fluido que es macroscépicamente pequeno pero microscopicamente grande.

Dado que es un concepto importante, cabe profundizar en la cuadrivelocidad u* y la
velocidad v, asf como en la relacién entre estas. La cuadrivelocidad u* de un objeto que
se mueve por el espacio-tiempo serd el vector tangente a la linea de mundo del objeto
[Schutz 2009], un anélogo a la velocidad v* comiinmente usada. Usando el tiempo propio
T como parametro, lo anterior se expresa como:

@
dr’

U=

(2.8)

Dado que el tiempo propio se mide con un reloj que se mueve con el sistema, se tendra
que 4 = (1,0,0,0). ;Qué pasa si se mide desde otro sistema de referencia donde el
objeto esta en movimiento? Gracias a la Relatividad Especial se sabe que el tiempo
medido entre dos sucesos por dos observadores en sus propios marcos de referencia esta
relacionado por la expresién [Schutz 2009]:
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1
At=——"Ar

V1—=0v%/c?

siendo A7 el tiempo medido por el observador donde los sucesos estdn en reposos y
At el tiempo medido por el observador donde estos estdn en movimiento. El factor
1/4/1 —v2/c? se llama factor de Lorentz, se representard con la letra W y permitird
comparar el paso del tiempo en un sistema que se mueve relativo a otro. Por esto el
factor T serd la componente temporal de u!, que usando la expresién anterior se expresa
como:

o_ dt
dr

u

w. (2.9)

Usando regla de la cadena en la ecuacuién (2.8) y aplicando la relacién anterior se sigue
que:

de'  da’dt i)
dr — dt dr ’

i

con lo que se llega a:

(2.10)

llegando a obtener una relacién entre la cuadrivelocidad u® y la velocidad v?, la cual
serda de mucha utilidad mas adelante.
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SECCION 2.2

Ecuaciones ADM en general

Las ecuaciones de Einstein describen la manera en que el espacio-tiempo cambia de
acuerdo a su contenido de materia por medio de las ecuaciones (2.1), sin embargo, estas
ecuaciones no separan el espacio y el tiempo, sino que tratan estos dos aspectos por
igual desde un punto de vista meramente geométrico. Lo anterior no representa un pro-
blema para las soluciones analiticas, en cambio, las soluciones numéricas se benefician
de una reescritura de las ecuaciones. La motivacion de esta reescritura se debe a que
la mayoria de los casos, no existe una soluciéon analitica del problema, por lo que es
necesario recurrir a un desarrollo numérico para encontrar la solucién.

Una forma adecuada para reescribir las ecuaciones seria aquella donde fuera posible ver
como el campo gravitacional evoluciona en el tiempo dadas ciertas condiciones iniciales,
por ejemplo definir las componentes de G, a un tiempo inicial ¢y, y por medio de las
ecuaciones (2.1) reescritas de manera adecuada, encontrar las nuevas competentes del
tensor métrico en el tiempo tg+ dt, que a su vez permitirian encontrar las componentes
en el préoximo paso de tiempo; repitiendo este proceso se tendria la evolucion de g,
a través del tiempo. Esto es, expresar el problema como un problema de Cauchy o
problema de valores iniciales.

Para lograr lo anterior, se sigue la descomposicién 3+1 de la Relatividad General
[Baumgarte & Shapiro 2010], en la cudl se separa la parte espacial y la temporal del
espacio tiempo, teniendo 3 dimensiones espaciales y 1 temporal. Sin embargo, esta se-
paracion tiene un precio, ya que las ecuaciones de Einstein (2.1) pierden la propiedad
de ser covariantes en el espacio-tiempo.

Considérese que el espacio-tiempo es una variedad M de dimension 4, cuya métrica es
9. Tomando en cuenta lo anterior, se folia el espacio-tiempo con hipersuperficies ¥ de
tipo espacial, usando como parametro el tiempo ¢ para estas hipersuperficies, teniendo
asi, diferentes hipersuperficies ¥; a cada momento.

Es importante aclarar que entre dos hipersuperficies »; v ¥4, el lapso de tiempo
medido por un observador que viaja en direccion normal a las hipersuperficies en su
propio marco de referencia, es decir el tiempo propio 7, sera:

dr = adt, (2.11)

donde el lapso « es en general una funcién que depende de t y 2.

Tomando en cuenta lo anterior, se puede definir una 1-forma n, que mida el tiempo
de un observador desde su propio marco de referencia, donde el observador siempre es
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,

Figura 2.1: Hipersuperficies de 3 dimensiones espaciales etiquetadas segtin el parametro
t, donde el vector n* es perpendicular a estas hipersuperficies.

normal a las hipersuperficies ¥;. Esta 1-forma serd de tipo tiempo y estara normalizada,
i.e. n#n, = —1, donde n* es el vector correspondiente a la 1-forma. Se tiene que para
este caso n,,n" estdn definidos como:

(2.12)

La Figura 2.1 representa el vector normal n* a través de diferentes hipersuperficies >3,
haciendo hincapié en la propiedad de ser perpendicular localmente.

En la ecuacién anterior se introduce el vector de corrimiento (*, el cual sirve para
relacionar puntos x; sobre diferentes hipersuperficies ¥, ¥, 5. Las componentes de
este vector pueden depender de t y 2% y solo tendrdn componentes espaciales (3, esto
es, B = (0, 3%). Si alguna de las componentes 3’ es diferente de 0 y se toma un punto
en la hipersuperficie ¥, al seguir el vector n, hasta ¥,;5 el punto al que se llegaria
en esta hipersuperficie no seria el mismo de donde se parti6. El anterior se escribe de
manera general con la transformacion:

Thy5 = xp — Bldt, (2.13)

que relaciona la pocision espacial de un punto x; en la hipersuperficie ¥; con la pocision
mismo punto en ipersuperfici . u rvar de mejor manera en
del mismo to en la hipersuperficie ;. s;. Esto se puede observar de mejor manera e
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Figura 2.2: Movimiento de las coordenadas espaciales respecto al vector de normal n#
entre dos hipersuperficies cercanas ; y ;1 4, lo cual es cuantificado por el vector de
corrimiento [*.

la Figura 2.2, donde se representa el cambio de las coordenadas debido al movimiento
entre estas.

Se tiene que la métrica g, inducird una métrica v, en las hipersuperficies ¥,. Esta
métrica inducida serd definida como:

Y = Guv + M. (2.14)

Es importante hacer notar que debido a que 7,, es puramente espacial, al contraerlo
con la normal n*, el resultado serd 0, i.e., n*y,, = 0. La inversa de la métrica inducida
se puede obtener de subir los indices por medio de la métrica g"* como:

A = ghg Py s = M + Y. (2.15)

Usando la definicién (2.12) de la 1-forma n,, es facil ver que:

Yo = G- (2.16)

Similarmente a la definicién (2.14) de la métrica inducida, se define el operador de
proyeccién, que serd equivalente a 7,, con un indice arriba. Este operador permitira
proyectar tensores de 4 dimensiones en las hipersuperficies espaciales Y. Este operador
se define como:
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Pl =y =0, +n.n". (2.17)

Es posible despejar de la ecuacién (2.14) una expresién de g, en términos de 7,, que
serfa g,, = Y —nuny, y usando (2.12) se pueden escribir las componentes de la métrica
del espacio-tiempo g, en forma matricial en términos de la 3-métrica v;; y las funciones
de norma, la funcién de lapso « y el vector de corrimiento 3°:

— 2 (3 )
ng( a;ﬂﬁ’ 5,) (2.18)

ademads, se pueden escribir de la misma forma las componentes de la métrica con los
indices arriba ¢g"”, teniendo:

B 2 2
g;w - (le//(;); ,Yij _é)lﬁ/%j/a2> . (2.19)

Se tendra que la expresion matricial de g sera la inversa de la expresién matricial
para g, .

En términos de la 3-métrica ;;, la funcién de lapso « y el vector de corrimiento 3°, se
tiene que el elemento de linea para el espacio-tiempo es:

ds? = (—a® + Bif")dt? + 2B,dtdx’ + v, da'da’. (2.20)

Tomando en cuenta estas nuevas definiciones, las relaciones (2.9,2.10) de la cuadriveloci-
dad u* y la velocidad v* se ven modificadas, siendo estas ahora [Banyuls, Font, Ibaéz, Marti & Miralles 1¢

Iy = = ———— = —

dr a1 —viy;
i_ui 5i_uz‘ 51
_au0+a _W+a'

. di 1 W
(6%

Y

(2.21)

v

Esta modificacién se da debido a que ahora se considera el vector de corrimiento o’ y
que el tiempo medido desde el sistema de referencia de la cuadrivelocidad es o y no 1
como antes.
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Curvatura extrinseca

Se introduce ahora el concepto de curvatura extrinseca, la cual permitird cuantificar
la deformacién de las hipersuperficies de 3 dimensiones ¥; vistas desde la variedad
ambiente de 4 dimensiones. Lo anterior se logra por medio de medir el cambio del vector
normal n, al hacer el transporte del mismo a lo largo las de diferentes direcciones sobre
las hipersuperficies 3;; dado que n, esta normalizado, lo unico que puede diferir entre
estos transportes es la direccion en la cual el vector apunta, la curvatura extrinseca es
lo que nos da, la informacién del cambio en las direcciones en las que apunta el vector
al hacer el transporte. Considerando lo anterior, no es raro que la curvatura extrinseca
se defina como la proyeccion del gradiente del vector normal, esto es:

K, = —P% o, (2.22)

que usando la definicién del operador de proyeccién (2.17) se llega a:

(0% 6%
K, = Yy Va = — Vp Ny — 0" o Ny

Como se dijo anteriormente, la curvatura extrinseca mide el cambio de la normal en
diferentes direcciones, por lo que el primer indice nos dira la componente de la normal
y el segundo la direcciéon en que se esta variando. Es importante mencionar que la
curvatura extrinseca es por definicién simétrica y puramente espacial.

Se pueden escribir las componentes de la curvatura extrinseca K;; usando la definicién
de (2.12) para n, y limitdndonos a las componentes espaciales, lo que nos lleva a:

1

Rij = 2

[0vvi; — DifBj — D; 3], (2.23)

donde D; es la derivada covariante en las hipersuperficies ¥;, o visto de otra manera,
la derivada covariante asociada a la 3-métrica 7;;. Es posible notar que en la expresion
anterior hay una derivada temporal de la 3-métrica, dado que el objetivo es escribir
nuestro problema como ecuaciones de evolucién, es conveniente reescribir la expresion
(2.23) como:

Ovij = —2aK; + Difj + D5, (2.24)

esta es una ecuacion de evolucion para las componentes de la 3-métrica +;;. Notese que
solo intervienen en esta ecuacion cantidades geométricas.
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Constricciones

Se tiene una ecuacién de evolucién para la 3-métrica +;;, ahora se obtendran cons-
tricciones derivadas de las ecuaciones de Gauss, Codazzi y Ricci usando ademas las
ecuaciones de campo de Einstein (2.1), constricciones que deberdn de ser cumplidas en
todo momento y seran parte del conjunto de ecuaciones que conforman la separacion
3+1 del espacio-tiempo.

La primera constriccién que se debe cumplir surge de la ecuacion de Gauss:

Rivap + KpaKup — KypKaw = 73’75727?3(4)}%70\57 (2.25)

donde (4)RW,\5 es el tensor de Riemann del espacio-tiempo y R,.qg es el tensor de
Riemann de la hipersuperficie ¥;. Ahora, se contraen los cuatro indices indices i, v, a, 3
con lo que llega a:

R+ K?— K"K, =y*WR_ s, (2.26)

siendo K la traza de la curvatura extrinseca K = K ;j Se desarrolla el término de la
derecha usando la definicién (2.15):

,y’y/\,yné(4) R’y/{)\ﬁ :(g'y/\ + n'yn)\)(gm? + nﬂn6>(4)R'ﬂ€)\§
A K, 0

=( “f/\g'ﬂ; + gV/\n"n‘S + g’“;n”n’\ +n"n*nn )(4)37,@,\5
0

=DR 42 IR\ + M

=R 2 WR

el término eliminado se debe a la simetria del tensor de Riemann R..s; ahora, dado
que 7y, =0 = 2n"n*y, W R = 0, entonces restaremos 0 a la expresién anterior,
ademads factorizaremos el término 2n"n?*, todo esto como sigue:
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=R 2R\ —nTnt \WR
1 1
:2n7n’\ <(4)R’7)\ — 5’77)\(4)R + §n7nA(4)R>

1

=2n"n* <(4)R7)\ - 5(%,\ - nvn,\)(‘L)R)

1
o ((4) R0 ng)

’y'y’\’y“5(4) Ryixs :2n7n)‘G7>\.

Usando las ecuaciones de campo de Einstein (2.1) y tomando unidades geométricas, se
tiene:

A K6 (4 A
PY’Y Y ( )R'y/i)\é = 167n"n T’y)\a
mas aun, se define la densidad de energia papys como:

PADM = Tﬂn/\Tw\, (2.27)

que serd la densidad total de energia medida por un observador normal con cuadri-
velocidad n*. Teniendo en cuenta los resultados anteriores y considerando que K, es
puramente espacial, podemos sustituir en la contraccién de la ecuacion de Gauss, con
lo que se obtiene la primera ecuacién:

R+ K? — KYK;j = 167 papu, (2.28)

llamada constriccion Hamiltoniana.
Para la siguiente constriccién usaremos la ecuacion de Codazzi:

Dy Kyo = Duloa = 1057an" Y Ros. (2.29)

Contrayendo los indices v, a se tiene:

DK}, — D, K = 3} n’ W R, s,
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desarrollando el lado derecho de la ecuacién:

,_)/Z,yf-c/\n(S(Zl) R’yn)\é _ _ ,yl (gn)\ + nnn)\)né(él) R»yﬁ)\é
0
_ 7ng\né(@RWM _W

= - 7;”6(4) RM;,

de manera andloga al desarrollo de la constriccion Hamiltoniana, el término que se

cancela en la penultima linea se debe a la simetria del tensor de Riemann R, \s; asi
: Snp o — 8 _ 1,6 Hp _

mismo, se usa nuévamente que n°yus = n Yogre =0 = 35n ’}/Zgws( )R = 0 sumando 0

al resultado anterior y factorizando:

1
= — " DRy + 5yine, O R

1
= _ 73”6((4)375 _ 5(4)}:3975)

5
= - V,Zn Grs

’7;’75/\”5(4)}%75)\5 = — 87T’}/Zn5T,y§.

Para este caso se define la densidad de momento .S,, como:

Sy = —7n"Tys, (2.30)

nuevamente medida por un observador normal n*. Sustituyendo en la contraccién de la
ecuaciéon de Codazzi y considerando que K, es puramente espacial obtenemos:

DyKF — D;K = 878;. (2.31)

Esta es la constricciéon de momento. Es posible reescribir esta ecuacion multiplicando
por la 3-métrica y*, obteniendo:

D; (K" —~47K) = 8r5". (2.32)

Las constricciones (2.28,2.32) deben de satisfacerse para que la hipersuperficie ¥; con 3-
métrica vy;; y curvatura extrinseca K;; pueda estar en el espacio-tiempo con métrica g,,,.



Ecuaciones ADM en general 25

Ecuacion de evolucién de K,

Ya se tiene una ecuacién de evolucién para v, y dos constricciones, ahora, es necesario
obtener una ecuacion de evolucion para K. Para obtener esta ecuacion de evolucion
sera necesario usar la ecuacion de Ricci:

1
Lo Ky = nn" il Y Ry — —DuDyav = K Koy, (2.33)

Aunque esta ecuacion no nos dara directamente la ecuacién que estamos buscando pero
serd necesaria en el proceso de obtencién. Primero, usando la ecuacién (2.15) despejamos
n*n? y sustituimos en la proyeccién del tensor de Riemann presente en el lado derecho
de la ecuacion:

n VY Raprw = (77 = 97570 Ragyw = 7795790 Ragye — 1570 Y R

el primer término resultante es la ecuacién de Gauss (2.25) con dos indices contraidos,
en cuanto al segundo término, aunque es posible expresar el tensor de Ricci en términos
del tensor de energia-momento usando las ecuaciones de campo de Einstein (2.1) por
medio de un simple despeje al usar la definicién del tensor de Einstein G ,,. Atn restaria
el escalar de Ricci, para solucionar esto se hace una contracciéon de las ecuaciones de
Einstein como sigue:

QWGW = 8779WTW

1
g/W(R,uV - §guuR) = 87Tgij;w

R—2R =8nT
R = —4nT,

entonces usando la ecuacién (2.1) y usando este resultado, se tiene que:

1
R,, =8rT,, + §gw,R =811, —4rg,,T = 8n(T), — 9, T),

reescribiendo la proyecciéon del tensor de Riemann:
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(0% K o K 1
n n’yvu’yu/BM)Raﬁ’m = RIW + KKIW - KMQKV - 87r'7u75(TN/5 - 5956T),

expandiendo el dltimo término y expresando la métrica g,, en términos de la 3-métrica
e

v grsT = 155 9w 9™ Tas = Y (Y — 11 Tas.

Se define ahora la tension espacial y su traza:

S =700 Tas, S =5, (2.34)

usando esta nueva definicién, la definicién de densidad de energia (2.27) y los resultados
anteriores, reescribimos la ecuacion de Ricci como:

1 1
E’VLKMV = R,uy + KKW/ - 2K'LLO[K3 - 877'(5”” — 5’}/“”(5 — padm)) — EDMDVQ' (235)

Antes de seguir es necesario considerar que t* # n”, pues como se dijo anteriormente,
se esta considerando un vector de corrimiento, por lo que n* conecta diferentes puntos
de las superficies >; y ¥i14¢ v s€ quiere que t* conecte los mismos puntos, por lo que se
establece:

" = an + p*. (2.36)

De esta manera se tiene que t* conectara los mismos puntos con las mismas coordenadas
espaciales.

Teniendo en cuenta lo anterior, se busca obtener la ecuacion de evolucién de la curvatura
extrinseca K, para lo cual se hace su derivada de Lie a lo largo de ¢ como sigue:

»CtK;w == 'Com—i—BK;w == OéﬁnKlw + ,CgKm,.

El segundo término es exactamente el lado izquierdo de la ecuacién de Ricci (2.35) por
lo que con el desarrollo realizado anteriormente, sustituyendo se llega a:
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1
LK, =a(R, + KK, —2K,,K)) —8ra(S,, — §7W(S — Padm)) — DuDyo+ LK,

Desarrollando la expresién LK, se tiene:

ﬁtK;w =t Vo K,uz/ + kua Vv t* + kal/ v,u taa

usando la ecuacién (2.36), la definicién (2.12) de n* es facil y el hecho de que 8* = (0, 5%)
es facil ver que:

t* = (1,0,0,0). (2.37)

Dado esto se tendra que las dos derivadas covariantes \/,t%, \/,t“ ceran 0 el la ultima
expresion para L£,K,,; en cuanto al primer término, si se desarrolla la sumatoria, el
unico término que no se anula es el correspondiente al subindice a = 0 por lo que se
obtiene:

EtK[J,V = 3,5K,w.

Usando este resultado, expandiendo la derivada de Lie £L3K,, y recordando que K, es
puramente espacial, podemos reescribir:

1
8tKZ~j = a(Rij + KKZ] — ZKZkKJk) — DiDjOé — 871'0&(32']‘ — 5’}%(5 — padm))
+ ﬁkaKij + kiijBk + kijiﬁk,

(2.38)

esta es la ecuacion de evolucién para las componentes de la curvatura extrinseca Kj;.

Las ecuaciones ADM

Se ha desarrollado todo lo necesario para expresar las ecuaciones de campo de Einstein
en un conjunto de ecuaciones que describan el espacio-tiempo en 3 dimensiones espacia-
les y 1 temporal separadamente, de tal manera que se tengan ecuaciones de evolucion
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adecuadas para formular un problema de Cauchy. Este conjunto son las ecuaciones
ADM (Arnowitt-Deser-Misner) y esta conformado por [Baumgarte & Shapiro 2010):

La constriccién de momento:

D; (K7 —4"K) = 8rS".

La constriccion de Hamiltoniana:

R + K2 - Kinij = ]-67TPADM-

» La ecuacion de evolucién para la 3-métrica «;; inducida sobre las hipersuperficies
hI%
iy = —2aKi; + Dif; + DB

Y la ecuacién de evolucién para la curvatura extrinseca Kj:

1
8tK,-j = Oé(RZ'j -+ KKU — 2K2kKJk) — DZ'DjOé — 87’(’0&(5@' — E’YU(S — padm))
+ B Dy Kyj + ki D; 8" + ki; Di".

donde las variables asociadas a la materia anteriormente definidas son:

Padm = nunyTum SZ = _’yijnaTajy Sij = ’Yzq’}/jBTaﬁv S = ’YZJS’L]

Es con este conjunto de ecuaciones que se pueden escribir las ecuaciones de Einstein
como un problema de Cauchy donde las condiciones iniciales seran componentes de la 3-
métrica v;; y componentes de la curvatura extrinseca K;;, que deben de ser consistentes
con las 4 constricciones que contienen la informacion de los campos de materia-energia
en el espacio-tiempo. Como se menciond anteriormente, las ecuaciones de campo de
Einstein (2.1) son un total de 10 ecuaciones independientes, sin embargo, estas ecuacio-
nes contienen términos de segundo orden por lo que al escribirlas como ecuaciones de
primer orden serian un total de 20 ecuaciones, las cuales estan reflejadas en las ecuacio-
nes ADM: 6 ecuaciones para la evolucién de las componentes de ;;, 6 ecuaciones para
la evolucién de las componentes de Kj;;, 3 ecuaciones en la constriccion de momento, 1
en la constriccion Hamiltoniana y 4 ecuaciones que fijan la norma, conformadas por 1
ecuacién para la funcién de lapso a y las 3 componentes del vector de corrimiento °.
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T~  SECCION 2.3

Ecuaciones ADM para un espacio-tiempo con simetria
esférica

En la seccién anterior se obtuvieron las ecuaciones ADM para un espacio-tiempo en
general sin simetrias y en coordenadas arbitrarias, las cuales permiten separar el espa-
cio tiempo en 3 dimensiones espaciales y 1 temporal, ademés de ver las ecuaciones de
Einstein como un problema de Cauchy, esta seccién se centrard en expresar las mismas
ecuaciones para el caso de un espacio-tiempo con simetria esférica y descrito en coor-
denadas esféricas.

Primero que nada, es importante senalar que debido a la simetria que se esta conside-
rando, esférica, se tendra que la inica componente espacial diferente de 0 del vector de
corrimiento es la componente radial r, i.e., el vector seria:

B = (B",0,0), (2.39)

y la correspondiente componente 3, se obtiene usando la 3-métrica como sigue:

5r = meBZ = ﬂ}/mﬁl(szr = f}/rrﬂr
= /87” = fYTTﬁT'

Asimismo, se tendra que la velocidad tendra unicamente la componente radial, i.e.
v' = (v",0,0). La 3-métrica en coordenadas esféricas mds general es de la forma 7;; =
diag(Yer, Vo0, Vo), teniendo que yg4 = Ypg sin® §, ademds es posible expresar la inversa
7 en términos de las componentes de 7;; como v7 = diag(1/¥er, 1/760,1/7ss). Con
todo esto en mente y usando (2.18) el tensor métrico del espacio-tiempo g, se puede
expresar como:

—042 + /Brﬁr 51” 0 0

_ 6r ’Yrr O O
v = 0 0 v 0 | (2.40)
0 0 0 70

y usando (2.19) se puede escribir la inversa de la 4-métrica del espacio-tiempo como:
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—1/a B/ a? 0 0 —1/a B/ a? 0 0

o | #io =@ 00| [gje 1 -5t 0 o
0 0 N 0 0 v 0

0 0 0 % 0 0 0 174

(2.41)

Debido a la simetria esférica, las componentes de la 3-métrica, el vector de corrimiento
y la funcién de lapso solo dependeran de las variables t,r, por lo que se tendra g, =
Bo(t,r), o = at, 1), Yor = Yor(t,7), Y00 = Yoo(t,7) ¥ Vs = sin® ygg(t, ) Considerando lo
anterior, el elemento de linea para este caso se escribe como:

ds® = (—a? + B,B7)dt? + 2B,dtdr + ~..dr® + ygo (dO* + sin? 0d¢?) . (2.42)

En cuanto a las componentes de la 3-métrica, estas estdn dadas como a;; = gi;.
Es necesario calcular las componentes de la curvatura extrinseca Kj;;, para esto se

reescribe la expresién (2.23) desarrollando las derivadas covariantes y los simbolos de
Christoffel:

Ky =— % 017i; — (885 — T38k) — (9;8: — TiBi) ]

1
=~ [0 + Ds(yB") + 9; (v B") — 205 vk5' 01y ) O

200
1
=5 [=0rvij + 13 0iB" + 708" + B7(Bivir + Opyir) — 20572037 -

Seran necesarios los simbolos de Christoffel definidos como en la ecuacién (1.9), sin
embargo, en lugar de usar la métrica g,, es necesario usar la 3-métrica v;; ya que los
simbolos que se necesitan son debido a la derivada covariante sobre la hipersuperficie.
A continuacién se presentan aquellos simbolos de Christoffel distintos de 0 asociados a
la 3-métrica v;; (2.40):
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1 a?" rr
7, = -2t
2 Y
. 1000
00 — _5 ~ )
. 1 sin® 00,49
Lo =—5———
2 Y
ro 190 (2.43)
ré 2 709 Y
ngqb = —sin# cosb,
Fd) _ 107“799
2 e
F& = cot 6.

Tomando en cuenta estos simbolos se tiene que las componentes no nulas de la curvatura
extrinsecas son:

1 at%”T 1ar7rr
Ky =—|— a’/‘ rr D rr "
ol 5 () (2%76
_1 [ Ve N L
— -5+ enry = 5]
K69 :l -_ 8t’790 - <_8T799) P)/rrﬁrj|
o | 2 Yrr
1T
=— oo + 5T 991 ;
a| 2
1 8 S1n 8’}/99 181112 98/}/99 r
K¢¢ :a —¥ - _5— ’Yrrﬁ
L Vrr
.2
sin® 0
= [ 790+ 5“709}
« 2
:sin2 (9K99,

donde el punto simboliza la derivada temporal y los primados una derivada respec-
to a r. No es necesario escribir las ecuaciones para 7,4 0 Ky pues estas se pueden
obtener a partir de las relaciones 455 = sin®0ygy v Ky = sin®60Kpy. Para obte-
ner las componentes K% se usa la 3-métrica como K% = %K, lo que lleva a
K9 = diag(K,./72., Koo /72y, K% sin*(6)). Ahora que se conocen las componentes de la
curvatura extrinseca es posible expresar en términos de estas componentes las ecuacio-
nes ADM.
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Ademas de lo anterior, en las constricciones hay términos que contienen la traza o com-
binaciones cuadraticas de la curvatura extrinseca que se necesitan en los desarrollos que
siguen; tales expresiones son K,K;; K y se tiene que estas son:

L Ky UK
K =9"K;; = +2-2,
) | | Yrr K;/@G K2 (244)
KinU = Kij’ylk’}/]lKkl = % + 2%
Vrr oo

Primero se desarrollard la constriccién de momento (2.32), esta consiste de una ecuacién
a cumplir para cada una de las 3 componentes de S, sin embargo, nétese que debido a
que unicamente 3" # 0 en base a la definicién (2.12) se tiene n* = (a™!, —a™14",0,0)

y usando la definicién (2.30) se puede escribir S* = —"(nTy; + n"T,;), ademds si se
considera que v* = (v",0,0), es decir flujo radial, entonces solo existira flujo de energfa
y de momento en esta componente por lo que S* = —v (n°Ty, + n"T,,) de donde se es

posible ver que la Unica componente distinta de cero sera S”.
Se sigue con la derivada covariante en la constriccién como D;(K™ —4" K) = D; K" —
D;(v"K) y desarrollando cada uno de los términos se tiene:

DK™ =D,K" + DygK™ + DyK™

Krr Krr KTT‘ K99 K¢¢
:ar( )+2 7, + —5(T% +T%,) + bo + =217,
7 72 S TR Pt
:arKrr B Krrar7rr + Krrar709 _ K998r799
’ygr P)/gr 77?7“’)/99 73077“7" ,

) ) UK.
D;(Y"K) =y"D;K = (97“(7—1)
7’(’7‘

:arKrr K, 00y . 287~K99 _ 2K908r/790'

V2, V3, Yrr Y660 ’Vrr730

Usando los resultados anteriores y despejando el lado derecho de la constriccién, esta
se escribe como:

K Koo, K,
60 06700 4 Voo

M= =2 5 5
Yrr Y06 77’7’799 Vrr V00

8rS" = 0. (2.45)

Ahora se sigue con la constriccién Hamiltoniana (2.28), para la cual serd necesario R en
términos de la curvatura extrinseca y de la 3-métrica. Para lo anterior, sera necesario
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usar el tensor de Ricci R;; definido como (1.14), con la diferencia de que sera definido
sobre la hipersuperficie; se tendra que el tensor cumple R;; = diag(R,., R, sin? 0 Ryg)
cuyas componentes son:

Orr 1(0,70)* 1 (0 (0,
R, —— ’Yee+_( ’7299) +_( Yrr)( ’Yee)’
o0 2 oo 2 Y0

(2.46)
1 arr709 1 arf}/rrar'y@@
Ry=—-—"""-+14-———77—"—
T T
con estas componentes es posible calcular la traza del tensor, obteniendo:
> arr 1 ar 2 ar rrar 2
R=~"Ry =2 66 +_( Yo0) 1 VrrOr766 L2 (2.47)

YerYoo 2 YrrVag Y200 Yoo

Usando este resultado junto con la ecuacién (2.44) y despejando el lado derecho de la
expresion original, es posible expresar la constricciéon Hamiltoniana como:

Kop\®> K. K y 2
= (7_09) B 790 *35’g% I
60 rr 160 rr 100 00

. g (2.48)

Yoo 9 oo

+
271%”739 YrrYo0

— 167TPADM =0.

Ahora se sigue con las ecuaciones de evoluciéon para las componentes de gamma;j v
K;j. Se tiene que la ecuacion de evolucion para la 3-métrica estd dada por la ecuacién
(2.24), donde, expresando en términos de 5" y al desarrollar las derivadas covariantes
se reescribir como:

Oy = —2aKi; + 0;(7rB") + 0j(vir ") — 2F£j7rr5T7

que desarrollando para las componentes permite calcular las ecuaciones:
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]' ar rr
Over = =20y + 20, (") — 2 < . ) Yer B

2 Yoy
= —20éKmn + 28,~(%TBT) - ﬁrar7rr
= _2aKrr + 2’7rrarﬁr + 57087“’)/7”7"7 (249)

10, .
Oyon = —20K gy + 209 (D) —2< 5 779‘9) YerB

= —2aKyg + B"0,700-

Finalmente, se expresara la ecuacién de evolucién para la curvatura extrinseca (2.38)
para el caso con simetria esférica. Para construir esta expresion, primero nétese el
término D;D;c, este es la doble derivada covariante de o sobre la hipersuperficie, esto
es:

D;D;a = D;(0jc0) = 0;0;c¢ — F%@kadkr
= 81-8]-@ - F:jaTOé,

en el caso de las ecuaciones de evolucién de K,,, Ky, considerando los simbolos de
Christoffel (2.43), se tiene que la doble derivada covariante queda como:

1 ar rr
D.D,a = 0o — I, 0px = Oppx — = 7 0.,
Yrr
1 0,
DyDya = —T'y0,cx L o,
77"’"

Ahora se desarrollardn los dltimos tres términos de la expresién (2.38) como sigue:

B*DyK;; = B'D,Kij = B0, K;j — BT Ky — ﬁrFﬁjKik(ski
= 070, Ki; — BT, K5 — BT} K,
Kz‘ijﬁk = K, D;B" + Kijﬂe + KijB(b
0
— K (038" + T 8500) + Kia(,8" +T%,86,) + Koo@87 4 1%, 850)
= Ky (08" +T7,87) + KT, 8" + KijﬂB’"
K. DiffF = K, (087 + T5,87) + Kjol0, 8" + KjgL05",
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conspirando nuevamente los casos que se presentan en las ecuaciones de evolucién y
sumando los tres resultados en cada uno de los casos se obtiene:

BkaKrr + KrkDrﬁk + KrkDrﬁk = BrarKrr + 2Krrarﬁr>
B¥ Dy Koo + Ko, DoS* + Ko Do3" = 870, Koy

Usando entonces estos resultados, las componentes del tensor de Ricci (2.46) y el hecho
de que K K jk = Kik'Ylelj(Sik(Slj = K;v"K ;j» se tiene que las ecuaciones de evolucién
para las componentes K, v Kyy son:

atKrr = a(Rrr - ZKTka + KK’I"I‘) - DrDra + ﬁkakKrr + Krkarﬁk + Kkrarﬁk

1
— 87TOé(Srr - _’YTT(S - pADM))

2
arr 1 ar 2 1 ar rr ar K 2 KT‘?"K
— (_ Yoo + _( 199) + _( i )( 799) e ) 99)
Yoo 2 g 2 Yrr Vo0 Yrr Vo6
1 87”%7’ r r 1
— Opr @ + _arOé + B aT‘KT‘T + 2Krrarﬁ — 8TQ Srr - 571”7"(5 - PADM) ;

01 Ko = a(Rog — 2Kpp K§ + K Kpg) — DgDgar + B0 Kpg

1
— 8T (S@g — 5700 S pADM )

. ( 1 87“7"790 ( T‘,YTT)( T’YG@) K?”?"K09>
=al|l —= 2
,77"7" 7‘7" 7”7”
19, )
3 77098 a+ 370, Kgg — 8T (599 - —799 (S — PADM)) .

(2.50)

El conjunto de las ecuaciones (2.45,2.48,2.49,2.50) son las ecuaciones ADM para el
caso de un espacio-tiempo esféricamente simétrico en coordenadas esféricas, mismos
resultados que en [Guzméan, Alvarez-Rios, Romero & Gonzalez 2020].

2.3.1 Caso de un fluido perfecto

Las ecuaciones anteriores estan escritas en términos de las componentes de la 3-métrica,
la curvatura extrinseca, el vector de corrimiento y la funcion de lapso, ademéds estan
presentes la densidad de energia papys, la densidad de momento S* y la tension espacial
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Sij, cuyas definiciones dependen del tensor de energia-momento que describa la materia
presente la regién del espacio-tiempo considerada. Se desarrollara ahora el caso en que
la materia sea un fluido perfecto, esto significa que el tensor de energia-momento estara
definido como en la ecuacién (2.7).

Para poder expresar las variables papas, S’ S;; explicitamente es necesario primero
obtener las componentes del tensor T, para lo cual se usa la definicién (2.7) del
mismo tensor para un fluido perfecto, tomando también la definicién (2.12) de n, y
(2.41) la métrica del espacio-tiempo para el caso de la simetria esférica. Nétese que en
la definicién (2.7) aparecen cuadrivelocidades u#, estds seran expresadas en términos
de la velocidad v* usando las relaciones (2.21). Considerado todo lo anterior se realiza
el proceso de calcular las componentes del tensor de energia-momento distintas de 0 y
se obtienen las siguientes:

1
TOO = ?(pOhWQ - p)a

2 T T
Tr():pOhW (Ur_ﬁ_)_i_ﬁ

o a 2P
2
T 1 T AT
T = poh W2 <UT _ f@_> + ( _F5 )p, (2.51)
Q@ Vrr Q@
760 _ ﬁ’
Yoo
qee — P _ T '
Yoo sin2 0

La primera de las variables es papas, esta se hace presente en la constricciéon Hamilto-
niana y las ecuaciones de evolucién para las componentes de la curvatura extrinseca y
se calculard como sigue:

papy = 11" T,, = 01" go.gs T
= nongT 50000 = n2TY (2.52)
= pohW?* — p.

La segunda variable es la densidad de momento S°, precisamente la componente S”
para la cual se tiene:
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ST — _'YTjnaTaj — _,yTjn#gijul/(sz
= =", T" (000 + 0ur) = _”YWnu(groT“O + GreT"") (010)
= _’YTTTLO (gT’OTOO + grrTOT)

1 h”72 r r
=" a |8 = (pohW? = p) + rr (po <vr 7 ) + —621?)}
« o o «

= pohW?u".

(2.53)

En cuanto a la tensién espacial S;; esta se puede expresar como S;; = 7;’7]-5 Gapgs T =
YuiYv; TH, 1o que permite calcular las tres componentes como sigue:

Srr = PYMTVVTTMV((SMD + 5ur>(5uo + 61/1”) = 730T00 + 27r07rrT0r + VETTTT

2 hw2 T T
= ~5(pohW? = p) + 28,7, {po . (vr - 5—) + %p}

o
2
T 1 s T
+7 [ phW? (vr — B—) + (— iy f )p]
a Yer @

- pOhWQUT/Ur —'I_ Pyrrp7 (2.54)
Soo = V0700 T " 6,06, = YagT?,

— 22 — yp

)
So6 = Tus Vs T 0ug0up = Vop T
00
= sin® 0y —5— = sin” 0.9py.
sin” 6

teniendo las tres componentes se calcula la traza del tensor S;;, que también aparece
en las ecuaciones ADM, obteniendo:

S = pohW?v"v, + 3p. (2.55)

Si se usan los resultados en la ecuaciones (2.52,2.53,2.54,2.55) dentro de las ecuaciones
(2.45,2.48,2.49,2.50) se tendra el caso de las ecuaicones ADM en un espacio-tiempo
con simetria esférica en el que la materia considerada es un fluido perfecto, donde las
contriciones y ecuaciones de evolucién estan escritas en términos de las componentes
de la 3-métrica, la curvatura extrinseca y las variables primitivas.
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SECCION 2.4

Agujeros negros

Un agujero negro es una regiéon del espacio-tiempo de la cual ninguna geodésica nula
puede escapar debido a su intenso campo gravitacional, el cual es generado por una gran
cantidad de materia confinada en una regién pequena del espacio, y dado que la luz se
mueve siguiendo geodésicas nulas, se tiene que ni siquiera la luz es capaz de escapar de
estos objetos. El interior de un agujero negro esta causalmente desconectado del resto
del universo, separado del exterior por una superficie de 3 dimensiones llamada horizonte
de eventos, la cual definira la superficie a partir de la cual es imposible escapar. Los
agujeros negros son una prediccion de la teoria general de la relatividad de Einstein,
una solucién a las ecuaciones de campo (2.1).

2.4.1 Solucion de Schwarzschild

El primero en encontrar una soluciéon exacta a estas ecuaciones fue Karl Schwarzschild
en el ano de 1916 [Schwarzschild 1916], tan solo algunos meses después de que Einstein
publicara sus ecuaciones de campo. La soluciéon de Schwarzschild describe el espacio-
tiempo vacio, T}, = 0, fuera de un objeto esférico sin carga ni momento angular, ademas
considera que el espacio-tiempo cumple las siguientes propiedades:

» Bsféricamente simétrico

» Estacionario': Las componentes de la métrica no tienen dependencia temporal.

En coordenadas de Schwarzschild la métrica de la solucién de Schwarzschild, llamada
unicamente métrica de Schwarzschild, es:

—(1—25M) 0 0 0
0 126y~ 0
Guv = 0 ( 6 r ) 2 0 (256)
0 0 0 7r2sin®6

No es lo mismo a ser estatico, que se refiere a que las derivadas temporales sean 0, por esto se
cumple que un espacio-tiempo estatico es también estacionario pero lo contrario no.
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Se puede notar que todas la componentes de la métrica dependen unicamente de r.
Usando unidades geométricas, G = C' = 1, se escribe el elemento de linea como:

2M oM\
ds® = — (1 — 7) dt* + (1 — T) dr® +r*(d6” + sin® 0d¢®). (2.57)

Una propiedad importante de la solucién de Schwarzschild es que a grandes distancias
de la fuente se tendra la solucién para un espacio-tiempo plano, es decir, con la métrica
de Minkowski; esto es facilmente comprobable, basta con tomar M < r tal que % =0
por lo que el elemento de linea (2.57) quedaria como:

ds® = —dt* + dr* + r*(d6* + sin® 0dp?), (2.58)

que seria el elemento de linea correspondiente a la métrica de Minkowski en coordenadas
esféricas.

La solucién de Schwarzschild (2.57) tiene dos puntos singulares, el primero es r =
2M que corresponde al radio de Schwarzschild, escrito como r,, que seria el radio del
horizonte de eventos del agujero negro, el otro punto singular es r = 0. En r = 2M
se tiene que lim,_onr goo = 0 y lim,_ops g = 00, para r = 0 pasa lo contrario pues
lim, .opr goo = o0 v lim,_0p7 gr = 0, con lo que se puede ver que ambos puntos son
singulares, sin embargo, la singularidad » = 2M es una singularidad de las coordenadas
mientras que aquella en » = 0 es una singularidad de la geometria. Que la singularidad
en r = 2M sea debida a las coordenadas significa que con un cambio de coordenadas
adecuado la singularidad desaparece. El problema de la singularidad en r = 2M, aparte
de la divergencia de g,,, es que no se puede penetrar el horizonte del agujero negro,
para hacer mas ilustrativo este problema veamos la trayectoria de la luz al acercarse
a r = 2M, para lo cual es necesario encontrar las geodésicas nulas donde se cumple
ds* = 0, en donde se elige valores constantes de 6, ¢ por lo que df = d¢ = 0, teniendo
la ecuacién:

integrando se obtiene:
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“r=2M

Figura 2.3: Trayectorias de las geodésicas nulas para la solucién de Schwarzschild en
coordenadas de Schwarzschild, considerando las componentes 6 y ¢ con un valor fijo.
Las lineas azules representan las trayectorias salientes y las rojas las entrantes. Como se
puede apreciar, ninguna de estas trayectorias puede penetrar el horizonte del agujero.

t1 =r+2Min|l— 2| +C, (2.59)
ta =-r—2Min|l - | +C, (2.60)

cada uno de estos resultados corresponde a la luz viajando en direccién (¢;) al horizonte
o alejandose (o) de éL

Como se puede ver la Figura 2.3, al acercarse al punto r = 2M las trayectorias empiezan
a tener pendientes cada vez mas grandes hasta que el valor de estas pendientes tiende a
infinito, lo que que hace que las trayectorias tengan un comportamiento asintotico que
sigue la vertical » = 2M, por lo tanto estas trayectorias jamas cruzan el horizonte.
Las coordenadas de Schwarzschild presentan el inconveniente de diverger en r = 2M, sin
embargo, la curvatura extrinseca no lo hace, en su lugar, si se calculan las componentes
de esta usando (2.23) se llega a que K;; = 0 y el hecho de que las coordenadas diverjan
en r = 2M pero la curvatura no, es un problema.

Coordenadas de Eddington-Finkelstein

A continuacion se presentan las coordenadas de Eddington-Finkelstein que mostraran
ventajas notables sobre las de Schwarzschild como se verd a continuacion.
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Las coordenadas de Eddington-Finkelstein se obtienen de hacer el cambio de coordena-
das:

b

T
t=t —2M1 ’——1
by

con lo que el diferencial dt queda como:

dr

T Y

2M

dt = dt’ —

el cual se sustituye en (2.57) y se obtiene:

oM 4AM oM\
ds? = — (1 — T) dt* + Tdtdr + (1 + T) dr® + r*(d6? + sin? 0dp?). (2.61)

Este es el elemento de linea para la solucién de Schwarzschild en coordenadas de
Eddington-Finkelstein. Estas nuevas coordenadas mantienen la singularidad en r = 0
debido a que esta es una singularidad de la geometria, pero a diferencia de las coorde-
nadas de Schwarzschild, ya no tienen la singularidad en r = 2M.

Para ver la ventaja de estas coordenadas sobre las coordenadas de Schwarzschild, sera

necesario construir una vez mas la estructura de conos de luz a partir de la condicion
ds* = 0:

oM\ dt*  4M dt oM\ !
O=—|1-———)5+—F—+(1+— ,
r ) dr? r o dr r
y usando la formula general para ecuaciones de segundo grado se obtiene:

dt — 2M Fr
dr r—2M’

o dt My
dr dr  r—2M’

Integrando se obtienen las trayectorias nulas expresadas a través de las formulas:
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Figura 2.4: Trayectorias de las geodésicas nulas para la solucién de Schwarzschild en
coordenadas de Eddington-Finkelstein, considerando las componentes 6 y ¢ como cons-
tantes. Las lineas azules representan las trayectorias salientes y las rojas las entrantes,
las cuales pueden penetrar el horizonte.

to=r+4Mln|r —2M| + C. (2.63)

Al igual que en el caso anterior cada uno de estos resultados corresponde a rayos de luz
viajando en diferentes direcciones respecto del horizonte. Las curvas t; son trayectorias
de pendiente constante —1 por lo que estas trayectorias se mueven hacia el horizonte
y logra atravesarlo, a diferencia del caso anterior; las curvas t5 son trayectorias que se
alejan del horizonte, estas tienen un comportamiento similar al de las curvas t; para el
caso anterior, pues también divergen en r = 2M. El comportamiento de ambas curvas
generard que los conos de luz no se cierren en r = 2M, que es la principal diferencia
entre las coordenadas de Schwarzschild y las de Eddington-Finkelstein.

Como se observa en las Figura 2.4 conforme las trayectorias se acercan a r = 2M los
conos de luz permanecen abiertos y ain cerca del horizonte la luz seria capaz de escapar,
sin embargo, una vez que se atraviesa el horizonte, ni siquiera la luz es capaz de salir del
agujero negro. Ahora, comparando el elemento de linea anterior (2.61) con el elemento
de linea general para el caso de un espacio-tiempo esférico en la descompisicén 3+1
(2.42) es posible obtener para este caso que:
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1
a= ,
1+ 24
2M
67“:_7
r
oM 1
2M
’77“7’:]-—'—_7
r
79927’2,

Yoo = 17 sin* 0,

(2.64)

con lo que es posible calcular las componentes de la curvatura extrinseca usando (2.23)

llegando a obtener las componentes distintas de 0 de K;:

oM 1+ M
Krr___#7
12
2M
Koo =

K¢¢ = Kgg Sin2 0.

(2.65)

Esta es otra diferencia importante con las coordenadas de Schwarzschild, para las cuales

presentan todas las componentes de la curvatura extrinseca son 0, i.e. K;; = 0.

2.4.2] Horizonte de eventos

El horizonte de eventos es la superficie de un agujero negro, es la frontera del espacio-
tiempo que separa a los eventos que pueden emitir rayos de luz que se propagan hacia el
infinito y aquellos que no, es la frontera del pasado causal del infinito nulo. Para una defi-
nicién formal consultar [ Misner, Thorne & Wheeler 1973] ,[Baumgarte & Shapiro 2010],
[Alcubierre 2008]. Dicha superficie es realmente una hipersuperficie nula de 2 dimensio-
nes espaciales y 1 dimensién temporal (241 dimensiones), un total de 3 dimensiones.

La localizacién numérica del horizonte de eventos es complicada. Si se tratara de lo-
calizar por medio de la evolucién de geodésicas nulas hacia el futuro, se tendria un
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Horizonte de
eventos

Figura 2.5: Representacion del horizonte de eventos como una superficie de 3 dimensio-
nes en un espacio-tiempo ambiente separado con el formalismo 3+1. Las lineas repre-
sentan geodésicas trazadas desde el futuro hacia el pasado para encontrar el horizonte.

problema, debido a que se encontraria que las geodésicas nulas divergen del horizonte,
no pudiendo asegurar si estas escaparan hacia el infinito o no, hasta después de ter-
minar la evolucion. Es por lo anterior que una mejor manera de localizar el horizonte
de eventos es trazar las geodésicas nulas hacia atras en el tiempo, i.e. desde el futuro
hacia el pasado, de esta manera las trayectorias convergen en el horizonte. En la Figura
2.5 se ve representado este proceso desde la separacion 3+1 del espacio-tiempo. Este
método resulta muy eficiente si se tiene alguna regiéon aproximada de la ubicacién del
horizonte, lo que permite delimitar la zona desde la cual serd necesario trazar estas
geodésicas [Diener 2003]. Debido a lo anterior se entiende que es necesario tener cono-
cimiento completo sobre el futuro del espacio-tiempo para poder encontrar de manera
adecuada la localizacién del horizonte de eventos, lo que significa que esto solo se puede
ejecutar una vez que se ha concluido la evolucion del espacio-tiempo, por medio de las
ecuaciones ADM por ejemplo. Es importante senalar que la localizacion del horizonte
de eventos es independiente la eleccion de las funciones de norma.

El no poder localizar el horizonte de eventos al mismo tiempo que se lleva a cabo la
evolucion del sistema es un problema debido a que no se tiene informacién sobre la
localizacion del agujero negro, lo que a su vez significa que no se conoce la ubicacién de
la singularidad dentro de este, que de considerarse dentro del dominio numérico podria
estropear los cdlculos. Para aproximar la ubicacién del horizonte de eventos, se cuenta
con el concepto de horizonte aparente, una superficie de 2 dimensiones definida sobre
cada hipersuperficie ¥; dependiente de la norma.
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2.4.3 Horizonte aparente

Antes de poder definir el horizonte aparente, considérese una hipersuperficie S de 2
dimensiones, suave y cerrada dentro de Y, cuya normal saliente dentro de ¥ sera s,
que cumplird por definicién s*s, y s#n, debido a que estd dentro de las hipersuperficies
2. De manera analoga a como la métrica del espacio-tiempo g, induce una métrica
espacial 7,, en X, la métrica espacial inducird una métrica m,, sobre la superficie S
que se define como:

Muy = Vv — SuSv = Guv + NNy — SpSy-

Usando que n* es de tipo tiempo y que es ortogonal a las hipersuperficies Y2, ademas de
que s* es de tipo espacio y es ortogonal a la superficie S es posible construir tangentes
a un par de geodésicas nulas en direccién hacia el futuro cuya proyeccion sobre X es
ortogonal a S, estas tangentes seran:

1 1
Bo= )y = ),

V2 V2

donde el factor 1/ V2 asegura que k1, = —1, ademds se cumplird por construcciéon que
ktk, = 1M, = 0y my k" = my,[* = 0. Se tiene que K" serd la geodésica nula saliente
y [* la entrante.

Es posible expresar la 2-métrica en términos de estas tangentes notando primero que:

1

kul, = 5( Wy — NSy + Sy — SuSy),
1
Lk, = §(nunl, + NSy — SuNy — SuSy),

= kul, + 1.k, =nun, — 5,5,

lo que sustituyendo en la 2-métrica lleva a expresar la misma como:

My = Guo + kply + 1k,

Se tiene que la expansién de las geodésicas nulas salientes ortogonales a S, i.e. K, se
escribe como:
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Horizonte
aparente

Figura 2.6: Representacion del horizonte aparente. Los circulos més grandes representan
el horizonte de eventos en un tiempo especifico sobre las hipersuperficies, como una foto
instantdnea. Se exagera la definicién local del horizonte aparente, el cual siempre esta
en el interior del horizonte de eventos, incluso teniéndose la posibilidad de que no exista
para algtin tiempo, lo que no implica que no haya agujero negro.

O =m" 7, ky, (2.66)

debido a que se encuentra m*” en la expresion, se asegura que solo derivadas tangentes
a S se desarrollen. En base al valor de © se tendran diferentes conceptos:

» Superficie exterior atrapada: Superficie de 2 dimensiones que se encuentra dentro
de Y donde se cumple que © < 0 para todo punto.

» Region atrapada: Cualquier region de X que contenga superficies exteriores atra-
padas.

= Superficie exterior marginalmente atrapada: Es la frontera externa de cualquier
regién atrapada conectada, ésta serd nuevamente una superficie de 2 dimensiones
que se encuentra dentro de ¥ pero que cumple © = 0.

El horizonte aparente es la superficie exterior marginalmente atrapada, por lo que es una
superficie de 2 dimensiones definida en las hipersuperficies 3., formada por las geodésicas
nulas salientes futuras cuya expansién es 0 en cualquier punto [Baumgarte & Shapiro 2010].
Por lo anterior, se tiene que el horizonte aparente esta definido localmente en una hi-
persuperficie particular ¥;, ademas, este dependerd de la eleccién de las funciones de
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norma, el vector de corrimiento S y la funcion de lapso «, por lo que bajo ciertas
condiciones es posible que no exista horizonte aparente, aunque esto no significaria que
no haya un agujero negro. Una propiedad importante es que el horizonte aparente siem-
pre esta dentro del horizonte de eventos. Estas propiedades se ven representadas en la
Figura 2.6, donde el horizonte aparente esta definido sobre cada hipersuperficie ;.

Es posible expresar la expansién © en términos de componentes espaciales tinicamente.
Primero, usando la definicién de k,, se obtiene:

1
—m" 7, (n, + 5,).

V2

m/»“’ v“ kl/ =
Ahora, multiplicando por v/2 y usando la definicién (2.22) se llega a:

V2m 7, ky = m7(Dys; — ki),

pero m"”' </, k, es la definicién de la expansién que vale 0 por ser el horizonte aparente,
por lo que:

0= \/5@ - mij(Disj — kij); (267)

entonces, las valores de las componentes, del sistema coordenado usado, que cumplan
esta ecuacién daran la ubicacion del horizonte aparente. Mas alla de lo anterior, se
puede pensar en el horizonte aparente como una superficie de nivel de de una funcién
escalar:

por lo que la normal seria:

S; = /\D,LT = )\81-7,

siendo A el factor de normalizacion definido como:

A= (I D;rDy) V2,
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Usando la igualdad anterior para s; en el primer término de (2.67) y expandiendo se
tiene:

m" D;(AD;7) = m“AD; D;T + m" (D;\)(D;T),

pero D;7 = STJ por lo que se tendria una una contraccién el ultimo término entre m®
y s; lo que es 0, por lo que este término es también 0; en cuanto al primer término, se
tiene una doble derivada covariante de 7 que queda como:

DiDjT = Dl(a]T) = 82-3j7 - Ffja]ﬂ'

Sk
= 8i8j7 — FZX

Sustituyendo estos resultados en (2.67) se tiene:

0= mij(/\f)i(?jT — Ffjsk — k?z])

Una forma 1til de expresar 7 es:

donde r¢ serd la separacién entre z¢ y un punto de referencia C* dentro de la superficie
7 = 0 donde estaran centradas las componentes 6, ¢, en este caso C* = 0. Por su parte,
h(6, ¢) mide la distancia del origen hasta la superficie en las direcciones 6, ¢. Si se usan
coordenadas polares se tiene que rc = r, por lo que se tiene que la expansién expresada
en estas mismas coordenadas es:

1
0= Em”()\&ﬁjh — Ffjsk — Kyj).

Si ademas se considera simetria esférica, la funcion h serd una constante que no depende
de 6 ni ¢, por lo que la segunda derivada de h se anula teniendo:

1 .
@ = —Em’](f‘fjsk + ]{32])
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Usando la métrica (2.40) se tiene que la expansion es:

K
o= Oam oK (2.68)

B v/ Vrr V00 Yoo

Encontrar el horizonte aparente se reduciria a encontrar el valor de r tal que la ecuacion
anterior sea 0.



Capitulo

Ecuaciones de Euler relativistas

Las ecuaciones de Euler son aquellas que describen el movimiento de un fluido. Estas
ecuaciones pueden ser relativistas o no relativistas dependiendo de las condiciones del
problema que se esté tratando. Es debido a las condiciones que se consideran en este
trabajo que sera necesario hacer uso de las ecuaciones relativistas, por esta razéon a
continuacion se desarrolla la obtencion de las mismas, ademas se profundiza en el caso
de un espacio-tiempo con simetria esférica.

SECCION 3.1

Ecuaciones para el espacio-tiempo de Minkowski

Las ecuaciones de Euler relativistas para un fluido perfecto en un espacio tiempo de
Minkowski son [Guzman 2020]:
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oD  9(Dv')
ot * ort 0
oJ’ N A(J7v' + pd¥)
ot ‘ oz’ ‘
or  0(J"— Dv')
ot * or’

=0, (3.1)

=0,

donde

D = poW,
JI = pohW?2, (3.2)
T:pOhW2_p_D7

con pp la densidad de masa en reposo, p la presién, h la entalpia especifica definida
como h =1+ ¢+ p/po, € la energfa interna, v/ la j-ésima componente de la velocidad
y W el factor de Lorentz; donde todas las cantidades son para un elemento de fluido.
Las 6 variables p, p, €, v’ son llamadas variables primitivas. Las ecuaciones (3.1) surgen
de la conservacion de la masa y de la divergencia nula del tensor de energia-momento,
lo que se expresa como:

Vulpou*) =0, (3-3)
v, " =0, (3.4)

donde para reproducir las ecuaciones (3.1) se debe de tomar la definicién del tensor de
energia-momento T para el caso de un fluido perfecto, i.e. segin la definicién (2.51)
donde la métrica g, se tomard como la del espacio-tiempo de Minkowski, que expresada
en coordenadas cartesianas es:

Q

=

<

I
oo o
oo~ o
o~ oo
e N )

y cuyo elemento de linea es:
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ds* = —dt* + dao* + dy* + d2°. (3.6)

Para lograr derivar estas ecuaciones es necesario usar la identidad :

V& = V%—gwﬁw (3.7)

donde el término g dentro de la raiz cuadrada es el determinante de la métrica g,
para la métrica (3.5) se tiene que g = —1, por lo que para este caso:

V£ = 0,8".

Es posible usar directamente esta identidad en la ecuacién (3.3) ya que ya tiene esta
forma, sin embargo para la ecuacién (3.4) este no es el caso, por esto, para la divergencia
nula del tensor de energia-momento es necesario fijar el indice libre a un valor especifico.

Teniendo en cuenta lo anterior, es posible obtener la primera de las ecuaciones de Euler
relativistas usando la ecuacién de la conservacién de la masa (3.3) como sigue:

Vulpou') =0, (pou’)
=0 (pou®) + 0i(pou’)

=0 (poW) + Bi(po W)

=d(D) + 8;(Dv') = 0.

Las dos ecuaciones restantes se obtienen de la divergencia nula del tensor de energia-
momento (3.4) tomando el indice v primero como 0 y después como i. Para la segunda
ecuacion se toma v = j y se sigue un proceso analogo al anterior:

vﬂwj :(%Tuj
=0T + 0,
=00 (pohW?v?) + 9 (pohW?v'v" + pd*)

Para finalizar, la tercera ecuacién se obtiene de tomar v = 0 pero a diferencia del proceso
de obtencién de las dos ecuaciones anteriores es necesario un paso extra. Después de
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hacer el proceso anédlogo al anterior se resta la primera ecuaciéon de las ecuaciones de
Euler. El procedimiento es como sigue:

v =0,
=0T + 0,
=0o(pohW? = p) + Bi(pohW?v') = (0(D) + 9(Dv'))
=00(pohW? — p — D) + 0;(pohW?v" — Dv')
=0o(7) + 0;(J" — Dv') = 0.

Es posible escribir las tres ecuaciones como un conjunto de ecuaciones de balance
de flujos en base a la formulacién de Valencia [Font, Ibanez, Marquina & Marti 1994,
[Banyuls, Font, Ibaéz, Marti & Miralles 1996]:

8_u N OF(u)
ot ox'

= S(u)7 (38)

siendo el vector de estado u, el vector de flujos F y el vector de las fuentes S definidos
de la siguiente manera:

D
D J1
u=[r]=1r], (3.9)
T J3
-
Dt
Du Tt 4 poit
F(u) = | J7v' +pd7 | = | J2' 4+ pd*? |, (3.10)
Ji — Dt Jhvi 4 poi®
J' — Dvt
0
S(u)= [0 (3.11)
0

Estas ecuaciones sirven para ejemplificar la manera como se obtienen las ecuaciones
de Euler relativistas para el caso de un fluido perfecto, sin embargo, se consideré un
espacio-tiempo especifico, el de Minkowski, que es una espacio asintéticamente plano.
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——  SECCION 3.2

Ecuaciones de Euler usando el enfoque 3+1 con simetria
esférica

Para adaptar las ecuaciones de Euler al problema tratado, es generalizar el espacio-
tiempo asumiendo unicamente simetria esférica, ademas de usar el enfoque de la se-
paracion 3+1 del espacio-tiempo en el caso de esta misma simetria desarrollado en la
seccion 2.3.

Primero, considérese un espacio-tiempo desde el enfoque 3+1 de la seccion 2.2, la métri-
ca seria escrita como la igualdad (2.18) y elemento de linea estaria dado como en la
ecuacion (2.20), estos son:

- (—042 + B6; 52')
I = B; Yij )’

ds® = (_042 + Bzﬂi)dtQ + 2B;dtdx’ + %jdxidxj.

Nuevamente se usan las identidades (3.3, 3.4) para la obtencién de las ecuaciones relati-
vistas de la hidrodinamica, sin embargo, debido a que usa el enfoque 3+1 sera necesario
proyectar el tensor de energia-momento sobre las hipersuperficies ; y la normal n,,
para esto se usa una base local del espacio-tiempo ey, e; donde ey = n,, y €; = (5;, Vij)-
Usando esta base se proyecta el tensor de energia-momento y se calcula la divergencia
de la siguiente manera:

» /I e;, serd la divergencia de la proyeccién sobre la hipersuperficie y se tendran
3 ecuaciones, una para cada uno de los valores de .

» VT" e, serd la divergencia de la proyeccién sobre la normal n,,, que corresponde
a la ecuacion de conservacion de energia.

Nuevamente se usa la identidad (3.7) donde el determinante del tensor métrico g para
este caso es:

g=—a’y, (3.12)
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donde a su vez 7y es el determinante de la matriz formada por las componentes de la
métrica espacial v;;, i.e. v = det(7;5).

Usando la informacién anterior se derivan las ecuaciones de Euler relativistas para un
fluido perfecto y se reescriben nuevamente como un conjunto de ecuaciones de balance
como (3.8) donde ahora se tendra que u, F, S son los vectores:

< (2)
(%

Flu) = | a (v = 2) 0+ ayap | (3.13)
(v

v —E>T+0zﬁpv
0

S(u) = /AT 9,617 ,
o/ (TH00,00 — aTHTY,)

«

ademds las variables conservativas (3.2) tendran una definicion ligeramente diferente
comparadas con sus definiciones para el espacio-tiempo de Minkowski; la definicion de
estas variables es:

D= ﬁPOW7
= \/ypohW?, (3.14)
7= /Y(pohW? = p — poW),

donde el factor /v lleva consigo la informacién de la geometria curva, a diferencia del
espacio-tiempo de Minkowski. Nétese que el sistema consiste de 5 ecuaciones y son 6 las
variables primitivas lo que significa que es un sistema subdeterminado. Para solucionar
esto se supone que el fluido sigue una ecuacion de estado que permitira cerrar el sistema.
Un ejemplo es suponer que el fluido obedece la ecuacién de un gas ideal:

p=poe(l' = 1), (3.15)

donde T" es el indice adiabatico del gas, el cual dependera del material que se esté tra-
tando, por ejemplo, para un gas relativista se tiene que I' = 4/3. Ahora, se tomara
como base este caso y se le anadira la propiedad de simetria esférica mencionada ante-
riormente, al igual que se hizo en la en la seccién 2.3. Se usaran coordenadas esféricas
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debido a que se ajustan a la simetria considerada. Debido a la simetria y la eleccién de
las coordenadas, se tendra que:

B =(6",0,0).

Se considera que solo hay movimiento de manera radial, por lo que se tiene que v’ =

(v",0,0). Se tiene nuevamente 7;; = diag(Yer, Voo, Yoo Sin 0) y ¥ = diag(1/¥r, 1/Ye0, 1 /00 sin* ),
por lo que /7 = /Ym0 sin?@. La métrica serd igual que (2.40) y el elemento de linea

como (2.42), esto es:

—012 + Brﬁr 6r 0 0

_ 67“ Vrr O O
gMV - O O 799 0 9
0 0 0 9,

ds? = (—a® + B,67)dt* + 26, dtdr + 7y, dr® + g (d6° + sin® 0d¢?) .

Usando (3.13,3.14) se pueden derivar las ecuaciones de Euler relativistas para un flui-
do perfecto en este nuevo escenario, un espacio-tiempo esféricamente simétrico con el
enfoque de la separacién 3+1. Nétese que en la forma de balance de flujos (3.8) existe
una sumatoria sobre el indice 7, por lo que esta sumatoria en el sistema en que se esta
trabajando es:

du  OF"(u) N OF?(u) N OF?(u)

n + 5 50 5% S(u), (3.16)

donde, para este caso el vector de estado u, de flujos F*, F? F¢ y de fuentes S son:

D
Iy
u = J9 = s (317)
Jo
-

N oco&~g
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o (v~ ) D Ny
o (v ;7) Jr +a\/Apo; a(w —Z)J +ayAp
F'(u)= [ o —) Jo + o/ Apdy | = 0 ,
a (v — %) Js + a\/Apo;, 0
a (v —Z) 7+ ay/ApvT a( =) +ampr
a( 0 i—9> D
0 0
a ve—% Jp + o /ApSE 0
6
Flu)=[a (v’ =Z) Jy+ayaps | = | avap |,
o _ p° 0 0 (3.18)
« (v — ) Jo + ay/Apog 0
a(v(’ %>T+a\/_pv
a (v¢ — 5&—¢) D
B¢ 0
o (v? — =) Jo + /e 0
FP(u) = | a(v?® - %) Jo + oz\/’_ypdg = 0 )
o a
o (v® =) Jo+ oy ‘6%
a (v‘f’ - %) T+ oy /pv?
0
aﬁT“”g,}UFZT
S(u) = /AT g, : (3.19)
/T guellg

/Y (TH0,00 — aTH T )

Las componentes del vector de fuentes S(u) contienen sumatorias sobre los indices de la
métrica del espacio-tiempo, el tensor de energia-momento y los simbolos de Christoffel;
estos tltimos dependen directamente de la métrica y dado que g, es (2.40), es posible
calcular los simbolos, considerando ademas que las variables dentro de g, solo dependen
de t,r. Los simbolos de Christoffel distintos de 0 en este caso son:
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(e = 298" = B 7) (B7)” + 2a (& + o'")

Fit - 202 !
Pt o 2@&’ + /87’ (ﬁrr - 2’7rr6r/ - 61”,}/1,“1‘)
tr — 20&2 ’
Pt _ /yrr - 2’yrl‘/8r/ - /BT/YI/'I'
rr 2062 ’
Yoo — B"Vag
Fae =

202 7
I, = sin HF%,

1 BT F}/I'I"/BT _l— Q/Yrrﬁr + 2,}/7"7"/8 > - 2(1@)
Iy =5
2 a2
i . T (—”}// (/67‘)2 + 2 (’.Yrr . ’Yrrﬁr,) 67‘
,y a Ir
2 ad + Q%rﬁrﬂ
2 T r r 2 r .
rr _ L (et 298 + B (B)° 20°87 e | (3.20)
r 2 Oé2 a Yor
r ]' <7rr Br (_7rr + Z’Yrrﬁr/ + ﬁr’)/;r>>
rr o + 5 ,
2 Vrr (6]
v L (B (B0 — Fo0) Yoo
60 2 0[2 Yor ’
Yoo
rf, = =~
0 2950
0 _ Yoo
0 2/7907
szb = —cosfsinb,
6 _ oo
Y 2799
F¢ _ 7&9
ro 27997
F?d) = cot 0.

En cuanto al tensor de energia-momento, para la obtencién de las expresiones (3.13,3.14)
se consider¢ la definicién del mismo tensor como la de un fluido perfecto (2.51) pero
no se calcularon sus componentes explicitamente. Ahora para desarrollar completa-
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mente las componentes del vector S(u) en la expresién (3.19) serd necesario conocer
las componentes, las cuales se calcularon anteriormente para el mismo espacio-tiempo
considerado en esta seccién, por lo que las componentes distintas de 0 del tensor de
energia-momento estaran dadas por las expresiones (2.51).

Con todo lo anterior es posible calcular explicitamente las componentes del vector de
las fuentes S(u) llegando a obtener:

/AT ool = an/A( T[(=0® + 70 (8")")T0, + 70T,
£ T7(=02 + 70 (BT, + 30s Ty + 7B (T + TS
+ T [ L7+ e BT
+ T390, + T*46T5, ),

a/YT" 9,61y = ay/yp cot b,

/AT gue1, = 0,

/(T80 — aT‘“’ng) = a7 ( TP Gpar — aly) + T (0,0 — 2al'%)

— a(T7TY, + T + T*TY,) ).

Usando este resultado y las ecuaciones (3.17, 3.18) se tiene que las ecuaciones obtenidas
del balance de flujos (3.16) son:

oD (9(04(1}’”—£))D_0

ot + o -
A G Gl &) T+ oaaps)
ot ar o
—8 (aﬁp) = ay/ypcot b,

ol
0=0,
or  O(a(v" = D) T+ayAp)
ot or e

donde se us6 S y Sy para evitar escribir todos los términos de estas componentes. La
tercera ecuacién es una identidad, aunque no lo parezca, para ver esto se desarrolla
como sigue:
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0 (aﬁp) 0 (Oém’}/gg sin Hp)

00 00
0dsin @

= /Y V0ppcost
0
a/ypcottd = o/ Ypep Sin 9%

sin
= a/YrrY06pCOSO
0 («

= % = a/ypcotl

Ve V99PCOSO = i/ Yrrypgpcost
1=1

Entonces se tiene que las ecuaciones de Euler relativistas para un fluido perfecto
en el caso de un espacio-tiempo esféricamente simétrico usando el enfoque 341 son
[Guzman, Alvarez-Rios, Romero & Gonzalez 2020]:

oD + 0, (a (vr — g) D) =0,
o

0;S, + 0, (a ( T — ﬁ) J. + aﬁp) =95, (3.21)

(67

o+ 0, (a (v’" — %) T+ Ozﬁpv’) =5,.

Estas ecuaciones permitiran llevar a cabo la evolucion de un fluido perfecto alrededor
de un agujero negro considerando la separacién 3+1 del espacio-tiempo.

SECCION 3.3

Discontinuidades en las ecuaciones Euler relativistas

Las ecuaciones de Euler pueden desarrollar discontinuidades a pesar de tener condicio-
nes iniciales suaves, lo cual es importante si se quieren usar estas mismas ecuaciones
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X
Figura 3.1: Representacion de como la condicién inicial ug en la ecuacion de adveccién
se propaga en el tiempo a lo largo de las rectas x = xg + at. En la imagen derecha
se representan las mismas rectas pero en funcién de z, i.e. t = t(x), por lo que la
pendiente se comporta de manera contraria a la velocidad, a mayor pendiente en esta
representacion menor velocidad y viceversa; en la representaciéon la pendiente es grande
por lo que la velocidad es pequena, lo que lleva a tener poco movimiento, como se

aprecia en la imagen derecha.

para analizar la evolucién de un fluido. Esta propiedad de formar discontinuidades se
debe a que son ecuaciones cuasilineales, i.e. hay funciones de las variables conservativas
u multiplicando a la derivada espacial de primer orden con potencia igual a uno. Lo
anterior es mas claro si se ve el caso de ecuaciones mas simples.

Considérese la ecuacion de adveceion:

ou ou
5 Ta5- =0, (3.22)

donde se tiene que a es una constante, v = u(x,t) y la condicién inicial es u(z,0) =
up(z). Ahora, considérese la derivada temporal total de u, la cual usando la regla de la

cadena sera:

du_Ou  Ouds
dt ot Oxdt’

es facil notar que si ﬁ—"; =0y fli—f = a se tiene la ecuacién de adveccién (3.22), ademads al
comparar ambas ecuaciones se puede notar que a representa una velocidad, en particu-
lar, sera la velocidad de propagacién de uno de los modos de la ecuacion de onda, pues
la ecuacién de adveccion es la raiz cuadrada de la ecuacion de onda. Que se considere
dz — . siendo a una constante, es un hecho importante, ya que dicha condicién lleva a
que x = xo + at. Debido a esto se tendra que la solucién u en el punto xy permanecera

dt
igual a lo largo de toda la recta z = x¢ + at, de manera particular, la condicién inicial
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X

Figura 3.2: Representacion de como la dependencia de las lineas caracteristicas en el
valor de la condicién inicial ug conduce a discontinuidades.

en dicho punto se propagara por todo el dominio a lo largo de dicha recta. Es por esto
que la solucién estara en términos de la condicién inicial uy para cada punto xy en el
tiempo inicial. Las lineas por las que se propaga la condicién inicial se llaman lineas
caracteristicas. En la Figura 3.1 se puede observar una representacion de las lineas ca-
racteristicas para el caso de la ecuacion de adveccion.

Para contrastar considérese la ecuacién de Burgers:

— +u— =0, (3.23)

asi como en la ecuacion de adveccion, se tendra que las condiciones iniciales se propa-
garan por las lineas caracteristicas, sin embargo, esta vez el término que acompana a
la primera derivada espacial es la funcién u, en lugar de un término constante, por lo
que el valor de la velocidad de propagacién dependera del valor de ug en cada punto
x, lo que da lugar a que las lineas caracteristicas puedan tener pendientes que las lle-
ven a cruzarse, produciendo de esta forma discontinuidades aun cuando las condiciones
iniciales ug sean suaves. La Figura 3.2 muestra como se cruzan las linas caracteristicas
para el caso de la ecuacion de Burgers.

En general, cuando una ecuacion es de la forma dyu + f(u)d,u = 0, i.e. una funcién
de u multiplicando a la derivada de primer orden de u respecto de x con potencia igual
a uno, se dice que la ecuacién es cuasilineal; la ecuacion de Burgers es de este tipo.

Ahora considérese un sistema de ecuaciones escrito como sigue:

b, (3.24)
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donde

U1 bl
ailz Qi - Az
u2 . . . .n b2
u = |l A= : : : : , b=
Uy, Ap1 Ap2 **° Qpp bn

Se tendran diferentes escenarios dependiendo de si las componentes de A y b son cons-
tantes o son variables, estos serd como sigue:

= Componentes de A, b constantes: El sistema sera lineal con coeficientes constantes.

= Componentes de A, b variables con dependencia de ¢, z: El sistema sera lineal con
coeficientes variables.

= Componentes de A dependen de u: El sistema seria cuasilineal debido a que se
tendria productos de funciones u con la derivada espacial de primer orden.

Ademas se tiene que la estructura caracteristica de la matriz A serd de gran impor-
tancia, ya que el grado de hiperbolicidad del sistema dependera de esta. El sistema
serd hiperbdlico si A tiene n eigenvalores reales \j, Ao, - -+, A, y un conjunto lealmente
independiente de eigenvectores vy, vo, - -+ , v, si ademads se cumple que los todos los ei-
genvalores son diferentes, el sistema sera estrictamente hiperbélico.

La ecuacién (3.24) abarca los dos casos anteriores vistos, la ecuacién de aveccion y la
de Burgers. Por ejemplo, si el vector b = 0, la matriz A tiene valores constantes y se
diagonaliza, en caso de no estar ya en una forma diagonal, se tendra un sistema de n
ecuaciones de adveccién donde los eigenvalores de la matriz A serdn las velocidades de
propagacién; si en cambio la matriz A tiene componentes que dependen de u se tendra
un sistema de n ecuaciones de Burgers. El sistema de las ecuaciones de Euler que se vié
anteriormente tiene también la misma forma, tomando la ecuacién de balance de flujos:

ou  OF(u)
E + o - S(ll),

y aplicando la regla de la cadena se sigue:

ou dF ou
% duds S(u),
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Esta ultima forma es claramente igual que la de la ecuacién (3.24) y dado que los
elementos de la matriz A dependen de u se tendra que el sistema de ecuaciones sera
cuasilineal, i.e., las ecuaciones de Euler son un sistema cuasilineal, lo que significa que
aun con condiciones iniciales suaves podra desarrollas discontinuidades.



Capitulo

Métodos numéricos

Hasta el momento solo se ha hablado de la evolucién del espacio-tiempo y un fluido,
sin embargo nada se ha mencionado sobre los métodos numéricos necesarios para llevar
a cabo estos procesos. Para la evolucion del espacio-tiempo se resuelven las ecuaciones
ADM usando el método de diferencias finitas dadas condiciones iniciales consistentes
con las constricciones Hamiltoniana y de momento; para la evolucion del fluido, las
ecuaciones de Euler relativistas, ademas sera necesario otro método debido a que estas
ecuaciones pueden conducir a discontinuidades, para lo cual se usara el método de
volumenes finitos que permite la evolucién de dichas discontinuidades.

SECCION 4.1

Diferencias finitas

El método de diferencias finitas es un método que permite la resolucién numérica de
ecuaciones diferenciales por medio de la discretizacién del dominio y de las ecuaciones
diferenciales. Al ser un método numeérico solo proporciona una aproximaciéon a la solu-
cién exacta del problema y dependera de algunos factores clave qué tan buena sea esta
aproximacion.

Para entender c6mo es que este método funciona, considérese una EDP (ecuacién dife-
rencial parcial) que contiene una combinacién de primeras y segundas derivadas espa-
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ciales y temporales de una funcién f = f(x,t):

PRI AN
POt ox’ o2 0x2 )

Se busca resolver como un problema de valores iniciales (PVI) en el dominio D, definido
como:

D — I::L'mzn;xmaaﬁ] X [07 tf]’

considerando condiciones iniciales:

y condiciones de frontera:

f(xmm; t)a f(xmaxa t)

Este problema abarca una cantidad suficientemente general de ecuaciones diferenciales
parciales para explicar el método de diferencias finitas.

Discretizacion del dominio

La version discretizada del dominio Dy consiste en un subconjunto de puntos del domi-
nio original D, para lo cual, se toma un ntimero finito de puntos de este uitlimo conjunto.
Estos puntos del dominio discreto D, se escriben como:

Ti = Tyin, + 10T " = nAt (4.1)

donde i« = 0,1,2,--- , N, yn =0,1,2,--- , N;. N, es el numero de puntos tomados
para el espacio y Ny el nimero de puntos para el tiempo. El factor Az se define como
Ax = (Tpmaz — Tmin)/Ne y es llamado resolucidn espacial; por su parte, At es llamada
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X .. > max X

AN
Xip X Xir1

Figura 4.1: Representacién del dominio discreto bidimensional Dy = (z;,t"). Cada celda
tiene dimensiones de AzAt.

resolucion temporal y se define como At = t;/N,. El dominio discreto es entonces el
conjunto de puntos Dy = (x;,t") y solo dentro de este estaran definidas la variables
y funciones involucradas en la ecuacion. Esto se puede ver de una manera grafica en
la Figura 4.1. Para denotar facilitar la escritura, el valor de la funcién f en el punto
(x;,1") se denotard como f(x;,t") = f".

La resolucion temporal y la espacial estardan relacionadas por medio del factor de
Courant—Friedrichs-Lewy o factor C'F'L que se define como:

At
CFL =% (4.2)

En la practica se escoge la resolucién espacial Ax y después con el factor CFL se calcula
la resolucién temporal At como At = (CFL)Az. El factor CFL juega un rol clave para
la estabilidad del método, en base a este se calcula la resolucién temporal, la cual de no
ser adecuada para el problema tratado puede no conducir a inestabilidad. Lo anterior
se puede presentar facilmente, por ejemplo, al llevar a cabo la evolucién de una variable
u que estd en movimiento. Para calcular el valor de esta variable en el punto (z;, ")
es necesario usar la informacién de los puntos (x;_1,t") y (z;41,1"), los cuales serén las
fronteras espaciales dentro de la cuales se podra comunicar informacién para computar
el calculo, sin embargo, u estda en movimiento y si At no es lo suficientemente pequenio
se necesitara informacién mas alla de estas fronteras, lo que conducira a inestabilidades
por falta de informacién. Para mas detalle consultar [Diener 2003].
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Discretizacion de la EDP

Ahora que se tiene discretizado el dominio es necesario construir la versién discreta de
la ecuacién. Dado que la ecuacion tiene derivadas tanto espaciales como temporales,
serd necesario construir una version discreta de las derivadas. Para lograr lo anterior
se supondréd que en puntos vecinos a (z;,t"), f puede ser expresada como una serie de

Taylor y se sigue:

1. Se obtiene la serie de Taylor de f en el punto donde se quiere conocer el valor de
la derivada asi como en puntos cercanos al mismo. Para este caso se evalia en los

puntos x;_1,x;, Tit1:

n n of
fita =1 — Az o
fz‘n = z’na

n n of
i1 = fi Az o

(xi»tn)

(:Di,t")

Ax? O f
ol

Ax?
T

9.2
ox (ws.t7)

92 f

da?

(xi’tn)

Ax3
-3

Ax?

T

9% f

D3

9 f

da3

(:Ei,t”)

(mivtn)

+ (’)(Am4),

+ 0(Az),

donde O(Az?) indica el orden del error que se tiene si no se continta la serie; los
términos Ax se obtienen al evaluar la expresion (z — z;) en los puntos x;_1, ;11
debido a que x; 1 = x; — Az y 211 = Tip1 + Az,

Se pueden operar las series obtenidas para la funcion f evaluada en los puntos

mencionados anteriormente, de tal forma que se anulen todos los términos menos
la derivada buscada, pudiendo despejarla. Si se busca la derivada de primer orden

se puede obtener de las siguientes tres maneras:

of
oz
of
oz
af
oz

(xi,tn)

(xi7tn)

(:Bi,t")

i — fi'

Ax

I = I
Ax

n _ fn
_Jit i—1

2Azx

o si se busca la derivada de segundo orden:

0% f

Oa?

o — 200+

+ O(Az),

Li =l O(Ar),

(zivtn)

2Ax

+ O(A$2),

+O(Ar?).

(4.3)
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f(x)

B Derivada exacta
O Aproximacion "Upwind"

] Aproximacién "Downwind"

] Aproximacién "Centered"

X; —-————m— Xjy; %

X
+ Ax Ax

Figura 4.2: Representacion de las diferentes aproximaciones.

Nuevamente los términos O(Ax) y O(Ax?) indican el orden del error en el valor
aproximado de la derivada. La diferencia entre las diferentes formas de calcular
la derivada en las expresiones (4.3) es que usan diferentes puntos para hacerlo
y que la iltima de estas formas tiene un error mas pequeno que las demas. Las
expresiones (4.3) son llamadas upwind, downwind, centered respectivamente. Es-
tos diferentes casos se representan en la Figura 4.2, donde se tienen diferentes
pendientes segun los puntos considerados.

Para el caso de las derivadas temporales se sigue un proceso analogo, haciendo la ex-
pansion en serie de Taylor. Las aproximaciones upwind, downwind, centered para la
derivada temporal en el punto (z;,t") son:

of _ - f”

o7 O(A?),

Ot | gy O

of =

— A

A N + O(At), (4.4)
of R 2

' —Jd Ji A

Ot | (. 1m) 2At +O(A5),

y la derivada temporal de segundo orden:
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*f e
ot2 N 2At

+ O(AP).

(xi7tn)

Ahora que se tiene la forma de calcular las derivadas espaciales y temporales de manera
discreta, es posible discretizar la EDP sin problema alguno. Como ejemplo de la discre-
tizacién de una EDP se tomara la ecuacion de onda, que cumple con las consideraciones
iniciales que se hicieron sobre la EDP al iniciar la seccién. La ecuacion de onda es:

0%f  %f

oz 92

sustituyendo las derivadas de segundo orden escritas anteriormente se tiene:

R i S 2+
2At 2Ax

— O(Az, AP).

n+1

Despejando el término f;""" se obtiene:

A
fit = <A_§:)( D2 ) 2 -

haciendo caso omiso del error. Esta ecuacion permite obtener el valor de la funcién f en
el punto (x;, t"“) en base a sus valores en tiempos anteriores, entonces aplicando esto
para todo punto z; se puede obtener la solucién al tiempo t"*! lo que a su vez permite
encontrar la solucién para el siguiente tiempo y asi sucesivamente hasta ¢ = t;..

4.1.1 Método de lineas

El método de lineas es un enfoque dentro del método de diferencias finitas que permite
ver al problema de valores iniciales de una EDP como un conjunto de N, + 1 ecuaciones
diferenciales ordinarias en el tiempo a lo largo de lineas de posicién constante. Para
ver esto, considérese un problema de valores iniciales como el planteado en la seccion
anterior, agregando la condicién de que la derivada temporal pueda ser separada del
resto de la ecuacion de tal manera que la ecuacion pueda ser reescrita como:

of of 0*f
ot (f’ ox’ 8:62)’
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donde el lado derecho de la ecuacion sera una combinacion de la funcién f y su primera y
segunda derivada espacial, como se escribe en la ecuacién anterior. Ahora, para calcular
la solucién numérica de la EDP por medio del método de lineas es necesario expresar
en forma discreta el lado derecho de la ecuacion pero dejando la derivada temporal
intacta. Con esto sera posible tener para para todo punto dentro del dominio discreto
D4 una ecuacion del tipo:

of *f
) Oz

af B
e =|f

(xi ,t") ((Ez ,t"

" Ox? ’

Zi,t™) (z4,t™)

esta es llamada la versién semidiscreta de la EDP. Dado que es posible obtener el valor
de las versiones discretas de las derivadas espaciales, el lado derecho de la ecuacion
tendra un valor especifico, i.e., la ecuacién serd una EDO para f de t" a t"*! V a;;
ademas al considerar las condiciones iniciales de la EDP original, se puede tomar el
problema como un problema de valores iniciales en el tiempo a lo largo de x;, conside-
rando todos los puntos se tiene entonces un conjunto de N, + 1 ecuaciones diferenciales
ordinarias en el tiempo a lo largo de lineas de posicién constante. Para resolver estas
ecuaciones diferenciales ordinarias se usa un integrador, en este caso, se usara el método
Runge-Kutta de orden tres.

SECCION 4.2

Voluiumenes finitos

El método de diferencias finitas recurre a la discretizacién de la EDP para asi solu-
cionar una version aproximada de la ecuacion original, sin embargo, para lograr esto
es necesario considerar que las funciones de las cuales se necesita conocer la derivada
son suaves para asi poder hacer una expansion en serie de Taylor, esto supone un gran
problema a la hora de trabjar con funciones que pueden no ser suaves pues conducira
a un fallo inminente del método. Es por lo anterior que el método de diferencias finitas
no puede ser usado con las ecuaciones de Euler (3.21) pues las ecuaciones de Euler pue-
den producir discontinuidades de las variables ain cuando las condiciones iniciales son
suaves. Para la solucién de dichas ecuaciones se usara el método de voliumenes finitos.
Este nuevo método tiene dos diferencias claves en comparacién con le método de dife-
rencias finitas:

» Se discretizara de una manera distinta al dominio D. En este caso la atencion se
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n+2.

n+1

Xi-172 Xi Xiv1/2 Xir1

Figura 4.3: Representacion del dominio discreto para el caso del método de volimenes
finitos. La celda sombreada tiene centro en z;, " T'/2 razén por la cual esta marcada de

esa manera; al igual que en el caso de diferencias finitas, el volumen de cada celda es
de AxAt.

centra sobre las celdas que forma la malla de puntos y no en los puntos en si, para
lo cual el tiempo nuevamente tendra valores t" = nAt y el espacio consistira de
celdas centradas en x; = iAx. Lo que se pbserva en la Figura 4.3.

» La discretizacion sera tambien diferente pues esta se hara sobre la forma integral
del problema.

Para ejemplificar el uso de la discretizacion en este método qué mejor que un sistema
que se adecue a la forma en que se escriben las ecuaciones de Euler, i.e., un sistema
de balance de flujos. Témese entonces el sistema (3.8) y considérese que el problema es
unicamente en una dimensién espacial, esto es:

ou  OF(u)

E—F ox =5

n+1/2

Ahora, se toma el promedio de la ecuacién anterior sobre la celda C; lo que se

escribe como:

i+1/2 Tit1/2
dtd w)dtd
A / . / oinis + o Y / v

Ti—1/2

tn+1

Tit1/2
Sdtdx.
AxAt/x e /tn .

(4.5)
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Notese que el primer término, el promedio para las variables conservativas, se puede
expresar como:

tn+1

= e dyudtd = e ¢ttt t")d
Amz/x_l /t ot mAxAt/z_ (u(z, &) —u(z,1"))dz
i—1/2 i—1/2
1 1 Tiy1/2 1 Tir1/2
= |— t"“d——/ t"™)d
Al | Bz // LR vl )x]’

donde los dos términos dentro de las llaves son los promedios espaciales de las variables

conservativas para la celda centrada en x; para los tiempos t" y t"*!; esto se denotara
como:

n 1 Tit1/2 g a1 1 Tit1/2 tn+1 J
0 = M/mim u(zx,t")dx, u = E/ u(z, )dz.

Ti-1/2

Para el promedio de las fuentes se tiene que:

tn+1 tn+l

1 Tit1/2 1
A:EAt /9572'—1/2 \/t” (U) . A[EAt [n ( (I +1/2 ) ("L‘ 1/2 ))
1 1 gt

S F (21412, t)dt — — Pz, 1. t)dt] |

en este caso los términos dentro de las llaves son los promedios temporales de los flujos
y se denotaran como:

tn+1 tn+1

—n+1/2 1 —n+1/2 1
Fiiip = E/ F (2112, t)dt, Fi1) = E/ F(2i_1/2,t)dt.

tm t

La ltima integral en (4.5) no se puede simplificar mds, es en si el promedio espacial y
temporal de las fuentes y se denotard como:

tn+1

—=n+1/2 1 xi+1/2/
. = S(z, t)dtdx.
Si Az At /Ii—1/2 in (, t)dtdz
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X x

Figura 4.4: Representacion de un reconstructor constante a trozos, como el reconstructor
Godunov (izquierda) y un reconstructor lineal a trozos, como el reconstructor limitador
de pendiente minmod (derecha); considerar la variable como lineal a trozos permite una
reconstrucciéon mas precisa.

Tomando todo esto en cuenta se puede obtener la version discretizada del sistema, la
cual seria:

At =n =n —n
oo+l _ =n ( +1/2 +1/2> H/zAt, (4.6)

s Fiiio —Fiiqp2 ) +5;

, —=n+1/2 =n+1/2 :
donde es necesario encontrar el valor de Fy q,,, Fi_ /5, para esto se considera un

problema de Riemann en la frontera entre las celdas, lo que requerirda aproximar el
promedio espacial de las variables U en cada celda con variables definidas a trozos u.
Es necesario entonces reconstruir estas variables u, la manera mads sencilla de hacerlo
es considerando las variables como constantes a trozos, este es el procedimiento que
sigue un reconstructor Godunov; si se consideran las variables como lineales a trozos,
las variables u se reconstruyen con un limitador de pendiente minmod, este aproxima
las variables por la derecha y la izquierda de las fronteras entre las celdas, limitando la
pendiente de la funcién linea en cada celda. Se tiene que la aproximacién de cada lado
de la frontera entre las celdas es:

~L —
U0 = U + Ui(95i+1/2 — ),

~R _
U o = Wit + 01 (Tigr/2 — Tig),

donde o; se define como:

o; = miand(mi—l/% m1+1/2)7
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siendo los argumentos m;_; /2, m141/2 las derivadas de las variables conservativas u cen-
tradas en la frontera entre las celdas, lo que se puede calcular como:

u; — U
mi—1/2 = T’
y el limitador de pendiente minmod se define como:

a sila| < [b| y ab >0,
minmod(a,b) = < b si |a| > |b| y ab > 0,
0 st ab < 0.

La diferencia entre los dos reconstructores, se ejemplifica en la Figura 4.4.

Usando las variables u junto con un solucionador de Riemann aproximado es posible en-
contrar los valores de los promedios temporales de los flujos _?:11/22, F?_Jrll/; De manera
particular el solucionador HLLE, dado por [Toro 1999],[ Harten, Lax, & van Leer 1983],
[ Harten, Lax, & van Leer 1983], es cémodo ya que solo requiere los eigenvalores \; de
la matriz Jacobiana OF (u)/0u, los cuales son las velocidades caracteristicas, como se

vio en la seccion 3.3. La férmula HLLE para calcular los flujos aproximados es:

—HLLE )‘+F(G¢L+1/2) + )\_F(ﬁﬁuﬁ + >\+)\_(ﬁfi1/2 - ﬁzL+1/2)

teniendo que:

AT = max(0, A7, A5, A5, AT A7 A7),

AT = min(0, A, AN A AL D).

Dadas estas definiciones, se tiene que A" serd la velocidad caracteristica de las com-

ponentes del vector u, de mayor propagacién hacia la izquierda o derecha; de manera

analoga, A\~ sera la velocidad caracteristica las componentes del vector u, de menor

propagacién hacia la izquierda o derecha.

U btienen los valores de Fyyq /e, Frp /s usando la formula (4.7 ibl
na vez que se obtienen los valores de Fy /5, F;_; /5 usando la ormula (4.7) es posible

usar esos valores y la ecuacion (4.6) para evolucionar las variables conservativas desde

el tiempo inicial hasta el tiempo final usando el método de lineas, sobre la ecuacién:
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—HLLE —HLLE
oua B (Fi+1/2 o Fifl/Z) +§n+1/2
ot Az i ’

pudiendo encontrar asi la solucion del sistema de ecuaciones.

Es importante senalar que al usar este método en las ecuaciones de Euler es importante
cuidar que el valor de la densidad p, sea finito mayor que 0, de lo contrario este podria
llevar a divergencias de cantidades fisicas y numéricas. Un ejemplo simple de esto se
encuentra en la definicién de la entalpia especifica, la cual diverge si no se cumple la
condicién anterior. Para solucionar esto se asigna un valor minimo a la densidad pg
llamado atmésfera pg,-

SECCION 4.3

Error y convergencia

Dado que las soluciones son numeéricas, siempre existird un error al comparar estas con
la solucion exacta, si es que esta existe. Este error se puede expresar de la siguiente
forma:

e =f = fi" (4.8)

siendo f!" la solucién numérica y ff" la solucién exacta, ambas en el punto (x;,t"). El
hecho de que la definicion del error sea en cada punto es algo no muy conveniente, pues
revisar el error para cada tiempo y punto en el dominio no es algo comodo. Es por esto
que se usa la convergencia de una norma y se usa el teorema de Lax [Thomas 1995,
que garantiza que si alguna norma del error converge a 0, entonces también lo hace en
cada punto del dominio.Considérense las normas Ly y Ls, las cuales dada una funcién
f alo largo del eje x son:

(4.9)

(4.10)
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donde la integral de una funcién f en el dominio discreto se calcula usando la regla del
trapecio:

Tmaz No . .
/ fdr = ZWAx—FO(Ax?)

=1

esta es la suma del drea de los rectangulos cuya altura es el promedio del valor entre
los puntos f;_1, f; y cuya base es Az. Aplicando esto en las ecuaciones (4.9) y tomando
la funciéon f como el error, integrando sobre le dominio espacial, se obtiene:

Li(e") = Z %(\e$1| + |ef]) Az, (4.11)
Lale") = 3| 3 5 ((er 2+ (ep)2) (412

(4.13)

Ambas seran normas del error al tiempo t" y permitiran revisar que tan acertada es la
solucién numérica respecto a la solucion exacta.

Ahora, considérense tres soluciones numéricas f1*!, f*2, f3  obtenidas con resoluciones
de Az = Az, Axy = Az /2y Axz = Ax/4, respectivamente, ademds, considérese que el
error para todos lo métodos usados es de orden n. Tomando todo esto en consideracion
y reescribiendo la solucion numérica en términos de la exacta y el error, se tiene:

="+ E(Aa)",

n en T "
2= f +E(—A2> , (4.14)
n en E T "

Si se conoce la solucion exacta ff", se podréd obtener el factor de convergencia como:

2

o (B

e |\ &) =2 (4.15)
i i 2
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al tiempo t". Andlogamente se tendré lo mismo si se usa f"? y f73. Dado que no siempre
se tendrd una solucion analitica con la cudl comparar los resultados, se tiene el factor
de autoconvergencia:

nl _ fn2 Azn_(Au’U)n 1_l

1 1 2 2n n

- =~ A —— = = 2" (4.16)
R A C ST E ST

Este factor, ayudard a verificar si la soluciéon numérica converge, para lo cual debe de
cumplirse esta relacion.



Capitulo

Acrecién con el espacio-tiempo fijo

En los captulos anteriores se ha desarrollado de manera general la teorfa sobre las
ecuaciones de campo de Einstein, las ecuaciones ADM, agujeros negros, las ecuaciones
de Euler relativistas, el método de lineas y el método de voltimenes finitos. Usando estos
temas desarrollados es posible llevar a cabo la evolucién de un fluido perfecto alrededor
de un agujero negro donde el espacio-tiempo esté fijo o donde este también evolucione.
En este capitulo se tratara el caso del espacio-tiempo fijo para dos escenarios distintos:
el caso de un fluido perfecto sin presién, para el cual existe solucion estacionaria y
exacta que servira para comprobar la validez del método, la acrecion de Bondi; ademas
se presentard la evolucién para un fluido perfecto con presién bajo el mismo escenario,
la acrecion de Michel, que también tiene solucién estacionaria. Para las soluciones de
ambos casos se usan los resultados de [Papadopoulos & Font 1998|.

SECCION 5.1

Ecuaciones y condiciones

Antes de proceder a resolver el caso de la acrecion de un fluido perfecto con el espacio-
tiempo fijo es necesario fijar las condiciones sobre las que se desarrollaran los casos
mencionados.
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Espacio-tiempo

Como ya se menciond, el espacio-tiempo sera fijo, i.e., no evolucionara conforme pase
el tiempo. Se usara el espacio-tiempo de la solucién de Schwarzschild en coordenadas
de Eddington-Finkelstein, las cuales fueron descritas en la seccion 2.4.1. El elemento de
linea serd el de la ecuacién (2.61), i.e.:

oM AM oM\ !
ds? = — <1 _ _) dt? + " dtdr + (1 + —) dr? + r*(d6® + sin*0d¢?).
T T

r

Reescribiendo el lapso, la componente distinta de 0 del vector de corrimiento y las
componentes del tensor métrico para este espacio-tiempo como en la ecuacién (2.64) se
tiene:

1
o= ——,
1+ 2
2M
/67‘:_7
T
o2M 1
2M
7rr:1+_7
T
’799:7”2,

Voo = r? sin? 6.

Teniendo explicitamente estas componentes es posible calcular los simbolos de Christof-
fel para este espacio-tiempo, los cuales seran necesarios para calcular las componentes
del vector de fuentes S(u). Estos simbolos son:
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0 _ 2M? 0o _ M 2M
Moo = =5, [0, =4 (14 24,
roo_ _ 2M? 0 _ 2M M
F07"—_1n37 Frr—rz (1+T)7

FTT‘?" = _TMZ (1 + %) 5 FGTG = %a
[y=1 [ = —2M (5.1)
FO(M, = —2M SiIl2 9, 1“1"00 = TM2 (1 - %) s

FTHO =2M — T, FT¢¢ = (2]\/[ — 7“) Sin2 (9,

[, = —sinfcosf, T%4 = cotb.

Estas son las condiciones para estos dos casos en la evolucion del espacio-tiempo.

Hidrodinamica

Se considerard para todos los casos de aqui en adelante que el flujo es esféricamente
simétrico por lo que se busca solucionar las ecuaciones (3.21), las ecuaciones de Euler
relativistas:

oD + 0, (a (v’” - E) D) =0,
o

04S, + O, (a (v’” — ﬁ—) Jr + a\/’_yp) =S,

(0%

T + O, (a (UT — %) T+ aﬁpvr> = Sy,

donde:
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S1 = ayA( T*[(=a® + 7 (8")*)To, + 78T,
+T70((=a® + 7 (87T, + e T + 7B (T, + T,
+ T [y Iy, + ’Vrrﬁrrgr]
+ T700T5, + T 19615, ),

Sy = a/y( T (0 — al'yy) + T (0, — 2aTY,)
— a(T"TY, + T"Thy + T*T0,) ).

Para cerrar el sistema se considerara que el fluido obedece la ecuacion de estado para
un gas ideal, es decir:

p = poe(I' = 1),

dénde se usard I' = 4/3 dado que se trabaja con un fluido relativista.

La férmula HLLE para aproximar los flujos necesita los valores caracteristicos de la
matriz Jacobiana JF (u)/0u, tomando estos de [Guzmén & Lora-Clavijo 2012] se tiene
que los eigenvalores son:

M =av" — [,
«
Ay = =0 [v"(l — ) + e/ (1 —vor) [y (1 — vre?) — vror (1 — cg)]} — B’",(5.2)
:L r a2y _ r rr _ T2\ Ty 2 _ AT
M= T [0 = @) = e/ (U= 0B (T = vred) — o (1= ]| - 6

donde ¢, es la velocidad del sonido, la cual se define como:

he? = x + (%) K (5.3)
Po

donde:

_ o _Op
X0 T Be

usando la ecuacion de estado se tiene:
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X:e(F—l)zﬁ,

Po
k=po(l'—=1).
La entalpia h = 1+ e+ p/po, despejando e de la ecuacién de estado se puede reescribir

como h =1+ p%%. Usando estos resultados y despejando de la ecuacién (5.3) se tiene
que la velocidad del sonido esta dada por:

, XTHg  p—1T
T T =Dl

c (5.4)

Es necesario expresar las variables primitivas en funcién de las variables conservativas
para poder recalcular las primeras una vez que estas ultimas tengan nuevos valores, ya
que los flujos estan escritos en términos de ambas variables. Las variables conservativas
se definieron como:

D = \/vpoW,
Jr = ﬁpOhWQUTVM‘a
7= (pohW? = p — poWV).

De estas definiciones se pueden obtener las expresiones para algunas variables primitivas
de una manera relativamente simple. De manera particular se expresan v" y py como:

) J, J,
v = = s
ﬁpOhWQ’Yrr (T + ﬁp + D)/y’/‘r
S (5.5)

Po — Yrr (V7).

WA Y

En caso de que la presion sea diferente de 0, se parte de la ecuacién de estado y se
sigue:
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p = poe(l'=1)
= (I'=1)(poh — po — p)

- -1 (# (%—l—p—i—%)_po_p)

= po(I'=1) (T+pﬁ+D_p0§y2—pﬁW2>
T+ D - Wfi\?ﬁ(l - Wﬂ

DW :

— -1 | (5.6)

Como se puede observar el factor de Lorentz esta presente en la expresion anterior:

1

W,
- 'YTT(UTP

pero sustituyendo la expresion (5.5) para la velocidad, se tiene:

1

\/1 I S
'YTT(T+\/'7P+D)2
V(T +/p+ D)

V(T 4+ AP+ D)? — J?

(5.7)

Esta expresion para W debe ser sustituida en (5.6). Para encontrar la presién p usando
la expresién (5.6) se considera la funcién:

T+ D(1 = W)+ py/A(l — W?)
DW !

f=p—p('—1)

donde aun se debe sustituir W por (5.7); al encontrar los ceros de esta funcién se
encuentra el valor de p, para lo cual se usa el método de Newton-Raphson.

Tasa de acrecién

La tasa de acrecion de masa mide el flujo que esta siendo acretado y es importan-
te porque se relaciona con la luminosidad que a su vez se relaciona con mediciones



Ecuaciones y condiciones 85

[Szuszkiewicz, Malkan & Abramowicz 1995], lo que permite comparar las simulaciones
con datos reales. Para calcular esta cantidad se debe de hacer la integral de F] sobre
una superficie esférica de radio ry, esto es:

Macc(’/’d) = / « <UT — B—) DdS
SQ(’"d) o T4

= / o (vr - B—) poW/ydbdgo
5%(ra) a

r

= dna (UT - 6—> PoW \/Yrr Y00

(%

Td

7 (5-8)

Td

donde ., 799 son las componentes de la 3-métrica para el espacio-tiempo que se esté
usando, en este caso el de Eddington-Finkelstein. Esta cantidad se evaltia para diferentes
valores de ry4, que seria como tener detectores de flujo situados a diferentes distancias
del hoyo negro.

Condiciones numéricas

Por 1ltimo, es necesario especificar los pardmetros numéricos que se usaran. Todos los
valores usados para la simulacion estan en unidades geométricas.

Dominio numeérico

La evolucién sera en un espacio-tiempo descrito con una dimension espacial y la tempo-
ral, debido a la simetria esférica considerada. El dominio numérico espacial comprendera
T € [Pmins Tmazs ] CON Tmin = 1Y Tmae = 51, evitando asi la singularidad geométrica en
r = 0. Se tomara N, = 1000 para la acreciéon de Bondi y N, = 2000 para la acrecion
de Michel, por lo que la resolucion espacial base es Ar = 0.05 y Ar = 0.025 respectiva-
mente; el factor de Courant sera CF L = 0.25, esto es At = 0.0125 y At = 0.00625.

Para medir la tasa de acrecion se usaran tres detectores situados en rq = 2M,7M,11M.

Condiciones iniciales

Como condiciones iniciales se toma una densidad constante p;,; y una velocidad en
direccién al agujero negro igualmente constante v .. Adicionalmente, el valor de la

ine*
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atmosfera pqum sera de de 10719,

Condiciones de frontera

Las condiciones de frontera seran diferentes en la frontera esférica interna r = r,;, y la
frontera esférica externa r = r,,,, debido a que se requiere que el fluido tenga diferentes
comportamientos en cada frontera.

= Frontera interior
En el caso de r = 1,4, €l fluido debe de salir a través de esta frontera dirigiéndose
hacia r < r,,;, v dado que r,,;, esta dentro del horizonte del agujero negro, no hay
forma de que el flujo pueda apuntar hacia afuera; para lograr este efecto basta con
hacer una extrapolacion de los valores de las variables conservativas, para lo cual
se usara la formula de interpolaciéon de Lagrange con tres puntos, que aplicando
a Tmin lleva a:

Dy = 3D, — 3Dy + Dy
Jo=3J —3Jy + Js (5.9)

To =371 — 372 + T3

= Frontera exterior
En el caso de la frontera esférica con radio r,,., se busca que se mantenga el flujo
entrante, esto se logra igualando a cero el lado derecho de las ecuaciones (3.21)
para D, J., 7 en r = r,,;, durante la evolucién.

SECCION 5.2

Acrecion de Bondi

La acrecién de Bondi corresponde a la acrecion esféricamente simétrica de un fluido
perfecto sin presién en un agujero negro. Esta acrecién tiene solucion exacta, parti-
cularmente en [Papadopoulos & Font 1998] se presenta la solucién para la densidad y
velocidad en coordenadas de Eddington-Finkelstein, que se obtienen de integrar las
ecuaciones de la hidrodindmica para el estado estacionario considerando un fluido per-
fecto, estas son:
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VvV —gpou" = C1,

5.10
V=gpohu"uy = Cy, (5.10)

siendo C} y U5 constantes de integracion. Las soluciones obtenidas a patir de estas
ecuaciones para py v" son:

—C
pBondi(r> - =
r2, /2M
' ) (5.11)
vrBondi(r> - -
VIF 37 (1 2+ 20
donde la constante de integracién C; tomara dos valores diferentes: C; = —0.195 si-
guiendo el desarrollo de [Papadopoulos & Font 1998] y C; = —0.1. Para los valores

constantes iniciales pjn;, v}, se tomard el valor de las soluciones (5.11) evaluadas en
T = Timaz, 1-€. Pini = PBondi(Tmaz) Y Vini = Vpondgi (Tmaz ), €1 proposito de estas condiciones
iniciales es averiguar qué ocurre con el flujo durante la evolucion.

Que el fluido perfecto no tenga presion implica que cada vez que las variables primiti-
vas tengan que ser recalculadas en base a las variables conservativas no serd necesario
hacerlo para la presion, bastara con asignar p = 0, lo que evita la necesidad de usar las
ecuaciones (5.6) y (5.7); ademads la energia interna también sera 0, siempre y cuando
po > 0, condicién que se cumple dada la atmoésfera pagn,.

Resultados

En las figuras 5.1, 5.2, 5.3 y 5.4 se muestran los resultados numéricos obtenidos para la
densidad pg, la velocidad radial v", la tasa de acrecién M, y lanorma Ly del error para
la densidad py, todo esto para los casos C, = —0.195, y C; = —0.1. En todos los casos se
muestra la solucion exacta de Bondi. Se considera un hoyo negro de masa M = X' M),
por lo cual se usa la Tabla 8.2 de factores de conversion de unidades geométricas a
unidades fisicas:
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Variable SI Unidades UG — SI
geométricas (UG)

Masa kg XM, (1.98 x 10°) X
Tiempo s X Mg (4.916 x 107%)x
Longitud m XM, 1474.954X
Energia J XM, (1.79 x 104 X
Densidad Kg/m? 1/(XM)? (6.198 x 102%)x—2
Presion Pa 1/(XM)? (5.578 x 103T) X2
Velocidad m/s 1 c

Cuadro 5.1: Factores de conversién de unidades geométricas al SI en base a las masas
solares X' M.

En la Figura 5.1 se muestran los resultados obtenidos de la evolucién para py para
diferentes tiempos a todo lo largo del dominio espacial. Para ambos casos del valor de
(1 se observa que conforme pasa el tiempo el perfil se aproxima mas a la solucién de
Bondi, iniciando este proceso desde r,,,, y moviéndose hacia la frontera izquierda hasta
que para el tiempo t ~ 300M, unidades geométricas, la solucién numérica coincide
con la solucion exacta, alcanzando un flujo estacionario que dura hasta el final de la
evolucién. Se observa que los perfiles obtenidos para ¢} = —0.195 y ¢} = —0.1 son
iguales en forma pero diferentes en los valores que tienen a lo largo del dominio por un
factor de 1.95, el mismo factor de diferencia entre los valores asignados a C, lo que
significa que se podra obtener el perfil de cualquier otro valor de C'; en base a otro ya
existente simplemente multiplicando por el factor de diferencia entre los valores de Cf;
esto se puede ver en la dependencia de la solucién de Bondi (5.11) en el factor Cj.

En el caso de v", la Figura 5.2 muestra los resultados para esta variable en diferentes
tiempos. Se tiene que para los dos casos del valor de (', v, presenta un comportamiento
analogo a py, el perfil de la velocidad radial se acerca al perfil de la solucion exacta
de Bondi conforme pasa el tiempo. En base a estos resultados se puede decir que la
solucion de Bondi es un atractor en el tiempo para la densidad py y la velocidad radial
v", esto es, conforme el tiempo pase el perfil de ambas variables se acercara al perfil
de la solucion exacta. Los resultados para C7 = —0.195 y ¢} = —0.1 en el caso de la
velocidad radial v, son los mismos, lo que sera asi para cualquier valor de C ya que
la solucién para v, no depende de esta constante, como se puede ver en (5.11). Para
ambas variables, py v v", la linea ¢t = 0 corresponde al valor inicial constante de ambas
variables, pini = Poondi(Tmaz) ¥ Vi = Vpongi(Tmaz)-

En la Figura 5.3 se muestran los resultados obtenidos para la tasa de acreciéon. Para
los dos casos del valor de ] se presenta el mismo comportamiento, la tasa de acrecion
aumenta conforme se lleva a cabo la evolucién hasta alcanzar un maximo poco antes
de t = 200, siendo ligeramente diferentes los valores hasta este médximo entre los tres
detectores; después de lo anterior, la tasa de acreciéon disminuye hasta alcanzar un
valor constante, igual para los tres detectores, donde se mantiene hasta el final de la
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evolucion. Nuevamente la diferencia entre las tasas de acrecion obtenidas para C =
—0.195 y C; = —0.1 se diferencian en un factor de 1.95, por lo que es posible obtener
la tasa de acrecion para cualquier valor de C; en base a otro previamente calculado. Es
importante recordar que se tiene una densidad atmosfera pq,, que evita divergencias en
las ecuaciones de Euler, esta densidad atmésferica contribuye durante toda la evolucion
a la acrecion, por lo que se le llama acrecion parasita.

Para finalizar con el caso de la acrecién de Bondi, aprovechando que se conoce la
solucion exacta se calcula la norma Ly del error de la densidad pg. En la Figura 5.4
se muestran los resultados obtenidos para Ly para 3 diferentes resoluciones espaciales
Ar = 0.05,0.025,0.0125. El comportamiento es andlogo entre los dos casos del valor de
(1, inicialmente el valor del error es grande para las tres resoluciones, pero conforme
po se acerca a la solucion exacta el error va disminuyendo hasta que se estabiliza en
t ~ 200, manteniendo un valor constante hasta el fin de la evoluciéon. Se tiene que
si se multiplica por un factor ~ 3, el error para las resoluciones Ar = 0.05,0.025 y
Ar = 0.025,0.0125 se iguala, cumpliendo el factor de convergencia (4.15) dados los
ordenes de precision de los diferentes métodos usados, esto para ambos casos de Cf.
Comparando los errores para los casos de (] se tiene que para las 3 resoluciones usadas,
los errores se igualan usando un factor ~ 1.95.
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Figura 5.1: Resultado obtenido de la evolucién numérica para la densidad py en di-
ferentes tiempos para el caso de la acrecion de Bondi. Se presenta el caso andlogo a

[Papadopoulos & Font 1998] (superior) donde C

ferior) siendo C

—0.195 y el caso de prueba (in-
—0.1; para ambos casos se presenta la soluciéon exacta. Los ejes

izquierdo e inferior se presentan en unidades geométricas, mientras que los ejes derecho
y superior se muestran en unidades fisicas. El factor de conversiéon esta en funcién del
numero de masas solares X que se quiera considerar, i.e. se considera que M = X M;

en la tabla 8.2 se pueden encontrar todos los factores para este caso.
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Figura 5.2: Resultado obtenido de la evolucién numérica para la velocidad radial v"

en diferentes tiempos para el caso de la acrecién de Bondi. Se presenta el caso analo-
go a [Papadopoulos & Font 1998] (superior) donde C; = —0.195 y el caso de prueba
(inferior) siendo C7 = —0.1; para ambos casos se presenta la solucién exacta. Los ejes
izquierdo e inferior se presentan en unidades geométricas, mientras que los ejes dere-
cho y superior se muestran en unidades fisicas. El factor de conversién considera que
M = X Mg; en la tabla 8.2 se pueden encontrar todos los factores para este caso.
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Figura 5.3: Resultado obtenido de la evolucién numérica para la tasa de acrecién M
para 3 diferentes detectores, para el caso de la acrecion de Bondi. Se presenta el caso
andlogo a [Papadopoulos & Font 1998] (superior) donde C; = —0.195 y el caso de
prueba (inferior) siendo C; = —0.1. El eje inferior se presenta en unidades geométricas,
mientras que el eje superior se muestran en unidades fisicas. El factor de conversion para
la tasa de acrecién es 1.85 x 10% 1/X? Kg/m?* 1/s, esto considera que M = X M. Los
detectores se encuentran posicionados en r = 2M,7M,11M, lo que en unidades fisicas
equivale a r = 2.94X km, 10.32X km, 16.22X km.



Acrecién de Bondi 93

t(xs)
0.@01 0.0015 0.?02 0:0_025 0,003 _D.G_D35 0,004 D,D_O_‘?S
€y =-0.195
A r=0.05
Ar=0025-------=--=--~-
Ar=0.0125
E ‘\I I
~ | 4
& | ¥
T2 !
Hr
{
1041 :_ B R T T N T N T e e T e e,
i
10751
200 400 600 800 1001
t
t(Xs)
1019 0.0005 0.001 0.0015 0.002 0.0025 0.003 0.0035 0.004 0.0045
f C =01
A r=0.05
Ar=0025-------=--=--~-
Ar=0.0125
I',lr
-4 1
107%; \
: e e S S L S B B L e S S T S S
10751
0 200 400 600 800 1001

Figura 5.4: Resultado obtenido de la evolucién numérica para la norma Ly del error
para la densidad py para 3 diferentes resoluciones espaciales, Ar = 0.5,0.25,0.0125,
para la acrecién de Bondi. Se presenta el caso andlogo a [Papadopoulos & Font 1998]
(superior) donde C} = —0.195 y el caso de prueba (inferior) siendo C; = —0.1. El eje
inferior se presenta en unidades geométricas, mientras que el eje superior se muestran
en unidades fisicas. El factor de conversion considera que M = X M,; en la tabla 8.2
se pueden encontrar todos los factores para este caso.
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SECCION 5.3

Acrecion de Michel

A diferencia de la acrecion de Bondi, la acrecién de Michel es aquella acreciéon esféri-
camente simétrica que considera un fluido perfecto con presion. Este escenario tiene
solucion estacionaria, sin embargo, no se tiene una formula explicita para v" y py. Para
obtener la solucién se sigue [Papadopoulos & Font 1998] al igual que en el caso ante-
rior; se hace la diferenciacién de las ecuaciones (5.10) respecto de r, pg v p, después se
elimina el diferencial dpy y se obtiene:

du’” \2 d M
“ {VQ _ ) } +Z {2{/2 - —2} —0, (5.12)

u” (I r UG

siendo
din(poh)

Vie 2, 5.13
An(po) 19
uf = (u")? = gu. (5.14)

La ecuacion (5.12) es llamada ecuacion de viento y el fluido perfecto en estado esta-
cionario siendo acretado por el agujero negro debe de pasar por los puntos criticos de
dicha ecuacion [Lora-Clavijo 2013]. Gracias a esta condicién, una vez escogido el radio
critico 7. se puede obtener v’ por medio de la expresién (u”)?> = M/2r" y usando la
ecuacién (5.14) se obtiene (u;)., a su vez, encontrar estos dos valores posibilitan en-
contrar V2 usando la relacién V2 = (ul/us,)?. Por tltimo, se considera una ecuacién
de estado politrépica p = kpj), con la cual una vez elegido el indice adiabatico I' y la
densidad critica py,, es posible obtener el valor de la constante politrépica x usando
el valor anteriormente obtenido para V2. Una vez determinadas todas las condiciones
del fluido en el punto critico, se fijan las variables de integracion C4,Cy usando las
ecuaciones (5.10). Con estas constantes determinadas se busca la solucién al problema
de la acrecién de Michel por medio del sistema de ecuaciones (5.10), para lo cual se usa
el método de Newton-Raphson.

La solucién para las variables pg, v" v p se calculard antes de empezar la evolucion para
tomar el valor de estas en la frontera derecha como valor inicial de las variables, esto es,
se tendra que pPin; = pMichel(Tma:v); U{m = 'U}n\/[ichel@’maz) Y Dini = PMichel (rNx); ademas se
elige p. = 0.1 y dos casos para r., r. = 400 al igual que en [Papadopoulos & Font 1998]
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y r. = 150, un nuevo caso. A diferencia del caso anterior, dado que ahora se considera
la presion diferente de 0 serd necesario resolver la ecuacién trascendental (5.6) con el
método de Newton-Raphson.

Resultados

En las figuras 5.5, 5.6, 5.7, 5.8 y 5.9 se muestran los resultados numéricos obtenidos para
la densidad pyg, la velocidad radial v", la presién p, la tasa de acrecion M,.. y la norma Lo
del error para la densidad pyg, todo esto para el caso andlogo a [Papadopoulos & Font 1998],
i.e. r. = 400, y el caso de experimentacion r. = 150. En todos los casos se muestra la
solucién estacionaria de Michel. Al igual que en el caso de la acrecion de Bondi, se
considera un hoyo negro de masa M = X M, por lo cual se usan los mismos factores
de conversion.

En la Figura 5.5 se muestran los resultados obtenidos de la evolucién para la densidad
po para diferentes tiempos a todo lo largo del dominio espacial. Para ambos casos del
valor de r. se observa que conforme pasa el tiempo el perfil se aproxima mas a la solu-
cion de Michel, iniciando este proceso desde r,,.., teniendo que para el tiempo t ~ 500,
unidades geométricas, la variable tiene practicamente los mismos valores que la solucion
estacionaria de Michel. Se observa que los perfiles obtenidos para r. = 400 y r. = 150
son similares pero no iguales, por lo que no es posible obtener uno a partir del otro por
medio de algin factor.

La Figura 5.2 muestra los resultados para la velocidad radial v" en diferentes tiempos.
Se tiene que para los dos casos del valor de r. v, presenta un comportamiento analogo
a po, el perfil de la velocidad radial se acerca al perfil de la solucién estacionaria de
Michel conforme pasa el tiempo. Comparando los resultados para r. = 400 y r. = 150
se observa nuevamente que los perfiles de ambos casos son diferentes, no pudiendo ob-
tener uno a partir del otro; los valores para r. = 150 son menores, con una diferencia
menor entre los perfiles de velocidad para estos casos en r < 2.

Los resultados obtenidos para la presiéon p se muestran en la Figura 5.7. Se tiene nue-
vamente un comportamiento analogo entre los dos casos para el valor de r., el perfil
obtenido por la evolucion se acerca con el paso del tiempo a la solucion estacionaria de
Michel, teniendo que para t ~ 500 los valores de obtenidos son los de la solucién esta-
cionaria. Este comportamiento en las 3 variables sugiere que la solucién estacionaria de
Michel es un atractor, al igual que la soluciéon de Bondi en el caso anterior. Los perfiles
de los casos r. = 400 y r. = 150 son similares pero no puede obtenerse uno a partir de
otro; los valores en el perfil para r. = 150 son menores. Para las tres variables, pg, v" v
p se tiene que la linea t = 0 corresponde al valor inicial constante, el cual se toma como
el valor de la solucién estacionaria de Michel en el punto r = r,4..

En la Figura 5.8 se muestran los resultados obtenidos para la tasa de acreciéon. Para
los dos casos del valor de r. se presenta el mismo comportamiento. La tasa de acrecion



Acrecién de Michel 96

comienza siendo siendo ligeramente diferente entre las tres resoluciones, aumentando
conforme se lleva a cabo la evolucién hasta que en ¢ ~ 400 se alcanza un valor que
se mantendrd constante hasta el final de la evolucion. Aunque parecidos, los perfiles
para la acrecion entre los casos r. = 150 y r. = 400 no son equivalentes, y se tiene
nuevamente que el perfil de la tasa de acrecion correspondiente a r. = 150 es menor.
La atmésfera pu,, contribuye nuevamente a la acrecion parasita.

Usando la solucién estacionaria de Michel para la densidad py se calcula la norma Lo
del error de la misma py. En la Figura 5.9 se muestran los resultados obtenidos para
Ly usando 3 diferentes resoluciones espaciales Ar = 0.05,0.025,0.0125, siendo siempre
diferente el valor de la norma para estas tres resoluciones. Para ambos casos de r. se
tiene que mientras py es diferente de la solucién de Michel, el error es grande, sin em-
bargo, una vez que esta solucion es alcanzada, el error se reduce considerablemente y
se estabiliza; para r. = 400 este punto es poco después de t ~ 300 y para r. = 150 esto
es en t ~ 400. La relacién entre la norma para las diferentes resoluciones es igual en los
dos casos r. = 400 y r. = 150; se tiene que si se multiplica por un factor ~ 3, el error
para las resoluciones Ar = 0.05,0.025 y Ar = 0.025,0.0125 se iguala, cumpliendo el
factor de convergencia (4.15) dados los ordenes de precisién de los diferentes métodos
usados. Este comportamiento evidencia la convergencia hacia el error 0 por medio de
la resolucién espacial.
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Figura 5.5: Resultado obtenido de la evolucién numérica para la densidad py en di-
ferentes tiempos para el caso de la acrecién de Michel. Se presenta el caso analogo a

[Papadopoulos & Font 1998] (superio

r) donde p,

1072, 7, = 400 y el caso de prueba

(inferior) donde se utilizé p. = 1072, r, = 150; para ambos casos se presenta la solucién
exacta. Los ejes izquierdo e inferior se presentan en unidades geométricas, mientras que
los ejes derecho y superior se muestran en unidades fisicas. El factor de conversién esta
en funcion del nimero de masas solares X que se quiera considerar, i.e. se considera
que M = X Mg; en la tabla 8.2 se pueden encontrar todos los factores para este caso.
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Figura 5.6: Resultado obtenido de la evolucién numérica para la velocidad radial v" en
diferentes tiempos para el caso de la acrecion de Michel. Se presenta el caso andlogo a
[Papadopoulos & Font 1998] (superior) donde p. = 1072, 7, = 400 y el caso de prueba
(inferior) donde se utilizé p. = 1072, r, = 150; para ambos casos se presenta la solucién
exacta. Los ejes izquierdo e inferior se presentan en unidades geométricas, mientras
que los ejes derecho y superior se muestran en unidades fisicas. El factor de conversion
considera que M = X' My; en la tabla 8.2 se pueden encontrar todos los factores para

este caso.
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Figura 5.7: Resultado obtenido de la evoluciéon numérica para la densidad p en dife-
rentes tiempos para el caso de la acrecion de Michel. Se presenta el caso andlogo a

[Papadopoulos & Font 1998] (superior) donde p,.

1072, 7, = 400 y el caso de prueba

(inferior) donde se utilizé p. = 1072, r, = 150; para ambos casos se presenta la solucién
exacta. Los ejes izquierdo e inferior se presentan en unidades geométricas, mientras
que los ejes derecho y superior se muestran en unidades fisicas. El factor de conversion
considera que M = X' M; en la tabla 8.2 se pueden encontrar todos los factores para

este caso.
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Figura 5.8: Resultado obtenido de la evolucién numérica para la tasa de acrecién M para
3 diferentes detectores, para el caso de la acreciéon de Michel. Se presenta el caso analogo
a [Papadopoulos & Font 1998] (superior) donde p. = 1072, r, = 400 y el caso de prueba
(inferior) donde se utiliz6 p. = 1072 r. = 150. El eje inferior se presenta en unidades
geométricas, mientras que el eje superior se muestran en unidades fisicas. El factor de
conversién para la tasa de acrecién es 1.85 x 10 1/X? Kg/m? 1/s, esto considera que
M = XM, Los detectores se encuentran posicionados en r = 2M,7M,11M, lo que en
unidades fisicas equivale a r = 2.94X km, 10.32X km, 16.22X km.
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Figura 5.9: Resultado obtenido de la evolucién numérica para la norma Lo del error
para la densidad py para 3 diferentes resoluciones espaciales, Ar = 0.5,0.25,0.0125,
para la acrecién de Michel. Se presenta el caso andlogo a [Papadopoulos & Font 1998]
(superior) donde p. = 1072, r. = 400 y el caso de prueba (inferior) donde se utilizé
pe = 1072, r, = 150. El eje inferior se presenta en unidades geométricas, mientras que
el eje superior se muestran en unidades fisicas. El factor de conversién considera que
M = X Mg; en la tabla 8.2 se pueden encontrar todos los factores para este caso.



Capitulo

Acrecion en un agujero negro dinamico

SECCION 6.1

Ecuaciones y condiciones

En el capitulo anterior se realiz6 la evolucion de un fluido perfecto, con y sin presion,
siendo acretado por un agujero negro mientras se mantenia el espacio-tiempo fijo sin
que este evolucionara. En este capitulo se resolveran las ecuaciones para un flujo radial
alrededor de un agujero negro, pero esta vez el espacio-tiempo también evolucionara,
lo que significa que sera necesario resolver la ecuaciones de evolucién para el fluido a
la par que las ecuaciones de evolucién para el espacio-tiempo. Para llevar a cabo esta
evolucién serd necesario usar los temas desarrollados en las secciones 2.3, 2.4.3, 3.2,
5.1 y los métodos del capitulo 4; ademés serd necesario establecer algunas condiciones
nuevas.

Espacio-tiempo

En la seccion 2.3 se desarrollaron las ecuaciones ADM para un espacio-tiempo con si-
metria esférica, las cuales son un conjunto de 2 constricciones y ecuaciones de evolucion
para la 3-métrica 7;; y para la curvatura extrinseca K;;. Estas ecuaciones permiten
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resolver las ecuaciones de campo de Einstein (2.1) como un problema de valores inicia-
les que evoluciona en el tiempo y serdn las ecuaciones que se usaran para resolver el
problema de la evolucién del espacio-tiempo.

En las ecuaciones ADM se definieron cantidades asociadas a la materia, para el caso de
simetria esférica para un fluido perfecto estas son:

PADM = PohW2 - b

S" = pohW?y",
Srr - pOhWQUTUT + YerD,
Soo = YooD;

S¢¢ = Sin29599,
S = pohwzvrvr + 3p.

La constriccion Hamiltoniana H y la constriccion de momento M" estan dadas por:

Ko \®> K. K y 2
7—[:2(ﬂ) 14 90+72r799+_
Yoo Yrr Y00 Vrr V60 Yoo
7529 _9 Yoo
277'7”739 Yrr Y00
MT=—2 KéH + K9972é€ + K;‘T’yéH _
YrrY00 Yrr Voo Ve V00

+ — 16mpapm = 0,

7S = 0.

En cuanto a las ecuaciones de evolucién para las componentes de la 3-métrica ~;; y de
la curvatura extrinseca Kj;;, estas son:

at’}/rr - _QQKW + Q’Yrrarﬁr + ﬁrgr'%"ra
Ove9 = —2aK g9 + 370,90,

Opr 1(090)* . 1(0vyrr) (O K? K, K
0tKrr:a<— ’Yee+ (9r700) +_( Yrr)( ’790)_ Ty 99)

Yoo 2 Ya 2 VYoo Yrr Yoo

1 ar rr 1
— 87"7’01 + 587"04 7 + ﬁrarKrr + 2Krr8rﬁr - 871'0./ (Srr - 5’7”(5 - pADM)) ’

1 87'7‘ 1 87. rr 87_ KT'T‘K
8tK99 = <——ﬁ +1+ _( Y )2< 799) + 99)
77"7" 4 P)/T’[" ,yrr

. 15'7«709
2 Ypr

1
O + 370, Kgg — 8T <590 - 5709(5 - PADM)) -
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Ademas de estas ecuaciones serd necesario imponer algunas condiciones sobre las fun-
ciones de norma, i.e. el vector de corrimiento 5" y la funcién de lapso «, esto para que
no se produzcan singularidades. Para esto se introducen dos condiciones:

= Condicion 1

Usar el enfoque 341 implica foliar el espacio-tiempo con hipersuperficies >; co-
mo se describe en la seccién 2.2, a su vez estas hipersuperficies son foliadas con
superficies determinadas por el sistema coordenado usado; en este caso as hiper-
superficies de 3 dimensiones espaciales son foliadas con esferas, las cuales tienen
un 4rea 4mygg v lineas 6, ¢ constantes. Si se toma 59 = 72 al inicio de la evolucién
se tendria que el drea de estas esferas al inicio es 4712, Por simplicidad es conve-
niente que esta area se mantenga igual durante la evolucién, para esto es necesario
que no haya cambio en vpy, esto es ypp=0, para lograr esto se debe cumplir que
el lado derecho de la ecuacion de evolucién para gy sea 0, lo que significa que «
debe de cumplir que:

—2aK g9 + " 0rv99 = 0. (61)

= Condicién 2
Se busca que la pendiente de las trayectorias nulas en direccién hacia el agujero
negro con pendiente —1 se mantengan a lo largo de la evolucion. Para lograr esto,
primero témese el elemento de linea para una trayectoria nula en un espacio-
tiempo esféricamente simétrico segin el enfoque 3+1 (2.42) pero manteniendo
constante (0, @), esto es:

ds® = (—a® + B.f")dt* + 2B,dtdr + ~,,.dr* = 0, (6.2)

que se puede reescribir como:

dt? dt
(-OéQ + ’VTT(BT)Z)W + 277“7‘67“% + Ver = 07

tomando dt/dr = —1 la ecuacién queda como:

’YTT(BT)z =29 B" + Ve — o = 0,

y resolviendo para (5" se obtiene:

(07
Yrr

Br=1+

De esta relacion se puede obtener una expresion para « en términos de (7, y
usando esta expresion en la condicién 1 se puede obtener a su vez una expresion
para (3". Estas dos expresiones son:
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ro 2/ Kye
B = S A Kty (6.3)

0 = Fl— ). (6.4)

Estas dos ecuaciones son las condiciones que se deben de cumplir en todo tiempo
para 0"y a.

Dado que el agujero negro es dinamico, este podra crecer, lo que haré que la posicion
de los horizontes, tanto el aparente como el de eventos, cambien su posicién conforme
pasa el tiempo. Primero véase el horizonte aparente. Se tiene que para encontrarlo es
necesario encontrar el valor de r para el cual la expansién (2.68) es 0, es decir:

Or Vo0 Koo
v/ YrrY66 Yoo

lo que se hara para cada tiempo t". Es importante recordar que la definiciéon del ho-
rizonte aparente es local en cada hipersuperficie ¥, pudiendo no existir en alguna de
estas.

En cuanto al horizonte de eventos, en la seccion 2.4.2 se describié como encontrarlo,
sin embargo, aqui se seguird un enfoque diferente. Se calcularan varias geodésicas nulas
partiendo de diferentes posiciones, algunas de estas escaparan al infinito, otras viajaran
hacia el interior del agujero negro, aquella linea que se genere como separacién entre
estas geodésicas sera el horizonte de eventos. Para lograr esto se usa el elemento de
linea para una geodésica radial (6.2), que se puede expresar como:

dr\ dr
2 T 2 T 0T —
/y’/"/' (dt) ’YT’T’/B dt ( a ’YT’T’/B /8 ) 07

y resolviendo para dr/dt se obtiene que:

dr o
— = 3"+ . .
7 8 — (6.5)

Esta serd la ecuacion que permitira calcular las geodésicas nulas que parten de distintas
superficies de radio r, con las cuales se localizara el horizonte de eventos.
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Hidrodinamica

Con excepcion de la ecuacién trascendental para la presion, que serd diferente para
este caso, todo el desarrollo del capitulo anterior para la hidrodinamica sera igual, en
esencia se deben solucionar nuevamente las ecuaciones de Euler relativistas para el caso
de un flujo esférico (3.21). Es importante recordar que existen términos geométricos
en estas ecuaciones, tanto en los flujos como en las fuentes, estos se ven afectados por
la evolucion del espacio-tiempo y por lo tanto necesario calcularlos de nuevo en cada
iteracion.

Condiciones numéricas

Dadas las diferencias con el proceso del capitulo anterior, serd necesario introducir
algunos cambios para lograr llevar a cabo la evolucion del espacio-tiempo a la par que
la del fluido. Estos cambios se presentan en las condiciones iniciales y en las condiciones
de frontera. Para la evolucién del espacio-tiempo se usard el método de lineas, mientras
que para la del fluido, el método volimenes finitos es el indicado, al igual que en el
capitulo pasado. Esta diferencia entre los métodos es importante ya que el método de
lineas se centra en los puntos (¢;,t"), en cambio el método de volimenes finitos considera
este punto como le vértice entre las celdas (r;_y /2, t"V2) y (rip1/0, t"1/2).

Existe una consideracion importante que debe hacerse para las ecuaciones de evolucion
para el espacio-tiempo. En estas ecuaciones aparecen términos del tipo 570, V, donde
la derivada 0,V se calcula por medio de la tercera formula en (4.3) que usa puntos
a la derecha (r;y1,t"!) e izquierda (r;_1,t""') del punto donde se quiere obtener su
valor, digase (r;,t"™), sin embargo, si 5" es muy grande y positivo se podria tener que los
puntos (r;_1,t"" 1) y (r;, ") estén casualmente desconectados, caso contrario, si 3" tiene
un valor muy grande y negativo se tendré que los puntos (rjy1,t"" 1) y (74, ") pueden
estar desconectados. Para resolver esto basta con usar expresiones para la derivada que
solo usen puntos a la derecha o a la izquierda del punto (r;,t"), segin sea el valor de
[£". Estas diferentes expresiones para la derivada son:

aV _3‘/;71, + 4‘/[; o ‘/;n ) i
BT% ( ): 2A;1 +2B |(gci,1m)7 BT >0,
x;,t"
av "CL‘rl - Vﬁl
T_ fr—y =l =l oor e ) - _ O,
ﬁ O (x4,t™) 2Ax 5 ’( it") ﬁ
oV 3V — 4V 4+ V),
r_ — 1 (] 2 I 2 ), T < 0
6 Ox (mi,t™) 2Ax 6 |( ™) /B
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Dominio numeérico

La evolucion sera llevada a cabo nuevamente en un espacio-tiempo descrito con una
dimensién espacial y la temporal. El dominio numérico espacial serd r € [Fmin, "maz, |
con Tmin = 1V Tmaee = 51, se tomarda N, = 2000, lo que significa que la resolucion
espacial base serd A = 0.025; el factor de Courant serd C'F'L = 0.25, por lo que la
resolucién temporal es At = 0.00625. La evolucién se llevard a cabo hasta ¢ty = 300.

Condiciones iniciales

Para que la solucién sea consistente con las ecuaciones de campo de Einstein (2.1) se
debe tener condiciones iniciales para .., Vo9, K, v Kgg que satisfagan las constricciones
H y M" para una distribuciéon de materia dada por las variables pg, v", p y e al tiempo
inicial. El anterior es un sistema de 2 ecuaciones para 4 incognitas, lo que significa que
es un sistema indeterminado. Para solucionar este problema se suponen las soluciones
para 2 de las variables y en base a estas se buscan las soluciones para las dos restantes.
Para este caso se escogen 7, y K,, para el caso de Eddington-Finkelstein, esto es:

Yoo = 7”2>
2M 1+ (6.6)

7"_2./1+w'

Suponiendo que ygg v Ko solo dependen de r y tomando en cuenta lo anterior, se tiene
que las constricciones H y M” se convierten en:

Krr:_

o K2 K, Ky
Vo =(1 = 7TT)L - %737« - 29—+ 87TT77%TPADM7
T T r
(6.7)
y r K@g 2 r
K99 :—Km« + T — 471'7" ’}/TTS .

rr

Para resolver estas ecuaciones se usa un integrador Runge-Kutta de orden 4, donde
se usan los valores de v, y Kyy para Eddington-Finkelstein evaluadas en r,,;,, como
condiciones iniciales.

En este caso no se toma un valor constante a lo largo de todo el dominio espacial para
las pg y v", en cambio se tendrd un cascarén de perfil Gaussiano:
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po :Ae_(r_ro)2/02’
o — vo sl pg > 1078, (6.8)
"1 0 siopy <1078,

donde se tomarén los valores A = 107%,ry = 20, 0 = 0.5, la atmdsfera serd pqey, = 1078
y se tendran dos casos para la velocidad inicial vg = —0.1 y vy = 0.1. La velocidad
se toma de esa forma dado que no se quiere que la atmosfera sea acretada al tiempo
inicial. En cuanto a las variables e y p, dado que se vuelve a usar la ecuacién de estado
p = poe(I’ — 1), solo es necesario elegir unas de las dos, para lo cual se toma:

e = ey, (6.9)

el valor elegido es ey = 0.01 y para el indice adiabatico se tiene I' = 4/3 ya que se
considera un gas relativista. Las variables h, W pueden ser calculadas una vez que se
tienen estos valores definidos.

Condiciones de frontera

Nuevamente es necesario aplicar diferentes condiciones de frontera en 7, V Tmaz-

= Frontera interior
Al igual que en el caso de la acrecién de Bondi y Michel, la informacién solo
puede viajar hacia el interior del agujero negro sin tener oportunidad de escapar,
por lo que se usara nuevamente la formula de interpolaciéon de Lagrange con 3
puntos (5.9) tanto para las variables de la materia D, J,., 7 como para las variables
geométricas Yor, Voo, Krr, Kog.

= Frontera exterior
En este caso se tendran diferentes condiciones para la materia y la geometria.

e La materia tendrd la misma condiciéon que en el capitulo anterior, el lado
derecho de las ecuaciones (3.21) para D, J,, T se iguala a 0 para mantener
constantes estas variables.

e En cuanto a las variables geométricas, se considerara que lejos del horizon-
te del agujero negro donde existe un campo gravitacional fuerte, estas se
comportan como ondas que se mueven a la velocidad de la luz, las cuales
viajaran hacia afuera del dominio. Para esto primero considérese la funcion
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Y = 1(r,t), donde esta obedece la ecuaciéon de onda, por lo que se tiene
[y = 0. En base a que se estd considerando una region lejana a la zona
con un campo gravitacional fuerte, es posible tomar el operador DAlember-
tiano para el espacio-tiempo de Minkowski; expresando este en coordenadas
esféricas y factorizando se tiene:

o P aQw_g(a%ga@b),

il 2v72 G - -7
o2 VY ot? or?2  ror
0 0 1 0 o 1

= [a”— (E*?)] [a—(f— (5*2)}@”:0'

Cada uno de estos factores describen el modo moviéndose en una direccién
diferente: el primero corresponde al modo viajando en direccién al origen
de coordenadas y el segundo al modo alejandose del origen de coordenadas.
Dado que se quiere que el modo viaje hacia fuera de la frontera exterior, el
primer factor se debe anular, lo que lleva a la condicién:

[% toe <§ + %)} Y =0. (6.10)

El término c_ surge de resolver (dr/dt) para el elemento de linea (6.2), que
representa una geodésica radial nula, trayectorias que sigue la luz; esto ya se
hizo anteriormente y reescribiendo el resultado (6.5) para este caso se tiene:

dr «Q
e _ — —Tj:
== (@)~ (= 5)

siendo ¢4 la velocidad de la luz escrita en coordenadas del espacio-tiempo
en r = 'maz-

De la ecuacién (6.12) se obtiene la condicién de frontera. Por tdltimo, siguien-
do [Thornburg 1999] se considera que la diferencia entre ~,.., vog, K, Koo y
un espacio-tiempo de fondo seran ondas que definiran la evolucién de estas
variables, lo que tomando en cuenta la ecuacién (6.10) se escribe como:

o o 1\ -
N (21} (6.12)

(6.11)

Tmax

siendo v las variables ..., Vo9, Kyr, Koo v 1; = 1 — 1y, donde a su vez Yy,
representa las variables 7., Vo0, K, Kgg del espacio-tiempo de fondo, el cual
se tomard como el de Eddington-Finkelstein dado su parecido con el espacio-
tiempo que se tiene en la evolucion.
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SECCION 6.2

Resultados de la evolucion

En las Figuras 6.1, 6.2, 6.3, 6.4, 6.6, 6.5, 6.7 y 6.8 se presentan los resultados numéricos
obtenidos para la densidad pg, la componente ,, de la 3-métrica ~;;, las componentes
K., Kg9 de la curvatura extrinseca Kj;, el horizonte aparente rg4, el error para la
restriccion Hamiltoniana, el factor de autoconvergencia para el horizonte aparente y el
horizonte de eventos; todo esto para el caso de vg = —0.1 y el de vy = 0.1 Se considera
un hoyo negro de masa M = XM, por lo cual se usa la Tabla 8.2 de factores de
conversién de unidades geométricas a unidades fisicas:

Variable SI Unidades UG — SI
geométricas (UG)

Masa kg XM, (1.98 x 10%)x
Tiempo s XM, (4.916 x 1076)
Longitud m X Mg 1474.954%
Energia J X Mg, (1.79 x 10" x
Densidad Kg/m? 1/(XMy)? (6.198 x 102°)x—2
Presién Pa 1/(XMg)? (5.578 x 1037) X2
Velocidad m/s 1 c

Cuadro 6.1: Factores de conversién de unidades geométricas al SI en base a las masas
solares X' M.

En la Figura 6.1 se presenta el resultado de la evolucién para la densidad py en dife-
rentes tiempos para vy = —0.1 (superior) y vy = 0.1 (inferior). El perfil inicial de la
densidad py para ambos casos es una funcién Gaussiana con su maximo en r = 20, por
lo que se tiene un cascarén de alta densidad. Conforme pasa el tiempo el perfil de alta
densidad para vy = —0.1 se rarifica al moverse hacia el hoyo negro debido a la velocidad
inicial negativa y la gravedad del mismo, siendo absorbido hasta que se alcanza el flujo
estacionario en t & 425, el cual es generado por la acrecién parasita de la atmosfera. En
comparacion, se tiene el caso para vy = 0.1, donde una parte del perfil de alta densidad
se aleja del hoyo negro debido a la velocidad positiva, mientras que otra se mueve hacia
el debido a la intensa fuerza de gravedad del mismo; a la par de este proceso el hoyo
negro absorbe el material, rarificando cada vez mas el gas, hasta que para t =~ 537 se
alcanza un flujo estacionario de la densidad atmédsfera. Para ambos casos el perfil del
flujo estacionario al que se llega es el mismo, por lo que se concluye que se tiene un
perfil atractor.

Para la componente 7, se presentan los resultados en la Figura 6.2. Esta variable pre-
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senta una ligera curvatura en el perfil inicial en la posiciéon r = 20, justo en la zona de
alta densidad, la cual se propaga en direccién del agujero negro a la par con el perfil de
densidad inicial para ambos casos vg = —0.1 (superior) y vy = 0.1 (inferior). Al igual
que po, Y alcanza un perfil estacionario que es igual para los dos casos de vy, siendo
este alcanzado primero por la evolucién para vy = —0.1.

En la Figura 6.3 se tienen los resultados para la componente K,. de la curvatura
extrinseca, la cual no presentan perturbacién alguna en r = 20 para vy = —0.1 (su-
perior) y vg = 0.1 (inferior), pero igual se presenta un perfil atractor que se alcanza
con el tiempo donde la evolucién se vuelve estacionaria, el cual es igual para ambos
casos de vy, pero siendo alcanzado primero alcanzado por el caso de vg = —0.1. Para la
componente Ky de la curvatura extrinseca, los resultados se encuentran en la Figura
6.4. Se tiene que el perfil inicial para esta variable entre r = 0 y r =~ 19 es igual para
vg = —0.1 y vg = 0.1, sin embargo, en r =~ 19 los perfiles de ambos casos se bifurcan,
teniendo que el correspondiente a vy = —0.1 se mueve hacia una regién superior que
aquel para vy = 0.1. Esto tiene un impacto directo en el perfil atractor que es alcan-
zado en el tiempo, pues aunque de forma similar, aquel para vg = —0.1 tendra valores
ligeramente superiores que el de vy = 0.1.

Dado que la constriccion Hamiltoniana se satisface en el continuo, es decir H = 0, lo
que se mide es la violacién de la constriccién como funcién del tiempo. Esto se presenta
para vy = —0.1 (superior) y vy = 0.1 (inferior) en la Figura 6.5 para tres resoluciones
temporales diferentes, Ar = 0.025,0.0125,0.00625. Se observa que la norma Lo de la
violacion de la constriccién para t = 0 es 0 para ambos casos, lo que concuerda con el
hecho de que las condiciones iniciales deben ser consistentes con las ecuaciones de cam-
po de Einstein (2.1). Pocos pasos de tiempo después de ¢ = 0, la norma Ly crece hasta
mantenerse oscilando, donde se tiene que para ambos casos de v, si se multiplica por un
factor de = 4, el error para las resoluciones Ar = 0.025,0.0125 y Ar = 0.0125,0.00225
se iguala, cumpliendo el factor de convergencia (4.15) dados los ordenes de precision de
los diferentes métodos usados. Este comportamiento evidencia la convergencia hacia el
error 0 por medio de la resolucion espacial.

En la Figura 6.6 se tiene la posicion del horizonte aparente como funcuiéon del tiempo
para tres resoluciones espaciales diferentes, Ar = 0.025,0.0125, 0.00625, para los casos
de vg = —0.1 (superior) y vy = 0.1 (inferior). Se observa como el horizonte aparente
crece con el tiempo gracias a la acreciéon de materia. El ritmo de crecimiento varia segun
la resolucién usada; para ambos casos de vy, se tiene que con la resolucion Ar = 0.025 el
horizonte aparente continua creciendo hasta el final de la evoluciéon a un ritmo mayor a
las otras resoluciones, mientras que con Ar = 0.0125 el crecimiento tiene un ritmo bajo
a partir de t =~ 100 para vg = —0.1 y t =~ 250 para vy = 0.1, por su parte el crecimiento
con Ar = 0.00625 es practicamente nulo a partir de los mismos puntos para ambos
casos. De aqui se observa como el horizonte aparente tiene una fuerte dependencia en la
resolucion espacial, presentando un cambio importante entre los resultados obtenidos
con las resoluciones Ar = 0.025 y Ar = 0.0125, en cambio la diferencia entre los resul-
tados de esta ultima resolucion y Ar = 0.00625 no es tan grande en comparacién. Para
analizar la precision del resultado de la posicion del horizonte aparente se usa el factor
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de autoconvergencia (4.16) de la seccién 4.3, cuyos resultados se tienen en la Figura 6.6
para vy = —0.1 (superior) y v = 0.1 (inferior). Para el caso de vy = —0.1 se observan
dos puntos donde existe un pico en el valor del factor de convergencia, estos puntos
corresponden a los momentos en el tiempo donde hay un aumento en el crecimiento
del horizonte aparente. Los valores alrededor de los cuales el factor de convergencia se
estabiliza son entre 3.0 — 3.1 para vy = —0.1 y 3.4 — 3.6 para vy = 0.1, lo que significa
que la precision del método esta entre n = 1 y n = 2, lo cual concuerda con la precision
usada.

En la Figura 6.8 se presenta para vy = —0.1 (superior) y vy = 0.1 (inferior) la posicién
del horizonte de eventos usando un conjunto de geodésicas nulas. Comparando ambos
casos, para vy = —0.1 el crecimiento se presenta primero y por un periodo de tiempo
corto, en cambio, el horizonte de eventos para vy = 0.1 presenta un ritmo de crecimiento
menor pero durante un mayor tiempo. En ambos casos se observa que el horizonte de
eventos esta siempre en un radio mayor que el horizonte aparente, por lo que se tiene
un comportamiento similar entre ambos horizontes para cada caso respectivamente.
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Figura 6.1: Resultado obtenido de la evolucién numérica para la densidad py en dife-
rentes tiempos para la acrecién no lineal. Se presentan los casos vg = —0.1 (superior) y
v = 0.1 (inferior), ambos casos con un perfil Gaussiano inicial de alta densidad situado
en r = 20, unidades geométricas. Los ejes izquierdo e inferior se presentan en unidades
geométricas, mientras que los ejes derecho y superior se muestran en unidades fisicas.
Los factores de conversién estan en funcion del nimero de masas solares X' que se quiera
considerar, i.e. se considera que M = X' M; en la tabla 8.2 se pueden encontrar todos
los factores para este caso. Se resaltan con diferentes colores el valor inicial, el valor
final, y los valores intermedios entre estos dos. Los valores usados para esta grafica son
los obtenidos con las mayor resolucién espacial usada Ar = 0.00625.
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Figura 6.2: Resultado obtenido de la evoluciéon numérica para la componente 7, de
la 3-métrica ;;, esto en diferentes tiempos para la acreciéon no lineal. Se presentan los
casos vg = —0.1 (superior) y vg = 0.1 (inferior). Los ejes izquierdo e inferior se presentan
en unidades geométricas, mientras que el eje superior se muestra en unidades fisicas.
El factor de conversién considera que M = X M,; en la tabla 8.2 se pueden encontrar
todos los factores para este caso. Se resaltan con diferentes colores el valor inicial, el
valor final, y los valores intermedios entre estos dos. Los valores usados para esta grafica
son los obtenidos con las mayor resolucién espacial usada Ar = 0.00625.
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Figura 6.3: Resultado obtenido de la evolucion numérica para la componente K, de
la curvatura extrinseca K;j, esto en diferentes tiempos para la acreciéon no lineal. Se
presentan los casos vy = —0.1 (superior) y vy = 0.1 (inferior). Los ejes izquierdo e
inferior se presentan en unidades geométricas, mientras que el eje superior se muestra
en unidades fisicas. El factor de conversién considera que M = X Mg); en la tabla 8.2
se pueden encontrar todos los factores para este caso. Se resaltan con diferentes colores
el valor inicial, el valor final, y los valores intermedios entre estos dos. Los valores
usados para esta grafica son los obtenidos con las mayor resolucion espacial usada
Ar = 0.00625.
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Figura 6.4: Resultado obtenido de la evolucion numérica para la componente K, de
la curvatura extrinseca K;j, esto en diferentes tiempos para la acreciéon no lineal. Se
presentan los casos vy = —0.1 (superior) y vy = 0.1 (inferior). Los ejes izquierdo e
inferior se presentan en unidades geométricas, mientras que el eje superior se muestra
en unidades fisicas. El factor de conversién considera que M = X Mg); en la tabla 8.2
se pueden encontrar todos los factores para este caso. Se resaltan con diferentes colores
el valor inicial, el valor final, y los valores intermedios entre estos dos. Los valores

usados para esta grafica son los obtenidos con las mayor resolucion espacial usada
Ar = 0.00625.
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Figura 6.5: Resultado obtenido para la norma L, de la violacién de la constriccion
Hamiltoniana como funcién del tiempo. Se presentan los casos vg = —0.1 (superior)
y vg = 0.1 (inferior). Se presenta el tiempo en unidades geométricas, eje inferior y en
unidades fisicas, eje superior. El factor de conversiéon considera que M = X My; en
la tabla 8.2 se pueden encontrar todos los factores para este caso. Se muestran tres
resoluciones diferentes Ar = 0.025,0.0125,0.00625.
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Figura 6.6: Resultados obtenidos para la posicién de horizonte aparente como funcién
del tiempo para el caso de vy = —0.1 (superior) y vg = 0.1 (inferior). Se presenta el
tiempo en unidades geométricas, eje inferior y en unidades fisicas, eje superior. Los ejes
izquierdo e inferior se presentan en unidades geométricas, mientras que los ejes derecho
y superior se muestran en unidades fisicas. Los factores de conversion consideran que
M = XMg; en la tabla 8.2 se pueden encontrar todos los factores para este caso. Se
muestran tres resoluciones diferentes Ar = 0.025,0.0125, 0.00625.
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Figura 6.7: Resultado obtenido para el factor de convergencia como funcién del tiempo.
Se presenta el tiempo en unidades geométricas, eje inferior y en unidades fisicas, eje
superior. El factor de conversién considera que M = X' M; en la tabla 8.2 se pueden

encontrar todos los factores para este caso. Para el calculo del factor se usaron las
resoluciones Ar = 0.025,0.0125,0.00625.
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Figura 6.8: Se muestra para el caso vg = —0.1 (superior) y vy = 0.1 (inferior) el
horizonte aparente (verde) y un conjunto de geodésicas nulas (morado) que parten de
puntos cercanos a v = 2. El rayo que separa las geodésicas que van hacia r = 0 y las
que escapan al infinito es el horizonte de eventos.
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Conclusiones y comentarios finales

Se presentd con detalle la separacién 3+1 del espacio-tiempo, la cual permite distinguir
entre las coordenadas espaciales y el tiempo en las ecuaciones de Einstein, permitiendo
buscar soluciones del espacio-tiempo como un problema de evolucion de condiciones
iniciales. Se llevo a cabo el proceso de obtencion de las ecuaciones ADM en un espacio-
tiempo general y en el caso de uno con simetria esférica descrito en coordenadas esféri-
cas.

Se revis6 qué es un hoyo negro, asi como las coordenadas de Schwarzschild y de
Eddington-Finkelstein para describirlo, ademas se estudiaron las ventajas de usar estas
ultima coordenadas. Se definieron los conceptos de horizonte de eventos y horizonte
aparente, explicando la diferencia entre los mismos y los métodos para obtener cada
uno de ellos en un escenario en que el hoyo negro evoluciona.

Se estudiaron las ecuaciones de Euler para el espacio-tiempo de Minkowski y para el
espacio-tiempo del enfoque 3+1 con simetria esférica descrito en coordenadas esféricas,
ademas se describié por qué estas ecuaciones generan discontinuidades en las variables
de estado.

Se estudiaron los métodos de diferencias finitas y volimenes finitos para resolver las
ecuaciones ADM y las ecuaciones de Euler respectivamente; asimismo, se desarrollé el
material necesario para llevar a cabo el analisis del error y la convergencia de la evolu-
cién numérica efectuada, esto comprende las normas del error Ly, Lo y los factores de
convergencia y autoconvergencia.

Se presento la evolucion de un fluido perfecto alrededor de un hoyo negro de Schwarzs-
child considerando el espacio-tiempo fijo, inicamente llevando a cabo la evolucion del
fluido, para lo cual se construyé un cédigo capaz de llevar a cabo este proceso. Se dividid
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esta evolucién en dos casos tomando el fluido perfecto con y sin presion, los casos de
la acrecién de Bondi y Michel respectivamente, para las cuales se calcul6 la solucion
estacionaria; se presentaron 2 pruebas para cada tipo de acrecion. Para llevar a cabo la
evolucion se fijaron condiciones iniciales y de frontera adecuadas para la las variables
de estado. Se obtuvo para todas las pruebas realizadas que los perfiles de la densidad
de masa en reposo py, la velocidad v" y la presién p convergen con el tiempo a las solu-
ciones estacionarias de Bondi y Michel, por lo que se tiene un comportamiento atractor
de dichas soluciones. Se verificé la validez de los resultados por medio de una prueba de
convergencia, teniendo que esta es consistente con la precision de los métodos usados.
Se llevé a cabo la evolucion del caso no lineal para un hoyo negro de Schwarzschild,
esto es, se resolvieron las ecuaciones de Euler para el fluido perfecto y las ecuaciones
ADM para el espacio-tiempo a la par. Para esto fue necesario ampliar el cédigo usado
en el caso de la acrecién de Bondi y Michel, ademas de imponer condiciones iniciales
y de frontera diferentes, asi como condiciones adicionales sobre las funciones de norma
y las funciones métricas del espacio-tiempo. Se realizaron dos casos diferentes, uno con
velocidad inicial vg en direccién al hoyo negro y otro con velocidad inicial vg en direccion
contraria. Para ambos casos se llegd a obtener que los perfiles para la densidad py, la
componente v, de la 3-métrica y las componentes K., Kgy de la curvatura extrinseca
llegan a un estado estacionario, donde el hoyo negro solo presenta acrecion parasita de
la atmosfera puim, .

Se diagnosticé el crecimiento del horizonte de eventos y del horizonte aparente como
funcién del tiempo debido a la acrecion de materia, siendo menor el ritmo y el cre-
cimiento de ambos horizontes para el caso donde el perfil de densidad se mueve en
direccién contraria al hoyo negro . Se comprobé que el horizonte aparente siempre esta
dentro del horizonte de eventos tal como la teoria dicta. Para el horizonte aparente se
uso6 la prueba de autoconvergencia, obteniendo resultados positivos que comprueban la
validez de los resultados obtenidos; asimismo se comprobé la convergencia de la solucion
por medio de la resolucién espacial con la norma Ly del error para la violacion de la
constriccion Hamiltoniana.
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Apéndice

SECCION 8.1

Unidades geométricas

En las ecuaciones de campo de Einstein (2.1) aparecen las constantes G y ¢, siendo
G =6.674x 107 ]\;;;2 la constante gravitacion universal y ¢ = 3 x 10%*2 la velocidad
de la luz en el vacio, y aunque estas no representan un problema para solucionar las
ecuaciones, es incomodo tener que tener en cuenta estos factores pudiendo conducir
a errores de no ser manejados con cuidado. Para solucionar este ligero inconveniente
se toma G = ¢ = 1, dejando a las ecuaciones de la Relatividad General libres de
unidades y factores, con excepcién de 87. A estas nuevas unidades se les llama Unidades
geométricas. Este cambio conducira a tener todas las unidades fisicas tales como tiempo,
longitud, masa, etc., expresadas en términos de una tunica unidad, la cual se elige
dependiendo del problema estudiado. En este caso se elige como base a la masa M y
se usa el sistema internacional (SI) de unidades para todas las variables. Es de esta
equivalencia que se pueden recuperar los factores de las unidades fisicas para cada una
de las variables una vez que se solucionan las ecuaciones.

Para lograr obtener las diferentes equivalencias entre variables como energia, densidad,
etc., es necesario primero obtener las de la longitud, el tiempo y la masa, pues las
demés unidades estan en términos de estas. Dado que se eligié como base la masa
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M, se tendra que M = M, lo que en unidades del SI es kg = kg. A continuacion se
presenta el proceso de obtencion de las equivalencias, donde las constantes barradas
hacen referencia tnicamente al valor de la constante sin unidades. Las equivalencias
béasicas se obtienen de la condiciéon G = ¢ = 1 como sigue:

m s
c=c—=1 = m=-
s c
_N 2 B 3
G=G-"2 g~
kg? s%kg
= /s\3 1 G s e
zg(_) =——=1 = ==k
¢/ s’kg Skg ° g

Y sustituyendo en la primera expresién encontrada para m se obtiene las conversiones
base:

s = ak:g m = 51{;9 (8.1)

Antes de seguir con otra variable es conveniente obtener la equivalencia para newtons

N:

G 1
1
Ahora la densidad siendo su unidad kg/m?:
~3
1
1Ry ke G L

CEN TV
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Variable SI Unidades UG — SI SI — UG
geométricas
(UG)

Masa kg kg 1 1
Tiempo s kg Gc3 Gt
Longitud m kg Gc™2 G2
Energia J kg c? 2
Densidad Kg/m? 1/kg? G738 G3c°
Presién Pa 1/kg? G738 G378

Velocidad m/s 1 c ¢!

Cuadro 8.1: Equivalencias entre las unidades geométricas y fisicas tomando como base
la masa.

kg G° 1
LA A 8.3
m3 b kg? (8:3)
Se sigue con la presion en Pascales Pa:
G ~3
= 1
1Pa=1p= 2_%F
(Ghg) g
G® 1
Para finalizar la velocidad se puede obtener facilmente de ¢ = 1:
_m m 1
c=c—=1 = —== (8.5)
s s cC

De esta manera se tienen los factores suficientes para la conversiéon de unidades en
el SI a unidades geométricas, y de estos mismos es posible obtener los factores para
la conversion opuesta. En la tabla 8.1 se presentan de manera sintetizada las factores
para la conversiéon de ambos sistemas de unidades para el caso de M = 1kg. Aunque
estos factores son tutiles no son muy practicos, ya que objetos como agujeros negros
son cuerpos de varias masas solares Mg, por lo que este seria un factor mas cémodo
M = XM, siendo X el nimero de masas solares. Para obtener estos nuevos factores
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Variable SI Unidades UG — SI
geométricas (UG)

Masa kg XM, (1.98 x 10°) X
Tiempo s X Mg (4.916 x 107%)x
Longitud m XM, 1474.954X
Energia J XM, (1.79 x 104 X
Densidad Kg/m? 1/(XM)? (6.198 x 102%)x—2
Presion Pa 1/(XM)? (5.578 x 103T) X2
Velocidad m/s 1 c

Cuadro 8.2: Factores de conversién de unidades geométricas al SI en base a las masas

solares X' M.

basta con multiplicar por el valor de M, o dividir segin sea el caso, los factores
anteriores. Los nuevas equivalencias se presentan en la tabla 8.2, la cual no contiene los
factores para convertir del SI hacia unidades geométricas, ya que en la tabla anterior

se aprecia de manera muy clara como los factores son reciprocos.
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