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RESUMEN

La plasménica es un area de investigaciéon de gran desarrollo que se ocupa prin-
cipalmente del estudio de los procesos de interaccién de la luz y de los electrones de
conduccién en interfaces metal-dieléctrico. Esta manipulacién de la luz estd basada
en las propiedades de los plasmones de superficie que son oscilaciones colectivas del
gas de electrones en un metal. De esta manera, al acoplarse las ondas de luz con las
oscilaciones electrénicas forman una nueva cuasiparticula llamada plasmén polaritén
de superficie (SPP) que se propaga a través de la superficie de la estructura. En este
trabajo se ha realizado un estudio tedrico numérico de la propagacion de la luz en
diferentes sistemas de multicapas construidos con dieléctricos y metales. En particular,
en el calculo numérico de las resonancias del plasmén superficial (SPRs) mediante la
configuracion de Kretschmann. Para abordar el problema de interés, desarrollamos e
implementamos dos técnicas numéricas. La primera se conoce como el método de la
ecuacion integral, en el que se puede considerar un modelo mas realista. El segundo
método es el de la matriz de transferencia, el cual considera interfaces infinitas plano
paralelas siendo utilizado como método de referencia y comparacion con los resultados
obtenidos con el método integral dando una buena correspondencia entre ambos. Los
resultados mostraron la excitaciéon del SPP y que el comportamiento del angulo de la
SPR asi como la discretizacién son muy importantes; ya que la ubicacién de la SPR
tiende a aparecer en un intervalo angular de 5 grados para longitudes de onda cortas
hasta llegar a un intervalo menor a un grado para longitudes de onda largas. Una
interesante aplicacién de la técnica de la resonancia de los plasmones superficiales es
en el campo de la biomedicina; por ejemplo, en el sensado de la temperatura de capas
liquidas y concentraciones de glucosa. También los sistemas de capas dieléctricas tienen
una gran variedad de aplicaciones en el area de interferometria, espectrometria, video,
etc.

Palabras clave: Resonancia del plasmén superficial, Método de la Ecuacién Inte-
gral, Peliculas delgadas, Método de la Mariz de Transferencia, Kretschmann.



ABSTRACT

Plasmonics is a highly developed research area that is mainly concerned with the
study of the interaction processes of light and conduction electrons at metal-dielectric
interfaces. This manipulation of light is based on the properties of surface plasmons
which are collective oscillations of the electron gas in a metal. Thus, when light waves
are coupled with electronic oscillations, they form a new quasiparticle called the surface
plasmon polariton (SPP) that propagates through the surface of the structure. In this
work, a numerical theoretical study of the propagation of light in different multilayer
systems built with dielectrics and metals has been carried out. In particular, in the
numerical calculation of surface plasmon resonances (SPRs) using the Kretschmann
configuration. To study the problem of interest, we develop and implement two nu-
merical techniques. The first is known as the integral equation method, in which a
more realistic model can be considered. The second method is that of the transfer ma-
trix which considers infinite parallel plane interfaces being used as a reference method
and comparison with the results obtained with the integral method, giving a good cor-
respondence between both. The results showed the excitation of the SPP and that
the behavior of the angle of the SPR as well as the discretization are very important;
since the location of the SPR tends to appear in an angular interval of 5 degrees for
short wavelengths until reaching a less than one degree interval for long wavelengths.
An interesting application of the surface plasmon resonance technique is in the field
of biomedicine; for example, in sensing the temperature of liquid layers and glucose
concentrations. Dielectric layer systems also have a great variety of applications in the
area of interferometry, spectrometry, video, etc.

Keywords: Surface Plasmon Resonance, Integral Equation Method, Thin films,
Transfer Matrix Method, Kretschmann.
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Capitulo I

INTRODUCCION

Dadas las propiedades 6pticas de los materiales expresadas mediante la funcién dieléctrica
y la conductividad en las ecuaciones de Maxwell de la interaccién de la luz (ondas elec-
tromagnéticas) con la materia, la respuesta 6ptica de un sistema compuesto de difer-
entes materiales y una geometria dada en el espacio, se puede determinar mediante las
cantidades observables definidas por la reflexion, la transmisién y la absorcion. Partic-
ularmente, cuando se da esta interaccién con los metales existen efectos que involucran
un campo de estudio de la fisica conocido como plasmonica. Este campo se encarga de
estudiar las oscilaciones del plasma como resultado del acoplamiento de la luz con los
electrones de un metal, particularmente aquellos localizados en la superficie del mismo.

Los metales ademas de reflejar la luz, tienen una propiedad 6ptica peculiar que bajo
ciertas condiciones la luz puede excitar grupos de cargas eléctricas que se comportan
como particulas llamadas plasmones de superficie (SPs!). Estas oscilaciones colectivas
estan altamente confinadas a la superficie. Esta es una propiedad interesante, ya que
regularmente la luz viaja por el espacio y no se le confina con facilidad.

Los plasmones de superficie son modos electromagnéticos que se pueden determinar

'Por sus siglas en inglés, Surface Plasmons.



mediante las ecuaciones de Maxwell. También se pueden determinar soluciones de la
ecuacion de Laplace para un potencial escalar que se propagan de una manera ondu-
latoria a lo largo de una interfaz dieléctrica-metal plana, y cuya amplitud disminuyen
exponencialmente con la distancia en la direccién normal a la interfaz en cada medio
(Maradudin et al., 2005). Los plasmones de superficie son basicamente cuantos de os-
cilaciones de plasma en una superficie metalica. Cuando un plasmén de superficie se
acopla con un fotén, se forma una cuasiparticula llamada plasmoén polaritén de super-
ficie (SPP?) y se produce la resonancia de plasmones superficiales (SPR?) (Bera and
Ray, 2009).

Una fraccion de la energia de luz incidente en un estrecho intervalo angular definido
puede interactuar con los electrones de la pelicula metélica (plasmén), dicha interaccién
reduce la intensidad de la luz reflejada. El angulo de incidencia apropiado en el cual
esto ocurre depende de varios factores. Los factores que influyen en el angulo al cual
aparece el plasmén son: el grosor de la capa metdlica en si y el indice de refraccién
del material en contacto con su superficie contigua. Dado que la posiciéon angular del
plasmén es altamente sensible a cambios en el indice de refraccién del medio de contacto
en la superficie donde éste se excita, se utiliza como sensor de reacciones quimicas
(Ramirez, 2005). Actualmente esta técnica de sensado es una aplicaciéon importante de
los plasmones de superficie.

Los efectos debidos a la presencia de plasmones de superficie han sido observados
desde tiempos muy remotos desde la edad de bronce (siglo XII A.C.) con la fabricacién
de vidrios con coloracién azulada debido al contenido de nanoparticulas de cobre. En
1908, Gustav Mie desarroll6 su teoria de esparcimiento de la luz en particulas esféricas

(Mie, 1908). Después de 1908, los estudios con respecto al plasmén superficial quedaron

2Por sus siglas en inglés, Surface Plasmon Polariton.

3Por sus siglas en inglés, Surface Plasmon Resonance.



detenidos por casi 50 anos hasta que David Pines en 1956, describié tedricamente las
caracteristicas de la pérdida de energia que experimentaban los electrones libres en una
superficie metalica y él atribuye estas pérdidas a oscilaciones colectivas de electrones
libres en el metal. Pines llama a estas oscilaciones: plasmones (Pines, 1956). Esta es
la primera vez que se utiliza el nombre de plasmones para describir este tipo de campo
eléctrico propagandose sobre una superficie. Ese mismo ano Robert Fano introduce el
término de polaritén para oscilaciones acopladas vinculadas a electrones (Fano, 1956).
El SPP se basa en procesos de interaccién entre la radiacion electromagnética y los elec-
trones de conduccién en interfaces metalicas o en pequenas nanoestructuras metalicas,
permitiendo aplicaciones de la éptica en dimensiones sub-longitud de onda. Un ano
después Rufus Ritchie junto a otros describen el comportamiento anémalo en rejillas
en términos de plasmones superficiales excitados (Ritchie, 1957).

En 1968 Andreas Otto, Erich Kretschmann y Heinz Raether presentan métodos
para la excitacién éptica de plasmones superficiales, experimentalmente (Otto, 1968;
Kretschmann and Reather, 1968). Con la configuracién de Kretschmann se le han dado
varias aplicaciones a las SPRs; como ejemplo, los sensores moleculares que debido al
alto confinamiento en la superficie del metal los SPs estos modos EM se muestran muy
sensibles a la presencia de moléculas adsorbidas en la superficie (ver Fig. 1) (Vidal and
Moreno, 2008). Estos sensores tienen como objetivo detectar la presencia de moléculas
en una region de unos pocos nanémetros en la direccion normal a la superficie y sus
propiedades. La configuracién de Kretschmann como se muestra en la Fig. 1, se
compone de un sustrato (medio incidente) sobre el cual se deposita la pelicula metélica
que tiene como medio de transmision el aire o alguna substancia dieléctrica.

Las peliculas delgadas metdlicas tienen una gran cantidad de aplicaciones aparte de

las SPRs. Se utilizaron inicialmente con fines decorativos. En el siglo XVII, los artistas
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Figura 1. Esquema simplificado del funcionamiento de un dispositivo de resonancia de
plasmones superficiales (detector de moléculas) Tomada de la Ref. [Vidal and Moreno
(2008)].

aprendieron a pintar un patrén en un objeto cerdmico con una disolucion de una sal
de plata. Primero se calentaba el objeto para causar la descomposicion de la sal y asi
depositar una pelicula delgada de plata (Brown et al., 2004). El campo de estudio de
las peliculas delgadas se considera hoy una ciencia debido a muchos de los adelantos
en el desarrollo de instrumentacion. Estas peliculas se pueden componer de diferentes
materiales, que dependiendo de su aplicacion las capas delgadas requieren tener ciertas
propiedades fisicas y quimicas. Las peliculas delgadas se usan en microelectrénica como
conductores, resistores, condensadores. También se usan como recubrimientos 6pticos
en lentes para modificar la cantidad de luz reflejada en sus superficies. Se depositan
por diversas técnicas, que incluyen depdsito al vacio, depdsito iénico como Sputtering
y depésito de vapor quimico (Behrisch, 1981; Dobkin and Zuraw, 2003).

Los problemas fisicos previamente mencionados también han sido estudiados por

técnicas numéricas. Por ejemplo, el estudio de la propagacién de la luz se basa en



métodos numéricos, como el Método de la Ecuacién Integral (IEM?) (Mendoza et al.,
2006) que estamos considerando en este trabajo, presenta algunas ventajas en com-
paracion con otros métodos, ya que tiene la capacidad de estudiar diferentes aspectos
de estos sistemas que tienen geometrias complicadas. Como veremos, el formalismo
propuesto ha sido considerado como una alternativa a los métodos existentes en el sen-
tido de que da buenos resultados. Ademas para tener un punto de comparaciéon con los
resultados obtenidos también se tomara en cuenta una técnica analitica muy usada que

se le conoce como el Método de la Matriz de Transferencia (TMM?®).

I.1. Estructura de la tesis

La estructura de la tesis esta organizada de la siguiente manera:

En el capitulo II se habla de algunos fundamentos tedricos de las ondas EM descritas
en base a las ecuaciones de Maxwell. Tenemos la teoria de la propagacién de la luz en
materiales conductores y como complemento a esto consideramos el modelo de Lorentz-
Drude, el cual nos ayuda a entender el comportamiento de la luz en medios metélicos.
Se desarrollaron brevemente las condiciones de frontera entre dos medios, asi como
también, los coeficientes de Fresnel, con los cuales nos es posible calcular la reflectancia
y transmitancia en los medios de incidencia y de transmision, respectivamente. Ademas,
se da una explicacion general del TMM con el cual podemos obtener analiticamente la
respuesta Optica de sistemas cuya estructura es disenada para observar la presencia de
plasmones de superficie. Por 1ltimo, desarrollamos la teoria para determinar la relacion
de dispersion de los plasmones de superficie.

En el capitulo I se describe de manera detallada el Método de la Ecuacion Integral,

4Por sus siglas en inglés, Integral Equation Method.

5Por sus siglas en inglés, Transfer Matrix Method.



asi como las ecuaciones necesarias para su generalizacion para sistemas de j- peliculas
delgadas, que se puede aplicar tanto a los recubrimientos de multiples capas y filtros
dieléctricos; asi como también a los plasmones superficiales. Para entender el compor-
tamiento de estos sistemas calcularemos la reflectancia y transmitancia dadas por los
campos esparcidos. Por ultimo, se comparan los resultados del IEM con sistemas de
multicapas con peliculas dieléctricas y metalicas con aquellos obtenidos por TMM.

En el capitulo IV se muestran los resultados obtenidos primeramente para diferentes
tipos de sistemas de peliculas delgadas dieléctricas a partir del TMM y el IEM para am-
bas polarizaciones s y p. Por tltimo, se analizard la respuesta 6ptica de la configuracion
de Kretschmann para diferentes tipos de metales, en los cuales se encuentra el angulo
de las SPRs. Asi como dos casos generales en los cuales se consideraran variaciones con
el espesor de las peliculas metéalicas y la longitud de onda incidente.

Finalmente, en el capitulo V se presentan las conclusiones principales de este tra-

bajo.



Capitulo II

FUNDAMENTOS TEORICOS

En este capitulo se presentan algunos fundamentos tedricos de las ondas EM de-
scritas con las ecuaciones de Maxwell, con las cuales podemos encontrar la ecuacion
de Helmholtz aplicada a los campos eléctrico y magnético. La funcién dieléctrica de-
termina como se propaga la luz en un metal, la cual basicamente penetra una pequena
distancia caracteristica llamada profundidad de piel del material y decae con una en-
volvente exponencial convirtiendo parte de la energia de la onda electromagnética en
calor. Ademas, para comprender las propiedades de los metales revisaremos el modelo
de Lorentz-Drude con el que es posible derivar la funcion dieléctrica que determina su
comportamiento como funcién de la frecuencia de la luz incidente. Por otro lado, se
estudian las condiciones de frontera, asi como también, los coeficientes de Fresnel, con
los cuales es posible calcular la reflectancia y transmitancia. FEn base a esto desar-
rollamos el TMM con el cual se puede estudiar la propagacién de la luz en sistemas
estratificados. Y por ultimo los efectos al iluminar una pelicula metalica mediante una

onda evanescente para poder excitar los plasmones superficiales.



I1.1. Ecuaciones de Maxwell

La existencia de las ondas electromagnéticas (EM) y su interaccién con sistemas com-
puestos de diferentes materiales se puede derivar de la teoria electromagnética, la cual es
formulada por cuatro ecuaciones que representan los fenémenos eléctricos y magnéticos
que fueron descubiertos por Coulomb, Faraday y Ampere, y complementados y formu-

lados como una teoria por Maxwell:

V-D = p, (1)
vV-B = 0, (2)
OH
E = —nu—
0D
H = - 4
V x J+ 5 (4)

En estas ecuaciones E representa el vector eléctrico, H el vector magnético, B la in-
duccion magnética, y D el desplazamiento eléctrico. Las propiedades magnéticas de
los materiales y el vacio se dan a través de la permeabilidad magnética p que puede
considerarse constante a frecuencias 6pticas, por lo que podemos denotar de manera
equivalente p = . En particular p representa la distribucion de carga en un espacio
3D, y J una densidad de corriente que puede ser funcion del espacio también, aunque
no se indica explicitamente. A pesar de que no hay cargas o corrientes presentes p = 0,
J =0, los campos EM se pueden generar mediante campos variables en el tiempo o se
pueden sostener como ondas EM en el vacio y materiales.

Cuando consideramos materiales lineales, las ecuaciones constitutivas relacionan los

campos a través de las propiedades de los materiales,
D = cE, (5)
B = uH, (6)

J = 0oE, (7)



donde ¢ es la permitividad eléctrica y que en el vacio también se llama constante
dieléctrica denotada por eg. Pero para los materiales se denomina funcién dieléctrica
debido a su dependencia con la frecuencia y posicion.

Cabe mencionar que a pesar de que ¢ se considera generalmente como una funciéon
real para los dieléctricos, puede tener una pequena parte imaginaria cuando nos acer-
camos a una region de resonancia. Por otro lado, para considerar explicitamente las
propiedades de un metal a través de la conductividad o, es posible tener en cuenta
este parametro a través de una parte imaginaria en la funcién dieléctrica para tener en
cuenta la conductividad.

Asumiendo que p = 0y J = 0, si aplicamos el rotacional a la Ec. (3) con la identidad
vectorial V x V x E = V(V -E) — V?E, y utilizando las Ecs. (1), (4) y (5), obtenemos

la ecuacién de onda para el campo eléctrico,
V?E — pe—— =0, (8)

siendo pe = 1/v?, con v la velocidad de la luz dentro del medio. De manera similar

obtenemos la ecuacion del campo magnético,

2

ot?

V2H — pe = 0. (9)

—iwt

Tomando en cuenta una dependencia armoénica del tiempo e para los campos elec-

tromagnéticos,
E(rt) = E(r)e ™, (10)
H(r,t) = H(r)e ™, (11)
entonces las ecuaciones de onda (Ecs. (8) y (9)) adquieren la forma:

V?E(r) + K*E(r) = 0, (12)

V?H(r) + K*H(r) = 0, (13)
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siendo las ecuaciones de Helmholtz, donde la magnitud del vector de propagacién de la

onda k es

k:

w w
—_— _n7
v C

donde n = c/v es el indice de refraccién del medio. Esta relacién entre w y k constituye
una relacion de dispersion para un medio homogéneo.
Se puede demostrar aplicando la técnica de separacion variable que la solucién de

onda plana a la ecuaciéon de Helmholtz sera:

E(r) = Ege™*7, (14)

H(r) = Hye*, (15)

donde Eq y Hjy son vectores constantes, y r es el vector de posicién. De esta manera,

la solucion espacio-temporal de la onda plana se puede expresar como:

E(r) = Eye'kr—t), (16)

H(r) = Hye'kr=eh, (17)
Asi, para campos armonicos las ecuaciones de Ampere y Faraday se escriben como:

VXxE = wpH, (18)

VxH = —iweE. (19)

I1.2. Propagacion de una onda EM en materiales

conductores

Para desarrollar la teoria de la propagacién de una onda EM en un material conductor,

es necesario considerar el caso en el que J # 0 en las ecuaciones de Maxwell; es decir, que
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existe una densidad de corriente. De esta manera, si utilizamos el modelo de Lorentz
para considerar este efecto, necesitamos resolver la ecuacién de movimiento del electréon
libre sujeto a un campo oscilante armonico. La ecuacion de movimiento del electron en

términos de su velocidad v es:
m— +m— = eE, (20)

donde 7 es el tiempo libre medio entre colisiones, las que representan un amortiguamiento.
La corriente que fluird debido a la perturbacion del campo es J = Nev y la ecuacion
de movimiento para la corriente es entonces

d 1 Ne2E
J 1y NeR (21)

_+_
dt T m

donde ahora la constante 7 representa al tiempo de relajacién de la corriente. Si apli-
camos un campo impulsivo (E(t) = E,6(t)), la solucién a la Ec. (21) serd una expo-
nencial decreciente con 7 la constante de decaimiento.

Para un campo estdtico, la solucién a la Ec. (21) es simplemente J =Ne*7/mE, lo
que podemos escribir como la Ec. (7) con o=Ne?*7/m la conductividad estdtica. En el
caso dindmico, con un campo oscilando a frecuencia w, E = Eqe~™! la solucién sera

g

J E. (22)

T 1-—iwr
Ahora, usando la Ec. (22) en la Ec. (21) se llega a la siguiente ecuacién de onda,

1 9*E? foo  OE

V’E = .
c? Ot? + 1 —wt Ot

(23)

Proponiendo una solucién a esta ecuacién de la forma E(r,t) = Eqe’f*7%")  se tiene la

siguiente condicién:

S L

= (24)

1 —iwr’
Esta es la relacion de dispersion para el conductor real. Para examinar sus consecuen-

cias, hagamos una simplificacién considerando wr ~ 0. Puesto que 7 ~ 1073 s para
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muchos metales, ésta es una buena aproximacién para frecuencias de hasta 102 Hz.
Con esto,
2 2, - 2 io
K* ~ k" +ipgow = k (1+—>, (25)
WEeo

donde hicimos k = w/c. Lo que nos lleva a que

K~k (1+£),
Wep

sz(lﬂ),/Q; . (26)

Para ver como influye esta relacion de dispersiéon en la propagacion de una onda en un

y sl wey << o0, tenemos que

metal, sustituyamos esta expresion aproximada para K en la solucién a la ecuacién de

onda,

E— E()B_I“ /2550zei(k 2550 z—wt), (27)
que se puede reescribir como
E= Eoefz/ﬁei(z/(sfwt), (28)

la cual es una onda evanescente.

La exponencial real representa una atenuacion de la onda al propagarse en el medio
conductor. Por lo que la distancia de penetracién de la onda (skin depth) esta definida
como

5 — 2w€0

o

y es en general extremadamente pequeiia del orden de 10~7 m, para un amplio intervalo

de longitudes de onda.

11.2.1. Modelo de Lorentz-Drude

Para estudiar las propiedades opticas de los metales se requiere un modelo de plasma,

o gas de electrones libres de densidad numérica N que se mueve contra un fondo fijo
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de ntcleos de iones positivos. Esta técnica se le conoce como modelo de Drude (Drude,
1900). En 1900, Paul Drude propuso un modelo para la conduccién eléctrica, como el
resultado de aplicar la teoria cinética de electrones en un sélido; ya que en los metales
los electrones no estdn unidos a los nicleos. Entonces este modelo considera a los
electrones de conduccién de un metal como un gas homogéneo de electrones inmerso en
un potencial positivo uniforme impuesto por los iones inmoviles de la red cristalina.

Lo interesante es que este modelo aparentemente simple permite predecir de manera
bastante aceptable la conductividad eléctrica y térmica de los metales en cierto rango
de longitudes de onda. Este modelo no da buenos resultados en el infrarrojo y el
visible, por lo que posteriormente Lorentz realizé una modificacién en lo que se conoce
como el modelo de Loretz-Drude. En este modelo es necesario considerar que el medio
esta constituido por atomos cuyos electrones estan ligados arménicamente a los nicleos
y cuyo movimiento es forzado por el campo eléctrico de la onda. Como veremos el
modelo de Drude es un caso simple del modelo de Lorentz-Drude; es decir, el modelo
de Lorentz-Drude lo que hace es tomar en cuenta mas detalles al momento de calcular
las permitividades relativas (Benavides et al., 2016).

Haciendo uso del modelo de Lorentz para un atomo,

(07_; n wg) x(t) = < [B(r,), (29)

tenemos que f es el factor de intensidad de la oscilacion, wq la frecuencia natural de
oscilacion, e la carga eléctrica y m la masa del electrén.

Ademas, el modelo del oscilador arménico considera que la energia de oscilacién
del electron se pierde o es disipada gradualmente hasta que éste regresa a su estado
relajado y es representado como una fuerza de amortiguamiento igual al producto de

la constante del resorte y la velocidad del oscilador, que puede ser escrita como

dx
W=y = vx'. (30)
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Si sustituimos la Ec. (30) en la Ec. (29) obtenemos la ecuacién amortiguada del modelo

de Lorentz,
d? d ) e
(ﬁ + ’YE + wo) x(t) = EfE(I‘,t). (31)

Si el desplazamiento x(t) es armonico en el tiempo con la misma frecuencia del campo

eléctrico aplicado, x(t) = Ae™! y colocando r en el origen del campo eléctrico aplicado,

E(rt) = Eoei‘”t, entonces obtenemos que

£ fE
A miB (32)
(W3 + iyw — w?)

Ahora si sustituimos el valor de A en x(t) llegamos a que

e iwt
Efelw

E,. 33
(W2 + iyw —w?) " (33)

x(t) =

Asi la densidad de polarizacién inducida P =Nex(t) por unidad de volumen que con-

tiene N dtomos en términos del vector x(t) es

Nﬁfeiwt
P = 1 E 34
(W2 +iyw —w?) (34)

y haciendo un cambio de variable

N 2
W= (35)

P ggm’
donde w, es la frecuencia del plasma, la Ec. (34) se reescribe como

fw?
P= P E.
(w2 + iyw — w?) =0 (36)

Ahora, teniendo que

P = coxE, (37)

D =¢E+P, (38)
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siendo x la susceptibilidad eléctrica, el vector de desplazamiento se puede reescribir
como

D =¢¢(1+ x)E. (39)
Tomando en cuenta que ¢, es conocida como la permitividad relativa y cumple que

grzi—g_M:E:n2:1—|—X7 (40)

€o N Eoly (Y
donde ¢y v son las velocidades de la luz en el vacio y en un medio particular, respec-
tivamente. Asi, la Ec. (39) se puede reescribir como la Ec. (5), donde € = gge,.

Ahora comparando las Ecs. (36) y (37) tenemos que

fuwy
= ) 41
X(w) (w3 + 17w — w?) (41)
Por lo tanto la permitividad relativa en términos de w es
2
w
er(w) =14+ f, (42)

R+ iw— )’
que es la funcién dieléctrica de Lorentz.

Si tenemos un j-ésimo oscilador en el volumen, entonces la funcién dieléctrica se

reescribe como

er(w) =1+ i ficsy . (43)
— (Wh e + 17w — w?)

En el modelo de Drude, el material se puede representar como un gas de electrones libres.
El modelo predice de buena manera las propiedades opticas de lo metales, y es usado
para modelar parametros tales como absorcién y conductividad debido a transiciones
electrénicas, donde la frecuencia de oscilacién es cero; es decir, la constante de fuerza

K es cero. Por lo tanto, si
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Ahora cambiando la variable
Q, = /fuw,, (45)

donde €, es la frecuencia de plasma asociada con las transiciones intrabanda, el modelo

de Drude para las propiedades dieléctricas de los metales es expresada como

2,

Para el modelo de Lorentz-Drude, la funcion dieléctrica considera la contribucion de

ambos electrones libres y electrones unidos a iones, y es expresado como

S 47
o +Z W0k+WkW—W2) (47)

donde €, es la constante Optica dieléctrica a frecuencia infinita y K depende del
numero de electrones unidos a iones. Si k = 0 y wy = 0, esto representa el modelo de
Drude. Pero si k > 0y wy > 0, entonces ésta corresponde al modelo de Lorentz.

En la Fig. 2 tenemos los valores que se obtienen para la permitividad relativa corre-
spondiente a la plata siguiendo los modelos de Drude (Fig. 2(a)) y Lorentz-Drude (Fig.
2(b)), en donde podemos observar claramente que hay una gran diferencia en el inter-
valo de longitudes de onda elegido, debido a las diferentes consideraciones anteriormente

mencionadas entre los modelos.

I1.3. El vector de Poynting

Las ondas EM pueden transportar energia. El flujo instantaneo de energia a través de
una unidad de area esta dado por el vector de Poynting S, que proporciona la direccion
y la magnitud del flujo de energia por unidad de tiempo. Empleando notacién compleja,

se tiene que

S=E x H". (48)
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(a) Modelo de Drude
500 \ \ \ \ \ \
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(b) Modelo de Lorentz-Drude
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Figura 2. Valores de la permitividad relativa de plata en su parte real €, y su parte imaginaria
€i, obtenidos de los modelos de (a) Drude y de (b) Lorentz-Drude.

El valor promedio en el tiempo del vector de Poynting esta relacionado con la intensidad

de la onda, que es una cantidad observable definida como
1 *
I=(S) :§Re(E><H ), (49)

cuya magnitud es

I= %Re(EH*). (50)

I1.4. Condiciones de Frontera

Aunque las condiciones de contorno se pueden establecer en general para superficies
en el espacio tridimensional, nos interesara aplicar estas condiciones principalmente a

sistemas bidimensionales.
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Las condiciones de frontera sobre los componentes tangenciales de los campos EM

establecen que son continuas a través de la frontera entre dos medios,

(D, —Dy)-0 = 0, (51)
(B,—By)-n = 0, (52)
(E;—E;)-t = 0, (53)
(H,—H;)-t = 0. (54)

En estas relaciones t y n son los vectores unitarios tangente y normal, respectivamente,
en cualquier punto de la superficie y los subindices se utilizan para distinguir los campos
en ambos medios como se indica en la Fig. 3. Una vez que se conoce el vector unitario

normal n = &,n, + &,n,, el vector tangente t mantiene una simple relacién con n,
t = —&,n, +é,n,. (55)

A estas alturas estamos asumiendo que nuestro sistema es bidimensional, pero esta

A

Y

&
VAR
€ 1

82 z

Figura 3. Diagrama de la interfaz y los campos EM.

situacion cambiard en consecuencia cuando se consideren geometrias mas complejas.
También nos interesa determinar las condiciones de contorno de las derivadas nor-
males de los campos OE/dn, 0H/dn. Por simplicidad, ahora estamos interesados en

sistemas bidimensionales donde los campos son independientes de la coordenada z. En
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tal caso, es posible separar los componentes de los campos EM en dos polarizaciones
diferentes.

Este hecho se hace evidente si escribimos las ecuaciones de Faraday y Ampere para
campos arménicos por componentes. Entonces empezamos desarrollando la Ec. (18)

en términos de las componentes de los campos eléctrico y magnético,

VxE=| 2 0 0| —iuu(&H, +8&H,+&H.), (56)
E, E, E.

se obtiene

o (OB OB (0. OB\ . (05, OF,
T\ Oy 0z Y\ Oz 0z “\ Oz y

= dwpy(e,H, +&,H,+¢&.H,). (57)

Ahora desarrollando la Ec. (19) se tiene que

VxH=| & 8 0 |=—iwe(&,E,+8&,E,+é.E.), (58)

y se llega a

5 OH. OH,\ 5 0H, 0H, te OH, OH,
“\ oy 0z Y\ ox 0z “\ Ox dy
= —iwe(é,E, +¢é,E,+8&,E,). (59)

Comparando cada una de las componentes de los campos, obtenemos las siguientes



expresiones:

1 (0E., O0E,
zwu()(ay - 82)’
1 (0E, OE,
W g < 9z  Ox ) ’
1 (0E, O0FE,
wn (o =3,
1 (0H, O0H,
—iwe ( oy 0z ) ’
1 OH, OH,
—iwe ( 9z  Ox ) ’
1 (0H, OH,
—iwe ( or Oy )

Si aplicamos la independencia de los campos respecto a z llegamos a

OE,
oz

OH,

Ot

El conjunto de Ecs. (66), (67) y (71)

OF,
Oy
OF,

ox
OFE,

oy
0H,

dy
0H,

ox
0H,

dy

= iquHx,
= _Z.WMOHZ/)
= wpyH,,
= —iwek,,
= iweky,

= —wek,.
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(66)
(67)
(68)
(69)
(70)

(71)

diferenciales parciales relaciona las compo-

nentes H,, H, y E, mientras que el conjunto de Ecs. (68), (69) y (70) relaciona las

componentes F,, F, y H,. Como consecuencia, podemos esperar un comportamiento

diferente de cada conjunto de componentes de la solucion de onda plana. Cuando una

onda plana ejerce un cambio de medio, parte de la luz se refleja y parte se transmite.

Los vectores de propagacién de la onda incidente, reflejada y transmitida se encuentran

en un plano que se denomina plano de incidencia (ver Fig. 4).



Plano de incidencia

Figura 4. Configuracién geométrica de la superficie y de la onda EM incidente.

I1.4.1. Polarizacion transversal eléctrica TE o s

21

En el caso de que el campo eléctrico sea perpendicular al plano de incidencia, nos

referiremos a polarizacion eléctrica transversal o equivalentemente s, como se muestra

en la Fig. 5. En esa situacion

- ézEz(xa y)7

H = éxHx(xuy>+éyHy(x7y)

De la derivada normal de E

oE orE oE
S A.VE. —n. 22 g=e
- n-VE, =n, x—i—ny -

y de las Ecs. (66) y (67) tenemos que

oE
G, = Who [—n,H, +n,H,|.

(74)

(75)
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Figura 5. Orientacién de los vectores EM con respecto al plano de incidencia para la
polarizacién s.

Ahora, usando la Ec. (55), en la expresién entre paréntesis de la ecuacién anterior

H-t=n,H, —n,H (76)

xzddy,

y la derivada normal se puede reescribir como

OB

B = iwpH - t. (77)

De la condicién de continuidad en la componente tangencial de H para ambos medios,
iwp Hy -t = iwp,Hy - t, (78)

se llega a que

uil% - i%. (79)
Recordando que a frecuencias épticas en medios dieléctricos y metélicos, la permeabil-
idad magnética se mantiene constante e igual a la del vacio p, = p; = ps, por lo que la

derivada normal del campo eléctrico es continua a través del limite.
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11.4.2. Polarizacién transversal magnética TM o p

En el caso de que el campo magnético sea perpendicular al plano de incidencia, nos
referiremos a polarizacion transversal magnética o p, como se illustra en la Fig. 6. En

esta circunstancia el conjunto que involucra a las componentes son:
H = &.H.(z,y), (80)
E = &E.(v,y)+&,E,(v,y). (81)

Considerando ahora las Ecs. (69) y (70) en la derivada normal de H,

A

Y
E ™

v

€4

&, Z

Figura 6. Orientacién de los vectores EM con respecto al plano de incidencia para la
polarizacién p.

oH OH, 0H,

=0 -VH, =n,—— +n,—=, 82
on " " O n dy (82)
y siguiendo los pasos similares del caso de la polarizacion s, se puede llegar a
1 OoH 1 OoH
1 2 (83)

e, On gy On
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En consecuencia, la derivada normal del vector magnético es discontinua a través del

limite.

I1.5. Coeficientes de Fresnel

El comportamiento de las ondas planas EM cuando interactiian con una interfaz plana
entre dos medios diferentes estd dado por los coeficientes de Fresnel, que se pueden
derivar aplicando las condiciones de frontera a los campos tangenciales a través de la
superficie.

Como encontramos en la secciéon anterior, cualquier onda plana EM que incida
sobre una superficie plana o localmente lisa, se puede descomponer en dos conjuntos de
componentes que presentan un comportamiento distinto segiin el caso de polarizacién s
o p. Si asumimos que nuestros medios se extienden infinitamente en el plano xy donde
ambos medios estan en contacto, entonces las funciones dieléctricas son independientes
de z y y.

Si las partes espaciales de los campos eléctricos incidente, reflejado y transmitido

son

E;, = Eye™r, (84)
E, = Ege*T, (85)
E, = Ege™7, (86)

los coeficientes de transmision y reflexién de Fresnel, que son cocientes de las compo-
nentes tangenciales de los campos, p = E, f/ E,-tyr=E, f/ E; - t, respectivamente,
constituyen relaciones simples en términos de los indices de refraccién de cada medio
que en general pueden ser funciones complejas. La relacion entre dos medios con indices

de refraccién n, y n;, cuando el campo eléctrico es perpendicular al plano de incidencia



25

(polarizacion s), los coeficientes de reflexién y transmisién son:

kd — I
bii = Ty (87)
Ty = 1474 (88)

Por otro lado, cuando el campo eléctrico es paralelo al plano de incidencia (polarizacién

p) son:
n2kd — n2k4
_ j
Pu = ke (&)
q j
n
T = #(1+qu)' (90)

J

En las expresiones anteriores definimos los coeficientes k' de la siguiente manera:
k' = koy/n? — sin(6;), (91)

con ky = 2w/, n; el indice de refraccién del [-ésimo medio y 6; el dngulo incidente en
la primera interfaz y A la longitud de onda incidente.

Las relaciones de reflectancia y transmitancia a través de un limite para materi-
ales dieléctricos o metélicos como medios de transmisién se dan en términos de los

coeficientes de Fresnel:

R = |p?, (92)
T = —Reénj) 2. (93)

Como ejemplo, la reflectancia y transmitancia que dependen del angulo de incidencia

para los casos de incidencia externa e interna se muestran en la Fig. 7.

I1.5.1. Angulo de Brewster

Cuando se cumple la condicién 0; + 6, = 7/2, se dice que tenemos la condicién de
Brewster y el angulo de incidencia donde ocurre se llama édngulo de Brewster. Esta

condicién se satisface solo bajo la polarizacién p y en este caso 0; = 6.
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Figura 7. Reflectancia y transmitancia de una interfaz tipica entre aire y vidrio con indices
de refraccién ng; = 1.0, nyq = 1.52 respectivamente. a) y b) Ry T cuando n; < ng
(incidencia externa: desde el aire). ¢) y d) Ry T cuando ny > ny (incidencia interna:
desde el vidrio).

De la ley de Snell: n; sin(6;) = ngsin(f;), bajo la condicién de Brewster tenemos:

nisin(fg) = ngsin (g — 93> : (94)
nisin(@g) = mnacos(fp), (95)
tan(fp) = @, (96)
ny
g = arctan (@) : (97)
n

El dngulo de Brewster para la interfaz aire-vidrio se muestra en la Fig. 7(a) y en este
caso g = 56.7. El angulo de Brewster bajo reflexién interna para una interfaz de aire

de vidrio se muestra en la Fig. 7(c). En este caso 5 = 33.3.
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11.5.2. Condicién del angulo critico

Cuando el medio incidente tiene un indice de refracciéon mayor que el del medio de
transmisién, la luz puede reflejarse completamente cuando el dngulo de incidencia ex-

cede cierto angulo llamado angulo critico .. De la ley de snell

nisin(6;) = mnosin(6,), (98)
nisin®(0;) = n3(1 — cos*(4y)), (99)

lo cual implica que
ny cos(6y) = \/ng — nsin’(9,). (100)

La condicién del d4ngulo critico ocurre cuando el radicando n2 — n? sin?(0;,.) = 0. Esta

expresién se puede simplificar a ny = n; sin(6,.). Esto implica que 6, = 7, y

0; = 0. = arcsin (@> , (101)

ni

donde el angulo critico existe siempre que n; > ny. Si 6; > 6. se provoca reflexion
interna total, y para 6; = 0. entonces 0; = 7; es decir, el haz transmitido es paralelo
a la interfaz. El dngulo critico para la interfaz vidrio-aire se muestra en la Fig. 7(c) y

corresponde a 6, = 41.1.

I1.6. Meétodo de la Matriz de Transferencia

El Método TMM es utilizado para calcular la respuesta éptica de un sistema compuesto
de un ntmero arbitrario de peliculas delgadas. Para calcular la respuesta éptica, este
método se expresa en forma de matrices de 2 x 2 cuyos elementos se expresan en términos
de los coeficientes de Fresnel. En el cual se analizan las condiciones de frontera y

propagaciéon de los campos EM a través del sistema de multicapas.
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El TMM se compone del producto matricial de dos tipos de matrices T y P lla-
madas matriz de transmisién y matriz de propagacién, respectivamente. La matriz de
transmision T se utiliza en cada una de las interfaces que componen al sistema. Esta

matriz es representada como (Yeh, 2005)

V/Tei  Poi/Tai
Ty = R (102)
Pqj / Tqj 1/ Tqj
donde p,; y 74; son los coeficientes de Fresnel en reflexion y transmision entre los medios
qy j, los cuales son diferentes para cada polarizacién (Ecs. (87-90)).

La matriz de propagacion P describe como se propaga la onda electromagnética

dentro de cada medio o pelicula delgada, la cual es representada como
P, = , (103)

siendo ¢; el retraso en fase definido como

2m
ij = Tnjdj COS(GJ‘) (104)

con n; el indice de refraccién de la j-ésima pelicula, d; el espesor de dicha pelicula y 6;
el angulo con el cual incide en el medio.

Para relacionar los campos eléctricos en la primer y tltima interfaz del sistema (ver
Fig. 8) tenemos que desarrollar el producto de estas matrices T y P obteniendo la

matriz resultante Ml formando el siguiente sistema de ecuaciones con [ = u+ 1 medios:

E_,=E; E_, =E,
B =My | , (105)
E.=E, E, =0
o bien
E—1 =E; mir Mi2 E—l = FEy

3 _ B | (106)
El=FL, Mo Mo E =
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Figura 8. Campos eléctricos en una interfaz entre los medios n; (i = 1,2,...,u,u + 1).

Los campos E representan los campos eléctricos en la parte superior de una interfaz
(primera interfaz en el medio 1) y F representa los campos eléctricos en la parte inferior

de una interfaz (u interfaz en el medio [ = u+ 1), teniendo como ecuaciones resultantes:

Ei = mllEt, (107)

E. = ma L, (108)

de donde obtenemos que

E; 1
t = 2= 109
E; mn’ ( )
E, ma;
= — = — 110
: E; mn’ ( )

2
2 ma1
R=|r]"=]—|,
mi1
y la transmitancia
2
Nut1 |, 2 1
T =" It]* = |—
ni mi
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Para describir como se determina esta matriz My consideremos un sistema de una

interfaz con indices de refraccién n; y ns como se muestra en la Fig. 9. Ademas

~
.

t)hﬁl +l
—

Figura 9. Campos eléctricos en una interfaz entre los medios ny y ns.

tenemos los campos E:tl, correspondientes a los campos eléctricos en la parte superior
de la interfaz en el medio n; y los campos Fo, correspondientes a los campos eléctricos
en la parte inferior de la interfaz en el medio ns. Los subindices con + corresponden a
ondas que van en la direccién positiva del eje z y con — a los que van en la direccion
negativa. Entonces los campos asociados a estas ondas estan relacionados por una

matriz de transmision T de la siguiente manera:

E_ E_,
_ = le 5 (11].)
Ey E

siendo la matriz resultante My tomada como
MT — Tl?-

Para el caso del sistema con una capa formada por dos interfaces que separan los medios
con indices de refraccién ni, ny y ng, como se muestra en la Fig. 10, se tiene que los
campos Eil, correspondientes a los campos eléctricos en la parte superior de la primera
interfaz en el medio n, y los campos E., correspondientes a los campos eléctricos en
la parte inferior de la primera interfaz. Los campos Eﬂ, corresponden a los campos

superiores de la segunda interfaz dentro del medio ns, y por iltimo tenemos los campos
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i
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E o1
— A
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-2 v A
— _ A
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15

Figura 10. Campos eléctricos en dos interfaces entre los medios ny, ny y ns.

E.3, correspondientes a los campos inferiores del medio n3. Sabemos que los campos
E41 ylos campos E4s se relacionan por la matriz de transmision al igual que los campos

Eﬂ y los campos E 43, de la siguiente forma:

E_, E_,
_ - Tlg o (112)
E 4 Eys

y
E_Q E_g
- =Tu | _ : (113)
Ei Eys

Para los campos Ey9, E15 debemos considerar una nueva matriz que considere el espesor
de la capa sobre la cual se propaga el campo, asi llegamos a la matriz P que es la matriz
de propagacién que relaciona los campos inferiores y superiores en el mismo medio de

la siguiente manera:

~P, . (114)

= TP, . (115)
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Ahora relacionamos las Ecs. (115) y (113), obteniendo

siendo la matriz resultante My dada por
Mr = T12P3Tos.

De manera general para j capas con u = j+ 1 interfaces (ver Fig. 8) la matriz resultante
o la matriz de transferencia es:

u—1
IMIT - (H ng+1]Pg+1> Tuu—i—l-

g=1

I1.7. Plasmones superficiales

Muchas de las propiedades fundamentales del estado sélido pueden ser descritas con
una analogia de un sélo electrén moviéndose en un arreglo periédico de atomos a los
que se les asocia una carga positiva. En otras palabras utilizando el concepto de Plasma
que, desde el punto de vista tedrico los plasmones superficiales (SPs) se trataran como
la representacion de ondas electromagnéticas de superficie, cuyo maximo de intensidad
se da en la superficie y con un decaimiento exponencial perpendicular en la direccion
a la superficie. Los SPs pueden ser excitados por luz. De esta manera el plasmon,
se define como un cuanto de energia asociado con ondas propagandose en la interfaz
metal-dieléctrico a través del movimiento colectivo de un gran ntimero de electrones. La
energia de un plasmoén es caracteristica tanto del tipo de material como de la geometria
del sistema. Si un campo eléctrico (invariante en el tiempo) actia sobre una particula
u otra muestra delimitada, el campo polariza la muestra con una densidad de carga

eléctrica (variante en el tiempo). Las cargas inducidas en la superficie actiian una sobre
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otra eléctricamente de una manera colectiva para regresar al equilibrio. Si dicho campo
es suspendido, un regreso muy rapido hacia el equilibrio le da a las cargas mas energia
cinética, la cual les produce un equilibrio sobre saturado. El proceso es reversible y
entonces, oscilaciones colectivas de carga superficial son establecidas y se les denomina
Plasmones de Superficie. Desde una perspectiva cudntica, a los SPs se les asocia ademas
de energia, ondas electromagnéticas. Estas ondas, viajando a lo largo de la interfaz de
dos medios diferentes se les conoce como Ondas de Plasma Superficiales (SPWs?).

La frecuencia natural de oscilacién de los plasmones en un medio puede ser obtenida
en funcién del nimero de electrones libres y su masa. A ésta se le llama frecuencia de
plasma que estd dada por la Ec. (35).

Los SPs son modos electromagnéticos que aparecen en una interfaz entre un dieléctrico
y un metal, como consecuencia de la interaccion entre la luz y los electrones de con-
duccién de una superficie metalica. Para determinar las propiedades de los plasmones
se aplican las ecuaciones de Maxwell a una interfaz plana metal-dieléctrico (ver Fig.

11).

Dieléctrico

Metal

Figura 11. Interfaz plana metal - dieléctrico.

Partiendo de las Ecs. (66-71) para analizar la propagacién del campo en una di-
mension, se tiene que la permitividad eléctrica € depende sé6lo de una coordenada es-
pacial. Para ello, consideremos que la onda viaja en la direccién x sin variacién per-

pendicular en el plano z = 0, tal que para el plano y = 0 el campo eléctrico se puede

1Por sus siglas en inglés, Surface Plane Waves
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describir de la forma E(z,y) = E(y)e"® = 0, como se muestra en la Fig. 11. Definiendo
a = k, la constante de propagacion de la onda viajera, que corresponde a la compo-
nente del vector de onda en la direccion de propagacién. Para ondas planas se cumple
que la % = —iw y ademas por la propagacién sélo en la direccién z, a% = i3, se pueden

reescribir las Ecs. (66)-(71) como:

a;;" = iwpgH,, (116)
iBE, = —iwpyH,, (117)
iBE, — a;;x = wp,H,, (118)
a;ylz — _iweE,, (119)
iBH, = iweE,, (120)
i8H, — 88_]? = —iwek,. (121)

Consideremos las Ecs. (118), (119) y (120) para las componentes E,, E, y H,

diferentes de cero; es decir, para modos transversales magnéticos (polarizacién p), se

reducen a
1 0H,
B, - 108 (122)
we Oy
B - P (123)
Y WE

Para los modos transversales eléctricos (polarizacion s), tomamos las Ecs. (116), (117)

y (121) con las componentes H,, H, y E, diferentes de cero, se obtiene

1 OFE,

H, = - , (124)
who Jy

H, = —iEZ. (125)
Wiko

Suponiendo que para la interfaz plana metal-dieléctrico en y > 0 esta presente el

dieléctrico de permitividad eléctrica real €5, y para y < 0 se tiene un material metalico
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con permitividad eléctrica e (Fig. 11), se puede definir a H.o(y) = AgePe Y. Asi

para y > 0, las Ecs. (122) y (123) se reescriben como
1

En = —idy g koe'PTeh2y, (126)
Ey2 = AQ%mei'Bxekﬂl. <127)

Para y <0, H,; = A,eP*efY gobre estas mismas ecuaciones, se obtiene
b z b )

1

E, = iA, o kye'Pr ey (128)
Eyl = Al%ogleiﬁxekly, (129)

donde by = ky1 y ky = kys sn las componentes del vector de onda perpendicular a la

interfaz.

Utilizando la Ec. (51) en las Ecs. (127) y (129) tenemos que

EQEyQ—ElEyl = 0,

Agiewxe_kzy — Alie’ﬂxel’“y = 0,

WEq y=0 weo y=0

Ay = A, (130)
y usando la Ec. (53) en las Ecs. (126) y (128),

E:v2_E:c1 = 07

—1Ay kgeiﬁmeszy — A kleiﬁmefkly = 0,
WEpnE2 o WENe1 o
Ask Ak
ke AR (131)
E9 €1
Finalmente sustituyendo la Ec. (130) en la Ec. (131), obtenemos la relacién

k k

Ly D2, (132)

&1 E9

La expresién de H, tiene que satisfacer la ecuacién de onda para la polarizacién p,

llegando a lo siguiente:
O0’H,

T + (ke + B*)H. = 0, (133)
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por lo que se obtienen las siguientes condiciones:

kp = B>+ kger, (134)

ko = B°+kieo. (135)

Combinando las Ecs. (132), (134) y (135) se llega a la relacién de dispersién de los plas-
mones que se propagan en una interfaz entre los dos medios. La relacion de dispersién
conecta la longitud de onda con el vector de onda con su frecuencia y se expresa de la

siguiente manera:

( 169 >1/2
B =ko , (136)

€1+ €9

o bien,

2
K2 = (f) 12 (137)
c/ €1+ ¢&

Utilizando la ecuacién anterior, se pueden obtener las curvas de dispersién. En la Fig.

12 se observa que para valores bajos de k,, la relacién de dispersion es lineal. Vemos

!
H
3
;3 [ w=cky
= ek
=) w=—r
- Tpr
-5
=
K +Es

E 1
= Npr o) 88
L.

1k

L‘_r A i i L A L i i ]

0 002 004 O 008 O 012 014 016 018

K, [1/m]
Figura 12. Curvas de la relacién de dispersidon para un SP en un medio dieléctrico tomada
de la Ref. Almog et al. (2011).

a medida que k, aumenta, la relacién de dispersién se va curvando hasta alcanzar un
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valor limite llamado “frecuencia de plasma superficial”. Ademds, se observa que la
curva de dispersion del plasmén superficial cruza con la linea recta (verde) que pasa
por un medio dieléctrico con un indice de refraccién n,, (prisma). Sin embargo, la curva
de dispersién del plasmén superficial no cruza con la linea recta (azul) del aire. Por lo
tanto, los SPPs no pueden ser excitados directamente por la luz que se propaga del aire
a un medio metdlico. Como acabamos de demostrar si se tienen modos transversales
magnéticos se logra la excitacién de los SPPs como se muestra en la Fig. 13; en cambio,

para modos transversales eléctricos no es posible como a continuacion lo veremos.

Ha Ea feg, m{f\\ @
+ +\J__U+ +\J_- \.‘j- e

@ —
Hzl Ex] 'E'IEyI

Figura 13. Plasmén superficial formado en una interfaz metal-dieléctrico.

Para los modos transversales eléctricos s, volvemos a suponer la interfaz plana metal-
dieléctrico donde en y > 0 esta presente el dieléctrico de permitividad eléctrica real es,
y para y < 0 se tiene un material metélico con permitividad eléctrica £, (Fig. 11). De
igual forma se puede definir a E.o(y) = Cyre®#e %Y. As{ para y > 0, las Ecs. (124) y

(125) se reescriben como

ng = C'QLeriﬁxe_m,

Wiko
Hypy = 02_—56““6—’“2@. (138)
! Whko

Para y < 0, E,1(y) = C1e¥e*¥, sobre las mismas ecuaciones, se obtiene

H:cl = —Cliklewxekly, (139)
Wep
Hy1 = —C’liewmekly. (].40)

Wity
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Ahora utilizando la Ec. (52) en las Ecs. (138) y (140), tenemos que

MOHyZ_/LOHyl = 07

_02_615706—’622/ + Cl_ez,é’xekly
w y=0 w y=0

Cy
y usando la Ec. (54) en las Ecs. (138) y (139), obtenemos

H:L‘Q - H:):l

) 5 1 ;
Cg—k’QGZﬂxG k2y + Cl—klelﬁgﬁekly
WEo

W Tz Tz

Caksy

0,
Cy. (141)
0,
0,
—C1ky. (142)

Finalmente sustituyendo la Ec. (141) en la Ec. (142), se llega a la relacién

Ci(ky2 + ky1) =0,

(143)

lo cual nos dice que ¢, = (3 = 0, es decir no existe SPPs para una polarizacién

transversal eléctrica en una interfaz metal-dieléctrico. Por lo tanto, sélo pueden existir

para los modos transversales magnéticos p (E,, E, y H, # 0, ver Fig. 13).
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Capitulo I1I

EL METODO DE LA ECUACION
INTEGRAL

En este capitulo se describe una técnica rigurosa para modelar la interaccién de la
luz con una configuracion de diferentes peliculas delgadas. La técnica se conoce como
el Método de la Ecuacién Integral (IEM). El método se aplica, en particular, para
estudiar la propagacién de luz a través de sistemas con geometrias dadas. Ademas, se
presenta un planteamiento tedérico que permite evaluar los coeficientes de reflexion y
transmisién. Asimismo, se hace una comparacion de los resultados del método numérico

con los resultados analiticos para casos particulares de sistemas de multicapas.

III.1. Descripcién del Método de la Ecuacién Inte-

gral

Una de las aplicaciones del método numérico de la ecuacion integral permite encontrar
el comportamiento de la luz a diferentes angulos de incidencia mediante el calculo de la
reflectancia y la transmitancia. Para ello, se considera un sistema de j peliculas en un

arreglo periédico embebidas entre un medio de incidencia y un medio de transmision,
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caracterizadas por n; (I = 1,2,..,j + 2) para cada medio del sistema y espesores d,

(¢g=1,2,...,j) como se muestra en la Fig. 14.

Figura 14. Sistema de j peliculas de espesor d, siendo ¢ = 1,2, ..., j, rodeadas por un medio
incidente y un medio de transmisién, con n; siendo [ = 1,2, ..., 7 + 2, el indice de refraccién
de cada medio.

El método se plantea en base al segundo teorema integral de Green aplicado a la
ecuacion de Helmholtz que tiene como incégnitas el campo y su derivada normal eval-
uadas sobre las fronteras de las superficies involucradas. Posteriormente se discretiza
el sistema de ecuaciones integrales, obteniéndose una ecuacién matricial inhomogenea
cuya solucién tiene como resultado las funciones fuente, con las cuales se pueden en-
contrar la reflectancia y la transmitancia.

Este método implica ecuaciones independientes del tiempo, dado que se plantea en el
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espacio de las longitudes de onda y se aplica a sistemas en 2D funciona a lo largo de los
contornos de las fronteras involucradas en las geometrias que se consideran. A diferencia
del TMM en el cual se asumen superficies perfectamente planas y de dimension infinita,
en el método integral es posible considerar superficies complejas con rugosidad aleatoria
e incluso superficies de estructura fractal.

Partiendo de las Ecs. (12) y (13) para los campos E y H, las cuales en forma general

se pueden reescribir como la ecuacién:
V20, (r) + k70 (r) = 0. (144)

Asienla Ec. (144), ¥; representa el campo magnético o el campo eléctrico en el [-ésimo

medio, siendo [ =1,2,3,...5 + 2. De igual forma, la magnitud del vector de onda esta

dada por:
2
k=) (145)
donde el indice de refraccién n; (\) = y/p;(A)ei(A), involucra las propiedades de los ma-

teriales y estd dado en términos de la permeabilidad magnética 1,;(\) y la permitividad
eléctrica g; () ; ambas funciones dependientes de la longitud de onda A o bien de la
frecuencia w.

Para resolver la Ec. (144) vamos a introducir una funcién de Green G,(r,r’), la cual

es una solucién de la ecuacion:
V3G (r, 1) + kiGi(r, ') = —47(r — 1), (146)

donde G(r,r’) = inél)(kl|r —1'|) siendo H(()l) la funcién de Hankel de primera clase y
de orden cero y §(r —r’) es la delta de Dirac. Para mayores detalles consultar la Ref.

Gibson (2007).
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I11.1.1. Forma integral y discretizacion de la ecuacion de Helmholtz

Aplicando la segunda identidad de Green a las funciones ¥,(r) y G,(r,r’), para la regién

incidente del vacio (I = 1) con una onda incidente, se obtiene el campo total

8\111(1'/>

B ds’, (147)

Uy (r') — Gy(r,r)

1 {aglu, r')

\Ilmc(r) + \If(r) = —E 8n/

I

donde I'; representa el contorno cerrado que delimita la superficie S (ver Fig. 15).

e
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Figura 15. Sistema de j peliculas de espsor d, siendo ¢ = 1,2, ..., j, rodeadas por un medio
incidente y un medio de transmisién, con n; el indice de refraccion de cada medio y su

respectivo contorno denotado por I'; siendo |l =1,2,...,7 + 2.

Las funciones fuente Wy (r’) y %ﬁr/), que representan los valores del campo eléctrico
1

o magnético y su derivada normal evaluadas sobre el contorno I';. Para los valores de
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(I > 1) tenemos

oW, (r)

n/

O(r)¥(r) =

1 [86’1(1', r')

i an Uy (r') — Gi(r, 1)

ds', (148)

N
donde la integral de superficie se ha representado mediante el producto del campo por

la funcién escaldn,
lsires,
O(r) = (149)
Osir¢S,
y se toma la consideracién que r € S si la normal apunta hacia el medio donde ésta se
encuentra.

En la Ec. (148) se tienen dos integrales de contorno las cuales, al dividir en N

pequenos segmentos de longitud de arco As, las integrales pueden ser expresadas como:

sn+As/2

1 [0G,(r, 1) N 1 & . oG(r,r") ,
— — ds ~ — 0 — 7 150
An || ow (x ) ° am Zl " /(I{ o (150)
Fl n= sn—As/2
_ 8\1} ( /)_ ] N sn+As/2
1 ’ i\r I l / /
E Gl(r, r ) o ds = E Zl q)n GZ(I', r )dS s (151)
Fl " - n= sp—As/2
donde se han definido las funciones
oV, (r')
ol = et 152
" on’ | n (152)
Ul = U1 )y . (153)

En las Ecs. (150) y (151) se ha considerado que As es lo suficientemente pequenio para

que podamos tener un muestreo fino y asi poder considerar que el campo ¥,;(r) y su

1(r")

. ov .
derivada normal 50 sean aproximadamente constantes.

Ahora, evaluando las integrales de las Ecs. (150) y (151) en el punto de observacién
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r =r,,, se obtienen los elementos de matriz definidos por

sn+As/2
1
Lom = o % Gy (r,r')ds’, (154)
sn—As/2
sn+As/2
1 oG !
Nom = — f %ds’, (155)
sn—As/2

donde el subindice m indica el punto de observacién y el subindice n el punto de
integraciéon. Estos elementos de matriz, ya calculados (Centeno Jiménez, 2014), estan

dados por las expresiones:

LY = ZA—WSHél)(ijmn)(l — Gpn) + {ifTngn (kjg—j)} S, (156)
NU) = %kjﬂfl)(ijmn)ﬁn. 2::(1 — Gn) + B + %ﬁn -f;] S, (157)
siendo
n-Row = =y (8)(@m —20) +2'(8)(Ym — Yn), (158)
n,-t, = 2(s)y"(s) —y/(s)2"(s), (159)
RBow = (@m = 20)2 + Y — Yn)*- (160)

III.2. Sistema de multicapas de peliculas delgadas

Para ilustrar el IEM vamos a considerar diferentes sistemas de multicapas y su cor-
respondiente sistema de ecuaciones algebraico general correspondiente a j peliculas
delgadas. Cabe mencionar que los sistemas para 1 y 2 interfaces ya se han desarrol-
lado (Puente Diaz, 2017) y por lo mismo en este trabajo se presentard a partir de 3

interfaces.
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I11.2.1. Sistema de 2 peliculas delgadas

Al aplicar la Ec. (148) para un sistema de 2 peliculas delgadas formadas con 3 interfaces

sobre los contornos de cada region I'; que componen el sistema como se ilustra en la

Fig. 16, obtenemos las ecuaciones integrodiferenciales:

L 8 L ')—Mgﬂj”,’r')%(r’)} 4, (161)
Y AR

W) = o ]{ {Gs@,r’)m;if ’>—3Gg§j",’r'>w3<r'>} ds',  (163)
Y VRPN P

que en términos de las sumatorias (Ecs. (154) y (155)), se obtiene el siguiente sistema

- ~,
. ~
Flo, A .\.
A & ST \
['2!'\_”2 _dI _ _ _ _ _ - _ _ I\
T on A A Ty
I _J _dZ — _nzz _Tn3_ -
Y
Ya o *
N, 7
~, s>
X ~.-.-.-l-l-l_l—'—‘—

Figura 16. Sistema de 2 peliculas delgadas formadas con 3 interfaces siendo n; y T'; (i
1,2,3,4), los indices de refraccién y los contornos de las superficies, respectivamente

de ecuaciones:

- Z Lmn 1 Z mn,1 ~ mn,1:| \Iji,l = \Ilincy (165)

Z Lmn 1 Z mn, 1 1 + Z Lmn Q(I)i 2 Z mn 2@2,2 = 07

(166)
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- Z Lmn 2CI>§L ,2 + Z mn,2 mn,Z] \Iji,z
N Z Lm”3 n3 T Z mn3 mn,3} \113 3= =0, (167)

N
Z Lmn 3(1331,3 - Z Nsm,s\yis = 0. (168)
n=1

Ahora aplicando las condiciones de frontera de las Ecs. (79) y (83) de los diferentes

contornos I'; dadas para ambas polarizaciones por

ne = U (169)
fz,k = fii—i—lq)irkla (170)

donde fi;41 corresponde a p;/jt; 1 0 €;/€;+1 dependiendo la polarizacién, con i nimero

de interfaces, podemos reescribir las Ecs. (165-168) de la siguiente manera:

N
—f12 Z L’}nn 1 1 + Z mn,1 mn,l] \pi,l = Vine, (171)
n=1

ZLmnl Z mn,1 nl +f23ZLmn2(I)1?’)LQ Z mn Q\Iji,Z = O? (172)
- Z Lmn 2 2 + Z mn,2 mn,Z] \Iji,2

N
—f3a Y LR, a0h s+ Z 3 s = O] Wh oy =0, (173)
n=1
Z L 3q);1t,3 - Z Nén,?,‘lji,:s =0. (174)
n=1

Para determinar las fuentes cada ecuacion se evalia en todos los puntos del contorno
correspondiente, constituyendo asi un sistema lineal e inhomégeneo de ecuaciones de
rango 6N x 6/N. El cual se puede reescribir de manera matricial con 36 entradas de

N x N. Para simplificar la notacién matricial, las submatrices Al = Al denotan
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el elemento A evaluado en en punto m del contorno I', del observador, y el punto n en

el contorno I', de integraciéon para el medio [,

[ fuLl NL—6 0 0 0 0|
Lt =N fsll, N 0 0
o mom moom 0
0 0 —L3, N3 — 022 —fsal3y N3y — 0o
0 0 —L3 N3 — 03 —faljy Nis— 03
0 0 0 0 L3, — N3,
I11.2.2. Sistema de 3 peliculas delgadas

(175)

Ahora al aplicar la Ec. (148) para un sistema de 3 peliculas delgadas formadas con 4

interfaces sobre los contornos I'; de cada regiéon que componen el sistema visto en la

Fig. 17, obtenemos las ecuaciones integrodiferenciales:

() 4+ V() 417T {Gl( )aq(;f/)_a(;gg;r/)wr,)] as.
< L e S ]

) = o f o >a%°;ff’)—“3a$’r'>xp3<r'>} .
R LR

Ta(r) — 417T [ Gur. r)aqéiif/) _ath";r’)%(r’)] as.

o bien en términos de las sumatorias, tenemos

_ZLmnlq)ll—i_Z

1
mn,l] \Ijn@ - \Ilinc

mnl

Z Lmn 1 Z mn, 1 1 + Z Lmn Q(I)i 2 Z mn 2@2,2 = 07

(176)

(177)

(178)

(179)

(180)

(181)

(182)
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- .
F[ ,‘ ~
n A S
N\
Fgf\. nZ _d1 _ _ _ _ _ _ _,‘
. _d2 _
d3

Figura 17. Sistema de 3 peliculas delgadas formadas con 4 interfaces siendo n; y I'; (i =
1,2,3,4,5), los indices de refraccién y los contornos de las superficies, respectivamente

- Z Lmn 2q>3 2 + Z mn,2 mn,?} \IJS

n,2’

_ZLmnS 3+Z

3
mn,3 mn,S} \Ijn,S

0, (183)

N
Z Lmn 361);1L,3 - Z mn, 3\114 3 + Z Lmn 4q)i,4 - Z N\Iji,4 = 07

n=1

(184)

_ZLmn4 4+Z

5
mn4 mn,4} \Ijn,él = 0.

Nuevamente usando las condiciones de frontera (Ecs. (169-170)), el sistema de ecua-

ciones anterior se reescribe como

_f12ZLmn1CI)21 +Z

mn,1 mn,l} \113171 = \Ijinm (185)

N N
Z Lmn 1 Z mn,1 721,1 + f23 Z L?nn,Q(I)?L,Q - Z Nr?znﬂ\p?zﬁ = O’ (186>
n=1 n=1

_ZLng 2+Z mn2 mn,2] \1122

)

_f34ZLmn3q)43 +Z

mn3 mn,3] qji,g — O, (187)
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Z Lmn S(I)i?) Z mn 3 n, 3 + f45 Z Lmn 4(1)7514 Z mn, 4\1124 (188)

—ZLW 4+z Bt~ O] W =0, (159)

constituyendo asi un sistema lineal e inhomdgeneo de ecuaciones de rango 8N x 8N. El

cual se puede reescribir de manera matricial con 64 entradas de N x N, de la siguiente

forma:
_ —fizly, N, —0n 0 0 0 0 0 0
L}, —Nt fall, -G 0 0 0 0
L3 —N3 fasli  —NE 0 0 0 0
M 0 0 —L3, N3, — 09 —fsal3;s Niz—0da3 0 0
0 0 —L3, N3, — 03 —faulds Ni—ds3 0 0
0 0 0 0 Lig —Niz  fisls  —Ny
0 0 0 0 Li —Nis  fsli  —Ni
0 0 0 0 0 0 —L3, N —0u
(190)

I11.2.3. Sistema de multicapas con i interfaces

De esta manera es posible escribir una forma general para un sistema multicapas de
¢ interfaces, en las cuales se debe tener en consideracién si se cuenta con una i par o

impar.
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Para ¢ par

Tenemos las siguientes ecuaciones integrodiferenciales considerando los contornos I'; 4,

de la Fig. 18:
1 A0V (r)  OG(r,r’ , ,
W)+ Un) =~ [ty T CAE w4, o)
I
1 N0 (1) OGs(r, 1) ) .
0 = E?{_C&(r,r) o B Uy (r') | ds', (192)
I’y
(193)
L [ 000G T
0 = E%_Gz(r,r) ) T )| s (194)
T;
1 N0V () 0G4 (r, 1 ,
Wipi(r) = i |:Gi+1(r7r) 82'( >— Jgé, >‘Pi+1(r)] ds(195)
Fita

que en términos de las sumatorias y usando las Ecs. (169-170), el sistema de ecuaciones

-
. -
[’ /1’ .N.
[;’l A \0
L _ - _an_ - . A
Fz!.: nz d] T . T .‘

I-,l '_—nl _dl_l —— — —— —— —— — —— —— —— '
]}’,’liﬂ nir T’
y N, - _ ”’

-, . -
-.-.-l-l-l_'_-—

Figura 18. Un sistema de mulcitcas de ¢ interfaces siendo n; y I'; (1 =1,2,3,...,i+ 1), que
representan los indices de refraccidn y los contornos de las superficies, respectivamente.
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anterior se reescribe como:

N
_f12 Z L71nn 1 1 + Z mn,l mn’l] @271 - \Ijincy (196)
n=1

ZLmnl Z mn,1 n1+f23ZLmn2q)22 Z mn2 2207 (197)

ZLmnz 1% n,i-1 Z mn,i— 1 n,i— 1+f“+1ZLmnz(I)Z+1 Z mnz\IjH—l 07 (198>

- ZL%%T Z [Nosi = O] W3 = 0. (199)
=1
Para determinar las fuentes cada ecuacion se evalia en todos los puntos del contorno

constituyendo asi un sistema lineal e inhomogeneo de ecuaciones de rango 2i/N x 2iN.

El cual se puede reescribir de manera matricial con 2¢ X 27 entradas de tamano N x N:

51’1’ i

—fi2Ll; N{ =1 0 (R 0 0 0 0
L3 —N3  fwli, —N3E .. 0 0 0 0
L3, —N3  fali, —N3 .. 0 0 0 0
M =
0 0 0 0 . Ly —Niuo funLisg  —Niy
0 0 0 0 .. L, , —=N.., fualLj — N
0 0 0 0 .. 0 0 —LHFt N
(200)
Para simplificar la notacién matricial, las submatrices Al = Afnuno denotan el ele-

mento A evaluado en en punto m del contorno I', de observador, y el punto n en el

contorno I', de integracién para el medio /.
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Para ¢ impar

Tenemos las siguientes ecuaciones integrodiferenciales sobre los contornos I'; 1 mostra-

dos en la Fig. 19:

1 A0V () OG(r,r , ,
W)+ V) = = [Gutrn) T - P g @] 4, o
1N
1 A OWs(r)  OGs(r, 1) , ,
0 = e [Gg(r,r) o B Wy (r') | ds’, (202)
1)
(203)
1 A0V (r)  O0G(r,r’ , ,
Ui(r) = -~ [Gi(r,r) 877(/)_ 8(n’ )\I’i(r)} ds’, (204)
r;
o i ) /aqji—&-l(r/) . aGi-|—1<r7 I‘/) ) / /
0 = ppm {Gzﬂ(r,r) 5o o0 U, (r') | ds'(205)
Fit1

que en términos de las sumatorias y usando las condiciones de frontera de las Ecs.

-t - "
]" P . ~y .
1;,1 A ~ .
(- _ - _an_ . |
Fz A e d/ "
A
nzl
T - — — - T A - — - - -~
Fi! " d, n ni—lr ;
N, 1 o
]}?ii’] .
y it N - a ”
~ , .-
-, . -
i LI B RSSREY ae =
X

Figura 19. Un sistema de multicapas de i interfaces siendo n; y I'; (I = 1,2,3,...,i + 1),
que representan los indices de refraccién y los contornos de las superficies, respectivamente.
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(169-170), tenemos:

N
_f12 Z L71nn 1 1 + Z mn,l mn’l] \IjiJ_ - \Ijincy (206)
n=1

ZLmnl Z mn,1 n1+f23ZLmn2q)22 Z mn2 2207 (207)

(208)
N
_ZLmnz 1%ni— 1+Z mn,i—1 mn,i—l} \Iﬂnz 1
N
fll+1 Z Lmn 1(I)’Zrz+zl Z mn,i mn,i} \I;::,rzl = 07 (209)
Z Lini® = Z Noni Vi = 0. (210)

Similarmente para determinar las fuentes cada ecuacién se evalia en todos los puntos

del contorno constituyendo asi un sistema lineal e inhomégeneo de ecuaciones de rango
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2N x 2N
Ll NL—6n 0 0
B N falh M
L, —N3, fasl3, —N3
M =
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0 ]
0 0 0 0
0 0 0 0

(211)

_Li—li—l N‘—li—l —0i1i-1 _fii+1Li—li N'—li — 0i-14

3 K3

—L; Nji g = Giia — fiir1 L Nj; — b

i—1 % i

0 0 S S
Una vez calculado el sistema de ecuaciones algebraico nos permite calcular las funciones
fuente (campo y su derivada normal), que con ellas podemos obtener el campo lejano.
El cédigo desarrollado en Fortran se muestra en el Apéndice A. En la siguiente seccion se

mostrara un desarrollo breve para obtener la reflectancia y transmitancia de un sistema

formado por una interfaz que divide dos medios dieléctricos.

II1.3. El campo incidente

Se considera un sistema formado por una pelicula de espesor d entre dos medios, ilu-

minado con un haz Gaussiano el cual debe cumplir que la interseccion con el plano de
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la interfaz sea el semiancho de g. Este parametro debe ser menor que la longitud de la
interfaz L para evitar efectos de borde, ya que el sistema debe ser finito (ver Fig. (20)).

Para mayor detalle ver la Ref. Pérez et al. (2009).

y

1

Haz Gaussiano

Figura 20. Esquema de una sistema con una pelicula de espesor d. La longitud del sistema
en la direccién x es de L. El semi ancho del haz Gaussiano incidente es g. El dngulo
incidente es 0;, para la funcién de onda V;, y los angulos de esparcimiento son 6; y 6, (para
reflexion y transmisién) para las respectivas funciones de onda Wy y Ws.

Para describir un haz de este tipo, se propone una forma funcional del campo inci-

dente en términos de su espectro angular A(q, k;) de la siguiente manera:

ni(%)

1 o
floa) = [ geAlk)et ooy (212

—n1(%)

donde ag(q) = [(n0(£))? — ¢*] Y2 con Re{ap(q)} > 0 e Im {ap(q)} > 0. Por consigu-

iente, el campo incidente puede ser escrito como

\Iji(xu y) = \I’()f(l‘, y)’ (213>



56

donde ¥ es una constante con las unidades apropiadas. En este caso, para un haz

Gaussiano se propone la funcion
_92(q7k1)2 +iao(q)d
A(q, k1) = /Tge i ola)e, (214)

Sustituyendo la Ec. (214) en la Ec. (212) y evaluando en y = d,

ni(£)

9%(a—k)? .
Ui(z,d) = Vo / ﬁge‘ T g, (215)

21
—n1(2)

se obtiene el campo incidente sobre dicho plano, es decir,
U;(z,d) = Wyehrze—="/9", (216)

El pardmetro k; = ni(%)sin(6;), donde 6; representa el dngulo de incidencia. Esto

muestra que sobre el plano y = d el campo incidente tiene una modulacién Gaussiana

y una fase que es la de una onda plana con un angulo de incidencia 6;.

I11.4. Potencia incidente

Para calcular el coeficiente de reflexién diferencial, el cual representa la fraccién de
energia incidente sobre una superficie que es esparcida por unidad de angulo, se necesita
calcular el flujo incidente total y el flujo esparcido total. Lo cual se obtiene del vector
de Poynting.

Para el caso de la polarizacién s, de la Ec. (48) se tiene que la componente del
vector de Poynting a lo largo del eje y esta dada por

1
Sy = §Re{EzH;}v (217)

o bien, en términos del campo eléctrico,

1 OE.\"
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Siguiendo el mismo procedimiento para el caso de la polarizacion p, la componente
del vector de Poynting es

Sy == ERG

1 OH, .
{ 5 Hm}. (219)

Ahora, de la ecuacion de campo incidente, dada por

no(2)
2, \2
Ui(z,y) = ¥ / \Qﬁge‘w6””’“”“0@(d‘y)dq, (220)
T
—np(2)

se tiene la derivada del campo incidente

oV, (x,y ,
DALY g0y, (221)

Y
En este punto, se ha puesto que la exponencial en el integrando es relativamente angosta
y que estd centrada en ¢ = k;, de manera que se puede considerar que ag(k;) es una

constante sobre el rango en el cual el integrando posee un valor significativo. Al evaluar

la derivada del campo incidente en y = d, obtenemos la siguiente expresion

ov;(x, ,
ﬂ = —ZOéo(k‘l)\Ifi([L', d) (222)
oy y=d
donde tenemos V¥;(z,d) de la Ec. (216).
Asi, para la polarizacion s se tiene que
1 2
S0l = g0 (k) (e ) (223)
y para la polarizacién p
1 2
|Syly—q = an(kl) Wi(z, d)|”. (224)

De esta manera, en general se puede escribir la componente y del vector de Poynting

CcOo1mo

1
|Sy|y:d = m@o(lﬁ) |Wi(, d)|2, (225)
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donde p = ¢; para la polarizacién p, y p = p; para la polarizacién s.
Para obtener el resultado buscado, es necesario integrar sobre un area especifica. El
haz esta confinado a lo largo de z, con limites de integracién desde —L/2 hasta L/2.

Entonces, la potencia incidente en un area particular L,L. es

Lo/2 L./2
Pk = [ [ 18, dude
—Ly/2—L./2
Ls/2
1
= mao(/ﬁ)L / |\I’i(l’>d)‘2> (226)
—Ly/2

y usando la expresién de W,(x,d) (Ec. (216)) reducimos la expresion a

1 s
Pi(/ﬁ) = mao(lﬁ)Lz |‘I/0|2 \/;9» (227>

que es la potencia incidente al sistema de la Fig. 20.

Dado que k; = n1(%)sin(6;), entonces

ap(k) = [(k1)* = (ki sin(6:)%)'2,
= k[l —sin®(6;)],

= kycosb,, (228)

donde si consideramos la Ec. (228) y |Wo|* = 1, entonces la Ec. (227) se transforma en

1

wp

Asi, para polarizacion s tenemos que:

P - nl(%)cos(ﬁi)Lz\/E7
2wy 2

_ nacos(f )L e (230)

depuy

y para polarizacion p,

Py = ny cos(f )L s (231)
4ceq
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II1.5. Potencia esparcida

Se puede obtener el diferencial de la reflectancia asociada (ver Puente Diaz (2017)) para

polarizacion s, la cual esta dada por

Pr L lor(0 )‘2A9

RO, = o= =
B 14cu )L, 2mg
1 2
- 6.)12 AG., 232
2(2m)3/2gky cos(6;) o7(65)] (232)

donde Pgr denota la potencia esparcida de reflexién y og(fs) es la seccién eficaz de

esparcimiento para R definida como
N
or(0s) = As Y [iky (1, sin(6,) — x), cos(6,))¥,, — @} Je R (nsin@e)mumcosl) (933

n=1

Al integrar la Ec. (232) en el intervalo de [—g, g] , se tiene que la reflectancia es,

1
7 db. 234
R(6,) = 2(27)3/2gk; cos( /|0R I (234)

wu

Por otro lado, el diferencial de transmitancia es

Pr nals lor(0 )|2A9

dT(@s) = 1T _ 167k3psc :
Py meelly fong
1

) 2(2m)*/2 (Z_?) <%> gk cos(6;) 72(0.)" A0 (235)

donde el subindice 3 se estd usando para denotar las propiedades del medio de trans-

misién en el sistema de la Fig. 20. En la Ec. (235), Pr denota la potencia esparcida

de transmisién y or(0s) es la seccion eficaz de esparcimiento para 1" definida como

N
or(6s) = As Y [iki (y), sin(0,) + 2, cos(0,)) W), — B} Je i (rnsin@e)tuncosle) (936
n=1

Integrando la Ec. (235) sobre el intervalo de [—%, 2], se obtiene la transmitancia del

sistema,

7(0,) = o () (2] / lo2(0,)? do.. (237)

N \
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Siguiendo el mismo proceso de la polarizacién s, tenemos para la polarizacion p las

expresiones para la reflectancia y transmitancia:

1 ; 9
R(0,) = 2(2m)3/2gky cos(6;) [ |0 r(0)]" dbs (238)
Y g
7(0,) = L / o7(0.) db,. (239)

2(2m)2 () ghs cos(6;) -

Cabe recordar que dichas expresiones, en ambas polarizaciones, deben a su vez obedecer

us
2

la ley conservacion de la energia dada por R 4+ T = 1 cuando el sistema no tiene

absorcién.

II1.6. Verificacion del Método de la Ecuacion Inte-
gral

Con la finalidad de verificar el funcionamiento del método de la ecuacion integral en sis-
temas de multicapas finitos, se analizaran los sistemas mas simples de 1, 2 y 3 interfaces
entre medios dieléctricos y para medios metalicos de 1 y 2 interfaces. Estos se utilizaran
debido a su simplicidad y a que se pueden comparar con un método completamente

analitico resultante de las ecuaciones de Fresnel (TMM) mostradas en la Sec. (2.2).

II1.6.1. Respuesta optica de sistemas de multicapas dieléctricas

de 1, 2 y 3 interfaces

La Fig. 21 muestra los resultados obtenidos del célculo de la reflectancia y transmitancia
como funcién del dngulo de incidencia para un haz de luz incidente (onda Gaussiana en

IEM y onda plana en TMM), con longitud de onda A = 1.0 um tanto para la polarizacién
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s como para la p. En la Fig. 21 las leyendas de Rs y Rp corresponden a la reflectancia
para la polarizacion s y p, respectivamente. Asimismo T's y Tp la transmitancias para

ambas polarizaciones. Los perfiles de los tres sistemas de multicapas estan formados
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Figura 21. Perfiles de tres sistemas formados por: (a) dos medios con indices de refraccién
ny = 1.0 (aire) y ny = 1.5 (vidrio) separados por una interfaz de longitud L = 107 um; (c)
tres medios con indices de refraccién n; = 1.0 (aire), ny = 1.5 (vidrio) y n3 = 1.0 (aire) con
espesor de la capa de en medio d = 2.0 um y longitudes de las interfaces de L = 107 pum;
(e) cuatro medios con indices de refraccion ny; = 1.0 (aire), ny = 1.5 (vidrio), ng = 2.0
(Zircén) y ny = 1.5 (vidrio) con espesores de las capas de d = 4.0 um y longitudes de
las interfaces L = 107 pm. (b), (d) y (f) Reflectancia (R) y transmitancia (7') obtenidas
por los métodos numérico (IEM) y analitico (TMM) de los 3 sistemas de multicapas con
medios dieléctricos para las polarizaciones s y p. Los 3 sistemas estan iluminados con un
haz Gaussiano de longitud de onda A = 1.0 um.

de la siguiente forma: dos medios con indices de refraccién n; = 1.0 (aire) y ny = 1.5
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(vidrio) separados por una interfaz de longitud L = 107 pm mostrados en la Fig. 21(a);
tres medios con indices de refraccién n; = 1.0 (aire), ny = 1.5 (vidrio) y n3 = 1.0 (aire)
con espesor de la capa de en medio d; = 2.0 pum y longitudes de las interfaces de
L = 107 pm (Fig. 21(c)); cuatro medios con indices de refraccién n; = 1.0 (aire),
ny = 1.5 (vidrio), ng = 2.0 (Zircén) y ny = 1.5 (vidrio) con espesores de las capas de
dy = dy = 4.0 pm y longitudes de las interfaces L = 107 pm (Fig. 21(e)). En el primer
caso se consider6 un semi ancho del haz Gaussiano de g = L/6 y para los otros dos
casos con g = L /3.

En las Figs. 21(b), (d) y (f) se muestran los resultados numéricos y analiticos de los
3 sistemas de multicapas con medios dieléctricos mediante el IEM y el TMM, respecti-
vamente. En todos los casos se observa una buena concordancia con los resultados, lo

cual da pie a que el método numérico desarrollado funciona de manera precisa.

I11.6.2. Respuesta optica de sistemas de multicapas metalicas

de 1 y 2 interfaces

La Fig. 22 muestra los resultados obtenidos del célculo de la reflectancia como funcién
del dngulo de incidencia para un haz de luz incidente, con A = 0.633 pum tanto para
la polarizacion s como para la p. En la Fig. 22 las leyendas de Rs y Rp corresponden
a la reflectancia para la polarizacion s y p, respectivamente. Los perfiles de los dos
sistemas de multicapas estan formados de la siguiente forma: dos medios con indices de
refraccién ny = 1.0 (aire) y ny = 0.14374+3.8097i (plata) separados por una interfaz de
longitud L = 127 pm mostrados en la Fig. 22(a); tres medios con indices de refraccién
ny = 1.0 (aire), ny = 0.14374 + 3.8097: (plata) y ng = 1.0 (aire) con espesor de la capa
de en medio d; = 0.01 pm y longitudes de las interfaces de L = 127 um (Fig. 22(c)).

Para los dos casos se consideré un semi ancho del haz Gaussiano de g = %)\.
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Figura 22. Perfiles de dos sistemas de multicapas formados de la siguiente forma: (a) dos
medios con indices de refraccién n; = 1.0 (aire) y no = 0.14374+3.8097: (plata) separados
por una interfaz de longitud L = 127 pm; (c) tres medios con indices de refraccién n; = 1.0
(aire), ny = 0.14374 4 3.8097i (plata) y n3 = 1.0 (aire) con espesor de la capa de en medio
d = 0.01 um y longitudes de las interfaces de L = 127 um. (b) y (d) Reflectancia (R) y
transmitancia (7") obtenidas por los métodos numérico (IEM) y analitico (TMM) de los 2
sistemas de multicapas con medios dieléctricos para las polarizaciones s y p. Ambos sistemas
iluminados con un haz Gaussiano de longitud de onda de A = 0.633 pm.

En las Figs. 22(b) y (d) se muestran los resultados numéricos y analiticos de los 2
sistemas de multicapas con medios metalicos mediante el IEM y el TMM, respectiva-
mente. En todos los casos se observa una buena concordancia con los resultados, lo cual
da pie a que el método numérico desarrollado funciona de manera precisa e inclusive
anadiendo estos medios metélicos con absorcion. En este caso se mostrd unicamente la

reflectancia, debido a que, es la respuesta de la luz de interés para estos sistemas.
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Capitulo IV

RESULTADOS

En este capitulo se presenta una serie de aplicaciones a los sistemas de peliculas delgadas
en el uso de medios estrictamente dieléctricos como es el caso de sistemas altamente
reflejantes, sistemas antireflejantes y filtros de borde. Asi como también la configuracién
tipica de Kretschmann formada por una pelicula delgada metalica y un medio dieléctrico
para lograr una reflexion total atenuada debida a la exitacién de un plamén polaritén
superficial (SPP). Con esta plataforma se estudia las resonancias del plasmén superficial
(SPRs) mediante el calculo de la reflectancia y/o transmitancia como funcién del dngulo
de incidencia, del espesor de las peliculas delgadas o de la longitud de onda. En los
diferentes sistemas considerados se tomé en cuenta el estado de polarizacion de la onda
electromagnética incidente (s o p) de acuerdo a sus condiciones del problema. Asi como
la iluminaciéon del sistema con un haz Gaussiano apropiado para evitar los efectos de
borde en las interfaces de longitud finita. En el caso del sistema de Kretschmann para
obtener la reflectancia como funcion de la longitud de onda y el espesor de las peliculas
se tuvo que utilizar la programacion en paralelo bajo el protocolo de MPI debido a la
gran cantidad de tiempo de cémputo requerido. Se mostraran resultados de sistemas

estratificados; sin embargo, es importante reiterar que la contribucion de este trabajo
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fue en el desarrollo de un método numérico riguroso optimizado para un sistema de

multicapas dieléctricas.

IV.1. Pelicula altamente reflejante

Se estudio un sistema de multicapas formado por 10 capas cuyas interfaces separan los
medios con indices de refraccion n; = 1.0, ng = 2.1, n;, = 1.38 y ny = 1.52 y espesores
de las peliculas delgadas dy = 0.0655 pm y dy, = 0.0996 pm, respectivamente, como se

muestra en la Fig. 23. El sistema de multicapas esta disenado como

na |(nang)?| ns,

con ¢ = 5, donde se tomé en cuenta la variacion de la longitud de onda desde 0.3 pym

(a)
0 [
= I —
S
St I — Analitico R
a—O.S | _ _\ oo
I — Analitico T
1 ‘ ‘ ‘ - = ~Numérico T
-10 0 10
x [um]
(b) Polarizacion s (c) Polarizacién p
1 WANVA A s~ - N‘\ I\\ 1 -n\/l\\‘l‘\ ,—‘-—-~ ‘ [~
| l" 7 \ ’l \\ ) \ ¥ |’/ AR y \\~_’,¢
\\, :'l \‘ ,' LN 1"’ \\ ',
| \ AW/
05 | ! s 1 057 A b
" :‘\ II “ TN l'\ ,l “
s Y v / \ 4 3 o0 ‘\ ¢ \ P S
O ’\,, "' “' \\~“ ---- "l “'lw O “"\‘I ‘\‘l’ N.‘-——" L ‘\ z", )
0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 08 03 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
Alpm] Alpm]

Figura 23. (a) Perfil de un sistema de peliculas delgadas con indices de refraccién n; = 1.0,
ng = 2.1, np = 1.38 y ng = 1.52 con espesores de dy = 0.0655 um y dp = 0.0996
pum. Reflectancia (R) y transmitancia (7") para las polarizaciones (b) s y (c) p variando
la longitud de onda A € [0.3,0.8] um, a un angulo de incidencia #; = 30 usando el IEM
(numérico con lineas discontinuas) y el TMM (analitico con lineas continuas).
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hasta 0.8 pm en pasos de discretizacién de AX = 0.005 ym a un adngulo de incidencia
fijo ; = 30. En la Fig. 23(a) se muestra el perfil del sistema de multicapas consider-
ado; asi como los resultados numéricos (IEM) y analiticos (TMM) de la transmitancia
(T') y reflectancia (R) para las polarizaciones s (Fig. 23(b)) y p (Fig. 23(c)). Pode-
mos observar que el método numérico tiene buena correspondencia con los resultados
analiticos obtenidos. Ademas, se tiene que en los intervalos de la longitud de onda para
A € (0.45,0.62) pm y A € (0.46,0.59) pm una alta reflectancia bajo estos disefios de
peliculas delgadas.

La aplicacion més usual de las peliculas altamente reflejantes es en lentes para mejo-
rar la eficiencia de los diferentes dispositivos aumentando su reflectancia para aplica-
ciones de espectroscopia, microscopia y laboratorio en general; como ejemplo, se pueden

usar como reflectores laser.

IV.2. Pelicula antirreflejante

Ahora se consideré un sistema de multicapas con 4 interfaces que separan los medios
con indices de refraccion ny = 1.0, no = 1.38, n3 = 1.585, ny = 1.82 y ny, = 1.52,
variando la longitud de onda desde 0.44 pum hasta 1.34 um en pasos de discretizacion
de AX = 0.01 pm. En la Fig. 24(a) tenemos el perfil utilizado para el caso de la
polarizacién s con espesores de las peliculas delgadas de d; = 0.1767 um (i = 1,2, 3). Los
resultados de la reflectancia (R) y la transmitancia (7") calculados a incidencia normal
(0; = 0) son mostrados en la Fig. 24(b). Estos resultados muestran que el método
integral (numérico) tiene una buena correspondencia con el método analitico; es decir,
los resultados obtenidos son confiables. Analizando el grafico a detalle podemos observar
que la luz reflejada es minima, lo cual nos indica que tenemos un sistema antirreflejante,

o de igual manera si observamos la transmitancia vemos que ésta es maxima ratificando
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Figura 24. Perfil para un sistema de 3 capas cuyas interfaces separan los medios con indices
de refraccién n; = 1.0, no = 1.38, ng = 1.585, ny = 1.82 y ny, = 1.52 con espesores de las
capas (a) dj = 0.1767 um (j = 1,2,3) y (¢) d; = 0.1414 um (j = 1,2,3). Reflectancia
(R) y transmitancia (7') obtenidas con el IEM (numérico con lineas discontinuas) y el TMM
(analitico con lineas continuas), variando la longitud de onda A € [0.44,1.34] um, (b) a un
angulo incidente §; = 0 para la polarizacién s y (d) a un dngulo incidente ; = 59 para la
polarizacién p.
el hecho de tener una capa antirreflejante. Similarmente en la Fig. 24(c) se muestra el
perfil utilizado para el caso de la polarizacion p, en el cual los espesores de las peliculas
dieléctricas son d; = 0.1414 pum (i = 1,2,3). Los resultados obtenidos de R y T para
este sistema iluminado al dngulo de incidencia #; = 59 estdn ilustrados en la Fig. 24(d).
Estos resultados ntimericos son igualmente precisos al ser comparados con el método
analitico e igualmente cumplen las condiciones para un revestimiento antirreflejante.
Teniendo asi que el IEM es confiable al momento de modelar este tipo de sistemas.
De igual manera que el caso anterior, la aplicacion mas usual de las capas antirrefle-

jantes es en lentes para mejorar la eficiencia aumentando su transmision, mejorando el

contraste y eliminando cualquier imagen (fantasma) que pueda aparecer; como ejemplo,
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comunmente se utiliza en los anteojos.

IV.3. Filtros de Borde

También se estudiaron dos sistemas de multicapas con 12 interfaces que separan los
medios con indices de refraccion n; = 1.52, ng = 2.35, n;, = 1.35 y n, = 1.0 iluminados
a incidencia normal. Aqui no se tomo distincion estre polarizaciones debido a que a

incidencia normal las polarizaciones s y p se comportan de igual manera.

IV.3.1. Filtro pasa onda larga

El perfil de un sistema de multicapas disenado como

nr <nL nL>QnL
n|— (—ng— ] —|ns,
2 \2 "9 ) 9

con ¢ = 5y espesor d = 0.186 um para cada una de las capas, respectivamente, se
ilustra en la Fig. 25(a). En la Fig. 25(b) se muestran los resultados de la reflectancia
(R) y transmitancia (7") para la polarizacién s, obtenidas mediante el IEM (lineas
discontinuas) y el TMM (lineas continuas) variando la longitud de onda en el intervalo
de 0.61 a 1.0 um con pasos de discretizacion de A\ = 0.01 ym. Haciendo la comparacién
de los métodos utilizados, el método numérico es confiable ya que tiene una buena
correspondencia con el método analitico. Ademas vemos que para A > 0.77 pym la
reflectancia es minima o bien la transmitancia es maxima. Estos resultados indican que
el sistema de multicapas considerado corresponde a un filtro pasa onda larga.

Filtros de este tipo tiene una gran cantidad de aplicaciones, en campos tan variados
como: interferometria, espectrometria, video, laser, redes y comunicaciones, entre otros;
como ejemplo, si se quieren imagenes en IR donde se desea suprimir el espectro visible

entonces el filtro pasa onda larga es el indicado.
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Figura 25. Perfil para un sistema de 11 capas con interfaces que separan los medios con
indices de refraccion ny = 1.52, ny = 2.35, ny, = 1.35 y ny, = 1.0, y espesores de
las peliculas delgadas de (a) d = 0.186 um y (c) d = 0.112 um. Reflectancia (R) y
transmitancia (7") usando el IEM (numérico con lineas discontinuas) y TMM (analitico con
lineas continuas) para (b) un filtro pasa onda larga y (d) un filtro pasa onda corta variando
la longitud de onda.

IV.3.2. Filtro pasa onda corta

Ahora se va a considerar el perfil de un sistema de peliculas delgadas disenado como

2

ni

ng (nH nH)q ny
- nNp— — | Ns,
2 2] 2

con ¢ = 5 con espesor d = 0.112 pum para cada una de las capas ilustrado en la Fig.
25(c). En la Fig. 25 (d) se muestran los resultados de R y T variando la longitud de
onda desde 0.45 pm hasta 0.95 ym en pasos de discretizacion de AX = 0.01um. Vemos
que para A < 0.68 pum tenemos que la reflectancia es minima, lo cual corresponde a un
filtro pasa onda corta. De igual forma los resultados numéricos indican que hay una
buena correspondencia con los resultados analiticos, lo cual permite confiar en el IEM.

De igual manera que los filtros pasa onda larga estos tienen el mismo rango de
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aplicaciones donde se pueden considerar el complemento de ellos; como ejemplo las
camaras a color necesitan un filtro de pasa onda corta porque filtra las fuentes de luz

UV e IR para brindarle una imagen en color real.

IV.4. Resonancia de Plasmén Superficial

En esta seccién se estudiara la respuesta 6ptica de la configuracién tipica de Kretschmann
formada por un prisma con indice de refracciéon ny, una pelicula metalica delgada con
ng y el aire con ng. El prisma sera considerado como una capa dieléctrica para lograr
una reflexion total atenuada y asi obtener la excitacion de un SPP. Para estudiar las
SPRs mediante los métodos numérico (IEM) y analitico (TMM) se consideraran las
variaciones con respecto al angulo de incidencia, espesor de la pelicula delgada y la
longitud de onda incidente. De esta forma se encontraran las condiciones necesarias

para la excitacion del SPP para diferentes tipos de metales.

IV.4.1. Casos particulares

Primeramente, las peliculas delgadas se consideraron de tres metales diferentes: plata,
oro y aluminio illuminadas a longitud de onda A = 0.633 um. Para cada caso se tiene un
angulo especifico en el cual se tiene la resonancia del SPP con un espesor de la pelicula
metalica especifica. Para los medios que rodean la pelicula metalica se consideraron los
valores del indice de refraccion constante, n; = 1.723 y no, = 1.0; en cambio, para cada
tipo de metal las propiedades 6pticas son dispersivas, por lo que fueron modeladas con

el método de Lorentz-Drude descrito en la Sec. 2.3.
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Plata

Primeramente vamos a considerar el caso de la pelicula de plata con espesor d = 0.04
pm, que a partir del modelo de Lorentz-Drude, el indice de refraccion es ny = 0.1437 +
3.8097:. En la Fig. 26(a), se muestra el perfil de este sistema y en la Fig. 26(b) la
reflectancia (R) dada por el método numérico (IEM) y el método analitico (TMM). Los
resultados muestran que el angulo de resonancia del SPP esta en 8 = 37.19 con ambos

métodos. Asi comprobamos la eficacia del método de la ecuacion integral. También
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Figura 26. (a) Perfil de un sistema de Kretschmann compuesto por los medios con indices
de refraccion ny = 1.723, ny = 0.14374+3.8097i (plata) y ng = 1.0 y espesor de la pelicula
metdlica d = 0.04 um. (b) Reflectancia de la configuracién de Kretschmann mediante los
métodos numérico (IEM linea discontinua) y analitico (TMM linea continua) como funcién
del angulo de incidencia.

podemos observar que el minimo obtenido por el método numérico es mayor que el
analitico; esto es debido a que el TMM da resultados exactos en términos del modelo
de superficies planas, pero el método integral discretiza los contornos y entonces se hace

una aproximacion con un nimero finito de fuentes, lo que en realidad es un numero
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infinito. Esto hace que el método numérico, que aunque da buenos resultados, siempre

sera aproximado.

Oro

Ahora se considera el caso de la pelicula de oro con espesor d = 0.05 pm, con un indice
de refraccion es ny = 0.1726 + 3.4218i. En la Fig. 27(a), se muestra el perfil de este
sistema y en la Fig. 27(b) la reflectancia (R) dada por el método numérico (IEM) y el
método analitico (TMM). Los resultados muestran que el 4ngulo de resonancia del SPP
esta en 6 = 37.5 con ambos métodos. Asi reafirmamos la eficacia del método numérico

y volvemos a tener el mismo comportamiento en la reflectancia con ambos métodos.
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Figura 27. (a) Perfil de un sistema de Kretschmann compuesto por los medios con indices
de refraccién ny = 1.723, ny = 0.1726 + 3.4218i (oro) y n3 = 1.0 y espesor de la pelicula
metdlica d = 0.05 um. (b) Reflectancia de la configuracién de Kretschmann mediante los
métodos numérico (IEM linea discontinua) y analitico (TMM linea continua) como funcién
del angulo de incidencia.
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Aluminio

Como 1ultimo caso particular vamos a considerar la pelicula de aluminio con espesor
d = 0.01 pm, que a partir del modelo de Lorentz-Drude, el indice de refraccién es
ny = 1.3406 4+ 7.3015i. En la Fig. 28(a), se muestra el perfil de este sistema y en la
Fig. 28(b) la reflectancia (R) dada por el método numérico (IEM) y el método analitico
(TMM). Los resultados muestran que el dngulo de resonancia del SPP esté en § = 36.5
para el caso analitico y en 6 = 36.81 para el método numérico. Aqui vemos que el IEM
tiene sus fortalezas y debilidades, ya que para este caso en el cual la resonancia del SPP
aparece de manera abrupta ocasionando una desviacién de 0.31. Esto muestra que el
método requiere un comportamiento mas suave y una discretizacion mucho mas fina.
De igual manera como se esperaba el valor del minimo de la reflectancia en este angulo

de resonancia tampoco llega a ser cero para el método numérico.
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Figura 28. (a) Perfil de un sistema de Kretschmann compuesto por los medios con indices de
refraccion ny = 1.723, ny = 1.3406+ 7.3015¢ (aluminio) y n3 = 1.0 y espesor de la pelicula
metélica d = 0.01 um. (b) Reflectancia de la configuracién de Kretschmann mediante los
métodos numérico (IEM linea discontinua) y analitico (TMM linea continua) como funcidn
del angulo de incidencia.
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IV.4.2. Variacion del espesor de la pelicula metalica

Una vez que se logré estudiar la resonancia del plasmén superficial con la configuracion
de Kretschmann para una longitud de onda de iluminacion y espesor de la pelicula
metalica particulares, es posible generalizar el problema para varios valores del espesor
de la pelicula metalica. Esto ayudarda a encontrar més condiciones necesarias para
lograr la excitacién del SPP para el caso de una pelicula de oro. De igual forma se
utilizaran los métodos numérico (IEM) y analitico (TMM) para calcular la reflectancia
variando el dngulo de incidencia y el espesor de la pelicula delgada con una longitud
de onda incidente especifica. Debido a que el calculo numérico requiere mayor tiempo
de cémputo se usé la programacion en paralelo bajo el protocolo de MPI FORTRAN
[Pérez (2015)]. Para ello se utilizé la estacién de trabajo de la FCFM, la cual tiene 2
procesadores Intel Xeon Processor 8 Cores E5-2640 (20M Cache, 2.00 GHz) con 64 GB
de memoria (8 X 8GB), una tarjeta TESLA K40 con 12 GB de memoria RAM y un
sistema operativo Linux CentOS 6.2 x 86_64.

El sistema de Kretschmann estd compuesto por 2 interfaces que separa 3 medios
con indices de refraccién ny = 1.723 , ny = 0.1726 4 3.4218i (oro) y n3 = 1.0 (ver Fig.
27(a)), el cual es iluminado por un haz Gaussiano de longitud de onda A = 0.633 um. Se
hizo una variacién angular del haz incidente de 6 € [0, 80) con un paso de discretizacién
de Af = 0.0625 y una variacién del espesor de la pelicula de oro de d € [0.005,0.5] um
con un paso de discretizacion de Ad = 0.005 pm, para obtener las respuestas Opticas
del sistema propuesto mostradas en las Figs. 29(a) con el IEM (numérico) y 29(b) con
TMM (analitico). Vemos que la ubicacién en la cual hay resonancia del SPP es muy
especifica en un rango pequeno, tanto en la variacion del angulo de incidencia como en
el espesor de la pelicula. También podemos observar que para un espesor de la pelicula

de d > 0.1 um ya no existe un angulo de incidencia en el cual se tenga una resonancia,
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debido a que para que exista el plasmén como dice la teoria se requiere una pelicula

delgada.
(@) Numérico (b) Analitico
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Figura 29. Reflectancia obtenida por los métodos (a) numérico (IEM) y (b) analitico (TMM)
para un sistema de Kretschmann formado por los medios con indices de refraccién n; =
1.723, ny = 0.1726 + 3.4218i (oro) y n3 = 1.0 con una longitud de onda fija A = 0.633
pum variando el angulo de incidencia y el espesor de la pelicula metalica.

IV.4.3. Variacion de la longitud de onda

También es posible generalizar el problema para varios valores de la longitud de onda
de incidencia. FEsto ayudara a encontrar maés condiciones necesarias para lograr la
excitacién del SPP para el caso de una pelicula de plata. De igual forma se utilizaran
los métodos numérico (IEM) y analitico (TMM) para calcular la reflectancia variando
el angulo de incidencia y la longitud de onda con un espesor de la pelicula metalica
especifica. Debido a que el calculo numérico también requiere mayor tiempo de computo
se usé la programacion en paralelo bajo el protocolo de MPI FORTRAN.

El sistema de Kretschmann estd compuesto por 2 interfaces que separa 3 medios
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con indices de refraccién ny; = 1.723 , ng(A) (plata obtenido del modelo de Lorentz-
Drude) y ng = 1.0 (ver Fig. 26(a)), el cual tiene una pelicula de plata con un espesor
de d = 0.04 pm. Se hizo una variacién angular del haz incidente de 6 € [0,80) con un
paso de discretizacion de Af = 0.0312 y una variacion de la longitud de onda de A\ €
[0.313,0.803] um con un paso de discretizacién deAX = 0.01 pum del haz Gaussiano con
el cual se ilumino el sistema, para obtener las respuestas opticas del sistema propuesto
mostradas en las Figs. 30(a) con el IEM (numérico) y 30(b) con TMM (analitico).
Vemos que para el espesor elegido en el intervalo de la longitud de onda seleccionado, el

(a) Numérico (b) Analitico
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Figura 30. Reflectancia obtenida por los métodos (a) numérico (IEM) y (b) analitico (TMM)
para un sistema de Kretschmann formado por los medios con indices de refraccién n; =
1.723, ny(X) (plata) y n3 = 1.0 con un espesor de la pelicula metélica fijo d = 0.04 pm
variando el angulo de incidencia y la longitud de onda.

angulo del haz incidente en el cual se encuentra la resonancia del SPP corresponde a un
intervalo angular de 5 que conforme la longitud de onda crece se vuelve més pequeno
hasta ser menor a 1. Ademads se tiene que conforme el intervalo angular para una A

particular se vuelve mas pequeno, el método numérico empieza a fallar, debido a que
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estos minimos son muy abruptos y el método requiere un comportamiento mas suave
y una discretizacion mas fina como se habia mencionado anteriormente. Sin embargo,
los resultados con el IEM han sido confiables aiin para sistemas complejos como fue la

configuracion de Kretschmann para la excitacién de plasmones superficiales.
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Capitulo V

CONCLUSIONES

En este capitulo se da una visién integral del trabajo desarrollado, presentando un
breve resumen y una discusién comparativa entre los resultados numéricos y analiticos
obtenidos con el IEM y el TMM. Posteriormente, con base en los resultados obtenidos,
se enuncian las conclusiones mas importantes del trabajo.

En este trabajo se ha realizado un estudio tedrico de la propagacién de la luz en
diferentes sistemas de multicapas construidos con dieléctricos y metales. Motivado en
gran parte por el desarrollo del IEM para un sistema arbitrario de capas. En particular,
en el calculo numérico de las resonancias plasmonicas mediante la configuracion de
Kretschmann que podran ser comparadas con resultados experimentales.

Para abordar el problema de interés, desarrollamos e implementamos dos técnicas
numéricas. La primera se conoce como el método de la ecuacion integral (IEM), que
parte del segundo teorema integral de Green para obtener un par de ecuaciones in-
tegrodiferenciales acopladas que involucran, como incégnitas, al campo y su derivada
normal evaluados en las fronteras o superficies involucradas. La discretizacién del sis-
tema resulta en una ecuacion matricial cuya solucién determina las funciones fuente, con

las que se puede calcular el campo esparcido. Con este método se trata la propagacion
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de la luz en sistemas multicapas de medios dieléctricos y metalicos. El segundo método
analitico es el de la matriz de transferencia (TMM) el cual considera interfaces infinitas
plano paralelas. En esta técnica, los campos eléctricos entre diferentes interfaces se rela-
cionan con un producto matricial construido en base a dos tipos de matrices, siendo la
matriz de transmision entre medios distintos y la matriz de propagacién a través de las
diferentes capas. Este método de igual manera puede tratar con los diferentes medios
dieléctricos y la combinacién con metales, el cual fue disenado para tratar sistemas
con interfaces plano paralelas y se utiliza como método de referencia y comparacién de
resultados producidos por el IEM.

Primeramente se obtuvieron resultados numéricos y analiticos de diferentes sistemas
dieléctricos de multicapas con 1, 2 y 3 interfaces. Para la verificacion del método
numérico para ambas polarizaciones s y p se observa buena concordancia de resultados,
aunque el IEM se desvia del resultado analitico particularmente a angulos de incidencia
rasantes. Esta es una limitacién intrinseca esperada. Sumado a la verificacion del
método numérico se considero el sistema de multicapas con peliculas delgadas metélicas
dando también una buena correspondencia con los resultados analiticos.

Una vez verificada la confiabilidad del IEM se estudio la respuesta 6ptica de difer-
entes sistemas de multicapas dieléctricas, modelando tres tipos de recubrimientos (al-
tamente reflejantes y antirreflejantes) y filtros pasa onda larga y corta. Los resultados
numeéricos del IEM de igual forma mostraron una correspondencia muy buena con re-
specto al TMM, sin importar la forma de los medios incidente o transmisién y el cémo
estuvieran construidas las capas.

Para estudiar las SPRs en una configuracion de Kretschmann, se revisé la teoria
sobre conductores metalicos mediante el modelo de Lorentz-Drude para determinar el

comportamiento de la permitividad relativa de diferentes metales. Derivado de estos
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resultados se determinaron los angulos donde aparecen las SPRs con ambos métodos
variando el angulo del haz incidente. Para las peliculas metalicas de oro y plata, los
resultados del &ngulo de la SPR fueron los mismos. En cambio, para la pelicula metélica
de aluminio hubo discrepancia debido posiblemente a la falta de una mejor discretizacion
de los contornos. Ademas, los resultados con el TMM mostraron que el minimo para
la reflectancia era cero y en los casos del IEM el minimo era mayor que cero. Esto
se debe a que el TMM da resultados, que en la teoria son exactos; es decir, que su
error es solo por el calculo numérico del producto de matrices, en cambio el método
integral discretiza los contornos y entonces se hace una aproximacién con un nimero
finito de fuentes lo que en realidad es un nimero infinito. Por otro lado, se encontrd
que la curva del plasmoén es diferente para cada metal debido a que cada uno posee una
funcién dieléctrica distinta.

Los tres sistemas considerados tuvieron un espesor diferente en las peliculas metalicas
al angulo dado de la SPR, a pesar de que los medios incidente y de transmisién son
los mismos y fueron iluminados con un haz Gaussiano con la misma longitud de onda.
Esta parte fue corroborada tomando en cuenta una variacién del sistema sobre el es-
pesor de la pelicula de oro. Esto mostré que el SP esta confinado en una region en
donde la pelicula tiene un espesor menor a 0.1 gm y mayor a 0.01 gm. Adicionalmente,
se hizo un barrido en longitud de onda y angulo incidente en una pelicula de plata,
en donde se volvié a corroborar el hecho de que el comportamiento del angulo de la
SPR y la discretizacion son muy importantes; ya que la ubicacién de la SPR tiende a
aparecer en un intervalo angular de 5 para longitudes de onda cortas hasta llegar a un
intervalo menor a un grado para longitudes de onda largas. En esta ultima region el
IEM no funciona tan adecuadamente, debido a que en todo el sistema se mantuvo una

discretizacion constante sobre las interfaces.
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Estos resultados nos indican que el IEM es una herramienta muy importante que
genera resultados muy precisos, pero que se debe tratar con cuidado para evitar er-
rores grandes. Sin embargo, la generalizacion del método integral fue un éxito, ya que
dio buenos resultados en todos los sistemas que propusimos. Como trabajo futuro se
pretende utilizar el IEM considerando geometrias mas complejas que tomen en cuenta
factores fisicos que intervienen en los experimentos como la micro rugosidad aleatoria
debida a la estructura policristalina de los materiales. Ademds, con esta herramienta
numérica poder disenar sensores Opticos mediante plataformas plasmoénicas que per-
miten realizar mediciones en tiempo real de varios parametros fisicos tales como las

concentraciones de diferentes sustancias.
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Apéndice A

PROGRAMA PARA SIMULAR LA
PROPAGACION DE UNA ONDA A
TRAVES DE UN SISTEMA DE
MULTICAPAS

En este apéndice se presenta el programa elaborado en Fortran 90 paralelizado que
simula la propagacion de una onda Gaussiana a través de un sistema de multicapas,
siendo el caso especifico del sistema de Kretschmann para una pelicula de plata. Se
muestra el programa principal y las subrutinas para el IEM y el TMM; ademsds, la

rubrutina para el modelo de Lorentz-Drude para la plata.

Module parametros !Este es el modulo de los parametros principales.
Implicit none
'Numero de interfaces
Integer,parameter:: nin=2
Integer,parameter:: nun=nin+l
Integer,parameter:: non=nin-1
Integer,parameter:: Gene=2*nin-1
'Polarizacion 2-s,1-p
Integer,parameter:: pol=1
'Frente de onda 2-gauss, 1-plano
Integer,parameter:: fdo=2
'Punto de choque con la interface del haz
Real*8,parameter:: pd=0.0d0
'Paso de discretizacion de los angulos
Real*8,parameter: :dthet=0.03125 !0.1250d0
'Numero de angulos de incidencia
Integer,parameter: :nang=2560



'Angulos de esparcimiento
Integer,parameter: :ptet=360
!Lomgitud de onda minima minima
Real*8,parameter:: lambdmin=0.313d0
'Numero de puntos en el intervalo longitudes de onda
Integer,parameter:: lambdnum=100
'Paso de la longitud de onda
Real*8,parameter:: dlambd=1/dfloat (lambdnum)
Real#*8,parameter:: pi=4*datan(1l.0d0)
'Longitud de la superficie
Real*8,parameter:: lon=6%*pi
Real*8,parameter:: wmax2=8
'Longitud del semiancho del haz gausiano
Real*8,parameter:: g=80%((0.633)/(2.0d0*pi))
Real*8,parameter:: lamdmin=2*pi/wmax2
Real*8,parameter:: ds=lamdmin/200
'Punto inicial de la interfaz
Real*8,parameter:: xi=-lon/2.0d0
'Punto final de la interfaz
Real*8,parameter:: xf=lon/2.0
!'Numero de puntos para cada interfaz
Integer,parameter:: npt=dint(abs(xf-xi)/ds)
!Dimension de la matriz
Integer,parameter:: mnpt=npt*nin*2
Real*8,parameter:: rad=pi/180.0d0
Complex*16,parameter: :im=dcmplx (0.0d0,1.0d0)
Complex*16,parameter: :zero=dcmplx(0.0d0,0.0d0)
Complex*16,parameter: :uno=dcmplx(1.0d0,0.0d0)
Complex*16,parameter: :medio=dcmplx(0.5d0,0.0d0)
Real*8,parameter:: vc= 3.0%10.0%*(14)
End Module parametros
! Inicio del programa principal.
Program MultDie
Use parametros
Implicit None
Integer:: i,j,INFO,ipvt(mnpt),v,kk,ind
Real#8:: d(nin),theta(nang),thetaes(nin,nang),theti,fj,dwnum,vw,nir,nirr
Real*8:: x(3,npt*nin),y(3,npt*nin),fact(2,nang),Itr(nang),Itt(nang),k0
Real*8:: refracT(nang),transmiT(nang),conserv(nang),aux,absor(nang) ,Re(nang)
Complex*16: :ni(nun) ,M(mnpt,mnpt) ,k(nun) ,front (nin) ,ei(mnpt,nang) ,f (mnpt,nang)
Real#8:: omega, omega_p, gamma2,epsrLD,epsilD,epsrD,epsiD,wn,En(nang) ,Tr(nang)
Complex*16: :eps(nun) ,mu(nun) ,LoDru
real*8:: lambd,nu,refracTGene(nang) ,transmiTGene (nang) ,conservGene(nang) ,Ev
real*8:: dlam,lamO
External ZGESV
! Parametros para la paralelizacion
include ’mpif.h’
integer,parameter: :MASTER = O
integer,parameter: :sizearray=lambdnum
integer:: numtasks, taskid, len, ierr,nproces,offset
character (MPI_MAX_PROCESSOR_NAME) : : hostname
integer: :partner,message, status(MPI_STATUS_SIZE)
Integer::N,inicio,epp,extra,cols,chunksize,error



! Instrucciones para la paralelizacion

Real, Dimension(sizearray) :: lambdO,frecuency,salidal
Real, Dimension(sizearray*nang) :: reflect,trans,energ,salida2,salida3,salida4
real, dimension (:),allocatable :: lambd

call MPI_INIT(ierr)
call MPI_COMM_SIZE(MPI_COMM_WORLD, numtasks, ierr)
nproces=numtasks-1
call MPI_COMM_RANK(MPI_COMM_WORLD, taskid, ierr)
call MPI_GET_PROCESSOR_NAME (hostname, len, ierr)
chunksize=sizearray/numtasks
ALLOCATE (lambd (chunksize) ,STAT=error)
! si size_array no es divisible por nproc abortamos la ejecucion
if (chunksize*numtasks .ne. sizearray) then
call MPI_Abort(MPI_COMM_WORLD,ierr)
stop
end if
'Archivos metodo numerico
Open(37,file="Reflectancia.dat’)
Open(38,file=’Transmitancia.dat’)
Open(39,file=’Conservacion.dat’)
'Archivos Analitico
Open(17,file="ReGene.dat’)
Open(18,file="TrGene.dat’)
Open(19,file=’ConGene.dat’)
! inicializacion del arreglo
if (taskid==MASTER) then
do i=1,lambdnum
lambdO(i)=lambdmin+dlambd*float (i-1)
Ev =4.13566733e-1%2.99792458/1ambd0 (i)
'Permitividad electrica
eps (1)=2.968729%uno
eps (2)=LoDru(Ev)
eps(3)=uno
!Permeabilidad magnetica
mu(1)=1.0d0
mu(2)=1.0d0
mu(3)=1.0d0
k0=2%pi/lambd0 (i)
!Indices de refraccion
Do j=1,nun
ni(j)=sqrt(mu(j)*eps(j))
End do
IMagnitud Vector de Onda
Do j=1,nun
k(j)=ni(j)*2.0d0*pi/lambd0 (i)
End do
'angulo inicial
theti=0.0d0
theta=0.0d0
Do j=1,nang
fj=float(j)
theta(j)=theti+float(j-1)*dthet
theta(j)=rad*xtheta(j)

84



End do
d(1)=0.0
d(2)=0.04
Call AnalitGene(theta,ni,refracTGene, &
transmiTGene, conservGene,d,k0,lambd0(i))
end do
endif
! Distribuimos la tarea a cada nucleo esclavo
call MPI_SCATTER(lambdO,chunksize,MPI_REAL,lambd, chunksize, &
MPI_REAL, O,MPI_COMM_WORLD, ierr)
! se colecta el resultado de los esclavos
! Distribuimos el trabajo a cada esclavo
Do id=1,chunksize
Call Interfaz(npt,nin,x,y,d)
d(1)=0.0
d(2)=0.04
Ev =4.13566733e-1%2.99792458/1ambd (id)
'Permitividad electrica
eps (1)=2.968729%uno
eps (2)=LoDru(Ev)
eps (3)=uno
!Permeabilidad magnetica
mu(1)=1.0d0
mu(2)=1.0d0
mu(3)=1.0d0
!Indices de refraccion
Do j=1,nun
ni(j)=sqrt(mu(j)*eps(j))
End do
'Magnitud vector de onda
Do j=1,nun
k(j)=ni (j)*2%pi/lambd (id)
End do
!Condiciones de frontera
If(pol.eq.1)Then
Do j=1,nin
front(j)= (mi(j)/ni(j+1))**2
End do
Else
Do j=1,nin
front (j)=uno
End do
End if
!vector de angulos
theti=0.0d0
theta=0.0d0
Do j=1,nang
fj=float(j)
theta(j)=theti+float(j-1)*dthet
theta(j)=rad*theta(j)
End do
!Calculo de la matriz
Call Matm(M,k,front,x,y)
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!0Onda incidnete
Call einumnr(ei,x,y,theta,k(1),k(1))
Call ZGESV(mnpt,nang,M,mnpt,ipvt,ei,mnpt,INF0)
f=ei
!Factor de normalizacion
Call FacNor(ni,theta,fact,k,wn)
!Calculo de la Reflctancia
Call R_T_campo_lejano(’R’,k(1),x,y,fact,f,Itr,front(1),1)
!Calculo de la transmitancia
Call R_T_campo_lejano(’T’,k(nun),x,y,fact,f,Itt,front(nin),2)
Do i=1,nang*id
trans (nang*(id-1)+i)=Itt (i)
reflect (nang*(id-1)+i)=Itr(i)
energ(nang* (id-1)+i)=Itt(i)+Itr(i)
End do
End do
call MPI_GATHER(lambd,chunksize,MPI_REAL, &
salidal,chunksize,MPI_REAL,O,MPI_COMM_WORLD,ierr)
call MPI_GATHER(reflect,chunksize*nang,MPI_REAL, &
salida2,chunksize*nang,MPI_REAL,0,MPI_COMM_WORLD,ierr)
call MPI_GATHER(trans,chunksize*nang,MPI_REAL, &
salida3, chunksize*nang,MPI_REAL,0,MPI_COMM_WORLD,ierr)
call MPI_GATHER(energ,chunksize*nang,MPI_REAL, &
salida4,chunksize*nang,MPI_REAL,0,MPI_COMM_WORLD,ierr)
if (taskid==MASTER)then
do i=1,sizearray
do j=1, nang
write(39,%*)salidal(i),j,salida2(nang*(i-1)+j)
write(38,*)salidal(i), j,salida3(nang*(i-1)+j)
write(37,*)Salidal(i),j,salidad(nang*(i-1)+j)
end do
end do
end if
Close(17)
Close(18)
Close(19)
Close(37)
Close(38)
Close(39)
call MPI_FINALIZE(ierr)
End
Subroutine FacNor(ni,theta,fact,k,nw)
Use parametros
Implicit none
Integer:: v
Complex*16: :ni(nun) ,k(nun)
Real#*8::theta(nang) ,fact(2,nang) ,nw,wgc,wgc2
Do v=1,nang
If(fdo.eq.1)then
fact(1,v)=8.0d0*pi*k(1)*cos(theta(v))*lon
if(pol.eq.2) then
fact(2,v)=8.0d0*pi*k(nun)*(ni(1)/ni(nun))*cos(theta(v))*lon
else
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fact(2,v)=8.0d0*pi*k (nun)* (ni(nun)/ni(1))*cos(theta(v))*lon
end if
Else
fact(1,v)=2.0%((2.0%pi)**1.5)*xg*k(1)*cos(theta(v))
if(pol.eq.2) then
fact(2,v)=2.0%((2.0%pi)**1.5)*gxk(nun)*(ni (1) /ni(nun))*cos(theta(v))
else
fact(2,v)=2.0%((2.0%pi)**1.5)*g*k (nun) * (ni(nun) /ni(1))*cos(theta(v))
end if
End if
End do
Return
End subroutine
Subroutine Interfaz(upts,nins,x,y,d)
Use parametros
Implicit none
Integer::o,iter,j,i,npts,nins
Real#*8::x(3,npts*nins),y(3,npts*nins) ,d(nins) ,dist(nins)
dist(1)=-d(1)
If (nins.ge.2)then
Do 0=2,nins
dist(o)=dist(o-1)-d (o)
End do
End if
Open(10,file=’Interfaz.dat’)
Do i=1,nins
Do j=1,npts
iter=(i-1)*npts
If (mod(i-1,2).eq.0)Then
x(1,iter+j)=xi+(xf-xi)*(j-1)/(npts-1)
y(1,iter+j)=dist (i)
x(2,iter+j)=1.0d0
y(2,iter+j)=0.0d0
x(3,iter+j)=0.0d0
y(3,iter+j)=0.0d0
Write(10,*) x(1,iter+j),y(l,iter+j)
Else
x(1,iter+j)=xf-(xf-xi)*(j-1)/(npts-1)
y(1,iter+j)=dist (i)
x(2,iter+j)=-1.0d0
y(2,iter+j)=0.0d0
x(3,iter+j)=0.0d0
y(3,iter+j)=0.0d0
Write(10,*) x(1,iter+j),y(1,iter+j)
End if
End do
End do
Close(10)
Return
End Subroutine
!Matriz del IEM
Subroutine Matm(M,k,front,x,y)
Use parametros
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implicit none
Complex*16:: M(npt*2+*nin,npt*2*nin) ,Lmn,Nmn,k(nun),front(nin) ,dmn
Real#*8::x(3,npt*nin) ,y(3,nin*npt)
Real*8 :: Valor
Integer:: i,j,v,o0
Integer:: countl,count2,count3,count4,countb
M = zero
Do i=1,ninx*2
countl=1
If(mod(i,2).eq.0)Then
count2=i-2
count3=count?2
count4=i/2
count5=count4+((i+2)/2)
Else
count2=i-3
count3=count?2
count4=(i-1)/2
count5=count4+((i+1)/2)
End if
Do v=1,nin%2
If((i.eq.1).or.(i.eq. (nin*2)))Then
Do o=1,npt
Do j=1, npt
If(((i.eq.1).and.(v.1le.2)).or.((i.eq. (nin*2)) .and. (v.ge. (nin*x2-1))))Then
If (mod(v,2) .ne.0)Then
IF(i.eq.1)Then
M(npt*(i-1)+o,npt*(v-1)+j)=-front (i)*Lmn(k(1) ,x,y,0,]j)
Else

If (mod(count4,2) .ne.0)Then
M(npt*(i-1)+o,npt*(v-1)+j)=Lmn(k(nun) ,x,y,&
o+(npt*(nin-1)), j+(npt*(nin-1)))

Else
M(npt*(i-1)+o,npt*(v-1)+j)=-Lon(k(nun) ,x,y,&
o+(npt*(nin-1)), j+(npt*(nin-1)))

End if

End if
Else
IF(i.eq.1)Then
M(npt*(i-1)+o,npt*(v-1)+j)=Nmn(k(1),x,y,0,j) - dmn(o,j)
Else

IF (mod(count4,2) .ne.0)Then
M(npt*(i-1)+o,npt*(v-1)+j)=-Nmn(k (nun) ,x,y,&
o+ (npt*(nin-1)), j+(npt*(nin-1)))

ELse
M(npt*(i-1)+o,npt*(v-1)+j)= &

Nmn (k (nun) ,x,y,o+(npt*(nin-1)), j+(npt*(nin-1)))-&
dmn (o, j)
End if
End if
End if
Else
M(npt*(i-1)+o,npt*(v-1)+j)=zero
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End if
End do
End do
Else
Do o=1,npt
Do j=1,npt

If (count2.ge.1)Then
M(npt*(i-1)+o,npt*(v-1)+j)=zero
Else
If (mod(count4,2) .ne.0)Then
IF(countl.le. (4+count3))Then
If(mod(i,2).eq.0)Then
If(v.1lt.count5)Then
If (mod(v,2) .ne.0)Then
M(npt*(i-1)+o,npt*(v-1)+j)=Lmn(k(count4+1) ,x,y,&
npt*(count4-1)+o,npt*(countd-1)+j)
Else
M(npt*(i-1)+o,npt*(v-1)+j)=-Nmn(k(count4d+1) ,x,y,&
npt* (count4-1)+o,npt*(countd-1)+j)
End if
Else
If (mod(v,2).ne.0)Then
M(npt*(i-1)+o,npt*(v-1)+j)=front (countd+1) *&
Lmn (k(countd+1) ,x,y,&
npt*(count4-1)+o,npt*count4d+j)
Else
M(npt*(i-1)+o,npt*(v-1)+j)= &
-Nmn (k (count4+1) ,x,y,&
npt*(count4-1)+o,npt*countéd+j)
End if
End if
Else
If(v.1lt.count5)Then
If (mod(v,2).ne.0)Then
M(npt*(i-1)+o,npt*(v-1)+j)= &
Lmn (k(count4+1) ,x,y,&
npt*count4+o,npt*(count4-1)+j)
Else
M(npt*(i-1)+o,npt*(v-1)+j)= &
-Nmn (k (count4+1) ,x,y,&
npt*count4+o,npt*(count4-1)+j)
End if
Else
If (mod(v,2).ne.0)Then
M(npt*(i-1)+o,npt*(v-1)+j)= &
front (count4+1)* &
Lmn (k(count4+1) ,x,y,&
npt*count4+o,npt*counté+j)
Else
M(npt*(i-1)+o,npt*(v-1)+j)= &
-Nmn (k (count4+1) ,x,y,&
npt*count4+o,npt*count4+j)
End if
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End if
End if
Else
M(npt*(i-1)+o,npt*(v-1)+j)=zero
End if
ELse

IF(countl.le. (4+count3))Then
If(mod(i,2).eq.0)Then
If(v.1t.count5)Then
If (mod(v,2) .ne.0)Then
M(npt*(i-1)+o,npt*(v-1)+j)= &
-Lmn (k(count4+1) ,x,y,&
npt* (count4-1)+o,npt* (countd-1)+j)
Else
M(npt*(i-1)+o,npt*(v-1)+j)=Nmn(k(count4d+1) ,x,y,&
npt*(count4-1)+o,npt*(countd-1)+j)-&
dmn (npt* (count4-1)+o,npt* (count4-1)+j)
End if
Else
If (mod(v,2) .ne.0)Then
M(npt*(i-1)+o,npt*(v-1)+j)=-front (countd+1)* &
Lmn (k(count4+1) ,x,y,&
npt* (count4-1)+o,npt*count4+j)
Else
M(npt*(i-1)+o,npt*(v-1)+j)= &
Nmn (k (count4+1) ,x,y,&
npt*(count4-1)+o,npt*countéd+j)-&
dmn (npt* (count4-1)+o,npt*count4+j)
End if
End If
Else
If(v.1lt.count5)Then
If (mod(v,2).ne.0)Then
M(npt*(i-1)+o,npt*(v-1)+j)= &
-Lmn (k(count4+1) ,x,y,&
npt*count4+o,npt*(count4-1)+j)
Else
M(npt*(i-1)+o,npt*(v-1)+j)= &
Nmn (k (countd+1) ,x,y,&
npt*counté+o,npt*(count4-1)+j) &
—dmn (npt*count4+o,npt* (count4-1)+j)
End if
Else
If (mod(v,2).ne.0)Then
M(npt*(i-1)+o,npt*(v-1)+j)= &
-front (count4+1)* &
Lmn (k(count4+1) ,x,y,&
npt*count4+o,npt*counté+j)
Else
M(npt*(i-1)+o,npt*(v-1)+j)= &
Nmn (k (count4+1) ,x,y,&
npt*count4+o,npt*countd+j) &
—dmn (npt*count4+o,npt*count4d+j)
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End if
End If

End if

Else
M(npt*(i-1)+o,npt*(v-1)+j)=zero

End if

End If
End if
End do
End do

countl=counti+1
count2=count2-1
End if
End do
End do
Open(9,file="Matriz.dat’)
Do i=1,npt*2*nin
Do j=1,npt*2*nin
Valor=M(i,j)
Write(9,%*) i,j,Valor
End do
End do
close(9)
return
end subroutine
Subroutine einumnr(ei,x,y,theta,nw,kl)
Use parametros
Implicit none
Integer:: i,j,v,nq
Real*8:: fj,gc,arg
Real*8:: x(3,npt*nin),y(3,npt*nin) ,theta(nang),Aqkp,Aqkm,fac,kp
Real*8:: alpha0,q,dq,x1,x3
Complex*16:: ei(mnpt,nang) ,sum,nw,kl
ge=g*g
nq=721
dqg=2.0*nw/ (float(nq)-1.0)
Do v=1,nang
kp=nw*sin(theta(v))
Do i=1,mnpt
If(i.le.npt)then
x1=x(1,1)
x3=y(1,1i)-pd
sum=zero
Do j=1,nqg-2
fj=float(j)
q=—nw+f j*dq
alphaO=sqrt (nw*nw-g*q)
Agkp=sqrt (pi) *gxexp (- (g* (q-kp) /2.0) **2)
arg=q*x1-alphaO*x3
sum=sum+Aqkp*exp (im*arg)
End do
If(fdo.eq.2)then
ei(i,v)=sum*xdq/(2.0%*pi)
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Else
ei(i,v)=exp(im*kl*(x(1,i)*sin(theta(v))-y(1,i)*cos(theta(v))))
End if
Else
ei(i,v)=zero
End if
End do
End do
Return

End Subroutine
!Calculo de la reflectancia y transmitancia
Subroutine R_T_campo_lejano(RT,kl,x,y,fact,fun,It,f01,0)
Use parametros
Character: :RT*1
Integer::i,j,tmax,tetmin,tetmax,v,o0
Real*8::x(3,npt*nin) ,y(3,npt*nin) ,Pty(0:ptet) ,tetg,tets
Real*8::fact(2,nang),It(nang) ,Imax
Complex*16::z, E_H,fun(mnpt,nang),f01,kl
It=0
Pty=0
If(RT.eq.’R’) then
tetmin=0;tetmax=180
Else
tetmin=180;tetmax=360
End if
Open(10,file=RT)
Do v=1, nang
It(v)=0.0d0
Imax=0.0d0
Do i=tetmin,tetmax !Angulo de esparcimiento
tetg=dfloat(i)-90.0d0 !-90 a 269 grados
tets=tetg*pi/180.0d0 !-pi/2 a casi 3pi/2 rads
E_H=zero
Do j=1,npt
If(RT.eq.’R’) then
z=im*k1l*(dsin(tets)*y(2,j)-dcos(tets)*x(2,3))
E_H=E_H+ds* (- (£01*fun(j,v))+z*fun(j+npt,v))* &
exp((-k1*im)*(x(1,j)*dsin(tets) + y(1,j)*dcos(tets)))
Else
z=im*k1*(dsin(tets)*y(2, j+(npt*(nin-1)))- &
dcos (tets)*x(2, j+(npt*(nin-1))))
E_H=E_H+ds* (- (fun(j+npt*(2*nin-2) ,v))+z*fun(j+npt*(2*nin-1) ,v) ) * &
exp((-k1l*im)*(x(1, j+npt*(nin-1))*dsin(tets) - &
y(1,j+npt*(nin-1))*dcos(tets)))
End if
End do
Pty (i)=(pi/180.0d0)*dreal (E_H*dconjg(E_H))/fact(o,v)
If (Pty(i).gt.Imax) then
tmax=tetg
Imax=Pty (i)
End if
It (v)=It(v)+Pty(i)
Write(10,*) tetg+90.0d0,Pty(i)
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End do
End do
Close(10)
If(tmax.gt.90) then; tmax=180.0d0-tmax;endif
end subroutine
'Metodo Analitico solo para dielectricos
Subroutine Analit(theta,thetaes,ni,refracT,transmiT,conserv,k,d)
Use parametros
Implicit none
Integer::i,j,v,count
Real*8::theta(nang) ,thetaes(nin,nang) ,refracT(nang)
Real#8::transmiT(nang),d(nin),conserv(nang)
Complex*16: :ni(nun) ,ref (nin,nang) ,tra(nin,nang) ,divn(nin,nang) ,divc(nin,nang)
Complex*16: :refrac(nin,nang) ,transmi(nin,nang) ,k(nun)
!Calculo de la solucion analitica:
do v=1,nin
do i=1,nang
refrac(v,nang)=zero
transmi (v,nang)=zero
end do
end do
Do j=1,nin
Do i=1,nang
If (j.eq.1)Then
divn(j,i)=ni(j)*cos(theta(i))+ni(j+1)*cos(thetaes(j,1i))
divc(j,i)=ni(j+1)*cos(theta(i))+ni(j)*cos(thetaes(j,1i))
Else
divn(j,i)=ni(j)*cos(thetaes(j-1,1))+ni(j+1)*cos(thetaes(j,i))
divc(j,1i)=ni(j+1)*cos(thetaes(j-1,1i))+ni(j)*cos(thetaes(j,1i))
End if
End do
End do
If(pol.eq.2)then
Do i=1,nin
Do v=1,nang
If(i.eq.1)Then
ref(i,v)=(ni(i)*cos(theta(v))-ni(i+1)*cos(thetaes(i,v)))/divn(i,v)
tra(i,v)=2%ni(i)*cos(theta(v))/divn(i,v)
Else
ref(i,v)=(ni(i)*cos(thetaes(i-1,v))-ni(i+1)* &
cos(thetaes(i,v)))/divn(i,v)
tra(i,v)=2#%ni(i)*cos(thetaes(i-1,v))/divn(i,v)
End If
End do
End do
Else
Do i=1,nin
Do v=1,nang
If(i.eq.1)Then
ref(i,v)=(ni(i+1)*cos(theta(v))-ni(i)*cos(thetaes(i,v)))/divc(i,v)
tra(i,v)=2*ni(i)*cos(theta(v))/divc(i,v)
Else
ref(i,v)=(ni(i+1)*cos(thetaes(i-1,v))-ni(i)* &
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cos(thetaes(i,v)))/divc(i,v)
tra(i,v)=2*ni(i)*cos(thetaes(i-1,v))/divc(i,Vv)
End If
End do
End do
End if
If(nin.eq.1)then
Do j=1,nang
refrac(l,j)=ref(1,j)
transmi(1,j)=tra(l,j)
End do
Else
Do v=2,nin
Do j=1,nang
if(v.eq.2)Then
refrac(v, j)=(ref(v,j)+ref(v-1,j)* &
exp (im*2xk (v) *d (v) *cos (thetaes (v-1,3))))/ &
(1+ref (v-1, j)*ref (v, j) *exp (im*2xk (v) *d (v) *cos (thetaes(v-1,3))))
transmi (v, j)=(tra(v,j)*tra(v-1,j)* &
exp (im*k (v) *d (v) *cos (thetaes(v-1,3))))/ &
(1+ref (v-1, j)*ref (v, j) *exp (im*2xk (v) *d (v) *cos (thetaes(v-1,3))))
Else
refrac(v,j)=(ref (v, j)+refrac(v-1,j)* &
exp (im*2*k (v) *d (v) *cos (thetaes(v-1,3))))/ &
(1+refrac(v-1, j)*ref (v, j) *exp (im*2*k (v) *d (v) *cos (thetaes(v-1,3))))
transmi(v, j)=(tra(v,j)*transmi(v-1,j)* &
exp (imxk (v) *d(v) *cos (thetaes(v-1,3))))/ &
(1+refrac(v-1,j)*ref (v, j) *exp (im*2xk (v) *d (v) *cos (thetaes(v-1,3))))
End if
End do
End do
End If
Open(27,file=’R.dat’)
Open(28,file="T.dat’)
Open(29,file=’"R+T.dat’)
Do i=1, nang
refracT(i)=real(refrac(nin,i)*conjg(refrac(nin,i)))
transmiT (i)=((ni(nun) *cos(thetaes(nin,i)))/ &
(ni(1)*cos(theta(i))))*real(transmi(nin,i)*conjg(transmi(nin,i)))
conserv(i)=refracT(i)+transmiT (i)
Write(27,%*) theta(i)/rad,refracT(i)
Write(28,*) theta(i)/rad,transmiT(i)
Write(29,*) theta(i)/rad,conserv(i)
End do
Close(27)
Close(28)
Close(29)
Return
end subroutine
'Metodo de la Matriz de Transferencia
Subroutine AnalitGene(theta,ni,refracTGene,transmiTGene,conservGene,d,k0,lam)
Use parametros
Implicit none
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Integer::i,j,v,h,contP,contT,1,k
Real*8::theta(nang) ,refracTGene(nang) ,transmiTGene (nang) ,d(nin)
Real#*8: :Kz(nang) ,k0,lam, conservGene (nang)
Complex*16: :ni(nun) ,Kx(nun,nang) ,rij(nin,nang),tij(nin,nang)
Complex*16: :coseno(non,nang) ,phi(non,nang) ,P(non,nang,2,2)
Complex*16::T(nin,nang,2,2) ,r(nang) ,tr(nang) ,MaGene (nang,2,2) ,Muleta(2,2)
contP=1
contT=1
Do i=1, nang
MaGene(i,1,1)=1.0d0
MaGene(i,1,2)=0.0d0
MaGene(i,2,1)=0.0d0
MaGene(i,2,2)=1.0d40
End do
Do i=1,nang
Kz(i)=ni(1)*kO*sin(theta(i))
End do
Do j=1, nun
Do i=1, nang
Kx(j,1)=sqrt ((ni(j)*k0)**x2-Kz (i) **2)
End do
End do
Do h=1,nin
Do i=1, nang
1Coeficientes de Fresnel
If(pol.eq.2)Then
rij(h,i)=Kx(h,i)-Kx(h+1,1))/(Kx(h,i)+Kx(h+1,1))
tij(h,i)=1+rij(h,i)
Else
rij(h,i)=(ni(h)**2*xKx(h+1,1i)-ni(h+1)**2+Kx(h,1))/ &
(ni(h)**2+Kx (h+1,i)+ni (h+1)**2*Kx(h,i))
tij(h,i)=C((ni(h)/nih+1)))*(1+rij(h,i))
End if
End do
End do
!Matriz de transmision
Do h=1,nin
Do i=1,nang
Th,i,1,1)=1/(tij,1))
T(h,i,1,2)=rij(h,i)/tij(h,1i)
T(h,i,2,1)=rij(h,i)/tij(h,1i)
T(h,1,2,2)=1/(tij(h,1i))
End do
End do
If(nin.eq.1)Then
Do i=1, nang
Muleta(l,1)=MaGene(i,1,1)
Muleta(1,2)=MaGene(i,1,2)
Muleta(2,1)=MaGene(i,2,1)
Muleta(2,2)=MaGene(i,2,2)
MaGene(i,1,1)=Muleta(1,1)*T(contT,i,1,1)+Muleta(1,2)*T(contT,i,2,1)
MaGene(i,1,2)=Muleta(l,1)*T(contT,i,1,2)+Muleta(1,2)*T(contT,i,2,2)
MaGene (i,2,1)=Muleta(2,1)*T(contT,i,1,1)+Muleta(2,2)*T(contT,i,2,1)
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MaGene (i,2,2)=Muleta(2,1)*T(contT,i,1,2)+Muleta(2,2)*T(contT,i,2,2)
End do
Else
Do v=1, non
Do i=1, nang
coseno(v,i)=sqrt(1-((ni(1)/ni(v+1))*sin(theta(i)))**2)
End do
End do
Do v=1, non
Do i=1, nang
phi (v,1i)=k0*d (v+1)*ni(v+1)*coseno(v,i)
End do
End do
'Matriz de Propagacion
Do v=1,non
Do i=1,nang
P(v,i,1,1)=exp(-1*im*phi(v,i))
P(v,i,1,2)=zero
P(v,i,2,1)=zero
P(v,1,2,2)=exp(im*phi(v,i))
End do
End do
Do 1=1, Gene
IF(mod(1,2) .ne.0)Then
Do i=1, nang
Muleta(1l,1)=MaGene(i,1,1)
Muleta(1,2)=MaGene(i,1,2)
Muleta(2,1)=MaGene(i,2,1)
Muleta(2,2)=MaGene(i,2,2)
MaGene(i,1,1)=Muleta(1,1)*T(contT,i,1,1)+Muleta(1,2)*T(contT,i,2,1)
MaGene(i,1,2)=Muleta(l,1)*T(contT,i,1,2)+Muleta(1,2)*T(contT,i,2,2)
MaGene(i,2,1)=Muleta(2,1)*T(contT,i,1,1)+Muleta(2,2)*T(contT,i,2,1)
MaGene(i,2,2)=Muleta(2,1)*T(contT,i,1,2)+Muleta(2,2)*T(contT,i,2,2)
End do
contT=contT+1
Else
Do i=1, nang
Muleta(l,1)=MaGene(i,1,1)
Muleta(1,2)=MaGene(i,1,2)
Muleta(2,1)=MaGene(i,2,1)
Muleta(2,2)=MaGene(i,2,2)
MaGene(i,1,1)=Muleta(l,1)*P(contP,i,1,1)+Muleta(1,2)*P(contP,i,2,1)
MaGene(i,1,2)=Muleta(1,1)*P(contP,i,1,2)+Muleta(1,2)*P(contP,i,2,2)
MaGene(i,2,1)=Muleta(2,1)*P(contP,i,1,1)+Muleta(2,2)*P(contP,i,2,1)
MaGene(i,2,2)=Muleta(2,1)*P(contP,i,1,2)+Muleta(2,2)*P(contP,i,2,2)

End do
contP=contP+1
End if
End do
End if

Do i=1, nang
r(i)=MaGene(i,2,1)/MaGene(i,1,1)
tr(i)=1/MaGene(i,1,1)



End Do
Do i=1, nang
if (pol.eq.2)Then
transmiTGene (1)=((ni(nun)*sqrt(1-(ni(1)/ni(nun)*sin(theta(i)))**2))/ &
(ni(1)*cos(theta(i))))*real(tr(i)*conjg(tr(i)))
Else
transmiTGene (i)=((ni(nun)/ni(1))**(3))*((cos(theta(i)))/ &
(sqrt(1-(ni(1)/ni(nun)*sin(theta(i)))**2)))*real (tr(i)*conjg(tr(i)))
End if
refracTGene(i)=real (r(i)*conjg(r(i)))
conservGene (i)=refracTGene (i)+transmiTGene (i)
Write(17,*)lam,theta(i)/rad, refracTGene(i)
Write(18,*)lam,theta(i)/rad, transmiTGene (i)
Write(19,*)lam,theta(i)/rad, conservGene(i)
End do
Return
end subroutine
complex*16 function Lmn(kl,x,y,mm,nn)
use parametros
implicit none
integer::mm,nn,nzz,ierr
real*8::x(3,npt*nin) ,y(3,npt*nin) ,dpq
complex*16: :kl,dmn
complex::z,cy(1)
dpg=dsqrt ((x(1,mm)-x(1,nn))*(x(1,mm)-x(1,nn)) &
+(y(1,mm)-y(1,nn))*(y(1,mm)-y(1,nn)))
if (dpq.gt.(0.25d0*ds))then
z=klx*xdpq
else
z=k1l*ds/(2.0d0*dexp(1.0d40))
end if
call cbesh(z,0.,1,1,1,cy,nzz,ierr)
call errchk(z,ierr)
Lmn=(0.25d0*im*ds)* (cy (1))
end function Lmn
complex*16 function Nmn(kl,x,y,mm,nn)
use parametros
implicit none
integer::mm,nn,nzz,ierr
real#*8::x(3,npt*nin) ,y(3,npt*nin) ,dpq
complex*16: :kl,dmn
complex::z,cy(1)
dpg=dsqrt ((x(1,mm)-x(1,nn))*(x(1,mm)-x(1,nn)) &
+(y(1,mm)-y(1,nn))*(y(1,mm)-y(1,nn)))
z=kl*dpq
if (dpq.gt.(0.25d0%ds)) then
call cbesh(z,1.,1,1,1,cy,nzz,ierr)
call errchk(z,ierr)
Nmn=(0.25d0*im*ds) * (-y(2,nn) * (x(1,mm)-x(1,nn) )+x(2,nn) * &
(y(1,mm)-y(1,nn)))*kl*(cy(1))/dpq
else
Nmn=0.5d0+(0.25d0*ds/pi)*(y(3,nn) *x(2,nn)-x(3,nn) *y(2,nn))
end if
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end function Nmn
Complex*16 Function dmn(m,n)
Integer:: m,n
If(m.ne.n) then
dmn=dcmplx(0.0d0,0.0d0)
Else
dmn=dcmplx (1.0d40,0.0d0)
End if
End function dmn
! Modelo de Lorentz-Drude aplicado a plata
Complex*16 Function LoDru(Ev)
Use parametros
Implicit none
Realx*8::£0,f1,f2,£3,f4,£5,gal0,gal,ga2,ga3,ga4,gab
Real*8::wl,w2,w3,w4,w5,wp,omp,Ev

wp = 9.01
f0 = 0.845
ga0 = 0.048
f1 = 0.065
gal = 3.886
wl = 0.816
£f2 = 0.124
ga2 = 0.452
w2 = 4.481
£3 = 0.011
ga3 = 0.065
w3 = 8.185
f4 = 0.840
gad = 0.916
w4 = 9.083
f5 = 5.646
gab = 2.419
wb = 20.29

omp = fOxx.5%wp

LoDru = 1-omp**2/(Ev*(Ev+gaO*im))

LoDru = LoDru + (fl*wp**2/((wlx*2-Ev**2)-im*xEvxgal))
LoDru = LoDru + (f2*wp**2/((w2**2-Ev**2)-im*Ev*ga2))
LoDru = LoDru + (£3*wp**2/((w3**2-Ev**2)-im*Evxga3))
LoDru = LoDru + (f4xwp**2/((wi**2-Ev**2)-im*Ev*gad))
LoDru = LoDru + (£5*wp**2/((wb**2-Ev**2)-im*xEvxgab))
Return

End Function
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