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Resumen

En este proyecto estudiamos el problema de resolver ecuaciones polinomiales de tercer,
cuarto y quinto grado con un enfoque geométrico. Primero, mostramos que cualquier
polinomio de grado k € {3,4,5} se puede transformar a un polinomio de la forma
¥ + a1z + a9, esto mediante una transformacién de Tschirnhausen. Posteriormente,
estudiamos el espacio de raices de estos polinomios bajo cierta relacion de equivalencia
(la proyeccion de rectas complejas por el origen), obteniendo que el conjunto de clases
de las raices de {z3+a;2+as} es la esfera de Riemann, el conjunto de clases de las raices
de {2* + a;z + ay} también es la esfera de Riemann, sin embargo el conjunto de clases
de las raices de {2° + a1z + ay} resulta ser una superficie de género 4 (i.e. una esfera
con cuatro asas). Finalmente, con la teoria utilizada previamente, construimos un
algoritmo general para resolver ecuaciones de tercer grado, un algoritmo general para
resolver ecuaciones de cuarto grado y bosquejamos las obstrucciones geométricas que
impiden la construccién de un algoritmo general por radicales que resuelva ecuaciones
de quinto grado.

Abstract

In this project we study the problem of solving cubic, quartic and quintic equations
with a geometric approach. First, we show that any polynomial of k degree, with
k € {3,4,5} could be transformed to a polynomial of the form 2* + a;2 + a,, using a
Tschirnhausen’s transformation. Subsequently, we study the set of equivalence classes
of an equivalence relation on the spaces of roots of that kind of polynomials, (where
the equivalence relation is the projection of complex lines intersecting the origin),
getting that the set of equivalence classes of roots of {z3 + a;2z + as} is the Riemann’s
sphere, the set of equivalence classes of roots of {z* + a;z + as} also is the Riemann’s
sphere, nevertheless, the set of equivalence classes of roots of {z° + a1z + ay} is a
surface with genus 4 (i.e. a sphere with four handles). Finally, with the theory used
previously, we build a general algorithm for solving cubic equations, quartic equations
and we sketch the geometric obstructions that prevent the construction of a general
algorithm by radicals that solves quintic equations.

Palabras clave: polinomios, transformaciéon de Tschirnhausen, superficeies de Rie-
mann, funcion biholomorfa, clases de equivalencia.
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Introduccion

Durante nuestra vida académica, e incluso laboral, es normal tener que resolver ecua-
ciones de muchos tipos (exponenciales, logaritmicas, racionales, trigonométricas...),
muchas veces resolver estas ecuaciones se reduce a encontrar las raices de cierto po-
linomio. Este problema es uno de los mas antiguos en matematicas. Crear férmulas
para encontrar las raices de polinomios de primer y segundo grado fue sencillo, sin
embargo, crear métodos para encontrar las raices de polinomios de grado superior
fue complicado. Fue hasta el siglo XVI que el matematico italiano Niccolo Fontana,
desarrollé6 un método para encontrar las raices de cierto tipo de polinomios de tercer
grado. Este método fue publicado por el matematico italiano Gerolamo Cardano en
su obra Ars Magna en 1570. Fue en esta misma obra que se publicé el método para
encontrar raices de polinomios de cuarto grado. Este método fue descubierto por Lu-
dovico Ferrari, alumno de Cardano y consiste en reducir el problema a encontrar las
raices de cierto polinomio de tercer grado.

Durante siglos se intenté encontrar una formula general para encontrar las raices
de los polinomios de quinto grado. Fue hasta 1823 cuando se probé el Teorema de
Abel-Ruffini, enunciado y demostrado parcialmente por el matematico italiano Paolo
Ruffini en 1799 y demostrado totalmente por el matemético noruego Niels Henrik
Abel en 1823. En este teorema se demuestra que es imposible construir una férmula
general por radicales para encontrar raices de polinomios de quinto grado o superior.
La esencia de la prueba dada por Abel es la teoria de Galois.

Esta tesis presenta un enfoque geométrico que permite explicar la razén por la que
los polinomios de tercer y cuarto grado se pueden resolver por radicales, a diferencia
de los polinomios de grado cinco o mas. Este aspecto geométrico fue descrito por
el matematico aleman Felix Klein en su libro Lectures on the icosahedron, and the
solution of equations of the fifth degree en 1884 y fue retomado en 1978 por Mark
Green en On the analytic solution of the equation of fifth degree [7]. Esta tesis esta
basada en la tesina de maestria de Ana Cristina Chévez Céliz [4], completando detalles
que no se justifican en esta.
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INTRODUCCION 111

En el Capitulo 1 se demuestra que cualquier polinomio con coeficientes complejos de
tercer, cuarto o quinto grado puede transformarse en un polinomio de forma P(z) =
2% + a1z + ag, con k € {3,4,5}, aj,a, € C. Se demuestra que para transformar un
polinomio de tercer grado en uno de la forma 23 + a1z + a9, es suficiente resolver
una ecuaciéon lineal, para los polinomios de cuarto grado es suficiente resolver una
ecuacién de segundo grado, mientras que para los polinomios de quinto grado es
suficiente resolver una ecuacion de tercer grado.

En el Capitulo 2 se describe la topologia y estructura analitica de los espacios de
raices de polinomios de la forma P(z) = 2* 4+ a1z + ay, con k € {3, 4, 5}. Se demuestra
que estas son sub-variedades complejas de dimensién 2 de CF\{0}. Al identificar en un
solo elemento todos los puntos de cada recta compleja por el origen en C*\{0}, se des-
cubre que tales variedades bidimensionales complejas poseen estructura de superficies
de Riemann. A estas superficies las denotamos como Vs, V, v V5 respectivamente. Més
adelante, especificamente en los Corolarios [2.1.10] y [2.2.10] se demuestra que las su-
perficies V3 y Vy tienen caracteristica de Euler 2, lo que significa que estas superficies
son en esencia la esfera. El Corolario demuestra que la superficie de Riemann
Vs tiene caracteristica de Euler —6, lo que significa que V5 es en esencia una esfera
con cuatro asas.

n itulo on ayu e la estructura encontra ra uperficie 1
En el Capitulo 3, con ayuda de la estructura e trada para las s ficies Vs, V.
Vs v el Teorema de Uniformizacion, se demuestra que existe una solucién analitica al
problema de encontrar las raices de los polinomios de tercer, cuarto y quinto grado.
De hecho, en este capitulo se construyen algoritmos por radicales para encontrar las
raices de cualquier polinomio de tercer o cuarto grado y se bosquejan las obstrucciones
geométricas que impiden la construccion de un algoritmo general por radicales para
encontrar las raices de un polinomio de quinto grado.



Notacion

N el conjunto de los niimeros enteros no negativos.
Z el anillo de los niimeros enteros.
R el campo de los niimeros reales.
C el campo de los nimeros complejos.
Clz] el espacio de polinomios con coeficientes complejos.
R™ el producto cartesiano R x --- x R.
n—veces
(o el producto cartesiano C x --- x C.
n—veces
Cc™\{0} es el espacio C" sin el origen (0, ...,0).
x=(T1,...,%,) un elemento arbitrario de R™.
z=(21,...,2n) un elemento arbitrario de C".
Arg (2) el argumento principal del nimero complejo z.
[Fd es la norma euclidiana en R™.
|z| es la norma “euclidiana” en C™.
~ denota una relacién de equivalencia.
[] denota las clases de equivalencia.
I(2) es la parte imaginaria del niimero complejo z.
R(2) es la parte real del nimero complejo z.
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NOTACION

P(z), Q(2)
gr(P(2))
Sm = ey A"
s
i
C=Cuow
H
H-
gn
T

P(C")

polinomios arbitrarios con coeficientes complejos.
el grado del polinomio P(z).
donde 2, ..., 2, son las raices del polinomio P(z) de grado n.

funcién proyeccion a las clases.

funcién inclusion.

Variedades.

es la esfera de Riemann.

es el semiplano superior {z € C | &(z) > 0}.

es el semiplano inferior {z € C | J(z) < 0}.

es la esfera de dimensién n {x € R"*! | |x| = 1}.
es el toro St x St

es el espacio proyectivo complejo de dimension compleja n — 1.



Capitulo 1

Transformaciones de Tschirnhausen.

Un polinomio ménico de grado n sobre los complejos puede escribirse de la siguiente

manera
n—1

+ ot ap_1z Fa, = 2"+ Z An—i2',
i=1

P(2) = 2"+ a; 2"

donde a; € C para cada i € {1,...,n}. En consecuencia del Teorema Fundamental del
Algebra P(z) tiene n raices complejas, es decir, existen
21, 29, . ..,z € C tales que P(z) = [, (= — 2).

Dado 1 < m < n, para cada z; raiz de P(z) se define w; como
w; =+ a1z + 0 F oy (1.1)

donde para cada 0 < k < m, a; es un numero complejo fijo para toda z;. Cada w;
serd raiz de un nuevo polinomio de grado n, digamos

n—1
Q(z) = 2"+ A" e Ay =2 Y At (1.2)
=1

Este procedimiento es conocido como Transformaciéon de Tschirnhausen y es 1til
cuando los coeficientes «,, son elegidos de tal manera que sea mas facil trabajar con
el polinomio (z). Una vez que se encuentran las raices de (z) es posible encontrar
las raices de P(z) resolviendo las ecuaciones ([1.1J).

Las Transformaciones de Tschirnhausen son usualmente utilizadas para simplificar
ecuaciones cuando los coeficientes ay, de (|1.1]) son elegidos de tal manera que algunos
coeficientes A; de (1.2)) son cero. Esto puede lograrse usando las relaciones de Newton,

1



CAPITULO 1. TRANSFORMACIONES DE TSCHIRNHAUSEN. 2

las cuales son relaciones entre las sumas de las potencias de las raices de un polinomio
y sus coeficientes. Més adelante se conocerdn y usaran algunas de ellas.

El objetivo de este capitulo es demostrar que para cualquier polinomio de grado
k € {3,4,5}, existe una Transformacién de Tschirnhausen adecuada que lo transforma
en un polinomio de la forma 2% + a;2 + as.

1.1. Polinomios de tercer grado.

Consideramos un polinomio ménico complejo de tercer grado arbitrario
P _ 3 2
(2) = 2° + a12° + azz + ag,

con ay # 0. Si z1, 22 y 23 son las raices de P(z) entonces

De este modo,

3
a; = _Z Zi
i=1
a9 = Z ZiZj,

1<i<y<3
3
as = — H Zi.
i=1

Para cada i € {1, 2,3} se define w; como sigue
w; = o + 12 (1.3)
Cada w; es raiz del polinomio de tercer grado
Qz) = n(z —wy) = w® — (Z w,-) 2+ ( Z wiwj> z—| | w.
i=1 i—1 1<i<j<3 i=1

Se busca que el término cuadratico se anule, por lo que el problema se reduce a resolver

3 3
Zwi = 3ag +a12zi = 3o — ayaqp = 0.
i=1

i=1



CAPITULO 1. TRANSFORMACIONES DE TSCHIRNHAUSEN. 3

Como a; # 0 la ecuacion siempre tiene soluciones no triviales, particularmente oy =
a1/3, a; = 1 es una solucion.

El coeficiente del término lineal se encuentra de la siguiente manera

a2 a 3 2 2 2

1 1 @y ay ay

A2: Z U)iU)j=§+2§ZZi+ Z ZZ'ZjZE— §+a2=—§+a2.
1<i<j<3 i=1 1<i<j<3

El término independiente se encuentra de la siguiente manera

3 3
Ag = —le = —H(al/3 +Zl)
i=1 i=1
@ a? a 3
1 1 1
= — ——I——Zzi—k— Z zizj—i-nzi)
<27 9 i=1 3 1<i<j<3 i=1
2 1 n
= —ay1 — —a1a as.
o7 1 3 142 3

Una vez halladas las raices del polinomio Q(z) = 2® + Asz + A3 es fdcil obtener las
raices del polinomio P(z), simplemente para cada i € {1,2,3} se resuelve la ecuacién

3).

1.2. Polinomios de cuarto grado.

Un polinomio moénico de cuarto grado con coeficientes complejos es de la forma
P(2) = 2" + a12° + ap2® + a3z + ay. (1.4)

Si z1, 29, 23 ¥ 24 son las raices de P(z), entonces

P(z)=(z2—2z1)(z — 29)(2 — 23)(2 — 24)
=2~ (2 + 2+ 23+ 2y)28
+ (2122 + 2123 + 2124 + 2223 + 2924 + z324)22

— (212223 + 212024 + 212324 + 222324)% + 21222324.



CAPITULO 1. TRANSFORMACIONES DE TSCHIRNHAUSEN. 4
Inmediatamente se tienen las siguientes igualdades
4
a; = —Zzi, (15)
i=1
Qo = Z ZiZj, (1-6)

1<i<j<4

az = — Z 222k, (1.7)
1<i<j<k<d
4

ay = Zi- (18)
i=1

Otras igualdades importantes son las siguientes

4 4
Zz?—l—alzzi-i-QaQ:O, (1.9)
i=1 i=1

4 4 4

sz—i—alZZ?—l-&QZZi‘F?)G:s:Oy (1.10)
-1 i—1 i—1

4 4 4 4
23?4_@122?+a2223+a322i+4a4ZO- (1.11)
i—1 i=1 i=1 =1

Estas identidades son conocidas como Identidades de Newton y se pueden generalizar
para cualquier polinomio de grado n. Para probar esto se considera un polinomio
monico arbitrario de grado n con raices z1, ..., z,, se tiene que

P(z) = 2"+ a; 2"

= n(z — 2).

+ - rap1z2+an
(1.12)

Definicién 1.2.1. Consideramos P(z) un polinomio monico arbitrario de grado n, el
polinomio reciproco se define como

P*(2) = ap2" +ap 12" - capz + 1 (1.13)

Notese que si 0 es raiz de P(z) con multiplicidad m < n, entonces gr(P*(z)) = n—m.
Lema 1.2.2. El reciproco de P(z) se puede expresar como sigue
P*(z) = 2"P(1/2).

Ademdas, para toda z; # 0 raiz de P(z) se tiene que 1/z; es raiz de P*(z).



CAPITULO 1. TRANSFORMACIONES DE TSCHIRNHAUSEN. 5

Demostracion. Se tiene que,
1\" 1\ 1
P(1/z) = (—) + aq (—) + ot Q1=+ ap,
z z z

por lo que
"P(1)z) =1+ a1z + - +a,_ 12"+ a,2" = P*(2).

Luego, si 2z # 0 es raiz de P(z) se tiene que
1\" 1 1\"
Prfa)=(=) P(—)=(=) Pz)=0.
(75 (Zk> (1/Zk) (Zk> )

A partir de este lema se puede demostrar el siguiente corolario.

Corolario 1.2.3. Consideramos P(z) un polinomio mdnico arbitrario de grado n, Q(z)
y R(z) polinomios no nulos tales que P(z) = Q(z)R(z). Entonces

PH(z) = Q*(2)R*(2).

Demostracion. Sim < n es el grado de Q(z), es claro que gr(R(z)) = n—m. Se tiene
que

P*(z) = 2"P(1/2)
= 2"Q(1/2)R(1/2)
= 2"Q(1/2)" " R(1/z)
= Q*(2)R*(2).
]

Es facil observar que este corolario es verdadero en general para productos arbitrarios
finitos. Este corolario se utilizara para probar las identidades de Newton.

Teorema 1.2.4. Identidades de Newton. Dados m € N y P(z) un polinomio mdnico
arbitrario de grado n, entonces

My, + Z p—iS; = 0, si m < n,
oo (1.14)
Z ;Spm—; =0, si m>n,
i=0
donde ag =1y S, =D | 2™,

i=1"%1



CAPITULO 1. TRANSFORMACIONES DE TSCHIRNHAUSEN. 6

Demostracion. Hay varias maneras de demostrar el teorema, la demostracién que se
presenta aqui se encuentra en [6].

Sin pérdida de generalidad se puede suponer que 0 no es raiz de P(z). En efecto, si 0
es raiz de P(z) con multiplicidad m simplemente se trabaja con el polinomio P(z)/z™
de grado (n —m).

En primer lugar

i=1

P*(2) = ap2" + -+ ayz+1= (ﬁ(z—%)) '

De la generalizacién del Corolario [I.2.3] se sigue que

Por otro lado, es facil observar inductivamente que al evaluar la k-ésima derivada de
P*(2) en 0 se tiene

P*®(0) = klag, si k <n,

0, si k>n.

Definimos V' (z) como la funcién racional siguiente

V(z) = 1;1((5))

Es sencillo demostrar por induccién que la derivada de un polinomio escrito de la
forma P(2) = a[[;_,(z2—a;) es P'(2) = a 3, [ [,;(—a;). En particular, la derivada
de P*(z) en términos de su factorizacién esta dada por
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Usando esta expresion se puede reescribir V(z) de la siguiente manera
P¥(2) & 1\ !
V(z) = = z—— .
0= -2(3)
Nuevamente por induccién, es facil comprobar que

VO (2) = BI(-1)F ) (z — l) _(k+1),

i=1 “i

por lo que

VB 0) = k1Y 25 = —kISp.

i—1
Por otro lado P*(z) = V(2)P*(z), por lo que
P*®(2) = [V(2)P*(2)]* Y,

donde [V (z)P*(2)]*1 denota la (k — 1)-derivada de V(z)P*(z). De donde se sigue
que

luego
k—1 1

P*®(0) = (k— 1)1 )] mv@?(ow*ﬂf—l—”(oy

Usando los valores de las derivadas de estas funciones evaluadas en 0 obtenidos pre-
viamente se sigue que

k! = 1 . .
o~ 2 TSk Do

donde a; = 0 si k£ > n. Finalmente se concluye que

k—1

kay, + Z Siz1ap_1-; =0, si k<n,
=0

k—1

Z Si+1ak717i = 0, si k> n.

=0
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Dicho de otra forma

k
kay, + Z ap—iS; =0, si k<n,
i=1
n

ZaiSk_i =0, si k>n.

1=0

De este modo quedan probadas las igualdades (1.9)—(1.11)).

Retomando las intenciones de encontrar una Transformacién de Tschirnhausen para
el polinomio P(z), para cada 1 < i < 4 se define w; de la siguiente manera

w; = g + 2 + ozl (1.15)

Se define
Q(2) = 2% + A12® + Ap2® + Azz + Ay, (1.16)

como el polinomio ménico con raices wy, wy, w3 y wy. Se busca que A; = 0 = Ay por
lo que se deben satisfacer Y w; = —A; =0y > w? = A} — 24, = 0 simultdneamente.
Por otro lado,

2
w; = Qo + a12; + oz,

1.17
w? = ap + aiz? + a5z} + 200002 + 2000027 + 2000027, (1.17)
por lo que
4 4
= 4oy —i—olezi +Oé222i2,
o o (1.18)

= daj + ozfz 22+ ozgz 2} + 2000 Z 2 + 20002 Z 22 + 20009 Z 23

4
2,
i=1
4 4 4 4 4 4
2
w;
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
En este punto es importante realizar la siguiente observacién.
Observacién 1.2.5. Dado P(z) = 2 a2 + axz® + azz + ayg un polinomio ménico
: . . 4
arbitrario de cuarto grado con raices zy,z9, 23 Y z4. Para cadan € Zy, Y., 2" puede

i=1%i
expresarse en términos de ay, as, az Y ay4.

Demostracion. Es inmediata usando el Teorema [1.2.4l O
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Las primeras cuatro sumas en términos de los coeficientes estan dadas explicitamente
por

Sl = —as,
Sy = a? — 2as,
o T (1.19)
53 = —aq + 3&1(1,2 — 3&3,
Sy = a‘lL — 4a§a2 + 4daias + 2a§ —4day.
De este modo, el problema se traduce en resolver el sistema
dag + S + Seae = 0,
0 1001 20x2 (1.20)

404(2) + SQO(% + 54043 + 281@0&1 + 2320400[2 + 2530110(2 = 0.

Para encontrar una solucion del sistema de ecuaciones homogéneas se puede proceder
de la siguiente manera. De la primera ecuacién se tiene que

Al sustituir esto en la segunda ecuacion se obtiene una ecuacién homogénea de se-
gundo orden de la forma

Bloé% + Byoyag + B;J,Oég =0, (121)

donde B, By y Bs pueden escribirse en términos de aq, as, a3 y as. Hay tres casos

Caso 1. By = By = B3 = 0. Una solucién no trivial es ay = 1, as = 1y o =

—(S1 + S3)/4.

Caso 2. By = By = 0, y B3 # 0. Una solucion no trivial es a; = 1, ap = 0 y
Qp = —51/4

Caso 3. By # 0 0 By # 0. En este caso se encuentran soluciones con oy = 1. Esto
transforma la ecuacién ((1.21)) en una ecuacién de primer o segundo orden para a; que
siempre tiene solucion.

Con esto se demuestra que el sistema ((1.20]) tiene soluciones no triviales.

Ahora solo resta encontrar los coeficientes Az y A4 del polinomio (1.16). Por la Ob-
servacion es posible escribir Z?:I 2" en términos de los coeficientes de P(z) para
cualquier n € Zy, por lo que es posible obtener 37;_ w? y 37w} en términos de

los coeficientes de (1.4) y de las a/s ya encontradas. Usando las igualdades de ([1.14)
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correspondientes para (Q(z) se pueden obtener los coeficientes As y Ay. Sin embar-
go, este método puede resultar muy tedioso por lo que se procedera de una manera
distinta. La idea para encontrar dichos coeficientes se encuentra en la seccién 6.3 de

[9]-

Consideramos el polinomio
P(2)*=P(z— o) = 2" +atz® + al2” + aiz + a. (1.22)

Es facil observar que las raices de P(z)* son z} = z + aq, con zj raiz de P(z) y oy
solucion de ((1.21)). Ademas, se tiene que los coeficientes de (|1.22]) estan dados por

PB(—
aj = —4dag +a; = &,
3!
P2
CL;< = 6oy — 3@10&1 + a9 = %, (123)
ai = —4ad + 3a105 — 2a30q + az = P'(—ay),
ai = af —a108 + azal — azay + ag = P(—ay).
Regresando al polinomio Q(z) se tiene que
4
Q(Z) = Z4+A32+A4 = H(Z—wz) (124)

i=1

Al evaluar ([1.24) en «q se obtiene

1
Q(ap) = ag + Asap + Ay = n(ao — (ap + a1z + 22))

i=1
4
= n(alzi + 27)
7 (1.25)
= n zz Z; + al

i

4 4
znzzn oq—i—zz

=1 =1

[y

Usando la Identidad (|1.8)) se tiene que

ag + apAs + Ay = asal = asP(—ay).
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De donde se sigue que
A4 = a4P(—a1) — 0561 — OéoAg.

Para encontrar Az se considera la derivada de Q(z)

Q'(2) =42 + A3 = % (H(z — wz))

i=1
4

ZH z —w;).
j=1i#j

Sustituyendo w; = ap + a1 2; + 22 y evaluando en o se tiene que

4

Q'(a0) =dog+ Ay = = ) | [(onz + 2)

j=1i#j
4

X[ Je+ =)
j=litj i)

Suponiendo que 0 y —1 no son raices de P(z) (en caso de que lo sean

11

(1.26)

(1.27)

se puede estudiar

el polinomio P(z+ f3) con 8 € R fijo, de modo que 0 y —1 no sean raices de P(z+ 3)).

Se tiene que

zi(ar + 25)
4&8+A3 anlnozl—i—zl Bt
j=liai#j  i#j a1+z)

4 4 1

:—Z i | (a1 + %)

zi(ar + 25)

1
= —CL4P(—O(1)
j; zj(on + zj)
1 1 1
= —ayP(—aq)— — —
4 ( l)aljzi(zj oq—l—zj)

., Zn, se tiene que
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Finalmente se tiene que

Ay = —P(—) (- — —> —4ag. (1.28)

1.3. Polinomios de quinto grado

Un polinomio ménico de quinto grado es de la forma

P(z) = 2° + a;2* + as2® + az2® + asz + as. (1.29)

Consideramos z1, 2, 23, 24, 25 € C las cinco raices de P(z). Se tiene que

P(z) = (z = 21)(z — 22)(2 — 23) (2 — 24) (2 — 23)

z (Z ZZ> A (; zzzj> z (K;k zzzjzk.> 27+ (1‘30)
+ ( Z zizjzkzl> z — n Zi,

i<j<k<l 7
donde i, j, k, [ son subindices que varfan en {1,2,3,4, 5}.

Al comparar (1.29)) y (1.30) inmediatamente se tienen las siguientes igualdades

1<j
as=— D, u%, (1.31)
i<j<k
ayg = Z RiRjZR21,
i<j<k<l

Utilizando el Teorema [1.2.4] se tiene que para cualquier polinomio de quinto grado
con coeficientes ay, as, as, a4, as y raices zy, 2o, 23, 24, 25 Se cumple

5 5 5
DAt a T e b ae ) + ke =0, (1.52)
=1 i=1

i=1
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para 1 < k < 5. Ademas, si k > 5 se tiene que

5

5 5
Zzzk —i—alzzf_l +---+a522f_5 = 0.
=1 =1 =1

Ahora para cada z; se define w; como sigue

w; = g + a12; + 0422? + ang’,
con ay € Cy Ae{0,1,2,3}.

Se considera
Q(2) = 2° + A12* + Ag2® + Ag2? + Ayz + As,

el polinomio monico con raices w;.

13

(1.33)

(1.34)

(1.35)

Se busca que A; = A; = A3 = 0, del Teorema se sigue que esto se satisface si y

solo si Y w; = > w? = > w? = 0. Por otro lado se tiene que

2 3
wW; = Qp + a12; + ez + 32y,

2 _ B
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(1.36)

(1.37)

el cual es un sistema de tres ecuaciones polindmicas homogéneas de tercer grado con
4 variables (ap, a1, ag, ag), con coeficientes en términos de ay, as, as, a4 y as. En
la primera ecuacion se obtiene o en términos de las deméds s, por lo que el sistema
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de ecuaciones (|1.37)) se transforma de la siguiente manera

3 3
Z Z BA,HOéMOQ\ =0
A=1p=1
R (1.38)
Z Z Cpvavaoy =0
A=1p=1v=1

donde B, ,, Ch,, son coeficientes que estdn dados en términos de los coeficientes
de P(z). Para ver que este sistema siempre tiene soluciones no triviales se puede
realizar un andlisis parecido al que se hizo para comprobar que la ecuacion (|1.21])
tiene soluciones no triviales. En esta ocasién hay més casos. El mas comun es cuando
no todos los coeficientes que involucran a oy y s son cero simultaneamente. En este
caso se encuentran soluciones con ag = 1. Esto resulta en un sistema de dos ecuaciones
homogéneas en a1 y as, la primera de segundo grado y la segunda de tercer grado.
De la ecuacién de segundo se puede obtener as términos de «; usando la féormula
general para ecuaciones de segundo grado. Sustituyendo esto en la ecuacion de tercer
grado se obtiene una ecuacién de tercer grado para «; que como se sabe, siempre
tiene soluciones.

Ademads, como para todam € Z,, Y, zI" se puede escribir en términos de los coeficien-
tes de P(z), se tiene que es posible encontrar Ay y As en términos de los coeficientes
de P(z) y de las o/s ya encontradas.

Con esto se concluye que es posible transformar todo polinomio de quinto grado en
uno de la forma 2%+ A,z + As. Esta forma es conocida como la forma de Bring-Jerrard.



Capitulo 2

Estructura analitica de los subespacios
de polinomios

En este capitulo se encontraran propiedades topoldgicas y analiticas de algunos subes-
pacios de polinomios y los espacios de sus raices. Como se anticipd anteriormente, se
trabajard con los polinomios de tercer grado de la forma 2® + az + b, los polinomios
de cuarto grado de la forma z* + az + b y los polinomios de quinto grado de la forma
2° + az +b. Como se vio en el capitulo anterior, cualquier polinomio de tercer, cuarto
o quinto grado puede transformarse a uno de este tipo, por lo que estos subespacios
caracterizan bastante bien a los espacios de polinomios de estos grados. Se usaran al-
gunas definiciones y teoremas de topologia, mismas que se encuentran en el Apéndice

Al
2.1. Espacio de raices de los polinomios de tercer grado
Se define P3 como la familia de polinomios de tercer grado siguiente

Py = {z3 + a1z + ag | (a1,a9) € CQ\{O}}-

Esta familia también es conocida como la familia de polinomios de tercer grado en su
forma reducida. Dotamos a Pz con la estructura analitica de C*\{0} mediante

g: Ps —> CA{0}

2+ ayz + ay — (ay,as).

(2.1)

15
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Se define S3 = C3 como la familia de raices de Ps, es decir,

H(z—zi)epg}.

Dado (z1, 22, 23) € S5 es sencillo saber de qué polinomio en Ps son raices, esto estd
dado por la funcién siguiente

S3 = {(2172’2,23) eC’

h283—>733

2.2
(21,22, 23) — 2° + (2120 + 2123 + 2223)2 — 212223. (2:2)

Se pueden hacer tres observaciones importantes de la funcién h.

Observaciones 2.1.1.
a) Por el teorema fundamental del dlgebra se tiene que h es sobreyectiva.

b) Como que C[z] es un dominio de factorizacion unica se concluye que h es inyectiva
modulo permutaciones.

c) Al dotar a S3 con la estructura analitica de subconjunto de C3 se obtiene que h es
una funcion continua.

Puesto que P(z) = 23 + a12® + asz + az € Ps si y solo si a1 = 0y (as,a3) # (0,0),
otra manera de definir S es

83 = {(21,22,23) € (C3\{0} ‘ 21+ 20+ 23 = 0} .

Del hecho de que el coeficiente del término cuadratico de los polinomios de Ps es cero
se pueden realizar las siguientes observaciones.

Observaciones 2.1.2.

a) Si & € C\{0} es raiz con multiplicidad 2 de P(z) € Ps, entonces la otra raiz es
ot

b) Si 0 es raiz de P(z) € P3 entonces las otras dos raices son distintas de cero y son
inversas aditivas una de la otra.

Ahora introduciremos una relacion de equivalencia en Ss.

Definicién 2.1.3. Dados (z1, 29, 23), (w1, ws, w3) € C3\{0}, diremos que (21, 22, z3) ~
(w1, we, w3) siy solo si existe a € C\{0} tal que (21, 22, 23) = a(wy, wa, w3).
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Es bastante conocido y sencillo de verificar que ~ es una relaciéon de equivalencia
en C3\{0}. Como 83 = C3\{0} se tiene que ~ es una relacién de equivalencia en Ss,
simplemente se restringen las clases originales a S3. Mds atin, para toda « € C\{0},
si (21, 22, 23) € S3 entonces «(zy, 22, 23) € S3, de este modo se concluye que toda clase
que interseca a Sz esta contenida en Ss.

Proposicién 2.1.4. V3 := S3/ ~ es superficie de Riemann compacta.

Demostracion. En la demostracién de esta proposicion se utilizaran las definiciones
y resultados de la seccion 1 del Apéndice [A]

Primero se verificara que V3 es superficie. En el Ejemplo se demuestra que el
espacio proyectivo complejo P(C3) es variedad holomorfa de dimensién 2. En este
mismo ejemplo se observa que los subconjuntos Uy = {[21 : 29 : 23] € P(C?) | 23, # 0}
con k € {1,2, 3} son abiertos en P(C?), por lo que cada U}, es una variedad holomorfa
de dimensién 2. Ahora, para cada k = 1, 2, 3 se define la funcién f* como sigue

ff U, — C

Z1+z2+23

2k ’

[21: 200 23] —

f* es funcién bien definida entre variedades. Ademés es holomorfa, pues

fkogzﬁ,;l:(CQ — C

(21,22) —> Z1 + 29 +1

es holomorfa. Para cualquier z € C? se tiene que la matriz de la transformacién lineal
df¥ (en la base canénica) es (1 1). Observe que esta matriz es de rango maximo

por lo que dff es sobreyectiva para todo z € C2. Lo que implica que f* no tiene
valores singulares y por el Lema [A.1.12[ (f*)~*(0) es subvariedad holomorfa de Uj, de
dimensién 1. Por otro lado, es claro que

v = 0.

Observe que

(fIY7H0) ={[z1: 20 : 23] €Uy | 21 + 20 + 23 = 0}
={[z1:22: 23] € P(C*) | 21 + 20 + 23 = 0} n U,
:VgﬁUk,

por lo que (f*)71(0) es abierto en V5. Consecuentemente, Vs es variedad topolégica
de dimensién 2. Mas atin, como la estructura holomorfa de f, '(0) es inducida por la
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estructura holomorfa de Uy, se tiene que los cambios de coordenadas en el atlas de
V3 son biholomorfismos, por lo que Vs es variedad analitica de dimensién 1, en otras
palabras V5 es superficie de Riemann.

Ahora se demostrard que V3 es espacio compacto. Se considera la proyeccion a las
clases

m:CA{0} — P(C?

(21,22,23) —> |z1:22: 23]
Se considera el subespacio compacto S® = {z € C? | |z| = 1}. Dado z € C3\{0} se
tiene que z/||z|| € S®, por lo que m(S%) = P(C3) es compacto. Por otro lado se tiene
que Vs = | J:_, f71(0), por lo que Vs es subconjunto cerrado de P(C?). Se concluye
que V5 es superficie de Riemann compacta. O

Para poder definir la funcién (2.2)) en V3 es necesaria la relaciéon de equivalencia
siguiente.

Definicién 2.1.5. Dados (ay,as), (b1, b2) € C*\{0}, diremos que (a;,as) ~1 (by,by) siy
solo si existe a € C\{0} tal que (ai,as) = (b, a®by).

Proposicion 2.1.6. La relacion ~1 es relacion de equivalencia.

Demostracidn. Dados (ay,az), (b1, bs), (c1,ca) € C*\{0}. Se debe probar que se satis-
facen las propiedades siguientes

o Reflerividad. Es inmediata considerando o = 1.

o Simetria. Supongamos que (ai,as) ~1 (b1, by), entonces existe « € C\{0} que
satisface (ai,as) = (a?by,a®by). Esto implica que a; = o?b; y as = a’by. Co-
mo a # 0 se tiene que by = (1/a)%a; y by = (1/a)3as, lo que implica que

(b1,02) = ((1/a)?ay, (1/a)’ay).

o Transitividad. Supongamos que (aj,az) ~1 (b1,ba) v (b1,b2) ~1 (¢1,¢2). Deben
existir o, 3 € C\{0} tales que (a1,as) = (a®by,a3by) v (by,by) = (B%ci, Bca). Se
tiene que

(a1, as) = (0?1, 0°by) = (?F%cr, 0’ Fcy) = ((af)’cr, (@B)’ca).
Consecuentemente (ag, as) ~1 (c1, Ca).

Puesto que se satisfacen las tres condiciones anteriores se concluye que ~; es una
relacion de equivalencia. O
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Ahora se considera el espacio cociente P(C?)* := (C*\{0})/ ~1. Puesto que P(C?)* se
construyé de manera similar que P(C?) (véase Ejemplo , es natural preguntarse
la relacion entre estos. La siguiente proposicion muestra que este espacio también es
homeomorfo a la esfera de Riemann C, consecuentemente a P(C?).

Proposicion 2.1.7. Consideremos f definida por

f:P(CH* — C

a1 : a5] — Z—% st ap # 0, (2.3)
b oo st a; =0.

f es homeomorfismo.

Demostracion. Primero se verificara que f esta bien definida, i.e. dos elementos ~-
relacionados deben tener la misma imagen. Dados (ay,as), (b1, b2) € C?\{0} tales que
(a1, as) ~1 (by,by), entonces existe a € C\{0} que satisface (ar,as) = (a?by, a®by). Se

tiene que
2 3132 572 2
flai, az) = @ (@)} o B f (b1, b2).

La funcién f es sobreyectiva. Dados 2z € C y wy € C una raiz cuadrada de z. Se tiene
que que f([1: wp]) = wg = z, por lo que [1 : wy| es preimagen de z. Por otro lado,
como para todo z € C\{0}, f([0: z]) = o0 se concluye que f es sobreyectiva.

Para verificar que f es inyectiva se considera (a;, az) € C*\{0} tal que f([a; : az]) = 2.
Es facil observar que si z = 0 0 z = o entonces (aq, az) estd ~j-relacionado a (1,0) o
(0, 1) respectivamente, por lo que se supondra que z € C\{0}. Se tiene que que
2

a

% _ .,

ay
Consideramos wy una raiz cuadrada de z, se sabe que [1 : wp] es preimagen de z. Ade-
mas, (1,wp) estd ~q-relacionado con (1, —wp) usando o = —1, por lo que es suficiente
verificar que (aj, az) estd ~1- relacionado con alguno de los dos. Consideremos r una
raiz cuadrada de a;. Por un lado se tiene que 72 = a;. Por otro lado, como

2 _ 23
Ay = Wpay,
i 1 [ drada de wia? deci = (r)3(—1)k
se tiene que ay es alguna raiz cuadrada de wgaj, es decir, as = (r)*(—1)"wp, con
k € {0,1}. Con esto se concluye que (aj,as) estd ~j-relacionado con (1,wp) o con
(1, —wp), por lo que f es inyectiva.
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Para ver que f es continua se puede proceder de la siguiente manera. Por el Teorema
de la Funcién Cociente , basta ver que la funcién f* : C*\{0} — C definida por
f*(ay,as) = a/a} es continua, lo cual es inmediato pues f* es una funcién racional,
y para los puntos (0, a) € C*\{0} se eligi6 oo, el valor que precisamente hace continua
esta funcion.

Ahora se probard que P(C?)* es un espacio compacto. Se definen

i ={xeR'| x| =1} — CAH{0}
(x1, 2,3, 24) > (T1 + iTa, T3 + i2y),
m:CO\{0} — P(C?»*
(al,ag) [ [a1 . CLQ].
7 e 1 son funciones continuas, por lo que 7(i(S%)) es compacto en P(C?)*. Veamos
que 7(i(S%)) = P(C?)*. Es claro que las clases [0 : 1] y [1 : 0] intersecan a i(S?),
por lo que es suficiente demostrar que para (1, z) con z # 0, existe « € R\{0} tal que
(a?,a32) € i(S?), es decir, ||(a?, a®z)| = 1. Para cada z € C\{0} se define f, como
sigue
f:: R— R,

ar— [(a?, a’2),
f- es funcién continua y ademaés

£0)=0,  £1)=+1+]2>1

Por teorema del valor intermedio debe existir o € (0, 1) tal que f(a) = 1. Con ello
se tiene que 7(i(S?)) = P(C*)*. Utilizando el Teorema se concluye que f es

homeomorfismo. [

Ahora tiene sentido definir
C*\{0}

[21 1 29 @ 23] — [h(21, 21, 23)],

©: V3

donde h es la funcién (2.2). Para comprobar que ¢ estd bien definida es suficiente
demostrar que si dos elementos de Sz estan ~-relacionados, entonces sus imagenes
estdn ~i-relacionadas. Asi pues, dados (21, 29, 23), (w1, wa, w3) € S3 ~-relacionados.
Se tiene que
h(wy, wy, w3) = (wWiwy + wWiwz + Wew3z, —wW1wWawW3)
= (zyazg + azyazs + azpzs, —Qz1azo0023)

= (&®(z122 + 2123 + 2223), —° 21 2023),
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para algin a € C\{0}. Se concluye que h(zy, 22, 23) ~1 h(wy, ws, w3) por lo que ¢ estd
bien definida.

También se tiene que ¢ es funcién continua. Observe el siguiente diagrama.

S; —5 C2\{0}

e

) ¢> P((CQ)*,

donde las funciones m; y w9 son las proyecciones a las clases. La funcion h oy es con-
tinua pues es composicién de continuas. Aplicando el Teorema de la Funcién Cociente
se tiene que ¢ es continua.

Ahora consideremos

b: Vs — C,

[21: 20 23] —> foo([z1: 2z - 23]), (2.5)

donde f es la funcién ([2.3)). Se estudiard la funcién ) para encontrar propiedades en
Vs.

Corolario 2.1.8. Consideremos (z1, 22, 23), (w1, we, w3) € S3 las raices de los polino-
mios de Ps, 23+ a1z + ay y 2+ byz + by respectivamente. Entonces ¥([z1 : 2o : 23]) =
W([wy s wy :ws)) siy solo si(ay,az) ~1 (by, bs).

Demostracion. La demostracion de este corolario se sigue inmediatamente de la Pro-
posicién 2.1.7 El hecho de que (a1, a2) ~1 (b1, b2) implica que ([21 : 20 : 23]) =
Y([wy - wy - ws)) se sigue de que la funcién estd bien definida. El hecho de que
W([z1 ¢ 22 0 23]) = Y(Jwy : wy : ws]) implica que (ag,as) ~1 (b, by) se sigue de que f
es inyectiva. O

La funcién v puede reescribirse de la siguiente manera

(21222’3)2
(2122 + Z1%3 + 2’223)3'

U([z1: 221 23]) =

Teorema 2.1.9. Consideremos la funcidn ¢ : V3 — C definida anteriormente. 1) es
continua, sobreyectiva y para cada z € C existen a lo mds 6 elementos en V3 que
son preimagenes de z. Mas aun, solo existen 8 puntos con un niumero menor de
preimdgenes y son



CAPITULO 2. ESTRUCTURA ANALITICA... 292

2 N 7z
a) —% con tres preimdgenes.
b) oo con dos preimdgenes.

¢) 0 con tres preimdgenes.

Demostracion. 1) es continua y sobreyectiva pues es composicion de funciones conti-
nuas y sobreyectivas. Por el Corolario y la Observacién b) se tiene que un
punto puede tener a lo mas 6 preimagenes, pues es el nimero de formas de permu-
tar (21, 22, z3) y solo son menos cuando existen 7 : {1,2,3} — {1,2,3} permutacién
y o € C\{0} tales que (21,22, 23) = a(2:1), 27(2), 2r(3)). Para encontrar estos puntos
notemos que

| (21, 22, 23) | = |22 (1), 2r(2), 2r(3) |

= [l - Iz, 2, 23l
Por lo que ||a| = 1. De esta manera se tienen los siguientes casos:

a) a = 1. Este caso es no trivial unicamente cuando existen raices multiples. Por
Observaciones [2.1.2la) y [2.1.2lb) los polinomios de Ps pueden a lo mds tener una
raiz de multiplicidad 2 y debe de ser distinta de 0, por lo que se puede suponer
que la raiz multiple es 1. Por Observacién [2.1.2la) se tiene que la raiz restante
debe ser —2. La imagen bajo ¢ de [1:1: —2] es

(=2)?

(—2—-2+1)3

22
—33
22
-5

(11 —2]) =

Lo que implica que g—i tiene menos de 6 preimagenes. Es facil observar que estas
son [1:1:-2],[1:—2:1]y[-2:1:1].

b) a =¢? con 0 < 6 < 2m, y con j € {1,2,3} tal que z; = 0. Por Observacién
b), para k,l € {1,2,3}\{j} distintos se debe tener que z; = —z; # 0. De este
modo se debe tener

0,

—Zk,

240

Fr(k) =

Zj
2]

250 k

Como z;, # 0 se puede suponer que z = 1, asi (21, 29, 23) debe de ser una permu-
tacién de (0,1, —1). Ademads, ([0 : 1 : —1]) = 0, por lo que 0 tiene menos de 6
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preimégenes. Es facil observar que sus preimagenes son [0:1: —1], [1:0: —1] y
[1:—1:0].

c) a# 1y paratodo j € {1,2,3}, z; # 0. En particular z; # 0, por lo que se puede
suponer que z; = 1. Se tiene que los siguientes conjuntos son iguales

{1, 29, 23} = {a, azg, auz3}.

Puesto que 1 € {a, azq, az3}, 1/a € {1, 29, z3}. Ademds « # 1, esto implica que

1
{1,04, —} = {1, 20, 23} = {a, az, 3} = {a, 0*, 1}.
Q@
Consecuentemente a? = 1/«, por lo tanto a = w, donde w = % + \/ng es una raiz
cibica de la unidad. De aqui se concluye que (1,22, 23) es una permutacién de
(1,w,w?). Observe que para {1,w,w?} existen dos clases distintas y son [1 : w : w?]
v [1:w?: w]. Se concluye que oo tiene solo dos preimigenes.

O
Corolario 2.1.10. V3 es homeomorfa a C.

Demostracion. La Proposicién demuestra que V3 es superficie de Riemann com-
pacta. Se calculara su Caracteristica de Fuler. En C se considera una triangulacién
conformada por dos triangulos, tres aristas y tres vértices, donde los vértices elegidos
son g—;, 0, 00. Al considerar el conjunto de las imagenes inversas de estos dos tridangulos
se obtiene una triangulacion para V5. Por Teorema [2.1.9|se tiene que esta triangulacion
esta conformada por 12 triangulos, 18 aristas y 8 vértices, por lo que la Caracteristica
cAle Euler de V3 es x(V3) = 8 — 18 + 12 = 2. Por Teorema V3 es homeomorfa a

C. []

2.2. Espacio de raices de los polinomios de cuarto grado

En esta seccion se replicardan las ideas utilizadas en la seccién anterior para estudiar
la estructura del espacio de raices de los polinomios de cuarto grado.

Se considera Py, la familia de polinomios de cuarto grado siguiente
Pyi={P(2) = 2* + a1z + as |(a1,a2) € C*\{0}}.

Como en el caso de P3, se puede dotar a P4 con la topologia y estructura analitica
de C*\{0} mediante

g Py — CA{0},

2.6
2+ a2+ ay — (a1, a9). (2:6)



CAPITULO 2. ESTRUCTURA ANALITICA... 24

Ahora se define S; « C* como la familia de raices de Py, es decir,

4
Z—ZZ € Py

Dado (21, 22, 23,24) € Sy se le asigna el polinomio de Py con raices zi, 22,23 v 24
mediante la siguiente funcién.

83 = {(217 29, 23, Z4

h:S; — C*\{0}

2.7
(21, 22, 23, 24) — ( ZHZJ7HZZ>' (2.7)

i=1 j#i i=1

Observaciones 2.2.1.
a) h es sobreyectiva.
b) h es inyectiva médulo permutaciones.

c) h es continua.

Demostracion. Cada inciso se demuestra de manera analoga que su homénimo de las
Observaciones 2.1.71 O

Recordemos que los elementos de P, son polinomios de cuarto grado cuyos coeficientes

de los términos cubico y cuadratico son cero. Del Teorema se sigue que esta
. e . , . 4 4

condicion es equivalente a que sus raices satisfagan )., z; = >.._; 27 = 0, por lo que

es equivalente definir S; de la manera siguiente

84 = {(Z17Z27Z3)Z4 C4\{0

4 4
2
i .
i=1 i=1
De esta definicion de S4 se pueden realizar las siguientes observaciones.

Observaciones 2.2.2.

a) Si 0 es raiz de un polinomio de Py, entonces las otras tres raices son distintas de
cero y distintas entre si.

b) Siz esraiz de multiplicidad 2 de un polinomio de Py, entonces las otras dos raices
son distintas de zy, distintas de cero y distintas entre si.

Demostracion.
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a) Supongdse que 0 es raiz de multiplicidad 2 de un polinomio de P,. Consideremos
z1 v 29 las otras dos raices, se debe satisfacer que

21 = —Z2,

22 =z
Lo cual es imposible. Por otro lado si z; es raiz de multiplicidad 2 y 25 es la raiz
restante, se debe cumplir que

{ 221 = —Z2,
2 _ 2
Nuevamente imposible.

b) Ahora supéngase que ¢ es raiz de multiplicidad 2 de un polinomio de P,. Consi-
deremos z; y 2o las raices restantes. Si z; = &, se debe satisfacer

35 - —22,
3¢% = —z2.
Nuevamente imposible. Andlogamente se puede comprobar que z; # 0y 21 # 2.

]

Definicién 2.2.3. Dados z, w € S, diremos que z ~ w si y solo si existe a € C\{0} tal
que z = aw.

Es inmediato observar que ~ es relacién de equivalencia. Ademas, si una ~-clase de
C*\{0} interseca a S, entonces estd contenida en S;.

Proposicién 2.2.4. V, := S,/ ~ es superficie de Riemann compacta.

Demostracion. Nuevamente se considera el Ejemplo de donde se sigue que
P(C*) es 3-variedad holomorfa. Ademds, los subconjuntos Uy = {[21 : 25 : 23 : 24] €
P(CY) | 2z # 0} con k € {1,2,3,4} son abiertos de P(C*), por lo que cada Uy es
variedad holomorfa de dimensién 3.

Para cada U, se define la funcién
fk . Uk I CQ
4 4
[21: 20023 24] (ZLZ %Z )
=1 =1
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Cada f* es funcién bien definida entre variedades. Ademés es holomorfa, pues

fk0¢]:1:c3 N C2
(21,20,23) > (1421 + 20+ 23,1+ 27 + 22 + 27)

es holomorfa. Para cualquier z € C? tenemos que la matriz de la transformacién lineal

dfF es
1 1 1
( 221 222 223 ) '

Nétese que los puntos singulares de f* son z = (2, z, z). Estos no son preimagen de 0,
por lo que 0 es valor regular de f*. Consecuentemente (f*)~1(0) es variedad holomorfa
de dimensién 1.

Es claro que Vy = J;_,(f*)~(0), siguiendo el razonamiento realizado en la demos-
tracién de la Proposicién se tiene que Vy es superficie de Riemann.

Por otro lado, como cada f* es continua (f*)~1(0) es cerrado de P(C*) se tiene que V,
es cerrado en P(C*). Como P(C?) es compacto se concluye que V; es compacto. [

Para poder definir la funcién (2.7) en Vy es necesaria la relacién de equiva- lencia
siguiente.

Definicién 2.2.5. Dados (ay,as), (b1, b2) € C*\{0}, diremos que (ay,as) ~o (by,by) siy
solo si existe o € C\{0} tal que (ay,as) = (aby, a’by).

Analogamente que en la seccién anterior tenemos la siguiente proposicion.

Proposicion 2.2.6. La relacion ~4 es relacion de equivalencia.

Demostracion. La demostracion es analoga a la de la Proposicion [2.1.6] m
: : : CA\{0} .

Nuevamente consideramos el espacio cociente == y denotaremos como [a; @ az] a

la clase de equivalencia de (ag, as). Puesto que este espacio se construyé de manera

analoga que para los polinomios de tercer grado, es natural que también sea la esfera

de Riemann C.

Proposicion 2.2.7. Consideramos f definida por

f —Ci\J{O} —C

2

PR (2.8)
(0, : as)] ﬁ st ay # 0,
1 - 2 >
o st a; =0.
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f es homeomorfismo.

Demostracion. Que f esta bien definida y es sobreyectiva se obtiene practicamente
de manera andloga que para la funcién ([2.3)).

Para verificar que f es inyectiva se considera (aj,as) preimagen de z. Es facil ob-
servar que si z = 0 0 z = o0, entonces (ag, az) estd ~o-relacionada a (1,0) o (0,1)
respectivamente, por lo que se supondra que z # 0, consecuentemente a; # 0 # as.
Obsérvese que si o es una raiz cubica de z, entonces (1,0) es preimagen de z, por lo
que es suficiente probar que (aq, as) ~o (1,0). Nétese que si w es alguna raiz cibica de
1 se tiene que (1,0) ~9 (1,wo), simplemente se usa o = w?. Consideremos r una raiz
ctibica de a;. Por un lado se tiene que 7® - 1 = a;. Por otro lado a3 = ajo?, de donde
se sigue que as = (¥ar)'o = r*(wo). Con lo que se tiene que (a1, as) ~o (1,wo) y
por consiguiente (aq,as) ~o (1,0). Asi cualquier preimagen de z estd ~y-relacionada
a (1,0). Se concluye que f es inyectiva.

Para comprobar la continuidad de f y la compacidad de w se puede realizar un
analisis similar al realizado en la demostracién del Teorema O

Ahora tiene sentido definir la funcién (2.7)) en V.

C*\{0}
< (2.9
[21 1 29 1 23 1 z4]) — [h(21, 21, 23, 24)],

oV —

donde h es la funcion (2.7). Es facil de ver que ¢ es una funcion bien definida gracias
a la definicién de ~5. Ahora si, se define

¢3V4—>@,

(2.10)
[21: 2223 24] — foo([z1: 22 231 24]),

donde f es la funcién ([2.8]). Como es de esperar, para este caso se tiene una version
del Corolario 2.1.8l

Corolario 2.2.8. Consideremos (z1, 22, 23, 24), (W1, Wa, w3, wy) € Sy las raices de los
polinomios de Py, z* + a1z +as y 2* + b1z + by respectivamente. Entonces W([z1: 2o
231 z4]) = Y(Jwr :wy tws wyl) siy solo si (ar,az) ~o (b, be).

Demostracion. Nuevamente la demostracion se sigue del hecho de que la funcién ([2.8))
esta bien definida y es inyectiva. O
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Se puede reescribir 1 en términos de los elementos de Sy,

(H?:l Zi)g -
(Z?ﬂ Hj;éi Zj)

Y([z1 1 22 230 24]) = (2.11)

Teorema 2.2.9. Consideremos la funcién ¢ : V4 — C definida anteriormente. 1 es
continua sobreyectiva y para cada z € C existen a lo mds 24 elementos en V, que
son preimdgenes de z. Mas aun, solo existen 3 puntos con un numero menor de
preimdgenes y son

3 . .
a) 2—4 con 12 preimagenes.

b) oo con 6 preimdgenes.

c) 0 con 8 preimdgenes.

Demostracion. Nuevamente 1) es continua y sobreyectiva pues es composicion de fun-
ciones continuas y sobreyectivas. Por el Corolario y la Observacion .b)
un punto de C tiene a lo més 24 preimagenes. Solo existen menos cuando existen
T :{1,2,3,4} — {1,2,3,4} permutacién y o € C\{0} tales que (z1, 22, 23,24) =
a(2r(1), Zr(2); 27(3), Zr(a))- Consecuentemente ||| = 1. Nuevamente hay tres casos.

a) a = 1. Observe que para que este caso no resulte en la permutacién neutra se
deben tener raices multiples. Por Observacion [2.2.2/b) los polinomios en P; tienen
a lo més una raiz de multiplicidad 2. Ademas, las otras dos raices deben de ser
distintas de cero y distintas entre si. Como la raiz multiple debe de ser distinta de
cero se puede suponer que es 1. Consideremos z; y 2o las otras dos raices, se debe
satisfacer

2421+ 2 = 0,
{ 2427425 =0.
Resolviendo el sistema de ecuaciones anterior se obtiene que las otras raices deben
ser 0 = —14144/2 y 7. Observe que para cada permutacién de (1, 1, o, 7) solo existe
otra permutacién que esta ~-relacionada (la que intercambia las raices multiples),
por lo que existen 12 clases distintas. Para finalizar con este caso se calcula su
imagen.

T (07)° (e 8
Vlsl:0:0) = o s ST T Glo oDy B

b) Si a = ¢e? con 0 < 0 < 27 y existe i € {1,2,3,4} tal que z; = 0. Se debe tener
que z; = 0 = z,(;). Por Observacién [2.2.2la) las otras raices deben ser distintas de
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cero. Consecuentemente 7(i) = 7. Ademads, las otras tres raices son distintas entre
si, por lo que se debe tener que 7 fija al 0 y rota al resto de raices. Como se vio
en la demostracion del Teorema [2.1.9| esto implica que o = w, con w = —% + Z.\/ng
por lo que (0, 21, 22, z3) debe de ser equivalente a una permutacién de (0, 1, w,w?).
Claramente la imagen de esta clase es 0. Por otro lado, en la demostracion del
Teorema [2.1.9| se probd que estas rotaciones relacionan las permutaciones de tres
elementos en dos clases, por lo que para cada posicion del 0 hay dos preimagenes
distintas, 7.e. 0 tiene 8 preimégenes, como se esperaba.

c) Sia=¢e?con0 <6 <21y para cada i € {1,2,3,4}, 2; # 0. Se puede suponer
que z; = 1. Asi, se debe satisfacer la igualdad de conjuntos

{1, 29, 23, 24} = {v, 2o, 023, 024 }.
Como o # 1, @ € {29,23,24} ¥y 1/av € {29, 23, z4}. Sin pérdida de generalidad se
puede suponer que
1
{]-7 225 235 Z4} = {]-7 «a, 57 24}7

por lo que
1
{1, a, 5,24} = {a,a? 1, az}.
De modo que se debe satisfacer el siguiente sistema de ecuaciones

{z4=a2
1 _
= = (XZ4.

«

De aqui se obtiene que av = v/1, los casos &« = 1 y @ = —1 conducen a conjuntos
de raices que no estan en Sy. Consecuentemente, a € {i, —i}.

Se concluye que (1, 22, 23, 24) debe ser alguna permutacién de (1, —1,4, —i). Observe
que cada permutacién esta relacionada con otras tres (usando o = —1, i, —i), por
lo que las permutaciones de (1, —1,14, —i) estdn ~-relacionadas 4 a 4, esto implica
que en total hay 6 clases distintas. Por ultimo,

Y([1:=1:1:—i]) = 0.

Corolario 2.2.10. V, es superficie homeomorfa a la esfera de Riemann.

Demostracion. La Proposicién prueba que Vy es superficie de Riemann com-
pacta. Se calculara su Caracteristica de Euler. En C se considera una triangulaciéon
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conformada por dos triangulos, tres aristas y tres vértices, donde los vértices elegidos
son 44,O 00. Al considerar las imagenes inversas de estos dos triangulos se obtiene
una triangulacién para Vy. Por Teorema [2.2.9) tenemos que esta triangulacién esta
conformada por 48 tridngulos, 72 aristas y 26 vértices, por lo que la Caracteristica

de Euler de Vy es x(V4) = 26 — 72 + 48 = 2. Del Teorema se sigue que V; es
homeomorfo a C. L

2.3. [Espacio de raices de los polinomios de quinto grado

En esta seccion nuevamente se replicaran las ideas utilizadas en las secciones anteriores
para estudiar las propiedades topoldgicas y analiticas del espacio de raices de los
polinomios de quinto grado.

Definimos P5 como la familia de polinomios de quinto grado de la forma
{P(2) = 2° + a1z + ag | (a1,as) € CP\{0}}.

Esta familia es también conocida como la familia de ecuaciones de Bring-Jerrard.
Como en las secciones anteriores, se puede dotar P; con la topologia y estructura
analitica de C?\{0} mediante la funcién

g:Ps — C*\{0},

2.12
25+ ayz + ay — (ay, as). ( )

Por otro lado se define S5 = C° como la familia de raices de Ps, es decir,

5
nz—zl EP5}

Dado (z1, 29, 23, 24,25) € S5 se le asigna el polinomio de Ps (parametrizado por
C?\{0}), con rafces 21, 29, 23, 24 ¥ 25 mediante la siguiente funcién

83 = {(217227'2?” 24, 25

h: Ss — C*\{0},

2.13
(21, 22, 23, 24, 25) ¥ (an], nzl> . ( )

i=1 j#1

Para esta funcion h se tienen las mismas observaciones, por los mismos motivos, que
para sus funciones homénimas de las secciones 2.1y 2.2

Observaciones 2.3.1.
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a) h es sobreyectiva.
b) h es inyectiva mddulo permutaciones.

c) h es continua.
Demostracion. La prueba es andloga a la de las Observaciones [2.1.1 O]

Se estudian los polinomios de la forma 2° +a,z + as, dicho de otra manera, polinomios
de quinto grado cuyo coeficientes de los términos de cuarto, tercer y segundo grado
son cero. En la seccion se probd que es equivalente definir S5 como el conjunto
siguiente

5 5 5
85 = {(21722723724725 CE)\{O Z ZZ,? = Zz? = 0} .
=1 i=1

i=1
De esta definicién de S5 se pueden realizar las siguientes observaciones.

Observaciones 2.3.2.

a) Si 0 es raiz de un polinomio de Ps, entonces las otras cuatro raices son distintas
de cero y distintas entre si.

b) Si z es raiz de multiplicidad 2 de un polinomio de Ps, entonces las otras tres
raices son distintas de zy, distintas de cero y distintas entre si.

Demostracion.

a) Supéngase que 0 es raiz de multiplicidad 2 de un polinomio P(z) € Ps, P(z) =
2% 4+ a1z + ap. Como 0 es raiz de P(z) se debe tener que ay = 0. Ademaés, 0 es
raiz de multiplicidad 2 de P(z), lo que implica que 0 es raiz de P'(z) = 5z* + a;.
Consecuentemente a; = 0. Pero esto no es posible, pues 2° no es un elemento de

Ps.

Ahora supéngase que un polinomio P(z) = z° + a; tiene una raiz multiple ¢ # 0.

Se debe satisfacer
{ ¢+a¢=0

5<4+0J1 = 0.

Este sistema de ecuaciones tiene solo la solucion trivial a; = 0. Nuevamente no
corresponde a un polinomio de Ps.
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b) Primero véase que P(z) = z° + a1z + ay no puede tener una raiz de multiplicidad
tres. En efecto, si ( € C es raiz de mltiplicidad 3 de P(z) se debe satisfacer

C 5 + G1C + ag = 0

5(4 +a; = 0

20¢% = 0.
De donde se obtiene que ¢ = 0, en el inciso anterior se demostré que esto no
corresponde a un elemento de Ps.

Ahora se probarda que no puede haber varias raices multiples. Nuevamente si ( es
raiz de multiplicidad 2 de P(z) debe satisfacer

{C5+CL1C+CL2=0

5(4 +a =0.
De la segunda ecuacién se tiene que ¢* = —a; /5. Sustituyendo esto en la primera
ecuacién se tiene que ((4a1/5) = —ag, por lo que { = —bas/4ay, i.e. la raiz multiple

estd totalmente determinada por los coeficientes de P(z).

]

Definicién 2.3.3. Dados z, w € S5, diremos que z ~ w si y solo si existe o € C\{0} tal
que z = aw.

Es inmediato observar que ~ es relacién de equivalencia. Ademads, observe que las
clases de C°\{0} que intersecan a Ss estédn contenidas en Ss.

Proposicién 2.3.4. V; = S5/ ~ es superficie de Riemann compacta.

Demostracion. Del Ejemplo se sigue que P(CP) es 4-variedad holomorfa y que
los subconjuntos Uy, = {[z1 : 22 : 23 : 24 : 25] € P(C®) | 21, # 0} con k € {1,2,3,4,5}
son abiertos de P(C®). De donde se sigue cada U}, es variedad holomorfa de dimensién
4.

Para cada U, se define la funcién
kaUk — C3
e LS 91w s
[2132232312’4325] [ 5221722227522/7, .
i—1 j

i=1 =1
Cada f* es funcién bien definida entre variedades. Ademds es holomorfa, pues
fkogb;l:(czl N (C3
4 4 4
(21, 29, 23,24) — (1 + Y 214+ Y 221+ )] zf’)
i=1 i=1 i=1
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es holomorfa. Para cualquier z € C* se tiene que df¥ es

1 1 1 1
221 222 223 224
327 322 322 322

Nétese que los puntos singulares de f* son los z € C* que tienen tres elementos iguales,
estos no son preimagen de 0 por lo que 0 es valor regular de f*. Consecuentemente
(f¥)71(0) es variedad holomorfa de dimensién 1.

Siguiendo el razonamiento utilizado en las secciones anteriores se tiene que Vs =
5 , . .
Ur—1 (f%)7(0) es superficie de Riemann.

Por otro lado, como cada f* es continua, (f*)71(0) es un cerrado de P(C?). Conse-
cuentemente, Vs es cerrado en P(C®). Como P(C®) es compacto se concluye que Vs
es compacto. ]

Para poder definir la funcién (2.13) en V; es necesario definir la relacién de equiva-
lencia siguiente.

Definicién 2.3.5. Dados (ay,as), (b1, b2) € C*\{0}, diremos que (ay, as) ~3 (b1, by) siy
solo si existe a € C\{0} tal que (ai,as) = (alby, a®by).

Analogamente que en las dos secciones anteriores se tiene la proposicion siguiente.
Proposicion 2.3.6. La relacion ~3 es relacion de equivalencia.

Demostracion. La demostracion es analoga que la de la Proposicion [2.1.6] O

. . . C2\{0 . , ‘
Consideramos el espacio cociente N\{ L Este espacio se construyé de manera anéloga

que para los polinomios de tercer y cuarto grado, es natural que también sea la esfera
de Riemann C.

Teorema 2.3.7. Consideramos f definida por

C?\{0 ~
PRt
’ a (2.14)
oo { @D
o st a; =0.

f es homeomorfismo.
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Demostracion. La demostracion de este teorema se puede seguir de las demostraciones
de los Teoremas y [2.2.7 haciendo unas modificaciones puntuales. En particular,
la inyectividad se puede probar mostrando que cualquier preimagen de un punto z € C
estd ~s-relacionada a (1,0), con ¢ una raiz cuarta de z. O

Ahora tiene sentido definir la funcién siguiente

oV CAo}

~3 (2.15)

[21 290 23 1 24 1 25] — [h(21, 21, 23, 24, 25) ]

donde h es la funcién (2.13). Puesto que esta funcién se construyé utilizando el razo-
namiento de las secciones anteriores, es obvio que ¢ esta bien definida y es continua.

W Vs — C,

[21:20: 23 24 25] —> fo@([z1:20: 23 24 25]),

(2.16)

donde f es la funcién (2.14]). Nuevamente se tiene una version del Corolario

Corolario 2.3.8. Consideremos (21, 22, 23, 24, 25), (W1, Wa, W3, Wy, ws) € S5 las raices
de los polinomios de Ps, 2° + a1z + as y 2° + bz + by respectivamente. Entonces
W([z1 200 230 24 1 25]) = W([wy 2 we s ws :wy ws]) siy solo si (ay,az) ~g (by, bs).

Demostracion. La demostracion se sigue del hecho de que la funcién ([2.14]) esta bien
definida y es inyectiva. O

Al reescribir ¥ en términos de los elementos de S5 se tiene

(H?:l Zi)4 _
(Z?:l Hj;éi Zj)

W([z1 1200230 240 25)) =

Teorema 2.3.9. Consideremos la funcion ¢ : Vs — C definida anteriormente. 1 es
continua sobreyectiva y para cada z € C existen a lo mds 120 elementos en Vs que
son preimdgenes de z. Mds aun, solo existen 3 puntos con un niumero menor de
preimdgenes y son

a) —g—; con 60 preimdgenes.
b) oo con 24 preimdgenes.

c) 0 con 30 preimdgenes.
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Demostracion. Nuevamente 1) es continua y sobreyectiva pues es composicion de fun-
ciones continuas y sobreyectivas. Por el Corolario y la Observacion .b)
un punto de C puede tiene a lo mas 120 preimagenes, pues es el numero de for-
mas de permutar un conjunto con cinco elementos. Solo tiene menos cuando existen

T

{1,2,3,4,5} — {1,2,3,4,5} permutacién y o € C\{0} tales que (z1, 22, 23, 24, 25) =

a(27(1), Zr(2), Z7(3), Zr(4), Zr(5))- Consecuentemente o/ = 1. Nuevamente hay tres casos.

a)

b)

a = 1. Para que este caso no sea trivial es necesario que existan raices multiples.
Por Observaciéon .b) los polinomios en P5 pueden tener a lo mas una raiz de
multiplicidad 2. En este caso las otras tres raices deben de ser distintas de cero
y distintas entre si. Como la raiz multiple debe de ser distinta de cero se puede
suponer que es 1. Consideremos z;, 25 v 23 las otras tres raices. Como se vio las
secciones anteriores, en este caso para cada permutacién de (1,1, 21, 29, 23) existe
una unica permutacién no trivial con la que estd ~-relacionada. Por lo que la
imagen de (1,1, 21, 29, 23) bajo 1 tiene 60 preimagenes distintas. Para encontrar
la imagen de (1, 1, z1, 29, 23) se puede seguir el razonamiento siguiente. Como 1 es
raiz doble del polinomio 2° 4+ a;2 + as también lo es de su derivada 52* 4 a;, por
lo que el sistema siguiente debe satisfacerse

1+a1—|—a2=0,
5+CL1=O.

Resolviendo este sistema se tiene que a; = —5, ay = 4. Por lo que la imagen de
. 4
(1,1, 21, 22, 23) bajo 1 es _g_5‘

Sia=e"?con0<6<2ryexisteie {1,2,3,4,5} tal que z; = 0. Por Observacién
a) las otras raices deben ser distintas de cero y distintas entre si, por lo que
7 fija al 0 y rota al resto de raices, i.e. 7(i) = i si y solo si z; = 0. Esto conduce al
caso ¢) de la demostracién del Teorema [2.2.9] lo que implica que (21, 22, 23, 24, 25)
estd relacionado con alguna permutacién de (0,1, —1,7,—i). Asi que para cada
posicién del 0 se tienen 6 clases distintas, por lo que en total hay 5 -6 = 30 clases
distintas. Finalmente ¢)([0:1:—1:¢: —i]) = 0.

Sia =¢e?con0 < 6 < 27y para cada i € {1,2,3,4,5}, z # 0. Dado que
a # 1, todas las raices deben de ser distintas entre si. Sin pérdida de generalidad
supongase que z; = 1. Asi,

{17 22,23, 24, 25} = {047 Qzo, 0iZ3, Ozy, 0625}.

Como «a # 1, {a, 1/a} < {z1, 23, 24, 25}, sin pérdida de generalidad, supongamos
que 2z = «, z3 = 1/a, por lo que

{1,a,1/a, 24, 25} = {a, 0® 1, azy, azs}.
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Como consecuencia se tienen dos casos z4 = o2, 25 = 24 v 1/a = azs o bien

25 = a?, z4 = azz y 1/a = az4, observe que ambos casos son equivalentes luego
de un renombramiento. Asi,
@ =z=—=—.
a o«
Consecuentemente, a® = 1,por lo que « es una raiz quinta de la unidad distinta
de 1. Esto implica que (21, 22, 23, 24, 25) esta relacionado con alguna permutacién

_ A/54+4/5 , . .
de (1,0,02,0%,0%), con o = */54 Ly S v Como las raices quintas de la unidad

forman un grupo con la multiplicacién, cada permutacién de (1, 0,0% 0%, 0%) estéd
~-relacionada con otras cuatro, lo que implica que en total hay 120/5 = 24 clases
distintas. Por ultimo,

V([1:0:0%:0%:0%) = .

Corolario 2.3.10. La superficie Vs es homeomorfa a la suma conezxa de 4 toros.

Demostracion. Como Vs es una superficie compacta es posible calcular su Caracte-
ristica de Euler como sigue. En C se considera una triangulaciéon conformada por
dos triangulos, tres aristas y tres vértices, donde los vértices elegidos son —g—i, 0, co.
Al considerar el conjunto de las imagenes inversas de estos dos triangulos se obtiene
una triangulacién para Vs. Por Teorema se tiene que esta triangulacién esta
conformada por 240 triangulos, 360 aristas y 114 vértices. Consecuentemente, la Ca-
ractristica de Euler de V5 es x(V5) = 114 — 360 + 240 = —6. Ademds, Vs es superficie
de Riemann, por lo tanto es orientable. Por Teorema Vs es homeomorfa a una

suma conexa de 4 toros. O



Capitulo 3

Construccion de algoritmos para encon-
trar raices de polinomios

3.1. Algoritmo para los polinomios de tercer grado

En el Corolario se demostré que el espacio Vs es homeomorfo a la esfera
de Riemann C. Recordemos que V5 es el cociente del espacio S; = {(z1, 22,23) €
C3\{0} | 21 + 29 + 23 = 0} bajo la relacién de equivalencia (21, 2o, 23) ~ (wy, wo, w3) si
y solo si existe o € C\{0} tal que (21, 22, 23) = a(w, wa, w3).

También se probd que V3 tiene estructura de superficie de Riemann. En consecuencia
del Teorema de Uniformizacién se tiene que V3 es de hecho biholomorfa a C. Se dan
més detalles del Teorema de Uniformizacion en la seccién [B.3

Consideremos la funcion
vl C — Vg

¢ {[1:C:—1—C], si ( #
[0:1:—1], si ( = o0.

Es sencillo observar que 7 estd bien definida, es biyectiva y es continua para todo
¢ € C. Para ver que es continua en co observe que

1 1
Clirg[l:(:—l—(]:girgo[z:1:—2—1] =
, 1
= [hm —:1lim1: lim (———1)] =
(—00 (—0 (—0 C
=[0:1:—1]
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De este modo se conﬁrmaAque 7 es continua en C. Por Teorema se concluye ~
es homeomorfismo entre C y V3. No es dificil comprobar que v es de hecho biholo-
morfismo entre superficies de Riemann.

Usando la parametrizacién v se puede reescribir la funcion ([2.5)) de la siguiente manera

¢;@ — C
L, s (3.)
1+C+¢)°

Observacién 3.1.1. ¢(() es invariante bajo:
a) 1/¢;
b) =(1+¢);
¢) =1/(1+Q);
d) —(1+¢)/¢
¢) =¢/(1+)

Demostracion. Nétese primero que c), d) y ) son composiciones de a) y b). En efecto,

—igZ—(lJrC)O(l);

¢ ¢
¢ (1e¢y
Tic T (c) (1+0):

De este modo, basta demostrar que 1 es invariante bajo a) y b).

1”(1)(%(”%) _#(®)

3 2\ 3
Sl ()
w1+ (1 +¢)*
_ ¢ _ _ .
T TEOecrap T wcrap M
(1-0(=0° _  ¢a+¢)

P(=(1+¢) =~ = ¥(Q).

I-1-¢+(1+0» (1+¢+¢)?
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Esta observacion tiene un trasfondo interesante, las funciones bajo las que 9 es inva-
riante forman un grupo con la composicion que es isomorfo al grupo de permutaciones
de tres letras. Esto es de esperarse pues la funcion es invariante bajo permuta-
ciones. Es sencillo comprobar que los puntos fijos de estas funciones son preimagenes
de alguno de los puntos especiales de 9, i.e. si ¢ € C es punto fijo de alguna de
esas funciones, entonces ¥ (¢) € {—22/3%,0,00}. De manera anéloga, si ( € C es tal
que f(¢) = g(¢), con f y g funciones distintas de la Observacién [3.1.1] entonces
W(C) € {—22/33,0,00}. De este modo, dado ¢ € C tal que ¥(¢) = &, se tiene que

1 1 1+¢ ¢
R e e s

i) = {c,

En la prueba del Teorema [2.1.9] se encontraron las preimagenes de los puntos
{—22/3%,0, 00}, al usar la parametrizacién 7 estas son:

o TH(—22/3%) = {1, -2, —1/2};
o ¢ 10) = {o0, 0, —1};
o P Ho0) = {w = —1/2 +iv/3/2, W}

Ahora se consideran las curvas S(¢) = 0, ®(¢) = —1/2, |(| =1y |¢ + 1|| = 1. Estas
curvas forman una triangulacién para C con vértices en las preimégenes de —2%/33, 0
y o0, llamémosle 9. Esta triangulacion esta conformada por 8 vértices, 18 aristas y
12 caras. Al proyectar estereograficamente a C se ve la Figura [3.1}

Ahora se considera la funcién

donde w = €2™/3. Es sencillo observar que ¢ es transformacién de Mobius. Recuerde

que las transformaciones de Mobius mapean circunferencias en circunferencias (las
rectas se consideran circunferencias de radio infinito). De este modo, para conocer la
imagen de una recta o de una circunferencia basta conocer su imagen en tres puntos
distintos. Con esto en mente, se tiene que

° p(S(¢) = 0) = ([ = D).
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Figura 3.1: Triangulacién en C conformada por las curvas R(() = —1/2, I({) = 0,
I<|l =1y || + 1] = 1. Las preimdgenes bajo 1) de —22/3% estdn representadas por x,
las preimagenes bajo v de 0 estan representadas por e y las preiméagenes bajo i de
oo estan representadas por A.

Se verifica observado que

—w w
90(0): — 2 _EZQP,
2

w
p(—1) = —

La circunferencia que contiene a estos puntos es ||(| = 1.

o p(R(Q) = ~1/2) = 3(¢) = 0.

Se verifica observando que

la recta que contiene a estos puntos es I(¢) = 0.

o o([¢] =1) = tw, con t € R.
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Figura 3.2: Triangulacién en C conformada por las curvas I(¢) = 0, ||¢]| = 1,
rw y zw?, donde x es una variable real. Las preimdgenes bajo 1 de —22/3% estdn
representadas por X, las preimagenes bajo ¢ de 0 estan representadas por e y las
preimégenes bajo ¥ de oo estan representadas por A.

Se verifica observando que

La recta que contiene a estos puntos es wt, con t € R.

o o([¢+1] =1) =w?, con t e R.
Se verifica observando que

(,d2,
0,

p(w?) = .

55
g O
N —
(.

La recta que contiene a estos puntos es w?t, con t € R.

Por lo que la transformacion de Mébius ¢ transforma la triangulacion 91 de la Figura
en la triangulacién 9 cuya proyeccién estereografica es mostrada en la Figura
3.2



CAPITULO 3. CONSTRUCCION DE ALGORITMOS... 42

Ahora nétese que
(C+ ¢+ =[(¢—w) (¢ -]
Por otro lado se tiene que

—C(C+ 1) = [iC(¢+ D = [i(¢ + O

Como w? — w = 1/3i se tiene que
—CC+ 1 = gl W)@+ Q)P

= 2 07— (2 + wC)P

~ %[(—3@2 +3w() — (=3w*¢* + 3w()]?
1

7
= - lC—w)’ = ((= )P

1 6 26 3 2y3
= L€ =) = (=)~ 2C )~ )

[(¢* — 3w + 3w ¢ — 1) — (¢ — 3w?C® + 3w — 1)]?

Al sustituir estos valores en 1) se obtiene que

_ 1 ((—w)’ = ((—w?)° —2(C —w)*(¢ —w?)’
L (¢ = w)*(¢ —w?)?

L[ (C-w)?  ((—w?)?
i e it

1 C—w)’ C—w) "’
‘?[(c—aﬂ) +(<—w2> _2]'
Con lo que se concluye que ¥(¢) = ¢ o p((),

¢ —w 2 +23-2

dondegpzC y o= o

¥(C)

2
Proposicién 3.1.2. ¢ 1(J(¢) = 0) = M.

Demostracién. Como M’ = p(M), es suficiente probar que ¢ (J(z) = 0) = M'. Se
puede ver a ¢ como composicién de dos funciones mas sencillas,

-1
2+ =2 4

oz) = 0
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Por un lado se tiene que I(z3) = 0 si y solo si Arg(z) = kn/3, con k € {1,2,3}. De
donde se sigue que 3(23) = 0siy solosi z € (J(2))u(—t/2+iv3t/2)u(—t/2—iy/3t/2),

con t un parametro real.
z+2z71 -2
Sl————1 =0
27

siy solo si S(z +2 1) = 0. Esto tltimo se satisface si y solamente si S(z|z|]* +z) = 0.
Sustituyendo z = x + iy se tiene que esto se satisface si y solamente si

Por otro lado

iy(z® +y* —1) =0.

De donde se concluye que S(z + 27!) = 0 si y solosi z € (S(z) = 0) u (|z] =

1). Consecuentemente, (é(z)) = 0 si y solo si z € (3(2)) U (—t/2 + iv/3t/2) U
(—=t/2 —iv/3t/2) U (||z] = 1), donde t es un pardmetro real. Con esto se concluye que
¢ H(S(z) = 0) = M. Consecuentemente 1~ (F(¢) = 0) = M. O

Ahora el objetivo es construir la inversa multivaluada de 1.

Por un lado ¢ es transformacion de Mébius por lo que su inversa es facil de calcular,

de hecho )
1 _wz—w

Por el otro lado ¢ es funcion con inversa multivaluada. Dado £ € C se busca z € C tal
que

2423 -2 =2T7¢
(%) — (2+276)2 +1=0.

Lo que implica que

s (24270 + V(2 +276)2 —4
5 .

L i/@ + 27€) 4+ A/27E(27€ + 4)

2

Consecuentemente,

Asi la inversa multivaluada de 1 puede calcularse facilmente con la composicién de

o~y 7!
2 \/ (2+27) + \/27EQR7E+4)
2
i/ (2 + 27€) + 1/27€(27€ + 4) ’ (32)

2

vTHE) =
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Finalmente se tiene un algoritmo para encontrar raices de polinomios de tercer grado

Algoritmo 3.1.3.

a)

Dado un polinomio de tercer grado Q(w) = w? + aw? + bw + ¢, si a # 0 se le aplica
una la transformacion de Tishirnhausen para convertirlo en un polinomio de la
forma P(z) = 2% + a2 + ay, esto se obtiene con el cambio de variable w = z — a/3.

Se calcula la clase del polinomio P(z) = 23 + aiz + ay en C, esta es a2/ab.
A & = a2/a} se le aplica la funcién multivaluada 1.

Si ¢ = ¢7H¢), entonces [1: ¢ : —1—(] = [21: 22 : 23], por lo que debe existir
A # 0 tal que
(z=N(Ez=X)(E+A+X) =2+ a1z + as.

Se sabe que 2129 + 2123 + 2923 = a1 Y 212223 = —ag, por lo que se debe satisfacer

el sistema )
{ No= -t
A1+ () = ay.
Sustituyendo el valor de A\? en la segunda ecuacién se obtiene la ecuacién lineal
siguiente
a1
A ———F—= 1+ = as.
(i) oo - o

Finalmente se tiene que

a9 1+ C + CQ)
A=——| —>). 3.3
a < 1+ (33)
Las raices del polinomio P(z) = 2% + a1z + ay son
21 = /\,
R = )\C>

En caso de que el polinomio no haya sido de la forma 23 + a2 + a5 se calculan las
raices del polinomio original
w; = z; —a/3,

con i € {1,2,3}.
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A primera vista podria parecer que el algoritmo anterior no estd bien definido pues
en el punto ¢) hay 6 formas de elegir la preimagen de £ € C bajo v, esto no representa
ningun inconveniente pues 7y es un biholomorfismo entre C vy V3, lo que implica que
W(¢1) = ¥(¢r) sty solo si y((1) es una permutaciéon de vy((y).

Ejemplo 3.1.4. Consideremos el polinomio Q(z) = z3—32z%+4. Utilicemos el algoritmo
para encontrar sus raices.

a) Como el coeficiente del término cuadratico de (z) no es cero se hace el cambio

de variable w; = z; + 1. El cual transforma el polinomio (z) en el polinomio P(z) =
3

2% =3z + 2.

b) La clase de P(z) en C es —4/27.
¢) Recuerde que —4/27 es un punto especial, una de sus preimégenes bajo 1 es —1/2.

d) Se utiliza la férmula (3.3 para calcular A

2 [(1-1+1
N= —— | —2 4 |\ - _9
—1(—%(1—%)>

e) Las raices del polinomio P(z) son:

21 = —2,
29 = 17
23 = 1.

f) Las raices del polinomio original ((z) son:

wy, = —1,
Wo = 2,
wsg = 2.

Ejemplo 3.1.5. Encontremos las raices del polinomio Q(z) = 23 — 2% + z — 1.

a) Para usar el algoritmo es necesario usar el cambio de variable en las raices w; =
zi + 1/3. Que transforma el polinomio Q(z) en P(z) = z + 2z/3 — 20/27.

b) La clase de P(z) en C es 50/27.

¢) Se calcula su imagen inversa bajo v

(:w_1<50) w(24+V3)—w 1 3

27) 7 2431 2 2
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d) La clase de las raices en Vj es [1 P—g — %z t—3 + %z]

Se aplica la férmula (3.3) para encontrar A
Ao W0 (1HCHE@EY 10/ -5 2
9 \ ¢(1+¢) 9 \ -4 3

e) Las raices de P(z) son:

2
leAzg,
2 1 3 1
:A = — _— — = —_ — — —
2= 3(2 2) 3 "
- 1
Z3—)\C:—§+Z

f) Las raices del polinomio original ((z) son:

wlzzl—i—g:l,
—i—l '
Wy = 2 - = —1,
2 2 3
r .
w3=,23+§=z.

3.2. Algoritmo para los polinomios de cuarto grado

A continuacion se muestra un resumen de los resultados relacionados con el espacio
de polinomios de cuarto grado que se han ido obteniendo.

o Se demostré que cualquier polinomio de cuarto grado puede transformarse a un
polinomio de la forma P(z) = 2! + a;z + as, para ello se debe resolver una ecuacién
cuadratica.

o El espacio de raices de este tipo de polinomios es
4 4
" {(> e CO} | Y= 3 - o}.
i=1 i=1

o Se defini6 V; = S84/ ~ donde (z1, 29, 23, 24) ~ (w1, ws, w3, wy) si y solo si existe
a € C\{0} tal que (z1, 29, 23, 24) = a(wy, we, w3, wy).
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o Se demostro que Vy es una superficie de Riemann compacta.

o La relacién de equivalencia anterior induce una relaciéon de equivalencia ~5 en Py,
el espacio de polinomios de cuarto grado de la forma P(z) = 2* + a;2 + as, donde
2 4+ a1z + ag ~y 2t + bz + byz siy solo si existe a € C\{0} tal que (ay,ay) =

3 4
(a’by, a*by).

o P,/ ~4 es biholomorfo a C.

o Estas relaciones de equivalencia permiten definir de manera correcta la funcién

vV, — C
3
(H?:l ZZ)
<
<Z?:1 Hj;éi zj)

|21 1200231 24] —

o En el Teorema se probd que ¥ es funcién continua, sobreyectiva y es 24 — 1
excepto en tres puntos 3%/4% con 12 preimdgenes, 0 con 8 preimdgenes e oo con 6
preimagenes, incluso se encontraron estas preimégenes

o 1 1(3%/4%) es el conjunto de las clases de permutaciones de (1,1,0,7), donde
o = —1 +iv/2. Es facil observar que para cada permutacién existe inicamente
otra permutacién con la que esta relacionada;

e )71(0) es el conjunto de clases de permutaciones de (0, 1,w,w?). En este caso
por cada posicién del 0 existen otras dos permutaciones que estan relacionadas
(se obtienen al multiplicar por w o w? );

e 71(00) es el conjunto de clases de permutaciones de (1,—1,4, —i). En este caso
por cada posicion del uno se tienen otras tres permutaciones relacionadas, las
cuales se obtienen al multiplicar por —1,7 o —1.

o Se considera R la triangulaciéon en C conformada por los triangulos H y H™ donde
estos son el semiplano superior e inferior respectivamente, con aristas [—o0, 0], [0, 3% /4%],
[33/4% oo] y vértices 3%/4%,0,00. Al considerar su imagen inversa bajo 1 se obtiene
una triangulacién 91 de la superficie compacta V, conformada por 48 triangulos, 72
aristas y 26 vértices. Es posible calcular la Caracteristica de Euler de V,, obteniendo
que x(Vy) = 26 — 72 + 48 = 2. Esto implica que V; es homeomorfa a C.

o Sn consecuencia del Teorema de Uniformizacion la superficie de Riemann V, es
biholomorfa a la esfera de Riemann C.

En la secciéon anterior se parametrizé la superficie V3 con la esfera de Riemann de
una manera muy intuitiva. la parametrizacién ayudé a encontrar explicitamente la
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triangulaciéon ¢~'(R) y posteriormente a encontrar su inversa multivaluada. En el
caso de V, sucede algo analogo.

Teorema 3.2.1. Ezxiste parametrizacion biholomorfa de V4 en términos de C tal que
la funcion (2.11]) se reescribe como

(S

—

- o

(¢®+14¢* +1)°
(¢t =)

~

—

(\]

Demostracion. Como V,; = C debe existir biholomorfismo entre C y V4. Se comienza
definiendo

ViC0) — {(z1,20,2,20) € N0} | XL, 5 =0}
(21722723) — (217227237—21—22—23).

Es sencillo observar que v es biholomorfismo. Se calcula
7 HS,) = {(zl, 2, 23) € CP\{0} ‘ B4+t (ntatzn)l= 0} .

Observe que la dltima condicién es equivalente a que (21 +22)%+ (21 +23)* + (22 +23)? =
0.
Ahora se considera la siguiente transformacion
T:C® — C3
(21,22,23) +—— (21 + 20,0(22 + 23) + (21 + 23), (22 + 23) — (21 + 23))
= (w17 Wa, w3)'

Es sencillo verificar que T' es una transformacion lineal, por lo que para verificar que
T es biholomorfismo basta comprobar que es inyectiva. Para ello, observe que

Ker T = {(z1, 20, z3) € C* | T(21, 20, 23) = 0} = {0},
con lo que se concluye que T es biholomorfismo.

Se busca encontrar la imagen de v~1(S;) bajo T. Nétese que

wyws = [i(22 + 23) + (21 + 23)][i(22 + 23) — (21 + 23)]
= —(22 + 23)° — (21 + 23)*.

Por otro lado,
w? = (21 + 22)?,
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por lo que

T(vHS8)) = S = {(wy, wa, w3) € CN\{0} | w} — wowsz = 0}.

Se define ahora )
p:C\{0} — S

(ur,uz) > (uruz, ui, u).
Veamos que ¢ esta bien definida, para ello es suficiente verificar que para cualquier
(u1,ug) € C2\{0}, p(uy,us) € Sy'. Claramente

(u1u2)2 — ufu% =0

por lo que ¢ esta bien definida.

Dado (wy,ws, ws) € 8 se tiene que (/ws, /ws) 0 bien (/ws, —/ws3) es preimagen
de (w17 w27w3)7 ya que

Py w2, —y/w3) = (Vway/ws, we, w3) = (Lwr, wa, ws).

Por lo que ¢ es sobreyectiva.

¢ es funcién dos a uno, observe que @(uy,us) = @(—ui, —uz). Sin embargo, este no
es un problema pues el espacio que nos interesa es el cociente V,. Para ver como es
este espacio en S’ obsérvese el diagrama (3.4)).

-1

Si—1 {<Z1uzzyza>e<c3\{0}\ 3 (zi+zj>2:o} T .s/

1<i<j<3

m Uy 3

'\/71 ~

{[21122:23]EP(C3) b (zi+zj)20} T v, (3.4)

1<i<j<3

Vi

Noétese que la relacién de equivalencia que permite que las funciones 7 y T estén bien
definidas son, en cada caso, z,w € C*\{0}, z ~ w si y solo si existe a € C\{0} tal que
Z = Qw.

Ahora consideramos 73 o . Dados (uy,us), (vi,v9) € C\{0} tales que (uy,up) =
a(vy, v9), donde o € C\{0}, entonces

(urug, u2, u3) = (@*v1vs, v}, @*v3) = a®(vivg, v, v3).

Consecuentemente,
T3 O @(UbUQ) ~ T30 @(Ub U2)-
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Por el Teorema de la Funcién Cociente la funciéon @ que hace conmutar el diagrama
(3.5) esta bien definida y es continua. Ademads, si mgop(uy, us) = m30p(vy, v2) entonces

('U,1U2, U%, u%) = 5(01@27 U%, Ug)a
donde 8 € C\{0}. Si @ = +/f, se tiene que
(u1uz, Ui U%) = (aviavy, (avl)Za (04712)2),

lo que implica que [u; : us] = [v; : v2]. Se concluye que $ es inyectiva. Como P(C?)
es compacta, concluye que @ es biholomorfismo entre P(C?) y Vj.

C2\{0} L Sy
™ T3 o T3
2\ ~ (™ _ _ - !
P(C*) =C 3 V, (3.5)

Finalmente se considera el biholomorfismo

~

¢:C — P(C?

N [C: 1], si(# o0,
¢ [1:0], sic=oo.

Ahora buscamos encontrar explicitamante 1) o o1~ 0@ o ¢. Por simplicidad de nota-
cién se denotara esta composicion como 1. Comencemos observando que la expresion
matricial de 7' es

1 1 0
A= 1 ¢+ 142
-1 7 —1+:

Por lo que para calcular 7! es suficiente calcular A~

1 1, 1; 1, 1
= T4+ 27 —=+ 21 . .
2 iti 1T 1 2 1+7 —1+4+1
A = 5 1t 14! ~ 2 1 »z 1 7,.
111, _1_ 1y =2 1=i —1-i
2 171 11

I'Nétese que no pueden usarse dos raices distintas de 8 simultdneamente



CAPITULO 3. CONSTRUCCION DE ALGORITMOS... 51

De donde se sigue que

42y = 2wy + (1 4+ )ws + (—1 + 1) ws;

dzo = 2wy + (—1 —i)wy + (1 — i) ws;

dz3 = —2wy + (1 —i)wy + (—1 — i)ws;

dzy = —4z) — 42y — 42z = —2wy + (=1 + D)ws + (1 + i) ws.

Por otro lado, es sencillo comprobar que $o¢ = (¢,¢?, 1), por lo que al componer con
5 o T~ se tiene que

42y =2+ (1 +4)C% + (=1 +4);
4zy = 2¢ + (=1 =) + (1 —i);
4oy = —2C + (1 =) + (=1 —i);
dzg = =20 + (=1 4+ ) + (1 +14).

Finalmente se compone con v, obteniendo

(¢®+14¢* +1)°

2 %b(C) = (C(C4 B 1))4

Ahora se encontraran las preimagenes de los puntos especiales de esta funcién.

Observaciones 3.2.2.
a) Las ocho preimdgenes de 0 bajo 1 son \4/—7 +v48 y \4/—7 —V/48;

b) las seis preimdgenes de o bajo ¢ son 1, —1, i, —i, 0 € oo;

¢) las doce preimdgenes de 3% /4*bajo 1 son /=1, A/ =17+ 12/2 y

v =17 — 124/2.

Demostracidn. a) Al aplicar el cambio de variable z = ¢* numerador (¢%+ 14¢* +1)3
se obtiene (2% + 14z + 1)3. Obteniendo las raices de este polinomio de segundo grado

se tiene que las preimagenes de 0 bajo 1) son \4/—7 +v48 y \4/—7 —4/48.

b) Es claro que 1, —1, ¢, —i y 0 son preimégenes de orden 4 de oo pues son raices
con esa multiplicidad del denominador (¢(¢* — 1))*. Puesto que gr(¢® + 14¢* +1)3 —
gr(¢(¢* —1))*) = 4, o0 es preimagen de orden cuatro del oo.
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Figura 3.3: Triangulacién 9t en C conformada por las curvas S(¢) = 0,R(¢) = 0,
RO = (), RO = =), Il =1, ¢ = 1) = V2, ¢+ 1] = v2, [¢ —i] = V2
y || +i| = v/2. Las preiméagenes bajo ¢ de 3%/4* estdn representadas por x, las
preimégenes bajo v de 0 estan representadas por e y las preimagenes bajo ¢ de oo
estan representadas por A.

c) La derivada de 2'%% es

4(28 + 142 + 1)%(2"2 — 3328 — 3324 + 1)
25(z4 —1)°

de donde se sigue que solamente existen 12 puntos criticos mas, y estan dados por las
raices de

21223324 3320 4 1= (2 + ) (2t + 17— 12v2) (2" + 17 + 12v2).
Es sencillo comprobar que estos puntos son preiméagenes de 3/4* bajo 1. O

La triangulacién explicita 9 = ¢~1(S(¢) = 0) de C se muestra en la Figura .
Dado un triangulo de T € 9, ¢ lo mapea de manera biholomorfa en H o en H™,
de este modo se obtiene una rama analitica de ¢ ~!. Por el Principio de Reflexion de
Schwartz (véase [1], p.172) la funcién puede extenderse a todo C produciendo ¢!

Ahora se procederd a encontrar la inversa multivaluada ¢ ~!'. Dado ¢ € C, se busca
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(e C tal que
(¢ +14¢* +1)3

210(¢(¢ct =)t

dicho de otra manera, para todo £ € C se desea resolver la ecuacién

(€% +14¢* + 1)° = 21%(¢(¢* = 1)t = 0. (3.6)

¢ =

Dividiendo entre ambos lados de la ecuacién ¢'? y utilizando el cambio de variable
x = (' + (" + 14 la ecuacién (3.6]) se reescribe de la siguiente manera

w3 — 210622 4 215¢ — 218¢ = 0. (3.7)

Para resolver la ecuacion se puede utilizar el algoritmo descrito en la seccién an-
terior para encontrar raices de polinomios ctibicos. Por lo que se comienza buscando la
transformacién de Tschirnhausen para transformar en una ecuacién compatible
con dicho método.

De la seccién se sabe que el cambio de variable z = y + 21°¢/3 transforma la

ecuacién (3.7]) en

Y+ Ay + Ay =0, (3.8)
donde
220 3
4 = ——5( - 2—) (39)
231 27
Ay = ¢ (g - 213). (3.10)

Posteriormente se encuentra la clase de la ecuacién cibica (3.8]) en C
A 2 (¢ - 265 +55)°
W(f) = A3 == 3 :

Al valor 7(§) se le aplica la férmula (3.2) y posteriormente la férmula (3.3), obteniendo
asi

(3.11)

2 i/(2 +277(8)) + V2O +4)

2 , (3.12)
i/ (2+277(8)) + V2O +4) |
2

Ay (14 P(E) + D€ )
M) = ‘A_l( 2O+ 3(0)) > (3.13)
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Finalmente se tiene una solucién de la ecuacion (3.8), consecuentemente, se tiene que
una solucién de la ecuacién (3.7)) es

z(§) = A(§) + ¥ (3.14)

A partir de aqui es sencillo encontrar una solucién de la ecuacién (3.6)). Simplemente
se resuelve una ecuacion cuadratica y después se calcula una raiz cuarta.

() = i/—(14 +2(8) + /(14 — z(£))? — 4.

: (3.15)

Finalmente se ha construido un método para encontrar una preimagen de & bajo .
Ahora, dado un polinomio P(z) = z* + a;z + ay se puede encontrar la clase de sus
raices en C. Anteriormente ya se vio que una clase en C se puede representar en V,
mediante

4z = 2¢(§) + (L +49)¢(§)* + (=1 +1);

dzy = 20(€) + (=1 =9)¢(E)* + (1 —i); (3.16)
dzg = =2¢() + (1 = 9)¢(&)* + (=1 —1); ‘
dzy = =2C(&) + (=1 +9)C(€)* + (1 +1).

Para encontrar las raices de P(z) se puede proceder como sigue. Debe existir A €
C\{0} tal que {Az1, A\z2, A\z3, Az4} sean las raices del polinomio P(z). Recuerde que
los coeficientes pueden escribirse en términos de las raices, en este caso, mediante las
ecuaciones y . Esto conduce al siguiente sistema de ecuaciones

)\3 (i H4Zj> = —as,

i=1j5<1t

4
)\4 (H 421) = Q4.
i=1
Desarrollando se tiene que

N (42%i¢(¢* - 1)) = —as,
A (4(C + 14¢H + 1)) = aq.

Despejando A\? de la primera ecuacién y sustituyendo en la segunda se tiene que

_ diay (¢t =1
A= as ((8+14g4+1>' (3:17)

Reuniendo los resultados obtenidos se puede escribir un algoritmo que permita en-
contrar las raices de cualquier polinomio de cuarto grado.



CAPITULO 3. CONSTRUCCION DE ALGORITMOS... 55

Algoritmo 3.2.3.

a) Dado Q(z) = 2* + b12% 4 by2? + b3z + by se sigue el procedimiento descrito en la
seccion para transformarlo en un polinomio de la forma P(z) = z* + a,2 + as.

b) Se calcula la clase de P(z) en C, esta estd dada por & = as/ai.

c) Se calcula una preimagen de £ bajo v con la férmula (3.15), para ello se deben
calcular previamente z(&), A(§), ®(&), m(§), A1(§) v A2(§) usando las férmulas

(3.14), (3.13), (3.12), (3.11)), (3.9)), (3.10) respectivamente.
d) Se calcula el representante de la clase de las soluciones (4z1, 429, 423, 424) utilizando

las férmulas de (3.16]).
e) Se calcula A utilizando la férmula (3.17).

f) Las raices del polinomio P(z) son 4\z1, 429, 4\z3 y 4)\2y.

3.3. ;Qué pasa con los polinomios de quinto grado?

En el Corolario se probd que Vs es una superficie de Riemann biholomorfa a
la esfera con cuatro asas. Para entender por qué no es posible construir un método
general por radicales para encontrar las raices de un polinomio de quinto grado es
necesario comprender el siguiente teorema, este es consecuencia topoldgica del Teore-
ma de Uniformizacién. Recuerde que el Teorema de Uniformizacion enuncia que toda
superficie de Riemann simplemente coneza, (i.e. su grupo fundamental es trivial), es
biholomorfa a una y solo una de las siguientes tres superficies: el plano complejo C,
la esfera de Riemann C o el semiplano superior H.

Teorema 3.3.1. Toda superficie de Riemann Y es biholomorfa a un cociente de la
forma X /G, donde X es una superficie de Riemann simplemente coneza y G es un
subgrupo discreto de Aut(X), i.e. los biholomorfismos de X en X, y cada g € G tal
que g # Idx actia sin puntos fijos. A la superficie X se le conoce como el cubriente
universal de Y .

Nos interesa encontrar la cubierta universal de la superficie Vs, para ello observemos
lo siguiente

Observacion 3.3.2. La clasificacion de las superficies de Riemann de acuerdo a su
cubriente universal es:

o esfera de Riemann es cubriente universal inicamente de ella misma;
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o el plano complejo es cubriente universal de: el plano complejo, C\{0}, el toro T;

o el semiplano superior es cubriente universal del resto de superficies de Riemann.

Demostracion. Encontremos las superficies tales que la esfera de Riemann es su cu-
briente universal. Aut(C) son las transformaciones de Mobius. Como toda transfor-
macién de Mobius tiene puntos fijos, la tinica posibilidad es que G = {Idz}. De donde

se sigue que C es cubriente universal de C/{Idz &)~ C

Aut(C) = {f(z) = az+ b : a,b € C}. Para que f no tenga puntos fijos se debe
satisfacer a = 1. Como G debe ser un grupo discreto solo hay a tres casos

a) G = {ldc}. Este caso es el trivial, C es cubriente universal de C;

b) G = (f(z) = z + a), donde a es un nimero complejo fijo y no nulo. En este caso
G es isomorfo a {f(z) = z+n | n € Z}, consecuentemente C es cubriente universal

de C/G ~ C\{0}:

G = <f(z) =z+a,g(z)=z+ b>, con a y b nimeros complejos fijos, no nulos y
linealmente independientes. En este caso G es isomorfo a {f(z) = z4+a+1ib|a,be
Z}, por lo que C es cubriente universal de C/G ~ T.

Una demostracion completa de que estas son las tnicas posibilidades de subgrupos
discretos de C puede encontrarse en [I] pp. 265-268.

Como consecuencia del Teorema [3.3.1] las superficies de Riemann restantes deben
deben tener como cubriente universal al semiplano superior H.

]

Por consecuencia de la Observacién se concluye que H es el cubriente universal
de la superficie V5. De donde se sigue que existe funcién cubriente y : HH — V5. Como
Vs es superficie compacta p es necesariamente infinito a uno. Esto es consecuencia del
siguiente lema.

Lema 3.3.3. Consideremos X espacio cubriente del espacio compacto Y. Si existe
funcién cubriente p: X — 'Y tal que para toda y €Y, |p~(y)| < oo, entonces X es
compacto.

Demostracion. Como Y es compacto es posible escoger Uy, Us, ..., U, una cubierta
finita de Y, de tal manera que cada U; es un abierto uniformemente cubierto por p,
i.e. cada p~1(U;) es unién de abiertos disjuntos de X y homeomorfos a U;.
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Como Y es normal (pues es compacto) y {U;}!~, es una cubierta punto finito, es
posible construir {V;}”_; una cubierta por abiertos finita de Y de tal manera que cada
V; < Uj, esto es posible gracias al Teorema 6.1 de [5].

Cada V; es compacto y es cubierto uniformemente por p. Como para toda y € Y,
p *(y) < oo se debe tener que

pil(vi) = U K]Za
j=1

con cada K} homeomorfo a V.

De este modo de tiene que X es unién finita de compactos, consecuentemente X es
compacto. ]
No es dificil probar que para p : X — Y funcién cubriente con Y conexo se satisface

que p~!(y) es constante.

De este modo,

(3.18)

Consideramos la triangulacion 99t de V5 descrita en el Corolario|2.3.10] Una teselacion
pw M) = {p(T) | T € M} de H, con p alguna uniformizacién de Vs, es descrita
en [7].

Dado T € p~*(9M), ¢ lo mapea de manera biholomorfa en H o H™!, de este modo
existe go:l : H — T. Por el Principio de Reflexién de Schwartz, ¢! puede extenderse

a todo C. De este modo 1! = o~} existe, sin embargo, como ¢ es una funcién oo
a 1, es imposible expresar ¢! en términos de una cantidad finita de radicales.



Apéndice A
Teoremas de Topologia

En este anexo se encuentran algunas definiciones y teoremas de topologia que se
usaron durante este trabajo.

Teorema A.0.1. Sean f : X — Y wuna funcion continua, X espacio compacto, Y espa-
cio de Hausdorff. Si f es inyectiva, entonces f: X — f(X) <Y es homeomorfismo

Demostracion. Basta demostrar que la imagen de un cerrado en X es cerrado en Y.
Sea C' c X cerrado, entonces es compacto. Como f es continua f(C) es compacto en
Y. Como Y es espacio de Hausdorff f(C') es cerrado en Y. O

Teorema A.0.2. Seap: X — Y una funcion cociente. Sea Z un espacio y sea g : X —
Z una funcion que es constante sobre el conjunto p~1(y), para cada y € Y. Entonces
g induce una funcion f Y — Z tal que fop = g. La funcion f es continua si y solo
si g es continua; f es una funcion cociente si y solo si g es una funcion cociente.

X

N
p

Y - f”” A

Este teorema es bastante famoso y se puede encontrar en cualquier libro de topologia.
Esta versién en particular es de [11].

o8
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A.1. Variedades Analiticas

Las definiciones y teoremas de esta seccion se encuentran principalmente en la sec-
ciones A y C del capitulo 1 de [§] y en la seccién 1 de [2]

Definicion A.1.1. Una funcién f: D — C con D < C" abierto es analitica, si para
cada w € D existe una vecindad abierta U de w donde f admite una expansion en
series de potencias

ee]

f(z) = Z Ay, (21— W1)"Y -+ (2 — W)™

Ve =0

En general, puede no ser trivial demostrar que una funciéon de varias variables es
analitica, pero sabemos que para funciones de una sola variable, que una funcién sea
analitica es equivalente a que la funcién sea holomorfa, i.e. diferenciable en el sentido
complejo.

Lema A.1.2. (de Osgood). Si una funcion continua f: D — C con D < C™ abierto,
es analitica en D para cada variable por separado, entonces es analitica en D.

Véase Teorema 2 de la seccién A de [§].

Observacion A.1.3. Del lema anterior tenemos que una funcion continua f : D — C
con D < C™ abierto es analitica si es holomorfa en D para cada variable por separado.

En consecuencia, diremos que una funcion de varias variables es analitica si es holo-
morfa.

Definicién A.1.4. Una funcién f : D — C™ con D < C™, f = (f1,... fm) con
fr : D —> C, es holomorfa en D, si cada funcion coordenada f; es holomorfa en D.
Diremos que una funcion holomorfa es biholomorfismo si es biyectiva y su inversa es
holomorfa.

Con estas bases podemos comenzar a introducir el concepto de variedad analitica

Definicion A.1.5. Una n-variedad topologica M™ es un espacio topolégico de Haus-
dorff segundo numerable que es localmente homeomorfo a R™. Esto es, para cada
punto p € M" existe una vecindad abierta U de p, V < R" abiertoy ¢ : U — V
homeomorfismo.



APENDICE A. TEOREMAS DE TOPOLOGIA 60

A un par (U, ¢), con U € M™ abierto, ¢ : U — ¢(U) < R™ homeomorfismo y ¢(U)
abierto en R"™ se le denomina carta.

Una coleccién de cartas {(U,, ¢o) | v € I} es un atlas para M" si |J U, = M".

a€el

Dados (Ua, ¢a) ¥ (Us, ¢p) tales que U, N Up # &, al homeomorfismo

Gap = ba © 05" 0p(Ua 0 Us) — @a(Ua N Up)

se le conoce como cambio de coordenadas.

Sin = 2m, el espacio R*™ puede identificarse con C™, consecuentemente las imdgenes
¢a(Uy) =V, pueden verse como subconjuntos de C™. Un atlas {(U,, ¢o) | @ € I} es
llamado holomorfo o analitico si todos sus cambios de coordenadas son biholomorfis-
mos. Dos atlas holomorfos son equivalentes si su unién es de nuevo un atlas holomorfo.
Es facil observar que esta relacién es de equivalencia puesto que la composiciéon de
funciones holomorfas es holomorfa. Una clase de equivalencia de atlas holomorfos se
conoce como estructura holomorfa. El siguiente ejemplo muestra que dos atlas pueden
no ser equivalentes.

Ejemplo A.1.6. Sea U < C" subconjunto abierto. Un atlas analitico para U es {1d :
U — U}, otro atlas es {h : U — U} con h homeomorfismo, este iltimo es atlas
holomorfo pues ho h™' = Id = h™! o h son funciones holomorfas, sin embargo, es
equivalente al atlas {Id} si y solo si h es biholomorfismo.

Definicion A.1.7. Una variedad topoldgica de dimension 2m es variedad holomorfa o
analitica de dimension m si admite una estructura holomorfa.

Ejemplo A.1.8. (Espacio proyecivo complejo). Consideremos en C"\{0} la relacion
de equivalencia w,z € C"\{0}, w ~ z si y solo si existe « € C\{0} tal que w = az. El
cociente P(C") := (C™\{0})/ ~ es variedad analitica de dimension compleja n — 1.

Demostracion. Dado [z :...: z,] € P(C") debe existir k € {1,2,...,n} tal que z; #
0. Consideramos Uy, = {[z1 : ... : z,] € P(C") | 2 # 0}. Por definicién, Uy, es abierto
en P(C") si y solo si m71(U}) es abierto en C"\{0}, donde 7 : C"\{0} — P(C") es
la proyeccion a las clases. En efecto,

T HU) = W_l({[zl 2] e PO | o # 0})
= {(2gs ..., 2n) € C\{0} | 2z # 0},
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claramente 77!(Uy) es abierto en C", consecuentemente en C™"\{0}. Definimos ahora
para cada Uy

¢op U, — C1

. . 21 Fk—1 ZRk+1 Zn
Z1 ... % — ... ..., ].
[1 n] (Zk’ Yz ) oz ) ’Zk)

Es facil observar que cada ¢ es un homeomorfismo entre U, y C*~!. Ademds, si
Ui U j #* @

¢iod; !t ¢;(UinUj) — ¢i(UinUj)

[Zl : : Zn] — ¢i(zlv- <y Rj—1, 172j+17 s 7Zn)
_ (= Zi—1 Zit1 Zn
20 2 0z 0 2 )

que es un biholomorfismo pues z; # 0 en U; n U;. Con esto tenemos que {(Uy, ¢x)}
con k = 1,2,...n es un atlas analitico para P(C") y que su clase provee a P(C")
una estructura analitica, por lo que P(C") es una variedad analitica de dimensién
n— 1. O

Definicién A.1.9. Sean (M, A), (N, B) dos variedades analiticas de dimensiones m y
n respectivamente y
f:M— N

una funcién continua. Decimos que f es holomorfa en p € M si existen (U, ¢) € A,
(V,)e B, conpe U, f(U) <V tales que la funcién

Yo fod Tl g(U) c C" — (V) c C"

es holomorfa en ¢(p). f es holomorfa si lo es para todo p € M. f es biholomorfismo
si es holomorfa y biyectiva.

Observacion A.1.10. Esta definicion es independiente de la definicion de las cartas
en X yY

Demostracion. Sea f : (M, A) — (N,B) funcién holomorfa en p € M, existen
(U,¢)e A, (V,) e Beonpe U, f(U) =V tales que ¢ o ¢! es holomorfa en ¢(p).
Sean (U,p)e Ay (V,¢p)e Bconpe Uy f(U) < V. Tenemos que

Yofogt=do(top)ofo(ptod)og =g )o(ofog ) o(pod )

que es holomorfa en é(p) pues es composicion de funciones holomorfas. O
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Si M es una variedad holomorfa tal que M < C", es bastante evidente que para cada
p € M existe un cierto subespacio vectorial de C™ definido por todos los elementos
de C" que son tangentes a M en p. Es posible generalizar esta idea para cualquier
variedad holomorfa aunque no es trivial. Una construccion formal de este espacio para
variedades diferenciables (variedades topoldgicas donde los cambios de coordenadas
son difeomorfismos) es dada en el capitulo 2 de [3]

Para nuestros fines, podemos definir la diferencial de una funciéon holomorfa f : M —
N en p € M como la diferencial de la funcién 1) o f o ¢! con ¢ y 1 cartas alrededor
de py f(p) como en la Definicién [A.1.9] Asi, df, es una transformacién lineal de C™
a C".

Definicion A.1.11. Sea f : M — N funcién holomorfa entre variedades holomorfas.
Decimos que

e pe M es punto regular si df, es sobreyectiva;

e pe M es punto singular si no es punto regular;

e g€ N es valor reqular si todo p € f~'(q) es punto regular;

e g€ N es valor singular si no es valor regular.

Lema A.1.12. Si q es valor regular de una funcion holomorfa entre variedades holo-
morfas f: M™ — N", entonces f~'(q) es subvariedad de M de dimensién m — n.

Demostracion. Es andloga a la del Lema 5.9 de [3]. O

A.2. Clasificacion de Superficies

Las definiciones y teoremas presentados en esta seccion fueron tomados de las seccio-
nes 5, 6, 7y 8 del capitulo 1 de [I0]. Se entenderd como superficie compacta a una
2-variedad compacta.

Teorema A.2.1. (Clasificacion de Superficies). Cualquier superficie compacta orien-
table y sin frontera es homeomorfa a la esfera, o a la suma conezxa de toros. Cualquier
superficie compacta no orientable y sin frontera es homeomorfa a la suma conexa de
planos proyectivos.

En términos simples, una superficie es orientable si puede decirse sin ambigiiedad cudl
es cada uno de los lados de la superficie. En términos mas formales, una superficie S
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es orientable si existe funcién continua N : S — R3, tal que a cada ¢ € S le asocia
un vector N(q) € R?® ortogonal a S en q.

Definicion A.2.2. Una triangulacion de una superficie compacta S consiste en una
familia de conjuntos cerrados {11, T3, ..., T,} que cubren a S y una familia de homeo-
morfismos ¢; : T/ — T;, i = 1,...,n, donde cada T} es un tridngulo en R? (i.e., un
subconjunto compacto de R? acotado por tres lineas rectas distintas). Los subconjun-
tos T; son llamados triangulos, los subconjuntos de T; que son imégenes bajo ; de
vértices y aristas del triangulo 7] también son llamados vértices y aristas respectiva-
mente. Finalmente, es requerido que para cualesquiera dos tridngulos distintos 75, T3,
sean, o bien, disjuntos, tengan un vértice en comun, o tengan una arista completa en

comun.

Definicién A.2.3. (Funcion caracteristica de Euler). Sea M una superficie compacta
con una triangulacién {71, ..., T,}. Sean

v = numero total de vértices de M,

a = numero total de aristas de M,

t = numero total de tridngulos de M (en este caso n).

Entonces,
X(M)=v—a+t (A.1)

es conocida como la caracteristica de Euler de M.

Proposicion A.2.4. Sean Sy y Sy superficies compactas. Las caracteristicas de Fuler
de S1, Sy y su suma conexa, S1#Ss, estan relacionadas por la formula

X(Sl#82) = X(Sl) + X(Sg) — 2.

Usando esta proposicién y una induccion obvia, partiendo de los resultados conoci-
dos para la esfera, el toro, y el plano proyectivo podemos obtener los valores de la
caracteristica de Euler para las distintas posibilidades de superficies compactas.

Superficie Caracteristica de Euler
Esfera 2
Suma conexa de n toros 2—2n (A-2)
Suma conexa de n planos proyectivos 2—n

Teorema A.2.5. Sean S7 y Sy superficies compactas. Entonces S y Ss son homeo-
morfas si y solo si sus caracteristicas de Euler son iguales y ambas son orientables o
no orientables.
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