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Resumen

En esta tesis se presentan dos teoremas del analisis matematico, sus apli-
caciones en la teoria de la probabilidad y en la teoria de niimeros, asi como
las caracteristicas que estos teoremas pudiesen compartir.

Palabras Clave: andlisis matemdtico, aplicaciones, probabilidad, teoria de
numeros, teoremas.

Abstract

In this thesis we show two theorems related to the mathematical analysis,
it’s aplications in both probability theory and number theory, as well as the
characteristics both of them migth share.

Keywords: mathematical analysis, aplications, probablity theory, number
theory, theorems.
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Capitulo 1

Introduccion

El estudio del comportamiento de sucesiones, series y funciones es un tema muy re-
currente en las matematicas y no es una casualidad. Este tema ha sido estudiado por
varias generaciones de matematicos que se interesaron en la convergencia de sucesiones,
series y funciones. Presumiblemente uno de los primeros intentos lo hizo Guido Grandi
(1671-1742) quien consideré la serie 1 —14+1—1+--- y concluy6 que esta deberia ser
1/2 dado que si se considera la férmula:

1
1+=x

y se hace z = 1 entonces la parte izquierda resulta ser 1/2.

=1-a2?+2°— . (1.1)

Por otro lado, en 1713 Leibniz llegd al mismo resultado al razonar que las series
finitas 1 —14+1—-14+1—--- £ 1 podrian ser o bien 1, o bien 0 dependiendo de si
el nimero de términos es par o impar. Como estos dos valores ocurren con la misma
frecuencia concluyé que 1/2 es el valor mds probable de la suma.

Hoy en dia estos razonamientos podrian parecer extranos para alguien con conoci-
miento de series pero en su momento representé un considerable avance en la teoria de
series.

Si bien la historia de la formacién de esta teoria resulta singularmente interesante,
daremos un salto hasta 1897, donde A. Tauber probaria uno de muchos resultados que
a posteriori se conocerian como la Teoria Tauberiana.

1.1 Teoria tauberiana

Actualmente se conocen una gran cantidad de teoremas tauberianos en honor a A.
Tauber (los dos teoremas importantes en esta tesis son una parte de estos teoremas),
sin embargo en esta seccién sélo se mencionara el que a veces se suele conocer como
Primer Teorema Tauberiano, cuya demostracién se omitira en esta tesis, no obstante,
tanto el enunciado como su respectiva demostracion se pueden encontrar en [Apo76]
(paginas 300-301).



Teoria tauberiana y el Teorema de los Niimeros Primos

Primer Teorema de Tauber 1. Sea f(z) =)~ a,2™ para —1 < x < 1, y supdnga-
se que lim,_,o na, = 0. Si f(x) = S cuando x — 1, entonces Y ., a, converge y tiene
suma S.

Es importante mencionar que este resultado se puede entender como un posible
reciproco del Teorema Limite de Abel [Apo76] (pagina 298). Nétese sin embargo que el
Primer Teorema de Tauber posee una importante restriccién, la cual es lim,, ., na, = 0,
pues si sélo se considerara

o0

f(x) :Zana:”,si—l <z <l,

n=0

esto no serfa cierto, para ello apelemos a la ecuacién (1.1) y sea a,, = (—1)", entonces
cuando  — 1, la ecuacién (1.1) tiende a 1/2, pese a ello a,, diverge.

1.2 Teoria tauberiana y el Teorema de los Niimeros
Primos

E. Landau seria uno de los primeros en considerar las condiciones tauberianas y de ahi
deducir una demostracion para el teorema de los niimeros primos. Para ese entonces ya
existian las pruebas de C.J. de la Valle-Poussin y J. Hadamard, no obstante la prueba
hecha por E. Landau se consideré mas simple en ese entonces.

Un poco después, en 1921, Hardy y Littlewood en una parte de su articulo “On
Tauberian theorem for Lambert series”, darian una demostracién simple del Teorema
de los Numeros Primos, cuyo caracter era tauberiano (para més informacién de esta
prueba remitase a [Roy11]).

En 1980 D.J. Newman daria otra prueba del teorema de los niimeros primos utili-
zado otro teorema tauberiano (cuyo enunciado y demostracién se encuentran en esta
tesis) en su trabajo “Simple analytic proof of the Prime Number Theorem”.

1.3 Teoria tauberiana y cadenas de Markov

Como se puede notar arriba, la teoria tauberiana ofrece un amplio campo de aplicacién
en otras areas de las matemadticas, como es el caso de la probabilidad, en particular
en las cadenas de Markov. Si bien en esta area no hay tantos resultados que utilicen
la teoria tauberiana, si se puede encontrar uno que otro como es el caso del Teorema
Tauberiano de Erdés-Feller-Pollard (la demostracién de este teorema, con una condicién
extra se puede leer en esta tesis) cuya aplicacién incluye al Teorema Limite de las
cadenas de Markov (el enunciado y demostracion de este teorema también se encuentran
en esta tesis).



Capitulo 2

Teorema tauberiano de Newman

En este capitulo se enunciara y se demostrara el Teorema Tauberiano de Newman,
también conocido como Teorema Analitico de Newman. Ademads se veran varias apli-
caciones a otros campos de las matematicas.

2.1 Demostracion del Teorema Analitico de New-
man

A continuacién se enunciard y demostrara el Teorema Analitico de Newman, la respec-
tiva demostracion se puede encontrar en [Ramo03]:

Teorema Analitico de Newman. Sea f : [0,00) — R una funcidn acotada. Supénga-
se que f es integrable en cada intervalo finito [a,b] C [0,00). Sea z = x+iy. Para x > 0
sea:

o) = [ s

Si g(z) se extiende analiticamente al semiplano cerrado x > 0, entonces

lim /0 F(#)dt = 9(0).

T—o0

Demostracion. Sea

gr(2) = / f(t)edt.

Para 7" > 0 la funcién gr es entera. Sea R € R un numero muy grande; debido a que
g(z) es analitica en x > 0 entonces es analitica en el segmento [—Ri, Ri] y para cada
punto z tal que Im(z2) = y € [—Ri, Ri] existe una vecindad V, con radio ¢, en donde
g(z) es analitica. De esta manera se tiene una cubierta del conjunto {iy : —R <y < R}
que al ser cerrado y acotado es compacto, asi por el Lema del Nimero de Lebesgue,



Demostracién del Teorema Analitico de Newman

existe un ¢ > 0 tal que si I es la frontera de la region {z =z +iy : |2| < R,z > —6/2}
entonces g(z) es analitica dentro y sobre el contorno de T

S{=}

T+ 4i

Figura 2.1: Aqui se puede observar la forma de I' con R = 3, nétese que el contorno
correspondiente a ¢ es la linea roja punteada, ademds se presentan los respectivos
contornos de Cy, C_ y C*

Sea Gr = (g(2) — gr(2))e*" (1 + ;—22) Debido a que G es una multiplicacién y suma
de funciones analiticas en I', entonces Gp es analitica en I' y G7(0) = ¢(0) — gr(0),
pues para z = 0, e**(1 + ;—22) = 1. Por la férmula integral de Cauchy

Gr(0) = ¢(0) = gr(0)

_ L/GT_@dZ
2 Jp 2

1 22 dz

= 5= F(g(z)—gT(Z))eﬁ(lﬂLﬁ)?‘

Veamos que sobre el semicirculo Cy =I'N{z =z +iy : x > 0} el termino ¢(0) — gr(0)
estd acotado por B/R, en donde B = sup{|f(t)| : t > 0}.



Demostracién del Teorema Analitico de Newman

Sea z = x + 1y, asi:

9(2) —gr(2)] =

[ e [0 e a

| rwe

T

< B / e dt
T

= B/ e tdt
T

e—Tx

dt

= B

T

Considérese ahora z = z + iy = Re® con 6 € [0, 2], entonces

2 2
T z¢ .1 T 2.1
(14—@)—' =€ (1—1-@);
1 z
_ . xT |~ el
- z R?
Como cost = %,
1+ z | R+ z 1
2 R |z R| R
. . 1
_ —160 0 L
- |e +e | R
2z
pr— ﬁ'
De esta manera se tiene
2
T z¢ .1 B 2T
e (1—1-@); —ﬁe

Asi, el valor absoluto de g(0) — gr(0) en la integral sobre C estd acotado por B/R.

Puesto que



Demostracién del Teorema Analitico de Newman

1 22 dz

7wt L, 69— or )T+ )T

271

< 1 Be*T Ty R_ B
—2r =z R2 = R

Por otro lado, si se considera la integral sobre C_=T'N{z = z+iy : * < 0} se tomaran
a g(z) y gr(z) de manera separada. Ya que gr es entera, entonces el contorno de
integracién C'_ se puede remplazar por el semicirculo C* = {z = x+iy : |z| = R,z < 0}.

De esta manera considérense las siguientes integrales:

I(T,R) = L/ gr(z)e*T (1 + =)=,

271

(T, R) i/cg(z)eﬂuz—)%

= om

Para I; obsérvese que:

lgr(2)| =

T
/ f(t)e_“dt’
0
T

< B/ e dt|
0

T
< B/ e tdt

—00

e—xT

x|

puesto que x < 0.

Bajo el mismo razonamiento de arriba, pero considerando z € C* (con =z < 0) se
cumple:

221
7

_ el

eZT(1+ — R2




Aplicacién al Teorema de los Niimeros Primos

Asi

1 B _. 2 B
I T < - T 217 T | S
[ ’R)‘—zmxf R TR=R

Nétese ahora que en I»(T, R) la funcién g(z)(1+ ;—z)df es independiente de Ty al hacer

tender T — oo la funcién e*7 — 0 dado que z € C_. Por lo tanto:

lim |I,(T, R)| = 0
T—o00

y dado el andlisis se concluye pues que

B
, B <9b
Jim [g(0) — gr(0)] < 275
Debido a que R es arbitrario, esto termina la demostracion. [

2.2 Aplicacién al Teorema de los Numeros Primos

En esta seccién se utilizara el teorema analitico para demostrar el teorema de los
nuimeros primos.

2.2.1 Preambulo

Primero se definirdan algunas funciones especiales, asi como algunas de sus caracteristi-
cas, pues con la ayuda de estas funciones se podra demostrar el Teorema de los Niimeros
Primos.

Definicién 1. Para un nimero complejo s = o + it tal que o > 1, se define la funcion
de Riemman mediante:

Proposicion 2. La funcién ¢ converge absoluta y uniformente en subconjuntos com-
pactos del semiplano o > 1. Por lo tanto ((s) representa una funcién analitica en o > 1.

Demostracion. Por el Teorema de Convergencia Analitica de Weierstrass ([Tit91], pagi-
na 95) unicamente bastard probar que la sucesion de funciones analiticas:



Aplicacién al Teorema de los Niimeros Primos

f1
fk(S) = — ]{? € N
n=1 n

converge uniformente en conjuntos compactos ¢ > 1. Se demostrara aun mas, esto es,

que la convergencia uniforme se da en semiplanos o > o, donde o¢ > 1. Para s = o+t
se tiene:

S| o+it

[n®| = |n”""

— |nonzt|

ologn itlogn|

=le e

— ‘ealognHeitlogn’
6Ulogn

n?,

= L < L Por lo tanto,
n

no

dado que o > oy, entonces ’i
n

|1 =1 S|
Sl < Samsie [ Sa
n=1 n n=1 nee 1 L0
1—o0 11—00
= 14 lim :1: -
z—o0 1l —09 1—09
1
= 1 __9

B 1-— (oy) N gg — 1 '
De esta manera la serie que define ((s) converge uniformente en el semiplano o >
ago. ]

Definicién 3. Para s = o + it tal que o > 1 se define la funcién ®(s) como

B(s)= > logp

S
s P

Donde la suma es sobre los niimeros primos.

Observacién 4. Paran € Ny § > 0 se cumple

., logn
lim

n— 00 7’L6

=0.




Aplicacién al Teorema de los Niimeros Primos

Demostracion. Considérese

1
log ( oggn) = loglogn — dlogn
n
log 1
= logn (—Oigin — (5) )

Si y = logn, entonces

log1 1
logn(w_g) :y<0gy_5),
logn Y

€como 10% — 0 si y — oo entonces

1
y(Ogy—é) — —00, siy— o0. (2.1)
Y
Asf logn < n® y por lo tanto 25" — 0sin — co. [

n

Lema 5. La serie 507 | 8" converge si o > 1.

Demostracion. Supéngase o > 1. Sean € y 6 nimeros positivos tales que 0 = 1+ 6§ + €.
Por la Observacion 4, existe M tal que:

logn
0< g6 < M, paratodan € N.
n
Entonces
= logn B > logn
Z ne Zn1+5+e
n=1 n=1
B Zlogn 1
- Z ’)’Lé .nl—‘,-e
n=1
> M
Z nl—‘re <00
n=1

]

Proposicién 6. La funcién ®(s) converge absoluta y uniformemente en subconjuntos
compactos del semiplano o > 1. Por lo tanto, ®(s) representa una funcién analitica en
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o> 1.

Demostracion. Sea o > o0, en donde og > 1. Entonces

log p = logn

Por el Lema 5 la serie de la derecha converge. Asi, la serie ®(s) converge absoluta
y uniformemente en el semiplano ¢ > o0( para cada oy > 1. Aplicando nuevamente
el Teorema de la Convergencia Analitica de Weierstrass se obtiene que ®(s) es una
funcién analitica en o > 1. U

1
p 1—-p—*

Proposicién 7. Para ¢ > 1 se cumple ((s) =[]

Demostracion. Consideremos py como el k-ésimo ntimero primo. Entonces, considérese
el producto parcial

Se demostrard que Qn — ((s) cuando N — oo, para cada s, tal que o > 1.

Para ello, véase que |1/p*| = 1/p” < 1 para todo p y o > 1. Por lo tanto,

al 11 1 _
ov=]] i e T T

Pl k k k

de esta manera @)y se puede expresar como un producto finito de series convergentes.
Efectuando el producto y reordenando los términos se obtiene:

1 s 1
(p(flp?pg?’...p?va) = y cada a; € NU {0}.

Y asi

—~ 1 1
— - = —_— 1 <
Qn = 5 = E {TLS p es pr1m0,p|n,p_pN}

ir um n®, en donde n tiene un mposicién en r

Es decir, es la suma de los 1/n°, en donde n tiene una descomposicién en factores
primos menores o iguales que py. El Teorema Fundamental de la Aritmética implica
que cada n® aparece en Y, solo una vez (de lo contrario existirfan dos nimeros naturales
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n, m con la misma descomposicién en primos, lo cual contradice el Teorema).

De esta manera si se resta QQn de ((s) se obtiene

((s) —Qn = ZE—QN

en donde ) se extiende a los n cuya descomposicién posee al menos un primo mayor

estricto que py. Por consiguiente se obtiene

De esta manera, si N — oo, entonces py — oo, por lo tanto, la dltima suma tiende a
0. En consecuencia Qn — ((s) cuando N — oc. O

Proposicion 8. La funcién

) =

admite una extension analitica al semiplano o > 0.

Demostracion. Al igual que en las proposiciones anteriores, en esta basta demostrar
la convergencia uniforme en subconjuntos compactos de o > 0, para posteriormente
hacer uso del Teorema de Convergencia Analitica de Weierstrass.

Sea K un subconjunto compacto contenido en o > 0. Sean 0y = min{o : ¢ + it € K}
y M =max{|s| : s € K}. Si o > 1 entonces

/ooda;_ 1
Loz s—1

por lo tanto

1 1 * dx
-y = Y ) E
w1 °°/”+1dx
n:1n5 n=1v" z*
00 1 n+1 oo n+1d$
— il dr — il
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Donde la serie obtenida converge absolutamente en o > 0y. Pues
n+1 1 1 n+1 T du
/ (= )de) = ’_8/ / s+1dx‘
n n xz n n W
n+1 | du
<w [
n n u
n+1 T du
= \s]/ / —dz.
n n u
Sin<wu<z<n+1, entonces 1/u’ < 1/n°%*! de esta manera

|S| n+1 n+1
< G+1/ / dudzx
nO n n
|

dx

_ s
T na’o—‘rl ’
De donde, si s € K entonces |s| < M y asi
| /"1 1 —~ M
S e <> <
ns s n0'0+1
n=11Y" n=1
Por lo tanto la convergencia es uniforme en K. U

Definicién 9. Para = € R, se define la funcién ¢(z) mediante

I(w) =) logp; (2.2)
p<z
donde p son todos los primos menores o iguales a x.

Observacién 10. Si f y g son funciones definidas en R y g(x) > 0 para cada z € R
entonces la notacién f(x) = O(g(x)) significa que existen dos constantes A > 0 y zg
tales que |f(x)] < Ag(x) siempre que x > x.

Proposicién 11. La funcién J(x) satisface 9(z) = O(x).
Demostracion. Por la expansién binomial se tiene que

22 — (1 4 1)2" = <2§)++@Z) > (2:) > 1] »

n<p<2n
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donde

(n!)? n!

(2n> 2n)!  (n+D(n+2)---(2n) > H ’.

(n+1)(n+2)-+(2n)

o al

ya que si n < p < 2n entonces p aparece en la descomposicion de
menos una vez. Asi
S

n<p<2n

= exp{log [[ »}

n<p<2n

= exp{ > p}

n<p<2n

= exp{¥(2n) — I (n)}.

Como la funcién logaritmo es una funcién creciente. De la desigualdad anterior se
obtiene

log(2*") = 2nlog2 > 9(2n) — 9¥(n).

De esta manera, para todo x > 1 se cumple que

¥(2z) — I(x) < Mz,

en donde M = 2(log2 + 1). Por lo cual,

i) -0G) < L
G -0 < 1
-0 < =5

Al sumar los términos de la desigualdad de manera vertical se obtiene

— 1
79(x)§xMZ§:Mx x> 1
j=1
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Proposicién 12. Si o > 1 entonces ((s) # 0 y ademds

1
s—1

P(s) —
se extiende analiticamente en el semiplano o > 1.

Demostracion. Por la Proposicién 7 se tiene que

1 1
— | = 1— —
’C(s) 1;[ p*
1
< [[a+-)
p
P
1 1
< 14—+ —
1;[( pa p20’ )
1
= Hl — =((0) < 00, por la Proposicién 2.
_p g
P

Y asi, para 0 > 1, ((s) # 0. Ahora, evaluando el logaritmo de ((s) en la rama —7 <
arg ((s) < m, se obtiene

log ((s) = 1ogH<1—]§>-1

Por la Proposicién 7, para o > 1 el producto | [],1/(1—p~*)| converge uniformemente,
asi, por la derivada logaritmica del producto infinito de funciones analiticas, se tiene

(s) d |
o~ 2as el )
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Por otro lado

logp p*logp
S -

. p*(p*
p° logp—l—logp log p
Z S(p*—1)
_ Z(p —1)10gp+1ogp
pi(p—1)

p

log p log p
= Y [—+ ].

~ D p(p®—1)

Por ende

¢'(s) logp
C(s) Z195—1

p

lo

De la Proposicién 6 se observa que ®(s) converge absolutamente. Ahora se demostrara
que para o > 3

SR
. ps(p* —1)

converge absolutamente. Para ello, obsérvese que

pO'
1>l —1=p - 1>
Ip® — 1] > |p°| Ip7| 10

Ahora, tomando inversos,

0 1
p’ pr -1

Y por lo tanto,

>

log p ‘ log p logp
_ <10 .
pi(p* — 1) le s|lps — 1] ~ Z
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1

Por el Lema 5 esta serie converge para o > 5 asi, por el Teorema de Convergencia

Analitica, la serie

o log p
=2 1)

representa una funcion analitica en el semiplano o > %

) _logp _ )
Y= - T

De la proposicién 8, se tiene que la funcién h(s) := ((s) — =5 es analitica en o > 0.

Despejando ((s)

s—1 s—1
donde
() = ——(1+ H(s)).
Haciendo G(s) = 1+ H(s), queda
G
(o) =28

y asi ((s) ha quedado expresada como producto de funciones, aplicando logaritmo nos
queda

G(s)

log ((s) = log(:) = log G(s) — log(s — 1).
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Si derivamos, entonces

por lo que

De esta forma ®(s) se extiende meromoérficamente al semiplano o > 3. Es decir ®(s)
es analitica en o > % salvo s = 1 que es un polo simple de ((s) y aquellos puntos en
donde ((s) = 0, esto es en sus respectivos polos. Ahora veamos que s = 1 es el tinico

polo de ((s)

Como ((s) es analitica en ¢ > 1, entonces por el Principio de Reflexién de Schwartz

(ver [Tit91], pdgina 155) ((s) = ¢(5).

Consecuentemente, si p es un cero de ((s) entonces p también lo es. Supéngase que
((s) tiene un cero de orden p en s; = 1+ i y un cero de orden v en sy = 1 + 2iav.

Por lo que
lfmed(l+e) = I ‘ i eS0T o R (14 )
ime €) = lm—— —lime————> — lime €
e—0 e01+e—1 =0 G(l—i—e) e—0
— lm=1
e—0 €

ya que el segundo y tercer limite se anulan, pues G(1) = 1 # 0 y F(s) es analitica en
o > 3. Ademds por definicién ((z) = (s — s1)"g(s) para una funcién g(s) analitica y
no cero en sy, por lo que ¢'(s) = u(s — s1)" " tg(s) + (s — s1)*¢'(s), de esta manera

lmeP(l +e+ia) = lim—e —limeF (1 + € +ia)

e—0 e—0 C(l + e+ ia) e—0
= —lime al —limeF (1 + €+ ia)
e—~0 1+€e+ 10— 59 e—0

De la misma manera, se puede proceder con sy y asi

lim e®(1 + € + 2ia) = —v.
e—0
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Por la definicion 3, se tiene

2

2
4 , 4 log p
Z <2 4 r)@(l +e+ira) = Z <2 + r) ; pltetira

r=—2 r=—2
2
- 1+e€ iro
—~ D + = \2+71/)p
logp 1 1 1 1
- Z 1+e pia + p—m) + <p2m + p—zm)

multiplicando por 2/2 y haciendo p'® = ¢/@1°8P ge tiene

1
2 Z ng (34 4 cos(alogp) + cos(2alog p))

1
_42 ng (14 cos(alogp))* > 0,

pues

3+4cosf+cos20 = 3+ 4cosh+ cos®h —sin? 0
— 3+4cosf+2cos’h—1
= 2(1+ cosf)?

0.

v

De esta manera
2

4
Z( )<I>(1+e+i7‘oz)20.
L \2+7

r=—

Multiplicando por € y tomando el limite cuando € — 0 se obtiene
dp+6—4 _ (4 lim e®(1 + 2ia) + 4 lim ed(1 + o)
v—4u pov=|,)line € — 2ix ) ) Hme € — i
+4 lim ep(1 +€) + ! lim e®(1 + € + ia) + 4 lim e®(1 + € + 2ia) > 0
5 el_r%egb €) 5 ) me € + i 4 ) lme + €+ 2ia) > 0,
asi 6 > 8u + 2rv > 8u. Dado que p es u entero no negativo, entonces solo queda que

= 0. Por lo tanto ((1 + i) # 0, asi el tnico polo de ®(s) es s = 1 que es un polo
simple, de donde ®(s) — 1/(s — 1) es analitica en o > 1. O
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2.2.2 El Teorema de los Numeros Primos

En esta parte se utilizardn las propiedades de la funcién ®(s), obtenidas anteriormente,
ademas del Teorema Analitico de Newman, demostrado en la seccién 2.1.

Observacién 13. Sea ¢ > 1. Entonces si x = €'
_ - t\ —st o > f(l')
_/0 f(ehe dt—/1 $s+1d£l?

d(z)—x
22

Proposicion 14. Se cumple que la integral floo es convergente.

Demostracion. Para n primo se cumple que ¥(n) — J(n — 1) = logn, por otro lado, si
n no es primo ¥(n) —J(n — 1) = 0, por esto y recordando la Definicién 3, se tiene que
para o > 1

a(s) =3 kfsp = %(ﬁ(n) —9(n — 1)),

Nétese que 9(1) =0y S0, U — yroe dn-l) _ pgqy — yooo dnl). qqf

n=2 ns n=2 (nf]_)s

= 1 | 1
n:gE dn—-1)) = —;(E—m)ﬁ(”—l)
= s> [
=" Y(x
= [

Entonces, recopilando:

Y asi
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Puesto que la funcién ¥(z) — z estd acotada y es integrable; y la funcién 1®(s) —

es analitica en el semiplano cerrado o > 1, entonces el Teorema Analitico de Newman
implica que la integral
) —=x
[,
1 x

converge. ]

Proposicién 15. La funcién ¥(z) satisface

Demostracion. Por contradiccién. Supéngase que existe A > 1 tal que 9(x)/xz > A, para
x arbitrariamente grandes. Dado que 9(x) es creciente, entonces ¥(t) > J(x) > Az si
r<t< A

De esta manera

Si se hace t = zu, se obtiene
Az A A
I(t) —t AT — A—
/ %dtz/ x—f“xdu:/ du>0
x t 1 (ux) 1 u

Pues A > log A + 1 para A > 1. Sin embargo, el resultado de la integral contradice

el Criterio de Cauchy para integrales impropias. De esta manera no existe A tal que

@ > X para x arbitrariamente grande.

Por otro lado, si ¥(x) < Az, para valores arbitrariamente grandes de z y A < 1, entonces
(L) —t P\ — -
/ %dtg/ w—;mxduz/ Ldu <0
Az 13 x (ux) A u

que también contradice el Criterio de Cauchy. U

Ahora se hara uso de la Proposicién 15 para demostrar el Teorema de los Niumeros
Primos.
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Teorema de los Numeros Primos. Sea 7(x) la funcién contadora de los primos
menores o iguales que x, entonces se cumple

m(x)

z—oo z/ log

Demostracion. Para comenzar la prueba es importante notar que

I(w) = > logp

Por otro lado, para toda € > 0,

dx) > > logp

> i_ (1—¢)logx
— (1- 0 logafr(x) - m(z'~)
> (1 —¢)loga[n(z) — ',

De donde, tomando la primera y segunda desigualdad

0(z) (=) 1-e
log x sm@) < (1 —¢€)logx i

Y

multiplicando por log x y dividiendo por x, se obtiene
() < 7(x)logx
x x
) 1 1
(x) | logz.
z (1—c¢) x€

IN

Tomando limite inferior en la primera igualdad y limite superior en la segunda igualdad

1
| < lfminf 7)o
T—00 xT
1
< lfmsup TF) 1087
xr—r00
1

IN

(1—¢
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Haciendo € — 0

m(x)logx
lim inf ()—g = lim sup
T—00 x T—00

m(x)logx

De donde, el limite que buscamos existe y por Teorema del sandwich es igual a uno, es
decir

m(x)

z—o0 1/ log

Lo cual termina la demostracion del Teorema de los Nuimeros Primos. O]

2.3 Aplicacién a una version débil del Teorema de
Wiener-Ikeraha

En estd seccién se demostrara una version débil del Teorema de Wienner e Ikehara.

Versién débil del Teorema de Wiener e Ikehara. Sea f(x) una funcién mondtona
no decreciente definida para x > 1 tal que f(x) = O(zx). Sea

o) = [ flaya s

definida para Re(s) > 1. Sea ¢ # 0 de tal manera que

c
s—1

g9(s) —

admite una extension analitica al semiplano cerrado R(s) > 1. Entonces se cumple que

lim, e @ =c.

Demostracion. Sea
Ft)=e'f(e") —c.

Entonces F' esta acotada en todo 0 < t < oo y es integrable en cada subintervalo
cerrado de su dominio. Sea G(s) la Transformada de Laplace de F(t), asi tenemos

G(s) = / (e7'f(e") — c)e **dt; haciendo e’ = x
f(z)z™2dr — S
c

0
1

— 1) — =
g(s+1) .
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es bien definida en Re(s) > 0, ademés de que por hipétesis la parte derecha admite una
extensién analitica en el semiplano cerrado Re(s) > 0. De esta manera, por el Teorema
Analitico de Newman y haciendo t = log x la integral impropia

G(0) = /Ooo(etf(et) —c)dt = /100 de

converge.

Supéngase ahora que lim,_,. f(z)/z > ¢, entonces existe un nimero § > 0, tal que
para un y arbitrariamente grande se cumple f(y) > (c+ 2J)y. De esta manera, para
toda x tal que

c+ 26

c+90

y<z<y entonces f(z) > f(y) > (c+20)y > (c+ 0)x.

Puesto que f es mondétona no decreciente. Dado que

c+26 c+26

Vers f(x) —cx Yers du
v x y x

c+26

s Y
= / i —dx
Y T

Il

(o)

S
o
—~

esta desigualdad se cumple para una infinidad de valores de y arbitrariamente grandes,
se obtiene una contradiccién ya que la integral converge. De esta manera

TREAGUPN
X

Por otro lado, si lim,_,. f(x)/z < ¢, entonces existe 6 > 0 tal que para una infinidad
de valores de y arbitrariamente grandes se cumple f(y) < (¢ — 2d)y (con ¢ — 20 > 0).
Asi, para todo z tal que

c— 20
c—90

Y <x <y entonces f(x)< f(y) <(c—20)y < (c—9)z.

Asi, se llega a una contradiccién andloga y, por lo tanto,

h’m@:c

T—00 X
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2.4 Demostracion del Teorema de Wiener-Ikehara

A continuacién se enunciard y demostrard el Teorema de Wiener-Ikehara, la demos-
tracion de este teorema se encuentra en [Cha68| (paginas 124-128) y en [Bal0§], es
importante mencionar que en esta demostracién se hard uso del Lema de Riemman
Lebesgue cuyo enunciado y posterior demostracion se pueden encontrar més adelante
dentro de las paginas de esta tesis. La diferencia entre el Teorema de Wiener-lkehara
y la version débil del teorema demostrada por Hlawka se discutiran en la conclusion.

Pero antes se demostrara un lema que sera de ayuda para el teorema.

Lema 16. Sea g una funcién analitica en o > 0. Entonces g(o +it) converge uniforme-
mente a g(it) en [—A, ], conforme o — 0, en donde A es una constante real positiva.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad supénganse A = 1. Para t € [—1, 1], sea 0, =
{s:|s—1it| <:/2} en donde J;, es tal que si |s —it| < d; entonces |f(s) — f(it)| < €/2.
Sea Ay, Ay,, ..., Ay, una cubierta de [—1,1]. Sea 0 = min{d;,/2}. Sea t € [-1,1] y ¢; tal
que t € 5t]~- Si0 <o <4 entonces

5.
ya+it—z’tjyg|a\+\it—itjy<5+§g5tj.
Y asi

lg(o +it) —g(it)| < lglo +it) — g(it;)| + |g(it;) — g(it)]
< €

-+
2 2

Teorema de Wiener-Ikehara. Sea A(x) una funcién no negativa y no decreciente,
definida para 0 < x < 0o. Sea

f(s) = /000 A(z)e "dz, 5 =0 +1it,

suponga que f es analitica en o > 1, excepto por un polo simple en s = 1, con residuo
1. Entonces

lim e *A(z) = 1.

T—00

Demostracion. Para este teorema se consideraran dos partes, pero antes de eso, sea
B(z) = e "A(x).

Primera parte. Para o > 1 se tiene

[e.o] 1 [e.9]
f(s):/ A(x)e™dx y :/ e~ gy,
0 0
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de esta manera

1 o0
1) - 5 = [ B - et o1,
Para cada € > 0 sean
1 .
g9(s) = f( )_3—1 Vo ge(t) = g(1+e+it)

entonces ¢ es analitica para o > 1 por la hipdtesis respecto a f.

Para A\ > 0, se tiene

1 2\ ’t‘ )
- 1 1yt
5 /2/\95(75) (1 2)\) eW'dt
_1 / P 1 i /M(B(m)—l)e_(“r“)mdx dt. (2.3)
2 ) T : - &

Buscamos cambiar el orden de integracién en (2,2), para ello obsérvese que |g.(t)| =

| Jo (B(z)=1)e~F0dz| < [*|(B(z)-1)e“FP|dz < [ |(B(x))e"|dz = |(A(x)e”H+|dr =
A(x))eI++t)dy < 0o, puesto que 1 + € > 1.

Por otro lado, por el Lema 16 g.(t) — g(1 + it), conforme € — 0 en =2\ <t <2\ y

asi g.(t) es analitica en [—2\,2)], por lo que el valor absoluto en (2.2) converge y por

el Teorema de Fubini podemos cambiar el orden de integracion.

L Y iy L N e ([T ~(eit)
= gt) (1 ——)e¥dt = — 1——]e" (B(x) — 1)e "z | dt
2 ) 3 2 ) 2\ ;
00 B 2) 1 |t| ()t
= (B(x) — 1)e™ (1= =)t | dz
! w2

_ /0 " (Bx) — 1)6—“%@ (2.4)

El Teorema de Convergencia Dominada de Lebesgue [Apo76] (pégina 330, teorema
10.27) implica
lim

s 2 _ 0 (312 _
e*“—sm Ay Qx)dx:/ ShAYTY) Ay x)dx. (2.5)
=0 Jo Ay — ) 0

Ay — x)?
Por otro lado, dado que el integrando es no negativo y creciente cuando € — 0, enton-

ces el Teorema de Levi para convergencia mondtona de funciones integrables [Apo76]
(pagina 327, teorema 10.24) implica

o sin? \(y — x) o sin? \(y — x)
Ii B T ——— = ~dx = B(x)——————dx. 2.6
iy || B S e = ), P 29
De esta manera, por (2.3),(2.4) y (2.5), se obtiene

%/_de(t) (1-%) eiytdt:/omB(m)%dx—/ow %dz. (2.7)
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Si y — o0, puesto que g.(t)(1 — |t|/2)) es integrable en [—2\, 2], entonces el corolario
3.1.1 (pagina 37) implica que el lado izquierdo de la igualdad tiende a cero, mientras
que en el segundo termino del lado derecho, haciendo v = A\(y — z) se obtiene

00 .2 A c 2
i sin” A(z — y) i Y sin” v
lim ﬁdx = lim —dv =T
y=oo Jo ANx—y) y—oo | o v
y asi
A v\ sin?v
im [ B (y . X) v =7 (2.8)

Esto concluye la primera parte.

Segunda parte. Considérese dos nimeros positivos a y A tal que y > a/\. De (2.7)
se obtiene

@ v\ sin?v
h’msup/ B ( — —) —dv <.
Yy—0o0 —a >\ v

Como A(u) = B(u)e" es no decreciente, entonces para —a < v < a

(o) 23,

de esta manera

B(o-3) = Fn-5) = ks (- 5)

Asi

a 1.2
o sin” v a
e X / dvlimsup B(y — —) < 7.

—a 02 Y—00 A

Supéngase que a — 0o y A — oo tal que a/\ — 0. Entonces

0 Lin2
/ sm2 Y dv 1fm sup B(y) <,
o U

Yy—00
que es 7limsup, , . B(y) < 7. Es decir limsup,_, ., B(y) < 1.

Ahora nétese que |B(z)| < C, para alguna constante C, pues B es no negativa y
acotada superiormente. Sean a y A\ dos niimeros positivos fijos, entonces

[ ()

oo

@ <7 sin v @ v\ sin®v
< _ _
_CUOOJF/Q} - dv+/ B( A) —dv. (2.9)

—a
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De un razonamiento anterior, para —a < v < a se tiene
v 2a a

B( ——)<eTB( —i——).
Y N S Y h

Y asi

“ vy sin®wv a\ 2 [%sin®v
/_ <y A) 02 dv <y )\) ¢’ /_a 02 dv (2.10)

a

ya que liminf, , B(y + a/)) = liminf, , B(y) de (2.7),(2.8) y (2.9) se obtiene

—a o) 2 a _:.2
T<C {/ +/ ] szvdv—l—eia/ SmQUdvliminfB(y).
oo Ja v v y—o0

—a

Sia— 00, A\ > 00y a/A— 0, se obtiene

7 < wliminf B(y).

Y—00

que es

1 < liminf B(y) (2.11)

Y—00

De esta manera, por (2.7) y (2.10) se llega a

lim B(z) = lim e "A(z) =1

T—00 T—r00



Capitulo 3

Teorema tauberiano de Erdos,
Feller y Pollard (ERP)

En este capitulo se analizara y demostrara el Teorema de Erdos, Feller y Pollard,
utilizando la demostracién de Mark. A. Pinsky que se puede encontrar en [Pin76];
sin embargo, antes se demostrara el Lema de Riemann Lebesgue, pues este lema es
importante en la demostracion de Pinsky. Por tltimo se dara una pequena introduccion
a las cadenas de Markov, para concluir con la demostracion del Teorema Limite de las
cadenas de Markov.

3.1 Lema de Riemann Lebesgue

En esta parte se demostrarda el Lema de Riemann Lebesgue que proporcionard una
extraordinaria ayuda al momento de demostrar el Teorema Tauberiano de Erdos Fellerd
y Pollard.

Consideremos una notacién importante: Designaremos por L([) al conjunto de todas
las funciones integrables segiin Lebesgue en el intervalo I.

Lema de Riemann Lebesgue. Supdngase que f € L(I). Entonces para cada nimero
real 3 se tiene

lim [ f(t)sin(at + B)dt = 0. (3.1)
I

a— 00

Demostracion. Si f es la funcién caracteristica en un intervalo compacto [a, b], se tiene

cos(aa + ) — cos(ba + f3)
(8]

2 :
<—, sta>0.
o

b
/ sin(at + 5)dt‘ =

Por otro lado, si f es constante en (a,b) y cero fuera de [a, b, la desigualdad también
se cumple, independientemente de los valores de f(a) y f(b). De esta manera (3.1) es
valido también para funciones escalonadas.

28



Lema de Riemann Lebesgue

Ahora, sea € > 0, entonces existe una funcién escalonada s tal que g = f — s satisface
que [, |f—s| = [, 19| < 5. Esto en virtud de la caracterizacién de funciones integrables
segin Lebesgue que se puede encontrar en [Apo76] (pagina 322, teorema 10.19 (b)).
Ademds, como (3.1) es vélida para funciones escalonadas, entonces existe un nimero
M > 0 tal que si a« > M entonces

/s(t) Sin(at+5)dt‘ <

1

DO | ™

Asi, si a > M se obtiene

/zf(t) sin(at + B)dt‘ < /(f(t) — s(t)) sin(at + B)dt’

I

+ / s(t) sin(at + ﬂ)dt‘

1

IN

[ - sopae] + 5

I

IN

_|_

Mol
DO

Por lo tanto,

lim [ f(t)sin(at + B)dt = 0.
a— o0 I
[l

Antes de continuar se probara un corolario que nos ayudara en las demostraciones
que hacen uso del Lema de Riemann Lebesgue.

Corolario 3.1.1. Supéngase que f € L(I). Entonces se cumple
(a) lima—eo [, f(t) cos(at)dt = 0.
(b) lima_seo [; f(t)e " dt = 0.

Demostracion. Para (a) obsérvese que si 8 = 7/2, entonces

lim | f(t)sin(at—l—g)dt — lim f(t)(sin(at)cos(g)+Cos(at)sin(g))dt

a—00 a— o0 I

= lim [ f(t)cos(at)dt

a—0o0

= 0.
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Para (b) se hard uso de la Férmula de Euler y de (a), de esta manera

lim [ f(t)e ™ = lim [ f(t)cos(at) —isin(at)

a—0o0 I a—0o0 I

= lim [ f(t)cos(at) —i lim [ f(¢)sin(at)
a—00 I a—0o0 I

= 0.

[]

3.2 Demostracion de Pinsky del Teorema Taube-
riano de Erdos, Feller y Pollard

En esta seccién se demostrara el Teorema Tauberiano de Erdds, Feller y Pollard; la
demostracién se puede encontrar en [Pin76]. Por otro lado, este importante resultado
se utilizara para demostrar el Teorema del Limite de Cadenas de Markov contables.

Teorema Tauberiano de Erdds, Feller y Pollard. Sean {u,}n>0, {fn}n>1 secuen-
ctas de numeros reales, tales que

fnZO,ifnzl,infn:m<oo; (3.2)
1 1

Uy = 1>un = fn +fn—lu1 + - +flun—la (n > 1)7
Elm.c.d. de{n: f, >0} es I;

[e.e]

Z(nlogn)fn < 00. (3.5)

1
Entonces lim,,_, u,, = 1/m.

Demostracion. Primeramente definanse las siguientes funciones generadoras:
oo [e.e]
U(s) =Y uns",  F(s) =Y fas", (3.6)
0 1

donde s es un nimero complejo y |s| < 1. De (3.3), se obtiene

U(s)(1 = F(s)) = Uls) = F(s)U(s)

= iuns" — Fi fns"™ iuns”
0 1 0
= iunsn - (i Ups™ — 1)
0

0



Demostracion de Pinsky del Teorema Tauberiano de Erdés, Feller y
Pollard

por lo tanto, las ecuaciones en (3.6) estdn conectadas por la relacion

1

U(S):l——F(s)’

|s| < 1. (3.7)

De (3.2) y (3.3) se sigue que las tnicas raices de F'(s) = 1 se encuentran en s = 1. Para
ver esto, supéngase que existe e con 0 < § < 27 tal que F(e??) = 1. De esta manera

ifn =1=F(")= ifneme = f:fn cos(nf).
n=1 n=1 n=1

Pues la parte imaginara es cero. De esta manera cos(nf) = 1 siempre que f, > 0.
De ahi que para todo n tal que f, > 0 se cumple que nf = 27v,,, donde v,, € N por lo
tanto 6 = 2wh/m donde h,m € Ny (h,m) = 1. De esta manera

n9_

muv, = m— = nh
2

y m|n. Como 1 = m.c.d. {n : f, > 0} entonces m = 1. As{ F(e?) = 1 solo si § = 27h,
con h € Z.

Por otro lado por la ecuacion integral de Cauchy

o

1 1 1
U(s) = —7{ U(z) dz, de donde, S f’
2mi ] z—s 2—s 242
por lo que
1 L U(z)s™
U6) = g f S
1 [U),
= D 5 ]4 i1 ® 02
n=0
= Zuns".
0
De esta manera , Uie)
z
Up = %7{ o dz. (3.8)

Considérese ahora

R G PR N N PP L

271 masntl m 2mi gntl

= —1 E —1 fsj_”_lds.
m “— 2mi
Jj=0

ds
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Sea s = re’ con —m < 0 < 7y ds = ire?df, entonces

- n—1, i - n " 10(j—n)
ZQW/ ret J re"df = — ZQWT] /_We ITM .

Notese que la integral es cero excepto en donde j = n, en cuyo caso es igual a 27 y
toda la operacion es igual a 1/m; de donde,

1 1 1—s)!

LoLguoan, 59
m 27 msntl

integrando sobre el circulo s = re?, r < 1. Para poder continuar con la demostracién,

primero hay que tener en cuenta la siguiente observacién:

Lema 3.2.1. Bajo la condicién de (3,5), 1/(1 — F(e?)) — 1/(m(1 — €)) es integrable

en [—m, 7.

Demostracion. Como la funcién es continua para 6 # 0, es suficiente probar su inte-

grabilidad en [—9, 6] para algin § > 0. Sea r, = 2 | fj, R(s) = > r,s" entonces
R(s)(1—s) = R(s)— R(s)s

= ra+ ) ()t =1 1—an :

considerando fy = 0, se tiene entonces que r_; = » o f, = 1 y por lo tanto
1—F(s)
1—s '

R(s) =

de esta manera
1 1 1 1

1—F(s) m(l—s) (1—s)R(s) m(s—1)
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Donde el primer factor es continuo y no nulo en una vecindad de s = 1. Para verificar
la integrabilidad del segundo factor, véase que

donde

Por lo tanto,

R(e”
e"’ — 1 Zrncn (3.10)

1_€in0
cn(0) = o
e%(e# — e_%)
e%(e%—efg)
_ iln 1)95m(%9)
sin(%)
b § | (n8
[ el = [ 12D
_5 _5 sm(i)
s nd
< K1/ 5111(2) "
0 0
né (k+1>f5 .
2 |sin sin
_ KQ/ ¢‘d¢ KQZ/ ¢d¢
(k+1)6 (k+1)6
< KQZ/WS ’dﬁb KQZ/
n—1
k+1)0 ko
- Y ("5 >—1og<7>)
k=0
n—1
k+1)0
< KQZ(log(( 5 ) ))
k=0
< Klogn.
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Asi por (3.5)

00 ) 00
Z/ |rnen(0)dO < KQZrn logn
n=0 —0

n=0

Ky) Y filogn

n=0 k=n-+1
oo k—1

= KQZka—l logn

k=2 n=1

K3 (klogk)fx
k=1
< 0.

IN

IN

Por lo tanto, se ha probado que (3,10) representa una funcién integrable en [—4, ], que
es lo que se buscaba.

Por tltimo, obsérvese que |U(s)| es acotada en s = re?, r < 1. De modo que si se resta
(3.9) de (3.8) y se hace r — 1, entonces por El Teorema de Convergencia Dominada
de Lebesgue [Apo76] (pagina 330, teorema 10.27) se obtiene

1 1 [" 1 1
Up — — —— — .
1—F(e"?)  m(1—e?)

—inf
= — do. 3.11
m 27 J_. ‘ ( )

Donde el integrando es una funcién integrable de [—m,7]. Y ademds se ha escrito
u, — 1/m como una funcién integrable multiplicada por e~  de esta manera, por el
Corolario 3.1.1, haciendo n — oo, obtenemos que w, — 1/m — 0, que es lo que se
buscaba. O

3.3 Conceptos basicos sobre cadenas de Markov

En esta seccion se hara un repaso de algunas definiciones basicas de cadenas de Markov,
asi como algunos resultados importantes para la subsecuente demostracion del teoremas
del limite de cadenas de Markov.

Sea S un conjunto numerable. Para fines de la tesis, se considerara de aqui en adelante
a & como un subconjunto de ntimeros enteros.

Definicién 3.3.1. Sea (£2, F,P) un espacio de probabilidad. Para cada n € N U {0}
sea X, : @ — S una variable aleatoria. La sucesién {X,} es una cadena de Markov
con espacio de estados S C Z, si para cualesquiera n € NU {0} y zg,z1,..,2,,5 € S,
se cumple que

P{X,1 = s|Xo =20, ..., Xpy = 2} = P{ X, 11 = s|X,, = 2.}
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Es decir la probabilidad de que ocurra el evento X,, .1 = s solo depende de la proba-
bilidad del evento anterior. Se dice que {X,} es una cadena homogénea si para todo
n € NU{0} y para todos los indices i,j € S

P{X, 1 =j|X, =i} = P{X; = j| Xy, =i}
La probabilidad de transicion del estado ¢ al estado j se denota como

Pij = P{Xn-i-l = ]|Xn = Z}

La matriz

P11 P12 P13
P21 P22 P23

P = P31 P32 D33

se llama matriz de transicién de la cadena {X,,}. Nétese que los renglones de P suman
1. Una matriz cuyos renglones suman 1, se llama matriz estocastica.

Si los renglones y las columnas de una matriz suman 1, se dice que la matriz es doble-
mente estocéstica. Para n € N U {0}, sea

pi(n)
Pn = p2(n)

el vector columna con entradas pj(n) = P{X,, = j}, para j € S. Para designar al
vector py se utilizard 7, mediante 7; se denotan a los elementos del vector 7. Con este
vector queda especificada la distribucion inicial de la cadena de Markov. Se denotard
por P;,{A} a P{A|X, =i} para cada A € F. Aplicando la férmula de la probabilidad
total, se obtiene

pi(n+1) = pr(n)py; + p2(n)poj + ... = Y pi(n)py;
1€S

que en términos matriciales se ve como pr.; = pr P en donde py es la transpuesta de
Pn-

Definicién 3.3.2. La matriz de transicién después de n pasos P, es la matriz cuyas
entradas son p;;(n) = P;{X,, = j}.

Definicién 3.3.3. Se dice que un estado es absorbente si p; = 1.

Ejemplo 3.3.4. (Caso particular de caminata aleatoria). Supongamos un espacio de
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estados finito, en el cudl los incrementos de la caminata son X,, = +1 y el primero y
ultimo de los estados son absorbentes. Cuya matriz de transmision esta dada por

O 0 0 ... 0

@1 11 ;O 0
P=|0 ¢ r p 0
O 0 o0 o0 ... 1

en donde p; + r; + ¢; = 1. Para este ejemplo uno puede imaginarse caminado sobre un
segmento de la recta real, en el que cada paso es de tamano 1 y se tienen tres opciones,
quedarse en su respectivo punto con probabilidad r;, ir para atras con probabilidad
¢; o ir hacia adelante con probabilidad p;; ademas si uno llega al inicio o al final del
segmento, entonces la tnica opcion es quedarse ahi. Puesto que la probabilidad de
donde nos movamos solo requiere del punto anterior en el que estuvimos entonces X,
es una Cadena de Markov.

Definicién 3.3.5. El estado i € S se llama recurrente si, con probabilidad 1 el proceso
{X,} finalmente regresa al estado ¢ cuando empieza en i, es decir,

P{In>1:X,=i}=1

En caso contrario, se dice que ¢ es transitorio.

Definicién 3.3.6. Se dice que el estado ¢ se comunica con el estado j si
P{In>0:X,=j}>0.

Es decir que la probabilidad de llegar al estado j, dado que comenzamos en el estado
7, €s mayor que cero. Si ¢ se comunica con j, entonces escribimos ¢ — j. Decimos que ¢
se intercomunica con j si ¢ — J y j — 2. En este caso escribimos i < j.

Definicién 3.3.7. Sea {X,,} una cadena de Markov con valores en S. El estado i € S
se llama cero recurrente, si es recurrente y ademas

[e.o]

m; = an”(n) = 00.

n=1

Donde
fij = PAXy = j, Xy # jparak = 1,2,...n — 1},

es la probabilidad de que en el estado i, la cadena visite al estado j por primera vez
en n pasos. El estado i € § es positivo recurrente si es recurrente y ademas m; < oo.
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Definicién 3.3.8. Sea {X,} una cadena de Markov con espacio de estado S. Sean
1€8y

d(i) = med{n € N : p;;(n) > 0}.

Donde mcd{ny,...,n} es el méximo comin divisor de los niimeros enteros ny, ...,n. Si
d(i) = 1, entonces se dice que ¢ es un estado aperiédico. Si d > 2 entonces a i se le
llama estado periddico con periodo igual a d(i).

Definicién 3.3.9. Un estado aperiédico y positivo recurrente se llama estado ergddico.

A continuacién se enunciaran una serie de proposiciones y teoremas que no se demos-
traran en estd tesis, sin embargo sus respectivas demostraciones se pueden encontrar
en [Ball9].

Proposiciéon 3.3.10 Supoéngase que 7,5 € S y que ¢ <> j. Entonces las siguientes
afirmaciones son verdaderas.

Definicién 3.3.11. Sea {X,,} una cadena de Markov con espacio de estados S.
(a) Un conjunto C' C S se dice que es cerrado si
P{3k>n: X, €eS-C|X,eC} =0
se cumple para toda n € N.
(b) Un conjunto C' € S se llama irreducible si para cualesquiera i, j € C' se cumple

que i < 7.

Teorema 3.3.12. Supdéngase que {X,,} es una cadena de Markov con espacio de estados
S numerable. Entonces

N
S=TuUl]JC

j=1
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en donde la unién es disjunta, T es el conjunto de los estados transitorios de S y cada
C; es un conjunto de estados cerrado e irreducible.

De esta manera, la clasificacion de estados de una cadena de Markov se define en el
diagrama 3.1

Espacio de estados S

/ N\

Transitorio Recurrente
Cero recurrente Positivo recurrente

/\

Periédico  Aperiddico

Figura 3.1: Clasificacién de estados

Definicién 3.3.13. Se dice que una distribucién = = (7;);es es estacionaria si se
cumple que

g TiPij = T

i€s
para toda 5 € S.

Proposicion 3.3.14. Supdngase que 7,7 € S y que ¢ <> j. Entonces ¢ es positivo
recurrente si y sélo si j es positivo recurrente.

Antes de demostrar el teorema de comportamiento asintético, se enunciara un tltimo
teorema.

Teorema 3.3.15. Toda cadena de Markov que sea irreducible y positivo recurrente
tiene una tunica distribucién estacionaria dada por

T = —.
J
m;

Donde m; = Zzozl nfi(n).

En particular, toda cadena finita e irreducible tiene una tnica distribucién estacionaria.
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3.4 Aplicacién del Teorema de Erdos, Fellerd y Po-
llard a las cadenas de Markov

Por dltimo esta seccion esta dedicada a demostrar uno de los teoremas del limite de
cadenas de Markov.

Teorema del limite. Sea {X,,} una cadena de Markov irreducible, aperiédica y posi-
tivo recurrente. Se cumple que para cualesquiera i,j € S,

lim p;;(n) = 7,
n—r00

en donde m; = 1/m;.

Demostracion. Primeramente obsérvese que

pij(n) = P{X,=j}

= > fi(h)P{X, = jI Xy, = j}
k=1

= > fi(k)pis(n— k).

Ahora, considérese el caso en que j =i, p, y f, se utilizaran en lugar de p;;(n) y f;;(n),
de estd manera se obtienen los siguientes resultados

fa2 00 D fa=1, ) nfa=m< oo (3.12)
n=1 n=0

po=1, pn=fot fopr + .. + fiDn-1; (3.13)

med{n € N: f,, >0} es uno. (3.14)

La prueba estdndar se puede encontrar en [EFP49], en la cual se hace un andlisis de
las propiedades de p,, en (3.13). Por otro lado en [Sto65] se hace una prueba diferente.

En esta tesis se considerara la hipdtesis adicional

o0

Z(n logn)f, < oo (3.15)

n=1

De esta manera, haciendo uso del Teorema Tauberiano de Erdés, Feller y Pollard se
concluye que

1
lim p, =7, = —. (3.16)

Por otro lado, considérese el caso en que j # ¢, sean
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T; =min{n >0: X, = j}, w, = P{T; = k| X, = i}.

De este modo,

pz] Z ukp]]

Dado que i <> 7, se tiene que

1= Zuk = P{X} = jpara algunak > 1| X, = i}.
k=1

Sean 0 < e <1y N tal que

l\DIm

€
Z ngzl y ’pjj( ) — WJ‘S

Para cada n > N. Supdéngase ahora que n > 2N, de estd manera

|p’lj 7T]| - Z uk’ng — Ty
n—N n 00
= Z ug(pij(n — k) — m) + Z ukpij(n — k) — Z U T,
k=1 k=n—N+1 k=n—N+1
n—N n 00
< ug|pij(n — k) — m| + Z ukpij(n — k) + Z Up T
k=1 k=n—N+1 k=n—N+1

Dado que n — N +1 > N + 1, se obtiene

|p21 7T;|<Zuk—+2 Zuk< —|——:

k=N+1

Lo cual termina la demostracion.



Capitulo 4

Conclusiones

4.1 Comparacién entre las pruebas de los teoremas
de Wiener-Ikehara y de Erdos Feller y Pollard

En este apartado enunciaremos las similitudes de las demostraciones entre los teoremas
de Wiener e Ikehara (WI) y Erdés Feller y Pollard (EFP).

Primeramente obsérvese que en ambos teoremas el objetivo se basa en obtener el com-
portamiento asintético de cada una de las funciones.

En ambas demostraciones se presentan dos herramientas cruciales al querer garantizar
un resultado, una de las cuales nos permite expandir el dominio original de cada fun-
cion, mientras que la otra es resultado de un importante lema que se ha demostrado
en esta tesis.

Obsérvese la gran utilidad que es para ambas demostraciones el poder eliminar los
polos, simplemente restando s—% en el caso de Wiener e Ikehara y m(+_s) en el caso
de Erdés, Feller y Pollard. Por un lado, esto ayuda a que ambas funciones logren ser
analiticas en dominios més grandes que sus dominios de definicién originales, eliminar
el polo que les afecta (en ambos casos s = 1). Esto es sumamente importante, pues da
la oportunidad de que a las integrales de las funciones generatrices se les pueda aplicar
el Lema de Rieman-Lebesgue y asi llegar a nuestro resultado en el caso de Erdés, Feller

y Pollard y demostrar la primera parte, en el caso de Wiener e Ikehara.

4.2 Comparacién entre el Teorema Simple de Wie-
ner e Ikehara y el Teorema de Wiener e Ikehara

En esta secciéon se hablara de las diferencias entre el teorema simple de Wiener e Tkeha-
ra y el teorema de Wiener e Tkehara.

En 1980 Newman encontraria una demostracion maés sencilla al teorema de los niimeros
primos, con analisis de variable compleja; es importante entender esto, pues este mismo
teorema es crucial al demostrar (como se vio en el capitulo dos) la versién simple del
teorema de Wiener e Ikehara.

La razon es la hipdtesis que en ambos teoremas, tanto la version simple del teorema
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de Wiener e Ikehara como en el teorema de Wiener e Ikehara se nos presentan dos
funciones, a saber f(x) y A(z) que a simple vista podrian parecer similiares. No obs-
tante, en el teorema simple de Wiener e Ikehara se da una fuerte condicién, la cual es
f(z) = O(zx), cosa que no pasa con la funcién A(z) en el teorema de Wiener e Ikehara.
Gracias a la condicién del teorema simple se puede hacer uso del teorema tauberiano
de Newman.
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