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3 Teorema tauberiano de Erdős, Feller y Pollard (ERP) 28
3.1 Lema de Riemann Lebesgue . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
3.2 Demostración de Pinsky del Teorema Tauberiano de Erdős, Feller y Pollard 30
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Resumen

En esta tesis se presentan dos teoremas del análisis matemático, sus apli-
caciones en la teoŕıa de la probabilidad y en la teoŕıa de números, aśı como
las caracteŕısticas que estos teoremas pudiesen compartir.

Palabras Clave: análisis matemático, aplicaciones, probabilidad, teoŕıa de
números, teoremas.

Abstract

In this thesis we show two theorems related to the mathematical analysis,
it’s aplications in both probability theory and number theory, as well as the
characteristics both of them migth share.

Keywords: mathematical analysis, aplications, probablity theory, number
theory, theorems.
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Caṕıtulo 1

Introducción

El estudio del comportamiento de sucesiones, series y funciones es un tema muy re-
currente en las matemáticas y no es una casualidad. Este tema ha sido estudiado por
varias generaciones de matemáticos que se interesaron en la convergencia de sucesiones,
series y funciones. Presumiblemente uno de los primeros intentos lo hizo Guido Grandi
(1671-1742) quien consideró la serie 1− 1 + 1− 1 + · · · y concluyó que esta debeŕıa ser
1/2 dado que si se considera la fórmula:

1

1 + x
= 1− x2 + x3 − · · · (1.1)

y se hace x = 1 entonces la parte izquierda resulta ser 1/2.

Por otro lado, en 1713 Leibniz llegó al mismo resultado al razonar que las series
finitas 1 − 1 + 1 − 1 + 1 − · · · ± 1 podŕıan ser o bien 1, o bien 0 dependiendo de si
el número de términos es par o impar. Como estos dos valores ocurren con la misma
frecuencia concluyó que 1/2 es el valor más probable de la suma.

Hoy en d́ıa estos razonamientos podŕıan parecer extraños para alguien con conoci-
miento de series pero en su momento representó un considerable avance en la teoŕıa de
series.

Si bien la historia de la formación de esta teoŕıa resulta singularmente interesante,
daremos un salto hasta 1897, donde A. Tauber probaŕıa uno de muchos resultados que
a posteriori se conoceŕıan como la Teoŕıa Tauberiana.

1.1 Teoŕıa tauberiana

Actualmente se conocen una gran cantidad de teoremas tauberianos en honor a A.
Tauber (los dos teoremas importantes en esta tesis son una parte de estos teoremas),
sin embargo en esta sección sólo se mencionará el que a veces se suele conocer como
Primer Teorema Tauberiano, cuya demostración se omitirá en esta tesis, no obstante,
tanto el enunciado como su respectiva demostración se pueden encontrar en [Apo76]
(páginas 300-301).
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Teoŕıa tauberiana y el Teorema de los Números Primos

Primer Teorema de Tauber 1. Sea f(x) =
∑∞

n=0 anx
n para −1 < x < 1, y supónga-

se que ĺımn→∞ nan = 0. Si f(x)→ S cuando x→ 1, entonces
∑∞

n=0 an converge y tiene
suma S.

Es importante mencionar que este resultado se puede entender como un posible
rećıproco del Teorema Ĺımite de Abel [Apo76] (página 298). Nótese sin embargo que el
Primer Teorema de Tauber posee una importante restricción, la cual es ĺımn→∞ nan = 0,
pues si sólo se considerara

f(x) =
∞∑
n=0

anx
n, si− 1 < x < 1,

esto no seŕıa cierto, para ello apelemos a la ecuación (1.1) y sea an = (−1)n, entonces
cuando x→ 1, la ecuación (1.1) tiende a 1/2, pese a ello an diverge.

1.2 Teoŕıa tauberiana y el Teorema de los Números

Primos

E. Landau seŕıa uno de los primeros en considerar las condiciones tauberianas y de ah́ı
deducir una demostración para el teorema de los números primos. Para ese entonces ya
exist́ıan las pruebas de C.J. de la Valle-Poussin y J. Hadamard, no obstante la prueba
hecha por E. Landau se consideró más simple en ese entonces.

Un poco después, en 1921, Hardy y Littlewood en una parte de su art́ıculo “On
Tauberian theorem for Lambert series”, daŕıan una demostración simple del Teorema
de los Números Primos, cuyo carácter era tauberiano (para más información de esta
prueba remı́tase a [Roy11]).

En 1980 D.J. Newman daŕıa otra prueba del teorema de los números primos utili-
zado otro teorema tauberiano (cuyo enunciado y demostración se encuentran en esta
tesis) en su trabajo “Simple analytic proof of the Prime Number Theorem”.

1.3 Teoŕıa tauberiana y cadenas de Markov

Como se puede notar arriba, la teoŕıa tauberiana ofrece un amplio campo de aplicación
en otras áreas de las matemáticas, como es el caso de la probabilidad, en particular
en las cadenas de Markov. Si bien en esta área no hay tantos resultados que utilicen
la teoŕıa tauberiana, śı se puede encontrar uno que otro como es el caso del Teorema
Tauberiano de Erdős-Feller-Pollard (la demostración de este teorema, con una condición
extra se puede leer en esta tesis) cuya aplicación incluye al Teorema Ĺımite de las
cadenas de Markov (el enunciado y demostración de este teorema también se encuentran
en esta tesis).



Caṕıtulo 2

Teorema tauberiano de Newman

En este caṕıtulo se enunciará y se demostrará el Teorema Tauberiano de Newman,
también conocido como Teorema Anaĺıtico de Newman. Además se verán varias apli-
caciones a otros campos de las matemáticas.

2.1 Demostración del Teorema Anaĺıtico de New-

man

A continuación se enunciará y demostrará el Teorema Anaĺıtico de Newman, la respec-
tiva demostración se puede encontrar en [Ram03]:

Teorema Anaĺıtico de Newman. Sea f : [0,∞)→ R una función acotada. Supónga-
se que f es integrable en cada intervalo finito [a, b] ⊂ [0,∞). Sea z = x+iy. Para x > 0
sea:

g(z) =

∫ ∞
0

f(t)e−ztdt.

Si g(z) se extiende anaĺıticamente al semiplano cerrado x ≥ 0, entonces

ĺım
T→∞

∫ T

0

f(t)dt = g(0).

Demostración. Sea

gT (z) =

∫ T

0

f(t)e−ztdt.

Para T > 0 la función gT es entera. Sea R ∈ R un número muy grande; debido a que
g(z) es anaĺıtica en x ≥ 0 entonces es anaĺıtica en el segmento [−Ri,Ri] y para cada
punto z tal que Im(z) = y ∈ [−Ri,Ri] existe una vecindad Vz con radio δz en donde
g(z) es anaĺıtica. De esta manera se tiene una cubierta del conjunto {iy : −R ≤ y ≤ R}
que al ser cerrado y acotado es compacto, aśı por el Lema del Número de Lebesgue,

3



Demostración del Teorema Anaĺıtico de Newman

existe un δ > 0 tal que si Γ es la frontera de la región {z = x+ iy : |z| ≤ R, x ≥ −δ/2}
entonces g(z) es anaĺıtica dentro y sobre el contorno de Γ.

<{z}

={z}

−4

−4i

−3

−3i

−2

−2i

−1

−1i

1

1i

2

2i

3

3i

4

4i

C+

Γ

C∗

C−

Figura 2.1: Aqúı se puede observar la forma de Γ con R = 3, nótese que el contorno
correspondiente a δ es la ĺınea roja punteada, además se presentan los respectivos
contornos de C+, C− y C∗

Sea GT = (g(z)−gT (z))ezT (1+ z2

R2 ). Debido a que GT es una multiplicación y suma
de funciones anaĺıticas en Γ, entonces GT es anaĺıtica en Γ y GT (0) = g(0) − gT (0),
pues para z = 0, ezt(1 + z2

R2 ) = 1. Por la fórmula integral de Cauchy

GT (0) = g(0)− gT (0)

=
1

2πi

∫
Γ

GT (z)

z
dz

=
1

2πi

∫
Γ

(g(z)− gT (z))ezt(1 +
z2

R2
)
dz

z
.

Veamos que sobre el semićırculo C+ = Γ∩{z = x+ iy : x > 0} el termino g(0)− gT (0)
está acotado por B/R, en donde B = sup{|f(t)| : t ≥ 0}.



Demostración del Teorema Anaĺıtico de Newman

Sea z = x+ iy, aśı:

|g(z)− gT (z)| =

∣∣∣∣∫ ∞
0

f(t)e−ztdt−
∫ T

0

f(t)e−ztdt

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫ ∞
T

f(t)e−zt
∣∣∣∣ dt

≤ B

∫ ∞
T

∣∣e−zt∣∣ dt
= B

∫ ∞
T

e−xtdt

= B
e−Tx

x
.

Considérese ahora z = x+ iy = Reiθ con θ ∈ [0, 2π], entonces∣∣∣∣ezT (1 +
z2

R2
)
1

z

∣∣∣∣ = exT
∣∣∣∣(1 +

z2

R2
)
1

z

∣∣∣∣
= exT

∣∣∣∣1z +
z

R2

∣∣∣∣ .
Como cos θ = x

R
,

∣∣∣∣1z +
z

R2

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣Rz +
z

R

∣∣∣∣ · 1

R

= |e−iθ + eiθ| · 1

R

=
2x

R2
.

De esta manera se tiene ∣∣∣∣ezT (1 +
z2

R2
)
1

z

∣∣∣∣ =
2x

R2
exT .

Aśı, el valor absoluto de g(0)− gT (0) en la integral sobre C+ está acotado por B/R.

Puesto que



Demostración del Teorema Anaĺıtico de Newman

∣∣∣∣ 1

2πi

∫
C+

(g(z)− gT (z))ezT (1 +
z2

R2
)
dz

z

∣∣∣∣
≤ 1

2π

Be−xT

x
· e

xT2x

R2
· πR =

B

R
.

Por otro lado, si se considera la integral sobre C = Γ∩{z = x+ iy : x < 0} se tomarán
a g(z) y gT (z) de manera separada. Ya que gT es entera, entonces el contorno de
integración C se puede remplazar por el semićırculo C∗ = {z = x+iy : |z| = R, x < 0}.

De esta manera considérense las siguientes integrales:

I1(T,R) =
1

2πi

∫
C∗
gT (z)ezT (1 +

z2

R2
)
dz

z
,

I2(T,R) =
1

2πi

∫
C

g(z)ezT (1 +
z2

R2
)
dz

z
.

Para I1 obsérvese que:

|gT (z)| =
∣∣∣∣∫ T

0

f(t)e−ztdt

∣∣∣∣
≤ B

∫ T

0

∣∣e−ztdt∣∣
≤ B

∫ T

−∞
e−xtdt

= B
e−xT

|x|
,

puesto que x < 0.

Bajo el mismo razonamiento de arriba, pero considerando z ∈ C∗ (con x < 0) se
cumple: ∣∣∣∣ezT (1 +

z2

R2
)
1

z

∣∣∣∣ =
2|x|
R2

exT .



Aplicación al Teorema de los Números Primos

Aśı

|I1(T,R)| ≤ 1

2π

B

|x|
e−xT · 2|x|

R2
exT · πR =

B

R
.

Nótese ahora que en I2(T,R) la función g(z)(1+ z2

R2 )dz
z

es independiente de T y al hacer
tender T →∞ la función ezT → 0 dado que z ∈ C . Por lo tanto:

ĺım
T→∞

|I2(T,R)| = 0

y dado el análisis se concluye pues que

ĺım
t→∞
|g(0)− gT (0)| ≤ 2

B

R
.

Debido a que R es arbitrario, esto termina la demostración.

2.2 Aplicación al Teorema de los Números Primos

En esta sección se utilizará el teorema anaĺıtico para demostrar el teorema de los
números primos.

2.2.1 Preámbulo

Primero se definirán algunas funciones especiales, aśı como algunas de sus caracteŕısti-
cas, pues con la ayuda de estas funciones se podrá demostrar el Teorema de los Números
Primos.

Definición 1. Para un número complejo s = σ + it tal que σ > 1, se define la función
de Riemman mediante:

ζ(s) =
∞∑
n=1

1

ns
.

Proposición 2. La función ζ converge absoluta y uniformente en subconjuntos com-
pactos del semiplano σ > 1. Por lo tanto ζ(s) representa una función anaĺıtica en σ > 1.

Demostración. Por el Teorema de Convergencia Anaĺıtica de Weierstrass ([Tit91], pági-
na 95) únicamente bastará probar que la sucesión de funciones anaĺıticas:



Aplicación al Teorema de los Números Primos

fk(s) =
k∑

n=1

1

ns
, k ∈ N

converge uniformente en conjuntos compactos σ > 1. Se demostrará aún más, esto es,
que la convergencia uniforme se da en semiplanos σ ≥ σ0, donde σ0 > 1. Para s = σ+it
se tiene:

|ns| = |nσ+it|
= |nσnit|
= |eσ logneit logn|
= |eσ logn||eit logn|
= eσ logn

= nσ,

dado que σ ≥ σ0, entonces
∣∣ 1
ns

∣∣ = 1
nσ
≤ 1

nσ0
. Por lo tanto,

∞∑
n=1

∣∣∣∣ 1

ns

∣∣∣∣ ≤ ∞∑
n=1

1

nσ0
≤ 1 +

∫ ∞
1

1

xσ0
dx

= 1 + ĺım
x→∞

x1−σ0

1− σ0

− 11−σ0

1− σ0

= 1− 1

1− σ0

=
σ0

σ0 − 1
.

De esta manera la serie que define ζ(s) converge uniformente en el semiplano σ ≥

σ0.

Definición 3. Para s = σ + it tal que σ > 1 se define la función Φ(s) como

Φ(s) =
∑
p

log p

ps
.

Donde la suma es sobre los números primos.

Observación 4. Para n ∈ N y δ > 0 se cumple

ĺım
n→∞

log n

nδ
= 0.
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Demostración. Considérese

log

(
log n

nδ

)
= log log n− δ log n

= log n

(
log log n

log n
− δ
)
.

Si y = log n, entonces

log n

(
log log n

log n
− δ
)

= y

(
log y

y
− δ
)
,

como log y
y
→ 0 si y →∞ entonces

y

(
log y

y
− δ
)
→ −∞, si y →∞. (2.1)

Aśı log n < nδ y por lo tanto logn
nδ
→ 0 si n→∞.

Lema 5. La serie
∑∞

n=1
logn
nσ

converge si σ > 1.

Demostración. Supóngase σ > 1. Sean ε y δ números positivos tales que σ = 1 + δ + ε.
Por la Observación 4, existe M tal que:

0 ≤ log n

nδ
≤M, para toda n ∈ N.

Entonces

∞∑
n=1

log n

nσ
=

∞∑
n=1

log n

n1+δ+ε

=
∞∑
n=1

log n

nδ
· 1

n1+ε

≤
∞∑
n=1

M

n1+ε
<∞.

Proposición 6. La función Φ(s) converge absoluta y uniformemente en subconjuntos
compactos del semiplano σ > 1. Por lo tanto, Φ(s) representa una función anaĺıtica en
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σ > 1.

Demostración. Sea σ ≥ σ0, en donde σ0 > 1. Entonces

∑
p

∣∣∣∣ log p

ps

∣∣∣∣ ≤ ∞∑
n=1

log n

nσ0
.

Por el Lema 5 la serie de la derecha converge. Aśı, la serie Φ(s) converge absoluta
y uniformemente en el semiplano σ ≥ σ0 para cada σ0 > 1. Aplicando nuevamente
el Teorema de la Convergencia Anaĺıtica de Weierstrass se obtiene que Φ(s) es una
función anaĺıtica en σ > 1.

Proposición 7. Para σ > 1 se cumple ζ(s) =
∏

p
1

1−p−s

Demostración. Consideremos pk como el k-ésimo número primo. Entonces, considérese
el producto parcial

QN =
N∏
k=1

1

1− p−sk
.

Se demostrará que QN → ζ(s) cuando N →∞, para cada s, tal que σ > 1.

Para ello, véase que |1/ps| = 1/pσ < 1 para todo p y σ > 1. Por lo tanto,

QN =
N∏
k=1

(
1 +

1

psk
+

1

p2s
k

+ +
1

p3s
k

+ · · ·
)

;

de esta manera QN se puede expresar como un producto finito de series convergentes.
Efectuando el producto y reordenando los términos se obtiene:(

1

pa11 p
a2
2 p

a3
3 ...p

aN
N

)s
=

1

ns
y cada aj ∈ N ∪ {0}.

Y aśı

QN =
∑̇ 1

ns
=
∑{

1

ns
: p es primo , p|n , p ≤ pN

}

Es decir,
∑̇

es la suma de los 1/ns, en donde n tiene una descomposición en factores
primos menores o iguales que pN . El Teorema Fundamental de la Aritmética implica
que cada ns aparece en

∑̇
solo una vez (de lo contrario existiŕıan dos números naturales
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n,m con la misma descomposición en primos, lo cual contradice el Teorema).

De esta manera si se resta QN de ζ(s) se obtiene

ζ(s)−QN =
∞∑
n=1

1

ns
−QN

=
∞∑
n=1

1

ns
−
∑̇ 1

ns

=
∑̈ 1

ns
,

en donde
∑̈

se extiende a los n cuya descomposición posee al menos un primo mayor

estricto que pN . Por consiguiente se obtiene

|ζ(s)−QN | ≤
∑
n>pN

| 1

ns
| =

∑
n>pN

1

nσ
.

De esta manera, si N → ∞, entonces pN → ∞, por lo tanto, la última suma tiende a
0. En consecuencia QN → ζ(s) cuando N →∞. �

Proposición 8. La función

ζ(s)− 1

s− 1

admite una extensión anaĺıtica al semiplano σ > 0.

Demostración. Al igual que en las proposiciones anteriores, en esta basta demostrar
la convergencia uniforme en subconjuntos compactos de σ > 0, para posteriormente
hacer uso del Teorema de Convergencia Anaĺıtica de Weierstrass.

Sea K un subconjunto compacto contenido en σ > 0. Sean σ0 = mı́n{σ : σ + it ∈ K}
y M = máx{|s| : s ∈ K}. Si σ > 1 entonces∫ ∞

1

dx

xs
=

1

s− 1
,

por lo tanto

ζ(s)− 1

s− 1
=

∞∑
n=1

1

ns
−
∫ ∞

1

dx

xs

=
∞∑
n=1

1

ns
−
∞∑
n=1

∫ n+1

n

dx

xs

=
∞∑
n=1

1

ns

∫ n+1

n

dx−
∞∑
n=1

∫ n+1

n

dx

xs

=
∞∑
n=1

∫ n+1

n

(
1

ns
− 1

xs
)dx.
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Donde la serie obtenida converge absolutamente en σ ≥ σ0. Pues∣∣∣∣∫ n+1

n

(
1

ns
− 1

xs
)dx

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣−s ∫ n+1

n

∫ x

n

du

us+1
dx

∣∣∣∣
≤ |s|

∫ n+1

n

∫ x

n

∣∣∣∣ duus+1

∣∣∣∣ dx
= |s|

∫ n+1

n

∫ x

n

du

uσ+1
dx.

Si n ≤ u ≤ x ≤ n+ 1, entonces 1/uσ+1 ≤ 1/nσ0+1 de esta manera∣∣∣∣∫ n+1

n

(
1

ns
− 1

xs
)dx

∣∣∣∣ ≤ |s|
nσ0+1

∫ n+1

n

∫ n+1

n

du dx

=
|s|
nσ0+1

.

De donde, si s ∈ K entonces |s| ≤M y aśı

∞∑
n=1

∣∣∣∣∫ n+1

n

(
1

ns
− 1

xs
)dx

∣∣∣∣ ≤ ∞∑
n=1

M

nσ0+1
<∞.

Por lo tanto la convergencia es uniforme en K. �

Definición 9. Para x ∈ R, se define la función ϑ(x) mediante

ϑ(x) =
∑
p≤x

log p; (2.2)

donde p son todos los primos menores o iguales a x.

Observación 10. Si f y g son funciones definidas en R y g(x) > 0 para cada x ∈ R
entonces la notación f(x) = O(g(x)) significa que existen dos constantes A > 0 y x0

tales que |f(x)| ≤ Ag(x) siempre que x ≥ x0.

Proposición 11. La función ϑ(x) satisface ϑ(x) = O(x).

Demostración. Por la expansión binomial se tiene que

22n = (1 + 1)2n =

(
2n

0

)
+ · · ·+

(
2n

2n

)
≥
(

2n

n

)
≥

∏
n<p≤2n

p,
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donde (
2n

n

)
=

(2n)!

(n!)2
=

(n+ 1)(n+ 2) · · · (2n)

n!
≥

∏
n<p≤2n

p,

ya que si n < p ≤ 2n entonces p aparece en la descomposición de (n+1)(n+2)···(2n)
n!

al
menos una vez. Aśı

22n ≥
∏

n<p≤2n

p

= exp{log
∏

n<p≤2n

p}

= exp{
∑

n<p≤2n

p}

= exp{ϑ(2n)− ϑ(n)}.

Como la función logaritmo es una función creciente. De la desigualdad anterior se
obtiene

log(22n) = 2n log 2 ≥ ϑ(2n)− ϑ(n).

De esta manera, para todo x ≥ 1 se cumple que

ϑ(2x)− ϑ(x) ≤Mx,

en donde M = 2(log 2 + 1). Por lo cual,

ϑ(x)− ϑ(
x

2
) ≤ Mx

2
,

ϑ(
x

2
)− ϑ(

x

4
) ≤ Mx

4
,

ϑ(
x

4
)− ϑ(

x

8
) ≤ Mx

8
, . · · ·

Al sumar los términos de la desigualdad de manera vertical se obtiene

ϑ(x) ≤ xM

∞∑
j=1

1

2j
= Mx x ≥ 1.
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Proposición 12. Si σ ≥ 1 entonces ζ(s) 6= 0 y además

Φ(s)− 1

s− 1

se extiende anaĺıticamente en el semiplano σ ≥ 1.

Demostración. Por la Proposición 7 se tiene que∣∣∣∣ 1

ζ(s)

∣∣∣∣ =
∏
p

∣∣∣∣1− 1

ps

∣∣∣∣
≤

∏
p

(1 +
1

pσ
)

≤
∏
p

(1 +
1

pσ
+

1

p2σ
+ · · ·)

=
∏
p

1

1− p−σ
= ζ(σ) <∞, por la Proposición 2.

Y aśı, para σ > 1, ζ(s) 6= 0. Ahora, evaluando el logaritmo de ζ(s) en la rama −π <
arg ζ(s) < π, se obtiene

log ζ(s) = log
∏
p

(1− 1

ps
)−1

= −
∑
p

log(1− 1

ps
);

Por la Proposición 7, para σ > 1 el producto |
∏

p 1/(1−p−s)| converge uniformemente,
aśı, por la derivada logaŕıtmica del producto infinito de funciones anaĺıticas, se tiene

−ζ
′(s)

ζ(s)
=

∑
p

d

ds
log(1− 1

ps
)

=
∑
p

p−s log p
ps−1
ps

=
∑
p

log p

ps − 1
.
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Por otro lado ∑
p

log p

ps − 1
=

∑
p

ps log p

ps(ps − 1)

=
∑
p

ps log p+ log p− log p

ps(ps − 1)

=
∑
p

(ps − 1) log p+ log p

ps(ps − 1)

=
∑
p

[
log p

ps
+

log p

ps(ps − 1)
].

Por ende

−ζ
′(s)

ζ(s)
=

∑
p

log p

ps − 1

= Φ(s) +
∑
p

log p

ps(ps − 1)
.

De la Proposición 6 se observa que Φ(s) converge absolutamente. Ahora se demostrará
que para σ > 1

2 ∑
p

log p

ps(ps − 1)

converge absolutamente. Para ello, obsérvese que

|ps − 1| ≥ |ps| − 1 = |pσ| − 1 >
pσ

10
.

Ahora, tomando inversos,

10

pσ
>

1

|ps − 1|
.

Y por lo tanto, ∑
p

∣∣∣∣ log p

ps(ps − 1)

∣∣∣∣ =
∑
p

log p

|ps||ps − 1|
≤ 10

∑
p

log p

p2σ
.
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Por el Lema 5 esta serie converge para σ > 1
2

aśı, por el Teorema de Convergencia
Anaĺıtica, la serie

F (s) :=
∑
p

log p

ps(ps − 1)

representa una función anaĺıtica en el semiplano σ > 1
2
.

Φ(s) = −ζ
′(s)

ζ(s)
−
∑
p

log p

ps(ps − 1)
= −ζ

′(s)

ζ(s)
− F (s).

De la proposición 8, se tiene que la función h(s) := ζ(s)− 1
s−1

es anaĺıtica en σ > 0.

Despejando ζ(s)

ζ(s) =
1

s− 1
+ h(s).

Sea H(s) = (s− 1)h(s), entonces

h(s) =
(s− 1)h(s)

s− 1
=
H(s)

s− 1
,

donde

ζ(s) =
1

s− 1
(1 +H(s)).

Haciendo G(s) = 1 +H(s), queda

ζ(s) =
G(s)

s− 1

y aśı ζ(s) ha quedado expresada como producto de funciones, aplicando logaritmo nos
queda

log ζ(s) = log(
G(s)

s− 1
) = logG(s)− log(s− 1).
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Si derivamos, entonces

−ζ
′(s)

ζ(s)
=

1

s− 1
− G′(s)

G(s)
;

por lo que

Φ(s) =
1

s− 1
− G′(s)

G(s)
− F (s).

De esta forma Φ(s) se extiende meromórficamente al semiplano σ > 1
2
. Es decir Φ(s)

es anaĺıtica en σ > 1
2

salvo s = 1 que es un polo simple de ζ(s) y aquellos puntos en
donde ζ(s) = 0, esto es en sus respectivos polos. Ahora veamos que s = 1 es el único
polo de ζ(s)

Como ζ(s) es anaĺıtica en σ > 1, entonces por el Principio de Reflexión de Schwartz
(ver [Tit91], página 155) ζ(s) = ζ(s̄).

Consecuentemente, si ρ es un cero de ζ(s) entonces ρ̄ también lo es. Supóngase que
ζ(s) tiene un cero de orden µ en s1 = 1± iα y un cero de orden ν en s2 = 1± 2iα.

Por lo que

ĺım
ε→0

εΦ(1 + ε) = ĺım
ε→0

ε

1 + ε− 1
− ĺım

ε→0
ε
G′(1 + ε)

G(1 + ε)
− ĺım

ε→0
εF (1 + ε)

= ĺım
ε→0

ε

ε
= 1

ya que el segundo y tercer ĺımite se anulan, pues G(1) = 1 6= 0 y F (s) es anaĺıtica en
σ > 1

2
. Además por definición ζ(x) = (s − s1)µg(s) para una función g(s) anaĺıtica y

no cero en s1, por lo que ζ ′(s) = µ(s− s1)µ−1g(s) + (s− s1)µg′(s), de esta manera

ĺım
ε→0

εΦ(1 + ε+ iα) = ĺım
ε→0
−εζ

′(1 + ε+ iα)

ζ(1 + ε+ iα)
− ĺım

ε→0
εF (1 + ε+ iα)

= − ĺım
ε→0

ε
µ

1 + ε+ iα− s1

− ĺım
ε→0

εF (1 + ε+ iα)

= −µ.

De la misma manera, se puede proceder con s2 y aśı

ĺım
ε→0

εΦ(1 + ε+ 2iα) = −ν.
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Por la definición 3, se tiene

2∑
r=−2

(
4

2 + r

)
Φ(1 + ε+ irα) =

2∑
r=−2

(
4

2 + r

)∑
p

log p

p1+ε+irα

=
∑
p

log p

p1+ε

2∑
r=−2

(
4

2 + r

)
1

pirα

=
∑
p

log p

p1+ε
(6 + 4(

1

piα
+

1

p−iα
) + (

1

p2iα
+

1

p−2iα
)

multiplicando por 2/2 y haciendo piα = eiα log p se tiene

2
∑
p

log p

p1+ε
(3 + 4 cos(α log p) + cos(2α log p))

= 4
∑
p

log p

p1+ε
(1 + cos(α log p))2 ≥ 0,

pues

3 + 4 cos θ + cos 2θ = 3 + 4 cos θ + cos2 θ − sin2 θ

= 3 + 4 cos θ + 2 cos2 θ − 1

= 2(1 + cos θ)2

≥ 0.

De esta manera

2∑
r=−2

(
4

2 + r

)
Φ(1 + ε+ irα) ≥ 0.

Multiplicando por ε y tomando el ĺımite cuando ε→ 0 se obtiene

−ν − 4µ+ 6− 4µ− ν =

(
4

0

)
ĺım
ε→0

εΦ(1 + ε− 2iα) +

(
4

1

)
ĺım
ε→0

εΦ(1 + ε− iα)

+

(
4

2

)
ĺım
ε→0

εφ(1 + ε) +

(
4

3

)
ĺım
ε→0

εΦ(1 + ε+ iα) +

(
4

4

)
ĺım
ε→0

εΦ(1 + ε+ 2iα) ≥ 0,

aśı 6 ≥ 8µ + 2ν ≥ 8µ. Dado que µ es u entero no negativo, entonces solo queda que
µ = 0. Por lo tanto ζ(1 + iα) 6= 0, aśı el único polo de Φ(s) es s = 1 que es un polo
simple, de donde Φ(s)− 1/(s− 1) es anaĺıtica en σ ≥ 1.
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2.2.2 El Teorema de los Números Primos

En esta parte se utilizarán las propiedades de la función Φ(s), obtenidas anteriormente,
además del Teorema Anaĺıtico de Newman, demostrado en la sección 2.1.

Observación 13. Sea σ > 1. Entonces si x = et

g(s) =

∫ ∞
0

f(et)e−stdt =

∫ ∞
1

f(x)

xs+1
dx.

Proposición 14. Se cumple que la integral
∫∞

1
ϑ(x)−x
x2

es convergente.

Demostración. Para n primo se cumple que ϑ(n)− ϑ(n− 1) = log n, por otro lado, si
n no es primo ϑ(n)− ϑ(n− 1) = 0, por esto y recordando la Definición 3, se tiene que
para σ > 1

Φ(s) =
∑
p

log p

ps
=
∞∑
n=2

1

ns
(ϑ(n)− ϑ(n− 1)).

Nótese que ϑ(1) = 0 y
∑∞

n=2
ϑ(n)
ns

=
∑∞

n=2
ϑ(n−1)
(n−1)s

− ϑ(1) =
∑∞

n=2
ϑ(n−1)
(n−1)s

; aśı

∞∑
n=2

1

ns
(ϑ(n)− ϑ(n− 1)) = −

∞∑
n=2

(
1

ns
− 1

(n− 1)s
)ϑ(n− 1)

= s
∞∑
n=2

ϑ(n− 1)

∫ n

n−1

dx

xs+1

= s
∞∑
n=2

∫ n

n−1

ϑ(x)

xs+1
dx

= s

∫ ∞
1

ϑ(x)

xs+1
dx.

Entonces, recopilando:

1

s
Φ(s) =

∫ ∞
1

ϑ(x)

xs+1
dx.

Y aśı

1

s
Φ(s)− 1

s− 1
=

∫ ∞
1

ϑ(s)

xs+1
−
∫ ∞

1

dx

xs

=

∫ ∞
1

ϑ(x)− x
xs+1

dx.
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Puesto que la función ϑ(x)− x está acotada y es integrable; y la función 1
s
Φ(s)− 1

s−1

es anaĺıtica en el semiplano cerrado σ ≥ 1, entonces el Teorema Anaĺıtico de Newman
implica que la integral ∫ ∞

1

ϑ(x)− x
x2

dx

converge. �

Proposición 15. La función ϑ(x) satisface

ĺım
x→∞

ϑ(x)

x
= 1.

Demostración. Por contradicción. Supóngase que existe λ > 1 tal que ϑ(x)/x ≥ λ, para
x arbitrariamente grandes. Dado que ϑ(x) es creciente, entonces ϑ(t) ≥ ϑ(x) ≥ λx si
x ≤ t ≤ λx.

De esta manera ∫ λx

x

ϑ(t)− t
t2

dt ≥
∫ λx

x

λx− t
t2

dt.

Si se hace t = xu, se obtiene∫ λx

x

ϑ(t)− t
t2

dt ≥
∫ λ

1

λx− xu
(ux)2 xdu =

∫ λ

1

λ− u
u2

du > 0

Pues λ > log λ + 1 para λ > 1. Sin embargo, el resultado de la integral contradice
el Criterio de Cauchy para integrales impropias. De esta manera no existe λ tal que
ϑ(x)
x
≥ λ para x arbitrariamente grande.

Por otro lado, si ϑ(x) ≤ λx, para valores arbitrariamente grandes de x y λ < 1, entonces∫ x

λx

ϑ(t)− t
t2

dt ≤
∫ 1

λ

λx− xu
(ux)2 xdu =

∫ 1

λ

λ− u
u2

du < 0

que también contradice el Criterio de Cauchy. �

Ahora se hará uso de la Proposición 15 para demostrar el Teorema de los Números
Primos.
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Teorema de los Números Primos. Sea π(x) la función contadora de los primos
menores o iguales que x, entonces se cumple

ĺım
x→∞

π(x)

x/ log x
= 1.

Demostración. Para comenzar la prueba es importante notar que

ϑ(x) =
∑
p≤x

log p

≤
∑
p≤x

log x

= π(x) log x.

Por otro lado, para toda ε > 0,

ϑ(x) ≥
∑

x1−ε≤p≤x

log p

≥
∑

x1−ε≤p≤x

(1− ε) log x

= (1− ε) log x[π(x)− π(x1−ε)]

≥ (1− ε) log x[π(x)− x1−ε].

De donde, tomando la primera y segunda desigualdad

ϑ(x)

log x
≤ π(x) ≤ ϑ(x)

(1− ε) log x
+ x1−ε,

multiplicando por log x y dividiendo por x, se obtiene

ϑ(x)

x
≤ π(x) log x

x

≤ ϑ(x)

x

1

(1− ε)
+

log x

xε
.

Tomando ĺımite inferior en la primera igualdad y ĺımite superior en la segunda igualdad

1 ≤ ĺım inf
x→∞

π(x) log x

x

≤ ĺım sup
x→∞

π(x) log x

x

≤ 1

(1− ε)
.
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Haciendo ε→ 0

ĺım inf
x→∞

π(x) log x

x
= ĺım sup

x→∞

π(x) log x

x
.

De donde, el ĺımite que buscamos existe y por Teorema del sándwich es igual a uno, es
decir

ĺım
x→∞

π(x)

x/ log x
= 1.

Lo cual termina la demostración del Teorema de los Números Primos.

2.3 Aplicación a una versión débil del Teorema de

Wiener-Ikeraha

En está sección se demostrará una versión débil del Teorema de Wienner e Ikehara.

Versión débil del Teorema de Wiener e Ikehara. Sea f(x) una función monótona
no decreciente definida para x ≥ 1 tal que f(x) = O(x). Sea

g(s) =

∫ ∞
1

f(x)x−s−1dx

definida para Re(s) > 1. Sea c 6= 0 de tal manera que

g(s)− c

s− 1

admite una extensión anaĺıtica al semiplano cerrado R(s) ≥ 1. Entonces se cumple que

ĺımx→∞
f(x)
x

= c.

Demostración. Sea

F (t) = e−tf(et)− c.

Entonces F está acotada en todo 0 < t < ∞ y es integrable en cada subintervalo
cerrado de su dominio. Sea G(s) la Transformada de Laplace de F (t), aśı tenemos

G(s) =

∫ ∞
0

(e−tf(et)− c)e−stdt; haciendo et = x

=

∫ ∞
1

f(x)x−s−2dx− c

s

= g(s+ 1)− c

s
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es bien definida en Re(s) > 0, además de que por hipótesis la parte derecha admite una
extensión anaĺıtica en el semiplano cerrado Re(s) ≥ 0. De esta manera, por el Teorema
Anaĺıtico de Newman y haciendo t = log x la integral impropia

G(0) =

∫ ∞
0

(e−tf(et)− c)dt =

∫ ∞
1

f(x)− cx
x2

dx

converge.

Supóngase ahora que ĺımx→∞f(x)/x > c, entonces existe un número δ > 0, tal que
para un y arbitrariamente grande se cumple f(y) > (c + 2δ)y. De esta manera, para
toda x tal que

y < x < y
c+ 2δ

c+ δ
entonces f(x) > f(y) > (c+ 2δ)y > (c+ δ)x.

Puesto que f es monótona no decreciente. Dado que∫ y c+2δ
c+δ

y

f(x)− cx
x2

dx >

∫ y c+2δ
c+δ

y

δx

x2
dx

=

∫ y c+2δ
c+δ

y

δ

x
dx

= δ · log(
c+ 2δ

c+ δ
)

esta desigualdad se cumple para una infinidad de valores de y arbitrariamente grandes,
se obtiene una contradicción ya que la integral converge. De esta manera

ĺımx→∞
f(x)

x
≤ c.

Por otro lado, si ĺımx→∞f(x)/x < c, entonces existe δ > 0 tal que para una infinidad
de valores de y arbitrariamente grandes se cumple f(y) < (c − 2δ)y (con c − 2δ > 0).
Aśı, para todo x tal que

y
c− 2δ

c− δ
< x < y entonces f(x) < f(y) < (c− 2δ)y < (c− δ)x.

Aśı, se llega a una contradicción análoga y, por lo tanto,

ĺım
x→∞

f(x)

x
= c.
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2.4 Demostración del Teorema de Wiener-Ikehara

A continuación se enunciará y demostrará el Teorema de Wiener-Ikehara, la demos-
tración de este teorema se encuentra en [Cha68] (páginas 124-128) y en [Bal08], es
importante mencionar que en esta demostración se hará uso del Lema de Riemman
Lebesgue cuyo enunciado y posterior demostración se pueden encontrar más adelante
dentro de las paginas de esta tesis. La diferencia entre el Teorema de Wiener-Ikehara
y la versión débil del teorema demostrada por Hlawka se discutirán en la conclusión.

Pero antes se demostrará un lema que será de ayuda para el teorema.

Lema 16. Sea g una función anaĺıtica en σ ≥ 0. Entonces g(σ+ it) converge uniforme-
mente a g(it) en [−λ, λ], conforme σ → 0, en donde λ es una constante real positiva.

Demostración. Sin pérdida de generalidad supónganse λ = 1. Para t ∈ [−1, 1], sea θt =
{s : |s− it| < δt/2} en donde δt, es tal que si |s− it| < δt entonces |f(s)− f(it)| < ε/2.
Sea At1 , At2 , ..., Atn una cubierta de [−1, 1]. Sea δ = mı́n{δtj/2}. Sea t ∈ [−1, 1] y tj tal
que t ∈ δtj . Si 0 ≤ σ ≤ δ entonces

|σ + it− itj| ≤ |σ|+ |it− itj| < δ +
δtj
2
≤ δtj .

Y aśı

|g(σ + it)− g(it)| ≤ |g(σ + it)− g(itj)|+ |g(itj)− g(it)|

≤ ε

2
+
ε

2
= ε.

Teorema de Wiener-Ikehara. Sea A(x) una función no negativa y no decreciente,
definida para 0 ≤ x ≤ ∞. Sea

f(s) =

∫ ∞
0

A(x)e−xsdx, s = σ + it,

suponga que f es anaĺıtica en σ ≥ 1, excepto por un polo simple en s = 1, con residuo
1. Entonces

ĺım
x→∞

e−xA(x) = 1.

Demostración. Para este teorema se considerarán dos partes, pero antes de eso, sea

B(x) = e−xA(x).

Primera parte. Para σ > 1 se tiene

f(s) =

∫ ∞
0

A(x)e−xsdx y
1

s− 1
=

∫ ∞
0

e−(s−1)xdx,
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de esta manera

f(s)− 1

s− 1
=

∫ ∞
0

(B(x)− 1)e−(s−1)xdx, σ > 1.

Para cada ε > 0 sean

g(s) = f(s)− 1

s− 1
y gε(t) = g(1 + ε+ it)

entonces g es anaĺıtica para σ ≥ 1 por la hipótesis respecto a f .

Para λ > 0, se tiene

1

2

∫ 2λ

−2λ

gε(t)

(
1− |t|

2λ

)
eiytdt

=
1

2

∫ 2λ

−2λ

(
1− |t|

2λ

)
eiyt
(∫ ∞

0

(B(x)− 1)e−(ε+it)xdx

)
dt. (2.3)

Buscamos cambiar el orden de integración en (2,2), para ello obsérvese que |gε(t)| =
|
∫∞

0
(B(x)−1)e−(ε+it)dx| ≤

∫∞
0
|(B(x)−1)e−(ε+it)|dx ≤

∫∞
0
|(B(x))e−ε+it|dx = |(A(x)e−(1+ε+it)|dx =

A(x))e−(1+ε+it)dx <∞, puesto que 1 + ε > 1.
Por otro lado, por el Lema 16 gε(t) → g(1 + it), conforme ε → 0 en −2λ ≤ t ≤ 2λ y
aśı gε(t) es anaĺıtica en [−2λ, 2λ], por lo que el valor absoluto en (2.2) converge y por
el Teorema de Fubini podemos cambiar el orden de integración.

1

2

∫ 2λ

−2λ

gε(t)

(
1− |t|

2λ

)
eiytdt =

1

2

∫ 2λ

−2λ

(
1− |t|

2λ

)
eiyt
(∫ ∞

0

(B(x)− 1)e−(ε+it)xdx

)
dt

=

∫ ∞
0

(B(x)− 1)e−εx
(∫ 2λ

−2λ

1

2

(
1− |t|

2λ

)
ei(y−x)tdt

)
dx

=

∫ ∞
0

(B(x)− 1)e−εx
sin2 λ(y − x)

λ(y − x)2
dx. (2.4)

El Teorema de Convergencia Dominada de Lebesgue [Apo76] (página 330, teorema
10.27) implica

ĺım
ε→0

∫ ∞
0

e−εx
sin2 λ(y − x)

λ(y − x)2
dx =

∫ ∞
0

sin2 λ(y − x)

λ(y − x)2
dx. (2.5)

Por otro lado, dado que el integrando es no negativo y creciente cuando ε→ 0, enton-
ces el Teorema de Levi para convergencia monótona de funciones integrables [Apo76]
(página 327, teorema 10.24) implica

ĺım
ε→0

∫ ∞
0

B(x)e−εx
sin2 λ(y − x)

λ(y − x)2
dx =

∫ ∞
0

B(x)
sin2 λ(y − x)

λ(y − x)2
dx. (2.6)

De esta manera, por (2.3),(2.4) y (2.5), se obtiene

1

2

∫ 2λ

−2λ

gε(t)

(
1− |t|

2λ

)
eiytdt =

∫ ∞
0

B(x)
sin2 λ(y − x)

λ(y − x)2
dx−

∫ ∞
0

sin2 λ(y − x)

λ(y − x)2
dx. (2.7)
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Si y →∞, puesto que gε(t)(1− |t|/2λ) es integrable en [−2λ, 2λ], entonces el corolario
3.1.1 (página 37) implica que el lado izquierdo de la igualdad tiende a cero, mientras
que en el segundo termino del lado derecho, haciendo v = λ(y − x) se obtiene

ĺım
y→∞

∫ ∞
0

sin2 λ(x− y)

λ(x− y)2
dx = ĺım

y→∞

∫ λy

−∞

sin2 v

v2
dv = π

y aśı

ĺım
y→∞

∫ λy

−∞
B
(
y − v

λ

) sin2 v

v2
dv = π (2.8)

Esto concluye la primera parte.

Segunda parte. Considérese dos números positivos a y λ tal que y > a/λ. De (2.7)
se obtiene

ĺım sup
y→∞

∫ a

−a
B
(
y − v

λ

) sin2 v

v2
dv ≤ π.

Como A(u) = B(u)eu es no decreciente, entonces para −a ≤ v ≤ a

ey−
a
λB
(
y − a

λ

)
≤ ey−

v
λB
(
y − v

λ

)
,

de esta manera

B
(
y − v

λ

)
≥ e

v−a
λ B

(
y − a

λ

)
≥ e−

2a
λ B

(
y − a

λ

)
.

Aśı

e−
2a
λ

∫ a

−a

sin2 v

v2
dv ĺım sup

y→∞
B(y − a

λ
) ≤ π.

Supóngase que a→∞ y λ→∞ tal que a/λ→ 0. Entonces∫ ∞
−∞

sin2 v

v2
dv ĺım sup

y→∞
B(y) ≤ π,

que es π ĺım supy→∞B(y) ≤ π. Es decir ĺım supy→∞B(y) ≤ 1.

Ahora nótese que |B(x)| ≤ C, para alguna constante C, pues B es no negativa y
acotada superiormente. Sean a y λ dos números positivos fijos, entonces∫ λy

−∞
B
(
y − v

λ

) sin2 v

v2
dv

≤ C

[∫ −a
−∞

+

∫ ∞
a

]
sin2 v

v2
dv +

∫ a

−a
B
(
y − v

λ

) sin2 v

v2
dv. (2.9)
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De un razonamiento anterior, para −a ≤ v ≤ a se tiene

B
(
y − v

λ

)
≤ e

2a
λ B

(
y +

a

λ

)
.

Y aśı ∫ a

−a
B
(
y − v

λ

) sin2 v

v2
dv ≤ B

(
y +

a

λ

)
e

2a
λ

∫ a

−a

sin2 v

v2
dv (2.10)

ya que ĺım infy→∞B(y + a/λ) = ĺım infy→∞B(y) de (2.7),(2.8) y (2.9) se obtiene

π ≤ C

[∫ −a
−∞

+

∫ ∞
a

]
sin2 v

v2
dv + e

2a
λ

∫ a

−a

sin2 v

v2
dv ĺım inf

y→∞
B(y).

Si a→∞, λ→∞ y a/λ→ 0, se obtiene

π ≤ π ĺım inf
y→∞

B(y).

que es

1 ≤ ĺım inf
y→∞

B(y) (2.11)

De esta manera, por (2.7) y (2.10) se llega a

ĺım
x→∞

B(x) = ĺım
x→∞

e−xA(x) = 1



Caṕıtulo 3

Teorema tauberiano de Erdős,
Feller y Pollard (ERP)

En este caṕıtulo se analizará y demostrará el Teorema de Erdős, Feller y Pollard,
utilizando la demostración de Mark. A. Pinsky que se puede encontrar en [Pin76];
sin embargo, antes se demostrará el Lema de Riemann Lebesgue, pues este lema es
importante en la demostración de Pinsky. Por último se dará una pequeña introducción
a las cadenas de Markov, para concluir con la demostración del Teorema Ĺımite de las
cadenas de Markov.

3.1 Lema de Riemann Lebesgue

En esta parte se demostrará el Lema de Riemann Lebesgue que proporcionará una
extraordinaria ayuda al momento de demostrar el Teorema Tauberiano de Erdős Fellerd
y Pollard.
Consideremos una notación importante: Designaremos por L(I) al conjunto de todas
las funciones integrables según Lebesgue en el intervalo I.

Lema de Riemann Lebesgue. Supóngase que f ∈ L(I). Entonces para cada número
real β se tiene

ĺım
α→∞

∫
I

f(t) sin(αt+ β)dt = 0. (3.1)

Demostración. Si f es la función caracteŕıstica en un intervalo compacto [a, b], se tiene

∣∣∣∣∫ b

a

sin(αt+ β)dt

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣cos(aα + β)− cos(bα + β)

α

∣∣∣∣ ≤ 2

α
, si α > 0.

Por otro lado, si f es constante en (a, b) y cero fuera de [a, b], la desigualdad también
se cumple, independientemente de los valores de f(a) y f(b). De esta manera (3.1) es
válido también para funciones escalonadas.
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Ahora, sea ε > 0, entonces existe una función escalonada s tal que g = f − s satisface
que

∫
I
|f −s| =

∫
I
|g| < ε

2
. Esto en virtud de la caracterización de funciones integrables

según Lebesgue que se puede encontrar en [Apo76] (página 322, teorema 10.19 (b)).
Además, como (3.1) es válida para funciones escalonadas, entonces existe un número
M > 0 tal que si α ≥M entonces∣∣∣∣∫

I

s(t) sin(αt+ β)dt

∣∣∣∣ ≤ ε

2
.

Aśı, si α ≥M se obtiene∣∣∣∣∫
I

f(t) sin(αt+ β)dt

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫
I

(f(t)− s(t)) sin(αt+ β)dt

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∫
I

s(t) sin(αt+ β)dt

∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∫
I

(f(t)− s(t))dt
∣∣∣∣+

ε

2

≤ ε

2
+
ε

2
= ε.

Por lo tanto,

ĺım
α→∞

∫
I

f(t) sin(αt+ β)dt = 0.

Antes de continuar se probará un corolario que nos ayudará en las demostraciones
que hacen uso del Lema de Riemann Lebesgue.

Corolario 3.1.1. Supóngase que f ∈ L(I). Entonces se cumple

(a) ĺımα→∞
∫
I
f(t) cos(αt)dt = 0.

(b) ĺımα→∞
∫
I
f(t)e−iαtdt = 0.

Demostración. Para (a) obsérvese que si β = π/2, entonces

ĺım
α→∞

∫
I

f(t) sin(αt+
π

2
)dt = ĺım

α→∞

∫
I

f(t)(sin(αt) cos(
π

2
) + cos(αt) sin(

π

2
))dt

= ĺım
α→∞

∫
I

f(t) cos(αt)dt

= 0.
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Para (b) se hará uso de la Fórmula de Euler y de (a), de esta manera

ĺım
α→∞

∫
I

f(t)e−iαt = ĺım
α→∞

∫
I

f(t) cos(αt)− i sin(αt)

= ĺım
α→∞

∫
I

f(t) cos(αt)− i ĺım
α→∞

∫
I

f(t) sin(αt)

= 0.

3.2 Demostración de Pinsky del Teorema Taube-

riano de Erdős, Feller y Pollard

En esta sección se demostrará el Teorema Tauberiano de Erdős, Feller y Pollard; la
demostración se puede encontrar en [Pin76]. Por otro lado, este importante resultado
se utilizará para demostrar el Teorema del Ĺımite de Cadenas de Markov contables.

Teorema Tauberiano de Erdős, Feller y Pollard. Sean {un}n≥0, {fn}n≥1 secuen-
cias de números reales, tales que

fn ≥ 0,
∞∑
1

fn = 1,
∞∑
1

nfn = m <∞; (3.2)

u0 = 1, un = fn + fn−1u1 + · · ·+ f1un−1, (n ≥ 1); (3.3)

El m.c.d. de {n : fn > 0} es 1; (3.4)
∞∑
1

(n log n)fn <∞. (3.5)

Entonces ĺımn→∞ un = 1/m.

Demostración. Primeramente def́ınanse las siguientes funciones generadoras:

U(s) =
∞∑
0

uns
n, F (s) =

∞∑
1

fns
n, (3.6)

donde s es un número complejo y |s| < 1. De (3.3), se obtiene

U(s)(1− F (s)) = U(s)− F (s)U(s)

=
∞∑
0

uns
n − F

∞∑
1

fns
n

∞∑
0

uns
n

=
∞∑
0

uns
n − (

∞∑
0

uns
n − 1)

= 1;
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por lo tanto, las ecuaciones en (3.6) están conectadas por la relación

U(s) =
1

1− F (s)
, |s| < 1. (3.7)

De (3.2) y (3.3) se sigue que las únicas ráıces de F (s) = 1 se encuentran en s = 1. Para
ver esto, supóngase que existe eiθ con 0 < θ < 2π tal que F (eiθ) = 1. De esta manera

∞∑
n=1

fn = 1 = F (eiθ) =
∞∑
n=1

fne
inθ =

∞∑
n=1

fn cos(nθ).

Pues la parte imaginara es cero. De esta manera cos(nθ) = 1 siempre que fn > 0.
De ah́ı que para todo n tal que fn > 0 se cumple que nθ = 2πvn, donde vn ∈ N por lo
tanto θ = 2πh/m donde h,m ∈ N y (h,m) = 1. De esta manera

mvn = m
nθ

2π
= nh

y m|n. Como 1 = m.c.d. {n : fn > 0} entonces m = 1. Aśı F (eiθ) = 1 solo si θ = 2πh,
con h ∈ Z.

Por otro lado por la ecuación integral de Cauchy

U(s) =
1

2πi

∮
U(z)

z − s
dz, de donde,

1

z − s
=

1

z

∞∑
n=0

s

z
,

por lo que

U(s) =
1

2πi

∮ ∞∑
n=0

U(z)sn

zn+1
dz

=
∞∑
n=0

1

2πi

∮
U(z)

zn+1
sndz

=
∞∑
0

uns
n.

De esta manera

un =
1

2πi

∮
U(z)

zn+1
dz. (3.8)

Considérese ahora

1

2πi

∮
(1− s)−1

msn+1
ds =

1

m

1

2πi

∮ ∑∞
j=0 s

j

sn+1
ds

=
1

m

∞∑
j=0

1

2πi

∮
sj−n−1ds.
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Sea s = reiθ con −π ≤ θ ≤ π y ds = ireiθdθ, entonces

1

m

∞∑
j=0

1

2π

∫ π

−π
(reiθ)j−n−1reiθdθ =

1

m

∞∑
j=0

1

2π
rj−n

∫ π

−π
eiθ(j−n)dθ.

Nótese que la integral es cero excepto en donde j = n, en cuyo caso es igual a 2π y
toda la operación es igual a 1/m; de donde,

1

m
=

1

2πi

∮
(1− s)−1

msn+1
ds, (3.9)

integrando sobre el ćırculo s = reiθ, r < 1. Para poder continuar con la demostración,
primero hay que tener en cuenta la siguiente observación:

Lema 3.2.1. Bajo la condición de (3,5), 1/(1− F (eiθ))− 1/(m(1− eiθ)) es integrable
en [−π, π].

Demostración. Como la función es continua para θ 6= 0, es suficiente probar su inte-
grabilidad en [−δ, δ] para algún δ > 0. Sea rn =

∑∞
j=n+1 fj, R(s) =

∑∞
0 rns

n entonces

R(s)(1− s) = R(s)−R(s)s

=
∞∑
n=0

rns
n −

∞∑
n=0

rns
n+1

=
∞∑
n=0

rns
n −

∞∑
n=1

rn−1s
n

= r−1 +
∞∑
n=0

rns
n −

∞∑
n=0

rn−1s
n

= r−1 +
∞∑
n=0

(rn − rn−1)sn = r−1 −
∞∑
0

fns
n,

considerando f0 = 0, se tiene entonces que r−1 =
∑∞

0 fn = 1 y por lo tanto

R(s) =
1− F (s)

1− s
,

de esta manera
1

1− F (s)
− 1

m(1− s)
=

1

(1− s)R(s)
− 1

m(s− 1)

=
m−R(s)

mR(s)(s− 1)

=
R(1)−R(s)

m(1− F (s))

=
R(s)−R(1)

m(F (s)− 1)

=

[
1− s

(1− F (s))m

] [
R(s)−R(1)

s− 1

]
.
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Donde el primer factor es continuo y no nulo en una vecindad de s = 1. Para verificar
la integrabilidad del segundo factor, véase que

R(eiθ)−R(1)

eiθ − 1
=
∞∑
n=0

rncn(θ), (3.10)

donde

cn(θ) =
1− einθ

1− eiθ

=
e
inθ
2 (e

inθ
2 − e− inθ2 )

e
iθ
2 (e

iθ
2 − e− iθ2 )

= ei(n−
1
2

)θ sin(nθ
2

)

sin( θ
2
)
.

Por lo tanto,∫ δ

−δ
|cn(θ)| dθ =

∫ δ

−δ

∣∣∣∣∣sin(nθ
2

)

sin( θ
2
)

∣∣∣∣∣ dθ
≤ K1

∫ δ

0

∣∣∣∣∣sin(nθ
2

)

θ

∣∣∣∣∣ dθ
= K2

∫ nδ
2

0

∣∣∣∣sinφφ
∣∣∣∣ dφ = K2

n−1∑
k=0

∫ (k+1)δ
2

kδ
2

∣∣∣∣sinφφ
∣∣∣∣ dφ

≤ K2

n−1∑
k=0

∫ (k+1)δ
2

kδ
2

∣∣∣∣1φ
∣∣∣∣ dφ = K2

n−1∑
k=0

∫ (k+1)δ
2

kδ
2

1

φ
dφ

= K2

n−1∑
k=0

(
log(

(k + 1)δ

2
)− log(

kδ

2
)

)

≤ K2

n−1∑
k=0

(
log(

(k + 1)δ

2
)

)
≤ K log n.
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Aśı por (3.5)

∞∑
n=0

∫ δ

−δ
|rncn(θ)| dθ ≤ K2

∞∑
n=0

rn log n

≤ K2

∞∑
n=0

∞∑
k=n+1

fk log n

= K2

∞∑
k=2

k−1∑
n=1

fk−1 log n

≤ K3

∞∑
k=1

(k log k)fk

< ∞.

Por lo tanto, se ha probado que (3,10) representa una función integrable en [−δ, δ], que
es lo que se buscaba.

Por último, obsérvese que |U(s)| es acotada en s = reiθ, r < 1. De modo que si se resta
(3.9) de (3.8) y se hace r → 1, entonces por El Teorema de Convergencia Dominada
de Lebesgue [Apo76] (página 330, teorema 10.27) se obtiene

un −
1

m
=

1

2π

∫ π

−π

[
1

1− F (eiθ)
− 1

m(1− eiθ)

]
e−inθdθ. (3.11)

Donde el integrando es una función integrable de [−π, π]. Y además se ha escrito
un − 1/m como una función integrable multiplicada por e−inθ, de esta manera, por el
Corolario 3.1.1, haciendo n → ∞, obtenemos que un − 1/m → 0, que es lo que se
buscaba.

3.3 Conceptos básicos sobre cadenas de Markov

En esta sección se hará un repaso de algunas definiciones básicas de cadenas de Markov,
aśı como algunos resultados importantes para la subsecuente demostración del teoremas
del ĺımite de cadenas de Markov.

Sea S un conjunto numerable. Para fines de la tesis, se considerará de aqúı en adelante
a S como un subconjunto de números enteros.

Definición 3.3.1. Sea (Ω,F ,P) un espacio de probabilidad. Para cada n ∈ N ∪ {0}
sea Xn : Ω → S una variable aleatoria. La sucesión {Xn} es una cadena de Markov
con espacio de estados S ⊂ Z, si para cualesquiera n ∈ N ∪ {0} y x0, x1, .., xn, s ∈ S,
se cumple que

P{Xn+1 = s|X0 = x0, ..., Xn = xn} = P{Xn+1 = s|Xn = xn}.
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Es decir la probabilidad de que ocurra el evento Xn+1 = s solo depende de la proba-
bilidad del evento anterior. Se dice que {Xn} es una cadena homogénea si para todo
n ∈ N ∪ {0} y para todos los ı́ndices i, j ∈ S

P{Xn+1 = j|Xn = i} = P{X1 = j|X0 = i}.

La probabilidad de transición del estado i al estado j se denota como

pij = P{Xn+1 = j|Xn = i}.

La matriz

P =


p11 p12 p13 . . .
p21 p22 p23 . . .
p31 p32 p33 . . .
...

...
...


se llama matriz de transición de la cadena {Xn}. Nótese que los renglones de P suman
1. Una matriz cuyos renglones suman 1, se llama matriz estocástica.

Si los renglones y las columnas de una matriz suman 1, se dice que la matriz es doble-
mente estocástica. Para n ∈ N ∪ {0}, sea

pn =

p1(n)
p2(n)

...


el vector columna con entradas pj(n) = P{Xn = j}, para j ∈ S. Para designar al
vector p0 se utilizará π, mediante πj se denotan a los elementos del vector π. Con este
vector queda especificada la distribución inicial de la cadena de Markov. Se denotará
por Pi{A} a P{A|X0 = i} para cada A ∈ F . Aplicando la fórmula de la probabilidad
total, se obtiene

pj(n+ 1) = p1(n)p1j + p2(n)p2j + ... =
∑
i∈S

pi(n)pij

que en términos matriciales se ve como pT
n+1 = pT

nP en donde pT
n es la transpuesta de

pn.

Definición 3.3.2. La matriz de transición después de n pasos Pn es la matriz cuyas
entradas son pij(n) = Pi{Xn = j}.

Definición 3.3.3. Se dice que un estado es absorbente si pii = 1.

Ejemplo 3.3.4. (Caso particular de caminata aleatoria). Supongamos un espacio de
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estados finito, en el cuál los incrementos de la caminata son Xn = ±1 y el primero y
último de los estados son absorbentes. Cuya matriz de transmisión está dada por

P =


1 0 0 0 . . . 0
q1 r1 p1 0 . . . 0
0 q2 r2 p2 . . . 0
...

...
...

...
...

0 0 0 0 . . . 1


en donde pi + ri + qi = 1. Para este ejemplo uno puede imaginarse caminado sobre un
segmento de la recta real, en el que cada paso es de tamaño 1 y se tienen tres opciones,
quedarse en su respectivo punto con probabilidad ri, ir para atrás con probabilidad
qi o ir hacia adelante con probabilidad pi; además si uno llega al inicio o al final del
segmento, entonces la única opción es quedarse ah́ı. Puesto que la probabilidad de
donde nos movamos solo requiere del punto anterior en el que estuvimos entonces Xn

es una Cadena de Markov.

Definición 3.3.5. El estado i ∈ S se llama recurrente si, con probabilidad 1 el proceso
{Xn} finalmente regresa al estado i cuando empieza en i, es decir,

Pi{∃n ≥ 1 : Xn = i} = 1.

En caso contrario, se dice que i es transitorio.

Definición 3.3.6. Se dice que el estado i se comunica con el estado j si

Pi{∃n ≥ 0 : Xn = j} > 0.

Es decir que la probabilidad de llegar al estado j, dado que comenzamos en el estado
i, es mayor que cero. Si i se comunica con j, entonces escribimos i→ j. Decimos que i
se intercomunica con j si i→ j y j → i. En este caso escribimos i↔ j.

Definición 3.3.7. Sea {Xn} una cadena de Markov con valores en S. El estado i ∈ S
se llama cero recurrente, si es recurrente y además

mi :=
∞∑
n=1

nfii(n) =∞.

Donde

fij = Pi{Xn = j,Xk 6= j para k = 1, 2, ..., n− 1}.

es la probabilidad de que en el estado i, la cadena visite al estado j por primera vez
en n pasos. El estado i ∈ S es positivo recurrente si es recurrente y además mi <∞.
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Definición 3.3.8. Sea {Xn} una cadena de Markov con espacio de estado S. Sean
i ∈ S y

d(i) = mcd{n ∈ N : pii(n) > 0}.

Donde mcd{n1, ..., n} es el máximo común divisor de los números enteros n1, ..., n. Si
d(i) = 1, entonces se dice que i es un estado aperiódico. Si d ≥ 2 entonces a i se le
llama estado periódico con periodo igual a d(i).

Definición 3.3.9. Un estado aperiódico y positivo recurrente se llama estado ergódico.

A continuación se enunciarán una serie de proposiciones y teoremas que no se demos-
trarán en está tesis, sin embargo sus respectivas demostraciones se pueden encontrar
en [Bal19].

Proposición 3.3.10 Supóngase que i, j ∈ S y que i ↔ j. Entonces las siguientes
afirmaciones son verdaderas.

(a) i es transitorio ⇔ j es transitorio.

(b) i es recurrente ⇔ j es recurrente.

(c) i es cero recurrente ⇔ j es cero recurrente.

(d) i es positivo recurrente ⇔ j es positivo recurrente.

(e) d(i) = d(j).

(f) i es ergódico ⇔ j es ergódico.

Definición 3.3.11. Sea {Xn} una cadena de Markov con espacio de estados S.

(a) Un conjunto C ⊂ S se dice que es cerrado si

P{∃ k ≥ n : Xk ∈ S − C|Xn ∈ C} = 0

se cumple para toda n ∈ N.

(b) Un conjunto C ∈ S se llama irreducible si para cualesquiera i, j ∈ C se cumple
que i↔ j.

Teorema 3.3.12. Supóngase que {Xn} es una cadena de Markov con espacio de estados
S numerable. Entonces

S = T ∪
N⋃
j=1

Cj
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en donde la unión es disjunta, T es el conjunto de los estados transitorios de S y cada
Cj es un conjunto de estados cerrado e irreducible.

De esta manera, la clasificación de estados de una cadena de Markov se define en el
diagrama 3.1

Espacio de estados S

Transitorio Recurrente

Cero recurrente Positivo recurrente

Periódico Aperiódico

Figura 3.1: Clasificación de estados

Definición 3.3.13. Se dice que una distribución π = (πj)j∈S es estacionaria si se
cumple que ∑

i∈S

πipij = πj

para toda j ∈ S.

Proposición 3.3.14. Supóngase que i, j ∈ S y que i ↔ j. Entonces i es positivo
recurrente si y sólo si j es positivo recurrente.

Antes de demostrar el teorema de comportamiento asintótico, se enunciará un último
teorema.

Teorema 3.3.15. Toda cadena de Markov que sea irreducible y positivo recurrente
tiene una única distribución estacionaria dada por

πj =
1

mj

.

Donde mj =
∑∞

n=1 nfii(n).

En particular, toda cadena finita e irreducible tiene una única distribución estacionaria.
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3.4 Aplicación del Teorema de Erdős, Fellerd y Po-

llard a las cadenas de Markov

Por último esta sección está dedicada a demostrar uno de los teoremas del ĺımite de
cadenas de Markov.

Teorema del ĺımite. Sea {Xn} una cadena de Markov irreducible, aperiódica y posi-
tivo recurrente. Se cumple que para cualesquiera i, j ∈ S,

ĺım
n→∞

pij(n) = πj

en donde πj = 1/mj.

Demostración. Primeramente obsérvese que

pij(n) = Pi{Xn = j}

=
n∑
k=1

fij(k)Pi{Xn = j|Xk = j}

=
n∑
k=1

fij(k)pjj(n− k).

Ahora, considérese el caso en que j = i, pn y fn se utilizarán en lugar de pjj(n) y fjj(n),
de está manera se obtienen los siguientes resultados

fn ≥ 0,
∞∑
n=1

fn = 1,
∞∑
n=0

nfn = m <∞; (3.12)

p0 = 1, pn = fn + fn−1p1 + ...+ f1pn−1; (3.13)

mcd{n ∈ N : fn > 0} es uno. (3.14)

La prueba estándar se puede encontrar en [EFP49], en la cual se hace un análisis de
las propiedades de pn en (3.13). Por otro lado en [Sto65] se hace una prueba diferente.

En está tesis se considerará la hipótesis adicional

∞∑
n=1

(n log n)fn <∞ (3.15)

De esta manera, haciendo uso del Teorema Tauberiano de Erdős, Feller y Pollard se
concluye que

ĺım
n→∞

pn = πj =
1

mj

. (3.16)

Por otro lado, considérese el caso en que j 6= i, sean
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Tj = mı́n{n > 0 : Xn = j}, uk = P{Tj = k|X0 = i}.

De este modo,

pij(n) =
n∑
k=1

ukpjj(n− k).

Dado que i↔ j, se tiene que

1 =
∞∑
k=1

uk = P{Xk = j para alguna k ≥ 1|X0 = i}.

Sean 0 < ε < 1 y N tal que

∞∑
k=N+1

uk ≤
ε

4
y |pjj(n)− πj| ≤

ε

2
.

Para cada n ≥ N . Supóngase ahora que n ≥ 2N , de está manera

|pij(n)− πj| =

∣∣∣∣∣
∞∑
k=1

ukpij(n− k)− πj

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
n−N∑
k=1

uk(pij(n− k)− πk) +
n∑

k=n−N+1

ukpij(n− k)−
∞∑

k=n−N+1

ukπk

∣∣∣∣∣
≤

n−N∑
k=1

uk|pij(n− k)− πk|+
n∑

k=n−N+1

ukpij(n− k) +
∞∑

k=n−N+1

ukπk.

Dado que n−N + 1 ≥ N + 1, se obtiene

|pij(n)− πj| ≤
n−N∑
k=1

uk
ε

2
+ 2

∞∑
k=N+1

uk ≤
ε

2
+
ε

2
= ε

Lo cual termina la demostración.



Caṕıtulo 4

Conclusiones

4.1 Comparación entre las pruebas de los teoremas

de Wiener-Ikehara y de Erdős Feller y Pollard

En este apartado enunciaremos las similitudes de las demostraciones entre los teoremas
de Wiener e Ikehara (WI) y Erdős Feller y Pollard (EFP).
Primeramente obsérvese que en ambos teoremas el objetivo se basa en obtener el com-
portamiento asintótico de cada una de las funciones.
En ambas demostraciones se presentan dos herramientas cruciales al querer garantizar
un resultado, una de las cuales nos permite expandir el dominio original de cada fun-
ción, mientras que la otra es resultado de un importante lema que se ha demostrado
en esta tesis.
Obsérvese la gran utilidad que es para ambas demostraciones el poder eliminar los
polos, simplemente restando 1

s−1
en el caso de Wiener e Ikehara y 1

m(1−s) en el caso
de Erdős, Feller y Pollard. Por un lado, esto ayuda a que ambas funciones logren ser
anaĺıticas en dominios más grandes que sus dominios de definición originales, eliminar
el polo que les afecta (en ambos casos s = 1). Esto es sumamente importante, pues da
la oportunidad de que a las integrales de las funciones generatrices se les pueda aplicar
el Lema de Rieman-Lebesgue y aśı llegar a nuestro resultado en el caso de Erdős, Feller
y Pollard y demostrar la primera parte, en el caso de Wiener e Ikehara.

4.2 Comparación entre el Teorema Simple de Wie-

ner e Ikehara y el Teorema de Wiener e Ikehara

En esta sección se hablará de las diferencias entre el teorema simple de Wiener e Ikeha-
ra y el teorema de Wiener e Ikehara.
En 1980 Newman encontraŕıa una demostración más sencilla al teorema de los números
primos, con análisis de variable compleja; es importante entender esto, pues este mismo
teorema es crucial al demostrar (como se vio en el caṕıtulo dos) la versión simple del
teorema de Wiener e Ikehara.
La razón es la hipótesis que en ambos teoremas, tanto la versión simple del teorema
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de Wiener e Ikehara como en el teorema de Wiener e Ikehara se nos presentan dos
funciones, a saber f(x) y A(x) que a simple vista podŕıan parecer similiares. No obs-
tante, en el teorema simple de Wiener e Ikehara se da una fuerte condición, la cual es
f(x) = O(x), cosa que no pasa con la función A(x) en el teorema de Wiener e Ikehara.
Gracias a la condición del teorema simple se puede hacer uso del teorema tauberiano
de Newman.
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