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Resumen

La presente tesis propone una metodologia dentro del d&mbito de la matemaéti-
ca educativa para fomentar en los niveles de educaciéon media superior el uso de la
modelacién matemética asi como la utilizacion de multiples representaciones (como
lo son representaciones numeéricas y graficas) esto con la finalidad de familiarizar al
estudiante a asociar problemas de la vida real con la matemética de manera abs-
tracta, con ello se pretende en este estudio proponer actividades donde el estudiante
construya funciones matematicas a través de la experimentacion y observe el com-
portamiento de las mismas, ademéas de introducir un enfoque sobre el aprendizaje
del célculo con conceptos basicos como lo son la funcién razén de cambio para cons-
truir posteriormente el concepto de derivada. Si bien es cierto que la problemética del
aprendizaje del calculo en el nivel medio superior es bastante amplia se tiene como
objetivo promover la utilizacion de trabajos manipulativos para el entendimiento de
funciones matematicas, posteriormente haciendo uso de la modelaciéon matemaética
y las miltiples representaciones se pretende familiarizar al estudiante con la forma
abstracta de las funciones, es decir, con las ecuaciones que definen una funcién asi
como el significado de algunas operaciones dentro de la interpretaciéon matematica de
algin problema real.

Palabras clave: Modelaciéon matemética, multiples representaciones, funciones, ra-
z6n de cambio, interpretacion.
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Abstract

This thesis proposes a methodology within the field of educational mathematics
to promote the use of mathematical modeling at the levels of upper secondary edu-
cation as well as the use of multiple representations (such as numerical and graphic
representations) this in order acquaint the student to associate real life problems with
mathematics in an abstract way, with this the aim of this study is to propose activi-
ties where the student builds mathematical functions through experimentation and
observe their behavior, in addition to introducing a focus on learning calculus with
basic concepts such as the rate of change function to later build the concept of deriva-
tive. Although it is true that the problem of learning calculus at the upper secondary
level is quite broad, the objective is to promote the use of manipulative works for the
understanding of mathematical functions, later making use of mathematical mode-
ling and the multiple representations it is intended to familiarize the student with the
abstract form of functions, that is, with the equations that define a function as well
as the meaning of some operations within the mathematical interpretation of some
real problem.
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1 Introduccion

Mucho se ha comentado a lo largo de la historia acerca del concepto de las funcio-
nes matemaéticas, en primera instancia el estudio de las mismas es un tema complicado
tanto para el profesor como para los estudiantes, en algunas ocasiones se presentan
complicaciones al momento de concebir los conceptos que conllevan la exposicion del
tema. Por distintas razones algunas veces no se logra generar el conocimiento deseado
en los estudiantes y esto claramente afecta al desarrollo posterior del conocimiento
del célculo, como sabemos es una materia que tiene una estrecha relacion entre cada
uno de los temas que se imparten.

Como nos menciona |Hitt, 2005a] el principal problema con el que se encuentran los
estudiantes al momento de trabajar con el tema de funciones es abordarlas desde un
enfoque tnicamente algebraico

Dentro del desarrollo de esta tesis se plantean una serie de actividades con fines di-
décticos para la explicacion, creacion e interpretacion de las funciones mateméticas.
La investigacion se basa en cuatro principales teorias, se propone abordar la tema-
tica desde el punto de vista del uso de la tecnologia dentro de la ensenanza de las
matematicas, se sugiere la utilizaciéon de miltiples representaciones con la finalidad
de desarrollar un pensamiento bien estructurado que culmine en la generaciéon de un
conocimiento de calidad para los estudiantes, el uso de los modelos matematicos con
la finalidad de matematizar situaciones con problemas de la vida real.

La investigacion esta dirigida a la ensenanza del célculo en el nivel medio superior
que es donde los estudiantes tienen un primer acercamiento con este tipo de temas.
Como parte de la investigacion se realizaron experimentos (usando medidores laser,
tacometros, etc.) con la finalidad de obtener datos que permitan planear y proponer
actividades que sirvan de apoyo para introducir el tema de funciones, el proyecto
estaba planeado para trabajar con un grupo de estudiantes que resolvieran las acti-
vidades planteadas y a partir de esto obtener datos sobre como hacian uso de estas
actividades para entender el concepto de funcion y el de derivada. Debido a la pan-
demia por Covid-19 no se pudo realizar este proceso, ya que no se podia trabajar de
manera presencial con un grupo de estudiantes. Es importante mencionar que esta
tesis es parte de un proyecto mas general relacionado con el estudio del desarrollo del
pensamiento covariacional en estudiantes de entre 14 y 20 anos el cual es efectuado
por mi asesor y dentro del mismo actualmente se estd desarrollando otro trabajo en
donde se estan probando las actividades con un grupo.

La motivacion principal que llevo a realizar esta investigacion es promover un cambio
en el modelo de ensenanza aprendizaje al menos de temas que se pueden abordar
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desde otros enfoques, en este caso y con base en lo expuesto mas adelante, proponer
la ensenanza del tema de las funciones desde un enfoque mas experimental, lo cual
favorece el desarrollo (incluso creativo del estudiante). Desde mi punto de vista pode-
mos motivar a un estudiante a que despierte su interés por la ciencia y a su vez siga
un proceso que le permita llevar una situacion general a una particular y viceversa.

1.1. Objetivo General

El objetivo general de la investigacion consiste en disenar y desarrollar una serie
de actividades de apoyo al aprendizaje del tema de funciones y derivada en las cuales
se realicen experimentos que permitan obtener datos que al manipularlos le permitan
al estudiante entender los conceptos de funciéon y derivada.

1.1.1. Objetivos especificos

= Disenar y desarrollar una serie de actividades experimentales en donde estén
involucrados los conceptos de funcion y derivada.

= Promover el uso de este tipo de actividades con la finalidad de ampliar el ma-
terial de apoyo para la exposicion de los temas.

= Mostrar la importancia del uso de la tecnologia en las aulas con el fin de pro-
mover el trabajo con multiples representaciones.

» Usar multiples representaciones para explicitar los conceptos antes senalados.

La tesis se encuentra estructurada de la siguiente manera, en el capitulo |2 se aborda
la teoria en la cual se fundamentan las actividades que se proponen para la ensenanza
de las funciones matematicas, a grandes rasgos se aborda el contexto historico del
concepto de funcioén, los problemas en torno a este desarrollo, la funcién razéon de
cambio como una primera aproximacion del concepto de derivada, el uso de multi-
ples representaciones, el uso de la tecnologia como herramienta para el desarrollo de
conocimiento matematico y el uso de la modelacion.

En el Capitulo [3| se desglosan las actividades propuestas y se explica qué es lo que
esperamos que el estudiante pueda aprender con cada punto a tratar.

Finalmente en el Capitulo |4] se muestran las conclusiones obtenidas asi como reco-
mendaciones para posteriores proyectos de investigacién con un enfoque parecido al
descrito en el documento.



2 Marco Teodrico

2.1. La ensenanza del calculo

En general hablar sobre conceptos matemaéticos es una tarea un tanto dificil,
sin embargo, hoy en dia contamos con suficientes herramientas para ejemplificar y
explicar de manera mas objetiva ciertos conceptos a los estudiantes, en esta seccion
se abordan los problemas de la ensenanza del calculo, la funciéon razén de cambio y
la introduccién al concepto de derivada.

2.1.1. Problemas en la ensenanza del calculo

Dentro de la ensenanza del calculo regularmente se presentan varias probleméticas
al momento de comenzar a introducir conceptos que son fundamentales dentro de la
materia, como sabemos el término de infinito es base para el desarrollo de muchos
otros temas, sin embargo, en general el estudiante tiene una idea intuitiva del infinito
asociado muy probablemente con aspectos de la vida real, todo esto sin reflexionar
sobre aspectos propios de este en matematicas.

Dentro del célculo se retine una gran cantidad de subtemas que se encuentran en
estrecha relaciéon por lo que nos conduce a un problema que el estudiante de nivel
medio no cuente con una base solida y una profundizacién de los subconceptos, ya
que esto limita y dificulta el desarrollo de los conceptos del calculo tales como limite,
continuidad, funciones, derivada e integral |[Hitt, 2005b].

Cuando hablamos de problemas que estan estrechamente relacionados con el aprendi-
zaje del calculo debemos tener en cuenta que a medida que avanza un curso en nivel
medio y el estudiante no tiene una concepcion clara y un entendimiento sélido de
los conceptos del precalculd] al momento de comenzar a relacionarse con conceptos
propios del célculo solo se lograra que el estudiante avance en el curso con dudas que
se agrandaran todo ello producto del mal entendimiento de conceptos del precélculo.
Otra de las cuestiones que generan dudas en el estudiante es la didactica con la que
el profesor trata de expresar y transmitir los conocimientos un claro ejemplo que
nos muestra |[Hitt, 2005b| es al momento de introducir el concepto de funcion, ya
que generalmente se restringen a una manipulacién algebraica que desencadena una
limitacion en la comprension del concepto.

'El precélculo consiste fundamentalmente en un analisis del comportamiento de las funciones
excluyendo los procesos infinitos. [Hitt, 2005b]
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2.1.2. Problemas con el concepto de funcién

Como se sabe el concepto de funciones matematicas es una parte fundamental en
el desarrollo del estudio del calculo, sin embargo, se ha detectado la problematica a
la que los estudiantes del nivel medio tienen que hacer frente para la comprension del
término.
En primera instancia los alumnos tienen un acercamiento por primera vez a la forma
abstracta de las matematicas con el concepto de funciéon matemaética al introducir
otros términos como dominio e imagen, cabe senalar que no es nada facil comprender
en su totalidad el término ya que muchos de los estudiantes no tenian idea de este
concepto como tal.
Uno de los problemas que con mayor frecuencia se muestra tanto en alumnos como
en profesores de nivel medio es que con regularidad conciben la funcién como una
nociéon de funcién-continuidad como un solo concepto en matematicas y esto es un
error grave.

2.1.3. Funciones Matematicas

Uno de los conceptos mateméticos de vital importancia para el calculo es sin du-
darlo el de funcién, en un contexto historico la necesidad del hombre por comprender
y describir su entorno lo ha llevado a buscar relaciones entre los distintos fenémenos
que ocurren en su dia a dia, podemos decir entonces que no es nada extrano que la
construccion del concepto de las funciones matematicas vayan estrechamente relacio-
nadas con la necesidad de entender el funcionamiento del entorno humano. |Ugalde,
2013|
Sin duda alguna nos debe quedar claro que el concepto de funciéon esta presente en
cualquier rama de las matematicas. A lo largo de la historia se ha construido un con-
cepto general de las funciones, pero no fue sino hasta el ano de 1837 que se consolida
tal y como se entiende hoy en dia todo esto gracias al matematico Gustav Dirichlet,
sin embargo, existen autores que atribuyen la introduccién del concepto de manera
formal a Galileo Galilei.

A continuacion se hablard de manera breve sobre las distintas épocas a través de las
cuales se fue formando el concepto de funcion.

Nos remontaremos hasta la época de los babilonios y los egipcios, en dichas culturas
se muestra un concepto rudimentario de funciones escribiendo en las tablas de arcilla
y en los papiros respectivamente que se trataba de una dependencia entre cantidades,
si bien es cierto que este concepto no es para nada formal nos da una buena base en
el desarrollo de lo que hoy en dia conocemos, en dichas culturas era comin elaborar
tablas de mediciones de los fenémenos observados en su entorno y es una representa-
cion de las funciones.

Posteriormente, hablaremos de la cultura griega entre los anos 600a.C a 400d.C, en
esta época se habla de que era un poco mas claro la concepciéon de la dependencia
entre cantidades un caso particular es con Arquimides y sus leyes de la mecanica.
En el periodo 600a.C y el siglo XIV, la matematica drabe en un periodo de tiempo
que comprende entre el siglo VII y XIII nos brinda las primeras evidencias de lo que
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hoy conocemos con el nombre de razones trigonométricas, si bien es cierto que los
textos arabes no se parecen para nada a los textos actuales, esta cultura para el siglo
X ya contaba con tablas para las funciones trigonométricas, ademas de esto sentaron
las bases del algebra y la aritmética estas desarrolladas a través de la trigonometria
hindu.

Por otro lado, en Europa entre el siglo V y XIV que corresponden a la edad media,
se desarrollaban ideas sobre dependencia entre cantidades y no se tenia un desarrollo
sobre el concepto de funciéon, de hecho comienza a surgir el uso de representaciones
simbodlicas en matematicas a través de la invencién del algebra.

Durante el renacimiento, se inicia el desarrollo del algebra simbélica con Francisco
Viete después Fermat y Descartes inventan la geometria analitica.

Newton y Leibniz en el siglo XVII utilizan expresiones algebraicas en la invencion del
célculo donde hacen mas explicita la existencia de variables (dependientes e indepen-
dientes) pero ellos atin no hablan sobre el concepto de funcién. Es hasta 1699 cuando
aparecio el primer concepto de funcién en un articulo de Johann Bernoulli.

Se muestra una lista de los principales avances de la época:

= En 1570 Viéte inicia el uso de simbolos para representar objetos matematicos
dando comienzo al desarrollo del dlgebra de simbolos.

= Descartes en su “Discurso del método” expone su vision de los sistemas coorde-
nados, si bien no considera los ntimeros negativos sienta las bases para lo que
se conoce en su honor como “sistema cartesiano de coordenadas” .

» En 1629 Fermat us6 ecuaciones para representar ciertas curvas, cabe resaltar que
para la fecha ya se habian encontrado las ecuaciones de la recta, la circunferencia
centrada en el origen, la elipse y la hipérbola.

» Galileo empled el uso de féormulas para relacionar ciertas cantidades, en particu-
lar relaciones generadas entre variables al momento de estudiar algiin fenémeno.

» Un importante avance que sentd las bases para la formalizacion del concepto
de funcién fue sin duda la teoria de Fluxiones de Newton pues las magnitu-
des estan descritas como movimientos continuos de tal manera que la variable
“dependiente” se va generando en forma continua a partir de la variable “inde-
pendiente”.

= En 1699 cuindo aparecié la primera definicién de funciéon en un articulo de
Johann Bernoulli.

= En 1755 el matemético Euler en su obra titulada “Instituciones Calculi Diferen-
cials” hace los siguientes senalamientos sobre el concepto de funcion:

e “... Es una expresion algebraica que puede ser anotada por una sola féormula
analitica tal como un polinomio, un seno, un coseno, un logaritmo o ain
una integral de cualquiera de estas expresiones.”
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» Unos anos mas tarde en 1787 Lagrange con el proposito de dotar al calculo de un
fundamento algebraico expresé consider6 al algebra como la teoria de funciones
y expreso lo siguiente:

e Llamamos funcién de una o varias cantidades a toda expresion de célculo
en la cual estas cantidades entran en cualquier manera, mezcladas o no,
con otras cantidades que consideramos como valores dados e invariantes,
mientras que las cantidades de la funcién pueden recibir todos los valores
posibles.

Entre los anios 1750 y 1801 el concepto de funcién definido por Euler generé la dis-
cusion de si la funcion debia o no expresarse mediante una féormula, a lo largo de esa
época se debatia la solucion propuesta por Bernoulli y la planteada por D’alambert
al problema de las cuerdas vibrantes hasta que en 1801, Jean Fourier demostr6 que la
suma de una serie infinita de funciones trigonométricas puede expresarse en intervalos
diferentes mediante férmulas diferentes, de donde se concluy6 que las soluciones de
Bernoulli y D’alambert no eran distintas.

Para el siglo XIX, se da lo que sera el concepto mas aceptado, Cauchy, Lobachevshy,
Dirichlet y Riemman se encargaron de dar un concepto finalmente satisfactorio de
funcion.

Sin embargo, el primer matemético en dar una de las definiciones mas acertadas fue
Gustav Dirichlet en el ano de 1837, la cual fue propuesta de las siguientes dos maneras:

= “Una cantidad variable y se llama funcién de la cantidad variable x si a cada
valor de x le corresponde un solo y determinado 3"

= “Si una variable y esta relacionada con otra variable x de tal manera que siem-
pre que se atribuya un valor numérico a x hay una regla segin la cual queda
determinado un tnico valor de y, entonces se dice que y es una funciéon de la
variable independiente z”.

Se puede observar, entonces con estas dos implicaciones que el concepto era mucho
més claro y preciso.
En 1858 Riemman asent6 la definicién de funciéon de la siguiente forma:

= “Se dird que y es funcién de z si a todo valor de x corresponde un valor bien

determinado de y cualquiera que sea la manera de la relaciéon que une a z y a
2

y.
Lo que precedio a este concepto fue una aportacion de Dirichlet quién propone que las
funciones pueden ser expresadas incluso con palabras, esto con la finalidad de desligar
el concepto de funcion de los fenémenos fisicos o férmulas concretas.

Para el siglo XX seria la tarea de los matemaéticos desarrollar dentro de la teoria de
conjuntos la generalizacion del concepto de funcién, de una manera bien definida y
abstracta.
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2.1.4. Funcién razéon de cambio.

Es bien sabido que existe una estrecha relaciéon entre la funciéon razén de cambio
y la derivada que nos brinda una idea para construir un camino hacia una nocién de
derivada.
[Sealey and Flores, 2005| sugieren que para que un estudiante logre una comprension
avanzada del concepto de derivada, es necesario que logre entender el concepto en los
tres niveles; como razon de cambio, limite y funcion. Asi que comenzaremos hablando
de la funcion razon de cambio que es de primordial interés en este estudio, ya que en
este concepto se centran las actividades propuestas mas adelante.
Primero necesitamos que los estudiantes estén familiarizados con los conceptos de
razén y cambio promedio.
Razoén
Entendemos como razén una comparacion de dos magnitudes, también se le atribuye
a un cociente de magnitudes, el estudiante tiene que comprender en un sentido amplio
el concepto de razén, puesto que la funcion razéon de cambio no sera otra cosa, sino,
un cociente de incrementos A—y

Cambio Promedio ¢

Hace referencia a repartir en partes iguales una cantidad que cambia respecto a otra.
Para poder encontrarlo lo que se debe realizar es un cociente. Una manera de entender
y explicar el resultado es haciendo ver que este nos expresa como es que cambia la
cantidad del numerador por cada unidad de cambio del denominador como sigue:
f(z2) — f(z1)

T2 — X1
Forma algebraica de determinar la razén de cambio.

Como se describe en |[Martinez Gonzalez, 2020|, sea f una funcion y sean z; y s
cualesquiera valores en el eje X calculamos la razén de cambio promedio.

con 1, 2y f(x1), f(x2) cualesquiera puntos en el plano XY.

Ay flz) — (@)

Az To — T1

Ahora si deseamos calcular la razon de cambio en x; considerando que tenemos un
eje coordenado XY, nuestro incremento en el eje X debe modificarse en funcién de
x1, por lo que:

Si Az = x9 — x1 entonces 9 = 1 + Ax.

Entonces tendremos que si Az es negativo zo estd a la izquierda de z7 y si Az es
positivo, x5 esta a la derecha de z;.

Por lo que la razén de cambio promedio sera:

Ay flon+ Ax) - f(w)
Az Az

tenemos que enfatizar que Az tiene que ser pequeno, casi cero.
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2.1.5. La derivada a nivel limite (derivada puntual).

Comunmente a este nivel utilizamos la notaciéon simbolica siguiente:

lm f(zo+h) — f(xo)

h—0 h

dicha expresiéon la conocemos como derivada puntual y la estudiamos como la pen-
diente de la tangente a la grafica de una funcién en un punto, este punto seré fijo y
lo denotaremos como xzg.

Para este nivel el estudiante debe mostrar una buena comprension del nivel razén de

fwo + 1) = flxo)

comprender el nivel limite limj,_,o. Para tal comprension se estudian las pendientes de
rectas secantes que pasan por los puntos (xg,f (o)) v (zo+h, f(xo+h)) y el objetivo
es variar la h llevandola al lim;_,o de tal manera que la linea secante se convierta en
linea tangente, recordando que la derivada es la pendiente de la tangente, este proceso
se muestra la Figura [2.1

cambio, el cual esté representado por la expresion y posteriormente

rectas secantes conforme
h se hace mas pequefia

fxoth)

Sfxo)

Vi / X0 Xoth

Figura 2.1: Secantes que se aproximan a la tangente, dicha figura se extrajo de |Sealey and
Flores, 2005|

La derivada como funcién (funcién derivada.)

Posteriormente a la comprension de los niveles razén de cambio (

flzo+h) - f(:co))
h

y limite (lim A — 0) el estudiante debera ser capaz de calcular la derivada puntual de
una funcion en cualquier punto xy donde esto sea posible.

Podran lograrlo de manera grafica haciendo uso de la pendiente de la tangente y tam-
bién lograran hacerlo de manera simboélica usando el limite del cociente de diferencias,
hasta este momento el estudiante debe ser capaz de entender que esta representacion:

f(wo + 1) = flxo)
h

f'(z) = lim

h—0
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permite calcular la derivada puntual de la funcién en cualquier punto, al menos donde
f sea diferenciable.

Después se requiere que el estudiante sea capaz de comprender la derivada de manera
global, es decir, donde xy que es un punto fijo cambia a x que es el punto en el que
la variable toma el valor de x y entender que la expresion siguiente:

o) — 1 D) = @)

h—0 h

esta generando una nueva funcion a la cual llamaremos funcion derivada.

2.2. Distintos tipos de representaciones.

Para garantizar y facilitar al estudiante nuevas herramientas para el enriqueci-
miento en la obtenciéon y generaciéon de nuevos conocimientos, se sugiere que cuenten
con el apoyo y nociéon de multiples representaciones todo ello en cuanto a conocer y
comprender conceptos matematicos.

Con relacion al proceso de la ensenanza de la matematica analizaremos y describire-
mos las representaciones mentales o proposicionales en la estrategia de la resolucion
de un problema matematico.

Hablando desde la perspectiva de las ciencias cognitivas se considera que una repre-
sentacion es cualquier nocién, signo o conjunto de simbolos que tienen un significado
puede ser en el mundo exterior o en nuestro mundo interior.

En nuestro dia a dia en comtn convivir con multiples representaciones pues podemos
crearlas con cosas cotidianas, como lo son un olor, un sabor, una textura, etc. ya que
podemos interpretarlos en nuestra mente.

Debemos senalar que el conjunto de signos o simbolos que representan algo para no-
sotros pueden ser externos como internos.

Hablemos de ejemplos simples, un diagrama, un mapa, un dibujo son representacio-
nes externas que utilizamos con frecuencia para procesos comunicativos y estamos
hablando de representaciones externas, otro ejemplo es el uso de simbolos y palabras
que a menudo son utilizadas en campos como la fisica y la matemaética. A este tipo
de representaciones externas, también podemos denominarlas como representaciones
semidticas.

2.2.1. Representaciones mentales internas.

Ahora hablando sobre las representaciones mentales internas, podemos decir que
son todas aquellas que de cierta manera estan “ocupando un lugar” en nuestra mente.
Para ejemplificar, pueden ser conceptos, ideas, fantasias, modelos mentales, imagenes,
etc. Segun Johnson-Laird(1983), las representaciones mentales pueden ser analogicas,
proposicionales y modelos mentales.

A continuacion se exponen las ideas de cada una de estas representaciones.
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Para empezar las representaciones mentales analdgicas son asociadas a las imagenes
mentales, dichas imagenes son idiosincrasicas y muy especificas (pueden ser visuales,
auditivas, etc.).

En cambio las representaciones mentales proposicionales son del tipo-lenguaje, estas
son abstractas y tienen que cumplir ciertas normas de combinacion, estas se pueden
expresar de manera verbal. De ellas también sabemos que pueden ser verdaderas o
falsas respecto al mundo real.

Por tltimo los modelos mentales son como tales anélogos estructurales del mundo,
este tipo de representacion tiene como funciéon principal mantener la estructura que
caracteriza al objeto o fenémeno que esté representando, en otras palabras su estruc-
tura tiene una correspondencia directa con la estructura que los origina, pueden ser
manipulados mentalmente para hacer explicaciones casuales.

Podemos considerar las representaciones de modelos mentales como una de las mas
importantes puesto que el uso de las mismas nos permite manejar informacién de
manera mas compacta.

Observando los modelos mentales desde la perspectiva del proceso ensenanza-aprendizaje
son altamente importantes en el proceso de entendimiento de conceptos, modelos y
teorias cientificas.

2.2.2. Representaciones Semioéticas

Las representaciones semioticas hacen referencia a todos aquellos sistemas que
tienen como funciéon expresar y representar, ellos incluyen ntimeros, notaciones sim-
bolicas, graficas, esquemas, entre otros. Se considera que no es posible el estudio de
un fenémeno en relacién al conocimiento sin recurrir a la nocién de representacion.
Gracias a la pluralidad de sistemas semidticos se tiene la posibilidad de diversificar las
representaciones de un mismo objeto y con ello se amplian las capacidades cognitivas
de los sujetos.

Como se menciona en [Sfard, 1991| si se realiza un analisis de distintas definiciones y
representaciones matematicas se llega a la conclusion de que las nociones abstractas
como numero o funcién, pueden concebirse de dos maneras fundamentales; estructu-
ralmente como objetos y operacionalmente como procesos.

Sfard, nos expone que para pasar de la concepcion operacional a la estructural se
deben abarcar tres fases: interiorizacion, condensacion y cosificacion.

Tomando como base lo que se menciona en [Camargo and Hederich, 2010| sobre la
definicion de representaciones segin Brunelﬂ hablaremos de una de sus mayores apor-
taciones al tema.

Bruner, propone la existencia de tres sistemas béasicos de representaciones presentes
en la cognicion humana:

= La representacion enactiva, o de esquemas motores.

2Bruner definié la representacién como “un conjunto de reglas mediante las cuales se puede
conservar aquello experimentado en diferentes acontecimientos”
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= La representacion iconica, esta se da mediante imégenes de objetos o eventos.

= La representacion simbolica, usando sistemas formales como el lenguaje.

2.2.3. Representaciones en la ensenanza de las matematicas.

Para el anio de 1996 David Tall se da a la tarea de adaptar las tres clasificaciones
de los sistemas basicos de representaciones de Bruner, pero ahora al uso de las repre-
sentaciones en el calculo y lo hace de la siguiente manera:

Representaciones enactivas.

e Las describe como acciones humanas que dan sensacién de cambio, veloci-
dad o aceleracion.

Representaciones numéricas y simbolicas.

e Se refiere a todas aquellas que pueden ser manipuladas manualmente o con
computadora.

Representaciones visuales.

e Eistas representaciones pueden ser producidas manualmente de manera
aproximada o con ordenadores dinamicos.

Representaciones formales.
e Dichas representaciones dependen de definiciones y pruebas.

Una vez establecida esta clasificacion hablaremos acerca de tres tipos de represen-
taciones: numéricas, graficas y algebraicas, las cuales son utilizadas en el desarrollo
de este estudio. Todas ellas pertenecen al grupo de representaciones semioticas y ca-
da una de ellas contiene diferentes caracteristicas por ejemplo la numérica puede ser
manipulada manualmente o con computadora (la forma en que se utiliza en las acti-
vidades disenadas es la toma de mediciones y la tabulacion de las mismas).

Las representaciones graficas tienen caracteristicas visuales que se pueden reproducir
de manera mental o bien de manera virtual usando un graficador y finalmente las
algebraicas tienen caracteristicas simbolicas y pertenecen a las representaciones for-
males y en muchas ocasiones son las méas dificiles de comprender.

Lo primero que se expondra es la clasificacion de estas representaciones.

En el estudio de algin problema matematico en ocasiones no es posible tener los tres
tipos de representacion (numeérico, grafico y simbolico), sino que alguna de las tres se
obtiene con mayor facilidad, sin embargo, estas pueden construirse una a partir de la
otra, pues en realidad son complementarias, asi que se puede realizar una conversiéon
entre ellas, a continuacion se da un breve ejemplo de ello.

Proponemos una actividad a algunos estudiantes, donde este tenga que tomar me-
diciones de algtn fenémeno y llenar una tabla con los datos recabados (se empleo
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una representacion numérica) posteriormente se le indica que en un plano cartesiano
grafique dichos datos (ahora estara utilizando una conversion de una numérica a una
visual.) y después haciendo uso de conceptos geométricos se le pide que de la gréfica
obtenga la pendiente (llegamos a una representacion algebraica).

2.3. Uso de tecnologia.

Hoy en dia el uso de la tecnologia se ha convertido sin lugar a dudas en una parte
fundamental del desarrollo educativo.
Actualmente un estudiante de nivel medio superior cuenta con al menos una herra-
mienta tecnologica para apoyarse en el desarrollo de sus estudios.
Aunque se sugiere que no es del todo favorable el uso de tecnologia en las aulas,
debemos considerar el impacto positivo que puede tener en el desarrollo de nuevos
conocimientos.
Lo que debemos dejar en claro es que el uso adecuado de una herramienta tecnologica
(calculadoras, computadoras, celulares) proveera al estudiante una herramienta que
fortalezca el conocimiento que se esta mostrando en clase.
Como se menciona en |[Gomez, 2004] “El diseno y puesta en practica de actividades
que utilicen la tecnologia debe ser un procedimiento sistematico que tenga en cuenta
la complejidad de los aspectos conceptuales, procedimentales y cognitivos del tema
que se pretende tratar; que se base en las potencialidades de la tecnologia dentro del
contexto de los problemas que se pretenden abordar; y que utilice coherentemente la
informacion que surge de estos anélisis.”
Debemos senalar que las computadoras y calculadoras en gran parte nos sirven, para
ensenar, aprender y hacer mateméticas, sin embargo, cabe senalar que la tecnologia
por si sola no es mas que un recurso o herramienta dentro del aprendizaje de las
matematicas.
La finalidad en si de la integracion de la tecnologia en el aprendizaje es buscar la ma-
nera de disefiar y desarrollar actividades que muestren a los estudiantes una manera
distinta de vivir experiencias matemaéticas nuevas.
El uso de herramientas tecnologicas le proporcionan a los estudiantes condiciones op-
timas para identificar, examinar y comunicar distintas ideas matematicas. Cuando los
estudiantes pretenden resolver algiin problema matemético de la manera tradicional
generalmente buscan mediante procesos algebraicos llegar a la solucién.
Y cuando se le presenta a un estudiante un problema en donde tenga que enfrentarse
a un distinto tipo de representacion, ya sean tablas o graficas, el estudiante buscara
la manera de encontrar una solucién algebraica y puede que en el proceso de solucion
se complique mucho o bien fracase en encontrar la solucion a dicho problema.
Ademas del uso de calculadoras y computadoras el empleo de algunas herramientas
digitales promueve en el estudiante el interés por el estudio de situaciones y fenéme-
nos que se pueden cuantificar.
En el desarrollo de este estudio se presentara el funcionamiento de dichos aparatos.
Una de las claves de la introduccion del uso de herramientas tecnolégicas consiste en
estudiar situaciones cotidianas pero con este nuevo enfoque.
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Dentro de estas herramientas (calculadoras, computadoras) podemos encontrar dis-
tintos tipos de software utilizados para tareas distintas dentro del enfoque de la en-
senianza de las matematicas, por mencionar algunos: Mathematica, Maple y Derive
proporcionan ayuda a los estudiantes en céalculos de expresiones aritméticas, algebrai-
cas, logaritmicas, trigonométricas y soluciones a sistemas de ecuaciones; Mathcad, es
un programa creado para el estudio e interpretacion, grafica y numérica de funciones.
Excel que es un programa que facilmente pueden manipular los estudiantes de nivel
medio superior es un software que puede ser de gran utilidad en el desarrollo de temas
de estadistica y funciones.

El diseno de sistemas computacionales para la ensenanza y el aprendizaje de las
matematicas es un proceso complejo, pues por un lado nos encontramos con las res-
tricciones técnicas, estas determinan qué se puede y qué no se puede hacer en el
sistema, por otro lado tenemos que comprender que el diseno de todo sistema requie-
re de una conceptualizacion del conocimiento matemético a ensenar desde el punto de
vista de modo que dicho conocimiento se define, se representa y es implantado dentro
del sistema y por tltimo nos encontramos con las restricciones didécticas, estas nos
determinan qué es lo que buscamos desde el punto de vista de la comprension del
estudiante y la manera en que dichos propositos se deben lograr.

La manera en la que el sistema esta determinado por el tipo de fenémenos que le pre-
senta al estudiante (objetos, relaciones, problemas) y el modo en que estos fenémenos
son expuestos.

Estas caracteristicas determinan el campo de experimentacion que se ofrece y el tipo
de respuesta de nuestro sistema a las actividades del estudiante.

Finalmente el resultado de esto sera la experiencia matemaética que el estudiante ex-
perimenta cuando interacttia con el sistema.

Como nos senala |[Gamboa, 2007| un objetivo fundamental dentro del salon de clases
debe ser fomentar en el estudiante un pensamiento analitico, critico y que aprenda a
extraer conclusiones a partir de la informaciéon que se le suministre.

Hacer uso de recursos tales como tablas y graficas le va a permitir al estudiante ob-
servar el comportamiento de un fenémeno en particular y lograr la comprension de
este.

Tanto el profesor como el alumno deben tener en claro que durante todo este proceso
la tecnologia refuerza el trabajo en lapiz y papel y les ofrece una nueva forma de
explorar ideas matemaéticas.

La manera en la que los estudiantes interacttien con la tecnologia, debe aportar in-
formacion valiosa a la hora de plantear una actividad, como se deben dirigir y los
alcances a los que se pueden llegar con dicha actividad.

Durante este estudio se trabajo con herramientas de mediciéon para el planteamiento
de actividades.
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2.3.1. Uso de herramientas en el desarrollo de actividades para
la ensenanza de funciones.

Como ya se mencion6 en la seccién anterior debemos entender como es que un
estudiante interacttia con la tecnologia para poder proponer alguna actividad que
funcione para obtener resultados positivos durante el desarrollo de esta por cuenta
del estudiante.

En este caso el planteamiento de actividades se propuso después de realizar una serie
de experimentaciones que son fenémenos no muy complejos de entender para los es-
tudiantes, dentro de las experimentaciones se hizo uso de herramientas tales como un
medidor laser de distancia, tacometro digital, multimetro, médulo regulador ajusta-
ble de voltaje, un motor, hélices y una fuente de poder. A continuacién se mostrara
cada una de las herramientas y su funcionamiento.

Medidor laser de distancia

Comenzaremos hablando del medidor laser de distancia (Figura es un aparato
profesional con un alcance de 60 metros, que tiene un nivel de burbuja para obtener
la horizontalidad o verticalidad del aparato, cuenta con una memoria que almacena
datos de mediciones tomadas, es utilizado en general para medir el espacio entre un
objeto y otro.

Para su uso tunicamente es necesario encenderlo y apuntar el ldser de un objeto a
otro para saber cudl es la longitud entre ambos objetos, se sugiere que se coloque de
manera horizontal para que apunte al objeto de manera perpendicular y asi obtener
la medida mas corta entre ambos objetos.

Figura 2.2: Medidor laser de distancia.

Tacometro digital

Un tacometro digital (Figura es una herramienta que se utiliza para medir la
velocidad de rotacién de un eje marcando la cantidad de revoluciones por minuto
(RPM), en el caso de los tacometros digitales que funcionan con un laser no es nece-
sario que este tenga contacto directo con el eje de un motor ya que trabaja mediante
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una luz infrarroja que se apunta hacia este eje. Este tipo de herramienta mide el ritmo
mediante el cual se refleja la luz de vuelta en el tacometro.

Los tacometros digitales estan constituidos por una pantalla LED y una memoria
para almacenar las mediciones.

Para su funcionamiento tnicamente encendemos la herramienta y apuntamos el laser
hacia el eje del motor para que este refleje el infrarrojo de vuelta al tacometro y nos
muestre en la pantalla el niimero de revoluciones por minuto del motor.

Made with

VideoShow

Figura 2.3: Tacometro digital.

Multimetro

Un multimetro digital (Figura es una herramienta que se utiliza principalmente
para tomar mediciones de tension (voltios), corriente (amperaje) y resistencia (ohms).
Los multimetros digitales reemplazaron a los anal6gicos por su precision en las medi-
clones.

Podemos decir que el multimetro es la combinaciéon de tres herramientas distintas: El
voltimetro, el amperimetro y el ohmimetro.

El multimetro consta de una pantalla donde se muestra el valor medido, un selector
que generalmente es una perilla que gira para seleccionar la opciéon que se desea me-
dir (voltios, amperes u ohms), los conectores de entrada que es donde se conectan
los cables de prueba (dichos cables son cables aislados generalmente uno negro y uno
r0jo).
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Figura 2.4: Multimetro digital.

Moédulo regulador de voltaje

Un regulador de voltaje (Figura es un convertidor de potencia que suministra el
voltaje deseado en nuestro caso al motor(12V), el regulador de voltaje que se usé en
este estudio varfa entre 0 y 12 voltios. Para su funcionamiento es necesario conectarlo
a una fuente de poder en la entrada del regulador y posteriormente conectar el motor
a la salida del regulador para después girar una perilla y comenzar a variar el voltaje.

Figura 2.5: Médulo regulador de voltaje.

Motor y hélice

Para la planificacion de las actividades se usdé un motor que tiene una capacidad méa-
xima de 12V y que comienza a funcionar al rededor de 0.4V, el modo en que se emplea
el motor es conectado a la salida del regulador de voltaje y comenzando a girar la
perilla del regulador para aumentar la cantidad de voltaje a la salida de la misma,
conectado al motor tenemos la hélice(Figura que girara conforme el voltaje au-
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mente. En una de las hojas de la hélice se colocd un pequeno pedazo de aluminio que
nos servira para que el infrarrojo del tacémetro se refleje.

Figura 2.6: Motor y hélice.

Fuente de poder

Se trata de una herramienta muy importante para el desarrollo de la experimentacion
pues es lo que provee energia al sistema para llevar a cabo las variaciones de voltaje.
En este caso se hace uso de tres baterias (Figura de 4.2V cada una para tener
una salida en total de 12.6V y, funcione adecuadamente nuestro regulador de voltaje.

Figura 2.7: Fuente de poder.

2.4. Modelacién matematica: una estrategia de en-
senanza

Hoy en dia es una realidad que la modelaciéon matemética esta siendo fuertemente
defendida en distintos paises, ya que no solo permite al estudiante que comprenda las
matemaéticas aplicadas a otras areas del conocimiento sino que fomenta en €l la capa-
cidad de leer, interpretar, formular y resolver situaciones problema. Una manera de
contextualizar el conocimiento en los estudiantes es precisamente la presentacion de
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situaciones problema reales que sean factibles de representarse mediante un modelo
matematico.

Desde una perspectiva realista, el interés se enfoca en la resoluciéon de problemas
reales que tengan sentido practico para los estudiantes.

Existe una perspectiva dentro del modelado que se puede categorizar como una mo-
delaciéon educativa y esta tiene un objetivo claramente pedagogico. Dentro de este
enfoque se pueden distinguir dos corrientes, una corriente didéctica en la que los
modelos se utilizan para estructurar y promover el proceso de aprendizaje de los es-
tudiantes y otra corriente que se puede considerar conceptual, donde el papel de la
modelacion es la base para introducir nuevos conceptos y desarrollarlos.

Podemos ver el proceso de modelado como un contexto de aprendizaje donde se incita
al estudiante a cuestionar e investigar situaciones reales a través de las matematicas,
con la finalidad de brindarle la oportunidad de discutir el papel de las matematicas
en la sociedad y por otra parte la naturaleza del modelo matematico. Sin embargo,
uno de los inconvenientes que ha surgido al momento de introducir la modelacion
matematica al aula de estudio es que el tiempo de convivencia entre estudiantes y
profesores con la forma tradicional de la ensenanza de las matematicas no es facil de
reemplazarse.

La investigacion acerca de la solucién de problemas muestra claramente las enormes
dificultades que presenta un estudiante al momento de “traducir” al lenguaje mate-
méatico un problema verbal y debemos recalcar que en el caso de la modelacion real
la situacion es atin mas compleja. Pues en estos casos los estudiantes deben ser ca-
paces de reconocer las variables que pueden ser importantes para realizar el modelo,
proponer una hipotesis que permita simplificar de manera adecuada la situaciéon y
representarla a través de una funciéon matematica.

Como podemos observar en [Trigueros Gaisman, 2009| hace aproximadamente 30 anos
en Holanda surgié un movimiento de reforma que se consolid6 en una postura teodrica
que hoy se conoce como ensenianza realista de las matemaéticas. Esta considera la
matematica como una actividad humana y, como tal, se desarrolla a partir de mode-
los originados de situaciones ya sean reales, de fantasia o formales. La importancia
de esta perspectiva es que los contextos puedes ser reales para los estudiantes. Asi
pues los modelos matematicos funcionan entonces como un puente que conduce hacia
una mayor comprension de las matematicas con el objetivo de que el conocimiento
evolucione y progrese.

2.4.1. Modelos matematicos

Podemos describir la modelaciéon matemaética como un proceso que involucra la
obtenciéon de un modelo matematico. Ahora bien un modelo matematico de un feno-
meno o siatucién es un conjunto de simbolos y relaciones matematicas que representa,
de alguna manera, el fenémeno que se estudia. Un modelo no solo nos presenta una
solucién particular, sino que nos permite buscar la manera en que pueda ser el soporte
de otras aplicaciones o teorias.

Nos basaremos en [Salett Biembengut, 2004a| para describir el proceso, como nos
sugiere la primera parte para llegar a una modelacién matemética exitosa debemos
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analizar y reconocer la situacién o problema para después delimitar nuestro problema;
debemos estar plenamente familiarizados con el tema que pretendemos sea modelado,
sustentar el estudio con un referencial teorico; ahora debemos formular como tal nues-
tro problema a estudiar, proponer una hipoétesis; a este punto debemos comenzar la
formulacién de un modelo matematico, desarrollarlo; buscar la resolucién del proble-
ma a partir de la propuesta; averiguar la aplicacion; posteriormente la interpretacion
de la soluciéon y la validacion del modelo; y finalmente la evaluacion.

Dentro de la propuesta de la modelacién matematica como herramienta de ensenanza
se requiere que el modelador posea ademés de conocimientos matematicos una buena
dosis de intuiciéon y creatividad para poder interpretar el contexto y discernir de las
variables involucradas.

2.5. Comentarios.

El proposito final del desarrollo del marco teorico es justificar la serie de activida-
des planteadas para el proceso de ensenanza aprendizaje del tema de funciones y de
la primera aproximacion de la definicion de derivada desde la funcion razoén de cam-
bio. Se habla de las funciones porque pretendemos que los ejercicios sean justificados
desde este punto de vista, ademas de todos los procesos utilizados para planificar las
tareas damos razon del uso de la tecnologia en la ensenanza de las matemaéticas pues
se requiere un programa para llevar a cabo partes dentro del ejercicio que se trabaja,
las actividades tienen como objetivo que el estudiante entienda temas desde el en-
foque de diferentes representaciones matematicas asi como de modelos matematicos
que debe construir en distintas fases durante el desarrollo de estas.



3 Exposicion de las actividades.

En este capitulo nos daremos a la tarea de exponer las actividades planeadas para
el proceso de aprendizaje del tema de funciones y el primer acercamiento del concepto
de derivada mediante la funcién razén de cambio se hablara de los puntos importantes
de cada una de las tareas propuestas y se justificara el por qué de cada parte que
se propone, ademas hablaremos del contexto fisico mediante el cual se propone cada
una (es decir, qué experimento motivo cada ejercicio y como se realizo). Se hablara
de manera breve sobre el experimento para después exponerlas punto por punto.

3.1. Distancia entre objetos.

Para la propuesta de esta actividad se realizd6 un experimento con un medidor
laser de distancia, el experimento consistié en dividir el perimetro de una habitacién
de 3m x 4m en segmentos de 1m y posteriormente en segmentos de 0.5m, se colocod
un teléfono en distintas partes de la habitacion y se avanz6 a través de cada uno de
los segmentos del perimetro en cada punto se tomo la distancia (perpendicular) al te-
léfono y se tabularon los datos medidos, posteriormente al desarrollo del experimento
se planed una actividad a escala para realizarse en un ambiente de papel y lapiz.

La actividad lleva por nombre:

’Introduccic')n a la construccién de funciones mateméticas.‘

Una funciéon matemética es la relacion que hay entre una magnitud y otra, cuando el
valor de la primera depende de la segunda. Variable dependiente: Es la que depende
del valor de la otra magnitud. Variable independiente: Es la que define la variable
dependiente.

= Fn primera instancia nos interesa introducir una idea sencilla de la definicion
de la funcion para que el estudiante vaya familiarizandose con la idea de funcio-
nes, ademds de mostrarle que una funcion tiene dos tipos de variables en este
caso.

20
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Ejercicio 1

Ahora bien, nos interesa explicar de dénde salen estés relaciones entre variables, para
ello se le pide analizar la siguiente situacion:

Una persona se encuentra en la entrada de una habitacion rectangular de 4m x 3m
cuando comienza a sonar su teléfono que se encuentra casi en la esquina contraria de
la habitacion, por lo que se pregunta: “; A qué distancia estara mi teléfono?” “; Cual
serd la distancia mas corta entre mi teléfono y yo respecto a mi posicion en la habita-
cion?” “; Cual sera la mayor distancia entre el teléfono y yo, si me desplazo a lo largo
del perimetro de la habitacién?”.

» Siguiendo las recomendaciones propuestas en [Salett Biembengut, 2004b] se hace
el planteamiento del problema, en esta instancia se pretende despertar el interés
del estudiante por asociar problemas de la vida real y tratar de matematizarlos
para poder resolver situaciones reales con modelos matemdticos, pretendemos
que el estudiante comience a pensar de manera critica y creativa en problemas
que le gustaria modelar en lenguaje matemdtico.

Si pensd en posibles respuestas ahora realice las siguientes actividades:

1. En su cuaderno trace un rectdngulo de 4cm x 3cm para simular la habitacion.

2. Divida el perimetro del rectdngulo en segmentos de un centimetro como se
muestra en la Figura [3.1]

D, D,

Figura 3.1: Esquema de division del perimetro Act. 1.

3. Tenemos un total de 14 posibles posiciones a lo largo del perimetro del rectan-
gulo nombre a cada punto Dy, Dy, etc. hasta D3

4. Con ayuda de una regla mida la distancia diagonal entre la posiciéon Dy y el
teléfono, y repita esto con las otras 13 posiciones, es decir, la distancia entre D,
y el teléfono, y asi sucesivamente hasta llegar a la distancia entre la posicion
D13 y el teléfono.
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s Durante esta fase de la actividad lo que pretendemos es que el alumno figure

una serie de representaciones acerca de la situacion, con esto nos referimos a
que aparte de realizar lo que se le pide que haga en papel, estard utilizando una
representacion mental que ayudard a desarrollar su capacidad de imaginar y de
realizar ejemplos andlogos de situaciones de la vida real.

Nos interesa que empiece a trabajar también con simbolos (que recordemos que
es un tipo de representacion en matemdticas) introducimos datos tales como
do para que posteriormente €l los identifique como un dato numérico, de ma-
nera no muy complicada esperamos que los estudiantes comiencen a hacer uso
de herramientas matemdticas que pronto pueden producir un conocimiento bien
estructurado y de buena calidad.

. Genere una tabla de valores como se muestra a continuacion:

POSICION DISTANCIA AL TELEFONO
0 dy
1 d
2 d2

Figura 3.2: Tabla de Posicion y distancia Act.1.

. Finalmente, grafique Posiciéon Vs. Distancia.

Llegamos a un punto crucial dentro de la actividad, para este momento el estu-
diante estard trabajando de lleno con mailtiples representaciones matemdticas,
en el caso del punto nimero debe desarrollar una tabla de valores, depen-
diendo de la posicion donde se encuentre debe colocar cudl es la distancia al
objeto, posteriormente se sugiere que se introduzca dicha tabla de valores a un
sistema tecnoldgico (para el nivel medio superior funcionaria bien usar el pro-
grama Excel por su fdcil manejo) por primera vez en el desarrollo de la actividad
se introduce el uso de la tecnologia para favorecer la representacion en forma de
tabla, en el punto nimero dos el alumno debera graficar los valores de la tabla
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generada en el punto numero 1, para ello también se puede utilizar un programa
para facilitar y obtener una grdfica mds precisa que si se realizara directamente
en papel.

Hasta el momento se espera que el estudiante vaya prepardndose para manejar
de manera eficiente el uso de miltiples representaciones, hasta aqui se pretende
que el alumno comience a identificar las transformaciones entre las distintas
representaciones, en este caso, pasa de una representacion numérica (la tabla)
a una representacion visual (la grdfica).

Ahora segun sus resultados, puede responder:

—_

. ,Cual es la variable independiente?

., Cual es la variable dependiente?
Segun su gréfica, ;Cudl es la distancia menor? ;En qué posicion?

,,Cual es la mayor distancia entre la persona y el teléfono?

Finalmente al término de este primer ejercicio se le hacen una serie de pregun-
tas al estudiante, spara qué ese tipo de prequntas?, bien la respuesta es sencilla,
queremos hacer que el estudiante desarrolle la capacidad de manipular las re-
presentaciones a las que llego con su experimentacion en este caso es la primera
actividad desarrollada, no se tiene un conocimiento previo de una situacion ast
pretendemos que el estudiante genere confianza en sus capacidades de resolucion
de un problema y que pueda notar la informacion que le proporcionan en este
caso la tabla y la grdfica, por ejemplo, a simple vista el estudiante podrd notar
cudl es la distancia menor entre los objetos analizando la grdfica, queremos que
note que esta informacion en st la puede corroborar con los datos obtenidos en
la tabla, entonces hasta esta situacion el alumno debe ser capaz de entender la
conexion directa entre ambas representaciones, ademds de esto el alumno debe
ser capaz de notar la dependencia de una de las variables en este caso debe llegar
a la conclusion de que la distancia (d) depende de la posicion del sujeto.
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| Introduccién a la funcién razén de cambio |

La razon de cambio es la proporcion en la que una variable cambia con respecto a
otra, de manera mas explicita hablamos de la pendiente de una curva en una grafica,
es decir el cambio en el eje “y” entre el cambio del eje “x”.

= Fl tema de funciones es complicado para muchos estudiantes de nivel medio
superior e incluso de nivel superior, una manera de abordar este tema es con
cosas que sean mds familiares para los estudiantes, en este caso damos una
breve idea de la funcion razon de cambio como una division de cantidades, asi
el estudiante se sentird mas comodo a la hora de comenzar con las actividades.

Ejercicio 2

Haciendo uso de la grafica y de la tabla del Ejercicio 1 propuesto anteriormente en-
contraremos la funciéon razéon de cambio.

., Como se construye esta funcion?

Como su nombre lo dice es una razoén(division) entre los cambios que van a tener
nuestras variables, en nuestro caso la posicion y la distancia al teléfono.
ACTIVIDADES A REALIZAR.

1. Haciendo uso de los datos de la tabla POSICION | DISTANCIA AL TELE-
FONO del Ejercicio 1 llenaremos la siguiente tabla: .

DIFERENCIA DE LA POSICION (P) DISTANCIA AL DIFERENCIA DE LAS

POSICION (X) TELEFONO (d) DISTANCIAS AL TEL.

)

X, =P,—P, P, d, Y, =d,—d,
X,=P;—P, P, d, Y,=d,—d,
X,=P,—P, P, d, Y,=d,—d,
X,=Ps—P, P, d, Y,=ds—d,

Ps ds

Figura 3.3: Tabla de diferencias Act. 1

2. Recordemos que tenemos un total de 14 posibles posiciones a lo largo del perime-
tro del rectangulo, asi que tendremos un total de 13 posiciones en las columnas
de las diferencias a las que denominaremos, en el caso de la diferencia de la
posicion, serd X, vy en el caso de la distancia al teléfono sera llamada Y,, donde
n=12 ...
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3. Cuando tengamos la tabla llena con los datos nos centraremos en las columnas
DIFERENCIA DE LA POSICION (X) Y DIFERENCIA DE LAS DISTAN-
CIAS AL TELEFONO (Y).

s Fn este punto del ejercicio 2 se pretende que el estudiante con base en lo rea-

lizado en el ejercicio 1 desarrolle de nuevo una representacion numérica en
forma de tabla para llegar posteriormente al punto de interés de esta actividad,
haciendo uso de la tabla de valores del Ejercicio 1 el estudiante debe llenar la
tabla de valores de la Figura que no es otra cosa que obtener la diferencia
entre dos mediciones, esto debe realizarlo con la finalidad de saber como es que
incrementa un valor respecto a otro.
Nuevamente introducimos variables con nombres diferentes, en el caso de la di-
ferencia de posicion X, y en la diferencia de distancia al teléfono Y, todo con
el objetivo de que el estudiante pierda ese “miedo” de manejar cualquier tipo de
representacion simbolica. Nos interesa en esta parte de la actividad que el es-
tudiante centre totalmente su atencion en las columnas de las diferencias, spor
qué?, en realidad porque a partir de ellas, €l podrd encontrar la razon de cambio
y se le podrd empezar a hablar sobre el comportamiento de esta funcion.

1. Ahora vamos a construir una tabla nueva que seré de posiciones y la razon de las
diferencias que acabamos de obtener. Para ello haga uso del siguiente ejemplo:

POSICION (2) RAZON CAMBIO (R)
0 R =Y, %X
1 R,=Y,+X,
2 Ry=Y,+X,
3 R,=Y,+X,
4 Ry =Y+ X
5 Rg =Y+ X,

Figura 3.4: Tabla de posicién y razén de cambio Act.1.

2. Note que ahora llamaremos a la posicion “Z” y a la Razoén de diferencias “R”.

3. Grafique Posicion (Z) vs. Razon (R).
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s Centremos la atencion en la Figura ya que en esta figura estd la esencia

de esta actividad, ya que aqui es donde mediante la razon de los incrementos
vamos a comenzar a explicarle a los estudiantes acerca de la razon de cambio
que como se menciona en [Martinez Gonzdlez, 2020] nos permite posteriormente
hacer una analogia con el concepto de derivada, se pretende que el estudiante
con el apoyo del profesor comprenda el porqué la razon de cambio y la derivada
son tan parecidas.

Otro punto interesante de la actividad es que el estudiante observe la grifica de
la posicion vs la razon para que visualmente esté convencido también de que en
realidad es una funcion.

Finalmente, hemos encontrado la funcién razéon de cambio, responda:

., Como es la diferencia de la posicion en este caso?
. ,Como describiria la diferencia entre las distancias al teléfono?
. Qué informaciéon nos da la razéon Y, /X7

. Qué informacion podemos obtener de nuestra grafica?

En esta instancia comenzamos a hacer prequntas al estudiante, puesto que es
importante que empiece a desarrollar el pensamiento cientifico, nos interesa que
llegue a comprender que es lo que ha estado trabajando, qué significa cada una de
las operaciones que estd realizando, el porque de las distintas representaciones,
como es que tienen que verse las funciones matemdticas y que informacion te
pueden dar los datos que tienes.

Hacemos énfasis en la prequnta 3 puesto que este punto es ideal que se le de
una explicacion amplia acerca de lo que representa estd razon recordemos que
es su primer acercamiento con este tipo de operaciones.

El objetivo que buscamos con esta actividad es que el estudiante a través del uso
del medidor de distancia obtenga datos numéricos para que con ellos construya una
tabla que posteriormente trasforme en una representacion gréafica. Al final de esta
experiencia se espera que el estudiante sea un poco mas eficiente a la hora de realizar
tablas y graficas y poder analizar estas en busca de informacion relevante, ademas se
busca que comience a entender como es que funciona la razén de cambio en este tipo
de ejercicios para que mas adelante logre comprender el concepto de derivada desde
esta representacion.
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3.2. Variacion de voltaje.

Para la siguiente actividad se realizo6 un experimento con un motor de 12V, se
conectd en paralelo a un regulador de voltaje que a su vez estaba conectado a una
alimentacion de 12.6V y se comenz6 a variar el voltaje, esto con la finalidad de medir
las revoluciones por minuto con el tacometro digital, un ejemplo analogo es medir la
cantidad de revoluciones por minuto que se generan en un motor de un automovil.
Como se muestra en la Figura [3.5| al girar la hélice tomaremos las medidas con el
tacometro, posteriormente a la experimentacion se propone la siguiente actividad. En
esta ocasion se plantea una actividad que se apega a lo que tedricamente se espera-
ria pues las RPM son constantes, con la finalidad de que el estudiante observe una
funcion que sea féacil de analizar con los conocimientos previos que posee el estudiante.

Figura 3.5: Arreglo experimental para el desarrollo de la actividad 2.

|Creando funciones. |

Después del desarrollo de la actividad pasada ya ha manipulado al menos dos tipos
de representaciones, construyd dos funciones y analizé datos, lea con atencion la si-
guiente situacion y realice lo que se le pide:

Ejercicio 1

Se tiene un motor(12V) que se encuentra conectado a una fuente de poder y a un
regulador de voltaje(0-12V), dicho regulador solo se puede aumentar de 0.5V en
0.5V y de 1V en 1V. Nos interesa saber la cantidad de vueltas que el motor da
dependiendo de la variacion del voltaje, ademéas como es la razéon de cambio de
las RPM dependiendo del voltaje, sabemos que la cantidad de vueltas es constan-
te y que en 0.5V nos da un total de 150RPM (RPM: Revoluciones por minuto.)

» Para el desarrollo eficaz de esta actividad se propone al estudiante una manera
distinta de trabajar la situacion, nos referimos a lo que se espera teoricamente
al hecho de que no tendremos un margen de error como en la actividad pasada,
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ya que las revoluciones por minuto son constantes, entonces sabemos que esto
producird una funcion lineal, a menos que se tenga el tiempo y espacio para
poder trabajar con el estudiante la actividad pero, experimentalmente; manejar
las revoluciones constantes sin errores en la medicion es una buena estrategia
para mostrar este tipo de funcion.

Con los datos que se proporcionan en el ejercicio responda:

. (Cuantas mediciones se pueden obtener si varia el voltaje de 0.5V en 0.5V?

., Cuantas mediciones si lo hace de 1V en 1V?

. {Cuantas vueltas da el motor si se le proporciona una alimentacion de 5V?

En esta ocasion se inicia la actividad con una serie de preguntas que se espera
el alumno responda de manera correcta puesto que solo debe analizar los datos
proporcionados en la explicacion de la situacion planteada, un punto interesante
es la respuesta (que se espera del estudiante) a la prequnta 3, ya que en este
caso el estudiante tiene que eaztmpolaﬂ un dato sin aun tener todo el contenido
de su tabla de valores.

. Ahora que ya respondi6 las preguntas, de acuerdo a los datos proporcionados

genere una tabla de valores como se muestra a continuacion:
Donde dV es la diferencia de Voltaje, y RPM las revoluciones por minuto.

av RPM
0 0

0.5 150
1 d,

1.5 d,

Figura 3.6: Tabla de variacion de voltaje (0.5) y RMP Act.2.

'Segtin la RAE Eztrapolar significa: Mat. Averiguar o estimar el valor de una magnitud para

valores de la variable que se hallan fuera del intervalo en que dicha magnitud es conocida.
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2. Una vez completada su tabla, grafique dV contra RPM.

3. Repita la tabla, pero ahora con dV=1, es decir:

dv RPM
0 0
1 300
2 600
3 dy

Figura 3.7: Tabla de variacion de voltaje (1V) y RMP Act. 2.

4. Grafique sus resultados.

» [n esta parte de la actividad se pide al estudiante que realice el llenado de dos
tablas, esto con el objetivo de que pueda observar como es que van comportan-
dose los datos dependiendo de los incrementos, ya que una de las tablas lleva
incrementos de 0.5V en 0.5V (Figur@ y la otra de 1V en 1V (Figura ,
buscamos que el estudiante cree una interpretacion mental de como es que puede
comportarse la funcion y que llegué a la conclusion de que entre mds pequeno
sea el incremento y mds datos pueda generar, su funcion quedard mds exacta,
lo que se espera es que el estudiante al graficar sus datos ya sea en Ezxcel o en
papel concluya de que la funcion crece de manera constante y que con sus co-
nocimientos previos de Geometria puede encontrar una expresion analitica (que
es otra representacion con la que ya estd familiarizado) que la describa, aqui es
donde mostramos al estudiante el concepto de funcion lineal, como en [Flores
and Chavez, 20135] el objetivo principal de la grifica en este caso es familiarizar
al estudiante con las funciones de este tipo, ya que son de gran utilidad para
distintos procesos de la sociedad.

1. Responda lo siguiente:
a);,Como se comporta la grafica?
b);Sabe como se llama este tipo de funciones?
¢){Se puede obtener una expresion analitica?
d)De ser asi obtenga la expresion o explique por qué no.
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= Finalmente, llegamos a la parte de andlisis de la actividad, donde con ayuda
del instructor, el alumno debe describir sus resultados y mostrar sus capacida-
des para transformar la representacion grdfica y numérica a una representacion
simbolica que serd la ecuacion que describa esa funcion.

| Funcién Razoén de cambio. |

Al finalizar la parte uno de la actividad lo siguiente que debe realizar es obtener la
funciéon razoén de cambio.

Ejercicio 2

Con los datos de las tablas del Ejercicio 1 obtenga nuevamente las diferencias, para
construir la funcién razén de cambio que corresponde a la funcién obtenida.

1. Tome como base la tabla que se muestra en la Figura y complete correcta-
mente todos los datos que se le piden.

Ddv, =2, av RPM DRPM, =7,

Z,=05-0 0 0 Y, =150 -0

Z,=1-05 0.5 150 ¥, =300 — 150

Zy=dv,—1 1 300 Y3 =d; —300
dV; d;

Figura 3.8: Tabla de Diferencias 0.5V.

= Donde Z,, es la diferencia entre las variaciones de voltaje y Y,, expresa la dife-
rencia de las revoluciones por minuto.

= Complete ahora la tabla de variaciones de 1V.

DdV, =2, av RPM DRPM, =Y,
Z,=1-0 0 0 Y, =300-0
Z,=2-1 1 300 Y, = 600 — 300

Z,=dV,—2 2 600 Y, = d, — 600

v, d,

Figura 3.9: Tabla de Diferencias 1V
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= Podemos notar que para esta parte de la actividad se maneja una notacion un
tanto diferente a la de la actividad pasada, pero en realidad debemos mostrarle
a los estudiantes que no son mds que nombres que se le asignan en este caso
a cantidades, muchas veces es una complicacion que se le cambie de nombre a
las variables y lo que nos interesa es fomentar en el estudiante esa capacidad
de desarrollar cualquier actividad con el nombre que se le dé a las variables y
no acostumbrarlos a solo tener una notacion, en este punto se le pide que llene
dos tablas de valores pues las variaciones son de 0.5V y 1V, se pretende que lo
haga de una manera efectiva y que pueda distinguir que se trata de los mismos
datos una vez que se tienen llenas ambas tablas, ;a qué nos referimos con los
mismos datos?, en principio el estudiante tiene que ser capaz de concluir que
estos datos estdn incluidos todos dentro de la misma funcion y es de mucha
importancia que se dé cuenta de eso, ya que le permitird darse cuenta que
puede hacer incrementos cada vez mds pequenos y esto ayudard en el momento
de introducir el concepto de funcion derivada, puesto que en la funcion derivada
el incremento tiene que ir acercindose a cero.

= Después de completar las tablas obtengamos la funciéon razén de cambio, recor-
demos que es un cociente de diferencias, en este caso esta dada por la expresion:

Y,
FRC, = "
Zn
Una vez teniendo esta relacion llene la siguiente tabla(es libre de elegir la variacion
con la que desea trabajar 0.5V o 1V) como se indica:

Donde n es el niimero de datos de la tabla que usted eligi6.

P FRC,
Y,
0 FRC =
Z
Y,
! FRC, =2
Z,
Y,
n FCR,=—
Zﬂ

Figura 3.10: Funciéon razéon de cambio Act.2.

s Continuamos con la utilizacion de una representacion numérica que nos llevard
a la construccion de la funcion razén de cambio, buscamos que el estudiante
note ciertos patrones que se mostrardn al llenar esta tabla, la cuestion en este
momento es lograr el objetivo de mostrar al estudiante como cada funcion tiene
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distintos comportamientos pero a su vez mostrarle que cuando tenemos la fun-
cion razon de cambio de una funcion lineal, la forma de esta es muy parecida,
haciendo una analogia con las deriwadas, recordemos que la deriwada de una
funcion lineal es constante.

1. Una vez finalizada su tabulaciéon grafique P vs FRC), y responda lo siguiente:

a) {Como es su grafica?
b) (Imagin6 que su grafica se veria de esa manera?

c¢) ;Puede explicar por qué se comporta asi la gréfica?

» Fn este momento se le pide al estudiante que realice la grdfica de la tabla de la
figura[3.10 se pretende que el estudiante ya haya pensado por lo menos en cdmo
es que se comporta dicha grdfica, ya que los datos de la tabla serdn claros, y
sabemos que se trata de una linea horizontal. Para finalizar la actividad espera-
mos que el estudiante pueda responder estas prequntas, que brinde un argumento
bien estructurado segun los resultados que obtuvo.

Como se puede observar esta actividad estd enfocada en especial a mostrar lo que
son las funciones lineales y como distintos fenémenos que observamos en nuestra vi-
da cotidiana se comportan de esta manera, también es un ejemplo bueno desde la
perspectiva del concepto de derivada (al momento de encontrar la funcién razon de
cambio), donde se pretende mostrar al estudiante que en ocasiones el cambio perma-
nece constante siempre y cuando la situacién que lo origina también sea constante.

3.3. Variaciéon de Amperaje.

Se plantea una actividad diferente, puesto que no se pudo desarrollar un ejercicio
a papel y lapiz (se pretende modificar una vez que se cuenten con las medidas nece-
sarias para realizar los experimentos) se le proporcionan los datos del experimento al
estudiante y se le hacen preguntas, también seré el encargado de construir la funcion
razén de cambio y brindarnos informacién y sus observaciones de las funciones que
resulten.
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| Analisis de datos|

Ejercicio 1

En este experimento se midieron las revoluciones por minuto que da una rueda, se
varia el voltaje de entrada con un regulador este oscila entre 1V y 12V, sin embargo,
ahora nos interesaba observar como es que variaban las revoluciones por minuto y
como es que variaba la corriente eléctrica (oscila entre 1.4mA y 4mA), para ello se
utiliz6 un multimetro conectado en serie a nuestro circuito y se tomaron las medidas
necesarias. En esta ocasion se le proporcionara una tabla con los datos del experimento
ya que es dificil recrearlo.

1. Observando la informacioén que se encuentra en la figura responda:

vmA RPM
1.4 0
1.6 0
1.8 0
2 0
2.4 111
2.6 367
2.8 752
3 997
3.2 1234
3.4 1516
3.6 1868
3.8 2042
4 2349

Figura 3.11: Tabla de valores de variaciéon de amperes y RPM Act.3.
2. Donde vmA es la variacion de miliamperes y RPM es la cantidad de Revolu-
ciones por minuto.
3. ;Cual de las variaciones es constante?
4. ;Coémo imagina que sera la grafica de estos datos?
5. jPuede imaginar como seré la funciéon razén de cambio?

6. Grafique los datos proporcionados en la Figura 1.
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En la tercera y iltima actividad que se propone el enfoque va dirigido hacia una
estrategia diferente de presentarle la situacion al estudiante pues como se men-
ciona al inicio es dificil crear una actiwidad a papel y ldpiz, ahora se le brindan
los datos tomados desde el experimento, en la Figura|5.11, comenzamos la acti-
vidad cuestionando ciertos puntos que se espera el estudiante pueda responder de
manera precisa y bien estructurada, al menos dos de las tres prequntas, ya que,
hasta el momento cuenta con las bases suficientes para crear un modelo mental
y tratar de explicar lo que se le presenta y posteriormente en el ultimo punto de
la primera parte se le pide que realice una representacion semiotica de la tabla
de valores que se le da, para este momento esto no deberd ocasionar ningin tipo
de problema porque es en lo que ha trabajado en las demds actividades.

. Ahora la primera parte para llegar a nuestra funcién razéon de cambio sera ge-

nerar nuestra tabla de diferencias, como en ejercicios anteriores esta se generara
restando como se observa a continuacion:

Variacién de Corriente

dvmA,=7%,| vmA RPM | dRPM,=R,

Z,=16-14 1.4 0 R =0-0

Z,=18-16 16 0 Ry=0-0

Zy=2-18 1.8 0 R,=0-0

Z,=24-2 2 0 R,=111-0
2.4 111

Figura 3.12: Tabla de diferencias Act.3.

. Donde se usaré Z,, para sustituir a la diferencia de variacion de Amperes y R,

para definir la diferencia de Revoluciones.

. Complete la tabla segiin el nimero de datos de la Figura 1.

. Una vez completada definimos la funcién razén de cambio como sigue:

re — RPMi—RPM, . _ R,
" dvmA,—dvmA, |, Z,

Figura 3.13: Férmula funcién razéon de cambio Act.3.
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5. Note que en la formula se expresa el cociente de los datos de la tabla de las
diferencias, ahora bien con esos datos llegd el momento de construir la gréfica
de nuestra funcién razoén de cambio.

6. Construya una tabla donde las posiciones seran representadas con P en la pri-
mera columna (n llega hasta el 11) y en la segunda columna pondra los valores
de la Funciéon Razén de cambio, use de ejemplo la siguiente tabla:

P FRC,
R
0 FRC, = —*
Z
R
! FRC, = =2~
Z,
R
n FCR, = —"
Zn

Figura 3.14: Funcién razén de cambio.

7. Una vez completada su tabla grafique los datos.

s Fste punto de la actividad no es muy diferente a los de las situaciones anterio-
res, pero buscamos que el estudiante comprenda que un mismo proceso no lleva
stempre a una unica solucion, a lo largo de todo este estudio se ha mostrado que
no buscamos una solucion a una sola situacion aunque el proceso es parecido
o ciertamente el mismo, pretendemos que el alumno tenga un dominio en esta
manera de construir e interpretar las funciones que ha generado, ademds se
espera que posea un claro avance en el uso de programas como Fxcel para tratar
estos datos.

1. Responda:
2. (Esperaba una grafica de ese estilo?
3. (Puede explicar que representa la funcién razén de cambio?

4. jConsidera que es dificil entender el concepto de funcién razoén de cambio?
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= Por dltimo se plantean una serie de prequntas para el estudiante, como en las
otras situaciones tenemos un punto que destaca, en este caso serd la prequnta
numero 2 donde se espera que después del desarrollo completo de las actividades,
el estudiante presente una explicacion buena de que representa la funcion razon
de cambio.

En particular esta actividad es un refuerzo de las otras dos pues no tiene un enfo-
que tan claro como las otras, ya que aqui el estudiante en general tiene que manejar
solo los datos y no generarlos como en el caso de la actividad 1, o pensar en c6mo
obtener los datos que no estan en la actividad 2, en realidad la actividad se plantea
para analizar el pensamiento matematico que ha generado el estudiante, y poner a
prueba los conocimientos previos que se han desarrollado después de la realizacion de
las actividades.



4 Conclusiones y recomendaciones

La finalidad de este capitulo es exponer las conclusiones a las que se ha llegado
después de concluir la investigacion y el desarrollo de esta tesis, asi como dar algunas
recomendaciones que puedan retomarse en algin momento para dar continuidad a lo
aqui escrito.

4.1. Conclusiones

El desarrollo de esta investigacion se comenzo a realizar en noviembre del ano 2020,
se inici6 realizando una serie de tres experimentos para obtener los datos necesarios y
realizar las tabulaciones asi como las gréaficas que eran necesarias para la planeacion
de las actividades que posteriormente se pretendia fueran desarrolladas por un grupo
de estudiantes, en principio se buscaba escribir un trabajo experimental acerca del
uso de este tipo de ejercicios dentro de la ensenanza del calculo especialmente en
temas tan importantes como lo son las funciones matemaéticas, desgraciadamente en
esos tiempos nos enfrentabamos a la pandemia generada por el virus SARS-CoV-2
causante de la Covid-19 por lo cual nuestro campo de desarrollo era bastante limi-
tado ya que no contabamos con estudiantes que pudieran realizar cada uno de los
experimentos, recordemos que estaban prohibidas todas las reuniones en el estado de
Michoacan y que en general los estudiantes del nivel medio superior que es a donde
esta enfocado este estudio, son menores de edad esto realmente complicé el desarrollo
planeado de la investigacion, pues se requeria estar presente durante el desarrollo de
cada actividad para resolver cualquier tipo de complicaciéon que se generara al mo-
mento de efectuar las mediciones o calculos requeridos.
Por lo que se tomo6 la decision de realizar un trabajo que se basa principalmente en
teorias y que esté firmemente sustentado por ellas, se fijo la atencion en el estudio
de cada actividad que se propone a lo largo de esta tesis, se analizaron cada una
de las partes que confoman las mismas, y posteriormente se extrajo informaciéon que
permitié detectar en que enfoque se podia justificar cada parte de las actividades.
Como se menciona con anterioridad las actividades estan sustentadas principalmente
en cuatro teorias que se enlistan a continuacion:

s La ensenanza del célculo.

» Los distintos tipos de representaciones.
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= El uso de la tecnologia.

s La modelaciéon matemaéatica.

Un punto importante que cabe destacar es que todas estas teorias se pueden entre-
lazar con la finalidad de desarrollar actividades didacticas que permitan al profesor
el analisis concreto en el proceso de ensenanza aprendizaje de sus estudiantes, en la
etapa de la escuela a nivel medio superior el estudiante tiene muy poco interés en te-
mas que conllevan un pensamiento loégico y matematico ya que esto conlleva tiempo,
y esfuerzo mental para analizar y proponer una soluciéon pertinente a ciertos eventos
que se presentan al rededor del estudio del calculo, el propésito de plantear este tipo
de situaciones problema es fomentar en el estudiante el interés por asociar situaciones
de su vida cotidiana y transformarlas en situaciones matematizadas que le permitan
desarrollar un criterio cientifico y un pensamiento deductivo e inductivo es decir que
de una situacion general pueda llegar a una particular y viceversa.

Realmente debemos mencionar que la creacion y/o el planteamiento de nuevas acti-
vidades didécticas en el entorno del célculo no es una tarea nada sencilla de realizar
y depende mucho de los conocimientos previos que el desarrollador, ya sea a través
de la experiencia o en nuestro caso a través de la investigacién posea y la manera
en que puede expresarlos, sin duda alguna debe ser preciso y claro en lo que quiere
mostrar a los estudiantes, ya que un mal planteamiento de alguna situacién problema
puede desencadenar un aprendizaje erroneo o nulo, es un tema muy importante para
los docentes de matemética que muchas veces no se trata con suficiente objetividad.
Existen varios puntos a tratar dentro de las conclusiones y se hablara de cada uno de
ellos a continuacion.

En el proceso de ensenanza aprendizaje sobre todo del calculo con un primer acerca-
miento por parte del alumno es de gran importancia que el profesor cuente con los
procesos adecuados para pretender que el estudiante tome con seriedad e inteés un te-
ma propuesto para la resolucién de problemas como la creaciéon de funciones, no basta
con exponer el concepto de una funcién matematica como generalmente se hace, sino
que funcionaria més despertar el pensamiento matemético del estudiante abordando
el tema de las funciones desde una perspectiva realista y que asocie con su entorno
de vida, para posteriormente comenzar a introducir las definiciones pertinentes.

Con este proyecto no estamos promoviendo que se abandonen las formas “tradicio-
nales” del proceso de ensenanza aprendizaje de temas como funciones y derivadas, lo
Ginico que se sugiere es que se incluyan actividades un poco mas “frescas” por llamarlo
de alguna manera en las aulas del nivel medio superior, pretendemos que el proceso
de aprendizaje de funciones matematicas no sea inicamente de manera abstracta, es
decir, a base de expresiones solamente.

En la ensenanza del calculo se deben de tener sentadas buenas bases de materias
que se han llevado con anterioridad, esto es muy importante, ya que el estudiante de-
be ser capaz de manejar conceptos del precalculo pasa comenzar a desarrollar nuevos
conocimientos que estén ligados directamente a conocimientos previos.

De acuerdo a |[Duval, 2016] y |[Cortés et al., 2005| el profesor debe fomentar en el estu-
diante el uso de multiples representaciones matematicas para generar un conocimiento
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solido. Ya que como se ha comentado en parrafos anteriores cada representacion tiene
diferentes caracteristicas y presentan diferente informacion, de ahi la importancia de
que el estudiante haga uso de las distintas representaciones.

Al plantear las actividades se pretende que el estudiante sea capaz de imaginar el
problema en su mente antes de atacarlo en papel y lapiz o en alguna herramienta
tecnologica, ya que en el nivel medio superior es donde se deben dar las bases para
lo que posteriormente deseas realizar en una carrera universitaria, y muchas veces
el pensamiento logico de los estudiantes es muy deficiente a la hora de proponer ra-
zonamientos que nos lleven a una solucién favorable a alguna situacién que se nos
presente.

El manejo de la tecnologia en el mundo escolar debe introducirse de manera pertinente
en las aulas para que este desempene un papel importante en el desarrollo y creacion
de nuevos conocimientos para los estudiantes, pero es muy importante senalar que el
profesor debera tener previo conocimiento de lo que pretende exponer con tecnologia,
ya que si esto no es asi la introduccion del uso de tecnologias serd un fracaso en el
proceso de ensenanza aprendizaje en las aulas, esto particularmente en el aprendizaje
del calculo.

Haciendo un uso correcto de las herramientas tecnologicas tendremos grandes benefi-
cios para el estudiante esto de acuerdo a lo dicho por [Alonzo and Cortés, 2016], |[Gam-
boa, 2007|, [Nunez et al., 2018| por ejemplo:

= Una mejor comprension de lo que esté desarrollando.
» Una manera mas sencilla de realizar tareas como graficas, tablas, etc.

» Una mejor experiencia visual al momento de analizar una funciéon(en forma de
grafica por ejemplo).

Terminando estos ejemplos sefialamos nuevamente, que con esto no se pretende que
el estudiante abandone el entorno del trabajo a papel y lapiz y se mude por completo
a un entorno donde solo maneje tecnologia, ya que este también seria un grave error,
recordemos siempre, que la tecnologia solo es una herramienta para reforzar y reafir-
mar las soluciones que previamente se ha planteado el estudiante.

El uso inadecuado de la tecnologia, puede llevarnos a un total fracaso en el ambito
de la ensenanza de las matematicas.

Observemos también que como cualquier enfoque, lo que se propone tiene sus venta-
jas, pero también tiene sus desventajas.

Proponer al estudiante actividades que se realicen con el apoyo de herramientas de
mediciéon es un proceso interesante, ya que despierta en el alumno la curiosidad de
analizar y explicar los fenémenos que lo acompanan a lo largo de su vida, generan en
él la necesidad de tratar de explicar su entorno y esto es ampliamente favorable para
el desarrollo de una sociedad cientifica.

Si bien es cierto que el uso de la modelacién matemaética es desarrollo complejo en el
ambito del proceso de ensenanza aprendizaje, es una parte ttil por la serie de pasos
que lo conforman, puesto que realmente plantea los pasos bien estructurados que se
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deben seguir para lograr un modelo que se ajuste a lo que estas buscando describir o
explicar, muchas veces nos sirve de acompanamiento junto con otros procesos como
en el caso de estas actividades, en ninguna ocasion se le pide al estudiante que mode-
le por completo una situaciéon, sin embargo, implicitamente esta haciéndolo, ya que
llevamos un experimento fisico al lenguaje de las matematicas.

Si bien es cierto que es una manera eficaz de explicar los fenémenos que observamos,
cabe mencionar que incluso en nivel superior es bastante complicado llegar a un ni-
vel donde se pueda modelar de manera sencilla una situaciéon, es un verdadero reto
introducir la modelacion matemética en las aulas del nivel medio superior, ya que,
muchas veces es muy complejo incluso transformar una situacién verbal simple a un
lenguaje matematico.

Una parte muy importante del método de la modelaciéon matematica y que tenemos
que destacar es que en el proceso del modelado matemético el estudiante no solo esta
observando las aplicaciones de las matematicas a otras areas, sino que en el proceso
aprende a leer, interpretar, formular y finalmente resolver una situaciéon problema y
esto verdaderamente es lo que se busca con este tipo de actividades.

El modelo educativo tradicional esta estructurado de la siguiente manera:

Introduccién.

Definicién del concepto.

Explicacion.

Ejemplos.

Ejercicios y/o aplicaciones.

En el desarrollo de la tesis, se pretende que dentro de este tipo de ensenanza tradicional
se agreguen actividades donde el estudiante aprenda con experimentos, miultiples
representaciones, uso de tecnologia y modelos matematicos, que en ocasiones no estan
presentes dentro de este modelo de ensenanza.

Las funciones razones de cambio son de mucha importancia a la hora de introducir
de lleno el concepto de funcién derivada, puesto que en el desarrollo de la funciéon
razon de cambio se le propone al estudiante a trabajar con objetos mateméaticos que
son conocidos y se espera bien manipulados por él.

Y por ultimo, pero no menos importante es que con el planteamiento de este tipo
de actividades se pretende desarrollar en el estudiante la capacidad de leer, analizar,
entender y finalmente desarrollar la solucién de problemas matemaéticos, ademas de
fomenta la experimentacion fisica como método de desarrollo de actividades para
ensenanza de las matematicas y se le da un sentido fisico a las funciones, se quiere
que el estudiante abandone el pensamiento de que las funciones solo aparecen en
los libros como objetos puramente algebraicos y que por el contrario se obtienen de
situaciones de la vida real.
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4.2. Recomendaciones

Las recomendaciones acerca de este trabajo se expondran a manera de lista para
facilitar la lectura y el anélisis de las mismas, durante el proceso de investigacion
hubo situaciones que motivan a sugerir lo siguiente:

= Es un tema muy importante dentro del proceso de ensenanza aprendizaje en el
nivel medio superior por lo que se invita a futuros estudiantes que estén intere-
sados en el tema a que profundicen méas para llegar a una mejora considerable
y un avance importante en este tema, se busca que complementen esta inves-
tigacion, incluso agregando alguna otra teoria que se apegue a las bases que
fomentaron este trabajo.

= Se recomienda que retomen la idea central de este trabajo y que si hay condi-
ciones favorables busquen la manera de realizar el desarrollo experimental para
sentar bases de la inclusion de este tipo de actividades dentro del modelo de
ensenanza.

= Se sugiere también fomentar el interés por temas similares a este dentro del
ambito de la matematica educativa para proponer cambios dentro del modelo
educativo tradicional y buscar la inclusion acertada de la tecnologia en las aulas.
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A Actividades Propuestas.

| Introduccién a la construccién de funciones matematicas. |
Dr. José Carlos Cortés, Alumno: Carlos Daniel Torres Gardunio.

Una funcién matemética es la relacion que hay entre una magnitud y otra, cuando el
valor de la primera depende de la segunda. Variable dependiente. Es la que depende
del valor de la otra magnitud. Variable independiente. Es la que define la variable
dependiente.

Ejercicio 1

Ahora bien, nos interesa explicar de donde salen estés relaciones entre variables, para
ello se le pide analizar la siguiente situacion:

Una persona se encuentra en la entrada de una habitacion rectangular de 4m x 3m
cuando comienza a sonar su teléfono que se encuentra casi en la esquina contraria de
la habitacion, por lo que se pregunta: "; A qué distancia estara mi teléfono?; Cual seré
la distancia méas corta entre mi teléfono y yo respecto a mi posicion en la habitacion?
.Cual sera la mayor distancia entre el teléfono y yo si me desplazo a lo largo del
perimetro de la habitacion?".

Si penso en posibles respuestas ahora realice las siguientes actividades:

1. En su cuaderno trace un rectangulo de 4cm x 3cm para simular la habitacion.

2. Divida el perimetro del rectangulo en segmentos de un centimetro como se
muestra en la Figura [A.]]

D, D,

Figura A.1: Esquema de division del perimetro Act. 1.

3. Tenemos un total de 14 posibles posiciones a lo largo del perimetro del rectan-
gulo nombre a cada punto Dy, Dy, etc. hasta D3



4. Con ayuda de una regla mida la distancia entre la posicion Dy y el teléfono,
y repita esto con las otras 13 posiciones, es decir, la distancia entre D; y el
teléfono, y asi sucesivamente hasta llegar a la distancia entre la posicion Di3 y
el teléfono.

5. Genere una tabla de valores como se muestra en la Figura [A.2}

POSICION DISTANCIA AL TELEFONO
0 dy
1 d
2 d2

Figura A.2: Tabla de Posicién y distancia Act.1.

6. Finalmente grafique Posicién Vs. Distancia.

Ahora segin sus resultados, podria responder:

1. ;Cual es la variable independiente?

(\V]

. Cudl es la variable dependiente?

w

. Segun su gréfica, ;Cudl es la distancia menor? ;En que posicion?

o

.Cual es la mayor distancia entre la persona y el teléfono?

| Introduccién a la funcién razén de cambio |

La razon de cambio es la proporciéon en la que una variable cambia con respecto a
otra, de manera més explicita hablamos de la pendiente de una curva en una grafica,
es decir el cambio en el eje “y” entre el cambio del eje “x”.

Ejercicio 2
Haciendo uso de la grafica y de la tabla del Ejercicio 1 propuesto anteriormente en-
contraremos la funcién razén de cambio.
., Como se construye esta funcion?
Como su nombre lo dice es una razén(division) entre los cambios que van a tener

nuestras variables, en nuestro caso la posicion y la distancia al teléfono.
ACTIVIDADES A REALIZAR.



1. Haciendo uso de los datos de la tabla POSICION | DISTANCIA AL TELE-
FONO del Ejercicio 1 llenaremos la siguiente tabla de la Figura .

DIFERENCIA DE LA POSICION (P) DISTANCIA AL DIFERENCIA DE LAS
POSICION (X) TELEFONO (d) DISTANCIAS AL TEL.
)
X,=P,— P, P d, Y, =d,-d,
X,=P;—-P, P, d, Y,=d;—d,
X,=P,— P, P, d, Yy=d,—d,
X,=Ps—P, P, d, Y,=ds;—d,
P 5 dS

Figura A.3: Tabla de diferencias Act. 1

2. Recordemos que tenemos un total de 14 posibles posiciones a lo largo del perime-
tro del rectangulo, asi que tendremos un total de 13 posiciones en las columnas
de las diferencias a las que denominaremos, en el caso de la diferencia de la
posicion, serd X, vy en el caso de la distancia al teleféno sera llamada Y,, donde
n=12 ...

3. Cuando tengamos la tabla llena con los datos nos centraremos en las columnas
DIFERENCIA DE LA POSICION (X) Y DIFERENCIA DE LAS DISTAN-
CIAS AL TELEFONO (Y).

4. Ahora vamos a construir una tabla nueva que sera de posiciénes y la razoén de
las diferencias que acabamos de obtener. Para ello haga uso del ejemplo de la

Figura [A.4}

POSICION (2) RAZON CAMBIO (R)
0 R =Y, +X
1 R,=Y,+X,
2 Ry =Y+ X,
3 Ry=Y,+X,
4 Ry=Y;+X;
5 Rg =Yg+ X,

Figura A.4: Tabla de posicién y razon de cambio Act.1.

5. Note que ahora llamaremos a la posicion “Z” y a la Razoén de diferencias “R”.
6. Grafique Posicion (Z) vs. Razon (R).
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Finalmente hemos encontrado la funcién razén de cambio, responda:

1. ;Coémo es la diferencia de la posicion en este caso?
2. ;Como describiria la diferencia entre las distancias al teléfono?
3. (Qué informacion nos da la razon Y, /X7

4. ;Qué informaciéon podemos obtener de nuestra grafica?

\Creando funciones.\
Dr. José Carlos Cortés, Alumno: Carlos Daniel Torres Garduno.

Después del desarrollo de la actividad pasada ya ha manipulado al menos dos
tipos de representaciones, construyd dos funciones y analiz6 datos, lea con atencion
la siguiente situacion y realice lo que se le pide:

Ejercicio 1

Se tiene un motor(12V) que se encuentra conectado a una fuente de poder y a un
regulador de voltaje(0-12V), dicho regulador solo se puede aumentar de 0.5V en 0.5V
y de 1V en 1V. Nos interesa saber la cantidad de vueltas que el motor da depen-
diendo de la variacion del voltaje, ademas como es la razon de cambio de las RPM
dependiendo del voltaje, sabemos que la cantidad de vueltas es constante y que en
0.5V nos da un total de 150RPM (RPM: Revoluciones por minuto.)

Con los datos que se proporcionan en el ejercicio responda:

1. ;Cuéntas mediciones se pueden obtener si varia el voltaje de 0.5V en 0.5V?

2. ;Cuantas mediciones si lo hace de 1V en 1V?

3. ;Cuantas vueltas da el motor si se le proporciona una alimentaciéon de 5V?

4. Ahora que ya respondio las preguntas, de acuerdo a los datos proporcionados
genere una tabla de valores como se muestra a continuacién en la Figura
Donde dV es la diferencia de Voltaje, y RPM las revoluciones por minuto.

5. Una vez completada su tabla, grafique dV contra RPM.

6. Repita la tabla pero ahora con dV=1, es decir como se muestra en la Figura

A.G



dv RPM

0 0
05 150
1 d,
15 d,

Figura A.5: Tabla de variacion de voltaje (0.5) y RMP Act.2.

av RPM
0 0
1 300
2 600
3 dy

Figura A.6: Tabla de variacion de voltaje (1V) y RMP Act. 2.

7. Grafique sus resultados.

1. Responda lo siguiente:
a);Como se comporta la la grafica?
b);Sabe como se llama este tipo de funciones?
c)iSe puede obtener una expresion analitica?
d)De ser asi obtenga la expresion o explique por qué no.

| Funciéon Razoén de cambio. |

Al finalizar la parte uno de la actividad lo siguiente que debe realizar es obtener la
funcién razoén de cambio.

Ejercicio 2

Con los datos de las tablas del Ejercicio 1 obtenga nuevamente las diferencias, para
construir la funcién razén de cambio que corresponde a la funcién obtenida.

1. Tome como base la tabla que se muestra en la Figura[A.7]y complete correcta-
mente todos los datos que se le piden.

= Donde Z, es la diferencia entre las variaciones de voltaje y Y,, expresa la dife-
rencia de las revoluciones por minuto.



DdV,=2Z, av RPM DRPM,=7Y,

Z,=05-0 0 0 Y, =150 -0

Z,=1-05 0.5 150 Y, =300 - 150

Z,=dV,—1 1 300 Y, = d; — 300
v, ds

Figura A.7: Tabla de Diferencias 0.5V.

Ddv, =2z, av RPM DRPM, =Y,
Z,=1-0 0 0 Y, =300 -0
Z,=2-1 1 300 ¥, = 600 — 300

Zy=dVy—2 2 600 Y, = dy — 600

dv, d,

Figura A.8: Tabla de Diferencias 1V

» Complete ahora la tabla de variaciones de 1V que se muestra en la Figura[A.§

= Después de completar las tablas obtengamos la funcién razén de cambio, recor-
demos que es un cociente de diferencias, en este caso esta dada por la expresion:

Y,
FRC, = "
Zn
Una vez teniendo esta relacion llene la siguiente tabla (es libre de elegir la variacion
con la que desea trabajar 0.5V o 1V) como se indica en la Figura :

Donde n es el namero de datos de la tabla que usted eligio.

P FRC,
Y,
0 FRC, = —-
Zl
Y,
! FRC, = =
ZZ
Y,
n FCR, ="
Z'l

Figura A.9: Funcién razén de cambio Act.2.

1. Una vez finalizada su tabulacion grafique P vs FFRC,, y responda lo siguiente:

a) {Como es su gafica?



b) ;Imagino que su géfica se veria de esa manera?

c¢) (Puede explicar por qué se comporta asi la gréafica?

’ Analisis de datos.
Dr. José Carlos Cortés, Alumno: Carlos Daniel Torres Garduno.

Ejercicio 1

En este experimento se midieron las revoluciones por minuto que da una rueda, se
varia el voltaje de entrada con un regulador este oscila entre 1V y 12V, sin embargo,
ahora nos interesaba observar como es que variaban las revoluciones por minuto y
como es que variaba la corriente electrica (oscila entre 1.4mA y 4mA), para ello se
utilizo un multimetro conectado en serie a nuestro circuito y se tomaron las medidas
necesarias. En esta ocasion se le proporcionara una tabla con los datos del experimento
ya que es dificil recrearlo.

1. Observando la informacion que se encuentra en la Figura responda:

vmA RPM
1.4 0
1.6 0
1.8 0
2 0
2.4 111
2.6 367
2.8 752
3 997
3.2 1234
3.4 1516
3.6 1868
3.8 2042
4 2349

Figura A.10: Tabla de valores de variacién de amperes y RPM Act.3.
2. Donde vmA es la variacion de miliamperes y RPM es la cantidad de Revolu-
ciones por minuto.
3. (Cuél de las variaciones es constante?
4. ;Coémo imagina que sera la grafica de estos datos?
5. ;Puede imaginar como sera la funcion razén de cambio?

6. Grafique los datos proporcionados en la Figura [A.10]
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| Funcién razén de cambio. |

1. Ahora la primera parte para llegar a nuestra funcion razén de cambio serd ge-

nerar nuestra tabla de diferencias, como en ejercicios anteriores esta se generara
restando como se observa en la Figura

Variacion de Corriente

dvmA,=7,| vmA RPM | dRPM,=R,

Z,=16-14 1.4 0 R=0-0

Z,=18-16 16 0 R,=0-0

Z;=2-18 18 0 Ry=0-0

Z,=24-2 2 0 R,=111-0
2.4 111

Figura A.11: Tabla de diferencias Act.3.
2. Donde se usara Z, para sustituir a la diferencia de variacion de Amperes y R,
para definir la diferencia de Revoluciones.

3. Complete la tabla segtin el nimero de datos de la Figura

. Una vez completada definimos la funcién razén de cambio como se muestra en

la Figura[A.12}

rrc — RPM,—RPM,, _R,
" dvmA,—dvmA, |, Z,

Figura A.12: Formula funcién razén de cambio Act.3.

. Note que en la formula se expresa el cociente de los datos de la tabla de las
diferencias, ahora bien con esos datos llego el momento de construir la grafica
de nuestra funciéon razén de cambio.

. Construya una tabla donde las posiciones seran representadas con P en la pri-
mera columna (n llega hasta el 11) y en la segunda columna pondra los valores
de la Funcién Razon de cambio, use de ejemplo la tabla de la Figura [A. T3}



P FRC,
R
0 FRC, =%
Z
R
! FRC, =2
Z,
R
n FCR, =—"
Zn

Figura A.13: Funcién razén de cambio.

. Una vez completada su tabla grafique los datos.

. Responda:
. {Esperaba una grafica de ese estilo?
. . Puede explicar que representa la funcién razéon de cambio?

. Considera que es dificil entender el concepto de funciéon razoén de cambio?
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