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Resumen

Decimos que dos espacios topoldgicos son homeomorfos si existe una funcion
continua, biyectiva y con inversa continua entre ellos, tal funcién se denomina
homeomorfismo. Geométricamente podemos interpretar la nocion de homeo-
morfismo cuando podemos pasar de un espacio a otro de manera continua
y reversible. Con esta nocion geométrica vamos a analizar y construir un
espacio que la tnica transformacién que admite es la identidad, a este tipo
de espacios los denominaremos espacios rigidos. Continuando con esas ideas,
usaremos técnicas andlogas a la construccion del espacio rigido para construir
un espacio topolégico de tal manera que sus simetrias coincidan con un gru-
po especifico dado, de lo que en particular podemos controlar la cardinalidad
de su grupo de autohomeomorfismos, es decir, podremos construir espacios
topoldgicos que admitan una cantidad deseada de autohomeomorfismos.

Palabras clave: simetrias, rigidez, homeomorfismo, isomorfismo, graficas de
Cayley.

Abstract

We say that two topological spaces are homeomorphic if there is a continuous,
bijective function with continuous inverse between them, such a function is
called homeomorphism. Geometrically we can interpret the notion of homeo-
morphism when we can move from one space to another continuously and
reversibly. With this geometric notion we are going to analyze and build
a space that the only transformation it admits is identity, we will call this
type of space rigid spaces. Continuing with those ideas, we will use techni-
ques analogous to rigid space construction to construct a topological space
in such a way that its symmetries coincide with a given specific group, from
which in particular we can control the cardinality of its group of autohomeo-
morphisms, i.e. we will be able to construct topological spaces that admit a
desired number of autohomeomorphisms.
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Introduccion

Dentro de las matemaéticas una de las cosas que pueden resultar méas
atractivas a la vista son las cuestiones geométricas, las podemos ver desde
lo cotidiano, hasta en las obras de arte mas abstractas que nos podamos
encontrar.

A principios del siglo pasado se originaron las primeras ideas de la to-
pologia, esta rama de las matematicas dedicada al estudio de aquellas pro-
piedades de los cuerpos geométricos que permanecen inalteradas por trans-
formaciones continuas, llamada por algunos la “geometria de la plastilina”.
Al adentrarnos a la topologia nos encontramos con el concepto de homeo-
morfismo, el cual nos permite decidir cuando dos espacios tienen la “misma
forma”. Intuitivamente decimos que dos espacios son homeomorfos si son los
mismos, pero vistos de otra manera, permitiendo estirar o doblar. Asi pues,
para la topologia es lo mismo un circulo que un cuadrado.

El nacimiento de este trabajo surge de la pregunta: dado un espacio to-
pologico, ;cuantos homeomorfismos de él sobre si mismo existen? La respues-
ta natural seria que existen muchos, esto es claro, pues si consideramos, por
ejemplo, a la circunferencia unitaria, esta tiene al menos ¢ homeomorfismos
sobre ella misma, por ejemplo las rotaciones.

Para delimitar esta pregunta ahora nos cuestionamos si existe manera de
construir espacios que tengan un numero especifico de homeomorfismos sobre
si mismos, en particular, si hay espacios que la tnica “transformacién”que
tienen es la identidad, con lo que introducimos el concepto de espacio rigido.

Para responder a esto nos apoyamos en la teoria de grupos, estudiando

el grupo de autohomeomorfismos de un espacio, controlando la estructura de
dicho grupo y buscando que las simetrias coincidan con un grupo especifico

VII



dado. Este trabajo esta basado principalmente en los trabajos de J. De Groot
[Grob9], [GW58] y en el trabajo de J. J. Dijkstra [Dijk85].

En el primer capitulo se estableceran los conceptos bésicos, haciendo una
breve introduccion de algunos aspectos conjuntistas, topoldogicos y algebrai-
cos que se usaran en este trabajo. En el segundo capitulo se introduce la
nocién de rigidez bajo homeomorfismos, nocién introducida por J. De Groot
y J.R. Wille en [GW58], y que se refiere a que no se admiten otros ho-
meomorfismos mas alla de los “triviales”. Esta construccién nos muestra las
ideas clave para la construcciéon de espacios rigidos: buscar que dentro del
espacio tengamos un conjunto denso, de modo que cada punto de este con-
junto tenga una propiedad tnica en todo el espacio. Como podremos darnos
cuenta, practicamente todos los espacios comunes no triviales admiten mas
de un homeomorfismo sobre si mismo, con lo que controlar los homeomor-
fismos hasta el punto de hacerlos triviales nos ayudara a manipular dichos
homeomorfismos para obtener cualquier grupo deseado. Cabe resaltar que el
espacio que construimos aqui tiene ademas la peculiaridad de que su cuadra-
do es homeomorfo al espacio de Hilbert 2. En el tercer capitulo se presenta
la construccion de un espacio topoldgico finito, de tal manera que su grupo
de autohomeomorfismos sea isomorfo a un grupo finito G escogido de ma-
nera arbitraria. En el capitulo final primero construiremos para todo grupo
numerable G un continuo de Peano X como imagen topoldgica de grupo,
es decir, de tal manera que su grupo de autohomeomorfismos sea isomor-
fo a G. Enseguida mostraremos un tipo de rigidez “mas fuerte”, que es la
llamada rigidez bajo desplazamientos, la cual implica rigidez no sélo bajo
homeomorfismos, sino también bajo funciones continuas y homeomorfismos
locales, y finalmente concluiremos extendiendo todas las ideas anteriormente
desarrolladas mediante la construccion de un espacio métrico cuyo grupo de
autohomeomorfismos sea isomorfo a un grupo arbitrario dado.
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CAPITULO 1

Preliminares

En este capitulo se presentan conceptos y resultados que seran utilizados
a lo largo de este trabajo. Este capitulo esta pensado para hacer de este
trabajo, un trabajo autocontenido. No se probaran resultados que representen
una desviacién para los objetivos de este trabajo. Se asume que el lector esta
familiarizado con nociones bésicas de teoria de grupos, teoria de conjuntos y
topologia.

1.1. Espacios topolégicos y funciones conti-
nuas

El lector puede encontrar mas informacién de lo expuesto en las primeras
dos secciones en [Eng89].

Definicién 1.1.1. Sea X un conjunto no vacio. Una topologia sobre X es
una familia 7 de subconjuntos de X tal que

» 0, X e,
» sild C 7, entonces | JU € T,
» si U,V €1, entonces UNV € 7.

Al par (X, 7) se le llama espacio topoldgico.
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Si no existe confusion sobre la topologia para el conjunto X a la que nos
estemos refiriendo simplemente se refiere a X como el espacio topoldgico.
A los elementos de la topologia de X se les llama subconjuntos abiertos de
X. También se dice que un subconjunto F' de X es cerrado si X \ F' es un
conjunto abierto.

Definicién 1.1.2. Sean (X, 7) un espacio topoldgico y x € X. Entonces una
vecindad de z en X es un subconjunto V' de X tal que

nzeVy
= existe un subconjunto abierto U tal que x € U C V.

Notemos que no consideramos a las vecindades de los puntos como con-
juntos abiertos; més bien, una vecindad de x es un superconjunto de un
conjunto abierto en X que contiene al punto x. Es facil ver que un conjunto
abierto es de hecho vecindad de cada uno de sus puntos.

Definicién 1.1.3. Sea X un espacio topolégico con topologia 7. Si Y es un
subconjunto de X, la familia

v ={YNU:Uert}

es una topologia sobre Y, denominada topologia de subespacio o topologia
relativa.

Con esta topologia, Y se denomina subespacio de X; sus conjuntos abier-
tos son todas las intersecciones de conjuntos abiertos de X con Y.
Generalmente es bastante complicado dar una descripcion de la familia 7. En
la mayoria de los casos, se especifica una familia mas pequena de subconjuntos
de X que es capaz de definir dicha topologia.

Definicién 1.1.4. Sea (X, 7) un espacio topolégico. Una base para la topo-
logia 7 es una familia B C 7 tal que para cada U € 7 existe G C B tal que
U = |JG. Una subbase para la topologia 7 es una familia S C 7 tal que la
familia de todas las intersecciones finitas de elementos de S forma una base
para 7. A los elementos de una base se les llama elementos basicos.

La siguiente proposicion nos proporciona una herramienta para generar
una topologia a partir de una familia B la cual resultara base para dicha
topologia.
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Proposicién 1.1.1. Sea X un conjunto no vacio. Entonces una familia B
de subconjuntos de X es una base para alguna topologia T si:

(1) 0 € B.

(2) Siempre que By, By € B y x € ByN By, existe B € B tal que x € B C
By N Bj.
(3) X =B.

Demostracién. Sea 7 = {{JG : G C B}. Por (1), 0 = {0} € 7 y por (3),
XerT.

SiU,V € 7, entonces existen Gy, Gy C BtalesqueU =Gy yV = Gv.
Para cada x € U NV, existen By € Gy y B; € Gy de modo que z € By N B,
y por (2) existe B, € B tal que

re€B, CByNB, CUNV.

Por lo tanto

UNnV=UB,:zeUnNV}er

Finalmente si A C 7, entonces | J A € 7 pues para cada A € A existe G4 C B
tal que A =[JGa, de donde se sigue que

UA=UU{Ga: A A} €.

Por lo tanto 7 es una topologia. O

Definicién 1.1.5. Sean (X, 7) un espacio topolégico y z € X. Una familia
B, de vecindades de z es una base de vecindades para x en X (o base local
en z) si para cada vecindad V' de x existe B € B, tal que B C V.

Definicién 1.1.6. Sean (X, 7) un espacio topolégico, A C X y x € X.
Entonces:

(1) x es un punto interior de A si A contiene una vecindad de z.

(2) x es un punto clausura (o punto de adherencia) de A si para cualquier
vecindad V' de x se tiene que V N A # ().

(3) x es un punto limite de A si para cualquier vecindad V de x se tiene

que AN (V\{z})#0
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(4) x es un punto aislado de A si existe una vecindad de x cuya interseccién
con A consiste en el punto z tinicamente.

(5) El interior de A es

A° =intx(A) = {x € X : (U vecindad de z)(U C A)}.

(6) La clausura de A es

A=cly(A) ={r € X : (VV vecindad de 2)(V N A # 0)}.

(7) La frontera de A es

OA=FrA=AnX\ A

Con lo que podemos observar que A° es el conjunto de todos los puntos
interiores de A, mientras que A es el conjunto de todos los puntos clausura
de A. Intuitivamente el interior de un subconjunto consta de todos los puntos
que estan muy dentro del conjunto, mientras que los puntos de la clausura
son los que estan realmente cerca del conjunto.

Observacién 1.1.1. A es un conjunto cerrado y A° es un conjunto abierto.

Definicién 1.1.7. (Dimensién inductiva) Un espacio topolégico X tiene di-
mension cero (abreviado 0-dimensional) si tiene una base formada por con-
juntos abiertos y cerrados. Diremos ademas que un espacio tiene dimension
< n—+ 1 si posee una base cuyos elementos tienen frontera de dimension a lo
mas n.

Definicién 1.1.8. Sean (X, 7) un espacio topoldgico y D C X. Se dice que

D es densoen X si X = D.

En primera instancia uno podria imaginarse que los subconjuntos densos
de un espacio son los subconjuntos grandes, pero sin embargo no es asi, mas
bien son subconjuntos apropiadamente situados en el espacio de manera que
cada punto del espacio esta cerca del subconjunto.

Definicién 1.1.9. Un espacio X es separable si tiene un subconjunto denso
y numerable.
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Definicién 1.1.10. Sean (X, 7) un espac1o topoldgico y N C X. Se dice que
N es denso en ninguna parte de X si N° = ().

Proposicién 1.1.2. Sean (X, 7) un espacio topoldgico y N C X; entonces
son equivalentes

(1) N es denso en ninguna parte.
(2) X\ N es denso.

(8) Para cada subconjunto abierto no vacio U C X, existe un subconjunto
abierto no vacio VC U tal que VNN = ().

Demostracion. (1) = (2) Sea U un subconjunto abierto no vacio, como N
es denso en ninguna parte, N° = (), se sigue entonces que U ¢ N; es decir,
UN(X\N)#0yasi X\ N es denso.

(2) = (3) Sea U un subconjunto abierto no vacio de X. Notemos que X \ N
es denso y abierto. Escojamos € U N (X \ N) y como la interseccién es un
conjunto abierto, debe existir una vecindad V de z tal que V. C UN (X \ N).
Entonces VN N = ().

(3) = (1) Si N no fuera denso en ninguna parte, entonces N # . Sean
U = N° como U es no vacio existe un subconjunto abierto V' C U tal que
VNN =0, como N es denso en su cerradora, entonces debe intersectar a
cada abierto en su cerradura, en particular N NV # (), con lo que llegamos
a una contradiccion. 0

Definicién 1.1.11. Un conjunto X se dice que es de primera categoria, si
X es la uniéon numerable de conjuntos densos en ninguna parte. Un conjunto
que no es de primera categoria suele llamarse de sequnda categoria.

Definicién 1.1.12. Sean X y Y espacios topoldgicos. Una funcién f: X —
Y se dice que es continua si para cada subconjunto abierto V' de Y, el con-
junto f~1(V) es un subconjunto abierto de X.

Notemos que si la topologia de Y esta dada por una base B, entonces para
comprobar la continuidad de f es suficiente mostrar que la imagen inversa de
cada bésico es abierta, pues cada elemento V' de Y puede escribirse como la
unién de elementos basicos y recordemos que la imagen inversa se comporta
bien respecto a la union.
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Definicién 1.1.13. Sean X y Y espacios topolédgicos; sea f : X — Y una
biyeccién. Si la funcién f y la funcién inversa f~' : ¥ — X son ambas
continuas, entonces se dice que f es un homeomorfismo.

La condicién de que f~! sea continua significa que, para cada conjunto
abierto U de X, la imagen inversa de U mediante la aplicacién f~! es abierta
en Y. Sin embargo, la imagen inversa de U mediante la aplicacién f~! es la
misma que la imagen de U mediante la aplicacién f. Por esto, otro modo
de definir un homeomorfismo es decir que es una correspondencia biyectiva
f: X =Y tal que f(U) es abierto si, y sélo si, U es abierto.

X Y

Figura 1.1: Esquema de un homeomorfismo.

Cualquier propiedad de X que se exprese completamente en términos de la
topologia de X nos da, via la correspondencia f, la propiedad correspondiente
para el espacio Y. Tal propiedad de X se denomina propiedad topologica de
X. Si existe un homeomorfismo entre X y Y, entonces X y Y se dicen espacios
homeomorfos.

Definicién 1.1.14. Diremos que una funciéon continua f : X — Y es un
homeomorfismo local si para cada x € X existe un abierto U, vecindad de «x,
tal que f(U) sea abierto de Y y f|, : U — f(U), la restricciéon de f a U es
un homeomorfismo.

Definicién 1.1.15. Sea f : X — Y una funcién continua e inyectiva, donde
X y Y son espacios topoldgicos. Sea Z = f(X), considerado como subespacio
de Y; entonces la funcién f' : X — Z es biyectiva. Si ocurre que f’ es

homeomorfismo de X con Z, decimos que f : X — Y es un encaje de X en
Y.
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Definicién 1.1.16. Sean X y Y espacios y f : X — Y. Entonces f se
llama funcién abierta (respectivamente funcion cerrada), si f(U) es un sub-
conjunto abierto (respectivamente, cerrado) de Y para cada U C X abierto
(respectivamente, cerrado).

Definicién 1.1.17. Sean X y Y espacios topologicos y sea p : X — Y una
funcién continua y sobreyectiva. La funcién p se dice que es una aplicacion
cociente siempre que un subconjunto U C Y es abierto en Y si, y sélo si,
p 1 (U) es abierto en X.

Observaciéon 1.1.2. Sip: X — Y es una funcion continua y sobreyectiva
que es abierta o cerrada, entonces p es una aplicacion cociente.

Teorema 1.1.1. Sea f : X — Y wuna aplicacion cociente. Sea Y' un subcon-
Junto abierto o cerrado en'Y y considérese X' = f~1(Y"). Entonces

fly : X' =Y’
es una aplicacion cociente.

Demostracion. Supongamos que Y/’ C Y es un abierto, y sea G C Y’ tal
que [y (G) = f7H(G) C X' es abierto en X’ y X’ es abierto en X. Asi,
f7H(G) es abierto en X y con ello G es abierto en Y, por lo tanto, también
es abierto en Y.

Lo anterior funciona exactamente igual para el caso de cerrados. 0

Teorema 1.1.2 (De la transgresion). Sea p : X — Y wuna aplicacion co-
ciente. Sea Z un espacio y sea g : X — Z una aplicacion que es constante
sobre cada conjunto p~*(y), para y € Y. Entonces g induce una aplicacién
f:Y — Z tal que fop = g. La aplicacion inducida f es continua si, y
solo si, g es continua, f es una aplicacion cociente si, y solo si, g es una
aplicacion cociente.

p
X —>

Y
f
9
Z

Figura 1.2: Diagrama asociado al Teorema 1.1.2.
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Demostracién. Para cada y € Y, el conjunto g(p~'(y)) es un conjunto uni-
puntual en Z (puesto que g es constante sobre p~'(y)). Si denotamos por
f(y) a tal punto, entonces hemos definido una aplicacién f : Y — Z tal que
para cada x € X, f(p(z)) = g(x). Si f es continua, entonces g = f o p es
continua. Reciprocamente, supongamos que g es continua. Dado un abierto
V de Z, g71(V) es abierto en X. Pero ¢g7(V) = p~'(f~1(V)); como p es
cociente se sigue que f~(V) es abierto en Y. De aqui, f es continua.

Si f es una aplicacion cociente, entonces g es la composicién de dos aplica-
ciones cocientes y es asi, una aplicacién cociente. Reciprocamente, suponga-
mos que ¢ es una aplicacion cociente. Puesto que g es sobreyectiva, también
lo es f. Sea V un subconjunto de Z; probaremos que V' es abierto en Z si
J7YV) es un abierto en Y. Ahora el conjunto p~*(f~!(V')) es abierto en X
porque p es continua. Puesto que este conjunto es igual a g~1(V), este tiltimo
es abierto en X. Entonces, como ¢ es una aplicacién cociente, V' es abierto
en /. 0

Definicién 1.1.18. Una métrica en un conjunto X es una funcién
d: X xX—-R
satisfaciendo las siguientes propiedades

(1) d(z,y) > 0 para todos z,y € X; la igualdad se da si, y sélo si, z = y.
(2) d(z,y) = d(y, ) para todos z,y € X.

(3) (Desigualdad triangular) d(z, z) < d(x,y) + d(y, z) para todos x,y, z €
X.

Al par (X, d) se le denomina espacio métrico. Sean d una métrica en X
y € > 0, consideremos el conjunto

Be(z) ={y : d(z,y) < ¢}

de todos los puntos y cuya distancia a x es menor que €, que se denomina
bola abierta de radio € centrada en x. No es dificil ver que la familia de todas
las bolas abiertas forma una base para una topologia sobre X, denominada
topologia métrica inducida por d.

A continuacion definiremos los llamados aziomas de separacion que son
propiedades que puede satisfacer un espacio topologico en funcién del grado
en que distintos puntos o conjuntos cerrados pueden ser separados por medio
de los abiertos de la topologia.
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Definicién 1.1.19. Sea X un espacio topoldgico, decimos que X es

(To) Siy sélo si para cualquier par de puntos z,y € X existe un abierto que
contiene a uno y sélo uno de los puntos.

(T}) Si y sélo si para cualquier par de puntos z,y € X hay un par de
abiertos Ay, Ay tal que x € Ay, pero no en A,, y ademas y € A,, pero
no en A;. Una equivalencia importante es que X es T} si, y solo si los
subconjuntos de X formados por un tinico punto son cerrados.

(To o de Hausdorff) Si y sélo si para cualquier par de puntos distintos
x,y € X existe un par de abiertos disjuntos que contienen uno a x
y otro a y. A menos que se mencione lo contrario, todos los espacios
considerados en este trabajo seran de Hausdorff.

(T3 o regular) Si para cada punto x € X y cualquier cerrado F C X tal
que x ¢ F', entonces existen vecindades abiertas U, y Up tales que su
interseccién es vacia. Es decir, podemos separar puntos de cerrados.

(Ty o normal) Si para cada par de cerrados Fi, F» C X con interseccién
vacia existen vecindades abiertas que los contengan Up, v Up, tal que
su interseccion es vacia. Es decir, podemos separar cada par de cerrados
del espacio.

Definicién 1.1.20. Sea [], ., X, un producto cartesiano y consideremos
la funcion 7 : [] ., Xo — X3 que asigna a cada elemento del producto
cartesiano su coordenada [-ésima,

75((Ta)acs) = 73,

se denomina funcidn proyeccion asociada con el indice 3. Denotemos por Sg
a la familia
Sp = {WEI(UB) : Ug es abierto en Xz}

y denotemos por § a la unién de esas familias,
S=1{]JSs
BeJ

La topologia generada por la subbase S se denomina topologia producto. En
esta topologia [ ., Xa se denomina espacio producto.
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Una definicién equivalente y muy tutil para la topologia producto es la
siguiente

Definicién 1.1.21. Sea S no vacio y X, un espacio topoldgico para cada
s € S. La topologia producto sobre [] .o X, es la que tiene por base a la
familia de todos los conjuntos de la forma

I1v.

seS

donde cada Uy es un subconjunto abierto de X, para cada s € S,y Ug # X
Unicamente para una cantidad finita de elementos de S.

Teorema 1.1.3. 57 X es un espacio métrico separable, entonces su cardina-
lidad es menor o igual que c.

Demostracion. Tomemos una base numerable B de X y formemos una suce-
sién Uy, Uy, Us, ... en la que aparezcan todos los elementos de la base (en la
lista formada de subconjuntos de X puede haber repeticiones, de hecho, si X
es finito necesariamente las hay, pero esto no afecta el argumento). Definamos
£:X —{0,1}" por

1 sizel;
§(x); =

0 en caso contrario.

Consideremos x, 2’ € X. Notemos que si x # 2/, entonces existe abiertos
disjuntos V 'y W de X tales que z € V y 2’ € W. Como B es una base, existe
U; tal que x € U; C V. En consecuencia ' ¢ U;. Asi {(z); = 1y &(z'); = 0.
Esto muestra que £ es inyectiva, y termina la prueba. ([l

1.2. Conexidad y compacidad

Definicién 1.2.1. Un espacio X se llama conexo si no existen abiertos aje-
nos y no vacios U,V tales que X = U U V. Si tales abiertos existieran se
denominarian una desconezxion de X.

Intuitivamente, un espacio es conexo si es de una sola pieza. Observemos
que la conexidad es una propiedad topolégica, ya que se formula completa-
mente en términos de la familia de los abiertos de X.

10
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Proposicién 1.2.1. Sea X un espacio topolégico. Si los conjuntos C' y D
forman una separacion de X, y ademds Y es un subespacio conexo de X,
entonces Y estd contenido o bien en C, o bien en D.

Lema 1.2.1. St X es conexo y f : X — Y es continua y sobreyectiva,
entonces Y es conexo.

Demostracion. Supongamos que Y = AU B es una separacién de Y = f(X)
en dos conjuntos disjuntos no vacios y abiertos en Y. Entonces f~1(A) y
f71(B) son conjuntos disjuntos cuya unién es X. Ademds son abiertos en
X, pues f es continua, y no vacios, porque f es sobreyectiva. De esta forma,
constituyen una separacién de X, contradiciendo la hipdtesis de que X era
CONEXO. 0

Definicién 1.2.2. Una funcién continua y cerrada es llamada mondtona si
es sobreyectiva y tiene la propiedad de que la preimagen de todo conjunto
CONexo es conexa.

Proposiciéon 1.2.2. Sea f : X — Y continua, cerrada y sobreyectiva. Si
para toda y €'Y se cumple que f~(y) es conezo, entonces f es mondtona.

Demostracion. Necesitamos ver que para todo conexo C' C X no vacio, se
tiene que f~1(C) es conexo. Notemos que por la Observacién 1.1.2 tenemos
que f es una aplicacién cociente. Por el Teorema 1.1.1, es suficiente probar
que si Y es conexo, entonces X también es conexo. Supongamos que X es
disconexo, es decir, que existen abiertos disjuntos no vacios U,V tal que
X = U UV. Observemos que para cada x € U, f~'(f(x)) es conexo y por
lo tanto esta contenido en U, asi U C f'(f(U)) = U,y fH(f(2)) C U,
asi f(U) es abierto, y por la misma razon lo es f(V'). Consideremos los
subconjuntos f(U) y f(V) de Y, ambos son abiertos y no vacios, entonces,
por la conexidad de Y, los conjuntos f(U) y f(V) no pueden ser disjuntos.
Seay € f(U)N f(V), tenemos que

) c O nf(vV) = O N1 V) =uny,
Lo que implica que U NV # (), una contradiccion. O

Definicién 1.2.3. Dados dos puntos z e y del espacio X, un camino (o
arco) en X que une x con y es una funcién continua f : [a,b] — X de algin
intervalo cerrado de la recta real en X, de modo que f(a) =z y f(b) = v.
Un espacio X se dice que es conexo por caminos si cada par de puntos de X
se pueden unir mediante un camino en X.

11



Preliminares

Observacién 1.2.1. Todo espacio conexo por caminos es conezo.

Definicién 1.2.4. Sea A C R"™. Decimos que A es convero si para todo
x,y € A se tiene que para toda t € [0, 1],

(1—-t)z+ty € A

Definicién 1.2.5. Sea X un espacio topoldgico. Definimos la componente
conezxa de un punto x € X como

C,=C(x) = U{C C X :x € CAC es conexo}.

Observacién 1.2.2. Las componentes conexas son subconjuntos cerrados vy
conezos de X, mas ain, C(z) es el C-mdzimo conezo contenido en X del
que T es un elemento.

Notemos que las componentes conexas de dos puntos distintos en un es-
pacio topoldgico X o coinciden o son disjuntas, entonces las componentes
conexas de un espacio constituyen una descomposicion de X en subconjun-
tos cerrados, conexos y disjuntos a pares.

Proposicién 1.2.3. Sea X un espacio con base de vecindades con cerradura
conexa, entonces X es localmente conexo.

Demostracion. Sea U C X un abierto tal que x € U. Sea V' la componente
conexa de x, que es conexa y veamos que V' es abierto. Sea y € V., como
y € Uy U es abierto, existe W vecindad de y con W conexo. Veamos que
W C V, pues si no W N C,, donde C, es la componente conexa de z en U,
para algin z € U \ V, lo cual seria una contradiccién. ([l

Definicién 1.2.6. Sea X un espacio topoldgico. La cuasi-componente de un
punto x € X se define como la interseccion de todos los conjuntos cerrado
abiertos que contienen al punto z.

De manera similar a las componentes conexas, las cuasi-componentes son
subconjuntos cerrados de X que constituyen una descomposicion de X en
cerrados disjuntos.

Teorema 1.2.1. Sean X wun espacio topologico y x € X. La componente
conezxa C de x estd contenida en la cuasi-componente () de x.

12
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Demostracion. Sea F' un subconjunto de X, cerrado abierto, que contiene a
x. Los conjuntos F'y X \ F forman una separacién de X, asi los conjuntos
CNFyC\F son separados; como C N F # () se sigue de la Proposicién
1.2.1 que C'\ F = 0, es decir, que C' C F. Entonces tenemos que C' C Q. [

Definicién 1.2.7. Un espacio topolégico X es localmente conexo si para
todo x € X y toda vecindad V' de z, existe una vecindad abierta y conexa U
de z tal que U C V.

Definicién 1.2.8. Diremos que un espacio topoldgico X es totalmente dis-
conezo si los tinicos subconjuntos conexos estan formados por conjuntos sin-
gulares.

Lema 1.2.2. Todo espacio X 0-dimensional y T es totalmente disconexo.

Demostracion. Sea x € X y sea C, su componente conexa. Supongamos que
existe y # x con y € C,. Por ser X un espacio T}, existen vecindades abiertas
Vi, V,, de z y y respectivamente, tales que y ¢ V, y = ¢ V,. Ahora, claramente
X \ V, es cerrado y no contiene a z. Ya que X es 0-dimensional, existe A,
cerrado abierto en X tal que x € Ay y € X \ A. Luego notemos que ANC,
y (X \ A) N C, es una separacién de C,, lo que contradice que C, es conexo.
Luego C, = {x}, y asi, X es totalmente disconexo. O

Una cubierta de un conjunto es simplemente una familia de subconjuntos
cuya union es el conjunto en cuestiéon. Si X es un espacio topolégico, una
cubierta abierta es una familia de subconjuntos abiertos & de X cuya union
es X. Se denomina subcubierta a una subfamilia de la cubierta que es ella
misma una cubierta.

Definicién 1.2.9. Sea X un espacio topoldgico. Se dice que X es un espacio
compacto si para cada cubierta abierta U del espacio X, existe una familia

finita A C U tal que X = |J A.
Proposicién 1.2.4. Todo espacio compacto y Hausdorff es normal.

Teorema 1.2.2. Cada subespacio cerrado de un espacio compacto es com-
pacto.

Demostracion. Sea Y un subespacio cerrado del espacio compacto X. Dada
una cubierta A de Y por conjuntos abiertos en X, podemos considerar la
cubierta abierta B de X uniendo a A el conjunto abierto X \ Y, esto es,

13
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B=AU{X\Y).

Como X es compacto, alguna subfamilia finita cubre X. Si esta subfamilia
contiene al conjunto X \ Y, lo descartamos. Si no es asi, la dejamos como
estd. La familia resultante en cualquier caso es una subfamilia finita de A
que cubre Y. O

De la definicién de la topologia de subespacio, inmediatamente obtenemos
el siguiente resultado

Corolario 1.2.1. Si un subespacio A de un espacio topolégico X es com-
pacto, entonces para toda familia {Us}ses de subconjuntos abiertos de X
tal que A C |, .o Us existe un conjunto finito {s1,ss,...,8x} C S tal que

Ac UL, U,

seS

Teorema 1.2.3. Sean X un espacio topologico y U C X un abierto. Si una
familia {Fs}scs de subconjuntos cerrados de X contiene al menos un conjunto
compacto (en particular, si X es compacto) y si nsES F, C U, entonces existe

un conjunto finito {sy,...,s.} C S tal que i, Fs, C U.

Demostracion. Sea Fy, compacto. Reemplazando el espacio X por Fj, el
conjunto U por U N Fy, y la familia {Fs}ses por {Fy, N Fs}ses reducimos
el problema al caso del espacio compacto, entonces podemos asumir que X
es compacto. Aplicando el corolario anterior a los conjuntos X \ U y U =
X \ F, obtenemos un conjunto finito {sy,...,sx} C S con las propiedades
requeridas. 0

Teorema 1.2.4. La imagen de un espacio compacto bajo una aplicacion
continua es un espacto compacto.

Demostracion. Sea f : X — Y continua con X compacto. Sea A una cubierta
del conjunto f(X) por abiertos de Y. La familia

{f1(4): Ae A}

es una cubierta de X por conjuntos abiertos ya que f es continua. Por tanto,
un numero finito de ellos, digamos

A, (A,

cubren X. Entonces los conjuntos Ay, ..., A, cubren f(X). O

14
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Lema 1.2.3 (El lema del tubo). Consideremos el espacio producto X XY,
donde Y es compacto. Si N es un conjunto abierto de X XY conteniendo
la rebanada xqg XY de X XY, entonces N contiene algun tubo W XY sobre
ro XY, donde W es una vecindad abierta de xy en X.

Demostracion. Cubramos zg X Y por elementos basicos U x V' de modo que
U xV C N. El espacio xg X Y es compacto ya que es homeomorfo a Y. De
esta manera, podemos cubrir xy X Y con un nimero finito de tales elementos
bésicos
U1 X %,...,Unxvn

Podemos suponer que los basicos U; x V; intersectan a zy X Y, ya que de
no ser asi, podriamos descartarlo de la coleccién finita y seguir teniendo una
cubierta de xy X Y. Definamos

W=Un---NU,.

El conjunto W es abierto, y contiene a xy pues cada conjunto U; X V; intersecta
a xrog X Y. Afirmamos que los conjuntos U; x V; , que fueron elegidos para
cubrir la rebanada zy x Y, también cubren el tubo W x Y. Sea = x y un
punto de W x Y. Consideremos el punto zy X y de la rebanada x¢y X Y que
tiene la misma coordenada y en ese punto. Ahora, xy X y pertenece a algiin
U; x V; para algtn 4, asi que y € V;. Pero x € U; para todo j (pues x € W).
Asi, se tiene que x X y € U; x V;, tal y como pretendiamos demostrar. Como
todos los conjuntos U; x V; estan contenidos en N, y como cubren al conjunto
W xY, se tiene que el tubo W x Y también esta contenido en N. O

Proposiciéon 1.2.5. Sea m : X XY — X la funcion proyeccion. Si 'Y es
compacto entonces w1 es una funcion cerrada.

Demostracion. Sea A C X X Y cerrado y consideremos = € X \ m;(A). Dado
que = ¢ m (A) se tiene que {z} x Y C (X xY)\ A. Como Y es compacto y
(X xY)\ A abierto, aplicamos el lema del tubo y encontramos una vecindad
abierta W de z tal que W xY C (X xY)\ A. Entonces x € W C X \ m;(A4),
por lo que X \ 71(A) es abierto y por lo tanto m1(A) es cerrado. O

Teorema 1.2.5 (De la grafica cerrada). Sea f: X — Y una funcién conti-
nua con 'Y compacto y de Hausdorff. Entonces f es continua si, y solo si, la

grdfica de f,
Gy =A{(z, f(z)) : v € X}

es cerrada en X XY.
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Demostracion. Supongamos que G es cerrado en X x Y. Consideremos algin
cerrado V' de Y. Se sigue que Gy N (X x V) es cerrado en X x Y. Notemos
que este conjunto es exactamente el conjunto de todos los (z, f(z)) tal que
f(x) € V. De la proposicién anterior se sigue que m; : X XY — X es cerrada.
Se sigue que

m(G N (X x V) = {a: f() €V} = (V).

Ahora supongamos que f es continua. Supongamos que (zg, yp) €s un punto
limite de Gy. Supongamos que yo # f(xp). Como Y es Hausdorff, pode-
mos encontrar abiertos disjuntos U y V que contengan a f(xg) y yo res-
pectivamente. Como f es continua, f~}(U) es una vecindad abierta de z.
Afirmamos que f~1(U) x V es una vecindad abierta de (g, o) tal que no in-
terseca a Gy. Supongamos que (z, f(z)) € Gy. Siz ¢ f~1(U) terminamos. Si
r e f7YU), f(z) € U, entonces f(x) ¢ V, entonces (z, f(z)) & f~1(U) x V.
Esto contradice el hecho de que (z9,yo) es punto limite de Gy. Entonces G
contiene todos sus puntos limite y asi es cerrado. 0

Teorema 1.2.6 (Tychonoff). Un espacio producto es compacto si y sélo si
cada factor es un espacio compacto.

Teorema 1.2.7. Si X es un espacio compacto y Hausdorff, entonces la com-
ponente conexa de un punto x € X coincide con la cuasi-componente del
punto x.

Demostracion. Notemos que por el Teorema 1.2.1, es suficiente probar que
la cuasi-componente () del punto z es conexa.

Supongamos que dos subconjuntos cerrados X7, Xy de () satisfacen las
condiciones () = X; U X5 y « € X;. Los conjuntos X7, X5 son cerrados en X,
como X es compacto y Hausdorff se sigue que X es normal, entonces existen
subconjuntos abiertos U,V de X tal que

Por lo tanto, tenemos () C U UV y, por el Teorema 1.2.3, existen conjuntos
cerrado abiertos Fi,..., Fj tal que Q C F = [ F; C U UYV; claramente, el
conjunto F' es cerrado abierto. Ya que

UNFCcUNF=UnN(UUV)NF=UNF,
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la interseccion U N F' es también cerrrado abierta. Como x € U N F, tenemos
que Q CUNFy
XoCcQCUNFCU. (2)

De (1) y (2) se sigue que X5 = (), lo cual muestra que @) es conexo. O

Definicién 1.2.10. Un espacio topolégico X es localmente compacto si da-
do cualquier x € X y cualquier vecindad V' de =z, existe un subconjunto
compacto K C X tal que

re KCCKCV.

Definicién 1.2.11. Sea X un espacio topolégico no vacio. Decimos que X
es un continuo si es conexo y compacto. Un subcontinuo es un subconjunto
de un continuo que es cerrado, conexo y no vacio.

Proposicién 1.2.6. Si {A,}52, es una sucesion decreciente de subconjuntos
cerrados de un espacio de Hausdorff y compacto X y U es un conjunto abierto
en X tal que [\, A, C U, entonces existe m € N tal que A, C U para cada
n>m.

Demostracion. La prueba se sigue del Teorema 1.2.3, tomando F, = A, y
considerando el hecho de que la sucesién es decreciente. O

Corolario 1.2.2. Si {A,}>2, es una sucesion decreciente de subconjuntos
cerrados, no vacios de un espacio compacto X, entonces (., A, # 0.

Demostracion. Supongamos que ()~ A, = 0. Sea U = (), entonces se tiene
que (2, A, C U. Notemos que U es un conjunto abierto en X, por la
Proposicién 1.2.6 existe m € N tal que A,, C U, pero A,, # ), lo cual
contradice el hecho de que U = ). Por lo que ()~ A, # 0. O

Corolario 1.2.3. Si {A,}>°, es una sucesion decreciente de subconjuntos

cerrados, conexos, no vacios de un espacio de Hausdorff y compacto X en-
o0 . ’

tonces (), A, es un subconjunto cerrado, no vacio y conexo de X.

Demostracion. Primero notemos que por el Teorema 1.2.2 tenemos que cada
A, es compacto. Denotemos por A al conjunto (2, A,. Notemos que A es
una interseccién numerable de subconjuntos cerrados en X, por lo que A es
un conjunto cerrado en X. Por el Corolario 1.2.2 se tiene que A es un conjunto
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no vacio. Resta probar que A es un conjunto conexo. Supongamos que A no
es conexo, entonces A = B; U Bs, donde B; y Bs son conjuntos cerrados,
no vacios y ajenos. Por la Proposicién 1.2.4 se sigue que A; es un espacio
normal, entonces existen abiertos y ajenos en Ay, V y W tales que B C V
y By C W. Sea U =V UW. Entonces por la Proposicién 1.2.6 tenemos que
A,, C U, para algiin m € N. Por lo tanto A, = (A,, NV)U(A,, "W). Como
BiUBy, =AC A, ydadoque BiNA # 0y BoNA # 0, tenemos que
ANV #0y A, NW # (. Por lo que A, no es un conjunto conexo, lo cual
es una contradicciéon. Por lo tanto, A es conexo. O

Cabe resaltar que en el resultado anterior el hecho de que X sea un espacio
de Hausdorff fue el que nos ayudé a probar que la interseccion en cuestion es
conexa. Ademas, del resultado anterior se puede concluir que la interseccion
de una sucesién decreciente de continuos es un continuo.

Lema 1.2.4. Si A es un subespacio cerrado de un continuo X tal que () #
A # X, entonces para toda componente conexa C del espacio A tenemos que

CNFErA#0.

Demostracién. Del Teorema 1.2.7 se sigue que C' = (K, donde K es la
familia de todos los subconjuntos cerrado abiertos de X conteniendo un punto
xo € C. Supongamos que C'N FrA = (). Dado que la familia K es cerrada
respecto a intersecciones finitas y el conjunto FrA es compacto, existe una
K € K tal que KN FrA = () (ver Teorema 1.2.3). Tomemos un conjunto
abierto U C X satisfaciendo que U N A = K. La igualdad K N FrA = ()
implica que K = U N A°, es decir, que el conjunto K es abierto en X. Pero
el conjunto K es también cerrado en X y contiene zq, entonces K = X. Esto
implica que FrA = (), lo cual es imposible, pues A desconectaria a X. ([l

Observemos que un continuo, al ser conexo, no se puede escribir como una
cantidad finita (mayor a uno) de subconjuntos cerrados ajenos. Probaremos
ahora que tampoco se puede escribir como una cantidad infinito numerable
de cerrados ajenos, para lo que probaremos el siguiente lema.

Lema 1.2.5. Si un continuo X es cubierto por conjuntos cerrados disjuntos
a pares X1, Xo,... de los cuales al menos dos son no vacios, entonces para
toda i existe un continuo C' C X tal que CNX; = 0 y al menos dos conjuntos
en la sucesion C'N X1,C N Xy, ... son no vacios.

Demostracion. Si X; = () dejamos C' = X; entonces podemos suponer que
X; # (0. Tomemos un j # i tal que X; # 0 y abiertos ajenos U,V C X
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satisfaciendo X; C U y X; C V. Sean x un punto de X; y C' la componente
conexa de z en el subespacm V. Claramente, C es un continuo, CNX; = () y
CNX; # 0. Dado que C'NFrV # §, por el lema anterior, y como X; C V",

existe una k # j tal que C'N X}, # (). D

Teorema 1.2.8 (Sierpinski). Si un continuo X tiene una cubierta numerable
{X:}2, por subconjuntos cerrados disjuntos a pares, entonces a lo mds uno
de los conjuntos X; es no vacio.

Demostracion. Sea X = |J;-, X;, donde los conjuntos X; son cerrados y
X;NX; =0 cuando i # j; supongamos que al menos dos de los conjuntos X;
son no vacios. Del lema anterior se sigue que existe una sucesion decreciente
C1 D Cy D ... de continuos contenidos en X tal que

CzﬂXz:(Z) y CZ#Q) parai:1,2,... (1)

Esto puede hacerse aplicando el lema a X con la particién formada por los
conjuntos {X,,} vy eligiendo un subcontinuo C; de X que no intersecte a X,
y que intersecte al menos a dos conjuntos Xj;, después tomando a C4 con la
particién formada por los conjuntos {Cy N X,,} y tomando un subcontinuo
C5 de C] que no intersecte a C; N X5 y que intersecte al menos dos conjuntos
C1NX;; continuando con este procedimiento se obtiene lo deseado. La primera
parte de (1) implica que ((;=; C;) N (Ui=, X;) = 0, es decir, que ;2 C; = 0,
y todavia de la segunda parte de (1) y la compacidad de X se sigue que
021 Cz 7£ (Z) U

Definicién 1.2.12. Una compactacion para un espacio topologico X es una
pareja (¢, K), donde K es un espacio topolégicoy ¢ : X — K es una funcidn,
tal que

(1) K es compacto.
(2) ¢: X — K es un encaje de X en K.
(3) ¢(X) es denso en K.

Se dice que (¢, K) es una compactacién de X por finitos puntos, si K'\c(X)
es finito. Sean € Nsi |[K'\ ¢(X)| = n diremos que (¢, K) es una compactacién
de X por n puntos. Si ademas se tiene que K es Hausdorff, entonces diremos
que la compactacién es Hausdorff. Usualmente la compactacién de un espacio
se denota como cX.
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Definicién 1.2.13. Si {f;}ic; es un familia de funciones tal que f; : X — Y},
entonces definimos la funcion diagonal como

Nier sz—>HYz

z = { fi(®) }ier

Proposicion 1.2.7. Si {f;}ier cumple que cada f; : X —'Y; es una funcion
continua. Entonces f = Nier fi : X — Hz'eJYi es continua.

Demostracion. Sea U = ;1 (U;) un abierto subbésico de [],.; Yi. Observemos

que el siguiente diagrama conmuta

icl

X ——> L Vi

Uy
Ji
Y;

Figura 1.3: Diagrama asociado a la Proposiciéon 1.2.7.

En efecto m;0 f(z) = mi({f;(z)}jer) = fi(x). Por lo tanto f; = m;o f. Entonces
FHU) = 7w (Un) = (w0 f)7H(U:) = £ (U3)

es abierto por la continuidad de f;. 0

Definicién 1.2.14. Sea X un espacio topolégico. Decimos que X es Ty-
chonoff si es T} y ademds para cada F' C X cerrado y © € X \ F existe
f:X —[0,1] continua tal que

FFY {0} v fl@)=1.

Proposicién 1.2.8. Si X es Tychonoff, no degenerado y U C X es abierto
y conexo, entonces ¢ < |U|
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Demostracion. Tomemos x € U, sin pérdida de generalidad supongamos que
X \ U es no vacio, como X es Tychonoff existe una funcién continua f de
X en el intervalo [0,1] tal que f(X \U) C {0} y f(x) = 1, entonces como
X es conexo y f es continua, f(X) es un conexo que contiene a 0,1 y por
lo tanto f(X) = [0, 1]. Entonces (0, 1] esta contenido en f(U) por lo tanto
¢ =0, 1] = [F(U)| < UI. [

Definicién 1.2.15. Sean X un espacio topolégico y {Y,}aea una familia
de espacios topoldgicos. Se dice que una familia de funciones F = {f, :
X — Yi}aea separa puntos de conjuntos cerrados de X, si para cualquier
subconjunto cerrado B C X y para cualquier punto = € X\ B, existe f, € F,

tal que fo(z) ¢ fo(B).

Lema 1.2.6. Sean X yY dos espacios topologicos y f : X — Y una funcion
continua e inyectiva. Si la funcion f separa puntos de cerrados, entonces f
es un encaje.

Demostracion. Sabemos que f: X — f(X) es una funcién continua y biyec-
tiva. Entonces es suficiente probar que para todo subconjunto cerrado B, su
imagen f(B) es cerrada en f(X), ya que como f es biyectiva, existe f~1, y
como [f~1(B)]™! = f(B) se sigue que f~! es continua y asi f es un homeo-
morfismo. - -

Es claro que f(B) C f(X)N f(B), donde f(B) denota la cerradura de f(B)
en Y. Por otro lado, si y = f(x) € f(X)\ f(B), entonces z € X \ B ya que f

es inyectiva. Como f separa puntos de subconjuntos cerrados, f(z) ¢ f(B).

De esta manera hemos demostrado que f(X)\ f(B) C f(X)\ f(B), de don-

de se sigue que f(B) N f(X) C f(B) y por tanto f(B) = f(B) N f(X).
Como f(B) es cerrado en Y, inferimos que f(B) es cerrado en f(X), como
queriamos demostrar. O

Proposicién 1.2.9. Si X es un espacio Tychonoff, existe f : X — [0,1)
que es encaje, para algiun conjunto 1.

Demostracion. Sea I = C(X,[0,1]) la familia de las funciones continuas de
Xen[0,1]ysea f=A1,

f:X —[0,1]"
Sabemos que f es continua, asi, para probar que f es encaje, basta probar

que f separa puntos de cerrados. Como X es Tychonoff, f separa puntos de
cerrados. ]
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Proposicién 1.2.10. Si X es Tychonoff, existe (f, K) compactacion de X.

Demostracion. Sea f : X — [0,1]F el encaje de la proposicién anterior. Si
K = f(X), es compacto y por lo tanto (f, K) es una compactacién de X. [

Notacién: A la compactacion de X de la proposicién anterior se le conoce
como la compactacion Stone-Cech de X y se le denota como (f,8X) =

(f, K).
Definicién 1.2.16. Diremos que un espacio topologico es:

a) Completamente metrizable si existe una métrica d definiendo la topo-
logia de X tal que (X, d) es completo (es decir, toda sucesién de Cauchy
converge).

b) Polaco si es separable y completamente metrizable.

Definicién 1.2.17. Un subconjunto S de un espacio topologico X es del tipo
G si S es la interseccion de una familia numerable subconjuntos abiertos de
X. Diremos que S es F; si el complemento de S es Gjs.

Proposiciéon 1.2.11. Sea X un espacio metrizable y C' un subconjunto ce-
rrado de X. Entonces C es Gs.

Demostracion. Sea d una métrica que define la topologia de X. Para cada
n € N hacemos U, = (J,cc Bi/nti1(x). Como C es cerrado, se tiene que
Nyen Un = C, por lo que C es Gs. O

Definicién 1.2.18. Sea X un espacio topoldgico, (Y, d) un espacio métrico,
SCXyf:S—Y. Entonces

oscy(z) = inf{diam(f[O N S]) | O vecindad abierta de x}

es la oscilacion de f en el punto z.

Proposicién 1.2.12. Sean XY espacios métricos. La funcion f: X —Y
es continua si y solo si oscy(x) =0 para toda x.

Demostracion. Supongamos que f es continua y sean € > 0y x € X. Como
f es continua existe una vecindad abierta V' de z tal que d(f(z), f(y)) < €/2
para todo y € V. Entonces d(f(y), f(z)) < € para todo y,z € V. Por lo
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tanto diam(f[V N X]) = sup{d(f(y), f(2)) | y,z € V} < € lo que implica que
oscy(z) < € para toda € > 0. Por lo tanto oscs(z) = 0.

Ahora supongamos que oscs(x) = 0, esto implica que existe una vecindad
abierta V' de z tal que diam(f[V N X]) < € entonces d(f(x), f(y)) < € para

toda y € V, por lo que f es continua.
O

Teorema 1.2.9 (Kuratowski). Sea X un espacio metrizable, Y un espacio
completamente metrizable, S C X y f : S — Y wna funcion continua.
Entonces podemos encontrar un conjunto Gs= G de X con S C G C S Yy
g : G =Y wuna extension continua de f.

Demostracién. Fijemos G = SN {x € X | osc;(z) = 0}. Notemos que
oscy(z) = 0 siy sélo si para todo n € N hay un vecindad abierta O de x
con diam(f[O N S]) < 1/(n+ 1), asi que {x € X | oscs(x) = 0} es Gs,
ya que podemos verlo como la interseccién de todos los G,,, donde G, =
{x | 0scs(x) < 1/(n+1)} asf como también el conjunto S, por la Proposicién
1.2.11. Entonces G es un Gy contenido en S. Si € S, entonces z € S y
oscp(z) = 0 ya que f es continua, por lo tanto S C G C S.

Ahora definiremos g : G — Y. Consideremos un punto x € G, como
r € S, existe una sucesién {z,} de puntos de S que converge a z. Dado que
{diam(f[{n+1,ZTnia,- .- }]) tnen converge a 0, entonces la sucesiéon { f(z,)}
es Cauchy y entonces converge a g(z) € Y. Notemos que g esté bien definida,
y extiende a f. Para ver que g es continua necesitamos ver que osc,(z) = 0
para cada x € G. Si O es abierto en X, entonces g[O N G] C f[ONS],
entonces diam(g[O N G]) < diam(f[O N S]) y oscy(x) = oscp(x) = 0. O

1.3. Teoria de conjuntos

Sea asume que el lector estd familiarizado con la teoria de ordinales y
sabe qué es un conjunto ordenado, el lector interesado en profundizar los
resultados de esta seccién puede consultar [Herl7]. Sea €, el orden estricto
de la pertenecia restringido al conjunto a. Un conjunto « es un ordinal si es
transitivo, es decir, a € « = a C a, y (o, €,) es un conjunto bien ordenado
(es decir, un conjunto parcialmente ordenado donde todo subconjunto no
vacio tiene un elemento minimo). Si « es un ordinal, se define a+1 = aU{a}
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que también es un ordinal. Un ordinal « es limite si no existe un ordinal g
con +1=aqa.
La nocién de induccion puede ser extendida a conjuntos bien ordenados.

Teorema 1.3.1 (Induccién transfinita, [Herl7]). Sean ¢ una formula de
la teoria de conjuntos, (X,<) un conjunto bien ordenado y xg,x,...,T}
conjuntos dados. St para todo x € X se cumple que

(vy < 33)(¢(Z/7 Lo, L1y - - - 7xk)) - (b(xa Lo, L1y - .- 7']:]6)7
entonces ¢(x, xo, T1,...,x)) se cumple para todo x € X.

Un ordinal  se llama cardinal si |a| < |x| para todo ordinal a < k. Para
todo conjunto X, existe un tnico cardinal  tal que |X| = |k|. Usualmente,
s6lo se escribe | X| = k y decimos que k es la cardinalidad de X.

Teorema 1.3.2 (Caracterizacion del conjunto de Cantor). Todo espacio no
vacio, compacto, totalmente disconexo, metrizable y sin puntos aislados es
homeomorfo al conjunto de Cantor.

Teorema 1.3.3 (Caracterizacion del conjunto de nimeros racionales). Todo
espacio no vacio, numerable, metrizable y sin puntos aislados es homeomorfo
al conjunto de niumeros racionales.

Los teoremas anteriores nos dan una caracterizacién para dos conjuntos
relevantes a lo largo de este trabajo, sin embargo su demostracion se desvia
de nuestros objetivos, por lo que solamente se enuncian. Una prueba puede
encontrarse en [QC12].

Definicién 1.3.1. Sean A y B conjuntos. Diremos que la cardinalidad de A
es menor o igual a la cardinalidad de B, si existe una funcién inyectiva de A
en B. Ademas, diremos que la cardinalidad de A es igual a la cardinalidad
de B si existe una funcién biyectiva de A en B.

Teorema 1.3.4 (Bernstein-Cantor-Schroder). Sean X y Y conjuntos,
f:X—=Y ¢g: YV =2 X
inyectivas. Entonces existe h : X — Y biyectiva.

Notemos que el teorema anterior en particular nos dice que si | X| < Y|
y |Y] < |X| entonces tenemos que |X| = |Y].
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Proposicién 1.3.1. La cardinalidad del conjunto potencia de N, P(N), es
tqual a la del conjunto de numeros reales R.

Demostracion. Notemos que la funcién f : P(N) — R definida como f(S) =
Ynesl07"™ para S C N, es una funcién inyectiva, con lo que |P(N)| < |R].
Ahora, si fijamos una enumeracién de los racionales Q = {¢, | n € N}

y definimos g(x) = {n | ¢, < z} notemos que es una funcién inyectiva
g: R — P(N).

Con lo que, por el Teorema de Bernstein-Cantor-Schroder, se sigue el
resultado. ([l

Corolario 1.3.1. El conjunto de todas las sucesiones estrictamente crecien-
tes de numeros naturales tiene cardinalidad c.

Demostracion. Cada sucesion estrictamente creciente de niimeros naturales
corresponde a un subconjunto infinito particular de N. Asi que no puede
haber més sucesiones de este tipo que subconjuntos.

Por otro lado, para cada subconjunto infinito hay un subconjunto infinito
que nuevamente corresponde a una sucesiéon estrictamente creciente, asi que
no puede haber mas subconjuntos que sucesiones.

Por Cantor-Bernstein, entonces, el conjunto de sucesiones estrictamente
crecientes tiene la misma cardinalidad que P(N), es decir, c. O

1.4. Grupos

Definicién 1.4.1. Un grupo (G, %) es un conjunto GG junto con una operacién
binaria * en GG tal que satisface los siguientes axiomas:

1. La operacién binaria * es asociativa.

2. Existe un elemento e en G tal que e x x = = x e = x para todas las
x € G. (Este elemento e es un elemento identidad para * en G).

3. Para cada a € G existe un elemento a~! € G con la propiedad de que

alxa=axa!=e (El elemento a~! es un inverso de a respecto a

Diremos que (G, %) es abeliano si su operacién binaria * es conmutativa.
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Si no existe confusién sobre la operacién * para el conjunto G a la que
nos estamos refiriendo simplemente se refiere a G como el grupo.

Definicién 1.4.2. Si H es un subconjunto de un grupo G cerrado bajo la
operacién de grupo de G y si H es él mismo un grupo bajo esta operacion
inducida, entonces H es un subgrupo de G. Denotaremos H < G el hecho de
que H es un subgrupo de G.

Definicién 1.4.3. Diremos que G es un grupo ciclico, con generador a, si
G={a"|neZ} Donde a’ =e,a"' =a"xaya?t=(a1)" conneN.

Ejemplo: El grupo Z bajo la suma es un grupo ciclico. Tanto 1 como
-1 son generadores del grupo.

Observacién 1.4.1. Todo grupo ciclico es abeliano.

Demostracion. Sea G un grupo ciclico y sea a un generador de G tal que
G=(a)={a" | ne€Z}.

Si g1 v g2 son dos elementos cualesquiera de GG, existe enteros r y s tales que

g1 =a" y go = a®. Entonces

. r s __ _r+s _ _s+r _ s r __
fige=aa =a ~=a  =aa = g§201,

de modo que G es abeliano. O

Definicién 1.4.4. El grupo simétrico sobre un conjunto X, denotado por
Sx, es el grupo formado por las funciones biyectivas de X en si mismo, bajo
la operacion de composicién de funciones.

Cuando X es un conjunto finito de orden n, el grupo Sx se denomina
grupo de permutaciones de n elementos, y se denota por .S,,.

Notese que S,, tiene n! elementos.

Definicién 1.4.5. Un isomorfismo entre un grupo (G, e) y un grupo (G’, %)
es una funcién biyectiva tal que para todas las z,y € G

oz oy) = p(x) * d(y).

Si existe tal funcion se dice que los grupos G 'y G’ son isomorfos. (Deno-
tado como G ~ G').
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Definicién 1.4.6. Un isomorfismo de un grupo G en si mismo es un auto-
morfismo del grupo G.

Definicién 1.4.7. Un homeomorfismo de un espacio topologico X en si
mismo es un autohomeomorfismo del espacio X.

Es facil notar que el conjunto de todos los automorfismos (autohomeomor-
fismos) con la operacién composicién de funciones forman un grupo, llamado
el grupo de automorfismos (grupo de autohomeomorfismos).

Definicién 1.4.8. Un conjunto es llamado rigido para una cierta clase de
funciones sobre si mismo, si el conjunto no admite otras funciones excepto
las triviales (siendo “trivial” definido de alguna manera natural).

Teorema 1.4.1 (De Cayley). Todo grupo es isomorfo a un grupo de permu-
taciones.

Demostracion. Paso 1. Nuestra primera tarea es encontrar un conjunto G’ de
permutaciones que sea candidato a formar un grupo isomorfo a G. Piénsese
en GG simplemente como un conjunto y sea Sg el grupo de todas las permu-
taciones de G dado en la definicién 1.4.4. (Nétese que en el caso finito si G
tiene n elementos, Sg tiene n! elementos. Asi, en general, es claro que Sg es
demasiado grande para ser isomorfo a (). Definamos cierto subconjunto de
Sq. Para a € G sea )\, la transformacién de G en G dada por

Ao(z) = ax

para z € G. (Podemos pensar en A\, como la multiplicacién izquierda por a).
Si Ao(x) = Aa(y) entonces ax = ay, con lo que facilmente podemos concluir
que x = y. Asi \, es inyectiva. Ademas, si y € GG, entonces

Aa(a™ly) = a(a™y) =y,

asi, A\, lleva a G sobre G. Entonces A\, : G — G es inyectiva y sobreyectiva,
esto es A\, es una permutacion. Sea

G'={\ | acGl.

Paso 2. Afirmamos que G’ es un subgrupo de Sg. Debemos mostrar que
G’ es cerrado bajo la operaciéon composiciéon de funciones, que contiene a la
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identidad y contiene el inverso de cada uno de sus elementos. En primer lugar
afirmamos que

/\a)\b - )\ab

para mostrar que estas funciones son iguales, debemos mostrar que actian
igual sobre toda x € GG. Ahora

Ao () = Ag(Ap(2)) = Ao (bz) = a(bx) = (ab)x = \gp(2)

con lo que A\, \y = Ay v por tanto G’ es cerrado bajo la composicién. Es claro
que para toda x € G,
Ae(T) = ex =z,

donde e es el elemento identidad de G, de modo que A, es la permutacién
identidad de Sg v esta en G'. Como A\, A\, = A\ tenemos
Aadg-1 = Aga-1 = Ao
ademas
Aa—1Aa = Ae

de aqui que
(/\a)_1 = Ag-1

de modo que (\,)™' € G’. Entonces G’ es un subgrupo de Sg.
Paso 3. Falta probar que G es isomorfo al grupo GG’ descrito. Definamos
¢:G— G por
¢(a) = Aq
para a € G. Si ¢(a) = ¢(b) entonces A, y A\, deben ser la misma permutacion
de G. En particular
Aa(€) = Mo(e),

ya que ae = be y a = b. Por tanto ¢ es inyectiva. Es inmediato que ¢ es
sobreyectiva por la definicién de G’. Finalmente ¢(ab) = Ay, mientras que

¢(a)p(b) = Aay

pero ya se dijo que Ay, = A\ \p. Asi
¢(ab) = ¢(a)o(b)

con lo que concluimos la prueba. 0

28



Preliminares

Definicién 1.4.9. Sea X un conjunto y G un grupo. Una accion de G en X
es una transformaciéon x : G x X — X tal que

1. exx = x para todas las r € X
2. (g192) * x = g1 * (g2 * x) para todas las x € X y todas las g1, g2 € G.
Bajo estas condiciones diremos X es un G-conjunto.

Ejemplo: Sea X cualquier conjunto y Sx el grupo simétrico de X.
Entonces, X es un Sx-conjunto donde para cada x € X y o € Sy, la accion
ox de o en x es el efecto de la permutacién ¢ en z. La condicién 2 se
cumple, como consecuencia de la composiciéon de funciones y la condicién
1 es inmediata a partir de la definicién de la permutacién identidad. En
particular, {0,1,2,...,n} es un S,-conjunto.

1.5. Graficas de Cayley

Definicién 1.5.1. Sea I' un grupo y X un conjunto de generadores para
I'. La grafica de colores de Cayley de T' con respecto a X, denotado por
Col(T', X), es una gréfica dirigida con etiquetas en sus aristas. Es definida
como sigue:

(i) Su conjunto de vértices es igual a I".
(ii) Su conjunto de aristas es {(o,a0) : v € I',0 € X}.
Ademas, a la arista (a, ao) se le da el color o.

En otras palabras, los vértices «, 3 estan unidos por una arista de a a 8
que es de color ¢ si y sélo si hay algiin elemento o en X tal que ac = f.
Entonces el conjunto de aristas puede ser escrito ademas como

{(a,8):a,8€T,a'fe X}
Por lo tanto, la arista (, ) con a™! € X recibe el color a™!f.

Proposicién 1.5.1 ([LS16)). SeaT" un grupo y X un conjunto de generadores
para I'. Entonces:

(1) 1 € X siy sdlo si todo vertice de Col(I', X) incide en un bucle de color
1; por esta razén a menudo suponemos tacitamente que 1 ¢ X.
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(2) El grado de salida y el grado de entrada de cada vértice en Col(T", X)
es igual a | X|.

(3) Todo camino dirigido en Col(I', X) formado por aristas ey, ..., ey de
color o1, ..., 04 respectivamente, corresponde al elemento o105 ...0% €

r.

(4) X genera I' si y solo si Col(I', X) es fuertemente conexa. (Es decir
entre cada par de vértices a,, B € ' existe un camino dirigido de o a 3

en Col(I', X)).

(5) Si o yo! estin en X, entonces para cualquier arista (o, 8) de color
o, eriste una correspondiente arista (8, a) en Col(T', X) de color o~ 1.
Si 0? = 1, entonces esta situacion es a menudo representada dibujando

una sola arista de color o que une o y (.

Ejemplo: Consideremos el grupo simétrico Ss3, el cual es isomorfo al
grupo diédrico D3. Tiene como representacion

Sy ={(a, 8] =5 = (ap)’ = 1).

Si tomamos o = (12) y § = (123). Entonces la grafica de colores de Cayley
de S5 con respecto a X = {«, 8} se muestra en la Figura 1.4.

En esta figura, una arista no dirigida representa un par de aristas con
direcciones opuestas que unen el mismo par de vértices y ambos tienen el
color o. Las aristas dirigidas en la figura son las de color 5.
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(12)
/(13Z7(123)\
(23) > (13)

Figura 1.4: Gréafica de colores Col(Ss, {a, B}).

Un automorfismo que conserva el color de Col(I', X) es una permutacion
m de V(Col(I', X)) =T tal que, para todo a, 8 € ', («, 5) es una arista de
color o siy sblo si (w(a), 7(f)) es también una arista de color o.
El conjunto de todos los automorfismos que conservan el color de Col(I', X)
forma un grupo bajo la operacién composicion de funciones, y es denotado
por

Aut(Col(T, X)).

Lema 1.5.1. Sea I un grupo finito no trivial con un conjunto de generadores
X. Sea m una permutacion de V(Col(I', X)). Entonces m es un automorfismo
que conserva el color de Col(I', X)) si y sdlo sim(ao) = w(a)o para todo o € T’
yoeX

Demostracion. Sea m un automorfismo que conserva el color, y sean a € T’
y 0 € X. Ya que la arista (a, o) es de color o, la arista (7w(a), 7(ao)) es
también de color 0. Entonces 7(ao) = w(a)o.

A la inversa, supongamos que 7(ao) = w(«)o para todo a € 'y 0 € X.
Ahora, una arista («, 3) es de color o si y sélo si f = ao, esto es, siy sblo si
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() = m(ao) = m(a)o, y por lo tanto si y sélo si (7w(a), 7(F)) es una arista
de color o. Entonces 7 es un automorfismo que conserva el color. O

Definicién 1.5.2. Un grupo de permutaciones serd un par (I',Y) donde YV
es un conjunto finito y I' es un subgrupo del grupo simétrico Sy, es decir, el
grupo de todas las permutaciones de Y.

Lema 1.5.2. Sea I un grupo finito no trivial con un conjunto de generadores
X. Entonces la accion de Aut(Col(T', X)) sobre V(Col(I', X)) es equivalente
al grupo de permutaciones (L(T'),T"), que es, la accion izquierda de T' sobre
si mismo, donde L(I') ={\o | a €T'}. En particular Aut(Col(I', X)) ~T.

Demostracion. Para todo a € I', A\, denota la permutacién de I' dada
por B — af. Con lo que debemos mostrar que (L(I'),I') es equivalente a
(Aut(Col(T', X)), T"). Por lo tanto, primero debemos mostrar que A, : 8 +— af
es, en efecto, un automorfismo que preserva el color de Col(I", X'). Pero esto
es asi porque el par (f,7) es una arista de color o siy sélo si v = o, esto es,
ay = afio, y entonces A\, (7) = Ao (B)0; v esto es asi siy sélo si (Ao (5), Aa(7))
es una arista de color o.

Entonces, la tnica cosa que resta probar es que cualquier automorfismo
que conserva el color de Col(I", X) es, en efecto, un elemento de L(I"). Su-
pongamos que ¢ € Aut(Col(T', X)) y supongamos que ¢(1) = . Afirmamos
que ¢ = \,.

Para cualquier € I" podemos escribir = g105...0; con los 0; € X
(no necesariamente diferentes). Entonces ¢(f8) = ¢(18) = ¢(loyoy...04).
Aplicando el lema anterior sucesivamente obtenemos que

¢(B) = d(1)o102...00 = aff = \a(B),

como desedbamos. O

Teorema 1.5.1 (Frucht). Sea I' un grupo finito. Entonces existe una grdfica
G tal que Aut(G) ~T.

Demostracion. Sea X = {01, 09,...,04} cualquier grupo de generadores de T’
y construyamos Col(I", X'). Entonces I' es isomorfo al grupo de automorfismo
que conservan el color de Col(I", X). Lo que debemos hacer ahora es transfor-
mar Col(I', X) en una grafica G tal que no se formen nuevos automorfismos.
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En realidad, es bastante sencillo codificar las direcciones de las aristas
y su color a través de aristas. Cada arista de color ¢; se reemplaza por un
“oadget” como se muestra en la siguiente figura

|

T Ci+1
o —>0
Arista Gadget

Figura 1.5: Reemplazo de aristas por gadgets.

Es claro que todo automorfismo de Col(I", X') induce un automorfismo de
G, y viceversa. Esto se debe a que ninguno de los nuevos vértices se puede
mapear en ninguno de los antiguos mediante un automorfismo y sélo los
gadgets del mismo tipo se pueden mapear entre si, y esto sélo se puede hacer
en la direccién adecuada correspondiente a la orientacion de las dos aristas.
Por lo tanto, Aut(G) ~ I', como desedbamos. O
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CAPITULO 2

Espacios rigidos

En [Gro59], J. De Groot presenta una manera natural de construir es-
pacios rigidos, teniendo cuidado de que el espacio contenga un subconjunto
denso (preferiblemente numerable) de modo que cada punto de este conjunto
tenga una propiedad tunica en todo el espacio. En este capitulo mostraremos
la construccién debida a Jan J. Dijkstra, [Dijk85], de un espacio rigido que
sigue estas ideas y que ademas, tiene la propiedad de que su cuadrado es
homeomorfo al conocido espacio de Hilbert, 2.

A lo largo de este capitulo denotaremos por () al espacio conocido como el
Cubo de Hilbert y por s al subespacio de ) conocido como el pseudo-interior
de @, donde Q =[[:2,[-1,1]; y s = [[;=,(—1,1);. Es un hecho conocido que
s es homeomorfo a I, = {x € s | ¥°,7? < oo} [And66]. En estos espacios
producto usualmente usamos la métrica estandar

oo

e, ) = Yo

Bajo estas hipdtesis el Cubo de Hilbert es un espacio métrico compacto,
arco conexo, convexo y ademas, gracias a la compacidad se sigue que @) es
completo (es decir, toda sucesién de Cauchy contenida en ) converge a un
elemento de @) [SS41]. Ademas 7, (X) denotara la funcién proyeccién, como
se definié en 1.1.20.
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2.1. Un espacio rigido cuyo cuadrado es el
espacio de Hilbert

Usaremos el teorema de Sierpiniski (Teorema 1.2.8) que menciona que un
continuo no puede ser particionado en una cantidad numerable de subconjun-
tos cerrados disjuntos. Si x es un punto de un espacio topolégico X definimos
el continuo-componente de x dado por

CCO(z,X) = U{C’ C X | C es un continuo que contiene x}

El espacio X es llamado continuo-conezo si CC(x,X) = X para alguna
x. Intuititvamente podemos decir que un espacio es continuo-conexo si para
cualesquiera dos puntos hay un continuo que los contiene, por lo que podemos
imaginarnos a las continuo-componentes como subespacios continuo-conexos
maximales.

Definicién 2.1.1. Un subconjunto cerrado A C X es un Z-conjunto en X
si, para cada funcion f : Q) — X y € > 0, existe una funcion g : ) — X con
d(f,9) < ey g(@Q) NA=10. Un conjunto A es un o-Z-conjunto en X si es
unién numerable de Z-conjuntos.

El concepto de Z-conjunto no parece ser muy atractivo, sin embargo,
es el concepto mas central en la topologia de dimensién infinita, el lector
més interesado en esto puede consultar [VanOl1]. Resulta, aunque esto no
queda inmediatamente claro a partir de la definicion, que los Z-conjuntos
son conjuntos “pequenos”, como podemos ver a continuacion.

Observaciéon 2.1.1. Todo Z-conjunto es denso en ninguna parte.

Demostracién. Sea A C X un Z-conjunto. Por demostrar que A° = §. Como
A es cerrado basta ver que A° = (). Supongamos que A° # (), sea x € A°,
entonces existe B,(x) C A, con r > 0.
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Q

Figura 2.1: Esquema de la demostracién.

Sea f : (Q — X la funcién constante x, por ser Z-conjunto, existe g : () — X
tal que d(f,g) <e =5y g(Q)NA =10, pero g(Q) € Bz(z) C B,(z) C A,
contradiciendo el hecho de que g(Q) N A = . Por lo tanto A° = . O

Observacion 2.1.2. Todo o-Z-conjunto es de primera categoria, pues es la
union numerable de densos en ninguna parte.

Ahora derivaremos algunas propiedades elementales de los Z-conjuntos
que nos seran utiles a lo largo de este capitulo.

Observacion 2.1.3. Sean A, Ay C Q. Si Ay, Ay son Z-conjuntos en @)
entonces A1 U Ay es un Z-conjunto en Q).

Demostracion. Sean f: Q — @ yv € > 0. Como A; es un Z-conjunto, existe
una funcién gy : @ — Q tal que d(f,g1) < §y ¢1(Q) N Ay = . Ahora, como
() es compacto, se sigue que g1((Q)) es compacto, ademés A; es compacto y
cumple que ¢1(Q) N A; = ) entonces se tiene que r = d(¢;(Q), A1) > 0.

Definamos 6 = % Como Aj es Z-conjunto, existe g, : Q — @ tal
que d(ga, g1) < 0y g2(Q) N Ay = ). Veamos que g2(Q) N A; = 0. Sea z € Q
y a € Ay, entonces tenemos que

r < d(gi(x),a) < d(gi(x), g2(x)) + d(g2(7), a)
por lo que
d(ge(x),a) >1r—d(g1(x),g2(x)) >1r—0>0

entonces go(Q)NA; = (. Como claramente d(f, g2) < €y g2(Q)N(A1UA3) =0
se sigue que A; U Ay es un Z-conjunto. OJ

Mediante la observacién anterior y con la ayuda de induccién, podemos
concluir que la unién finita de Z-conjuntos de () es un Z-conjunto.
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Lema 2.1.1. Sea A C Q cerrado. Entonces:

(1) A es un Z-conjunto si, y sdlo si para toda € > 0 existe f : Q — Q tal
que d(f,idg) <ey f(Q)NA=0.

(2) Sim,(A) # I, para una cantidad infinita den € N, donde J,, = [-1,1],,

entonces A es un Z-conjunto.

Demostracion. (1) Sea A un Z-conjunto. Como idg : Q — @, la definicién de
Z-conjunto inmediatamente nos dice que para toda € > 0 existe f : Q — @
con d(f,idg) < ey f(Q)NA={(. Ahora probaremos la implicacién inversa,
sea e >0y g:Q — @ cualquier funcién. Por hipdtesis, existe f : Q — Q\ A
tal que d(f,idg) < €. Sea h = f o g. Claramente h[Q] N A = ), ademés,

d(h,g) = d(f 0 g,9) < d(f,idg) < e.

Con lo que concluimos que A es un Z-conjunto.

(2) Escojamos € > 0 y encuentre n € N tal que 2= ™Y < ¢ mientras que
ademés m,(A) # J,. Tomemos un t € J, \ m,(A) arbitrario, y definamos
f:0Q — @ mediante

flx)=f(z1, 1, Ty Tpaty - - ) = (X150 o Tty by Ty - - - ).

Con lo que claramente f(Q) N A =0y ademas d(f,idg) < € puesto que

2\ f(zs) — ] 2 1
@), 2) ; 2 =gn g1 5
Entonces por (1), A es un Z-conjunto. O

Corolario 2.1.1. 5i K C s es compacto, entonces K es un Z-conjunto en

0.

Definicién 2.1.2. Un espacio topoldgico es o-compacto si es uniéon numera-
ble de subespacios compactos.

De los resultados anteriores podemos inferir que todo subconjunto unita-
rio de @ (es decir, todo subconjunto que conste solamente de un elemento)
es un Z-conjunto, ademas, que todo subconjunto de s que sea o-compacto,
serd a la vez un o-Z-conjunto de Q).
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Lema 2.1.2. Sea U C @ abierto y conexo por caminos. Si Z es un Z-
conjunto, dados x,y € U\ Z, € > 0 y f un arco de x a y contenido en U,
entonces existe un arco g de x a y tal que

g(ycU\NZ y |g—fll<e

Demostracidn. Sea § > 0 tal que Z N (Bs(x) U Bs(y)) = 0, si |s —t| < 6
entonces |f(s) — f(t)| <e,y Bs(f(I)) CU.

Figura 2.2: Esquema de la demostracién.

Sin pérdida de generalidad supongamos que 6 < ee I C @), sea f Q—-U
una extension continua de f, tal funcion existe por el Teorema de extension
de Tietze-Urysohn (ver [Eng89, pdg. 69]). Como Z es un Z-conjunto, existe
una funcién §: Q — U\ Z tal que ||§ — f|| <. Sea g’ = |, € C(I, U\ 2),
entonces ||¢ — f|| < § < €. Definamos a g como sigue:

[ (5) 0+ (1-5)50) s te o)

o0=1 o (15) siote (1 o)

| (1— %) £(1) + (?) g) si tell—s1).

Se puede verificar sin mucha dificultad que g cumple con las condiciones
requeridas. También obsérvese que dicho arco no necesariamente es tinico, ya
que por ejemplo depende de la extension de f elegida. 0
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Proposicién 2.1.1. Sea U C @ abierto y convexo. Si Z = Un21 Zn, donde
Zn C Zyy para cadan € N, es un o-Z-conjunto; entonces dados x,y € U\ Z
existe un arco f dex ay enU\ Z.

Demostracion. Construiremos el arco f como el limite de una sucesion de
arcos f, construida recursivamente como sigue:

Sea fo la recta de = a y, definamos Zy = Q \ U.

Sea €y = Lyfl tal que f1(I)NZ1 =0y [|f — foll < €o-

= Supongamos construidos fi,..., fn.

Definamos la construcciéon el paso n + 1. Sea

1
3n+1

€p =

(fil1), Zi) | 0 <@ <n},

por el lema anterior, existe un arco f,,1 de x ay tal que || fra1—foll < €n
y fn—i—l(]) N Zn-‘rl = @

Entonces {f,} € C(I,Q) es de Cauchy y por lo tanto converge, es decir f,, —
f € C(I,Q), mas ain, veamos que f(I) es un camino que esté contenido en
U. Sea t € [0, 1], entonces

folt) = F(0)] = 1folt) — M fu()] < lim |fo(t) — fu(t)

o0

< lim DO [fi(t) — fiat |<Zlfz f~>|f(2§>€°:%€0’
=0

i=1

entonces f(I) C B, (fo()) C U. Notemos que f = lim;,>, fin no intersecta

a Z pues [|f = full < 335, [ fipr = fill < 3535 5rd(falD), Zn) < 5d(fu(D), Zn),
por lo tanto f(I) N Z = 0. O

Lema 2.1.3. Sean B, y By o-Z-conjuntos en el cubo de Hilbert @), y sea
f:Q\ By — Q\ By un homeomorfismo. Entonces existe un espacio compacto
M y funciones mondtonas v1,7v2 : M — Q tal que v; ' (B1) = 75 (B2) ¥

f 071|V1_1(Q\B1) - 72|v;1<Q\Bz>'
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Q\ B>

Q\ B

! V2

M

Figura 2.3: Esquema del Lema 2.1.3.

Demostracion. Recordemos que una funcién continua y cerrada es mondétona
si es sobreyectiva y la preimagen de conexos es conexa (ver Definicién 1.2.2).
Sea I' C Q x @ la gréfica de f. Tomemos M = T'. Afirmamos que v; = m/,,
donde 7; : @ X @ — @) son las funciones proyeccién, con i = 1, 2.

< P M

Q\ B>

T

\/
Q\ By

Figura 2.4: Esquema de la demostracion.

Notemos que M = T'U (I' \ I'). Como I" es la grafica de f, entonces I' es
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cerrado en (Q \ By) x Q entonces I' \ I' C B; x Q. Ahora notemos que
¥ (B) = (my)(Bi) = MO (Bix Q) = [LUT\D)]N (B x Q)
=T\D)N(B; xQ)=T\T.

Anélogamente se tiene que 7, ' (B,) = I'\ T, entonces se sigue que 7; ' (B;) =
T\ T = v, *(By). Por la Observacién 2.1.2, @ \ B; es denso en @, entonces
como Q \ B; € () C (M), se sigue que cada ~; es sobreyectiva, en
efecto, 7;(M) es cerrado y denso en @) y por lo tanto es igual a ). Por
simetria, es suficiente verificar que 77 es monétona (para lo que usaremos
la Proposicién 1.2.2). Para x € Q \ By, 7; '(2) es un punto de I y por lo
tanto conexo. Supongamos que para algin z € Bj, 7, (z) no es conexo.
Sea 77 () = F U G una separacién en conjuntos cerrados, y escojamos
abiertos disjuntos U,V € M que contengan a F' y G, respectivamente. Por
la Proposicién 1.2.5 v es una funcién cerrada, entonces v, (M \ (U U V)
es un cerrado de () que no contiene a x, por lo que existe una vecindad
abierta W de z en Q tal que z € W C Q \ (M \ (UUV)). En particular
(W) C U UV y podemos suponer que W es conexo, considerando por
ejemplo un abierto béasico de (). Entonces W \ B; es también conexo (en
efecto, por la Proposicién 2.1.1 podemos ver que es conexo por caminos, por
lo cual es conexo). Veamos que

(WA B = (3 (W)Nn(UNT) U (W)n(VNI))

es una separacion de v, (W \ Bj). En efecto, claramente son abiertos dis-
juntos, por lo que sdélo falta ver que son no vacios. Seleccionemos y € @) tal
que (z,y) € F C T, entonces existe una sucesién (x,,y,) € I' que converge
a (z,y), sin pérdida de generalidad, (z,,y,) C I'NU. Como z,, — = enton-
ces ¥, € W (para cierta n) por lo tanto se sigue que (z,,%,) € 77 (W), lo
cual muestra que v, /(W) N (U NT) es no vacio. Andlogamente se sigue que
Y HW)N(V NT) es no vacfo. Como v |p : T' — @\ By es un homemorfismo,
una funcién continua con inversa continua y — (y, f(y)), entonces

WA\B=WnyuUnD)UWny(VNT))
es una separacién de W \ By, obteniendo una contradiccién, pues W \ B es
conexo. Por lo tanto 7; y 72 son mondtonas. 0

Estamos listos para construir el espacio rigido bajo homeomorfismos (ver
Definicién 1.4.8) que se mencioné al inicio del capitulo.
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La construccién: Sea Q) = [[;2,[—1, 1];, el cubo de Hilbert, y sea (p;);-,
una sucesién en (0, 1) que converge a 1. Definamos para cada i € N, la “cara
final encogida en la direccion de la i-ésima coordenada” W; por

W; = {(xj);)il €Q |z, =1y x; €[—pipi para j ;éi},

y pongamos Y = Q \ U2, W;. Este espacio Y fue introducido por Ander-
son, Curtis y Van Mill [ACV82], es homogéneo (es decir, para todo z,y € Y
existe un homeomorfismo h : Y — Y tal que h(z) = y) y tiene la siguiente
propiedad interesante: si A es un subconjunto o-compacto de Y entonces
(Y \ A) x (Y \ A) es homeomorfo a I? = {z € s | Y ;2 27 < oo}, el deno-
minado espacio de Hilbert. Construiremos un o-compacto en Y tal que su
complemento es rigido.

El siguiente resultado se sigue directamente del Lema 2.1.1.
Observacién 2.1.4. Cada i € N, W; es un Z-conjunto en Q.

Para cada i € N sea Z; una estrella i-puntiaguda con centro en ¢; (es decir,
Z; es la unién disjunta {c; } U U;:1 Ji;, donde J;;U{¢;} es homeomorfo al arco
[0,1]). No es dificil encajar los conjuntos Z; disjuntos a pares en Y tal que
el conjunto {¢; | i € N} es denso. Encajemos los conjuntos Z; en s, en cuyo
caso podemos aplicar el Lema 2.1.1 para ver que cada Z; es un Z-conjunto
en (). El proceso se realizard como sigue:

Sea (d;) C s un subconjunto denso en (). Construiremos recursivamente
(¢;) € (d;) y Z; C s, Z-conjuntos ajenos en s.

» (1) Sean ¢; = dy, ¢ > 0 tal que d(1,m1(¢1)) < 2€1 y ¢11 € s tal que

mi(c1) sio1>1
mi(cn) =
7TZ'<01> + €1 st 1 =1.
Definamos JH = {tCl + (1 — t)CH | t e [0, 1)} CcCsy Zl = JH U {Cl}.

» (n) Supongamos definidos ¢i,...,¢, y J;; parai=1,....,n, j < i, con
Zi = Ujgi Jij U {Cl}

» (n+1) Sea Z = |J,.,, Z;, notemos que Z es un Z-conjunto, en particular
es denso en ninguna parte, por lo que no es denso en (). Sea ¢, el
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minimo elemento de (d;) tal que ¢,41 ¢ Z. Construiremos n + 1 puntos
Cn+1,; de tal manera que nuestro conjunto Z,,; serd la unién de los arcos
que van de ¢, a ¢,11,;. Como Z es compacto, existe 1/n > €,41 >0y
Enty1 > n+ 1 tal que si

Upi1 = H (mj(Cny1) = 2€n41, Ti(Cny1) + 2€n41) X H (-1,1); Cs

J<knt1 J>knt1

entonces U,;1 N Z = (. Para 7 < n + 1 tomemos un punto Cnt1j € S
tal que
Ti(Cnt1) st i#]
7Tz‘(Cn+1,j) =
Ti(Cny1) +€npr S0 1=
y definamos J,,+1; = {tc,41 + (1 —t)cpg1,; | t € [0,1)} y consideremos
Zny1 = Uj§n+1 Jnt1; U{cnsr}

Veamos que tal construccién es como la deseamos, es decir, tal que {¢; | i €
N} C s es denso en Q.

Sean z € () y € > 0, entonces existe N € N tal que si ¢ > N ocurre que
¢ < §. Existe ademds i > n tal que d; ¢ |J,,, Zi y d(z,d;) < § por lo que
d; € Z,, para alguna n > N, entonces existe una j < n de tal manera que
d; € Jp;j U{c,} se sigue que

d(diacn) S d(cnacn,j) S €n S ¢

DO |

d(z,c,) < d(z,d;) + d(d;, c,) < €.
Por lo que {¢; | i € N} es denso en Q.

Nuestro espacio rigido X es dado por

X =Y\ Uf; U;‘:l Jij-
Observemos que P = @\ X es un o-Z-conjunto en () y los conjuntos W; son
copias disjuntas de @. Notemos que |J;Z, U;_, Ji; es o-compacto, probemos
ahora que X es rigido.

Afirmacion. X es rigido.

Demostracion. Notemos que
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{Wi|ieN}u{Jy | (i,j)€N2,j§i}

forma una cubierta numerable de cerrados de P que consiste en conjuntos
continuo-conexos disjuntos. De acuerdo con Sierpinski, el conjunto {W;} U
{Ji;} es la coleccién de continuo-componentes de P. Un argumento analogo
produce que

CC(c;, PU{¢}) = 24; paraieN

CC(x,PU{z}) ={z} paraze X\ {c|ieN}

Esto significa que ¢; es el tnico punto  de X cuyo continuo-componente Z;
en P U {z} contiene precisamente i continuo-componentes .J;; de P.

Sea h un autohomeomorfismo de X. De acuerdo al Lema 2.1.3, existe un
compacto M y funciones mondtonas 1, ys : M — Q tal que 77 (P) = ~; *(P)
y ho 71|7171(X) = 72|7271(X). Observemos que si A C B C @, entonces A es un

continuo-componente de B si, y s6lo si v, 1(A) es un continuo-componente
de 7, ' (B). Sea z un punto de X. Dado que v; ' ({z}) = 75 ' ({h(z)}) # 0,

tenemos
1 H(CC(x, PU{x})) = 75 (CC(h(z), P U {h(x)})).

Llamemos C' a este ultimo conjunto y notemos que CC(x, PU{z}) contiene
tantos continuo-componentes de P como C' contiene continuo-componentes
de v7*(P) = ~»;'(P). Dado que lo mismo es cierto para h(z), tenemos
que CC(z, P U {z}) contiene precisamente el mismo nimero de continuo-
componentes de P como CC(h(x), PU{h(x)})). Como ¢; es el Gnico punto x
de X cuyo continuo-componente en PU{z} contiene precisamente i continuo-
componentes de P, podemos concluir que h fija el conjunto denso {¢; | i € N}.
Esto significa que h es la identidad y, por ende, X es rigido.

Comentario: Notemos que este método produce 2% distintos espacios
topoldgicos rigidos distintos cuyo cuadrado es homeomorfo a (2.

En efecto, en la construccion del espacio rigido X del ejemplo anterior
reemplacemos Z; por una estrella i-puntiaguada de s; picos Js,;, donde A =
{s; | i € N\ {1}} C N estd enumerado de forma inyectiva. Llamemos X4 al
espacio resultante, observese que el espacio X 4 es rigido y ademés si A # B
entonces X4 no es homeomorfo a Xg. Si A# Bceon A= {s; | i € N\ {1}} y
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B ={t; | i € N\ {1}} sin pérdida de generalida existe s; ¢ B de este modo
X4 tiene un punto z tal que la continuo-componentes de x en Py U {z},
donde P4 = @ \ X4, contiene s; continuo componentes de P4. Pero para
cada y € Xp la continuo componente de Pg U {y}, donde P = Q \ X5,
contiene 1 o ¢; continuo componentes de Pg. Por el Lema 2.1.3 y usando un
argumento andlogo al de la prueba de la Afirmacién del ejemplo anterior,
podemos deducir que X4 v Xp no son homeomorfos.
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CAPITULO 3

Espacios con grupo de
automorfismos especial

En el capitulo anterior obtuvimos el ejemplo de un espacio rigido, es decir,
un espacio donde el grupo de autohomeomorfismos consta tinicamente de la
identidad, con lo que ahora surge la siguiente pregunta natural, ;podemos
construir un espacio topolégico X de tal forma que sus simetrias coincidan
con un grupo especifico dado?

En este capitulo construiremos un espacio topoldgico X tal que su grupo
de autohomeomorfismos es isomorfo a un grupo finitamente generado G,
debida a M. C. Thornton, [Thor72], siguiendo de alguna manera las ideas de
J. De Groot para construir espacios rigidos, haciendo que cada punto tenga
una propiedad unica en todo el espacio. Ademads, si G tiene r generadores y
orden finito n, entonces X tiene n(2r + 1) puntos.

3.1. Espacios con grupo de homeomorfismos
dado

Sea G un grupo finitamente generado por hqy, hs, ..., h,, sea g € G defi-
namos el subespacio

La topologia sobre X(g) es tal que los puntos L(g) y L(gh;) son abiertos,
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el conjunto {L(g),S1(g),...,Si(g)} es el abierto minimal de S;(g), y el con-
junto {L(g),S1(9),...,Si(g9), Ai(g), L(ghi)} es el abierto minimal de A;(g).
Podemos pensar a X(g) como un cuerpo lineal Si(g), S2(g),...,S-(g9), ba-
sado en L(g) con brazos A;(g) adjuntos a lo largo de L(g), S1(g),...,Si(g)
y manos abiertas L(gh;), como se muestra la Figura 3.1, en curvas cerra-
das simples se indican los tres tipos de abiertos minimales que acabamos de
definir y que son una base para la topologia de X (g).

L(gh1) L(ghs)

Ai1(g) Ai(g)

@D S1(9)

-/

n

5'2@

N

Aa(g) Ar(g)

L(gh2) L(ghs)

Figura 3.1: X (g) para G con r generadores.

El espacio X es obtenido de |J{X(g)}, ¢ € G, identificando las manos abier-
tas L(gh;) de X(g) con el punto base L(gh;) de X (gh;), la relacién inducida
de esta identificacion sera denotada por ~. El espacio resultante X es cla-
ramente un espacio Ty donde cada punto tiene un conjunto abierto minimal
y finito. Si G tiene orden finito n, X tiene n(2r 4+ 1) puntos. Para un punto
Y (g) en X llamaremos Y = L, S;, A; el tipo del punto y g € G la etiqueta
del punto.

Para probar que el grupo de homeomorfismos de X es isomorfo a G pro-
baremos que para cada g € G hay un tnico homeomorfismo ¢, tal que
dg(L(e)) = L(g) ¥ ¢g © g = ¢Pgq . Definamos la funcién ¢, por ¢,(Y (z)) =
Y (gz).
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Noétese que ¢, estd bien definida cuando ¥ = L puesto que si u y v
etiquetan al mismo elemento de G, entonces gu y gv representan al mismo
elemento de G esto es L(u) ~ L(v) implica ¢g4(L(u)) ~ ¢4(L(v)). Claramente
$g0 Oy = ¢y v ademds notemos que qﬁ;l = (g-1.

Para ver que ¢, es continua, comprobamos que la imagen inversa de
los abiertos minimales es abierta. En efecto, la imagen inversa de cualquier
conjunto abierto minimal de un punto es un conjunto abierto minimal de
otro punto del mismo tipo, donde todas las etiquetas de los puntos han sido
multiplicadas por ¢~!. Dado que qb;l = ¢4 es igualmente continua, ¢, es
homeomorfismo.

Ahora probemos que un homeomorfismo ¢ : X — X estd completamente
determinado por la imagen de un punto. Dos puntos tienen abiertos minima-
les homeomorfos si, y s6lo si son del mismo tipo. Entonces 1 preserva el tipo
de punto y puede cambiar la etiqueta. Supongamos que ¥ (A;(u)) = A;(v)
para alguna 1 < ¢ < r, dado que se deben preservar los abiertos minimales,
»(S;(w)) = Si(v) y ¥(L(u)) = L(v). Esto forza a que ¥(L(uh;)) = L(vh;).
De manera similar, podemos ver la imagen de cualquier punto en un abierto
minimal determinando tinicamente 1 en ese conjunto abierto minimo.

Dado que hq, hs, ..., h, generan GG, dos puntos del tipo L cualesquiera
pueden ser unidos por una cadena de abiertos minimales superpuestos de
puntos de tipo A;. En efecto, supongamos que se dan L(v) y L(w) y v lw =
fife--- fn donde cada f; es un h; o su inverso. Entonces, si f; = h; o hfl,
el abierto minimal de A;(v) o A;(vh;') contiene a L(v) y L(vf). Si fo =
hy o hy', el abierto minimal de As(vfi) o Ay(vfihy') contiene a L(vf;)
y L(vfifs). Continuando este proceso obtenemos una cadena de abiertos
minimales de L(v) a L(vfifa--- fn) = L(w). Asi, dadas las observaciones
del parrafo anterior, la imagen 1 de cualquier punto de tipo L determina la
imagen de todos los otros puntos y entonces la imagen de todos los puntos.

Entonces, si ¥(L(e)) = L(g) tenemos que ¢ = ¢,. En efecto, esto se
debe a que si hj, es un generador, los puntos L(e) y L(h;,) son la cabeza y
la mano del brazo Aj; (e), se sigue que L(g) = ¢(L(e)) y ¥(L(hj,)) son la
cabeza y la mano del brazo Aj (g) como 1 preserva tipos, se debe de tener
que ¥(L(hj,)) = L(ghj,), repitiendo este argumento se puede probar que
U(L(hjhjy -+ ) = L(ghy hy, - - hy, ), 1o cual implica que ¢ (L(h)) = L(gh)
para cada h € G.

Esto prueba que la funcién g — ¢, es un isomorfismo de G sobre el grupo
de homeomorfismos de X.
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Ejemplo: Sea G el grupo diédrico con generadores h,k y relaciones
h* =e, k* = e, hkh = k?. Para cada g € G = {e, h, k, k* hk, hk*} formamos
el subespacio X (g) con puntos L(g), Si(9), S2(9), Ai(g), Aa(g), L(gh),y
L(gk) como se muestra en la Figura 3.2

() sw) )

Figura 3.2: X (g) para G con 2 generadores.

Aqui por ejemplo, el abierto minimal de A;(g) es {L(g), S1(g), A1(g), L(gh)}.
Entonces nuestro espacio X para el grupo diédrico es como se muestra en la
Figura 3.3.

)
)

L(k) L(k?)
N N
A1 (hk? A1 (hk)
) )
L(DAQ(M?) So(hk?) Sl(hkz)@flg(hk)@hk) @hk)@Ag(h) @h) @h) Gh)
Aq(e) A1 (k?)

N

L(e) ) Si(e)

Figura 3.3: X para G = Ds.
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CAPITULO 4

Teoremas de representacion

Siguiendo la ruta de los capitulos anteriores, ahora nos preguntamos si
existe, en general, una manera de construir un espacio a partir de un grupo
dado de tal forma que su grupo de autohomeomorfismo sea isomorfo al grupo
dado.

En este capitulo mostraremos que es posible, con una construccién debida
a J. De Groot, [Gro59], donde a partir de un grupo dado construimos un
espacio métrico que ademads tiene las propiedades de ser conexo, localmente
conexo, 1-dimensional y completo. Para ello, construiremos un espacio rigido
adecuado, construido en [GW58] que junto con las ideas de Frucht (Teorema
1.5.1), nos servird para a cada grupo dado G, asociar un espacio tal que su
grupo de autohomeomorfismos sea isomorfo a G.

Mostraremos ademas otro tipo de rigidez, la llamada rigidez bajo despla-
zamientos, que nos ayudarad a obtener ejemplos de espacios “més” rigidos, es
decir que no sélo son rigidos bajo homeomorfismos, sino lo son para las clases
de todas las funciones continuas y sobreyectivas del espacio en si mismo y
para la clase de todos los homeomorfismos locales del espacio en si mismo.

4.1. Imagen topoldgica de grupo

Definicién 4.1.1. Decimos que un espacio topolégico X es imagen topolégica
de grupo, o imagen de grupo, de un grupo dado G, si el grupo autohomeo-
morfismos de X es isomorfo a G.

Definicion 4.1.2. Diremos que un continuo X es una curva de Peano si X
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es localmente conexo y 1-dimensional (ver Definicién 1.1.7).

Definicién 4.1.3. Supongamos que tenemos una familia { X }sc 5 de espacios
topolégicos disjuntos a pares. Consideremos el conjunto X = |J, ¢ Xs y la
familia O de todos los conjuntos U C X tal que U N X es abierto en X para
todo s € S. El conjunto X con O como topologia es llamado el espacio suma
de los espacio {X;}ses v es denotado por

P x..

seS

Teorema 4.1.1. Euxiste una curva de Peano P en el plano con su topologia
usual, de medida positiva, universal respecto a la clase de todas las curvas
planas (es decir, toda curva plana se puede encajar en P), y rigida con res-
pecto a aquellas transformaciones de P sobre si mismo que son localmente
topoldgicas (es decir, con respecto a homeomorfismos locales).

Demostracion. Consideremos un disco D en el plano. Sea {a; } un subconjunto
denso numerable del interior de D tal que ninguna de sus coordenadas es un
niumero diadico. Definimos una sucesiéon de “hélices” en D. La primera H;
esta delimitada por una curva de dos hojas que tiene como centro a;, que
evade la frontera de D.

Figura 4.1: Diagrama de la construccion.

Procederemos por induccién. Supongamos construidas las primeras n — 1
hélices. Sean M, = J(({£} x [-1, 1)) U([-1,1] x {£})) con |k| < 2"y d], el
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primer elemento de la sucesién {a;} que no estd en ninguna hélice construida
previamente. Entonces, la n-ésima hélice tiene n + 1 hojas, con centro en a,
y se encuentra dentro de un circulo que evade todas las hélices construidas
previamente, la frontera de D y al conjunto M,,. Ademas, cuidamos que los
diametros de las hélices tiendan a cero. El espacio P es el disco D con los
interiores de todas las hélices removidos.

P es un continuo ya que es la interseccion de una sucesién decreciente y
numerable de continuos. Obsérvese en primer lugar que P es conexo, esto
se debe a que P es la interseccion decreciente de continuos y por lo tanto
un continuo, por la misma razén, si R, es la cerradura de una componente
conexa C,, de P\ M, entonces R,, es conexo, notemos que para cada punto
x de P los conjuntos de la forma R = R} U R2 U R3 U R}, con z € R!,
forman una base de vecindades cerradas y conexas en el punto z, se sigue de
la Proposicién 1.2.3 que P es localmente conexo. También se puede verificar,
siguiendo la notacién anterior, que dados dos puntos x,y € P\ int(R) existe
una cadena RL R2 ... RF tal que x € R., y € R¥ con RL N R:FL £ () y
int(R) N R!, = (), esto implica en particular que P \ int(R,) es conexo, se
sigue que P\ {x} es conexo, es decir  no es un punto de corte de P. Un
argumento similar muestra que P no tiene puntos de corte locales distintos
a los a;.

El continuo P tiene dimension 1, dado que no contiene contiene ningin
subconjunto abierto en el plano, pues se obtuvo eliminando un subconjunto
denso del disco [Mar73]. Dado que el drea total de los interiores de las hélices
puede escogerse tan pequeno como queramos, P puede tener medida positiva.

Entonces, todo lo que tenemos que mostrar es la rigidez de P. P contiene
un subconjunto maximal de {a;}, denotado por {a;} (enumerado en el mismo
orden que los a;; los a] son los centros de las hélices). Si consideramos una
vecindad adecuada U de un af en P, entonces U \ @ contiene i + 1 compo-
nentes, las cuales tienen a a; como un punto limite. En cualquier otro punto
p € P, p # al, y para una vecindad adecuadamente pequena U de p en P se
puede ver que el conjunto U \ p es conexo. Entonces, si ¢ es un homeomor-
fismo local de P sobre si mismo, entonces cada a; debe ser mapeado sobre si
mismo. Dado que el conjunto {a}} es denso en P, cada punto de P permanece
invariante bajo ¢, es decir, P es rigido.

El hecho de que la curva P sea universal respecto a todas curvas planas
se sigue de los métodos usados en [Meng27]. UJ

Corolario 4.1.1. Observemos que
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(1) Existen ¢ curvas de Peano rigidas, topoldgicamente diferentes.
(2) Ezisten compactos rigidos con ¢ componentes.
Demostracion.

1. Sea A = {ki,ka,... , kpn,...} una sucesién creciente y arbitraria de
nimeros naturales, y sea P4 el espacio construido como en el teore-
ma anterior considerando una hélice de k, + 1 hojas en lugar de una
hélice con n 4+ 1 hojas. Entonces el espacio resultante P4 es rigido.
Ademads, si B es otra sucesion creciente y arbitraria distinta de A, Py
es topoldgicamente distinto de Pg.

2. Sea A el conjunto de todas las sucesiones crecientes de ntimeros na-
turales y sea X = € 4. 4 Pa, entonces todo autohomeomorfismo de X
permuta los conjuntos P4 ya que debe de enviar componentes conexas
en componentes conexas, pero como los espacio P4 son topologicamente
distintos se deduce que tal autohomeomorfismo debe fijar a cada con-
junto P4 y por lo tanto es la identidad. Esto prueba X es un espacio
rigido con ¢ componentes.

O

Corolario 4.1.2. 5i X es un espacio compacto 0-dimensional metrizable o
un espacio métrico numerable, entonces X no es rigido.

Demostracion. Si el espacio X es numerable y metrizable, o tiene puntos
aislados o contiene una copia cerrado abierta de los racionales; por lo tanto
X no es rigido.

En el caso de que el espacio X sea compacto, O-dimensional metrizable.
Si X tiene puntos aislados facilmente se encuentran homeomorfismos, sino el
espacio X tiene una copia cerrado abierta del Cantor; por lo tanto X no es
rigido. U

Teorema 4.1.2. Todo grupo numerable admite una curva de Peano, como
imagen topologica de grupo.

Demostracion. Sea G = {g;}ien un grupo numerable dado. Tomemos una
cantidad numerable de copias disjuntas R, (i = 1,2,...) de la curva de
Peano construida en el Teorema 4.1.1. Tomemos en cada R, dos sucesiones
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de puntos distintos {p} }; y {¢J,}; ambas tendiendo a un mismo punto limite
re, € Ry, satisfaciendo las siguientes condiciones:

P (o) = 1o g (0y) =y 25 (4),) = a5, para toda j,
donde % es un homeomorfismo de Ry, sobre R, , donde ademés ninguno de
los puntos qéw p; y T4, son puntos de corte locales en el Ry,. Sea R = R,, \
{r:}. Ahora definiremos en | J R;, un proceso de identificacién en un espacio
S’ y compactacién con con un punto 7, en funciéon de G, tal que el espacio
resultante S = 5" U {r} tenga a G como su grupo de autohomeomorfismos.
Notemos que la asignacion g; — R, es una biyeccién. Si

gi9; = 9s (g; # e),

entonces identificamos en los correspondientes ngi y R’gs el punto pg con el
punto qgs. Por lo tanto, del espacio Ungi obtenemos un espacio de iden-
tificacién (espacio cociente). En este espacio (después de la identificacién)
omitimos el conjunto {r,,}. El nuevo espacio resultante es localmente com-
pacto, pues es unién de localmente compactos y puede ser compactado por un
punto r. El resultado final es un compacto S en el que los nuevos R, = q(R;i)
(donde ¢ es la aplicacién cociente inducida) convergen a r. Es rutinario ve-
rificar que S es una curva de Peano, es 1-dimensional pues las fronteras de
los abiertos siguen siendo las mismas que las de los R| y localmente conexo
porque es unién de localmente conexos, el cual entonces puede ser encajado
en R®. Si G es un grupo finito, simplemente descartamos los puntos r,,, pero
la construccion es por lo demaés la misma.

R,

K3

Figura 4.2: Esquema del encaje del espacio S en R3.

Afirmamos que S es en ambos casos una imagen topoldgica de grupo de G.
La demostracion se deriva de la rigidez de los R, y se parece en otros aspectos
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a la grafica de colores de Cayley, que es una interpretacion geométrica del
teorema basico de Cayley de que todo grupo puede representarse mediante
una permutacién de sus elementos. La parte topoldgica de la demostracion
usa esencialmente el siguiente hecho:

Suponiendo que Ry, = R, U {r}, si Ry y R, tienen sélo dos puntos
en comin, entonces un homeomorfismo que lleva un R, en Ry U R, estd
contenido en Ry, o en R, , ya que cualquiera de esos puntos es localmente
un punto de corte de Ry, U jo, mientras que tales puntos no ocurren en R,
(suponiendo que en la construccién de R,, se eligen hélices de mds de dos
hojas). Esto equivale al efecto, después de algiin razonamiento, que -en pocas
palabras- los Ry, se permutan entre si bajo un homeomorfismo de .S sobre sf
mismo.

Veamos que efectivamente el grupo de autohomeomorfismos de S es iso-
morfo al grupo G, es decir, que el grupo G tiene a .S como imagen topoldgica
de grupo.

Primero veamos que hay al menos tantos homeomorfismos como elemen-
tos del grupo. Para ello recordemos el Teorema de Cayley (Teorema 1.4.1),
con el cual tenemos que para cada elemento g, € G podemos asociar una
permutacién A\, € Sg.

Debido a la construccién de nuestro espacio S, cada permutaciéon Ay,
nos induce una traslacién izquierda f,, : @ R, — @ R, definida como
fou(Tg,) = Tgg. = Tn,, () Para 7, € Ry con lo que podemos considerar el
siguiente diagrama

D Ry, - s’
&
fon %, h,
/
D R, - s’

Figura 4.3: Esquema de la demostracién.

donde g es la funcién cociente que nos construye al espacio S’. Si queremos
ver que de cada funcién f,;, podemos obtener un homeomorfismo h,, de S’
en S’ podemos aplicar el Teorema de la Transgresién (Teorema 1.1.2), con lo
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que basta ver que si ¢(z) = ¢(y) entonces qo f,, (x) = qo f,, (y), pero esto es
cierto pues

q(x) = qly) = q(0},) = a(q).) = 9ig; = s

multiplicando g por la izquierda
9k9i9; = Ggs = 4(Phg) = A(@g.) = a0 fo.(P)) = q o fo.(d))

— qo fgk(x) =4qo° fgk<y)

con lo que hay al menos tantos homeomorfismos como traslaciones izquierdas,
es decir, hay al menos tantos homeomorfismos como elementos del grupo.

Veamos ahora que hay tantos elementos del grupo como homeomorfismos
entre S” y §’. Sea f : " — S" un homeomorfismo. Veamos que para cada s
existe s’ tal que

F(Ry,) = Ry,

donde f| R, = @y, recordemos que ¢y es un homeomorfismo de Ry, en Ry,
con lo que podemos considerar el siguiente diagrama

©gs
R, ——> Rgs,
9kds = gs
9ig; = s girg; = gs
gt

R, — > Ry,

Figura 4.4: Diagrama de la demostracién.

Probaremos que existe un g, € G tal que f = hy,. Sea g, = gsg, *. Por
lo que si f(R;,) = R, debemos probar que R = hy (R} )= R, tenemos
que demostrar que grg; = g#. Notemos que

gy = gs/gj_l = gkgsgj_l = gkgigjgj_l = Gk,

que es lo que queriamos demostrar. Con esto vemos que todo homeomorfismos
induce una traslaciéon izquierda y asi hay al menos tantos elementos del grupo
como homeomorfismos de S’
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Ahora veamos que al pasar del grupo G al grupo de autohomeomorfismos
de S se respeta la operacion, con lo cual tendriamos que G tiene como ima-

gen topoldgica de grupo a S’. Para ello nos vamos a apoyar en el siguiente
diagrama

, q
D R, S
fgk hgk
, q
D R, S/
fgz hgl
DR, S’

Figura 4.5: Diagrama de la demostracion.

Tenemos que
G — So — Aut(@P R;,) = Aut(S')
es decir, en el diagrama
Gk > Ap > fg > Iy

gll—>>\ll—>fgll—>hl

Recordemos que A\, o Ay, = Ay, Veamos que se cumple para f,, , es decir,
debemos demostrar que f,, o fg, = fg,4., €n efecto,

fo 0 fo.(Tg) = Tgg.0: = faran(Tg,)

notemos que esto basta para que se respete la operaciéon en el grupo de
automorfismos de S pues

hg 0 hg, 0q=qo fg0fs =aq0 fgg =hgg 04
con lo que a partir de esto obtenemos que

hgl ° hgk = hgzgk‘
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A la vista de la grafica de colores de Cayley de un grupo, se podria decir
que la construccién anterior reemplaza los vértices de la grafica por una
curva rigida, mientras que las aristas de la grafica, que unen los vértices, son
reemplazados por un proceso de identificacién mas abstracto.

Finalmente, no es dificil verificar que Aut(S") = Aut(S), dado que todo
autohomeomorfismo de S fija al punto r. O

Daremos un ejemplo de una curva de Peano P en el plano — cuyos puntos
son todos de orden < 6 — que es rigido bajo la transformacion topolégica de
P en P, donde el orden de un punto en una curva de Peano se entiende como
el nimero de componentes conexas que se obtienen al eliminar dicho punto
de vecindades conexas suficientemente pequenas.

Ejemplo: Sea {a¥};; una doble sucesién de distintos niimeros enteros posi-
tivos mayores a 2 (los cuales serdn nuestros indices). Sea C' un circulo en el
plano y {p}} un subconjunto numerable y denso de C"'. Fijemos para cada p}
una cadena C} de a} eslabones, contenida en el interior de C'! (exceptuando el
punto p;) y mutuamente disjuntas (una cadena C} se puede definir tomando
la circunferencia de un circulo tangente a C' en el que tomamos a; puntos
ordenados ciclicamente y uniendo estos puntos sucesivamente por cuerdas).
Después escogemos un subconjunto denso numerable {p?} en la unién de los
C}! de tal manera que los puntos de este subconjunto tendran todos orden
dos en la unién de C*' y todo C}.

Figura 4.6: Esbozo de la construccion.
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Fijamos a cada p? una cadena C? de a? eslabones, contenida en el in-
terior de ese eslabén de la cadena al que pertenece p?. Todas las cadenas
nuevas seran mutuamente disjuntas. Es claro como proceder por induccion.
Tomemos la clausura P de la unién de la cantidad numerable de cadenas C¥
obtenido de esta manera. Si las cadenas son dibujadas en la manera descrita
anteriormente, o si el didmetro de C¥ tiende a cero para k — oo, y para
1 — 0o, entonces los puntos anadidos para obtener la clausura, son de orden
uno en P (son puntos finales). Entonces, en P tenemos puntos de cuatro
tipos diferentes:

1. Puntos finales de orden 1 en P.
2. Puntos pf de orden 6 en P.

3. Puntos de orden 4 en P; estos son los puntos donde se encuentran dos
eslabones de una cadena, con excepcién del p¥.

4. Todos los demas puntos de orden 2 en P.

Si ¢ es homeomorfismo y ¢(P) C P, entonces debemos probar que cada p¥ es
invariante bajo ¢, lo cual prueba nuestro ejemplo ya que {pf'} es denso en P.
Como los p¥ son los tinicos puntos de orden maximo en P, el conjunto {p¥}
permanece invariante bajo ¢. A p¥ est4 unida una cadena C' de a¥ eslabones,
y ahora no es dificil ver que ¢(C) = C, la razén de ello es esencialmente el
hecho de que los af son distintos. Entonces o(p¥) = pF.

4.2. Grupos representados por grupos de ho-
meomorfismos

Denotaremos por Aut(G) el grupo de automorfismos de un grupo G o
Aut(X) el grupo de autohomeomorfismos de un espacio topolégico X. T'(G)
y T(X) denotan subgrupos de Aut(G) y Aut(X) respectivamente.

Extendiendo el resultado de la secciéon anterior, en esta seccion buscaremos
resolver el siguiente problema: ;hasta qué punto podemos encontrar algiin
espacio topologico X tal que G es isomorfo a Aut(X), es decir G ~ Aut(X)?

Uno de los resultados que estableceremos aqui, es una respuesta afirmativa a
la cuestion general: para todo grupo G' podemos encontrar un espacio métrico
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completo, conexo, localmente conexo M de cualquier dimensién positiva tal
que G ~ Aut(M).

Nuestro espacio métrico M es construido en varios pasos. Dado un grupo
G construimos la grafica de colores de Cayley G* de G. G* es una grafica
dirigida tal que Aut(G*) ~ G. De G* construimos una grafica & tal que
Aut(®) ~ G. El 1dltimo paso, que proporciona nuestro M requerido, es rem-
plazar cada arista de la grafica & por un espacio rigido adecuado e introducir
una métrica en el conjunto resultante.

4.2.1. Desplazamientos

Definicién 4.2.1. Sean X un conjunto y f: X — X una funcién continua.

Diremos que f es un desplazamiento de orden m, si existe un subconjunto
V de X tal que

Vnfv)y=0, [f(V)|=m (m méiximo),

es decir, no hay cardinal mayor que m para el cual existe un subconjunto
V' C X tal que V no corta su imagen f(V) y |f(V)] es igual a este cardinal.
Notemos que |V| > m, puesto que la funcién f envia a V en f(V') de manera
sobreyectiva. St W N f(W) =0, |f(W)| = k, el conjunto f(W) es llamado
un conjunto desplazado de orden k.

Para todo X y toda funcién continua f existe algiin cardinal m, tal que f
es un desplazamiento de orden m. Claramente m < |X| y m = 0, cuando f
es la identidad. No se dard la prueba de esta afirmacién, ya que no es trivial
y 1O se usa en ninguna parte, pero es una consecuencia del lema de Zorn.

Obsérvese ademas el hecho trivial de que si g : X — X es una extensiéon
de f:Y =Y, conY C X, entonces g es un desplazamiento de al menos el
mismo orden que f. Por lo que, si f tiene el orden méximo, es decir, el orden
de f es igual a |X]|, entonces el desplazamiento extendido tiene el mismo
orden.

El siguiente lema nos proporciona una manera de recortar los elementos
una familia de m conjuntos de tamano m, de tal manera que los conjuntos
resultantes sean ajenos y de tamano m.

Lema 4.2.1. Dada una funcion que asigna a cada § < m, un conjunto I
de cardinalidad m, existe un G¢, para cada § < m, tal que

GgﬂGg:@, para&#&’, GgCFg, ‘Gg’:m. (1)
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Demostracion. Ordenemos todos los ordinales £ < m en una sucesién trans-
finita {,} de tipo m en la cual cada término se repite m veces. Para cada
7 < m asignemos un elemento p, de F,, tal que

py # py paran <. (2)

Sea G¢ el conjunto de p, tal que oy, = &.

Supongamos que p,, € G¢ N Ge. Entonces oy, = £y ayy = &', de donde § =
¢, lo que prueba la primera condicién de 1 se satisface (es decir, Ge N G =
(), para & # ). Para probar la segunda, sea p, € G¢. Entonces o, = £. Por
otro lado, por la definicién de la sucesién {p,}, p, € F,, . Consecuentemente
Py € Fg, lo cual prueba que G¢ C Fr.

El conjunto de 1 tal que a,, = £ es, para una ¢ fija, de cardinalidad m, y
entonces es el conjunto de todas p, la que satisface la condicién 2, esto es, el
conjunto G. 0

Lema 4.2.2. Si X es un conjunto de cardinalidad m, existe una familia F
de cardinalidad 2™ de subconjuntos de X tal que las condiciones X,Y € F' y
X #£Y implican que | X \ Y| = m.

Mas ain, dada una funcion que asigna un subconjunto A, de X de car-
dinalidad m a cada x € X, la familia F' puede ser condicionada a que si
X, Y e FyX#Y, entonces |A, N X \ Y| =m, para todo x € X.

Demostracién. La identidad m = m? implica directamente que X tiene la
forma

X = U M$7 ’Mx| =m, y Mmex’ :®> parax#m'.
zeX

Ya que m = 2m,

Mx:PxUQxa |Px|:m:|Qx|’ y PxﬂQx:@
Para X C X, sea

FxX)=Jruv U @

zeX zeX\X

y denotemos por F' la familia de los conjuntos F'(X), donde X corre sobre
toda la familia de subconjuntos de X'. Es facil ver que, si zg € X\ Y, entonces

P,, C F(X)\ F(Y), y entonces |F(X)\ F(Y)| =m,
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Qu C F(Y)\ F(X), porloque |[F(Y)\ F(X)| = m.
Entonces la primera parte del lema queda demostrada.
Para demostrar la segunda parte, sea, de acuerdo al lema anterior,

ATNAL =0 para z#2', AL CA,, y |Al=m.

Tenemos que definir una familia F* de cardinalidad 2™ de subconjuntos
de X tal que las condiciones X,Y € F* X # Y y x € X implica que
|A* N X \ Y] = m. Los conjuntos X y A% son de cardinalidad m, entonces
para cada x € X existe una funcién inyectiva f, de X sobre A%. Para cada
X € F asignemos el conjunto S(X) = (J, .y f2(X) y denotemos por F™* la
familia de todos los conjuntos S(X), donde X pertenece a F'.

Ya que f,(X) C AX y AL N A% = () para x # 2/, se sigue que

A N S(X) = A 0 falX) = AN fao(X) = foo(X),

reX

entonces
Az, NS(X)\S(Y) = fao (X)) \ fao (V). (3)
La funcién f,, es inyectiva, entonces
Joo(X)\ fao (V) = fao (X \Y),
y por lo tanto

[fao (X)\ fao (V)] = [fao (XA Y| = [X\ Y. (4)

Si los conjuntos S(X) y S(Y') son diferentes, entonces X # Y, por lo que
X \Y[=my, por3y 4,

A% NS(X)ASY)] = m.

La misma identidad muestra que la condicién X # Y implica S(X) # S(Y).
Se sigue que |F*| = |F| = 2™. O

Lema 4.2.3. Sea X un conjunto, | X| = m, y sea {fz} una sucesion de m
desplazamientos fz (los indices corren sobre un conjunto de cardinalidad m),

63



Teoremas de representacion

cada uno de orden m. Entonces existe una familia {F,} de 2™ subconjuntos
F, C X, tal que para triada de indices 3,7, :

’Fv\Fv’|:m (v #7), (4.1)

| f(F) \ Fry| = m. (4.2)

Mas ain, si {Kz} es una familia de m subconjuntos Kz C X, inducidos por

{fs} con |Kg| = m para toda B, entonces podemos requerir para cada par
B,y

B0 K =m, (X \Fy) 0 sl = m. (43)

Demostracion. Bien ordenamos todos los pares f,, K,:

f17K17f27K27-~-;fw7KW7-~-7fomKa7--~ (a<m), (44)

con K; el conjunto inducido por el desplazamiento f;, de tal que cada par
ocurre m veces en esta sucesion transfinita (esto es posible ya que m? = m).

Consideremos el primer par fi, K. Existen distintos elementos py,p] €
K, que difieren de fi(py) = q1 y fi(p}) = qi # @, ya que fy es un des-
plazamiento de orden m. Tomemos ademés distintos elementos r1,s; € Kj,
distintos de p1, p}, ¢1, ¢} Consideremos los conjuntos {p1, p},r1} v {q1, 4}, s1}-
Usaremos induccién transfinita con respecto al indice « en 4.4. Supongamos
que se han definido conjuntos disjuntos

{Pe, ve: e Yecar {6 e, Sete<a (4.5)
que consisten en elementos diferentes por pares, tal que
fe(Pe) = qe, fe(pe) = qe,  7e, 8¢ € Ke. (4.6)

Ahora escogeremos elementos diferentes py, P, Go, @hs Tars Sa qUE NO S€ €NCUEN-
tran en los conjuntos de 4.5 tal que

fa(Pa) = o, foPL) = d4s TarSa € Ka.

Esto es posible, ya que los conjuntos de 4.5 contienen menos de m ele-
mentos, mientras que f, es un desplazamiento de orden m y |K,| = m. De
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esta forma se han definido conjuntos correspondientes a 4.5, pero para todo
¢ < a. Ahora podemos definir

P = {pgap'g,rg}&m, Q= {Q§aqg’3£}§<m-

Entonces 4.6 se cumple para todo £ < m, PNQ = 0, y todos los simbolos
que aparecen en la definicién de P y () denotan elementos diferentes.

Para todo indice 3, f3(P) contiene m elementos, que no pertenecen a P.
De hecho, una fz € {fz} ocurre m veces en 4.4. Entonces existen m indices
« para los cuales

fﬁ(pa) = fa(pa) = 4o ¢ P,

y este conjunto {q,} tiene cardinalidad m. M4s atn, tanto P como @) con-
tienen m elementos de cada Kjp, es decir, los conjuntos {r,} y {sa} respec-
tivamente.

Finalmente definimos la familia {F, }. Para ello consideremos el conjunto
X = {p¢}e<m de cardinalidad m y determinamos 2™ subconjuntos 7., de €I,
tal que |A, N T, \ Ty| = m para todo par de indices diferentes v, v/ <m 'y
a < m, donde A, = {pj | B € my (fo, Ka) = (fs, Kp)} como en el Lema
4.2.2. Ahora definamos

F’Y - {p§}§<m U {T§}§<m U T"/'

en vista de las propiedades mencionadas de Py (), es facil ver que {F,} es
una familia que satisface los requerimientos de nuestro lema. Por ejemplo, si
£ < m, entonces

X\ FyDX\T, DT, \Ty D AsNT,\ Ty
y AgNT,\ T, C Kg tiene cardinalidad m. O

Este lema admite varias aplicaciones en topologia general. Nosotros ne-
cesitamos lo siguiente

Definicién 4.2.2. Si X es un espacio topoldgico, f es llamado un desplaza-
miento continuo, si f es una funcién continua de un subconjunto de X en
X,y f es un desplazamiento de orden c.

Teorema 4.2.1. Sea M un espacio métrico completo, separable con |M| = «c.
Entonces existe una familia {F,} de 2° subconjuntos F, C M que satisface
las relaciones

|F,\ Ey| =¢, para toda v, con~y # ' (4.7)
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tal que ninguna F., admite un desplazamiento continuo en si misma o en
otra F. Mds ain, si {fg} es el conjunto de desplazamientos continuos de
un subconjunto Gs de M y {Kgz} es una familia de ¢ subconjuntos de M
inducidos, cada uno de cardinalidad ¢, entonces para todo par (3, podemos
requerir

BN Kol =c, [(M\F)N K| =c. (45)

Demostracion. Sélo existen ¢ subconjuntos Gs de M y un subconjunto fijo
de M admite sélo ¢ funciones continuas en M, por lo que ciertamente hay
a lo sumo ¢ diferentes desplazamientos continuos. Sea f3 un desplazamiento
continuo, siendo su dominio un subconjunto G5 de M y su rango contenido en
M. Por lo tanto la familia { f3} tiene a lo sumo la cardinalidad del continuo. Si
no existiera un desplazamiento continuo en M, el teorema es trivial. Entonces
asumiremos que la familia {fz} tiene cardinalidad el continuo en cualquier
caso, contando un desplazamiento continuo dado ¢ veces (si es necesario).

Ahora aplicamos el lema 4.2.3, con X = M, m = ¢, {fs} = {fs}. Por
lo tanto existe una familia {F,} de 2° subconjuntos F, C M que satisfacen
4.7y 4.8. Atin tenemos que probar que [, no admite ningtin desplazamiento
continuo ¢ en si mismo o entre otro F.,. Si existiera la funcién ¢ puede
ser extendida (como en el Teorema 1.2.9) a una funcién continua ¢ de un
conjunto F, C Fw de tipo G5 en M. ¢ es ademas un desplazamiento continuo,
entonces ¢ = fz para alguna 3. Entonces, de acuerdo a 4.2, para la pareja
~v,7" se cumple

fﬁ(Fv)\Fv’ 7’é 0.

Pero fz = ¢ sobre F,, entonces

p(Fy)\ Fy # 0,

lo que dice que ¢ no mapea F, ni en s{ mismo, ni en ningtn otro F,/, lo cual
concluye la prueba. O

4.2.2. Subconjuntos rigidos de la recta y del plano

Queremos conocer condiciones bajo las cuales las funciones continuas u
homeomorfismos no triviales, son desplazamientos continuos. Una funcién de
un conjunto se dice trivial si es la identidad o si el conjunto imagen de la
funcion consiste de un elemento.
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Definicién 4.2.3. Sea M un espacio métrico separable. Un punto de con-
densacion de un subconjunto H de M es un punto x que esta en M tal que:
en cada vecindad abierta de x hay un conjunto no numerable de puntos de

H.

Lema 4.2.4. Sea P un espacio métrico separable en el cual todo punto es
un punto de condensacion. Si ¢ : P — P es un homeomorfismo local no
trivial en P o una funcion continua sobreyectiva y no trivial, entonces ¢ es
un desplazamiento continuo.

Demostracion. Si ¢ es un homeomorfismo local y no trivial, existen puntos
a,b € P tales que a # by p(a) = b. Esto produce vecindades disjuntas U, y
U, tal que |U,| = ¢y ¢(U,) = U,. Entonces ¢ es un desplazamiento continuo.
Si ¢ es continua sobreyectiva y no trivial, determinamos a y b como antes.
Entonces existe una vecindad V, con |V,| = ¢ y una vecindad U, disjunta de
V, tal que ¢(V,) C Uy, entonces

Vane(V,) =0 porlotanto ¢ H(V,)NV, =0

con lo que concluimos que V, es un conjunto desplazado de orden ¢ bajo
. Nétese que la primera igualdad de la parte anterior no es suficiente para
garantizar que ¢ es un desplazamiento de orden ¢, ya que ¢(V,) no necesa-
riamente tiene cardinalidad ¢, pero V, = ¢(¢1(V},)) si la tiene. O

Lema 4.2.5. Sea P un subconjunto conexo y localmente conexo de un espacio
métrico separable M. Toda funcion continua no trivial ¢ de P en M es un
desplazamiento continuo, si y solo si P permanece conexo después de remover
a lo mds un punto.

Demostracion. Veamos que la condicién es necesaria. Discutamos el caso
donde P es conexo pero se convierte en disconexo después de remover un
punto p. Entonces hay una separacion:

P\ {p} = AUB.

Ahora la funcién definida por AU {p} — {p}, y siendo la identidad en B es
continua y no trivial, pero no un desplazamiento continuo ya que B no es
desplazado y A es desplazado en un sélo punto.

Para mostrar la suficiencia, primero supongamos que ¢(P) C Py distin-
gamos entre los siguientes casos
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(i) ¢ # e (identidad) sobre ¢(P),
(ii) ¢ = e sobre p(P).

(i) Hay un punto q € ¢(P), tal que ¢ # ¢(q). Encontramos vecindades
abiertas disjuntas U = U, y V = V), relativas al espacio ¢(P), tal que
o(U) C V. Esto significa que ningiin punto de U es mapeado sobre si mismo
bajo . Dado que U C ¢(P), todo punto de U es imagen de un punto. De
|U| = ¢ (por Proposicién 1.2.8 y Teorema 1.1.3) se sigue que U es un conjunto
desplazado de orden c.

(ii) Las nociones topoldgicas serdn relativas a P. Dado que ¢ es no trivial,
hay un punto ¢ € P\ ¢(P). Ya que ¢ = e sobre ¢(P), el conjunto ¢(P) es
cerrrado y podemos encontrar para cada r € P\ ¢(P) una vecindad abierta
y conexa U, que no interseque a ¢(P). Consideremos la familia de todas las
“cadenas finitas”, cuyos elementos son elementos de {U, | p € P\ ¢(P)}
que conectan algin U, con U,. La unién de los elementos de esta familia
determina un conjunto abierto y conexo

S = U, | existe una cadena de U, a U, formada por conjuntos U,},
q p

que es cerrado en P\ ¢(P). S tiene al menos dos puntos limites contenidos
en ¢(P), pues, si S = SU {t}, t € ¢(P), entonces t podria ser un punto de
separacién de P (usamos el hecho de que ¢(P) consiste en méas de un punto).
Entonces hay dos puntos u,v € ¢(P), tal que S = S U {u,v} es conexo y
entonces, p(S") es conexo. Como {u,v} C ¢(5’), este conjunto ¢(S’) es no
degenerado y conexo. ¢(S) es entonces un conjunto desplazado de orden ¢ y
© es un desplazamiento continuo.

Figura 4.7: Esquema de la demostracion.

68



Teoremas de representacion

En segundo lugar, consideremos el caso general ¢(P) C M. Podemos asu-
mir que ¢(P) consiste de P N ¢(P) y con una cantidad menor al continuo
de puntos en ¢(P) \ P, ya que en otro caso ¢(P) \ P claramente es con-
junto desplazado de orden ¢. Por lo que podemos asumir que en P N (P)
todo punto es un punto de condensacién, ya que en un conjunto cerrado no
numerable de un espacio métrico separable basta remover una cantidad nu-
merable de puntos para obtener un conjunto cerrado y perfecto. Ahora de
nuevo distinguimos entre los casos

(i) ¢ # e sobre PN p(P),
(ii) ¢ = e sobre PN p(P).

En ambos casos, la parte restante de la prueba procede de la misma manera
que en los casos anteriores (reemplazando ¢(P) por P Np(P)). Esto prueba
nuestro lema. O

Lema 4.2.6. St P es el complemento de un conjunto totalmente imperfecto
(un conjunto es totalmente imperfecto, si no contiene ningin subconjunto
homeomorfo al conjunto de Cantor) en R?, entonces P es conezo, localmente
conexo y mantiene sus propiedades después de la eliminacion de un punto.
Si P y R?\ P son totalmente imperfectos, entonces ambos tienen dimension
1.

Demostracion. La demostracién de este lema va mas alla de los propédsitos
de esta tesis, el lector interesado puede consultar [Gro59). U

Teorema 4.2.2. Eziste una familia {F,} de 2° subconjuntos de dimension 0
de la recta real, tal que ningun F, puede ser mapeado bajo un homeomorfismo
local (bajo una funcion continua y sobreyectiva) en si mismo, ni a ningin otro
FE,. Si F, es mapeado en st mismo, debemos excluir los mapeos triviales.

Demostracion. Aplicaremos el Teorema 4.2.1, donde M es la recta real, { fs}
la familia de desplazamientos continuos de un G5 en M y sea { K3} la familia
de conjuntos desplazados, sin pérdida de generalidad supongamos que Kpg
contiene a todos los compactos no numerables de M, que a su vez contienen
al conjunto de Cantor. La familia { ¥}, } es la requerida. De hecho F, y M\ F,
se vuelven totalmente imperfectos (ya que ninguno de ellos contiene a ningtin
subconjunto homeomorfo al conjunto de Cantor). Entonces, todo punto de
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un F., es un punto de condensacién (ya que toda vecindad de un punto en
la recta real, contiene una copia del conjunto de Cantor y F, contiene ¢
puntos de dicho conjunto). Por lo tanto, aplicando el Lema 4.2.4 notamos
que todo homeomorfismo local (funcién continua y sobreyectiva) ¢ de un F,
en si mismo es, ya sea trivial o un desplazamiento continuo. De acuerdo al
Teorema 4.2.1 no puede ser un desplazamiento continuo. Entonces concluimos
que ¢ es trivial.

En segundo lugar, tomemos un par F,, F./(v # +'). A la vista de 4.7
del Teorema 4.2.1 y el hecho de que todo punto de un F), es un punto de
condensacion, es facil verificar que todo homeomorfismo local de F), en F.,
o toda funcién continua F., sobre F., es un desplazamiento continuo (Lema
4.2.4). Sin embargo, esto es imposible de acuerdo al Teorema 4.2.1. [l

Teorema 4.2.3. Existe una familia {F,} de 2° subconjuntos del plano que
son conexos y localmente conezos, tal que ningin F., puede ser mapeado de
manera continua y no trivial en si mismo o en otro F..

Demostracion. Aplicamos el Teorema 4.2.1 en la misma manera que en la
demostracion anterior. M denota en este caso el plano Euclidiano. Aplicando
el Lema 4.2.6, observamos que los elementos de {F,} son 1-dimensionales,
conexos y localmente conexos, y mas ain, permanecen conexos después de
remover un punto. Entonces podemos aplicar el Lema 4.2.5, el cual nos da,
junto con el Teorema 4.2.1, la prueba requerida. 0

En particular tenemos:

Corolario 4.2.1. La recta real contiene subconjuntos de cardinalidad ¢ los
cuales son rigidos bajo homeomorfismos y funciones sobreyectivas continuas.
El plano contiene conjuntos ¢ conexos y localmente conezos, los cuales son
rigidos bajo funciones continuas sobreyectivas.

4.2.3. Grupos equivalentes

Diremos que dos grupos G'y H son equivalentes si cada uno de ellos es
isomorfo a un subgrupo del otro.

Esto da una descomposicién de, digamos, la familia de todos los grupos
G de orden |G| = m en clases de equivalencia disjuntas eG. Dos elementos
G y H de la misma clase de equivalencia tienen una importante propiedad
en comun, como se puede ver facilmente: si eG = ¢H, entonces G y H
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tienen la misma familia de subgrupos, es decir, si un grupo S aparece un
nimero de veces (de manera isomorfa) como un subgrupo de G, entonces
este aparece el mismo numero de veces como subgrupo de H. Entonces, si
queremos estudiar los posibles subgrupos de un grupo dado, sélo tenemos
que elegir un elemento adecuado de su clase de equivalencia e investigar los
subgrupos de este elemento.

Més generalmente escribiremos G < €G’, si G puede ser encajado de
manera isomorfa en G', pero al contrario no necesariamente se cumple. Esto
induce un orden parcial entre los G.

4.2.4. Autohomeomorfismos de espacios de dimensién
cero

Sea N un espacio metrizable 0-dimensional separable. En esta seccién
mostraremos algunas propiedades de Aut(N) que pueden ser analizadas en
general, las cuales deduciremos ahora.

Proposicion 4.2.1. St M es espacio separable, 0-dimensional metrizable,
denso en st mismo, entonces |Aut(M)| =1, o Aut(M) contiene ¢ elementos
cada uno de orden 2.

Demostracion. Si M es rigido bajo homeomorfismos, claramente |Aut(M)| =
1. Entonces, supongamos que M admite un homeomorfismo no trivial ¢ tal
que (M) = M. Supongamos que ¢(a) = b, a # b, a,b € M. Tomemos
vecindades disjuntas U,V C M de a,b respectivamente, ambas abiertas y
cerradas en M, tal que ¢(U) = V. Si U no es compacto, entonces U es la
unién de una cantidad numerable de conjuntos mutuamente disjuntos U;,
donde cada U; permanece abierto y cerrado en M. En efecto, si U no es
compacto, U admite una cubierta abierta U sin subcubiertas finitas. Como
M es separable podemos suponer sin pérdida de generalidad que U consiste
en abiertos bésicos abiertos y cerrados y que es numerable, Y = {W; : i € N}
ysea U; = W; \ U i< Wj, entonces se tienen las propiedades requeridas.

Sea ; la restriccion de p a U; y ¢;(U;) = V;. Para toda sucesion de enteros
positivos n; (i = 1,2,...), podemos definir un autohomeomorfismo ¢ de M
como

(p) =, (p) (€ Vays i=1,2,...)
Y(p) =p en otro caso.
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Dado que hay ¢ diferentes funciones ¢ de este tipo, cada una de orden 2,
hemos probado nuestra proposicion en el caso en el que U no es compacto.
Sin embargo, si U es compacto, al ser métrico, separable y 0-dimensional, por
Teorema 1.3.2, es homeomorfo al conjunto de Cantor, y entonces claramente
nuestra proposicion se cumple. 0

Los siguientes corolarios son consecuencias inmediatas de la proposicion
anterior.

Corolario 4.2.2. St K es un conjunto de nimeros reales, denso en si mismo,
entonces |Aut(K)| =1 o |Aut(K)| = c.

Corolario 4.2.3. St M es un conjunto de niumeros reales o un espacio sepa-
rable, 0-dimensional y metrizable, entonces |Aut(M)| = n! para algin entero
positivo n, o |Aut(M)| = c.

El siguiente teorema nos da informacion acerca de los posibles grupos
T(X), usando los resultados sobre equivalencia.

Teorema 4.2.4. St X denota un espacio metrizable e infinito numerable o un
espacio metrizable, infinito, localmente compacto, 0-dimensional y separable,

entonces
cAut(X) = €S, (5.1)

donde S,, son las permutaciones sobre w, el primer ordinal infinito.

Demostracion. Supongamos que X es infinito numerable y metrizable. Todo
homeomorfismo de X permuta este conjunto numerable. Facilmente se sigue
que

eAut(X) < e8,,. (5.2)

Ahora, si X contiene una cantidad infinita de puntos aislados, podemos de-
terminar una sucesién de tales puntos que converge en X o no tiene punto
limite. Entonces toda permutacion de los puntos de esta sucesion puede ser
extendida a un autohomeomorfismo de X, por lo que

eS, < eAut(X). (5.3)

Sin embargo, la misma relaciéon se cumple si X sélo contiene una cantidad
finita de puntos aislados, ya que en este caso, eliminando los puntos aislados
obtenemos un subespacio homeomorfo al espacio de racionales, y el espacio
racionales es homeomorfo a la suma topoldgica ajena de una cantidad de
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copias ajenas de los racionales, abiertas y cerradas. Entonces podemos per-
mutar los elementos de la suma directa y fijar a los puntos aislados, generando
el grupo de autohomeomorfismos requerido.

Si X es infinito, localmente compacto, O-dimensional, separable y me-
trizable, la relacién 5.3 se mantiene de la misma manera. En efecto, si X
contiene s6lo un numero finito de puntos aislados, X contiene un subconjun-
to abierto y cerrado D homeomorfo al conjunto de Cantor y como D es el
producto topoldgico de una cantidad numerable de pares de puntos, 5.3 se
sigue.

El tdnico caso no trivial es probar 5.2. Compactificamos X por un punto
a un espacio compacto 0-dimensional que detonaremos por X*. Aut(X) es
claramente un subgrupo de Aut(X*). Se puede ver facilmente que la familia
de subconjuntos abiertos y cerrados de X* es numerable, en efecto, X* tiene
una base numerable formada por conjuntos abiertos y cerrados, y cada abierto
y cerrado es una union finita de elementos de la base. Todo elemento de
Aut(X*) permuta los elementos de esta familia; para diferentes elementos
corresponden diferentes permutaciones de la familia y a la permutacién de dos
elementos corresponde el producto de las correspondientes permutaciones.
Entonces 5.2 se sigue, si interpretamos S, como el grupo de permutaciones
de la familia de subconjuntos abiertos y cerrados de X*. 0

4.2.5. Representaciones graficas de grupos

Extenderemos el Teorema de Frucht en la siguiente manera: definiremos
para cada grupo dado G una grafica (sin color) I' tal que el grupo de auto-
morfismos Aut(I') de I' es isomorfo a G.

Primero construiremos una grdfica rigida, es decir, una grafica para la
cual el grupo de automorfismos es la identidad. Realizaremos la construccién
en una cantidad numerable de pasos y usando induccién sobre n.

Primer paso: Tomemos un cardinal m. Tomemos un segmento (arista)
[pq] v dibujemos desde ¢ (uno de sus vértices) m nuevos segmentos [q, ¢a,]
disjuntos a pares, con la excepcion del punto final ¢, el cual tienen en comun.

Supongamos que después del paso n-ésimo se ha construido una grafi-
ca de la siguiente naturaleza [pql, [¢Ga, |, [dayQas)s - - -+ [Qaran-an 1 Qaranm - 10m )
tal que para cada 7 < n el vértice ¢, a,.-o, definido como vértice de la arista
[@aras--ai_1Qaras—a;) €8 Vértice de my, qy...0,0,,, diferentes aristas definidas co-
mo antes [¢a,as-a;daras--as ), Mientras que dos cardinales mg,qy.q, (i < )
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que difieren en al menos uno de sus subindices, seran diferentes. Mas atn,
los vértices ga,ay--a, Seran vértices de orden 1.

Ahora definiremos la gréfica en el (n+ 1)-ésimo paso. Adjuntemos a cada
Jaras--a, de orden 1 un cardinal mg, q,..ana,,,- T0dos estos seran diferentes
entre si y de todos los m-cardinales previamente definidos. Ahora dibujemos
desde cada o a9,y Majas--anans, NUEVOS segmentos, disjuntos con la excep-
cién de goya9--a,- Esta nueva grafica tiene las mismas propiedades como las
mencionadas para la grafica en el n-ésimo paso (reemplazando n por n + 1)
como se puede verificar facilmente.

La construccién se completa después de una cantidad numerable de pasos.
La rigidez de la gréafica resultante puede verificarse facilmente y depende del
hecho de que para cada segmento (arista) el par de érdenes de sus extremos
es unico en la grafica. Mas atin, no es dificil ver que para todo cardinal k,
podemos construir k graficas rigidas, tal que ningiin par de ellas es isomorfa.

Aoy
Aoy
Aoy

Qo
Qo
Qo
Qo

Figura 4.8: Esquema de la construccién.

Ahora sea G* una grafica dirigida de colores del grupo G, en el cual todos
sus elementos diferentes de e son tomados como generadores (Teorema 1.4.1).
Asumimos k = |G| > 3 (el caso de grupos de orden < 3 puede ser tratado
separadamente de una manera simple), entonces la grafica G* tiene orden
> 3 en cualquiera de sus vértices.

Consideremos todas las aristas dirigidas de un color fijo s en G*. Constru-
yamos una grafica rigida R/ como se describié anteriormente, tal que todos
los m-cardinales que aparecen en la definicién de R., son mayores que k. La
grafica conexa R es definida como sigue: aristas [ar], [rp], [pb], y ademds R..
El vértice de orden 1 de R, es identificado con el vértice p en esta definicion.
Supongamos que una arista dirigida con color s conduce desde el vértice a al
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vértice b en G*. Reemplace a esta s dirigida en G* por R, reteniendo a y b.
Haremos esto por cada tal s, reemplazandolos por Ry mutuamente isomorfos.
Ademas, repetimos esta construccién para las otras aristas coloreadas de G*,
pero cuidando que el rigido R; para el color ¢t no sea isomorfo al rigido R,
para el color s, distinto de .

De esta manera G* es transformada en una gréafica I', la cual satisface
nuestros requerimientos, como facilmente se puede deducir. Entonces hemos
probado que

Teorema 4.2.5. Todo grupo G es isomorfo al grupo de automorfismos de
alguna grafica I'. Podemos asumir que este grupo de automorfismos opera
libre de puntos fijos sobre T'.

Con lo que en particular tenemos:

Corolario 4.2.4. Todo grupo G es isomorfo al grupo de automorfismos de
una grdfica dirigida T'.

Demostracion. Tomemos una Ry, como la definida en el teorema anterior, y
demos a cada arista de R, alguna orientacién, elegida arbitrariamente. Esta
orientacion induce una orientacion en todo R, isomorfa a R,. Realizando
este procedimiento en toda I'. La I" orientada obtenida es la IV que satisface
los requerimientos del corolario, como facilmente se puede ver. 0J

4.2.6. Grupos de autohomeomorfismos

Dado un grupo G y la correspondiente grafica IV del corolario de la parte
anterior, reemplazaremos las aristas de IV por espacios mutuamente homeo-
morfos H, rigidos bajo homeomorfismos e introduciremos una métrica en
el conjunto resultante, tal que obtengamos un espacio M satisfaciendo el
siguiente teorema.

Teorema 4.2.6. Todo grupo G es isomorfo al grupo de autohomeomorfismos
Aut(M) de un espacio métrico conexo, localmente conexo, 1-dimensional y
completo M.

Mas ain, el grupo de isometrias de nuestro M coincide con Aut(M) y
opera de una manera libre de puntos fijos sobre M.

Demostracion. Para hacer a M completo, usaremos las curvas rigidas P,,
definidas en la seccién anterior construidas en el Teorema 4.1.1 (curvas de
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Peano, en las cuales se comienza la construccién con la n + 1 hélice). Si
G es finito, de orden m, cuidamos que n > m y en cualquier caso n > 3.
Denotemos tal P, por H. Recordemos que H satisface la siguiente propiedad

(p) : todo punto h € H tiene vecindades arbitrariamente pequenas U tal
que U \ {h} es conexo o contiene mas de n componentes.

En H tomemos dos puntos (“vértices”) h? y h!, diametralmente opuestos
sobre el circulo exterior, que tendra un didmetro de uno. Ahora reemplazamos
cada arista dirigida [¢°¢'] de I por tal H, h’ reemplazando ¢'(: = 0, 1). Todos
los H son isomorfos el uno al otro y disjuntos con la posible excepcién de sus
“vértices”. En la unién de todos los H

M:UHQ

introduciremos una métrica o. Esta métrica por definiciéon coincidira con la
métrica ya dada en cada H = H,,.

Sia€ H,, b e Hg (o # ), entonces hay una cadena finita de puntos,
conectando a y b,

T b
a,hy, =hl W3t = hi2 hor = hl .o RSt = h, b (1)

con i,s =00 1; 5y +k = 1 para toda 1 <t < n; n un nimero natural.
Definimos la longitud A de la cadena (1) por

X = ola,hy,) + o(h, b) +n — 2.

La minima longitud de todas las cadenas conectando a y b es definida como
su distancia o(a,b) es M. Esta funcién g, ahora definida de manera general
sobre M x M, es en efecto una métrica y puede facilmente verificarse que el
espacio métrico resultante M es completo, conexo y localmente conexo.

Notemos que la conexidad local y la conexidad se deducen directamente
de la construcciéon y de las propiedades de H. Veamos que en efecto M
es completo. Sea {x,} una sucesién de Cauchy en M. Si {z,} tiene una
subsucesién que converge a algtin h’, o contiene una subsucesién contenida en
algin H,, entonces es claro que {x,} converge. En otro caso, {x,, } contiene
alguna subsucesién contenida en algin H, y alguna subsucesion contenida
en algin Hg, para o # (3, y ademds, ninguno de los puntos h!,, h% es punto
limite de {z,}. De lo cual se deduce que {z,} no es una sucesiéon de Cauchy,
por lo tanto este caso no puede suceder.
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Observemos que en cada punto de M hay una base de vecindades cuyas
fronteras son uniones de fronteras 0-dimensionales relativas a los conjuntos
H y que ademaés son 0-dimensionales.

Ahora probaremos que Aut(M) ~ G. Si (M) = M es un autohomeo-
morfismo, demostremos que para cada « existe una [ tal que

p(Ha) = Hpg. (2)

En efecto, ¢(H,) no puede contener puntos de dos copias de H diferentes.
De lo contrario contendria un vértice h de alguna H. Sin embargo, h es
localmente un punto de corte en M de tal manera que si N}, es una vecindad
pequena adecuada de h en M, el conjunto Nj, \ {h} contiene ya sea una
cantidad infinita de componentes o menos que max(m, 3) componentes. Esto
contradice la propiedad (p) valida para H, ya que ¢ es homeomorfismo. El
mismo razonamiento es aplicado a ¢ ~! mostrando que p(H,) no puede estar
propiamente contenido en un Hgz. Entonces 2 se cumple.

De 2 se sigue que ¢ permuta las copias de H entre ellos mismos, pero
entonces podemos concluir del Teorema 4.2.5, su corolario y la rigidez de H
que G ~ Aut(I'") ~ Aut(M). Ademads, es facil ver que tal ¢ es una isometria
de M, ya que permuto copias de H. Entonces todo autohomeomorfismo de
M es una isometria y el grupo correspondiente coincide.

Observemos que si G es un grupo infinito la misma demostracién funciona
tomando cualquier n > 3. ([l

Comentario: Reemplazando H por un espacio rigido adecuado, de una
dimensién adecuada, se puede probar que el espacio métrico M en el teorema
anterior puede tener cualquier dimension positiva, finita o infinita.
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