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Resumen.

En el presente trabajo se resuelve la ecuacion de Dirac hasta en tres dimensiones es-
paciales acompanado con una dimensién temporal, en las representaciones 2 x 2 de las
matrices de Dirac. También se incluye la soluciéon utilizando la representacién 4 x 4,
para ampliar la discusién sobre las cuestiones de la simetria quiral. Se realiza una com-
paracion con las soluciones conocidas de la misma ecuacion en dimensiones (3+1) junto
con sus propiedades.

En dimensiones (2 4 1) para obtener el espectro esperado de los fermiones y conservar
ciertas simetrias discretas del lagrangiano correspodiente, necesitamos dos campos de
Dirac que pertenecen a las representaciones inequivalentes de las matrices de Dirac.

Se estudia un tipo de simetria conocida como la simetria quiral. La primera parte de este
capitulo contiene la discusién en dimensiones (3 + 1). En la segunda parte analizamos
esta simetria para el caso de dimensiones (2 + 1) usando la representacién 2 x 2y 4 x 4
de las matrices de Dirac, por ultimo, en dimensiones (1 + 1).

Agregamos las conclusiones que obtuvimos en el estudio de la ecuacion de Dirac y sus
soluciones en las diferentes dimensiones bajo las transformaciones quirales y de paridad,
asi como la solucion de la ecuacion de Dirac anadiendo un potencial lineal escalar.

Esto es a grandes rasgos el trabajo realizado y presentado, cuya principal motivacion es
ampliar el conocimiento de las leyes fisicas para el mayor entendimiento de la naturaleza.

Asbtract.

In the present work the Dirac equation is solved up to three spatial dimensions accom-
panied with one time dimension, in the 2 x 2 representations of the Dirac matrices. The
solution using the 4 x 4 representation is also included, to extend the discussion of chiral
symmetry issues. A comparison is made with known solutions of the same equation in
(34 1) dimensions along with their properties.

In (2+ 1) dimensions to obtain the expected spectrum of the fermions and to preserve
certain discrete symmetries of the corresponding lagrangian, we need two Dirac fields
belonging to the inequivalent representations of the Dirac matrices.

A type of symmetry known as the chiral symmetry is studied. The first part of this
chapter contains the discussion in (3 + 1) dimensions. In the second part we analyze
this symmetry for the case of (2+ 1) dimensions using the 2 x 2 and 4 x 4 representation
of Dirac matrices, finally, in (1 + 1) dimensions.



II

We add the conclusions we obtained in the study of the Dirac equation and its solutions
in the different dimensions under the chiral and parity transformations, as well as the
solution of the Dirac equation by adding a linear scalar potential.

This is roughly the work done and presented, whose main motivation is to broaden the
knowledge of physical laws for a better understanding of nature.

Palabras clave: Ecuacion de Dirac, Lagrangiano, Simetrias, Potencial Lineal, Trans-
formaciones Quirales, Matrices Gamma, Espin, Representacién.
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Capitulo

Introducciéon

1.0.1] Ecuaciones de Movimiento, Espin y Dimensiones

Las particulas, aun las supuestas puntuales presentan un atributo clasicamente in-
explicable; se comportan como si tuvieran un momento angular intrinseco, es decir,
caracteristico de la particula en si, independientemente de su movimiento. Lo llama-
mos como espin de las particulas. El espin de las particulas puede ser solo un multiplo
entero o semientero de h. Las particulas con espin entero (0,1,2,...) se llaman boso-
nes porque siguen la estadistica de Bose Einstein, las particulas con espin semientero
(1/2,3/2,5/2,...) se llaman fermiones porque obedecen a la estadistica de Fermi-Dirac.
A nivel fundamental, las particulas con diferentes valores de espin se distinguen por las
diferentes ecuaciones de movimientos que satisfacen. Las particulas con espin cero sa-
tisfacen la ecuacién de Klein-Gordon (por ejemplo, Higgs), las particulas con espin 1
satisfacen las ecuaciones de Maxwell (por ejemplo, fotones) y las particulas con espin
1/2 satisfacen la ecuacién de Dirac (por ejemplo, electrones). En esta tesis, estudiare-
mos Unicamente las particulas de espin 1/2.

Nos enfocamos en el caso donde las dimensiones espaciales son dos. Este caso es de
interés directo en algunas teorias del estado sélido. Cuando se agregan interacciones
electromagnéticas en el lagrangiano surgen complicacciones matematicas mas severas
en dimensiones (3 + 1) que en dimensiones (2 + 1), por dichas razones estudiar el caso
dimensional (2 + 1) puede darnos una visién mas clara de los problemas tedricos sin
preocuparnos de los problemas computacionales. En este caso un problema de interes es
estudiar el comportamiento de las teorias existentes en diferentes dimensiones. Cuando



las dimensiones son mas grandes y tienen su geometria mas complicada, éstas teorias
adquieren un tratamiento més dificil. Nosotros escogemos las dimensiones (2 + 1) y
(1 + 1) para evitarnos asi complicaciones y estudiamos las diferencias que se deben al
cambio de las dimensiones. Vemos que hay ciertos resultados que podemos generalizar
para dimensiones impares arbitrariamente grandes.

1.0.2 Simetrias

El papel de las simetrias en la descripcién de las propiedades de las particulas y sus
interacciones es fundamental. El fisico C.N. Yang lo expresa asi:

“La naturaleza parece aprovechar las simples representaciones matemdticas de las leyes
de la simetria. Si nos detenemos a considerar la elegancia y la bella perfeccion del
razonamiento matemdtico que entra en juego y las comparamos con sus CONSECUENCLas
fisicas complejas y de largo alcance, surge un profundo sentido de respeto hacia el poder
de las leyes de la simetria...”

En la descripcion de las interacciones fundamentales de las particulas, las simetrias
de la ecuacion del movimiento o del lagrangiano juegan un papel muy importante. Se
puede llamar simetria a una transformacién que deja el lagrangiano (o la accién) inva-
riante. Podemos decir que existen dos tipos de simetrias: simetrias discretas y simetrias
continuas. Las simetrias discretas son aquellas que no podemos efectuar por medio de
una transformacién infinitesimal, mientras que las simetrias continuas son aquellas que
podemos efectuar por medio de una transformacion infinitesimal.

= Las rotaciones y boosts son algunos ejemplos de las simetrias continuas y forman
parte de las transformaciones de Lorentz.

= Dentro de las transformaciones discretas estd la transformacién de paridad. Cons-
truimos un lagrangiano invariante bajo transformaciones de paridad.



Capitulo

La Ecuacion de Dirac

Al nivel de mecénica cudntica relativista las particulas libres de espin 1/2 satisfacen la
ecuacion de Dirac. En este capitulo, presentamos un analisis detallado de esta ecuacion
y sus soluciones en dimensiones (3 + 1). En el caso de dimensiones (2 + 1) las matrices
v presentan la propiedad de darnos dos representaciones inequivalentes y presentamos
las soluciones para ambas representaciones. También se hace un estudio del espin en
los casos mencionados anteriormente y concluimos el capitulo hablando del siginificado
fisico de esta propiedad.

SECCION 2.1

La Ecuacién de Dirac en Dimensiones (3+1)

2.1.1 La Ecuacidon de Klein-Gordon

Recordemos la relacion que nos proporciona la Relatividad Especial para la energia y
el momento de una particula. La ecuacion es la siguiente:

E? = p*c? + m?c* | (2.1)



La Ecuacién de Dirac en Dimensiones (3+1)

En mecéanica cudntica a cada observable fisico le corresponde un operador lineal y
hermitico. Para la energia y el momento se hacen las siguientes definiciones:

E — ih% ) (2.2)
p— —ihV . (2.3)

Sutituyendo las definiciones (2.2) y (2.3) en la ecuacién (2.1), y aplicando a una funcién
de onda v (x,t), obtenemos una ecuacién diferencial:

2
{zh%} ¥ = [(=iheV)? + m*ct] (2.4)
1 92 2.2

La ecuacién (2.5) es la ecuacién de Klein-Gordon para una particula libre. Es posible
escribir dicha ecuacion de una forma més compacta utilizando un formalismo covariante,
por ejemplo 0,0 = C%@g — V? = 2. En particular, la ecuacién se convierte en:

m2c?

{D2+ 5 ]wx,t):o : (2.6)

La ecuacion de Klein-Gordon no es valida cuando se trata como una ecuacion de onda,
con interpretacion probabilistica, esto nos lleva a incoherencias internas con las densi-
dades de probabilidad para la particula, debido a que la ecuacién (2.1) tiene soluciones
++/p?c® + m2c.

2.1.2 La Ecuaciéon de Dirac

Durante algin tiempo, se pensé que la ecuacion de Klein-Gordon era la tinica generaliza-
cién relativista de la ecuacion de Shrodinger hasta que Dirac descubrié una alternativa.

Su objetivo era escribir una ecuacién lineal en %. Para ser covariante, también debe ser
lineal en V y por lo tanto tiene la forma general:
E=(a-P+pm) . (2.7)

Donde los coeficientes «;(i = 1,2,3) y 5 los determinaremos tomando en cuenta que
una particula libre debe satisfacer la ecuacién relativista (2.1). De (2.7) tenemos:

E? = (P + pm)(a; P; + pm)
= (;P)? + (Bm)* + (o + ;) PPy + (i 8 + Boy) Prm

Comparando con la ecuacién (2.1) notamos los siguiente:

a?=p>=1 y a; anticonmutan unos con otros. (2.8)
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Lo anterior nos lleva a intuir que los coeficientes «; y 8 no pueden ser simples ntimeros,
por tanto consideraremos transformaciones lineales actuando sobre una funciéon de onda

1.
Estas transformaciones las llamaremos matrices ~ de Dirac que se definen como:
V= (B,pa) . (2.9)

Usando las relaciones deducidas en (2.8) y la definicién en (2.9) vemos que las matrices
~ de Dirac satisfacen las relaciones de anticonmutacion:

VAT At = 2g" . (2.10)

O explicitamente, ya que 4° = 3, tenemos:

W=4% ()P =1 (2.11)

ademas:
Y= (B =a"B =" | (2.12)
(V%)? = Bafpat = -1 . (2.13)

En la proxima seccién trataremos de encontrar cudl es dicha representaciéon matricial.

2.1.3] Representacion Matricial

Supongamos que existe una representacion 2 x 2 de las matrices v de Dirac. Podemos
tomar, por ejemplo, las siguientes definiciones:

o_ . _(1 0
Y =03 = 0 —1 ’
V=g = 0
7— 1 — Z 0 9
o (0 1
7_10-2_ _1 O )

donde o;(i = 1,2, 3) son las matrices de Pauli. La matriz restante 7> la encontraremos
de modo que cumpla las relaciones que determinamos en la seccion anterior, podemos

entonces escribir:
3 (A B
T=\c b



La Ecuacién de Dirac en Dimensiones (3+1)

Recordando que [y*,7”] = 0 con p # v (no conmutan entre si) y la ecuacién (2.13)
tenemos lo siguiente:

P+ =0, (2.14)
Y+ =0, (2.15)
VY + =0, (2.16)
(7)) = -1 (2.17)

De la ecuacién (2.14) tenemos:

03 | ~3,0 — 1 0 A B n A B 1 0

T =\o -1)\¢ p)"\¢ p)\o -1)
A B n A -B
-C -D ¢ -D)

24 0

0 —-2D ’
0 .
Por otro lado, la ecuacién (2.15) implica:

Lasa_ (04) (A BY, (A B\ (0
Ty =i o)\c p)"\c p)\i o) -
_, (¢ DY, . (B A
~'"\4 B)"'"\D ) -

_ (B+C A+D
~"\a4+D B+C) >

=0

Por dltimo, de (2.16) concluimos que:

sspp_ (0 1\ (A BY, (A BY(0 1
7T =21 o) \e D c p)\=1 0) >
¢ DY, (-B A

_A -B -D C) >

(
()(éB D+A) 7

—-A-D C-B

De (2.14) se puede concluir que A = D = 0, de la ecuacién (2.15) B = —C, que
sustituyendo en (2.16) nos lleva a 2C' = 0 — C' = 0, por tanto:

’73 =02
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Evidentemente la matriz v = 02 2 no cumple con la ecuacion (2.17), por tanto, no existe
una representacion matricial 2 x 2 de las matrices y para un espacio-tiempo dimensional
(3+1). Similarmente, no existe una representacién 3 x 3 de las matrices de 7.

De hecho, las matrices méas pequenas que funcionan son las 4 x 4, pero hay mas de
una eleccién posible, o representacion, de las matrices. Si bien la eleccion de la repre-
sentacion no puede afectar a las propiedades de la ecuacién de Dirac, afecta al significado
fisico de las componentes individuales de la funcién de onda.

En la representacion de Dirac, las cuatro matrices gamma contravariantes son:

I 0 ; 0 o
0 i -
v = <0 I) , Y= <—ai 0> i=1,2,3 . (2.18)

Eventualmente escribiremos de manera explicita ésta representacion.

Por otra parte, Dirac sugirié una ecuacién lineal de la energia para una particula rela-
tivista E? = p?c? + m2c?, factorizando de la siguiente forma:

(Ypr + me)(y'p, —me) =0 . (2.19)
Lo anterior implica lo siguiente:

(Ype +me) =0, (2.20)
(Y'py —me) =0 . (2.21)

Comencemos con la ecuacién (2.21). Sustituyendo el cuadri-momento p, por su operador
lineal correspondiente. Asi, escribimos entonces:

(thy" 0, — me)(x,t) =0 . (2.22)

En la siguiente seccion encontraremos la solucion de ésta ecuacion para la particula en
reposo.

2.1.4 Particula en Reposo

Para una particula libre, podemos por tanto buscar eigen-soluciones para el cuadri-
momento de la ecuacién de Dirac con soluciones de la forma:

) = u(p)e P (2.23)

Como la funciéon de onda 1) se representa por la matriz de Dirac 4 x 1, ha de ser un
objeto de 4 componentes. Se verd que la funcién de onda contiene dos conjuntos de
grados de libertad, uno asociado a la energia positiva y otro a la negativa. Luego:

(ihy°0 — me)u(p) =0 . (2.24)
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Ya que estamos buscando eigenvectores para la energia, podemos encontrarlos facilmen-
te usando la forma de la ecuacion (2.7):

Eu = (ca-p+ Bmc)u (2.25)

Para ésta ecuacion, existen cuatro soluciones independientes, dos con energia £ > 0y
dos con FE < 0, Recordando que estamos en la representacion Dirac-Pauli, tomando la
particula en reposo, p = 0, tenemos:

mc® 0 0 0
2 2
B oy [(mcl 0 | 0 mec 0 0
Eu = (fmc*)u = ( 0 —m02[> u=1 0 —me 0 w . (2.26)

0 0 0 —mc?

Notemos que la matriz 8 es una matriz triangular, tanto inferior como superior.

Teorema 1. Los valores propios de una matriz triangular son las entradas de su dia-
gonal principal.

Usando el teorema anterior, concluimos que los valores propios para la particula en

reposo son FE = mc?, mc?, —mc?, —mc?, y eigenvectores:
1 0 0 0
0 1 0 0
NE K RE 0 (2.27)
0 0 0 1

Otra manera de escribir estas soluciones, resaltando por separado cada una de las cuatro
componentes del espinor como las componentes de un vector columna, es la siguiente:

1 0 0 0

O 3 2¢/h 2) 1 i 2t/h (3) O ; 2t/f (4) O i 2t/}7
¢(1) — e~ ime t/ L’ ¢( — e~ime ’ ¢ — elme L7 ¢ — etmet/h

0 0 1 0

0 0 0 1

En la proxima seccién encontraremos la solucion de la ecuacién de Dirac para particula
en movimiento.

2.1.5 Particula en Movimiento

Para la particula en movimiento tenemos que p # 0, usando entonces la representacion
Dirac-Pauli la ecuacién (2.25) se convierten en:

u u 0 cd-p me?l 0 u
£ (i) =temneone) ()= (205 0 7) = ("0 )] ()

2 = o
— (”}C L@ 1;) (“A> , (2.28)
co-p —mc uUp
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donde u ha sido dividido en dos espinores de dos componentes cada uno, us y upg
respectivamente. Esto se reduce al sistema de ecuaciones:

(cé - Plup = (B —mcHuy (2.29)
(cé - Plua = (E +mc*)up . (2.30)

Para las dos soluciones con energia £ > 0, tomamos uff) = ¢, donde:

Usando la ecuacién (2.30) obtenemos las componentes:

(s) co-p (s)

= 2.32
UB T B me (2.32)
y entonces, las soluciones para la energia positiva de la ecuacién de Dirac son:
(s)
uw® = N < 637; (S)> , E>0 (2.33)
E+mc? ¢

con s = 1,2, y obviamente N es una constante de normalizacién. Para las soluciones
con energia E' < 0, similarmente tomamos u(g) = ¢, y de (2.29) llegamos a:

(s) _ M (s) _ _ﬂ (s) 2.34
AT E _me's |E\+mc2¢ ' (2:34)
Por tanto, obtenemos:
=GP 4(s)
w2 = N (EI+$(CSQ)¢ ) , E<0 . (2.35)

Por ejemplo, para un electrén con momento p tenemos cuatro soluciones: u"?), corres-

pondientes a la energfa positiva, y u®% correspondientes a la energia negativa.

Si el término 7 - p'lo desarrollamos explicitamente podemos escribir la cuatro soluciones
de la ecuacién de Dirac de la siguiente manera:

1 0
0 - 1 L
s = N, o e~iPEN. V@ = Ny | cpumipy) | e (2.36)
cloa i) P
z y —Cpz
E-+mc? E+mc?
, eloetivy) | \ e N
B = N, E—incz e/, @ = N, Efm(;?yhy e (2.37)

0 1
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Las dos soluciones u®% con energia negativa para nuestro electrén estéan asociadas con
la antiparticula, el positréon. De hecho, un positréon de energia E' y momento p esta
descrito por una de las soluciones con —F, —p, esto es:

uBD (—p)e~FAE = @) () FE/R (2.38)

donde p° = E > 0. Los espinores del positron, v, son introducidos por conveniencia
notacional. Recordemos que la ecuacién de Dirac para u(p) es:

(ith p—mc)u(p) =0 . (2.39)

donde /p = ~*p, (Feynman slash notation). ;Qué implica esto para v(p)? Para un
electron de energia —F y momento —p tenemos:

(—ih p—mc)u(—p) =0 (2.40)

y entonces:
(th p+mec)v(p) =0 . (2.41)

Donde p° = E > 0.

Por tltimo, notemos que en la ecuacién de Dirac, por ejemplo, en (2.28), tenemos
una doble degeneracién. Esto significa que debe existir otro observable el cudl conmute
con H y P, cuyos eigenvalores pueden ser tomados para distinguir los estados.

2.1.6, Espin

En base al principio que establece que en ausencia de fuerzas externas, el momento
angular total J se conserva, [H, J| = 0, es decir, que este conmuta con el hamiltoniano,
veamos cudl es la expresion para el espin S (momento angular interno de la particula).

Si evaluamos el conmutador del momento angular orbital L =7x p con el hamiltoniano:
[Hp, L] = €iji[Hp,ripj] #0 (2.42)

y obtenemos, para particula libre, que estos operadores no conmutan entre si. Lo an-
terior determina que existe una componente adicional con caracteristicas de momento
angular (el espin S ) que compensa al L de tal manera que el momento angualar total
J=L+8 , s se conserva, o dicho de otro modo:

[Hp, Jy] =0

Sabemos que el electron tiene espin, y que en el caso no relativista, los operadores de
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espin (precisamente las matrices de Pauli) trivialmente conmutan con el hamiltoniano,
ya que la ecuacion de Schrodinger actia sélo sobre la parte “orbital” de la funcién de
onda. Entonces deberiamos comprobar el estado del conmutador de Hp y ¥ con:

-k
S=57 . (2.43)

., Cémo podemos hacer una representacion de o que opere en nuestras cuatro dimensio-
nes? Las matrices de cuatro por cuatro:

. R 0
zi_§<0 @) : (2.44)

satisfacen las relaciones de conmutacién de espin: [3;,¥;] = ieg;; X, como matrices.
Luego el conmutador con el hamiltoniano es:

%5, Hp| = (2, caipi] + me*[%y, 8], (2.45)

Usando las matrices de Dirac, y nuestras matrices >J; de cuatro por cuatro, tenemos:
(¥, cay] = cliejia) v [2;, mc?f] = 0. Entonces el conmutador se convierte en:

[Ej, HD] = pi[Ej, CO(Z'} = Cpi(iEjikOék) = _ic(ejilaipl) s (246)
esto significa que, aunque ni L ni ¥ conmuta por separado, la suma:
J=L+% | (2.47)

lo hace:
[J,Hp] =0 . (2.48)
Asi, los estados estacionarios del Hamiltoniano pueden tomarse como los eigenestados

del momento total angular.

Al construir el operador X - p’ se logra obtener un operador asociado a una constan-
te de movimiento, que comparte estados propios con el Hp en tanto que:

[Hp,% -]l =0 . (2.49)
Es decir, el operador:
— ~ — 53 . ﬁ 0
)y p_< 0 5_13) (2.50)

conmuta con Hp y P; p es el vector unitario de pointing en la direccién del momento
ﬁ. La componente del espin en la direccion de movimiento, ga -p es por tanto un buen
numero cuantico y puede ser utilizado para etiquetar las soluciones. Llamamos a éste
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nimero cuantico la helicidad del estado. Los posibles eigenvalores A del operador de
helicidad ga - P son:

helicidad positiva (2.51)

helicidad negativa . (2.52)

Con la eleccién de (2.31), de los espinores ¢®), es apropiado escoger p a lo largo del eje

z, p = (0,0,p). Entonces:
h_, ~ s h S S
50 Pl = §ag¢( )=o) | (2.53)

con A = ig correspondientes a s = 1, 2 respectivamente.

SECCION 2.2

La Ecuacién de Dirac en Dimensiones (241)

En (241) dimensiones, se necesitan tinicamente tres matrices de 7. Entonces podemos
tener una representacion dos dimensional de dichas matrices en términos de las matrices
de Pauli. Sin embargo, como mostraremos enseguida, existen dos representaciones no
equivalentes de las matrices de v en su representacion dos dimensional. Es facil mostrar
que en tres dimensiones:!
P =%y = 41
Por lo tanto, una de las matrices de v se puede escribir en términos de las otras. Por
ejemplo:
2 - 0.1
v = Eiy
Por el hecho de tener estas dos posibilidades, existen dos representaciones inequivalentes
de las matrices de v. Podemos escogerlas de la siguiente manera:
0 1 2 _ -
Y = 03, Y=, Y =02,
0_ 1 2
Y =03, 7V =101, 77 = 102
Para entender un poco mas la importancia de la existencia de estas dos representaciones
matriciales inequivalentes, revisemos el concepto de equivalencia de matrices y su sig-
nificado fisico. Si dos matrices son equivalentes matematicamente implica que se puede

1Se puede mostrar que en dimensiones impares arbitrarias el producto de todos los matrices de
gamma es proporcional a la matriz de identidad, como se muestra en el apéndice A.
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obtener a una matriz a partir de transformaciones elementales de la otra, fisicamente
esto significa que ambas matrices tienen el mismo contenido fisico, es decir, que ambas
matrices nos darian la misma informacion sobre el sistema por lo que podemos usar
cualquiera de las dos matrices y obtendremos el mismo resultado.

Ahora cuando las representaciones son inequivalentes, matematicamente implica que
no se puede obtener una a partir de transformaciones elementales de la otra, esto quie-
re decir que el contenido fisico que obtenemos es diferente, debemos estudiar las dos
representaciones matriciales y cada una nos dara diferente informacion sobre el sistema.

2.2.1] Primera Representacién

Los espinores de Dirac tienen dos componentes en el espacio-tiempo dimensional (2+1).
Estos componentes corresponden a los estados propios de energia positiva y negativa
o estados de particulas en movimiento hacia adelante y hacia atras en el tiempo. Por
lo tanto, el algebra de Dirac se define en términos del algebra de Pauli. Elegimos las
matrices de Dirac constantes en el espacio-tiempo plano v* como:

=097 (2.54)

con
/70 = 03, ’)/1 = i017 72 = i02 ) (255)

donde 04, 09,03 son las matrices de Pauli. Satisfacen la siguiente relacién de anticon-
mutacion:

VA =297 (2.56)

donde g% es la métrica del espacio-tiempo (2+1).

2.2.2 Particula en Reposo

La particula en en reposo implica que p = (p,, p,) = 0, la ecuacién de Dirac se escribe
entonces de la siguiente manera:

(ihy° 0y — me)(t) =0 . (2.57)

Tomando la forma andloga de la ecuacién (2.25), para dimensiones (2+1) tenemos que:

B = BmcP = (”602 0 2) " (2.58)
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Los valores propios para la particula en reposo son E = mc?, —mc? y eigenvectores:

OGN

Podemos escribir éstas soluciones explicitamente resaltando las componentes de los

eSpinOIeS Ccomo:
O = ((1)) emimet/h @) _ ((1)) gimet/n (2.60)

donde M y 1@ corresponden a energfas positiva y negativa respectivamente.

2.2.3] Particula en Movimiento

Para p = (ps, py) # 0 la ecuacién de Dirac se escribe como:

(th p—mc)u(p) =0 (2.61)

con soluciones de la forma: '
Y = u(p)e /" (2.62)

Como la funcién de onda 1) se representa por una matriz de Pauli 2 x 1, ha de ser un
objeto de 2 componentes. Escribiendo:

u(p) = (UA) , (2.63)

up

y tomando la representacion de Pauli para las matrices v llegamos a:

) <Z;> = (e fme) (52) - KC(—ipg +py) C(iprJr py)) ' (mgQ —T(T)LCQ>} (Zj;) ’
iy ) () o0

donde u ha sido dividido en dos espinores de dos componentes cada uno, us y ug
respectivamente. Esto se reduce al sistema de ecuaciones:

c(ips + p,)up = (E —mc*)ua (2.65)
c(py — ip.)ua = (E +mc*)up . (2.66)

Para la solucién con energia E' > 0, tomamos us = 1, y de la ecuacién (2.66) obtenemos:

C(py — 1Dy
_ r) 2.67
YT TE T me (2.67)
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por otro lado, para la soluciéon con energia E < 0 tomamos ug=1, entonces:

c(ipy + py) c(ips + py)
= = — ) 2.68
AT TE e |E| 4+ mc? (2.68)

Por tanto las soluciones de la ecuacion de Dirac tienen la formas:

c(ipz+py)

1 . , . ,
¢(1) =N, <c(py—ipx)) e—mz/h _ ul(p)e_w'x/h, ¢(2) = N, ( Ef{an ) e—zp.;z/h _ uQ(p)e—zp-:c/h
E+mc?

donde N; (i = 1,2) son constantes de normalizacién. Para una particula en reposo, p, =
py = 0, inmediatamente recuperamos sus soluciones. Para interpretar la solucién de la
energia negativa, notamos como antes que us(—F, —p) también satisface la ecuacién de
Dirac:

(p+m)ug(—E,—p)=0 . (2.69)
Usaremos la siguiente notacién para la soluciéon con energia negativa:
(ip=+py)
w(Bp) =B, ) = () (2.10)

Recordemos que nuestra solucion vy esta asociada con la antiparticula, por ejemplo, un
positron de energia F y momento p.

2.2.4 Espin

Como en el caso de tres dimensiones, proponemos la siguiente forma para el Hamilto-
niano que gobierna la dinamica de un fermién en un plano:

Hp =¥ -p+mc?) (2.71)

donde 7 - p = v'p' + 72p?. Como la particula estd confinada a moverse tinicamente en
el plano xy, esto implica que sélo existe una componente del momento orbital angular
que puede escribirse de la forma:

L3 = —ih(r'p* —rp') . (2.72)

Por lo tanto, el conmutador del Hamiltoniano con la componente del momento angular
orbital es:

[Hp, Ls] = —ihey’ [ - p,r'p? — r?p'] = —iher (v'p® — 4%p') = —iher®[7 x p] # 0
(2.73)
Lo cual implica que debe existir una componente adicional con caracteristicas de mo-
mento angular (el espin) que compensa al Lz de tal manera que el momento angular
total se conserva, o dicho de otro modo:

(Hp, Js] =0 . (2.74)
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Similarmente, definimos el operador:

Y3 = —03 = —iy'y? . (2.75)

7_1 h
2 2

Si calculamos ahora el conmutador del momento angular total con nuestro Hamiltoniano
obtenemos:

[Hp, Js) = [Hp, Ls + X3] = [Hp, Ls] + [Hp, 23]

, . h -
= —’lhc’}/o[’}/ X ]5] + Z—C[’YO(’Y ' pj? 7172] )

2
. . no .
= —iher 7 % 1 +iged 07 =40
4 . ho .
= —ihey’[§ x pl+igep " ="

 ore ho .
= —ihey’[§ x pl +igen  [1'" =]
= —ihey’[3 x p] + ihey*[3°p" — 7'
= —ihey*F % p] + iher’l7 x B]
=0

Es decir:
[Hp,J5) =0 . (2.76)

Interpretamos a >3 como el momento angular intrinseco o espin de la particula que sa-
tisface la ecuacion de Dirac. Como L3 es siempre perpendicular al plano del movimiento
de la particula, también es el espin. Por lo tanto, el espin no tiene ningun componente
paralelo a la direccién del movimiento de la particula. 33 mismo se puede interpretar
como la helicidad en el sentido que nos da el componente del espin perpendicular al
plano del movimiento de la particula. Si las componentes del momento p, y p, son cero,
entonces:

S (p) = geas) 2.77)
Sgn(p) = ~5unlp) (2.78)
Sn(p) = gurlp) (2.79)
Sun(p) = ~5ea(p) (2.50)

(2.81)

Por lo tanto, los fermiones tienen la orientacion del espin en direccién opuesta y per-
pendicular al plano. Mas adelante, hablaremos un concepto importante: la quiralidad.
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2.2.5 Segunda Representacion

En el caso de reposo, las soluciones no cambian en la segunda representacién por el
hecho de que 72 nunca entra en discusién. En el caso de movimiento, es ficil saber las
soluciones porque cambiar el signo de 7, es equivalente al cambiar el signo de p,. Por
tanto, las soluciones son:

1 . .
% = ( c(—ipz+py) ) efzp-cc/h = U2 (p)eflp-x/h s
E+mc?
C(ipz——pé,) —ip-x/h / —ip-x/h
Yo = ( B ) Pt = i (p)e

De la manera convencional, interpretamos la solucién ub(p) de la energia negativa como
de la antiparticula con energia positiva usando la siguiente notacién:

c(ip=—py)
) = - -p) = ()

SECCION 2.3

La Ecuacién de Dirac en Dimensiones (1+41)

Las matrices de Dirac # y a pueden elegirse arbitrariamente entre las tres matrices o
de Pauli. Una cierta eleccién de dichas matrices determina una representacién para las
matrices de Dirac y la correspondiente representacion de los espinores. Los espinores de
Dirac tienen dos componentes en el espacio-tiempo dimensional (1+1). En particular
tomamos la representacion de Dirac de ~*:

= (70771) ) (2'82)

con
V=03, ' =ioy | (2.83)

donde o1, 03 son las matrices de Pauli. Recordemos que éstas matrices satisfacen las
relaciones:

() =7 (Y =4, (2.84)
P =0")?=1, (2.85)
{(+"7°} ="+ =0 . (2.86)
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La ecuacién (2.84) implica que las matrices son hermiticas y (2.86) que cumplen con
la relacién de anticonmutacién. Una forma de escribir la ecuacién de Dirac en forma

Hamiltoniana es:
B = (ihy' 0y — y"me)p . (2.87)

2.3.1 Particula en Reposo

Para una particula libre, buscamos soluciones para el momento en la ecuacion de Dirac

de la forma: A
Y =u(p)e P/ (2.88)

La funcién de onda contiene dos conjuntos de grados de libertad, uno asociado a la
energia positiva y otro a la negativa. Si tomamos p = p, = 0, la ecuacién (2.87) se
convierte en:

Fu = (Bmc)u = (mOCQ X 2) w (2.89)

2

Los valores propios para la particula en reposo son E = mc?, —mc? y eigenvectores:

OGN

Podemos escribir éstas soluciones explicitamente resaltando las componentes de los

espinores como:
P = ((1)) eimet/h () _ (?) gmet/h (2.91)

donde ™ y 3 corresponden a energias positiva y negativa respectivamente.

2.3.2 Particula en Movimiento

Para p, # 0 la ecuacién de Dirac se escribe como:
(ihy'0y — "me)p =0 . (2.92)

Similarmente, con soluciones para los espinores de la forma:

u(ps) = (u“) , (2.93)

up
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y tomando la representacion de Pauli para las matrices v en nuestra ecuacion de forma
Hamiltoniana (2.87) llegamos a:

UA oy [UA 0 cps mc? 0 UA
E = . =
(i) = oomeme (23) = (g 5)+ (5 )] G2)
2
— <mc Pz 2) (“A) : (2.94)
cpy, —mc up

donde u ha sido dividido en dos espinores de dos componentes cada uno, us y ug
respectivamente. Esto se reduce al sistema de ecuaciones:

cpeup = (E —me)uy (2.95)
cppua = (E+mcup . (2.96)

Para la solucion con energia E' > 0, tomamos uy = 1, y de la ecuacion (2.95) obtenemos

CPz
P FE+ me (297)
para la solucién con energia F < 0 tomamos ug=1, entonces:
CDyx CDyx
U = = _ ) 2.98
AT E—me |E| 4+ mc? (2.98)

Por tanto las soluciones a la ecuacion de Dirac tienen la forma:

1 ) ) __ Pz _ ) )
w(l) — Nl < . ) efzp-x/h — Ul(]?)(?ilp'x/h, w(Q) — N2 <Einc2) efzp-m/h _ uQ(p>€fzp-:p/h

E-+mc?

donde N; (i = 1,2) son constantes de normalizacién. Para una particula en reposo,
p., = 0, inmediatamente recuperamos sus soluciones. Para interpretar la solucién de la
energfa negativa, notamos como antes que uy(—F, —p) también satisface la ecuacién de
Dirac:

(th p+ mc)us(—E, —p,) =0 . (2.99)

Denotamos por conveniencia la soluciéon con energia negativa como:

CPx
(B, p.) = wr(~F,—py) = Ny (E;%) | (2.100)

Recordemos que nuestra solucion v; esta asociada con la antiparticula.
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2.3.3 Espin

Para derivar el operador de espin en una dimensién, por ejemplo, podemos utilizar los
estados propios de Y3 representando a .S., como los estados base:

X+:(é> , (2.101)
X_:($> , (2.102)

h
23X+ = i§Xi ) (2-103)
A1 0
Y3 = 5 ( 0 —1 ) . (2.104)

Es facil ver que ésta es la tunica matriz que funciona. Debe ser diagonal ya que los
estados base son vectores propios de la matriz. Los valores propios correctos aparecen
en la diagonal.

Ahora aplicamos los operadores de subida y bajada:

Yix+ =0,
Six- = V/s(s + 1) —m(m+ Dhxy = hye

(2.105)
(2.106)
E+:h<gé> , (2.107)
(2.108)
(2.109)
(2.110)

dYXx =0
ox+ = Vs(s+ 1) —m(m —hx- =hx-

0 0
o (30)

Si decidieramos obtener los operadores para otras dimensiones, como S, y .S, entonces

aplicamos:
1 h(o1 h
21—§(E++2_)—§(1 0)—50'1 s
1 hi(0 —i h
22—g<2+‘2—>—§(¢ 0 >—§"2

Se trata nuevamente de matrices hermiticas y sin traza.



Capitulo

Transformaciones Quirales

El lagrangiano fermidnico en dimensiones (3 4+ 1) tiene una simetria que se realiza
unicaménte cuando los fermiones no tienen masa. Esta es la llamada simetria quiral.
En este capitulo nos preguntamos: ;Existe la discusion de las transformaciones quirales
y la simetria quiral en dimensiones (2 + 1) en la representacién fundamental de las
matrices 77. Empezamos recordando a estas transformaciones en dimensiones (3 + 1)
revisando sus propiedades y su significado fisico.

SECCION 3.1

Simetria Quiral en Dimensiones (3 + 1)

Las transformaciones quirales en dimensiones (3+1) surgen de la existencia de la matriz
~® que anticonmuta con todas las matrices de 7. Después de definirla, estudiamos sus
propiedades.
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3.1.1 La Matriz +°

Definimos la matriz +° como el siguiente producto de las matrices v que aparecen en la
representacion de Dirac:

7 =iy (3.1)
Asi, explicitamente obtenemos:
0010
0001
1000 (3:2)
01 00

Llamamos a éste el operador de quiralidad. Algunas propiedades de +° son las siguientes:

e 7 es un operador hermitico ya que se cumple que:

=7 (3.3)
e Se puede verificar facilmente que:
(PP =1 . (3.4)
e 7° anticonmuta con v , es decir se cumple que:
Py A = {7 =0 . (3.5)

Una manera para demostrar lo anterior es la siguiente: escribamos a 7% en términos de
sus componentes como lo hicimos en la ecuacion (3.1):

Vo 4+ P = iy R iRyl (3.6)

En el miembro derecho cuando 7* del segundo término intenta cruzar al otro lado,
consigue un signo negativo en cada salto, excepto cuando cruza por el mismo, por lo
que el signo que consigue es un (—1)3. Por lo tanto, podemos escribir

Vo 4+ 4 = iy PP — iy R =0 . (3.7)

3.1.2 Significado Fisico de la Matriz 7’

Para altas energias (en comparacién con las masa de fermiones), v° es proporcional al

operador de helicidad para las soluciones u(*) de la ecuacién de Dirac. Se cumple que:

ZA5u) S (3.8)
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para = m. Recordemos que el operador de helicidad lo definimos como:

~ h(Gp 0O
2_5(0 6~ﬁ) . (3.9)

Notemos que podemos escribir a 7

7P = (? é) : (3.10)

donde I es la matriz identidad dos dimensional. Efectuando el producto de ~° con u(®)
donde s = 1,2, obtenemos:

0 I ¢(s) cGp gb(s)
u = e} = E-+mc?
o (I 0) (E(fr;fczﬁb(s)) ( 50 : (3.11)

Ahora consideramos que para altas energias F + mc?> ~ E =~ pc. Usando el hecho de
que:

— A C_f‘ﬁ
p'p:ﬁ ) (3-12)

podemos escribir entonces:

7 - Ho(®)
Youl® & <0 pgz)ﬁ ) : (3.13)

Ahora, veamos el valor de Yul®)

- hi(é-p 0 ¢(s ) h < gzg(s) ) h(g.ﬁ¢(s))
Yul®) = = L i, — - - 3.14
2 (07 #'5) (o) =370 (o) =5 (057) o

por lo que podemos concluir la validez de la ecuacién (3.8). En el ultimo paso, hemos
usado la identidad:

1

A 1
(7-p)° = sz‘pjamj = |_‘pipj25ij =1 . (3.15)

1
3p PP [oi05 + 050u] = 3 ;

2lp
Nosotros sabemos que el operador de helicidad es un observable fisico, pero 7° (por lo

general) no lo es. Sin embargo, en el limite relativista se vuelve un observable fisico
relacionado con la helicidad.

3.1.3] Transformaciones Quirales

Las transformacion quiral de la funciéon de onda 1 se define como:

oy =y (3.16)
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donde o es un nimero real, Entonces:
Yf — ¢t = e (3.17)
Nosotros queremos ver como se transforma el lagrangiano fermioénico:
L = (ily"d, —me) Y (3.18)

donde denotamos 1) = 1(z). Recordando que ¢ = ¥'7° y usando las ecuaciones (3.16),
(3.17) en (3.18) obtenemos:

L= ,J}Te—ia'f,yo (ihy"8,, — mc) eionS,éZ} ‘ (3.19)

. . , . —ia~® . ’ , .
Analicemos primero el término e~ 7%y#  se necesitard para el segundo término del
lagrangiano de Dirac, asi:

14 (—ia)y” + —(_m; O

e 0 = 70 (3.20)

Cuando +° cruza al otro lado los signos cambian dependiendo de si el niimero de los s
involucrados es par o impar, por lo que ahora tenemos:

(—ia)* (+)°

e—ia'y‘r),yo — ’YO [1 _ (—ZO[)’YB + (321)

Simplificamos e 7" 4%~ Al momento que v* cruza al otro lado obtenemos que:

N2 512
efzcw5,70,y,u = ’yo [1 — (—ZOZ)’}/E) + % + 7“ ) (322)
N2 512
=9 |1+ (—ia)y® + —( m)2' o) +oee ; (3.23)
= A Opemion” (3.24)

Ahora para ver como se comporta el lagrangiano (3.18) bajo la transformacién de
quiralidad, vamos a analizar cada uno de sus elementos por separado. Analizamos el
primer término del lagrangiano. Usando la ecuacién (3.24) en el primer término del
lagrangiano, obtenemos lo siguiente:

WAG = Wy o (3.25)

es decir, éste término es invariante bajo transformacion quiral. Ahora veamos el término
que contiene a la masa, el cual estd dado por:

—mepte 7010y, (3.26)
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Sustituyendo (3.21) en (3.26) obtenemos:

Tt A0 S N5 (—ia)? (75)2 P
—mepy? 1= (mia)y’ + o e | T (3.27)
femian
Esto implica que: B B
v F Y (3.28)
El término de masa no permanece invariante ante esta transformacién, tenemos en
consecuencia que sélo si m = 0 el lagrangiano es invariante bajo transformaciones

quirales.

3.1.4 Corrientes Quirales

Por el teorema de Noether (Emmy Noether, 1917), las simetrias continuas nos producen
corrientes y cargas conservadas. Por ejemplo, las leyes de la fisica son simétricas con
respecto a las traslaciones del tiempo, el teorema de Noether relaciona esta invariancia
con la conservacion de la energia. Simetria espacial implica la conservacién del mo-
mento lineal. Una simetria es la invariancia del lagrangiano correspondiente bajo cierta
transfornacién. Sabemos que el lagrangiano fermiénico es invariante bajo transforma-
cion quiral. Es una simetria continua porque podemos considerar el parametro o tan
pequeno como deseemos. En seguida, encontramos la corriente conservada asociada con
esta transformacién. Por lo tanto bajo la transformacién quiral, podemos escribir:

Y = +iaySy . (3.29)

Esto implica:
W=yt —iayTy® (3.30)
Y =9 +iay® . (3.31)

Para encontrar la corriente quiral, recordamos el lagrangiano sin masa:

L= [Yla[ihy"],50u0]s (3.32)
Veamos ahora el valor de su variacién 6.L:

oL oL _ oL _ oL
5L = — 5 (000) + L 5pn + 8 (Outha) — e 4 S (3.33
3Gy Owa) + G Vet 0 (Oue) Grp 0+ e (3.33)
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calculando las variaciones de los términos involucrados tenemos:

oY = ia [y°0)] — 0y =l [’y‘r’]aﬁ Vs (3.34)
3 (0u¢) = 1a” [9,)] — 8[0utal =i [] 5 [0u¥]5 (3.35)
5() = la¢7 — = ialdls [, (3.36)
( ) W — 0 [au@z’a] =i [(9“77/_1]6 [’75]/3(1 (3.37)
La ecuaciéon de Euler-Lagrange para el campo 1) esta dada por:
oL oL
o (505m7) ~ 30 (439

mientras que para el campo ¥ tenemos:

oL oL

El lagrangiano de la ecuacién (3.32) no contiene algin término 9,1, asi que:

oL _ =0 . (3.40)
0(0,¥)

La ecuacién correspondiente de Euler-Lagrange (3.39) indica que:
oL
~Z =0 . 3.41
5 (341)

Usando las variaciones calculadas anteriormente junto con las ecuaciones (3.40) y (3.41)
podemos escribir la ecuacién (3.33) como:

oL oL

0L = mm [7°] 5 [0u¥] 5 + 8—%2'& [Vlas¥s (3.42)
; oL oL

=0 0s % (50 ?) 2 (o) v o] - 0w

=i [7°] 5 0u ( (af %)¢5> . (3.44)

Para calcular la derivada involucrada, partimos del lagrangiano de la ecuacién (3.32) y
obtenemos lo siguiente:

oL
0 (0u¥ba)

= ih[w]a’ [’7“]0/5 5a,B = i"I}a’ [’Yu]a/a y (345)
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por lo que la variacion 0L esta dada por:

0L = iha [75]aﬂ O [1ar V"] e V8] (3.46)
= —ahd, [%/ (M) (V) s ¢6} , (3.47)
= —ahd " (3.48)

donde hemos identificado la corriente quiral conservada como:
g =y (3.49)

En la siguiente seccion estudiaremos el caso planar y veremos qué diferencias existen.

SECCION 3.2

Simetria Quiral en Dimensiones (2 + 1)

3.2.1 Representacion (2 x 2)

Comenzamos definiendo +° como:
5 . 0.1.2
=YY
Recordamos que ahora y* son las matrices de Pauli. Por tanto, con la primera repre-
sentacion de las matrices de «, obtenemos que:

() D-G)

es la identidad, pero esta no anticonmuta con «*. De hecho, no hay ninguna matriz
2 X 2 que conmute con todas las matrices de gamma por lo que aparentemente no tiene
sentido hablar de quilaridad en dimensiones (2+ 1) en su representacién 2 x 2. Ahora la
pregunta es si QED3 sin masa tiene alguna simetria que no tenga QED3 con masa en
su representacién 2 x 2. La respuesta de Appelquist, Bowick, Karabali y Wijewardhana
es: “Nosotros encontramos que la razén de esta respuesta es el hecho de que ellos no
tomaron las dos respresentaciones inequivalentes en cuenta”. Recordamos el lagrangiano
invariante de paridad:

L=y(ih H—me)yp + ' (ih H+me)y . (3.50)

Obviamente existe una simetria ¥’ que se realiza unicamente para el lagrangiano no
masivo. Lo llamamos como la simetria de intercambio. Ademas, existe la simetria quiral
como mostramos enseguida.
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3.2.2 Quiralidad en el Plano

Como hemos visto, en el plano tenemos dos representaciones inequivalentes de nuestras
matrices . Las dos representaciones son indespensables, dado que sélo con una no es
posible definir el lagrangiano invariante de paridad y tampoco se consigue el espectro
completo de los fermiones. Ahora veremos que para la descripcion de la simetria quiral
también se necesitan las dos representaciones. Renombrando a nuestras soluciones v y
Y' como 14 y ¢p en el lagrangiano tenemos:

L = (ihy"0, — me)Ya + ¥p (ily"0, +me) vp . (3.51)
Lo escribimos de la siguiente manera:
L= (1#:[470) (thy" 0, — me)ha + (1/%70) (ihy" 0, +mce) Y . (3.52)
Definimos la transformacién quiral de la siguiente manera:

wA —>¢f4 :wA—l-Oﬂ/JB , (353)
Vg —> g =Yp —aa . (3.54)

donde « es un parametro real pequeno, asi:

L =ik (wg + (wg) 10 (148,) (V4 + atpp) — me (;u; + (w;) 70 (Pa + atp)  (3.55)

i (1 = avl) 20 (19,) (s — avoa) + me (v — vl ) 1° (15 — avia)
(3.56)

Efectuando los productos y debido a que a es muy pequeno, suprimimos los términos
que contengan «?, por lo que ahora obtenemos lo siguiente:

£ = G4 (i, — me) s + T (ihy", — me)
+ atha (ily* 0, — m) g + arpp (iky*0, — mc) ha
— atbp (ihy"0, + m) a4 — arb 4 (ily"0, + me) vp . (3.57)

Eliminando términos semejantes y reordenando obtenemos:

L = [IEA (ihy"0,, — mc) a + g (ihy*0, + mc) ¢B} — 2mcopatbp — 2meathpiha .
(3.58)
Los términos encerrados en el paréntesis cuadrado son nuestro lagrangiano original, por
lo que podemos escribir:

L' =L —2mca (Yahp + Upta) . (3.59)

Este lagrangiano es invariante solo si el término masivo es cero, lo que requerimos de
la transformacion de quiralidad.
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3.2.3 Corriente Quiral

Podemos escribir el lagrangiano invariante bajo transformaciones quirales en términos
de los componentes matriciales como:

£ = in[0a], 1) Oy [0 + iR [D5],, (1) O 6] (3.60)

Como las transformaciones quirales son continuas, procedemos a encontrar la corriente
conservada correspondiente. Empezamos escribiendo la variacién 0L bajo las transfor-
maciones quirales:

oL oL
oL=————6(0 o) +

B Ontae) + 5

0

_ L _
+ ) (8;/1/}Aoz) W + 5one
i «a
oL oL
+ 8 (0u¥Ba) + Do

0 (&Lija)
_ oL _
+ 5 (auwBa) m + 6wBa

Ahora calculamos las variaciones para cada campo y su derivada. Para el campo 14
tenemos:

5¢Ao¢
oL

al/_)AOc

6¢Ba

oL
8w3a

(3.61)

0Ya = ahg —  0Waq = OB, (362)
) (@ADA) = a@uwg — 0 (auwAa) = OéauwBa ’ (363)
4 = abp — an = ap, (3.64)
) (GM@EA) = a@,ﬂﬁg — 0 (3,11@4@) = adVpa (3.65)
para el campo ¥ tenemos:
5¢B = _O“DA — 5wBa = _OéwAa > (366)
5 (8M¢3) == —Oéalﬂ,DA — 5 (8M¢Bo¢) = _aa/ﬂvDAa ) (367)
(S'LEB = —Oﬂ/_fA — 61;304 = _OHEAa ’ (368)
6 (0,0B) = —aduiba — 6 (0u¥Ba) = —a0, Va0 (3.69)

Las ecuaciones de Euler-Lagrange para los campos involucrados son las siguientes:

Para el campo ) 4:
oL oL
o — =0 |, 3.70

(5m0m) - 70, 310

para el campo Yp:

=0 (3.71)

5 ( oL >_ oL
g a(aﬁﬂ/’B> 31/13
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para el campo ¥ 4:

oL oL
o — =0 , 3.72
g (a @W)) Otha 872)
para el campo ¥ p:
oL oL
) — =0 . 3.73
(o0m7) ~ 505 379)
Como el Lagrangiano bajo consideraciéon no contiene ningin términos de tipo @Lzﬁ
entonces:
oL oL
d|l=———|=0———=0 3.74
(50) 9 37
oL oL
|l —7—————|=0——=0 . 3.75
8 (8 (QﬂﬁB)) Mg (3.75)
Por tanto, lo anterior nos reduce a sélo cuatro términos en la variacién del lagrangiano:
oL oL
0L =———"—0(0,Vaa) + 0 Aq
0 Ouiaa) (2 00
oL oL
+ ————0(0u¥Ba) + =—0UBs - 3.76
a (auwBa) ( HwB ) awBa wB ( )
Sustituyendo las variaciones involucradas, podemos escribir de la siguiente forma:
oL oL
0L =———(ad, Vo) + —— o
a(a;ﬂl)Aa) (Oé H¢B ) aq/)Aa (aqu)B )
oL oL
+ — (— 8 o 4+ —(— @ . 377
8(8M¢Ba) ( « M¢A ) 8¢Ba ( O“vbA ) ( )

Reordenando términos obtenemos:

oL oL oL
w=a {a” (a <ama>¢3“> O <a <auw,4a>) Voo + g Ve

oL oL oL
—0, | ——ay | +0, [ —— 0«— —Vaa| . 3.78
(5im )+ () oo~ i)+ 67
Usando las ecuaciones de Euler-Lagrange (3.70) y (3.71) tenemos:
oL oL
L =00, || ==5———YBa | — | 775——%4a . 3.79
0 |(557%) ~ (50 )
Para encontrar las derivadas involucradas, usamos la ecuacién (3.60) y conseguimos:
oL -
— = —h e 3.80
5o = Pl ) (380
oL

FIGRI™] =ih[Vs], "]wa - (3.81)
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Sustituyendo (3.80) y (3.81) en (3.79) obtenemos:
0L = iha [[va] 0 [V]ora O [¥8l0 = (V8] [V]ara O [0ala] - (3.82)

concluimos entonces que:

0L = iahd,j" (3.83)
donde:
G = a b — vy Ya (3.84)
Como la variacion 6L = 0, la corriente j* es conservada, es decir:

Ot =0 . (3.85)

En la préxima seccion estudiaremos fermiones planares en la representacion 4 x 4 de las
matrices de v y al final de esa seccion veremos con mas claridad que a la transformacion
anterior si la podemos llamar como una transformaciéon quiral.

3.2.4 Transformaciones Quirales

En la representacién 4 x 4, tenemos suficiente libertad para construir dos matrices que
anticonmuten con las matrices 7%, 4 y +2, las cuales son:

73:<? é> | (3.86)

s_ (01
7_ —IO )

donde I es la matriz identidad dos dimensional. Estas dos matrices cumplen con las
siguientes propiedades.

e Son operadores hermiticos, ya que:

751’ — ,)/57 73"' — ,}/3 ) (387)
e Se puede verificar facilmente que:
2 2
() =1 ,(+*) =1 . (3.88)

Dadas estas dos matrices, nuestras transformaciones quirales se definen de la siguiente
manera:

W — P = e (3.89)
P — P = e (3.90)

donde « sigue siendo un parametro real.
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3.2.5 Términos de Masa

Dada la libertad adicional hay dos tipos de términos de masa que se pueden definir:

mepy (3.91)
i
mevs (Y00 (3.92)
Se ha mostrado anteriormente que el primer término rompe la simetria quiral. Ahora

vemos como se comporta el segundo término bajo estas transformaciones. Como primer
paso, rescribimos el conmutador de la siguiente manera:

(55 am
Por lo tanto, el término de masa se puede escribir como:
wwig[vinﬁ}w::rnmNVO( ! fﬁ:)¢) . (3.04)
Recordando que en la representacion:
v°=:<if _%3) 7 (3.95)

podemos escribir entonces:

U3 51, + (o3 0
mc¢§ [’y Y } Y = mey < 0 —oy )1/1 . (3.96)
Ahora vamos a ver como se comporta éste término bajo las transformaciones quirales
definidas anteriormente. Primero tomamos la ecuacién (3.91), la cual se puede escribir
de la siguiente manera:

v — ' =1+ Y (3.97)
y el conjugado hermitico:

W=yt (1=ify®) . (3.98)

Por tanto tenemos lo siguiente:

U3 5 o T N B o 0 n 5
m0¢§[v7ﬂ¢—mcw (1—@67)<0 0_3>(1+Zﬂv)¢ : (3.99)
3

:ﬂmw(g §)¢—wmww¢nﬂw, (3.100)
= meips [V, 7] ¥ —iBmey [7°, 0% (3.101)
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Es facil verificar que:
[°,0%] =0 . (3.102)

Por lo tanto, el término bajo consideracion es invariante bajo la transformaciéon quiral
gobernada por 7°. La invarianza bajo la transformacién quiral dictada por 73 se puede
mostrar en una manera identica, usando el hecho de que:

%, 0% =0 . (3.103)

Entonces siempre podemos incluir el término de masa (3.92) sin romper la simetria
quiral. Sin embargo éste término no es invariante bajo la transformaciéon de paridad.
Por lo tanto, no lo tomamos en consideracién. En resumen, el lagrangiano invariante
bajo transformaciones quirales queda sin ningun término de masa, requiriendo que
también sea invariante bajo la transformacion de paridad.

3.2.6f Comparacién Entre las Representaciones 2 x 2 y 4 x 4

Recordamos que en la representacion 4 x 4 para fermiones en el plano, la corriente quiral
es:

G = =iyt (3.104)

donde el factor —z es solo por convencion. La solucién de la ecuacién de Dirac para esta
representacion podemos escribirla como:

Y = ( 22’2 ) . (3.105)

Usando esta forma de la solucién y la expresién explicita para v°, obtenemos:

. - - 0 1 Ya
jM:(Qz}AawB)’)/M(_l 0)(¢B> )
o (4
— (i u
( wB’Y 7¢A7 ) < wB )
= Yay" s — Yy a (3.106)
Por lo tanto, comparando las ecuaciones (3.84) y (3.106), concluimos que las corrientes
quirales asociadas con las transformaciones en la representacion 2 x 2 y (3.89), (3.90) en
la representacion 4 x 4 son exactamente la misma corriente. Es decir, las tranformacio-

nes de la ecuacién (3.53), (3.54) si son una transformacién quiral en la representacién
fundamental para fermiones en el plano.
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SECCION 3.3

Simetria Quiral en Dimensiones (1+41)

Es importante recordar que en dimensiones (1+1) no existen representaciones inequi-
valentes, es decir, el tratamiento de la simetria quiral es andlogo que en el caso de
dimensiones (3+1).

Por tanto, podemos escribir el lagrangiano invariante bajo transformaciones quirales
en términos de los componentes matriciales como:

£ = i [§a], 0¥ O loals + 0 [0, []ap 00 0], - (3.207)

Como las transformaciones quirales son continuas, procedemos a encontrar la corriente
conservada correspondiente. Empezamos escribiendo la variacion d£ bajo las transfor-
maciones quirales:

oL oL

oL =————6(0 o) +
5 Optan)’ Orae) ¥ 5
oL

+0 (9ubaa) 9 (Ot + 0P aq
¥ Aa
oL oL
+ 575 00 Ouvsa) + 3 o

0 (8u¢3a)

_ oL _

+0(0,YBa) ———=— + 0B,
( 1 ) 9 (@ﬂﬂBa)

Ahora calculamos las variaciones para cada campo y su derivada. Para el campo 14

tenemos:

5on¢
oL

61/_)14@

5wB o

oL
8KLpBa{

(3.108)

0ha = ap — 0Yaq = aYp, (3.109)
) (6,/%0/1) = O!auwB — 0 (auwAa) = aau¢3a ) (3110)
Sty = ap — Yaa =V, (3.111)
) (8LL’IZA> = Oé&;ﬂZB — 0 (a,ud_)Aa) = Oéa,LL(LEBa ) (3112)
para el campo ¥ tenemos:
(51&3 = —OéwA — 6¢Ba = _O“/}Aa ) (3113)
0 (8M1/)B) = —O./aMZDA — 0 (8M1/)Ba) = _aa,u"yZ)Aa , (3114)
0pp = —ata —  6Upa = —aa (3.115)
5 (8,0B) = —ad,a — 6 (Ou¥Ba) = —a8Paa (3.116)
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Las ecuaciones de Euler-Lagrange para los campos involucrados son las siguientes:

Para el campo 1 4:
oL oL
) — =0 , 3.117
(smm) . G4

para el campo Yp:

( B.05) ) (3.118)

( ajb ) (3.119)

ACmI (3120)

Como el Lagrangiano bajo consideracién no contiene ningin términos de tipo 0,1

para el campo 4

para el campo ¥ p:

entonces:
oL oL
oL oL
8 =0 — =0 . 3.122
( (0 ;ADB)) —> Oy ( )

Por tanto, lo anterior nos reduce a sélo cuatro términos en la variacién del Lagrangiano:

oL oL
0L = GO Outaa) + 50

oL oL
T S Gipa Outa) + 55

Sustituyendo las variaciones involucradas, podemos escribir de la siguiente forma:

oL oL
oL = EIGRA) Onton) (a0 ¥Ba) + o

oL oL

T 9 (Outona) (Fadibac) + 55

Reordenando términos obtenemos:

oL oL oL
w=a {a“ <a <auwAa>d’B“> O <a <ama>> VBt 5y ee

oL oL or
-0, (m’wa) +0, (m) Yaa — 3¢Baw , (3.125)

5¢Ao¢

——0pa . (3.123)

(O‘wBa)

(—athaa) - (3.124)
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Usando las ecuaciones de Euler-Lagrange, (3.117) y (3.118), tenemos:

Para encontrar las derivadas involucradas, usamos la ecuacién (3.60) y conseguimos:

oL —
— =1ih o7l PP 3.127
8(a;ﬂ/1Aa) t [¢A}a [y ]aa ( )
S i [F5], ) (3.128)
8(6N¢Ba> B o Y oo . .
Sustituyendo (3.127) y (3.128) en (3.126) obtenemos:
5£ = tho [['LZA] o hﬂu]a’a aﬂ [wB]a - [&B] o [Vu]a’a aﬂ [wA]a} : (3129)
concluimos entonces que:
0L = iahdy,j3" | (3.130)
donde: B )
I =ay" s — ey ha (3.131)

Como la variacion 6L = 0, la corriente j* es conservada, es decir:

8" =0 . (3.132)
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La Ecuacion de Dirac Unidimensional con un
Potencial Escalar Lineal

SECCION 4.1

Solucion de la ecuacion de Dirac

Resolvemos la ecuacién de Dirac en una dimensién espacial para el caso de un potencial
lineal.

El potencial lineal V() = g|x| es una eleccién natural para un potencial de confina-
miento en una dimensién espacial. La ecuacién no relativista de Schrodinger admite
una solucion casi analitica para este potencial. Para resolver la ecuacién de Dirac di-
rectamente, usamos la misma representacion, es decir:

az@:(? _OZ) 5501:(2(1)). (4.1)
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u :
Para ¢ = ( ’ ) obtenemos las ecuaciones acopladas:

u + (m+ glz))u=Ev (4.2)
—v'+ (m+ glz|)v = Fu . (4.3)

Estas ecuaciones se desacoplan en términos de la variable { = ,/g( m/g + |z|), tal que
para x > 0:

ERE @
(£ eYom e e @
y para z < 0:
(£ eYum oo wo
(_j_;+g2)v: (E%/g+1)v . (4.7)

Obviamente estas son ecuaciones de tipo oscilador arménico. Las soluciones normaliza-
bles se pueden construir a partir de las funciones de Hermite de orden v y v+ 1, donde
E? =2(v +1)g, como:

Ce €2H, (&), >0,
\/ge J &), «
CLe12H, (&), x>0,
v=3 Vi, ©), = (4.9)
Cle ¢/ Hy(§), <0

Sin embargo, ya que £ es siempre positivo, v no se limita a ser un nimero entero.
Continuidad en x = 0 requiere que CH,4(a) = C"EH,(a)/\/g and C'H, 1 (a) =
CEH,(a)/\/g, donde ae = m/,/g. Estas condiciones nos llevan a C' = £C'y:

Hyi1(0) = £ H,(a)

V9
siendo esta 1ltima la condicién de valor propio. Esta condicién tiene un rico conjunto de
soluciones cuando esta libre de la restriccién al niimero entero v; hay infinitas soluciones
para cualquier valor positivo de a.. El signo que aparece en la condicién de valor propio
corresponde a la paridad de la solucion. El operador de paridad es reflejo en x combinado
con la multiplicacién por la matriz de Dirac 8. Como & es independiente del signo de
T, encontramos que:

s() = () == (1) -

La presencia de tal simetria es, por supuesto, necesaria para que coincida con la solucion
no relativista.

, (4.10)
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Conclusiones

Hemos estudiado la ecuaciéon de Dirac y el lagrangiano correspondiente bajo las si-
metrias de paridad y quiralidad en un plano. Encontramos varias diferencias inespera-
das, ademas de algunas similitudes en comparacion con el estudio de los fermiones en
dimensiones (3 + 1). Brevemente las detallamos abajo:

» La representacién minima de la las matrices de v en el caso (2+ 1) es 2 X 2 (en
el caso (3+1) es 4 x 4).

= Existen dos representaciones inequivalentes de las matrices de v en su represen-
tacion minima en el caso de dimensiones impares.

= Cada una de las representaciones inequivalentes tiene sus relaciones de completez
y proyectores. Es decir, no se necesita las dos representaciones simultaneamente
para satisfacer estas relaciones. Por lo tanto, uno puede pensar que es suficiente
trabajar tinicamente con una de estas representaciones inequivalentes.

= Existen varias razones para concluir que es erréoneo tomar en cuenta solo una de
las represesentaciones inequivalentes. En seguida mencionamos estas razones:

e En (3+1) dimensiones, existen 4 soluciones linealmente independientes en la
representacion minima. Podemos identificar estas soluciones con : Particula
(espin-arriba), particula (espin abajo), Anti-particula (espin-arriba), anti-
particula (espin-abajo). En (2 + 1) dimensiones, existen inicamente dos so-
luciones linealmente independientes en la representacion minima de las ma-
trices de v si trabajamos solo con una representacion. Podemos identificar
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éstas soluciones con : particula (espin-arriba) y anti-particula (espin-abajo).
Por lo tanto, el espectro de las particulas queda incompleto hasta que no
incluyamos la segunda representacion.

e La paridad no se puede definir en su manera tradicional pues ésta corres-
ponderd a una rotacién. Aunque trabajemos con la definiciéon de paridad
adecuada para un plano, el lagrangiano fermiénico se queda no-invariante
bajo la transformaciéon de paridad si una las representaciones inequivalen-
tes se ignora. Esta transformacion convierte a la particula espin-arriba a la
particula(espin-abajo. Una de estas no es una solucién.

e La teoria no masiva tiene las mismas simetrias que la teoria masiva. Es decir,
la simetria quiral no se puede definir porque no existe una matriz 2 X 2 que
conmute con todas las matrices de Pauli.

= Tomando en cuenta las dos representaciones inequivalentes, llegamos a las siguien-
tes conclusiones interesantes:

e El espectro de las particulas se completa. Existen cuatro soluciones en total
con la misma interpretacion que se encuentra para (3 4+ 1) dimensiones.

e Ya se puede escribir un lagrangiano fermiénico invariante de paridad. La
razon es que la transformacién de paridad lleva las soluciones que corres-
ponden a la otra representaciéon, de tal manera que el lagrangiano queda
invariante.

e La teoria no masiva tiene dos simetrias (una discreta y otra continua) que
no existen para la teoria masiva correspondiente. La simetria discreta es de
intercambio (el lagrangiano es invariante bajo el intercambio de los campos
que partenecen a diferentes representaciones), se realiza tinicamente cuando
las dos representaciones inequivalentes estan presentes. El término de ma-
sa rompe esta simetria. La simetria continua de la teoria no masiva mezcla
las soluciones que corresponden a las representaciones inequivalentes. Di-
cha simetria se puede identificar con la simetria quiral conocida a través de
estudiar fermiones planares en su representacién 4 x 4.

= A partir de los resultados, vemos que la ecuacién de Dirac con un potencial lineal
escalar es un problema bien definido en una dimensién, con un amplio conjunto
de soluciones.
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Apéndice

Algebra de las Matrices
A.1. Primera Identidad

Primero demostraremos que el producto P de las matrices v conmuta con cualquier
y*, es decir, se cumple que:

Pl = 7,72 ] =0, (A1)

donde p = 0,1, 2... . Consideramos el producto v*~%y'~4%...~44~1. Notamos que como d

es un numero impar, entonces d — 1 es un nimero par. Cuando v intenta cruzar al otro
lado, consigue un signo menos en cada salto, excepto cuando cruza sobre el mismo, por
lo que tenemos:

VAN T = A0 R IR = 0yl g,

porque (—1)! = 1. Resulta la primera ecuacién. Como P conmuta con todas las *,
se puede mostrar que P debe de ser proporcional a la identidad.

A.2. Segunda Identidad

Ahora vamos a demostrar que las matrices v poseen la siguiente propiedad:

d(d—1)

(707172 Al )(707172 ..7‘1—1) = (=1)" 2, (A.2)
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para las dimensiones d impar. Se hara la demostracion usando el método de induccién
matemdtica. Para d = 1, el lado izquierdo es (7°) () = 1 y el derecho también es
(—1)Y = 1. Ahora supongamoslo cierto para d = n, es decir:

n(n—1)

() () = ()T (A-3)
Como d solo puede adquirir valores impares, debemos demostrar que se cumple para
d=n+ 2, es decir,

(n4+1)(n+2)
2

(V'Y ) (O ) = (-1)
65 Para simplificar el lado izquierdo (LI), lo escribimos de nuevo de la siguiente manera:

LI = (9% ") Ay (0917 oy iy

Cuando ™" del primer conjunto intenta cruzar al lado derecho para formar (7”“)2,
consigue un factor (—1)"*! de fase. Andlogamente, un movimiento similar de " ad-
quiere un factor de (—1)". Por lo tanto, el lado derecho se puede escribir como:

LI = (1) (109192 4771) (40912 o ynL)
Usando la ecuacién (A.3), tenemos

n(n—1)
2

LI = (=1)""(-1)
(nt1)(n+2)
= (=1 =z

que era lo que queriamos demostrar.
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Términos de Masa y Paridad
B.1. Paridad

Recordando que de las soluciones de la ecuacién de Dirac en dimensiones 2 X 2 son:

C(py +ipz)

1 —ip-x —ip-x
@) =N (g ) W) =N (BE )t

E+4+mc?

P C(Py"‘iPZ) —ip-x N ]_ —ip-xT

E-+mc?

donde P y N indican que estas soluciones son de energia positiva y negativa respecti-
vamente. Es facil de comprobar que bajo la transformacion de paridad:

Dz — —Pzx, py — py7

éstas soluciones se transforman como:

wA — "7%4 = _iﬁylea
Vg — g = =iy ha. (B.2)

La transformacién de paridad no mezcla particulas con anti-particulas. Como conse-
cuencia de estas transformaciones, tenemos:

@?AWA = —15_31/13,
Uptp = —tatha. (B.3)
B.2. Primer Término
El término convencial de masa: B
medy, (B.4)

se puede escribir como:
_ 0
mep = mep™y " = me (¢l Yf ) ( B _070 ) ( Z}i ) :
=mc (Yaha — ¥pip) . (B.5)

Hay que ser cuidadoso en la representacién la representacién. La matriz 4° cuadri-
dimensional es diferente que la matriz v° dos dimensional. Ahora es obvio que bajo la
transformaciéon de paridad, el término de masa mcy es invariante.

B.3. Segundo Término
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El segundo término de masa se puede escribir como:
A (1 0

o 10
= mc (TZA@DA + %EB@ZJB) : (B6)

Bajo la transformacion de paridad, este término es obviamente no invariante y adquiere
un signo negativo total. En resumen , el término que rompe la simetria quiral preserva
la simetria de paridad y el término que conserva la simetria quiral rompe la simetria
de paridad.
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