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Resumen

En este trabajo se hace un estudio experimental de la vibracién de placas de
carton con diferentes geometrias que abarcan desde una placa cuadrada simple,
placas cuadradas con cortes rectos y circulares, placas cuadradas conectadas
por canales de 4rea variable, asi como placas isoespectrales. Se utiliza la técnica
de Chladni para visualizar las lineas nodales de los modos de vibracién de las
placas asi como instrumentaciéon adecuada para registrar sus espectros de
Fourier. Se hace un comparativo de los resultados experimentales con
simulaciones numéricas usando el método de diferencias finitas y el método de
elementos finitos. Los resultados experimentales muestran que el cartén por su
bajo costo y facilidad de manejo, puede ser un material adecuado, como
primera alternativa, para el andlisis de las propiedades vibratorias de
estructuras méas complejas.

En el caso de las placas con cortes rectos y circulares se cuantifica el
efecto del corte en los patrones de Chladni de la placa. En el caso de las placas
conectadas por un canal (rectangular y trapezoidal) se observa que la geometria
del canal de acoplamiento permite preservar o modificar los patrones de
Chladni de las placas, de modo que el canal se puede entender como un selector
de patrones nodales. En el caso de las placas isoespectrales, se verifica la
propiedad de isoespectralidad, es decir, la existencia de placas de la misma area
pero de diferente geometria que presentan el mismo espectro de frecuencia
pero diferentes patrones de Chladni.

Palabras Clave: Placa, cartén, vibracién, técnica de Chladni, método de
diferencias finitas, método de elementos finitos.
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Abstract

In this work an experimental study is made of the vibration of cardboard plates
with different geometries that range from a simple square plate, square plates
with straight and circular cuts, square plates connected by channels of variable
area, as well as isospectral plates. The Chladni technique is used to visualize the
nodal lines of the vibration modes of the plates as well as proper
instrumentation to record their Fourier spectra. A comparison is made of the
experimental results with numerical simulations using the finite differences
method and finite elements method. Experimental results show that cardboard
due to its low cost and ease of handling, can be a suitable material, as a first
alternative, for the analysis of the vibratory properties of more complex
structures.

In the case of plates with straight and circular cuts, the effect of the cut in
the Chladni patterns of the plate is quantified. In the case of the plates
connected by a channel (rectangular and trapezoidal) it is observed that the
geometry of the coupling channel allows preserving or modifying the Chladni
patterns of the plates, so that the channel can be understood as a nodal patterns
selector. In the case of isospectral plates, the property of isospectrality is
verified, that is, the existence of plates of the same area but different geometry
that have the same frequency spectrum but different Chladni patterns.

Keywords: Plate, cardboard, vibration, Chladni technique, finite
differences method, finite elements method.
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Capitulo 1 Presentacion

CAPITULO 1

PRESENTACION

1.1 Introduccion

El problema de la vibracion de estructuras mecénicas (cuerdas, barras, membranas,
placas) ha formado parte del ntcleo central de la fisica matematica [1]. Nombres
como el de Euler, Lagrange, Dirichlet, Germain, Chladni, Ritz, Kirchhoff, Galerkin
y Courant, contribuyeron al desarrollo de métodos para el entendimiento de los
problemas de vibracién [2]. El caso especifico de los patrones de vibraciéon de
placas estd muy relacionado al nombre de Ernst Chladni [3]. En este capitulo se
presenta un pequefio bosquejo histérico de la fascinante historia de Chladni,
considerado el padre de la Acustica. Se describe la técnica inventada por Chladni
para observar visualmente los patrones de vibracién de estructuras mecanicas,
llamados patrones de Chlandi en su honor. Se finaliza con una descripcién de los
objetivos de esta tesis.

1.2 Algo de historia

Ernst Chlandi (1756-1827) fue un hombre de ciencia aleman que pertenece a
aquellos pocos cientificos que han podido despertar el entusiasmo por su trabajo,
no solo en los circulos profesionales, sino también en el ptblico en general [3].
Durante varios viajes por toda Europa, Chladni exhibi6 las figuras sonoras que
habia descubierto en 1787, asi como los instrumentos inventados por él. En este
sentido, una invitaciéon dada por el emperador Napole6én durante su estancia mas
larga en Paris para mostrar sus experimentos en la corte imperial fue sin duda un
punto culminante. En realidad, Chladni no fue el primero en observar esos
patrones de vibracion. Leonardo Da Vinci ya los habia mencionado en su famoso
cuaderno, y Galileo los traté en un pasaje mas largo de su trabajo “Didlogos sobre los
dos mdximos sistemas del mundo”. Sin embargo, es indiscutible que Chladni fue el
primero en observar y analizar el fendmeno sistematicamente [3].

Las vibraciones de placas y barras se convirtieron en el principal campo de
interés de Chladni, y en este dominio hizo su descubrimiento que se asocia con su
nombre. En 1802, Chladni publicé su obra principal, Die Akustik, en que resume
todos los hechos conocidos del campo de la actistica hasta ese periodo, incluyendo
sus propios descubrimientos. Aparte de las figuras sonoras, Chladni fue el primero
en observar las vibraciones longitudinales de las barras. No es exagerado afirmar
que la actstica se ha convertido en una disciplina propia debido a este libro. Dado
que la teoria sobre vibraciones de las placas eldsticas no existia todavia, la
descripciéon de las figuras sonoras debia de seguir siendo cualitativa. Chladni
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Capitulo 1 Presentacion

clasifica los patrones observados para placas rectangulares segtin el nimero de
lineas nodales paralelas a ambos lados, y asigna a las frecuencias los tonos
correspondientes de la escala hasta la precision del semitono, atribuyendo el tono
G arbitrariamente a la figura con la frecuencia mds baja. Para placas circulares,
descubre una relacion empirica, conocida como ley de Chladni, entre las
frecuencias v que pertenece a un patréon de sonido y el nimero de sus lineas
nodales diametrales y radiales [3].

En febrero de 1809 Chladni visit6 al emperador Napoleén para mostrarle
sus famosas figuras de sonido. Durante la demostraciéon Napoleén quedé tan
asombrado que quiso le explicara mas a fondo el tema. El emperador siempre
manifestd una actitud abierta hacia la ciencia, lo que explica el por qué los
principales cientificos franceses ocuparon altos cargos en su corte imperial, un
ejemplo fue Laplace que fue nombrado marqués. A la mafana siguiente de su
demostracion, Chladni recibi6é una gratificacion de 6000 francos, para publicar su
obra (Die Akustik) en francés, el cual fue publicado en noviembre de 1809 bajo el
titulo de Trait’e d’Acoustique y dedicado al emperador Napoleén. Ademas de la
gratificaciéon personal para Chladni, Napoleon instituyé un premio de 3000 francos
a la teorfa matematica que explicara los patrones de sonido. En 1816, este premio
fue otorgado a la matemaética francesa Sophie Germain por sus aportaciones
significativas a la elasticidad, a pesar de que su explicaciéon de los patrones de
Chladni era incompleta. Por afios el problema resulté ser dificil, hasta que
alrededor de 1850 Robert Kirchhoff encontré la solucién completa para placas
circulares. Todavia en 1891 se decia lo siguiente: “En cuanto a la teoria matematica
estricta, solo se conocen unos pocos casos en los que se obtuvieron resultados
apropiados para ser aplicados universalmente al experimento” [3].

Hoy en dia, las figuras de Chladni en placas de forma irregular han
experimentado una popularidad sorprendente. La razén resulta de la equivalencia
entre la ecuacion de onda estacionaria, la ecuaciéon de Helmholtz y la ecuacién de
Schrodinger estacionaria para una particula que se mueve libremente en una caja
con paredes reflectantes. Esto permite el estudio de caos cudntico por medio de
placas vibratorias con perfiles particulares. Los patrones nodales también son de
importancia central en dominios de estudio totalmente diferentes: campos de luz,
en patrones de dafios por terremotos, formacion de patrones en la corteza visual,
por mencionar solo algunos. En vista de esto, la prediccién hecha por Napoleén
acerca de la utilidad de los patrones de Chladni en otros objetos, se puede entender
como visionaria [3].

1.3 La técnica de Chladni

En sus observaciones, Chladni mencionaba que cualquier placa de vidrio o metal
de un tamafio no demasiado pequefio, producia una variedad de sonidos cada vez
que la sostenia y la golpeaba en diferentes posiciones y deseaba saber la razon de
esto que no se habia investigado. En su método experimental, Chladni fijé una
placa de latéon por su mitad por medio de un pivote, noté que los golpes con un
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Capitulo 1 Presentacion

arco de violin podian producir diferentes sonidos que eran mas fuertes y mas
constantes que los obtenidos con los golpes de la mano. Chladni conocia los
experimentos de Lichtenberg para hacer visibles las trazas de las descargas
eléctricas en aisladores al espolvorear polvo sobre estos. Esto le dio la idea de
esparcir arena sobre su placa de latén, la cual al ser golpeada con el arco de violin,
en pocos segundos observé que la arena formoé una estrella con diez rayos. Esto fue
el nacimiento de los patrones de sonido de Chladni. En la Fig. 1.1 se muestra el
boceto original de Chladni de sus famosas figuras de sonido.

(gdkﬁ/'w-‘a v'fo“wfelf
I i & és # @ o ab. IV
1

s 7.

Figura 1.1: Diagrama original de las figuras de Chladni (tomada de la ref. 3).

Hoy en dia, en condiciones de laboratorio, se utiliza un transductor electro-
actstico para encontrar dichos patrones, pero la metodologia sigue siendo la
misma usada por Chladni. Se fija la placa con un pivote al transductor y se esparce
un material granular arriba de la placa (que no sea poroso y de un tamafio no muy
pequefio o demasiado grande). Se enciende el transductor para generar ondas
mecanicas (sonoras) que se transmiten a través de la placa, esta comienza a vibrar
formando ondas estacionarias sobre la misma. Estas ondas estacionarias tienen la
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particularidad de presentar zonas de vibraciéon nula (Ilamados nodos) y vibracién
maxima (vientres). La vibracion de la placa hace que el material granular se
desplace mediante el movimiento de los antinodos a los nodos, pudiendo
visualizar los patrones. Cabe sefialar que Faraday descubrié que el movimiento a
los antinodos se debia a las corrientes de aire inducida, ahora conocida como
transmisién acustica. Las diferentes frecuencias sonoras inducen a diferentes
modos de vibracién, por lo que los dibujos sobre la placa van cambiando conforme
se modifica la frecuencia del sonido. En la Fig. 1.2 se muestra una serie de patrones
de Chladni obtenidas con instrumentacién moderna.

Figura 1.2. Patrones de Chladni creadas sobre una placa metélica cuadrada en un
laboratorio con instrumentacién moderna (tomada de la ref. 2).

Es muy comiin que en los laboratorios de actstica se usen placas delgadas
de material metalico o plastico, los cuales son costosos. En este trabajo se usara el
cartén, dada su disponibilidad y bajo costo. Ademads, su facil manejo permite
disefiar prototipos de estructuras con geometrias diversas a un costo minimo,
comparados con los materiales caros. En este sentido, se justifica el uso del cartéon
para construir una estructura que puede usarse en una etapa preliminar de
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experimentacién, antes de poder construir una estructura con materiales mas
caros.

1.4 Objetivos de esta tesis

Los objetivos de esta tesis son:

a) Estudiar experimentalmente la vibracion en placas de cartéon
mediante la técnica de Chladni. Este estudio es complementado con
la medicién de los espectros de Fourier de los diferentes modos de
vibracion de la placa.

b) Hacer un comparativo de los resultados experimentales con los
resultados numeéricos para el caso de placas cuadradas.

c) Mostrar las ventajas del carton para estudiar los modos de vibraciéon
en placas con geometrias mas complejas.

La estructura de la tesis es como sigue. En el capitulo 2 se presenta la teoria
basica de la vibraciéon de placas rectangulares. En el capitulo 3 se presentan los
resultados experimentales. Finalmente, el capitulo 4 contiene las conclusiones de
este trabajo de tesis.
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CAPITULO 2

TEORIA ELEMENTAL DE LA VIBRACION DE
PLACAS DELGADAS

2.1 Introduccion

En este capitulo se presenta la teoria basica de la vibraciéon de placas delgadas. Se
describen tres métodos basicos para la solucion del problema de placas
rectangulares: el método de Ritz, el método de diferencias finitas y el método de
elementos finitos. Estos resultados seran de utilidad en el siguiente capitulo para
hacer un comparativo con los resultados experimentales.

2.2 Teoria bdsica

La descripcion del movimiento de un punto en la placa esta dada por Z = z(x, y, t)
donde (x,y) es la posicién de la placa y t el tiempo, esto nos lleva que la fuerza
vertical en un punto sobre la placa este descrita por F(x,y,t) = —LZ, donde L es un
operador diferencial sobre Z. Como no hay otras fuerzas, la ley del movimiento de

Newton nos establece que:
9%z

o = L2 (2.1)

Resolviendo para esta EDP de segundo orden veremos primero lo siguiente.
Sophie Germain argument6 en términos fisicos que la energia de deformacién para
un elemento de placa pequena debe ser proporcional al cuadrado de su curvatura;
Kirchhoff luego refin6 el modelo y determiné que la energia almacenada en una
placa doblada con forma u(x,y) viene dada por la funcional [4]:

JuCe ] =2 1, ([axz ] —2(1- )[371‘%— a"xa”y)ZDdxdy, 2.2)

donde u € (0,1) es la constante material (que Ritz consider6 que era 0.225 para
coincidir con los resultados de Chladni). Ahora suponga que queremos deformar
ligeramente la placa para obtener una forma diferente u(x,y) + ev(x,y). Para
hacerlo, necesitamos poner energia extra para superar la fuerza —Lu a lo largo de
la distancia ev. Esta energfa extra se almacenara en la energia de deformacion de la
placa, y si se toma el limite en que ¢ tienda a cero, se tendra que [4]:
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IL(&dexdyzlf (

0%u azul [6217 azvl

0x? dy?||0x? dy?
0%u o?v 62u62v 0%u 0%v
—(1- ) [ x2 62 azyﬁ —2 maxay] dx dy) (23)

En general, el movimiento de vibraciéon de una placa consistird en una
superposicion de muchos modos, cada uno de los cuales vibra a una frecuencia
diferente. Por lo tanto, para resolver (2.1) para z (x, y, t), primero buscaremos
soluciones separables, es decir, soluciones de la forma

Z(x,y,t) = u(x,y) - T(t). (2.4)

Estas soluciones también se denominan ondas estacionarias, porque solo la
amplitud, y no la forma de la onda, cambia con el tiempo. Al sustituir en la Ec. (2.1)
se tiene que

u(x.y) T (0) = —(Lw)(x Y)T(). (2.5)

Suponiendo que T(t) # 0 y u(x,y) # 0, podemos organizar la ecuacién de arriba
obteniendo

T () _ Lulxy) _

()  ulxy) (2.6)

Aqui A debe ser una constante, ya que el lado izquierdo es independiente de (X, y)
y el lado derecho es independiente de t. De esto, T(t) debe satisfacer la ecuacion
diferencial ordinaria (EDO):

T (t) + AT(t) = 0. (2.7)

Dado que la energia del sistema debe estar limitada, debemos tener T(t) limitada
en todo momento. Esta 4, no debe ser negativa, para poder escribir 1 = w? con

T(t) = Acos wt + B sin wt. (2.8)

Para u(x,y), la Ec. (2.6) da Lu = Au, que cuando se integra con una funcién v
arbitraria lleva a:

Iy Cwv dxdy =2 [f, uv dxdy, (2.9)

donde el lado izquierdo esta dado por Ec. (2.3). La Ec. (2.9) es la forma variacional
(también llamada forma débil) de un problema de valor propio, para el cual
debemos encontrar una funcién propia distinta de cero u(x,y). Otra forma
equivalente de entender el problema es utilizando la llamada forma fuerte que
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consiste en suponer que la eigenfuncién u es diferenciable y que la frontera del
dominio Q es suave, de modo que se puede integrar por partes cada término del
lado derecho de la Ec. (2.3) para remover las derivadas en la funcién arbitraria v.
Esto lleva eventualmente a un sistema de ecuaciones diferenciales parciales para u
que deben satisfacerse en el interior y en la frontera del dominio de integracion [4].

2.3 El problema de la vibracion de placas rectangulares
2.3.1 Solucion por el método de Ritz

Walther Ritz present6 en 1909 lo que probablemente hoy en dia se denominaria un
método espectral para el calculo de los modos de vibracién de una placa; de hecho,
fue la primera persona en poder computar estos modos. La idea principal de Ritz
no era abordar directamente la forma fuerte del problema del valor propio (escrito
en la notacion de subindices para derivadas parciales como: Uyyyx + 2Uyyyy +
uyy = Au donde (x,y) € Q), sino tratar de aproximar los valores propios utilizando
combinaciones lineales de funciones de la forma:

Winn (%, Y) = U () un (y), (2.10)
donde u,, (x) son las funciones de una barra unidimensional libre,

d*uy,
dx*

ABugm
dx3

2
_ 1,4 dum _
= kU, con —z = 0,

Oenx = {1,—-1}. (2.11)

Con su intuicién fisica, Ritz esperaba que estas funciones proporcionaran muy
buenas aproximaciones a las funciones propias exactas del problema
bidimensional de la placa. Las formas explicitas para las funciones u,,(x) estan
dadas por [4]:

cosh ky, cos kypx+cos ko, cosh kyyx
_ Jcosh? kp,+ cos? ko,
Um (x) = sinh kqy, sin kyyx+sin kyy, sinh kppx

J/sinh2 kp, + sin2 kpp,

, tank,, +tanhk,, = 0 mpar

(2.12)

, tank,, —tanhk,, =0 mimpar

Con este procedimiento Ritz fue capaz de calcular los eigenvalores para una placa
cuadrada. En la Fig. 2.1 se muestra un comparativo de los eigenvalores
encontrados por Ritz y los derivados por el experimento de Chladni.
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10 **i(f
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Figura 2.1: Comparativo de los eigenvalores encontrados por Ritz y
Chladni para la vibracién de una placa cuadrada (tomada de [4]).

2.3.2 Solucion por el método de diferencias finitas
Con el método de diferencias infinitas (DF) se establece una solucién a la ecuacion
diferencial por medio de una aproximacién de las derivadas parciales por
expresiones algebraicas con los valores de la variable dependiente en un limitado
nimero de puntos seleccionados. Como resultado de la aproximacion, la ecuacién
diferencial parcial que describe el problema es reemplazada por un nimero finito
de ecuaciones algebraicas, en términos de los valores de la variable dependiente en
puntos seleccionados. El valor de los puntos seleccionados se convierte en las
incégnitas. El sistema de ecuaciones algebraicas debe ser resuelto y puede llevar
un ntmero largo de operaciones aritméticas.

La forma fuerte del problema de eigenvalores para la placa cuadrada lleva a
las siguientes condiciones [4]:

Para el interior
Uyxxx T 2Uxyy + Uyyyy = u  (x,y)eq. (2.13)

Para los bordes
Uy T UUyy =0, Uyyy + (2 — WUy, =0, x ==xL,ye(—H, H), (2.14)
Uyy + Uy =0, Uyyy + (2 — Wiy, =0, ¥y = tH,xe(—L,L). (2.15)

Para las esquinas
Uyy = 0 (x, }’) = (L, £H). (2.16)

El hecho de que la EDP, Ec. (2.13), contenga el operador biharmoénico A? sugiere
construir la discretizaciéon al componer el operador laplaciano discreto de 5 puntos

9
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Ay consigo mismo. Sin embargo, la discretizacion de las condiciones de frontera
libre, Ecs. (2.14)-(2.16), que son necesarias en la forma fuerte, es menos obvia. En
estos casos se puede utilizar un método de volumen finito que se describe a
continuacion.

Sea 0 =(—1,1) X (—=1,1) el dominio que define la placa cuadrada, que se
discretiza en una rejilla uniforme (N + 1) x (N + 1), incluyendo nodos en su
frontera. Entonces los puntos de la rejilla (xi, yj), 0 <i,j < N satisfacen:

Sea u(x,y) la solucion exacta del problema de valor propio y u;; = (x;,;) su
aproximaciéon por diferencia finita. Primero se define w(x,y) = —Au(x,y) y su
analogo discreto:

Wy = 4ui,j—ui—1,j—ui;,j—ui,j—1—ui.j+1 . (2.18)
Notese que para definir w;; a lo largo de un borde, se necesitan valores de u;; que
quedan fuera de (), es decir, para i,j € {—1,N + 1}. Estos se denominan puntos
fantasmas y no forman parte del problema original que deberan eliminarse
utilizando condiciones de contorno antes de que se resuelva el problema de valor
propio discreto. Con la definicion de w(x,y), la forma fuerte de la EDP, Ec. (2.13),
se puede interpretar como:

Au=du < —Aw = Au. (2.19)

Para obtener un método de volumen finito, se necesita integrar sobre un volumen
de control V;; alrededor de cada punto de la rejilla construida. La Fig. 2.2 muestra
los volimenes de control para los tres diferentes puntos definidos en el dominio de
la placa: puntos interiores, puntos de borde y puntos de esquina.

(@) (b) ©
Wi,341 W0,5+1
T. L .
2 2 X,
1‘4 F]_ P-i. rl r
2
Wim13 ¥ Wiklg Fwg, | ey
i Vi |Th
T3 Vis Ty Vi wio I T
K 5,51 Woj—1

Figura 2.2: Volimenes de control para los nodos en el dominio de la placa;
(a) nodo interior, (b) nodo de borde, (c) nodo de esquina (adaptada de [4]).

Integrando la Ec. (2.19) sobre V;; se tiene que:

10
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_ ﬂVij Awdxdy = A ffVij u(x,y) dx dy, (2.20)

a la cual se le puede aplicar el teorema de la divergencia para obtener

hzuij nodos en el interior,
Z_‘:l’ds = Affvi,-u(x' y) dx dy ~ %hzuij nodos en el borde, (2.21)

- aVij
1,5 .
Zh u;; nodos en las esquinas.

En el altimo paso de la Ec. (2.21) la aproximacion de la integral se ha hecho de
acuerdo al esquema de los volumenes indicados en la Fig. 2.2. Los flujos [ Z—: en el

lado izquierdo de la Ec. (2.20) deben ser aproximados de manera diferente para los
diferentes tipos de nodos, como se describe enseguida.

Para los nodos interiores, el flujo a lo largo de cada pieza de dV;; se
aproxima por una diferencia finita. Asi, por ejemplo, a lo largo del contorno I},
mostrado en la Fig. 2.2(a), se tiene que

ow W'+1_'—W"
W ds ~ p - YirtiTWii

frl p PR (2.22)

lo que lleva finalmente a la aproximacion de diferencias finitas para los flujos de w
en los nodos interiores:

- favi]._ds RAW; ;= Wilqj — Wigrj — Wijo1 — Wijyq- (2.23)

Para aproximar los flujos asociados a los nodos de borde, con el volumen de
control mostrado en la Fig. 2.2(b), se procede de la siguiente manera. Los flujos a lo
largo de los contornos I}, I, y I3 se aproximan de la misma manera que para los
nodos interiores, excepto que hay un factor de 1/2 para las contribuciones superior
e inferior, ya que la longitud de esos bordes es solo h/2. Asi, se tiene que:

1 1 ow
— favoj—dS = 2Woj — Wy — EWO,j—l - EWO.j+1 - fF4 %ds (224)

Para aproximar la integral a lo largo del contorno I}, se hace uso de las condiciones
de contorno dada por las Ecs. (2.14) y (2.15). De este modo se llega a que:

yj+% y]._'% o
ow d
J a_ds = j a_(uxx + uyy) dy = J Uyrx + (2 — .u)uxyy -(1- //l)uxyy dy
I, n 0 X y

N[

i3 i3

= _(1 - :u) f;;j_+11//22 Uxyy dy =- (1 - .u) [uxy(xOf yj+1/2) - uxy(xO' yj—l/z)]/ (2-25)

11



Capitulo 2 Teoria elemental de la vibracion de placas delgadas

en donde las derivadas mixtas u,, se pueden aproximar por las diferencias finitas:

Ug j—U_q j—Uq jo1—U_1.j—
uxy(XO»Yj—l/z) ~ — 2;—; = (2.26)

En los nodos de las esquinas, Fig. 2.2(c), el volumen de control tiene dos
bordes (I}, I;) en el interior de Q y dos bordes (I'3,I;) a lo largo de su frontera 04.
Por lo tanto, para esta celda de la esquina, se tendra que:

ow
0vij an

1 1 aw aw
- dS = WOO - EWlO - EWOl - fF3 Eds - fF4 Eds (227)
Para evaluar las integrales a lo largo de I'; y I, se realizan los mismos calculos que
para el caso de borde para obtener, por ejemplo,

Ji, 5eds = =(1 = 10)[utey (X0, ¥1/2) = thay (0, 90 (2.28)

De acuerdo a la condicion de contorno en las esquinas, Ec. (2.16), uy, = 0 por lo
que el segundo término en el lado derecho de la Ec. (2.28) desaparece. Se tiene algo
similar para la integral a lo largo del contorno I3. De esta manera se tendra
finalmente que el flujo en el nodo de contorno estara dado por:

ow

- avijﬁds ~Woo — %W10 - %Wm +1—-p [uxy(xo:J’1/2) - uxy(x1/2:3’0)]r (2.29)

donde las derivadas mixtas u,,se discretizan como en la Ec. (2.26).

En los puntos fantasmas, definidos por conveniencia, los valores de u;;
quedan fuera del dominio fisico £, por lo que deben eliminarse antes de resolver el
problema del valor propio. Afortunadamente, esto se puede hacer facilmente
usando las condiciones de borde, Ecs. (2.14) y (2.15),

Upy + Py, =0 para x =21, uy, +uu,, =0 para y ==+1.

Por lo tanto, para un punto fantasma, por ejemplo a lo largo del borde izquierdo
x = —1, se tendra que

u_y;=2(1+ pug; — Uyj — P j—q1 — PUo ji1- (2.30)
Expresiones similares se obtienen para otros puntos fantasmas alejados de la
esquina. Cerca de la esquina, habrd un acoplamiento entre los dos puntos

fantasmas unidos a esta, es decir,

U_10 + puo—1 = 2(1 + pugo — Ugo — HUo1, (2.31)
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Capitulo 2 Teoria elemental de la vibracion de placas delgadas

Pu_q0 +Ug—1 = 2(1 + puge — HUzg — Up1- (2.32)

Dado que pu # 1, se puede resolver el sistema de ecuaciones (2.31) y (2.32) para
obtener soluciones para u_; o y ug—; que dependen solo de ugg, u1o Y Ups-

El procedimiento descrito en esta sub-secciéon para aplicar el método DF al
problema de las vibraciones en la placa cuadrada se puede implementar en un
lenguaje de programacién como MATLAB.

2.3.3 Solucion por el método de elementos finitos

El método de los elementos finitos (MEF) fue planteado originalmente por Richard
Courant en 1943 en relaciéon a problemas de andlisis estructural, basandose en el
método propuesto por Ritz en 1909 (aplicado al célculo de las lineas nodales de las
placas vibratorias) y en el método formulado por Galerkin en 1915 [2]. Como se
indic6 en la sub-seccion 2.3.1, Ritz utilizé las funciones (ortogonales) de viga
unidimensionales u,,(x) dadas por la Ec. (2.12). Galerkin, por su parte, propuso el
uso de funciones no necesariamente ortogonales, de modo que no se requiere de
un principio de minimizacién, como ocurre en el método de Ritz, para construir un
sistema finito de funciones que aproximan la solucién real. En el caso de Courant,
el propuso el uso de funciones lineales continuas por pedazos (llamadas funciones
sombrero).

La idea de Courant se puede entender de la siguiente manera. En dos
dimensiones, las funciones sombrero que Courant tenia en mente se definen mas
facilmente en una malla triangular, en contraste con el hasta entonces dominante
método DF en mallas rectangulares. En la Fig. 2.3 se muestra el primer elemento
finito introducido por Courant para el analisis de la rigidez de una placa cuadrada
con un agujero cuadrado en su interior. En este problema se trataba de minimizar
la funcional:

JJ((Vw)? + 2u) dx dy > min, (2.33)

con u =0 en el borde exterior y u = ¢, una constante desconocida, en el borde
interior. Luego comparé los resultados obtenidos para c y la rigidez total S

S=—f[udxdy (2.34)

con los diferentes tipos de mallado (a), (b), (c) y (d), mostrados en la Fig. 2.3. Los
célculos hechos por Courant arrojaron los siguientes resultados:

Mallado (a):S = 0.344,¢c = —0.11,
Mallado (b):S = 0.352,c = —0.11,
Mallado (c¢):S = 0.353,¢c = —0.11,
Mallado (d):S = 0.353,¢c = —0.11.

(2.35)
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Capitulo 2 Teoria elemental de la vibracion de placas delgadas

Con estos resultados, Courant concluyé que el método generalizado de redes
triangulares tenia grandes ventajas sobre los métodos utilizados en ese entonces,
ya que con una seleccién apropiada del mallado se tenia una buena convergencia
en el resultado del calculo de la rigidez de la placa.

= j—A

Figura 2.3: El primer elemento finito usado por Courant para el calculo de
la rigidez de una placa cuadrada con un agujero en su interior, utilizando
diferentes mallados: (a), (b), (c) y (d) (tomada de [2]).

El método iniciado por Courant fue retomado y extendido por grupos de
investigadores que convergieron en el establecimiento de lo que se conoce como el
Meétodo del Elemento Finito. La importancia del MEF radica en que es una técnica
numérica poderosa que permite resolver sistemas representados por ecuaciones
diferenciales parciales (EDP) que no pueden resolverse analiticamente. Es tanto el
uso del MEF en los problemas de ciencia y tecnologia, que existen varias
compafiias que han desarrollado sus propias plataformas de software, como por
ejemplo, COMSOL. Una ventaja del software de COMSOL es su interfaz grafica y
la disposicion de librerias de modelos en varios campos del conocimiento, los
cuadles pueden ser adaptados a las necesidades propias del usuario. Esta
plataforma se usara para hacer un comparativo con los resultados experimentales
presentados en el capitulo 3.

El analisis por MEF de cualquier problema involucra bédsicamente tres
pasos: a) discretizacién, b) ecuaciones de elemento y c) ensamblado de las
ecuaciones de elemento y solucién. En el paso de la discretizaciéon la regiéon
solucion del problema planteado se divide en un ntmero finito de subregiones o
elementos, que dependiendo de la geometria de la regiéon pueden ser de diferentes
formas: puntos y lineas para problemas unidimensionales; triangulos y
cuadrildteros para problemas bidimensionales; tetraedros y hexaedros para
problemas tridimensionales. Los elementos forman un acoplamiento sobre el
dominio de la solucién, aplicAndose una formulacién conveniente, basada en las
EDPs del problema, para obtener un sistema de ecuaciones algebraicas cuya
solucion es la solucion del problema. En el segundo paso se hace uso de métodos
variacionales para formular las ecuaciones discretas para cada elemento, los cuales
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Capitulo 2 Teoria elemental de la vibracion de placas delgadas

buscan una solucién aproximada en forma de combinaciones lineales de funciones
de prueba. En el tercer paso que involucra el ensamblado de las ecuaciones
algebraicas de cada elemento para poder obtener finalmente la solucién al
problema planteado, se hace un uso extensivo de los métodos del dlgebra matricial
para lograr este objetivo. Esta es la parte computacionalmente mas demandante
del andlisis por MEF. Una vez obtenida la solucién del problema viene una etapa
de post-procesamiento de los datos para ser desplegados de acuerdo a los usos
particulares que se requieran (graficas de nivel, graficas de gradiente, etc.).

En este caso utilizamos Femlab, que corre bajo el entorno de MATLAB, el
cual es un solucionador de elementos finitos. El tipo de elementos puede cambiar,
la seleccion predeterminada es un elemento cuadrético. El orden mas alto del
elemento se puede usar para mejorar la precisiéon de la solucién, pero debe tenerse
en cuenta que el costo computacional, es decir, el tiempo de CPU, puede aumentar.
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CAPITULO 3

RESULTADOS EXPERIMENTALES

3.1 Introduccion

En este capitulo presentamos los resultados experimentales obtenidos con las
placas de cartén. Se analizan los casos de geometria simple (placas cuadradas),
geometrias no convencionales (placas con cortes rectos y perforaciones circulares),
acoplamiento de dos placas cuadradas por un canal de &rea variable, asi como de
placas isoespectrales. Los resultados experimentales mostrados en este capitulo
fueron presentados en diferentes congresos estatales y nacionales [6]- [11].

3.2 Metodologia experimental

La utilizacion del cartén como material para la ejecuciéon de esta investigacion fue
mas que nada por su facil manejo, bajo costo y peso ligero, al momento de realizar
los diferentes cortes y geometrias analizadas. El peso que el carton ejercia sobre el
transductor electro-actstico, es un peso minimo para que este no se sobre esfuerce.

En la Fig. 3.1 se muestra el arreglo experimental utilizado. La
instrumentacién usada es de la marca PASCO: G es el generador/amplificador
(modelo PI-9587C); V es el vibrador electro-actistico (modelo SF-9324); S es el
sensor de sonido (modelo CI-6506B); I es la interfaz electrénica para la adquisicion
de datos (modelo CI-7599). Los datos son procesados con la computadora PC
mediante el programa DataStudio de PASCO. La placa de cartéon P se coloca, por
su centro, sobre el vibrador V. Para evitar vibraciones de la superficie de la mesa,
el vibrador V se mont6 sobre un bloque de material aislante de vibraciones. Las
sefiales actsticas generadas por G fueron de perfil arménico, en un rango de
frecuencias de 100 Hz a 1300 Hz. La razén de muestreo fue de 5000 muestras/s.
Primeramente se obtuvieron los patrones de Chladni espolvoreando sal sobre la
placa y variando la frecuencia hasta obtener patrones definidos. Se tomé una
fotografia del patréon de Chladni y se registré su espectro de Fourier. El espectro de
Fourier se identific6 para la frecuencia de resonancia correspondiente que definia
la mayor amplitud del pico principal del espectro.

El carton utilizado para construir las placas con las diferentes geometrias
fue del tipo corrugado con el que se fabrican las cajas de almacenamiento de
equipo electronico. Los cortes de las diferentes geometrias se hicieron con un
cater, teniendo cuidado de que los bordes de las estructuras estuvieran libres de
rebabas de carton. En el caso de los orificios circulares se cuidé al maximo la
definicién de los perfiles curvos.
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<5

Figura 3.1: Areglo experimental.

3.3 Patrones de Chladni de placas cuadradas

La vibracion en placas rectangulares y cuadradas ha sido estudiada ampliamente
en la literatura, tanto teéricamente como experimentalmente, usando diferentes
tipos de materiales y métodos analiticos [1], [2], [4], [5]. En la Fig. 3.2 se muestran
las fotografias de los patrones experimentales de Chladni y los patrones numéricos
de Chladni para una placa cuadrada de cartén de 23.5 cm X 23.5 cm y un espesor
de 3.8 mm. Los patrones numéricos se obtuvieron con el método DF descrito en la
sub-secciéon 2.3.2, tomando un valor para la razén de Poisson de u = 0.47. Este
valor se estim6 de lo citado en la ref. [12] y ajustando los patrones numéricos a los
experimentales.

f=643.86Hz f=923.72Hz f=1142.2Hz

Figura 3.2: Patrones experimentales y numéricos de Chladni de la
placa cuadrada de referencia.
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3.4 Patrones de Chladni de placas con geometrias no

convencionales

En esta seccion se presentan los resultados para placas cuadradas en donde se han
practicado cortes rectos y cortes circulares.

3.4.1 Placas con cortes rectos

En las Figs. 3(a) y 3(b) se muestran las dos geometrias de cortes rectos practicados
sobre la placa cuadrada, con el propésito de romper la simetria de la placa. En la
Fig. 3.3 (a) se hace un solo corte a lo largo de una de las diagonales de la placa, de
tal forma que el pedazo removido sea un tridngulo rectangulo isésceles de lado a.
En la Fig. 3(b) se hacen cuatro cortes idénticos a lo largo de las diagonales de la
placa para formar una figura parecida a un rehilete, de tal manera que los pedazos
removidos sean tridngulos rectdngulos isésceles de lado a, pero con orientacién
diferente a la de la Fig. 3(a). Para propoésitos de identificacién, designaremos a las
geometrias de las Figs. 3(a) y 3(b) como R1 y R2, respectivamente. En ambas
figuras se tomaron los parametros Sc y Scl, Fig. 3.4, para medir la distancia que
existe entre las lineas nodales.

Figura 3.4: Pardmetros usados para cuantificar el efecto de los cortes.
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En las Figs. 3.5-3.8 se muestran las fotografias de los patrones de Chladni y
sus respectivos espectros de Fourier para la placa R1. El rango de frecuencia
analizado fue de 140 Hz a 1500 Hz. Por cuestiones de espacio y para propésitos de
comparacion, solo se muestran resultados en ciertos rangos de frecuencia.

f= 180.50Hz f= 643.04Hz f=1164.5Hz

| |

Figura 3.5: Resultados para la placa R1 cona = 2.5 cm.

f= 635.47Hz f=1171.8Hz

Figura 3.6: Resultados para la placa R1 cona =5 cm.
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1.2Hz

Figura 3.8: Resultados para la placa R1 cona =15 cm.

Los resultados demuestran que el uso de la técnica de Chladni y el anélisis
del espectro de Fourier permiten cuantificar el efecto de un corte sobre una placa
cuadrada de cartén. Los parametros de cuantificacion del efecto de corte estan
relacionados con lineas nodales faciles de identificar en los espectros de vibracién
de la placa. De las Figs. 3.5-3.8, se puede notar que a frecuencias bajas es posible
cuantificar el efecto del corte mediante los parametros de separacién en las lineas
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nodales (Sc 'y Scl, Fig. 3.4). Se observa que cuando se tiene el corte sobre la placa, la
rotacion de las lineas nodales esta relacionada con la apariciéon de otras frecuencias
de resonancia en su espectro de Fourier. A las frecuencias medias se observa que a
medida que aumenta el corte sobre la placa, los parametros de las lineas nodales
no estdn definidos (hay un rompimiento de la cuasi-simetria del patrén de
vibracion). Notese que en estas frecuencias el espectro de Fourier no presenta otras
frecuencias de resonancia. Por ultimo, a las frecuencias altas. Se observa que a
medida que aumenta el corte sobre la placa, la linea nodal central se deforma hasta
que desaparece, rompiendo la cuasi-simetria del patron de vibraciéon. Nétese que
en estas frecuencias el espectro de Fourier presenta también otras frecuencias de
resonancia [6].

En las Figs. 3.9-3.13 se muestran las fotografias de los patrones de Chladni y
sus respectivos espectros de Fourier para la placa R2. El rango de frecuencia
analizado fue de 183 Hz a 780 Hz. Por cuestiones de espacio y para propoésitos de
comparacion, se muestran resultados en ciertos rangos de frecuencia. Para
frecuencias entre 182 Hz y 186 Hz, se puede notar como el patrén original de lineas
nodales (una hipérbola cuasi-simétrica con respecto al punto de sujeciéon de la
placa) experimenta un desplazamiento y rotacion a medida que el corte aumenta.
De hecho, para el corte con a= 7.5 cm, se pueden notar que las dos lineas nodales se
rompen y se forman dos pares de trazos rectos rotados y cuasi-perpendiculares
entre si. Para frecuencias entre 302 Hz y 335 Hz, el patrén original de lineas
nodales formado por dos pares de hipérbolas cuasi-simétricas es modificado por el
primer corte a un par de curvas cuasi-simétricas, para finalmente recobrar la
apariencia de un par de hipérbolas cuasi-simétricas rotadas a medida que el corte
en la placa aumenta. También se puede notar que para el tltimo corte los brazos de
las hipérbolas se hacen rectos. Para frecuencias entre 370 Hz y 419 Hz, el patrén
original formado por dos pares de hipérbolas y un cuasi-circulo central, empieza a
contraerse y a rotar a medida que el tamafio del corte crece. En el corte de (c) a= 7.5
cm el cuasi-circulo ha colapsado y en el dltimo corte los brazos de las hipérbolas
son aun mas curvos. Para frecuencias entre 643 Hz y 675 Hz, se nota un
comportamiento similar a la de la serie anterior, excepto el cuasi-circulo va
degenerando en una elipse que crece y terminar por desaparecer a medida que el
corte crece. Notese como en el dltimo corte la elipse desaparecié y las lineas
nodales remanentes estdn formadas por curvas y trazos rectos. Para frecuencias
entre 711 Hz y 772 Hz, muestra un comportamiento interesante. El cuasi-circulo
central que aparece en el patron original empieza a desaparecer a medida que el
corte en la placa aumenta, para dar origen a un par de lineas onduladas que corren
a lo largo de la placa y que ocupan la regiéon que tenia el cuasi-circulo central
original. Sin embrago, en el dltimo corte este par de lineas onduladas ha
desaparecido para dar lugar a dos pares de hipérbolas rotadas a un par de lineas
curvas alrededor del centro de la placa que forman un cuasi-circulo cortado por el
efecto del corte. Para frecuencias entre 1142 Hz y 1251 Hz, el comportamiento del
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patréon es mas complicado, ya que la estructura del cartén no permite identificar
facilmente parametros con los que se pueda cuantificar el efecto del corte.

(2) (b ( )

f = 160.40Hz

2z

f=183.10Hz

". | L} . A ) PR " . -
S ¢ B ' e A AN e Ea- ¢ T s R A '

Figura 3.9: Resultados para la placa R2 para frecuencias en el rango de
183 Hz a 186 Hz para (a) a=0 cm (placa de referencia); (b) a=2.5 cm; (c)
a=7.5 cm; (d) a=10.5 cm.

\

(c) (d)

| KA
f=313.46Hz f=334.65Hz

....... =} " ooy i

Figura 3.10: Resultados para la placa R2 para frecuencias en el rango de
300 Hz a 335 Hz para (a) a=0 cm (placa de referencia); (b) a=2.5 cmj; (c)
a=7.5 cm; (d) a=10.5 cm.
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(d)

5 o
Al

4‘V
A

f =399.86Hz f=418.27Hz

TR Ak . ' . - - e ' b s ' e e e f

370 Hz a 419 Hz para (a) a=0 cm (placa de referencia); (b) a=2.5 cm; (c)
a=7.5 cm; (d) a=10.5 cm.

“w
-

f=674.15Hz

) EE T ] ) > e m e .. e - .

1

Fiéﬁra 3.12: Resultadoswpara la placa R2 pa'I-‘.(‘ﬂ frecuencias en el féngo de
643 Hz a 675 Hz para (a) a=0 cm (placa de referencia); (b) a=2.5 cm; (c)
a=7.5 cm; (d) a=10.5 cm.
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Figura 3.13: Resultados para la placa R2 para frecuencias en el rango de

¢

(d)

!

i

713 Hz a 772 Hz para (a) a=0 cm (placa de referencia); (b) a=2.5 cmy; (c)

a=7.5 cm; (d) a=10.5 cm.

La cuantificacion del efecto de los cortes sobre la placa se pudo hacer
mediante los parametros Sc y Scl relacionados con las formas de las lineas nodales,
Fig. 3.4, que son féciles de identificar para frecuencias entre 182 Hz y 772 Hz [7].

En la Fig. 3.14 se presenta el comportamiento de estos parametros para la placa R1.
A frecuencias mas altas la cuantificacion es mas dificil y no se hizo.
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Figura 3.14: Comportamiento de Sc y Scl para placa R1 (escala vertical en
cm). En el eje horizontal se identifican las placas analizadas: PR es la placa
de referencia (a=0 cm), C1 (a=2.5 cm), C2 (a=5.5 cm), C3 (a=7.5 cm), C4

(@=9.5 cm), C5 (a=10.5 cm).
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3.4.2 Placas rectangulares con perforaciones circulares

Para estudiar experimentalmente el efecto de perforaciones circulares sobre placas
cuadradas, se utilizaron cinco placas de cartén del mismo material, de dimensiones
23.5 cm X 23.5 cm y un espesor de 3.8 mm [8]. Una placa se tom6 como referencia
(PR). En las otras placas, que se designan como C1, C2, C3 y (4, se hicieron cortes
circulares centrados a cuatro distintas distancias radiales d del centro de la placa y
a lo largo de la diagonal que va del centro a una esquina de la placa, Fig. 3.15. Las
distancias d se tomaron a 3 cm, 6 cm, 9 cm y 12 cm, respectivamente. En todas las
placas se hicieron perforaciones circulares de radio r, Fig. 3.15. Los radios r de las
perforaciones circulares fueron de 0.6 cm, 1.4 cm, 2 cm y 2.6 cm, a las distancias d

antes mencionadas. Se analizaron los patrones en un rango de frecuencias de 140
Hz a 1400 Hz.

lL" |

Figura 3.15: Placa cuadrada con perforacion circular a una distancia
radial 4 de su centro y de radio r.

En la Fig. 3.16 se muestran los resultados obtenidos para las perforaciones
circulares sobre las cuatro placas cuadradas C1-C4. El renglén C1 mostrado en la
Fig. 3.16 corresponden a los patrones obtenidos en la placa C1 (r=0.6 cm, d=3 cm),
C2 corresponden a los patrones obtenidos en la placa C2 (r=0.6 cm, d=6 cm), C3
corresponden a los patrones obtenidos en la placa C3 (r=0.6 cm, d=9 cm), C4
corresponden a los patrones obtenidos en la placa C4 (r=0.6 cm, d=12 c¢cm). En la
Fig. 3.17 se presentan resultados similares para la maxima perforacién circular
(r=2.6 cm). Para propdsitos de comparacion se omiten los espectros de Fourier.

Para frecuencias entre 100 Hz y 300 Hz, se puede notar como el patrén
original de lineas nodales (una hipérbola cuasi-simétrica con respecto al punto de
sujecion de la placa) experimenta una mayor curvatura en la linea nodal cercana a
la ubicacion de la perforacion radial. Para frecuencias alrededor de los 350 Hz, el
patrén original de lineas nodales formado por dos pares de hipérbolas cuasi-
simétricas sufre modificaciones. El efecto de la perforaciéon es romper la simetria ya
que la rama de las hipérbolas que esté cercana al orificio circular experimenta una
distorsién notable. Para frecuencias alrededor de los 475 Hz, la linea nodal central,
que es cerrada en la placa de referencia, experimenta una distorsién a medida que
aumenta el tamafio de la perforacién y su posicién con respecto al centro de la
placa; de hecho en el caso en que la perforacién es mayor, la linea nodal central se
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fusiona con las lineas nodales de los extremos. Para frecuencias entre 900 Hz y
1500 Hz, el comportamiento del patréon es mas complicado. Alrededor de los 900
Hz y para perforaciones radiales pequefias las lineas nodales cerca de la region en
donde se localiza sufren una ligera distorsién, excepto en casos en donde la
perforacion coincida con la linea nodal original de la placa de referencia. Sin
embargo, para perforaciones radiales mayores las lineas nodales experimentan
una fusién entre ellas cambiando drasticamente la forma del patréon de Chladni
(Fig. 3.17). Para frecuencias alrededor de los 1300 Hz, el patrén original de Chladni
experimenta un ligero cambio, salvo en los casos en que la perforaciéon coincida
con alguna de las lineas nodales del patrén original. Pero cuando el tamafio de la
perforacion aumenta, el cambio del patrén original es evidente; de hecho cuando la
perforacion radial estd mas alejada del centro de la placa, surgen lineas nodales

cerca de la region de la perforacion (véanse las fotografias para la placa C4 de la
Fig. 3.17).

f=244.86 Hz f=370.64 Hz f=929.38 Hz f=1278.9Hz

f=147.38 Hz f=244.82 Hz f=370.64 Hz f=479.41Hz

c3

f=147.38 Hz f=244.86 Hz f=371.07 Hz f=479.41Hz f=927.08 Hz

f=147.32 Hz f=244.59 Hz f=371.13 Hz f=478.96 Hz f=928.74 Hz f=1366.2 Hz

Figura 3.16: Resultados para perforaciones con r=0.6 cm y a diferentes
distancias radiales 4; C1 (d=3 cm), C2 (d=6 cm), C3 (d=9 cm) y C4 (d=12 cm).

Los resultados experimentales demuestran que el uso de la técnica de
Chladni permite cuantificar el efecto de las perforaciones circulares sobre la placa
cuadrada de cartén, a pesar de ser un material rugoso. En la Fig. 3.18 se muestra la
cuantificaciéon del efecto del corte circular en las placas de las Figs. 3.16 y 3.17. El
pardmetro Sc se midi6 desde el centro de la placa a las lineas nodales, similar a
como se hizo en la Fig. 3.4. Estos cambios fueron faciles de identificar para
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frecuencias entre 150 Hz y 550 Hz [8]. A frecuencias mas altas, dada la naturaleza
del cartén, la cuantificacion es més dificil y no se hizo.

. I

f=149.46 Hz f=246.45Hz f=371.54Hz f=477.84 Hz f=926.21Hz f=1347.2Hz

f=149.13 Hz f=242.80 Hz f=371.69 Hz f=477.08 Hz f=926.05 Hz f=1378.1Hz

f=147.51Hz f=245.78 Hz f=378.70 Hz f=487.77 Hz f=927.52 Hz f=1389.6 Hz

f=145.76 Hz f=244.35 Hz f=372.75Hz f=480.34 Hz f=927.89 Hz §=1415.8 Hz

C2

Cc3

C4

Figura 3.17: Resultados para perforaciones con r=2.6 cm y a diferentes
distancias radiales d; C1 (d=3 cm), C2 (d=6 cm), C3 (d=9 cm) y C4 (d=12 cm).
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GRAFICAS PERFORACION RADIAL 2.6 cm
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Figura 3.18: Comportamiento del pardmetro Sc para las perforaciones radiales
de 0.6 cm y 2.6 cm, en los rangos de frecuencia: Baja 1 (140-230 Hz), Baja 2
(240-340 Hz), Media 1 (350-450 Hz), Media 2 (470-910 Hz), Alta 1 (920-1150
Hz) y Alta 2 (1200-1420 Hz).
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3.5 Patrones de Chladni de dos placas cuadradas acopladas

por un canal de drea variable

En esta seccion se presentan los resultados para estructuras en forma de H, que se
pueden entender como dos placas cuadradas conectadas por una canal de area
variable: rectangular [10] y trapezoidal [11].

3.5.1 Acoplamiento por un canal rectangular

En la Fig. 3.19 se muestra la geometria para el caso del acoplamiento por el canal
rectangular. Las dimensiones de las placas fueron de 15 cm X 15 cm, y el rango de
frecuencias fue de 200 Hz a 750 Hz. El largo del canal, L, permaneci6 fijo a 5 cm,
en tanto que su anchura A fue variable, de 7 a 1 cm. La estructura fue pivotada por
el centro de su parte izquierda al vibrador y soportada por una barra delgada de
acero por debajo del centro de su parte derecha.

Figura 3.19: Estructura en forma de H; L es el largo del canal (5 cm, fijo) y
A su anchura variable.

Las Figs. 3.20-3.23 muestran los resultados experimentales para los patrones
de Chladni con sus respectivos espectros de Fourier, para diferentes valores de la
anchura del canal. Estas figuras permiten visualizar y cuantificar el efecto de la
anchura del canal sobre las propiedades vibratorias de la estructura de cartén. En
particular, se puede observar que a frecuencias del orden de 240 Hz los espectros
de Fourier muestran resonancias adicionales mayores a la frecuencia a la que oper6
el vibrador. Es muy probable que estas frecuencias hayan sido generadas por
resonancias del elemento de soporte de la parte no pivotada de la estructura.

En cuanto a la cuantificacién del efecto de la anchura del canal sobre la
estructura puede entenderse, por una parte, al analizar las amplitudes de los
espectros de Fourier, y, por otra parte, inspeccionando visualmente los patrones de
Chladni; los patrones en la placa derecha, en la mayoria de los caos, no es similar a
la de la placa de la izquierda [10].
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f=242.48 Hz f=3ma2My Al o)

f=473.41 Hz

f=642.64 Hz f=714.92 Hz S N B

Figura 3.20: Patrones de Chladni encontrados para A=7 cm, empatados con
sus respectivos espectros de Fourier.

f=243.54 Hz f = 373.50 Hz UL

|y
!

L
L

f=473.57 Hz f=522.64 Hz

i
L]
1
Al

f=642.70 Hz f=715.05 Hz

Figura 3.21: Patrones de Chladni encontrados para A=5 cm, empatados con
sus respectivos espectros de Fourier.
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5= = -
- - z |
f= 244'65 Hz f= 374'38 Hz > —atlds ‘i“:‘*'f"’f’:-‘:'—.‘—.‘fl Rt
f=473.73 Hz £=522.53 Hz - S ——
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Figura 3.22: Patrones de Chladni encontrados para A=3 cm, empatados con
sus respectivos espectros de Fourier.

f = 244.05 Hz f=375.27 Hz : \‘ SEN SRRNEEE

f=473.19 Hz f=523.59 Hz o :‘ TLT
i A

f = 643.54 Hz f=71438Hz {0 oA ,

Figura 3.23: Patrones de Chladni encontrados para A=1 cm, empatados con
sus respectivos espectros de Fourier.
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3.5.2. Acoplamiento por un canal trapezoidal

En el caso de la estructura del canal rectangular se tiene una simetria tanto en el eje
horizontal como vertical. Para romper la simetria en uno de los ejes (en este caso en
el eje vertical), se consider¢ la estructura de canal trapezoidal mostrada en la Fig.
3.24. Las dimensiones de las placas fueron de 15 cm X 15 cm, la longitud L del
canal permaneci6 fija a 5 cm, en tanto que sus bases mayor y menor, B y b,
respectivamente, fueron variables. El rango de frecuencias analizado fue de 200 Hz
a 600 Hz. La estructura de la Fig. 3.24 se pivot6 de dos maneras distintas. Cuando
el pivote fijado al vibrador est4 en el centro de la placa adyacente a la base menor
del canal (b) se hablara del caso 1 y cuando el pivote se fija en la placa adyacente a
la base mayor (B) del canal se hablara del caso 2.

Figura 3.24: Placa analizada donde L es la longitud del canal (fija, 5cm), By b
son las bases variables.

Las Figs. 3.25-3.30 muestran los resultados experimentales para algunos
valoresde By b 3y 1cm, 5y 3 cm, 7y 5 cm), alrededor de ciertas frecuencias de
resonancia para diferentes rangos. Para prop6sitos de comparacion se muestran los
resultados para los casos 1 y 2 mencionados arriba. Al comparar las diferentes
tiguras es claro el efecto de la geometria del canal de acoplamiento en los patrones
de Chladni de la estructura [11]: a) coexistencia de patrones de Chladni diferentes
en ambas placas, y b) coexistencia de patrones de Chladni similares en ambas
placas. Esta misma conclusion se tiene en el caso del canal rectangular analizado en
la sub-seccién anterior. A frecuencias bajas se encontré que los espectros de Fourier
presentan resonancias adicionales a los que tiene una sola de las placas que
conforman la estructura. Sin embargo, es de notarse la diferencia con las
frecuencias de resonancia adicionales que se presentaron en el caso del canal
rectangular.
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f= 242.82 Hz f=242.46 Hz
B=3cmy b=1cm B=5cm y b=3cm B=7cm y b=5cm
| Sl et REm
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f=242.98 Hz f=242.63 Hz f=242.43 Hz
B=3cmy b=1cm B=5cmy b=3cm B=7cm vy b=5cm
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]
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Figura 3.26: Resultados experimentales para el caso 2.
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f=372.76 Hz
B=3cmy b=1cm B=5cm y b=3cm B=7cm y b=5cm
! i i
: 2 AU S oy S T . ‘.;l:"., C 8 L.'" ......... -0

f= 373.25 Hz

f=374.64 Hz f=373.04 Hz
B=3cm vy b=1cm B=7cm y b=5cm

= 1 4 = 2! 2 =

Figura 3.28: Resultados experimentales para el caso 2.

33



Capitulo 3 Resultados Experimentales

= 52272 H2z f=522.26 Hz
B=5cm y b=3cm B=7cm y b=5cm

f=522.86 Hz
B=3cmy b=1cm

poon A

wperems o oonit -t e aeemil R

f= 522.59 Hz $=522.73Hz  f=522.27 Hz
B=3cmy b=1cm B=5cm y b=3cm B=7cm y b=5cm

| et s wonst | ) Ly s vl
i l i l i |

e o e e e e U | = = e w o m_m w wom e e o | = e = e - -8

Figura 3.30: Resultados experimentales para el caso 2.
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3.6 Patrones de Chladni de dos placas isoespectrales

En 1966 Marc Kac plante¢ la siguiente pregunta [13]: ; puede uno escuchar la forma
de un tambor? Cuando se golpea la membrana de un tambor se excitan ciertas
frecuencias que conforman el sonido propio del instrumento. Si se pudieran
encontrar dos membranas de diferente forma pero con igual espectro (formas
isoespectrales) se responderia negativamente al planteamiento de Kac. Tuvieron
que pasar casi tres décadas para que se pudiera contestar a esta interesante
cuestiéon. En 1992, Gordon, Webb y Wolpert mostraron la existencia de diferentes
formas planas que son isoespectrales [14]. En esta seccion se estudian los patrones
de dos placas construidas con las formas isoespectrales reportadas por Driscol [15].
En la Fig. 3.31 se muestra las fotografias de las dos placas isoespectrales
consideradas construidas con cartén, siguiendo el disefio de Driscol. Noétese como
el area total de ambas placas es la misma. Se obtuvieron los patrones de Chladni y
los espectros de Fourier en el rango de frecuencias fue de 100 Hz a 1000 Hz.

En las Figs. 3.32-3.37 se muestran los resultados experimentales obtenidos
para las placas I1 e 12 en tres rangos de frecuencias: bajas (100 Hz a 310 Hz),
medias (350 Hz a 550 Hz) y altas (600 Hz a 1000 Hz) [9]. Evidentemente se puede
entender que isoespectralidad no significa que los patrones de Chladni sean
idénticos. Por ejemplo, esto es bien notorio en los patrones en el rango de
frecuencias medias. Esto es una consecuencia de las geometrias de las placas. Con
respecto a las frecuencias de resonancia medidas, teniendo en cuenta que la
incertidumbre en la medicién de las frecuencias es del orden de los 5 Hz, se puede
decir que las frecuencias de resonancia son similares en ambas placas
isoespectrales.

(a) (b)

8cm

Figura 3.31: Placas isoespectrales analizadas; (a) Placa I1,
(b) PlacaI2. T = 8v2 ~ 11.3 cm.
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Figura 3.32: Resultados para la placa I1 en el rango de frecuencias bajas.

f=183.72 Hz
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Figura 3.33: Resultados para la placa I2 en el rango de frecuencias bajas.
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f=524.39 Hz
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Figura 3.34: Resultados para la placa I1 en el rango de frecuencias medias.

f=372.00 Hz f= 475.97 Hz f=525.03 Hz

— | = ™ Vot o

et | [ E—

N EEE R

Figura 3.35: Resultados para la placa I2 en el rango de frecuencias medias.
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f=714.05 Hz f=928.47 Hz
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Figura 3.36: Resultados para la placa I1 en el rango de frecuencias altas.

f=648.90 Hz f=713.24 Hz f=927.63 Hz
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Figura 3.37: Resultados para la placa I2 en el rango de frecuencias altas.
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3.7 Simulaciones numeéricas

En la Fig. 3.2 se mostraron los comparativos de los resultados experimentales con
las simulaciones numéricas para la placa cuadrada. Para este caso el método
numérico empleado fue de diferencias finitas. Cuando la geometria es mas
complicada es mas adecuado usar elementos finitos. En esta seccién se presentan
los comparativos entre las simulaciones numéricas hechas con el paquete
COMSOL Multiphysics 3.5 [16], con los resultados experimentales para algunos de
los casos analizados anteriormente. Para estos casos se considera que la placa es
muy delgada de modo que se puede tratar numéricamente como una membrana.

En las Figs. 3.38-342 se muestran los resultados para el caso de las dos
placas cuadradas conectadas por canales rectangulares.
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Figura 3.38: Placa conectada con el canal rectangular (5x7cm).
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Figura 3.39: Placa conectada con el canal rectangular (5x7cm).
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Figura 3.40: Placa conectada con el canal rectangular (5x5cm).
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Figura 3.41: Placa conectada con el canal rectangular (5x5cm).
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Figura 3.42: Placa conectada con el canal rectangular (5x1cm).
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Las Figs. 3.43-3.47 se muestran los resultados para el caso de dos placas
cuadradas conectadas por canales trapezoidales.

;i‘

2] B T \/
g i e X -,
cc‘ ms\’-sﬁf‘m”’h”_ /\

v
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Figura 3.43: Placa conectada con el canal trapezoidal (B=3cm y b=1cm).
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Figura 3.44: Placa conectada con el canal trapezoidal (B=5cm y b=1cm).
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Figura 3.45: Placa conectada con el canal trapezoidal (B=5cm y b=1cm).
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Figura 3.46: Placa conectada con el canal trapezoidal (B=7cm y b=1cm).

f =522.04 Hz

Figura 3.47: Placa conectada con el canal trapezoidal (B=7cm y b=1cm).
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Finalmente, en las Figs. 3.48-3.49 se muestran los resultados para la placa
isoespectral I1, en tanto que las Figs. 3.50-3.51 se muestran los resultados
correspondientes para la placa isoespectral 12.
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Figura 3.48: Placa isoespectral I1.
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Figura 3.49: Placa isoespectral I1.
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Figura 3.50: Placa isoespectral 12.
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Figura 3.51: Placa isoespectral 12.
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CAPITULO 4

CONCLUSIONES

En este trabajo de tesis se hizo un estudio experimental y un comparativo
numérico de las vibraciones de placas de carton utilizando la técnica de Chladni.
Se consideraron diferentes geometrias: placa cuadrada, placa cuadrada con cortes
rectos y circulares, placas cuadradas conectadas por canales rectos y trapezoidales,
y placas isoespectrales. Las conclusiones de este trabajo son las siguientes:

L.

II.

I1I.

IV.

Para las placas cuadradas los resultados experimentales empataron en gran
medida a las figuras obtenidas numéricamente en Matlab con el método de
diferencias finitas, considerando una razén de Poisson de 0.47.

Para las placas cuadradas con cortes rectos, se observé que cuando el corte
se hizo a lo largo de la diagonal (Fig. 3.3 (a)) la simetria de los patrones de
Chladni se rompe en comparacién con las placas utilizadas de referencia, en
tanto que cuando los cortes se hacen en forma de rehilete (Fig. 3.3 (b)) la
simetria se mantiene de alguna manera aunque los nodos cambien.

En el caso de las placas cuadradas con cortes circulares a lo largo de sus
diagonales y a una distancia del pivote, se observé que las lineas nodales
son afectadas si el corte esta sobre una de ellas y si se aumenta el radio de
este corte (Fig. 3.17), el cambio en las lineas nodales es mas evidente. Este
tipo de cortes puede ser aplicado a la fabricaciéon de instrumentos de
percusion (tambores) o de cuerda (violines, guitarras, etc.) para la obtencién
de un sonido agradable al oido.

En el caso de las placas conectadas por un canal (rectangular y trapezoidal)
se observaron algunas discrepancias entre los resultados experimentales y
los resultados obtenidos por el método de elementos finitos (Figs. 3.38-3.49).
Es probable que en este tipo de geometrias la placa sea mas propensa a
experimentar algin grado de torsién, lo que puede provocar modos
adicionales en los patrones de Chladni, lo cual fue detectable para los
modos de frecuencias bajas. Otra posible discrepancia puede resultar del
hecho de que la placa de cartén se consideré como una placa muy delgada
para ser modelada como una membrana.

En el caso de las placas isoespectrales hay una mejor correspondencia con
las simulaciones numéricas a pesar de ser modeladas como membranas. Se
verifico la propiedad de isoespectralidad en el sentido de que siendo placas
con la misma area pero de forma distinta, presentan el mismo espectro de
Fourier pero diferentes patrones de Chladni.
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VL

VIIL

Para finalizar, podemos concluir que el uso de placas de cartén es una
alternativa barata, flexible y confiable para el disefio de prototipos que
permitan el estudio de las propiedades de vibracién de estructuras mas
complejas. En este sentido, la construccién previa de modelos de cartén de
sistemas complicados permitirfa afinar detalles de diseho de un modelo
final especifico.

Desde el punto de vista pedagégico, la utilizaciéon del carton y la técnica de
Chladni permiten acercar al estudiante al tema de vibraciones de estructuras
solidas simples y complejas. Desde el proceso de disefio y construccién, y
hasta la visualizacion, en tiempo real, de los patrones nodales especificos de
la geometria de la placa.
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