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Abstract

The problem of finite-time stabilization for a Leslie-Gower prey-predator system th-
rough a bounded control input is solved. We use Korobov’s controllability function. The
trajectory of the resulting motion satisfies the physical restriction that prey and pre-
dator cannot achieve negative values. For this purpose, a certain ellipse depending on
given data and the equilibrium point of the considered system is constructed. Simulation
results show the effectiveness of the proposed control methodology.

Keywords: finite-time stabilization, Korobov’s controllability function, bounded con-
trol input, prey-predator model.
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Resumen

Se resuelve el problema de estabilizacién en tiempo finito para un sistema de presa-
depredador Leslie-Gower a través de una entrada de control acotada. Usamos la funcion
de controlabilidad de Korobov. La trayectoria del movimiento resultante satisface la res-
triccidn fisica de que la presa y el depredador no pueden alcanzar valores negativos. Para
ello, se construye una determinada elipse en funcién de los datos dados y del punto de
equilibrio del sistema. considerado. Los resultados de la simulacién muestran la efectivi-
dad de la metodologia de control propuesta.

Palabras clave: estabilizacion en tiempo finito, funcién de controlabilidad de Korobov,
entrada de control acotada, modelo presa-depredador.
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Introduccion

Un sistema interesante que exhibe oscilaciones y comportamiento cadtico es el modelo
presa-depredador, que debido a sus complejas caracteristicas dinamicas resulta en un
sistema, desafiante para ser controlado. En este modelo se supone que el depredador esta
creciendo logisticamente con una capacidad de carga que depende de la disponibilidad
de una variedad del recurso capaz (presa). Este modelo se ha utilizado para estudiar
biologia, fenémenos y el equilibrio de las especies. Las ecuaciones de Lotka-Volterra,
también conocidas como ecuaciones depredador-presa, son un sistema de dos ecuaciones
diferenciales no lineales de primer orden, que se usan para describir dindmicas de sistemas
bioldgicos en el que dos especies interactiian, una como presa y otra como depredador.

Desde el punto de vista del control, es deseable alcanzar un punto de equilibrio para
el sistema, particularmente en tiempo finito y mediante una entrada de control acotada,
como se considera en este trabajo. Emplearemos de manera crucial el método de V. I.
Korobov que consiste en el uso de la funcién de controlabilidad (CF), que es una funcién
de tipo Lyapunov. Las principales diferencias entre las funciones CF y Lyapunov son las
siguientes:

El uso de la CF (funcién resp. Lyapunov) permite estabilizar el sistema de control en
tiempo finito (resp. en tiempo infinito) [11], [12].

La CF (resp. Funcién de Lyapunov) se aplica a los puntos de equilibrio o no equilibrio
(resp. solo para puntos de equilibrio) [13].

La CF (resp. Funcién Lyapunov) es una funcién implicita (resp. Funcién explicita) [17].
Ver también [14] y |15].

En comparacién con trabajos previos sobre la estabilizacién del modelo de presas y
depredadores [18], en este trabajo actual presentamos una familia de controles acotados
que estabilizan el mencionado sistema en tiempo finito. Véase el teorema Ademas,
para el punto de equilibrio del sistema, se da una vecindad admisible en términos del
interior de una elipse. Consulte el lema y la observacién [2.13]



2 Introduccién

Antecedentes Historicos

A principios del siglo XX, dos matematicos, el estadounidense Alfred Lotka y el
italiano Vittora Volterra, desarrollaron de manera independiente unas ecuaciones ma-
tematicas que describen la relacién entre dos especies que comparten un mismo recurso.
Este modelo se centra solo en las interacciones depredador-presa e ignora la competencia,
la enfermedad y el mutualismo. Al igual que con muchos otros modelos matematicos,
se hicieron muchos supuestos en la creaciéon de las ecuaciones de Lotka-Volterra. Tales
supuestos incluyen:

1. No hay escasez de alimentos para la poblaciéon de presas.

2. La cantidad de comida suministrada a la presa estd directamente relacionada con
el tamano de la presa.

3. La tasa de cambio de la poblacién es directamente proporcional a su tamaio.

4. El medio ambiente es constante y no se supone que la adaptacién genética sea
insignificante.

5. Los depredadores nunca dejardn de comer.

En 1910, Lotka propuso las ecuaciones como una forma de entender las velocidades de
las reacciones quimicas autocataliticas, procesos quimicos que se regulan a si mismos. En
la década siguiente, Lotka aplicé las ecuaciones a la dindmica poblacional de animales
salvajes. En 1926, Vito Volterra lleg6 a las mismas conclusiones, describié las variaciones
observadas en las poblaciones de peces en el norte del mar Adridtico. Durante la Primera
Guerra Mundial se interrumpieron las actividades de pesca, y una vez se reactivd este
sector, los pescadores encontraron un nimero mayor de peces selacios en sus redes.
Podria pensarse que la interrupcién en la actividad pesquera produciria el aumento
de la poblacién de peces presa que produciria, a su turno, el aumento de los peces
depredadores. Pero el crecimiento de ambas especies no siguié estd dindmica porque los
peces depredadores aumentaron su poblacién en una tasa no proporcional a la tasa de
crecimiento observada en la poblacion de peces presas. Usando las mismas ecuaciones
que Lotka, Volterra finalmente explico las fluctuaciones tanto en la especie depredadora
como en la presa.

Estas ecuaciones revelan que las especies estan atrapadas juntas en una lucha sin fin,
pasando de un desastre cercano y extincion a tiempos de abundancia y fertilidad. En
esta carrera armamentista biolégica, la presién evolutiva sobre la especie de presa es
escapar de la depredacién y sobrevivir, para tener més descendencia. Mientras tanto,
el depredador estd bajo presién para tener una tasa de depredaciéon mas alta con el fin
de proporcionar alimento a mas crias. Sin embargo, ninguna de las especies es superior,
respondiendo en cambio a las adaptaciones de la otra.
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Modelo matematico depredador- presa

Sea la densidad de poblacién de presas y depredadores X (t) e Y () respectivamente.
Considere el siguiente sistema no lineal, el cual esta escrito en la forma Leslie y Gower
quienes dieron el primer modelo dependiente de la relacién.

dX __ X Y X
ar =rmX(1—-%) — %1,

r=s(-3%)Y

Donde el parametro r es el crecimiento intrinseco de las especies de presa con capacidad
de carga K. Ademds T es una variable de tiempo escalada, m denota la tasa de consumo
per capita del depredador. La constante a denota el niimero de presas necesarias para
obtener la tasa maxima de solo la mitad, mientras s es la tasa de crecimiento de la
poblacién Y, finalmente n es la magnitud de la calidad alimentaria de la presa para
la reproduccién en la poblacién de depredadores [6}/18]. Se toman todos los parametros
positivos. El siguiente conjunto de variables y pardmetros adimensionales ayuda a reducir
el nimero de pardmetros de seis a tres:

f T 7{ 7mY

TR T T R
a mn S

o=@l

Esto conduce a una forma adimensional del sistema al cual agregamos un control u

12
m%—&-a

.fl = $1(1 — ml) —
_ . (0.1)
1'2:7( —M>x2+u, lu| < uy.

Donde 1, &9 significan la derivada de x1(t), z2(t) respecto del tiempo. El sistema
estd definido en el conjunto D := {(z1,x2) € R2:2, > 0,29 > 0} con la condicién inicial
(ZL‘?, xg) y ZL'(I) > 0, xg > 0, con u como entrada de control para lograr la estabilizacion
del sistema en el punto de equilibrio. Ademds (£,17) € D es el punto de equilibrio del

sistema (0.1]) con u = 0.

Objetivo de la tesis

El objetivo de la tesis es aplicar el método de la funciéon de controlabilidad para
resolver el problema de control del sistema presa depredador. Con este fin se utiliza el
método propuesto por V.I Korobov de 1979 que consiste en la construccién de un control
posicional u = u(x) en base a una funcién del tipo de Lyapunov 6(z).
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Planteamiento del problema

Dado el sistema (0.1) con «, 3, v pardmetros positivos, considerado en la region
D := {(z1,72) € R? : 21 > 0,29 > 0}, se requiere hallar un control posicional u = u(x)
tal que satisfaga la condicién |u(x)| < u; tal que la trayectoria x(t) = (z1(t), z2(t)) del
sistema a partir del punto inicial zo := (29,29) que pertenece a una determinada
vecindad del punto de equilibrio Z := (&, ), termina en z en tiempo finito T'(z, z). Este
problema es llamado problema de sintesis o problema de retroalimentacién.

Metodologia

Para resolver el problema de estabilizacion en tiempo finito del sistema de presa
depredador, vamos a seguir el siguiente esquema:

&= f(x)+bu

v N\
2=Apz+bw+g(z) <«— y=Ay+bu+g(y)

(i) Escribir como & = f(z) + bu.
(ii) Encontrar los puntos de equilibrio del sistema & = f(x).
(iii) Usando la transformacion y = x — 7 se traslada el punto de equilibrio al origen.
(iv) Usando una segunda transformacién z = F'y, se traslada de y a z.
(v) Resolver el problema de sintesis para el sistema canénico z = Agz + bw.
(vi) Transformar de nuevo la solucién a la variable original x.

(vii) Graficar la trayectoria x(t) y el control u(z(t)).

Contribuciones de la tesis

En la presente tesis revisamos de manera exhaustiva el trabajo de Choque Rivero
A.E., Ornelas-Tellez F. [3]. En particular, hacemos énfasis en la revisién del conjunto de
puntos de equilibrio del sistema considerado. Se presentan varios ejemplos que permiten
entender la tesis de una manera adecuada desde el punto de vista de un estudiante de
licenciatura, cabe resaltar que en esta tesis no se proporciona una contribucién original.
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Organizacién de la tesis

La tesis esta organizada de la siguiente manera: En el capitulo 1 se revisan las defi-
niciones y teoremas referentes a la teoria de Lyapunov y teoria de control. Se presenta
el método V.I. Korobov, el cual esta basado en la construccion de la funcién de contro-
labilidad #(x) que nos permite construir el control posicional buscado u = u(z). En el
capitulo 2 se reproducen las definiciones y teoremas referentes al modelo presa depreda-
dor, las cuales son de gran utilidad para resolver el problema de sintesis. Se encuentran
algunos puntos de equilibrio del modelo presa depredador. Se hace uso de algunos cam-
bios de variable los cuales nos permiten resolver el problema de sintesis para el sistema
canodnico. Se aplica el método V.I. Korobov de modo que se encuentra una familia de
controles acotados que estabilizan el sistema presa depredador en tiempo finito. Se mues-
tran las gréaficas obtenidas de la trayectoria, del control encontrado y de la funcion de
controlabilidad.



Capitulo 1

Estabilidad en el sentido de
Lyapunov

La nocién de estabilidad que consideraremos en este trabajo fue postulada por el
matematico ruso A. M. Lyapunov]l]

Consideremos el sistema de ecuaciones diferenciales:

i = f(), (1.1)
donde z € R”, f: W — R, W C R" abierto y f € CY(W).

Aqui W es una regién en R™, es decir, es un conjunto abierto y simplemente cone-
xo. El sfmbolo C!'(W) denota el conjunto de todas las funciones continuas, continuas
diferenciales parciales de f en W.

Definicion 1.1. Un punto & € W se llama punto de equilibrio del sistema st
f(@) =o.

Ejemplo 1.1. Sea n = 2 y consideremos el sistema con

f(x):[gﬁ—xg—l]

21’2

1 A.M Lyapunov nacié en Yarolslavl, imperio Ruso, hijo de Mihail V. Lyapunov, conocido astrénomo
ruso. Estudio en la universidad de San Petersburgo, donde tuvo como companero de estudios a A. Markov.
Fue alumno de P.LL Chebyschev. Escribié su tesis de doctorado (1892) con el titulo ¢ El problema general
sobre la estabilidad del movimiento ”. Después de su doctorado fue catedratico de la universidad de
Kharkov. Areas de estudio: Ecuaciones diferenciales, teoria potencial, estabilidad de sistemas y teoria de
probabilidades.
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Claramente f(z) = 0 en los puntos z = (1,0)* y & = (—1,0)*, los cuales son los
unicos puntos de equilibrio de (|1.1)).

El anélisis de las soluciones del sistema cerca de los puntos de equilibrio es
uno de los principales objetivos en el estudio de sistemas de ecuaciones diferenciales
y sus aplicaciones. Un punto de equilibrio, sin embargo, satisface un cierto criterio de
estabilidad para ser relevante fisicamente.

Definicién 1.2. [10] Sea z = 0 € W un punto de equilibrio del sistema (1.1)). Se dice

que:

a) T es estable segin Lyapunov (6 simplemente estable) si para todo € > 0, existe
d=0(e) >0 tal que ||x(0)]| <6 = [|z(t)| <€, VE > 0.

b) Z es asintOticamente estable si es estable y 6 puede ser elegida tal que
|z(0)]| < 0 = limy_oo x(t) = 0.

¢) T es inestable si no es estable.

Para determinar la estabilidad de un punto de equilibrio Z del sistema (|1.1)), utiliza-
remos los método indirecto y directo de Lyapunov.

1.1. Meétodo indirecto de Lyapunov

Se llama sistema lineal asociado al sistema (|L.1]) al sistema
&= Az, (1.2)

donde A es el jacobiano de la funcién f en el punto x = Z. La matriz jacobiana se denota

como 8]“
A=2L
55 )

r=x

El método indirecto de Lyapunov permite analizar la estabilidad del punto de equili-
brio del sistema (|1.1) mediante el andlisis de la estabilidad del punto de equilibrio z = 0

del sistema (|1.2]).

El comportamiento de las soluciones del sistema (1.1)) en una vecindad de x = T se
determina por los valores propios de la matriz A. En particular, se tiene que el origen es
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asintéticamente estable si y sélo si todos los valores propios de la matriz A tienen parte
real negativa.

Si una matriz A tiene todos sus valores propios con parte real negativa, entonces A
se llama matriz de Hurwitz. Por lo tanto, el origen del sistema (|1.2)) es asintéticamente
estable si y sélo si A es de Hurwitz.

El siguiente teorema detalla las condiciones bajo las cuales podemos sacar conclusio-
nes sobre la estabilidad del punto de equilibrio = 0.

Teorema 1.1. (Método indirecto de Lyapunov). El punto de equilibrio T del sistema no
lineal es asintoticamente estable si el origen del sistema lineal es asintoti-
camente estable, esto es, si todos los valores propios de la matriz A tienen parte real
negativa. Bl punto de equilibrio T es inestable si al menos un valor propio de A tiene
parte real positiva.

Ejemplo 1.2. Consideremos el sistema no lineal en R?:

.fl = —21‘1 — (.272 — 1)2,
.fg = —x% — (IL’Q — 1).

Este sistema tiene un punto de equilibrio en & = (0,1)* y su linealizacion en T estd dada

por
. -2 2
= Ax, con A_( 0 _1).

Los valores propios de la matriz A son Ay = —2 y Ay = —1. Por lo tanto utilizando el

método indirecto de Lyapunov concluimos que T es un punto de equilibrio asintoticamente
estable.

Notemos que el método indirecto de Lyapunov no establece condicién alguna para
cuando algun valor propio de la matriz A tiene parte real igual a cero, en este caso
la linealizacién no es suficiente para determinar la estabilidad del punto de equilibrio
del sistema no lineal. En la siguiente secciéon describiremos otro método, desarrollado
también por Lyapunov, que en algunas ocasiones resuelve esta dificultad.

1.2. Método directo de Lyapunov

Uno de los métodos maés eficaces para estudiar la estabilidad es el método directo de
Lyapunov o también conocido como teorema de Lyapunov sobre la estabilidad. A finales
del siglo XIX Lyapunov desarroll6 este método para el analisis de la estabilidad en los
puntos de equilibrio del sistema , el cual consiste en considerar una nueva funcion
con ayuda de la cual se establece si el sistema estudiado es estable o asintéticamente
estable. A continuacién se enuncia el teorema:
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Teorema 1.2. (Método directo de Lyapunov). Sea & € W un punto de equilibrio de
. Si existe V : U — R una funcion continua definida en una vecindad U C W de T,
derivable en U \ {Z}, tal que:

a) V(z)=0,V(z) >0en U\ {Z} y
b) V| =30 %fk < 0en U\ {Z}, entonces Z es estable, si ademés
c) V\ < 0en U\ {Z}, entonces T es asintéticamente estable.

Definicién 1.3. Una funcion V : U — R que satisface las condiciones a) y b) del teore-
ma, se llama funcién de Lyapunov para . Una funcién V' que satisface la condicion
a) del teorema con T =0 se dice que es positiva definida.

Ejemplo 1.3. El sistema de ecuaciones diferenciales en R? dado por:

L 3

€Tl = T2 — Iy,

.fg = —I1 — 31’%,
tiene al origen como punto de equilibrio y considerando la funcion positiva definida
V(z1,72) = 23 + 23, obtenemos que

V =2z (zo — ) + 22o(—x1 — 323) = —2(x1 + 323).

AsiV <0 en R?\ {(0,0)}, entonces utilizando el método directo de Lyapunov, el origen
es asintoticamente estable.

Una desventaja que se presenta al tratar de aplicar el método directo de Lyapunov es
que no existe un método generalizado para hallar funciones de Lyapunov, por lo que es
necesario proponer una funcién positiva definida y probar si ésta cumple las condiciones

b) o ¢) del teorema [1.2]

1.2.1. Criterio de estabilidad de Routh-Hurwitz

A continuacién, se presenta el criterio de estabilidad de Routh-Hurwitz. Este método
nos permite determinar si las raices de un polinomio de grado n tienen o no parte real
negativa sin resolver la ecuacién.

La ubicacién de las raices de un polinomio es importante en el estudio de la estabi-
lidad de un sistema lineal. En particular, las raices del polinomio caracteristico de una
matriz que determina un sistema lineal permite caracterizar la estabilidad del sistema
mencionado.
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Teorema 1.3. (Teorema de Hurwitz). La condicion necesaria y suficiente para que las
partes reales de todas las raices del polinomio

M 4a2" Nt an_1z+ap

con coeficientes reales sean negativas, es que todos los menores principales de la matriz
de Hurwitz

a; 1 o o --- 0
as a9 aq 1 e 0
as a4 as a9
ar  ag as a4

0 0 0 0 - ap

sean positivas.

Donde los menores principales de la matriz de Hurwitz son los siguientes determi-
nantes:

al 1 0 -0
a 1 a1 0 a a a
Al =ay, Ay=|" . As=laz ay ai|--- A, =|"7" 2 !
a3 a2 a a a PR PR PR

5 0408 0 0 0--- ap

Formulemos el criterio de Hurwitz para el polinomio caracteristico de una matriz A
2 x 2.

Sea
= <a11 a12> '
az1 022
Recordemos que la traza y el determinante de la matriz A, estdn dados por:

TrA = ai1 + ao

det A = ajiaz2 — azaz1,

respectivamente.

El polinomio caracteristico de la matriz A es
Pa(A) = [A = M|
=N +tpAtaq (1.3)
donde p; = —TrA, q; = det A.

Observacién 1.1. La condicion necesaria y suficiente para que el polinomio caracteristi-
co tenga raices con parte real negativa es que

TrA <0, detA>0. (1.4)
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Demostracion. La demostracion de esta observacién se sigue inmediatamente del teore-
ma de Hurwitz. ]

1.3. Controlabilidad

La teoria de control consiste en el estudio de las ecuaciones diferenciales de la forma
&= f(z,u), x e R", ueR" fecCYD),DcR", (1.5)

donde D es una region, es decir, un conjunto abierto y simplemente conexo. La ecuacion
diferencial puede ser influida por un control de la forma u = u(z,t), en este caso el
control depende del estado x y del tiempo ¢t de manera independiente. El control puede
ser de la forma u = u(t) de donde el control depende solamente del tiempo, es decir, para
cada tiempo determinado, el control cambia. También el control puede ser de la forma
u = u(x), en este caso el control depende solamente del estado z, es decir, el control
“mira” al estado y de acuerdo a donde se encuentre, actia. Este es el tipo de control
que vamos a estudiar en esta tesis. Este tipo de sistemas de control son de gran utilidad
desde el punto de vista de su aplicacién. Uno de los problemas de la teoria de control
matematica consiste en verificar si es posible llevar un estado x1 a otro estado xo. Este
problema de llama problema de controlabilidad. En este trabajo estudiamos sistemas de
control desde el punto de vista de estabilidad, es decir, el control u lo entendemos como
u = u(zx). La particularidad de nuestro trabajo consiste en utilizar controles acotados
que son los que aparecen en los modelos matematicos cercanos a la realidad.

Definicion 1.4. Si para un par de estados x1,x2 € R" existe una funcion continua a
trozos u(t),
u(t) : [0, 7] - R"

tal que la trayectoria x(t) del sistema
&= f(z,u(t))
x(0) = 1

satisface la igualdad x(T) = x2, entonces se dice que el control u(t) traslada el estado xq
al estado xo en tiempo T.

Definicién 1.5. [10] El sistema es completamente controlable si para todo x1, T2
€ R" existe un control u(t) definido en [0,T] tal que traslada el estado x1 al estado xo.

Definicién 1.6. (Controlabilidad cero). Se considera el sistema de control lineal siguien-
te:

& = Az + Bu, (1.6)
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donde Ayxn, Bnxr son matrices reales. Entonces el sistema @ se llama cero con-
trolable en tiempo T si existe
ueQCR"

donde § es conjunto compacto, tal que uw = u(t) traslada xqy al origen en tiempo T.

El siguiente teorema permite verificar si un sistema lineal de control es o no es
completamente controlable en términos de las matrices A,nxn v Bpxr. El hecho de que
el criterio se presente en términos de las matrices A, x, ¥ Bnx, del sistema es muy util
ya que no es necesario conocer la solucién del sistema.

Teorema 1.4. (Criterio de Kalman). [16] Sea @ = R". Consideramos el sistema de
control lineal siguiente:

& = Az + Bu, (1.7)
donde Apxn, Bnxr son matrices reales. El sistema de control lineal es comple-
tamente controlable si el rango de la matriz (B, AB, ..., A" 'B) = n. Donde n es la
dimension del espacio fase R™.

Ejemplo 1.4. Consideremos el sistema & = Ax + Bu donde

1 2« 0
ae(12) eex mo(0).

Utilizando el criterio de Kalman se tiene que

rang(B, AB) = rang( (1) 261 )

es igual a 2 para o # 0 por lo tanto el sistema en este caso es completamente controlable,
y para o = 0 el rango es 1 por lo tanto el sistema no serda completamente controlable.

1.3.1. Estabilizacidon via linealizacién

La forma maés practica de abordar el problema de la estabilizacién para los sistemas no
lineales es apelar a los buenos resultados disponibles en el caso lineal, es decir, a través
de la linealizacién. A continuacion se disena una ley de control de retroalimentacion
que linealiza el sistema sobre el punto de equilibrio deseado y se disefia un control de
retroalimentacion lineal estabilizador para la linealizacién [10].

La estabilizacién de un sistema no lineal controlable
T = f(z,u), z(0) =29 € R" (1.8)

donde £(0,0) =0y f € CYW), W C R*™™" que contiene al origen (z = 0,u = 0) se
puede llevar a cabo mediante la estabilizacién de su linealizacién alrededor del origen,
dada por el siguiente sistema:

& = Az + Bu, (1.9)
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donde of
A=— .
Ox (x’ U) =0, u=0
El par (A, B) se llama controlable si el sistema (|1.9) es completamente controlable. El par
(A, B) se llama estabilizable si el sistema (1.9)) es estable, es decir, todas las soluciones

de (1.9) con u = u(x) tienden a cero cuando t tiende a infinito.

_9f
=0, u:07 B= %(337 U)

Un sistema completamente controlable es estabilizable pero un sistema estable puede
no ser completamente controlable. Esto ocurre cuando no es posible controlar al sistema
en cierto subconjunto del espacio R", ademas, el sistema a lo largo de este subconjunto
tiende al origen.

Supongamos que el par (A, B) es controlable o al menos estabilizable. Se disena una
matriz K para asignar los valores propios de A — BK a las ubicaciones deseadas en el
semiplano izquierdo del plano complejo. Ahora aplicando el control de retroalimentacion

lineal de estado u = — Kz al sistema no lineal (1.8)), el sistema de circuito cerrado es:
= f(x,—Kzx). (1.10)

Claramente, el origen es un punto de equilibrio del sistema de circuito cerrado. La linea-
lizacién de ((1.10)) sobre el origen x = 0 esta dada por:

d d
T = a—i(x,—Kﬂz)—l—aT{(x,—Kx)(—K) x=(A— BK)z.

=0

Ya que A — BK es Hurwitz, por el del teorema el origen es un punto de equilibrio
asintoticamente estable del sistema de circuito cerrado.

Ejemplo 1.5. Deseamos estabilizar el sistema
&=+ U,

usando un control posicional. La linealizacion en el origen nos da el sistema lineal & = u,
el cual puede ser estabilizado usando u = —kx con k > 0. Cuando este control se aplica
al sistema no lineal, tenemos

&= 2% — kz,

cuya linealizacion en el origen es © = —kx. Entonces por el teorema el origen es
asintoticamente estable, y decimos que u = —kx es un control estabilizador.

1.3.2. Linealizacion del sistema presa depredador

En esta seccién utilizamos resultados del articulo [18]. Vamos a estudiar la esta-
bilizacién en tiempo infinito del sistema linealizado que corresponde al sistema (|0.1)).
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Reescribiremos el sistema (0.1]) con las transformaciones v = x1 — 2] y w = z2 — 25, de
manera que el sistema (0.1)) se reduce a

0= (v+ap)(l = (v+27)) - (U(J;i?;;gi?)> (1.11)
W= (w+a3)(y— g((fi;:%))) + . '
El sistema linealizado tiene la forma:
T = A7+ bu (1.12)
donde L )
e ((1 — oy — L —x{§;a> | 113)
el -

~()o-()

Teorema 1.5. Sea (x7,z3) el punto de equilibrio del sistema . La ley de control de
retroalimentacion u = ki(z1 — x7) + ka(z2 — 3) estabiliza el sistema linealizado
en tiempo infinito, donde

(ks —7)(1 — 22% — (a—z}?)Ba]

*2_,’_ 2
ky > = Eixel gy,
93’1‘2+a
(o — a7?) B
ko <v+2x] + —r—"—= —1.
257 ! (232 4 )2

Demostracion. En la retroalimentacion lineal, cada variable de control toma como una
combinacién lineal de variables de estado. En nuestro caso

u= K1, (1.14)

donde el vector fila K = (lﬁ kg) representa una retroalimentacién constante. Usando
(1.14), el sistema ((1.12)) puede escribirse como

I =(A+bK)E = C1, (1.15)
_ * (a—x%?) Bzt ¥
C=A+bK = <(1 — 221 - (x;21+a)21) _mfil—a> _
By + ka1 —7 + ko
La traza y el determinante de la matriz C son
%2 *
I e IR PPV Gl 1

(11*% + )2

%2 * *
det C = <1—2x>{—m) (=7 + k2) + (By + k1) (x*fl )
1
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La definicién de traza de una matriz y determinante pueden consultarse en apéndice (ver
seccion |A.4). Se deduce del criterio de Routh-Hurwitz que el sistema controlado (1.15)) es
estable si y solo si se satisface ((1.4]). Por lo tanto, si k1 y ko satisfacen las desigualdades

(ks = )(1 = 207 - (i

*2 2
ky > = il _ gy,
:c’l‘Q—i-a
(o — ap*) By
ky <~v+22] 4+ —F5—"—7-—-1<0.
2= Pt +a)?
La solucién = = 0 del sistema (1.15]) es estable. O

Observacion 1.2. En la seccion presentamos una expresion diferente para la
matriz A. En , la matriz A utiliza los pardmetros o B, v mientras que la
matriz A se determina mediante 3, v como pardmetros.

1.4. Estabilizacién en tiempo finito

1.4.1. Problema de sintesis

El problema de sintesis 6 problema de retroalimentacién, se plantea de la siguiente
manera:

Consideremos un sistema controlable
&= f(z,u), z€eWCR" uwueQCR" (1.16)

Se quiere construir un conjunto de controles posicionales U = {u(z)} tales que:

i) u(x) sea una funcién continua, continua diferenciable en R™ \ {0} y cumpla con la
restriccion ||u(z)|] < d.

ii) La trayectoria del sistema cerrado & = f(x,u(x)), que comienza en x(0) = xg
termine en el origen en tiempo finito T'(zg) < oo.

Entre las particularidades de este problema se tienen las siguientes:

El sistema cerrado no satisface las condiciones del teorema de Picard sobre existencia
y unicidad (ver apéndice, seccién en la regién donde se resuelve el problema de
sintesis, ya que a través del punto = = 0 pasan un conjunto infinito de trayectorias. Esta
dificultad se puede resolver si:
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a) Consideramos controles continuos para z # 0, que satisfagan la condicién de Lips-
chitz en cada anillo {z : 0 < p; < ||z|| < p2} y tales que para p; — 0 la condicién
de Lipschitz crezca sin cota.

b) Consideramos controles discontinuos, los cuales requieren de una nueva definicién
de solucién de sistemas de ecuaciones diferenciales con parte derecha disconti-
nua(ver [5]). Este caso no lo consideraremos en este trabajo.

c) Ademas ya que el control u(x) satisface la restriccion u € €2, entonces atn en el
caso lineal el sistema cerrado es no lineal.

V.I. Korobov sugirié en [11] un método de resolucién del problema de sintesis para
sistemas lineales y algunos no lineales, este método esta basado en la construccion de
una funcién 6(z) mediante la cual se construye el control posicional buscado u(z) =
@(x,0(x)). La funcién O(x) es una funcién del tipo de Lyapunov y se describe en el
siguiente teorema.

1.5. Funcién de controlabilidad

Teorema 1.6. (Teorema fundamental de la funcion de controlabilidad)Korobov, 1979].
Consideremos el sistema controlable dado por:

= f(z,u), z€R" weQCR", f:R"xQ—=R" (1.17)
Supongamos que la funcion f satisface la condicion de Lipschitz
1f(@",u") = f&", )| < Lip, p1) (2" — 2| | + [Ju" — 2/|])
en cada region (xz,u) : 0 < p <||lz|| < p1, we Q.
Si eziste una funcion 0(x) continua en una vecindad G del origen y un control u(x)

conz € Q C G donde Q = {z:0(x) <C, C >0} (C es tal que el conjunto Q es
acotado) tales que:

1. O(x) es continuamente diferenciable en G\ {0}.

2. 0(0) =0, 6(z) > 0 para x € G\ {0}.

3. El control u(x), cumple la condicion de Lipschitz es decir, se tiene
[lu(2") — w(z')]| < La(p, p1)|l2" — 2/l

paraz € Q y0 < p < lal < pr.
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4. Se satisface la desigualdad:

lem = 8;53@ filz,u(z)) < —BO V() (1.18)
i=1 '

para o >0, B>0.

Entonces la trayectoria del sistema @ = f(x,u(x)), que comienza en un punto
z(0) = zo € Q, termina en el origen en tiempo finito:

T(z0) < %01/“(330). (1.19)

Demostracion. Calculamos la derivada de 0(x) respecto al tiempo, evaluada en el sistema
& = f(x,u(x)) sobre la trayectoria x(t) que comienza en el punto xo € Q. Tenemos:

da0) = 3 22D pat), et
i=1 !
ya que se satisface la desigualdad , se tiene:
O(a(t)) < —BO" 1 (2(t)).

Si la trayectoria x(t) # 0 entonces

4 grja(pr)) = O(a(t))  _ pO M (a(1)) g

dt T Vo (2(t)) © ab-a(a(t)

Sea 7 > 0 cualquier nimero tal que la solucion x(t) estd bien definida en [0,7].
Integramos la ultima desigualdad de 0 a T, entonces:

01 (x(7)) — 01 (z0) < —gT

o equivalentemente:

01 (2(7)) < 0V (x0) — gf. (1.20)

Denotemos por B(0,¢€) y B(0, po) las bolas con centro en 0y radios € y py respectivamente
ye <llxol], po tal que Q@ C B(0, pg). Como cualquier solucion que comienza en un punto
20 € Q se queda en Q (debido a que §(x(t)) <0) y siz', 2" € Q\ B(0,¢) tiene lugar la
desigualdad:

1/ (2", u(z")) = f(2', u(@))]] < Li(e, po) (1 + La(e, po)) [l — 2.

Entonces la solucion x(t) que empieza en xo € QQ, se puede extender al segmento [0,T1]
tal que si t € [0,T1] entonces ||z(t)|| > €, por eso para esos valores de t, la desigualdad
1.20}) es cierta.
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Probemos que en el tiempo T'(e) < %QI/O‘(xO) la trayectoria x(t) llega a la frontera de
la bola S(e). Suponiendo lo contrario, obtenemos que ||z(t)|| > € para 0 <t <T y T >
%QI/O‘(CEO) pero si T # T, la parte derecha de la desigualdad es mo positiva, pero
la parte izquierda de la misma desigualdad cuando T # T, es positiva ya que ||z(t)|| > e.
Como el tiempo de llegada a la frontera de la bola de radio € crece mondtonamente si
e decrece y como T(g) < %9”“(%), entonces existe lim._,0T(e) = 7 < %01/0‘(1‘0) pero
limy_,7 x(t) = 0.

O

La funcion 6(z) se llama funcién de controlabilidad.

Observacion 1.3. Notemos que para c = 0o en caso de cumplirse la desigualdad ,
la funcion 0(x) es la funcion de Lyapunov.



Capitulo 2

Estabilizacion en tiempo finito del
sistema depredador presa

2.1. Analisis de los puntos de equilibrio

En este capitulo vamos a considerar el problema de estabilizaciéon para el sistema
presa depredador . Estudiaremos el nimero, la conducta y el andlisis de la estabili-
dad de los puntos de equilibrio Z del sistema en el primer cuadrante. Para ello se
requiere el siguiente teorema el cual es de gran utilidad para conocer los ceros de una
funcién en un intervalo determinado.

Teorema 2.1. (Teorema de Bolzano). [1] Sea f continua en cada punto del intervalo
cerrado [a,b] y supongamos que f(a) y f(b) tienen signos opuestos. Eziste entonces por
lo menos un ¢ en el intervalo abierto (a, b) tal que f(c) = 0.

Recordando que el estado (x1,xz2) del sistema (0.1)) pertenece al primer cuadrante
abierto, cuando x; > 0 y x2 > 0, entonces la siguiente observacion es valida.

Lema 2.2. Las coordenadas del punto de equilibrio (§,1n) del sistema satisfacen
las siguientes desigualdades:

0<&E<, 0<n<p. (2.1)

Demostracién. Demostraremos la primera desigualdad de (2.1]). Buscamos los puntos de
equilibrio del sistema (0.1)) con v = 0. Igualando la parte derecha de (0.1)) a cero, de la

primera ecuacién se tiene

21 (@7 +a)(1—z1) —32) =0, a1 > 0,22 > 0. (2.2)

19
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Sea x1 > 0, entonces, la igualdad (2.2 es equivalente a
(2 4+ a)(1 — 1) — 2 = 0. (2.3)

De la segunda ecuacién del sistema ((0.1)), tenemos:

Z2

Bry
De (2.4) y (2.3)) se desprenden los siguientes casos:

v (Br1 — x2) 0, z1>0. (2.4)

Caso I. La ecuacién ([2.4)) es cero si 3 = 0. Colocando z2 = 0 en (2.3) se obtiene la
igualdad x; = 1. Asi, un punto de equilibrio es = (1,0). Dicho punto de equilibrio no
es fisicamente apropiado para el modelo presa-depredador.

Caso II. Si x9 # 0 en ([2.4]), entonces se debe cumplir la igualdad

o = 5:(}1. (2.5)
Sustituyendo ([2.5) en (2.3) tenemos:
—23 422 — (a+ Bz +a=0. (2.6)

Ahora verificamos que ([2.6)) tiene una solucién en el intervalo (0,1). Evaluando f(z1) en
1 =0,y x; =1, tenemos:

f0O)=a, a>0 (2.7)
f(1)y=-p, p>o0.

Por teorema de Bolzano existe £ tal que f(§) = 0 con 0 < £ < 1. Demostraremos que
no existen ceros de f(x1) en (—o0,0] U[1,00). Notemos que la derivada de f(z1) tiene
la forma

f'(x1) = =327 4 221 — (a + B). (2.9)

Los ceros de f'(x1) son:

B = fi(0,8) = (1~ V1~ 30— 39) (2.10)
%2 = fola, ) = %(1 1= 30— 30). (2.11)

Calculando la segunda derivada de f(x1) tenemos que el maximo de f’(x;) se alcanza
en r| = % Tomando en cuenta que a > 0, 8 > 0, observamos que el mayor de los ceros

de f’(x1) satisface la desigualdad

~ 2
$2<§,

y el menor de los ceros de f/(z1) satisface:

51>0.
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Consecuentemente, la derivada de la funcién f(zq) satisface f'(x1) < 0 en el intervalo
(—00,0). De manera andloga comprobamos la desigualdad f’(x1) < 0 en el intervalo
(1,00). Asi, la funcién f(z;) es estrictamente decreciente en (—o0,0) U (1,00). Por el
hecho de que f(0) = «, lim,—,_ f(2) = 400 y que la funcién es continua, tenemos que
f(z1) no tiene ceros en (—oo, 0].

La derivada de la funcién f(x1) satisface f'(z1) < 0 en el intervalo (1, 00). Notamos
que f’(x1) < 0, entonces f(x1) es estrictamente decreciente. Por (2.8)) tenemos que f(x1)
no tiene ceros en el intervalo [1, 00). La segunda desigualdad de (12.1)) se demuestra usando

E9). O

Lema 2.3.  a) Para que la ecuacion @ tenga una unica solucion con multiplicidad
: ' — 1 _ 8 . : _ 1
tres, es necesario y suficiente que @ = 5=, 3 = o y la Taiz es igual a £ = 3.

b) Para que la ecuacion (@) tenga dos soluciones diferentes, una de ellas con mul-
tiplicidad dos es necesario y suficiente que

1 8
— —. 2.12
O<a<27, O<ﬁ<27 (2.12)
c) Sea
B=a%—a, a>0. (2.13)

Entonces la ecuacion (@) tiene las siguientes tres raices

1 1
&= 5(1 —\/1-2a3 —3a3 —Oé%),fg = 5(1—1— \V1-2a3 —3a3 —a%),gg = a3,

(2.14)

Demostracion.  a) Sea x* el cero de multiplicidad 3 para (2.6)). Usando el binomio de
Newton para el polinomio de tercer grado tenemos

—(z — ") = —(2® — 32" 2 + 30 — x*3)
= —a? 4322 — 32" x + 2% (2.15)
Igualando coeficientes de (2.15)) y (2.6) tenemos
3z =1.

De donde se obtiene que la raiz tinica de multiplicidad tres de l’ es ¥ = %
Reemplazando z* en ([2.15]) tenemos:

1 1
3 2
- -3 = —. 2.16
z’+w <9> T+ o (2.16)
Comparando la expresién (2.16]) con (2.6) obtenemos
1
o = ?7, o+ 6 = §

De esta manera, a = 2% y B = %. Queda demostrado a).
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b) Asumiendo que la ecuacién (2.6)) tiene una raiz con multiplicidad doble x = p y

otra raiz con multiplicidad uno = ¢ con p # ¢. Usando el teorema de Vieta (ver
apéndice [9]), tenemos:

—(z—p)*(z—q) = —(2" = 2pz +p)(z — q)

= -2’ + (2p + q)2” — (p* + 2pg)z + p°q. (2.17)
Comparando los coeficientes de (2.17)) y (2.6]), tenemos:
2p+q=1, (2.18)
p(p+2¢) =a+p, (2.19)
plqg=a. (2.20)
Reescribiendo ([2.18]),
g=1-2p. (2.21)
De manera que al sustituir en (2.19) y (2.20) tenemos
PA(1—2p) = a, (2.22)
2(—1+p)’p = p. (2.23)

Dado que a« >0y 8 > 0, de :2.22} se tiene la desigualdad 1 — 2p > 0. De manera
andloga, de la ecuacién (2.231 se infiere la desigualdad 2p > 0. De esta manera
tenemos la siguiente desigualdad

1
O<p<s. (2.24)

Encontrando el maximo de (2.22)) y (2.23) para p que satisface ([2.24]) tenemos que
para a 'y [ se satisfacen las desigualdades (2.12)). Usando (2.21]) es posible escribir

relaciones para « y 8 en términos de q. De manera analoga, como la raiz x = p, se

obtienen las desigualdades ([2.12]).

El valor de 8 que aparece en (2.13)) es positivo para 0 < o < 1. Usando la igualdad
(2.13]) en la ecuacién (2.6)) tenemos

—z5 + 2% — 2103 + o = 0. (2.25)
Las soluciones de la ecuacién ([2.25) estén dadas por (2.14). A continuacién, veri-

ficamos para que valores de

1
0<a< (2.26)

las raices que aparecen en ([2.14) son positivas. Observemos que las soluciones &;
y &9 estas bien definidas para

1—2a35 —3a3 >0.
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En efecto, sea

ti=a3, 1-—2a%—3a3=1-2t— 3t (2.27)

Entonces, la desigualdad

1—-2t—3t2>0

se satisface para —1 <t < % Tomando en cuenta que a > 0, la desigualdad ([2.26
se satisface. Por lo tanto, para a como en las igualdades &1, & de (2.14
toman valores positivos. Por ltimo, ya que a > 0, la raiz &3 también es positiva.
Claramente, las raices de son diferentes y por la primera desigualdad del
lema se tiene que estan entre 0 < &, < 1 para k = 1,2,3. La coordenada n se

obtiene usando las igualdades (2.5)) y (2.14]):

m=1 (¢3a2/3 CaYa+ 14 Ya- 1) (o - ¥a). (2.28)
n2:;<\/_3a2/3_2\?7&+1—€/&+ 1) (Vo —a), (2.29)

ns = o3 — a3, (2.30)

O]

Observacion 2.1. El inciso c) de lema se puede verificar usando el resultante de
dos polinomios (ver apéndice, definicion )

Demostracion. Procedemos a calcular la resultante (ver apéndice, definicién |A.2|) de dos
polinomios:

Res(fi(x), fi(a1)) = —4a® + 52 — 45° — 40*(2 + 38) — 4a(1 — 5 + 35%)

de la ecuacién (2.10f) tomamos 1 —3a— 38 = 0 y resolviendo para « tenemos la siguiente
expresion
1

— 2—7(8 —276)2 = 0. (2.31)

De 1) obtenemos que f = 2%. Por consiguiente, sustituyendo el valor de 3 en la
resultante se tiene a = % Entonces, para a = % y B = 2% sustituidos en 1D y
1’ encontramos £ = % como la raiz comun de multiplicidad tres perteneciente a la
ecuacion 1’ Finalmente notemos que el punto de equilibrio correspondiente a & =

es T = (%, )

[:]c.o\
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2.2. Traslacion del punto de equilibrio al origen para el
sistema presa depredador

En esta secciéon vamos a trasladar el punto de equilibrio T al origen mediante el uso
del cambio de variable descrito en la siguiente observacién:

Observacion 2.2. Sea & = (£,n) un punto de equilibrio de con u = 0. Aplicando
el cambio de variable

y=x—7, (2.32)

el punto de equilibrio T se traslada al origen respecto de la variable y.

El sistema ((0.1]) se puede escribir como:
& = f(x) + bu. (2.33)

De ([2.32]), tenemos que § = &. Donde & se representa en (0.1) y ¥ denota la derivada
respecto de t. Usando el cambio (2.32)) y ecuacién ([2.33) resulta:

y=fly+z)+bu. (2.34)

Denotamos h(y) := f(y + &) y sustituyendo y = 0 tenemos h(0) = 0. La ecuacién ([2.34)
queda reescrita como

¥ = h(y) + bu (2.35)
sustituyendo h(0) = 0 en (2.35) se tiene y = 0 como punto de equilibrio del sistema

(2.35)). Escribiendo h(y) mediante la férmula de Taylor alrededor del punto y = 0 con
los dos primeros coeficientes tenemos

h(y) = h(0) + h'(0)y + g(y).

Aqui h(0) es un vector, h'(0) es la matriz jacobiana de h(y) en el origen. Ver apéndice,

teorema Entonces, la ecuacién (2.35)) se reescribe como
Y= Ay +bu+ g(y). (2.36)

Observacién 2.3. Sea & = (£,n) un punto de equilibrio de con u = 0. Aplicando
el cambio de variable , la matriz A de tiene la forma:

( 2£(1-¢)? e 1 )
A= B B . (2.37)
By -
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Demostracion. A continuacién procedemos a encontrar la matriz A de (2.36]). Aplicando
el cambio de variable x1 = y; + £ y 2 = y2 + 1 a la parte derecha del sistema (0.1]) con
u = 0, resulta la siguiente expresion:

(y1 +¢) (1—y1—§—#ﬂ7§)2)

flx—2) = (2.38)
Y+ ) (1= 55
Calculando el jacobiano de (2.38)) en (£,7), tenemos
_f—_n_ _ 2n¢ __¢
L=¢—ag +¢ ( bt (a+§2)2> ate® | (2.39)
m? 2(BE—2n)
Be? BE
Aplicando la relacién n = ¢ al jacobiano, la matriz de (2.39) se reduce a
£(26-1)2-8) -1
B B .
By =7
12
Aqui hemos usado: —%52 = _% y 5(2(5 ﬁl) 8) = 25(15_5)2 — &. De esta manera, queda
demostrado ([2.37)). O

Observacion 2.4. Sea & = (£,7n) un punto de equilibrio de con u = 0. Aplicando
el cambio de variable , la parte no lineal g(y) de tiene la forma:

_ Byt+p1yi+patyeps+yipatyiveps (=148 yiva+yips

9y) = plesiuliang) (2.40)
B(E+y1)
donde

p1i= (B —1) +2£(£ - 1)%), (2.41)
p2i=B¢(al€ = 1) +n+ (£ -1)&7), (2.42)
p3 = (o€ — 1)+ &(B+ (£ — 1)E), (2.43)
pr:=(al€ =1 (B+2(¢ —1&+ B (n+3(§ — 1)&) +2(¢ — 1)%€%), (2.44)
ps 1= (B+2(£ = 1)§)), (2.45)
pe = (B + (B4 — 3) +4£(£ — 1)*)yi(af + E(B(AE — 3) +4£(E — 1)), (2.46)

Aquiy = (i;) .
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Demostracion. Para obtener la parte no lineal del sistema (2.36)) igualamos la parte

derecha de (2.34)) y (2.36):

9g(y) = fly+7z)— Ay

Ey1(B—2(6-1)2 _
B yl( B( ) ) + (é‘ +y1) (_é‘ _ a+7gz‘i/;1)2 —n + 1) + Y2 6§y2

gl (—Byl +(n+y2) (1 - ﬂgi%§,1> i y2> (2.47)

Denotamos (2.47) como ( gl 81’323 ) Reescribimos (2.47)). Comenzamos factori-
2(Y1, Y2

zando g1 (y1,y2) como sigue:

Y P +1 ST gy (@PE B Ok BT — 5E% + B + 35y
— By + 28%7 — A%y} + 26y + Byt + 4BE%YT — 3BEYT + 4¢MyT — 8%y
+4E%97 + EyPyr — Yy + aBEyr — aByr + 2a€3y; — 4a?yr + 2a€y1 + B
+ 3831 — 3BE%y1 + 26°%y1 — A€My + 2E%y1 + Byrys + 26%y1y2 — 28y1ye + alys

— ayo + BEys + E3y — E2y).

(2.48)
Denotamos el numerador de (2.48)) como

ny = aBE® — afé + Bt + BEH — BE + Byl +yb (386 — B+ 287 — 467 + 2¢)
+ ot (B +4BE* — 3BE +4¢* — 883 + 487 + Cyp — y2) + y1(aBE — aB + 208
— 40 + 20€ + By + 3BE° — 3BE? +26° — 46 + 28 + Byz + 287y, — 28y2)
+ alys — ays + By + o — Eyo.

Reescribiendo n; en potencias de y; y y2, tenemos:
n1 = Byl + p1yi + p2 + yops + yipa + y1yeps + (=1 + E)yiye + yive.
De modo que sustituyendo en g1 (y1, y2) resulta:

Byl +pry? + pa + yaps + yipa + yiyeps + (=1 + Eyiye + yive
Ba+&+yt+2y8) ’

donde p1, p2, p3, P4, p5 ¥ pe son como en (2.41))-(2.46)). Ahora procedemos a la simplifica-
cién de ga2(y1,y2) y lo factorizamos como:

gl(ylay2) =

921, 40) = Cy(=Bné + n? + B2y? + B2Ey1 — By — 2Bv1y2 + y3 — 2BEy2 + 2ny2
’ BE+y1) :

(2.49)
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Para reducir términos del numerador de ([2.49)), agrupamos los coeficientes respecto
de y1 y tomamos valores de £ = 0,7 = 0 de manera que ga2(y1, y2) se reescribe como:

7 (y2 — By1) ?
92\Y1,Y2) = — . 2.50
( ) B(E+y1) (2:50)
Asi, la parte no lineal del sistema (2.36)) se escribe como en ([2.40)). O

Lema 2.4. Sea el sistema trasladado al origen. Las matrices A y g(y) pertene-
cientes a se definen en Yy respectivamente.

Demostracion. Ver 2.3y O
Suponemos que los pardmetros « y 8 son positivos. En consecuencia, la funcién g(y)
que aparece en ([2.40)) y el sistema ([2.36)) estén bien definido en la regién:

Do := {(y1,92) eR?:y; +£>0, y2 +1n > 0}.

Lema 2.5. a) El punto de equilibrio & = (3, &) correspondiente a lema inciso a)
es asintoticamente estable.

b) El punto de equilibrio T = (§,m) perteneciente a lema inciso c¢) es asintotica-
mente estable.

Demostracion.  a) En el punto de equilibrio & = (%, %) el sistema linealizado del
sistema no lineal (2.36]) se determina por la matriz

(%)

27
1
Pa(\) =A% —TrAX+det A = \? + 2—2)\+

%)

El polinomio caracteristico de esta matriz es:

10
27
Por teorema de Hurwitz este polinomio tiene raices con parte real negativa y por

el teorema indirecto de Lyapunov el punto de equilibrio & = (1 8

3, z7) del sistema no
lineal ([2.36)) es asintéticamente estable.

b) Analizamos la estabilidad de los tres puntos de equilibrio correspondientes a las
abscisas de ([2.14]). Sea el punto de equilibrio £ = (§1,71) con &; y 11 como en
y (2:28). Evaluando z = (&,m1) en con  como en y v = 1, tenemos:
(*3&%—2a%+1)%(a%fl)fﬁa%+a%+l (73a%—2a%+1)%+a%+1
A, = 2(?%71) 2(017&?1?) . (251)
a3 —« -1
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Calculando la traza y determinante de ([2.51]), tenemos:

TeA, — (—3a3 — 23 + 1)3(0145 —1)4+ a3 —8a3 +3 (2.52)
2(as — 1)
3as — 1
3 —
det Ay = 22—~ (2.53)
a3z —1

Evaluando |D y 1} para valores de 0 < a < 2—17, vemos que se satisface teorema
De esta manera, £ = (£1,71) es asintéticamente estable. Andlogamente, para T =

(&2,m2) ¥ T = (&3,7m3) se obtiene que son asintéticamente estable.

Lema 2.6. El sistema es completamente controlable si y solo si

1;5 £0. (2.54)

Demostracion. La demostracién se sigue directamente utilizando el teorema de Kalman
Calculando el rang(b,Ab) tenemos:

0 &1
rang(b, Ab) = rang . B . (2.55)
-

Del algebra lineal, sabemos que rango de la matriz de (2.55)), es igual a 2 si el determi-
nante de esta matriz es distinto de cero. Calculando el determinante de (2.55)), tenemos:

0 &L 1-¢
B —___ >
det(1 _7> 5

&t
B

Entonces, el rango de la matriz ( ) es igual a 2 si ([2.54]) se satisface .

v

O

Observacién 2.5. Para la construccion del control posicional que resuelve el problema
de sintesis para el sistema no lineal de la forma . Utilizaremos el teorema del
apéndice [11].

En lo que sigue, estudiamos el sistema de control (2.36)) en la siguiente vecindad del
origen:

Dy :={y € Do llg(y)ll < Cullyll} (2.56)
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para algun C7 > 0.

En adelante utilizamos el cambio de variable
z=Fy (2.57)

donde

A~ B )
= (2@71)275)& 1 . ( 58)
&E—1

Por la observacién ¢ —1# 0. Claramente det F' # 0.

Nuestro siguiente objetivo es reducir la ecuacién (2.36) al sistema de la forma

5= Az +bw+ Fg(F~12) (2.59)

A = (8 é) (2.60)

y F' es como en (2.58]). Ademas, b = <(1]> .

donde

Observacion 2.6. La ventaja de transformar un sistema lineal en un sistema candnico
es que para el sistema canonico se conocen varios métodos de solucion del problema de
sintesis en particular el método de la funcion de controlabilidad que aplicamos en el
presente trabajo. Este es un sistema modelo que toman los textos iniciales de teoria de
control [3].

La igualdad (2.59) se obtiene aplicando el cambio de variable z = Fy en (2.306).
Observemos que en ([2.59)), el control w ain no estd determinado. El control w se propone
en (2.73)). Ademds, las restricciones para el control w: |w| < w; se dard en (2.74]).

Lema 2.7. Sea Ay + bu la parte lineal del sistema Y sea

o= (5% 0) AN (2.61)

a) La matriz F' se puede escribir como

CT
F_<CTA>'

b) Se satisfacen las igualdades (¢,b) =0 y (¢, Ab) = 1.
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¢) La transformacion puede escribirse en coordenadas como sigue:

z1=cly (2.62)
29 = cTAy. (2.63)

Demostracion.  a) Calculamos ¢TA con A como en (2.37).

Ao o [ 5L
casla @ By —
:< B 20—, _ﬁ1—€>
E-1 B §-1 p
:<(2<f—€17+5)5 1). (2.64)

De (2.61) y (2.64) tenemos que a) se satisface.

b) Tenemos

(c,b) = cTb = (g_i1 0) <(1)> —0.

Ahora calculamos (¢, Ab):

£(1-¢)? -
(¢, Ab) = cTAb = (% O) < . 1667 - _1’@5 ) <(1)) —1

c¢) Las igualdades (2.62)) y (2.63)) se siguen de (2.61)) y (2.64]).

Ahora analizamos la parte lineal del sistema (|2.36))
j = Ay + bu. (2.65)

Usando el cambio de variable (2.57)) vamos a reescribir el sistema (2.65)) en la forma
canonica. Derivando ([2.62]) respecto del tiempo para la parte lineal de la ecuacién ([2.59)),

tenemos:

21 = CTQ
= cT(Ay + bu)
= cTAy + cTbu. (2.66)
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Del inciso b) del lema la ecuacién (2.66]) toma la forma

1 = cTAy
= Z9. (267)

A continuacién, derivamos la igualdad (2.63]). Sea

29 = CTAy
= cTA(Ay + bu). (2.68)

Nuevamente, aplicando el inciso b) del lema la igualdad (2.68)) se reduce a

29 =cTA’F 12+ u

= p121 + p222 + U. (2.69)
Reescribiendo (2.67) y (2.69)), tenemos
i=Az+bu (2.70)

donde
A= )oo=(1):
pP1 D2 1
Continuamos reescribiendo A como
~ 0 1 0 0
A= + ,
(0 0> (pl pz)

con Ay como en (2.60). Ya que

(n )= (1) )

= pr
donde
p=(p1,p2)" (2.71)
—2(£6—1)2¢2 2(6—1)%¢—
con pi _ o (ﬁn )%€?) v Py = £(2(¢ 77) §&-n)

La ecuacion ([2.70]) se reescribe como
2= Apz+bp'z + bu.

De esta manera, hemos verificado que es vélida la igualdad (2.59). Finalmente, nos
enfocamos en la restriccién para el nuevo control w para el sistema:

b= Apz+bw+ Fg(F12), |w| <w. (2.72)
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El nuevo control w tiene la siguiente forma:

w:=pz+u (2.73)
con la restriccién |w| < wq, donde
2
wy = up — U Z Ipjl- (2.74)
j=1

Observacién 2.7. El numero wy representa la nueva restriccion para el sistema de

control . FEsta restriccion esta supeditada a la restriccion inicial dado para el sis-

tema con ui. El numero ug es una magnitud auxiliar que satisface la desigualdad

Uy < Zz'uilllpj‘ con la cual se determina wi. Definiendo wy como en (2.78) se garantiza
=

que el control inicial dado en va a satisfacer las restricciones dadas de este sistema
original, es decir, |u| < uj .

uy

- -
Zj:l Ip;1

Asumimos que us < como en |11], requerimos que el sistema (2.72)) se

considere en el vecindario
Q= {z: |7z <wua}. (2.75)

Nuestro siguiente paso es construir un control posicional w(z) tal que |w| < w; y que la
trayectoria de cualquier punto inicial z := (29, 29) que pertenece a una cierta vecindad
del origen llegue al origen en un tiempo finito T'(zg). Para ello, utilizaremos el método
de V.I. Korobov, que consiste en una funcién de tipo Lyapunov 6(z), que es la tnica
solucién positiva de la siguiente ecuacion:

2a00 = (K (0)z, 2), (2.76)

donde
K() := ! A (2.77)
S\ -z -

es una matriz positiva para # > 0. El ntimero a; es un ntimero negativo tal que las ma-
trices K y %K - d%K son ambas matrices definidas positivas. En términos del parametro
a1, esta condicién es equivalente a la siguiente desigualdad:

ap < —5
El niimero aq satisface la desigualdad
wi
0<ap< m. (2.78)

Observacion 2.8. El numero ag permite afianzar la restriccion del control, cuanto
menor es la restriccion sobre el control, menor es ay.
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a:= < fg ) D(§) := ( 0;]3 9?% ) . (2.79)

En el marco del método de Korobov, se propone el control posicional

Sea

w(z) = Gf%aTD(G)z. (2.80)
Observacion 2.9. El control posicional , se puede escribir como

al1zq 32’2

w(z) = — . 2.81
( ) 02(2’1,22) 0(21,22) ( )
Demostracion. Tenemos
w(z)=0"2(a -3) F 0 -l
! 0 9*% Z2
—o} < - 3)
02 02
_ al1z1 . 322
02(21,22) 9(21,Z2)
O

Recordemos que en [2], para el sistema lineal (2.65]), se propuso una familia de con-
troles posicionales delimitados que estabilizaban exactamente este sistema en el tiempo
T(zp) = 6y, donde 6 es raiz de la ecuacién (2.76|) para zg.

Reescribamos ahora las matrices K y %K — d%K en una forma ma&s conveniente. Sea
D(6) como en (2.79). Entonces, las matrices K = K(0) y $K — d%K se puede escribir
de la siguiente manera:

1 1
DO)K1D(9) = K, 5D(9)K2D(0)25K—d%f(, (2.82)
donde
1 a2 1 [ 4a; -6
B i (M) kel (M E). ew

Asumimos que 6 satisface la desigualdad 6 < 1.

Observacion 2.10. Notamos que las matrices K1 y Ko son positivas definidas, es decir,
simétricas. Consecuentemente del dlgebra lineal sabemos que sus wvalores propios son
reales y positivas.
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En el siguiente lema utilizamos la definicién de norma dada en el apéndice [A22]

Lema 2.8. Sea A, i, el minimo valor propio de la matriz Ko y C1 la constante que
aparece en . Entonces, la siguiente desigualdad es vdlida:

(Kz,Fg(F~'z)) < oGl
((%K — diGK)Z’Z) - >\m1'n,K2

Demostracion. Denotemos

q:=D(0)z. (2.84)
Usando los teoremas (A.20]) y (A.21) del apéndice y la observacién se obtiene
Aminlg|* < (K2g, @) < Amaxl |4l

Usando (2.83) y (2.84)), tenemos
(Kz,Fg(F~'2)) (DK1Dz Fg(F~1z2))

(3K — £K)z,2)  §(DK3Dz,z)
_ (Kiq,DFg(F~'D™'q))
%(qu,Q)
K DI|I|F||||F~Y||||D~ !
3901” gl DIF]]] 2HH Il]1q|
Amin, i, ||
o ENDEFN D gl
=6C, 5
Amin, K5 | |4]
K 2 K
_ ey Ml CullE ]
)\mfn,KgH(]H )\mfn,Kg

El siguiente resultado nos da una estimacion de la derivada de la funcién de contro-
labilidad 6 con respecto al tiempo en virtud al sistema (2.72)).

Teorema 2.9. Sean C y K1 como en Y , respectivamente. Sea Amin, i, 108
valores propios minimos de Ko. La siguiente desigualdad es valida:

: K
§< 14 SIEl (2.85)
)‘ml'n,KQ

Demostracion. Sea a := (g—%, _73)T. Tomamos la derivada 6 de 1) con respecto al
tiempo en virtud a 8 = 0(z(t)), es decir, la derivada de la funcién de controlabilidad en
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la trayectoria z = z(t). Nos restringimos al sistema candnico (2.65)). Derivando (2.76)
respecto del tiempo, se tiene:

20000 _ <dK(0)

0 70 z, z> 0 + (K(0)z,2) + (K(0)z,2) . (2.86)

Ahora, como se requiere obtener 6 y que 1) no dependa de ag, entonces:

((;K - C%K) z, z) 0 = (K (Aoz +bw), 2) + (Kz, (Apz + bw)) (2.87)

Agregando el control descrito en la ecuacion (2.80) con K = K(0) y D = D(0), la
ecuacién (2.87) queda de la forma:

<<;K - ;;K) z, z> 0= (K (Aoz + bH*%aTDz, z) + (Kz, (Aogz + bH*%aTDz>>
= (K (Aoz,2) + 9_%(KbaTDz, z) + (Kz,Apz) +
03 (Kz,baTDz)
= (K (Aoz,2) + 072 (Kba' Dz, z)) + (A Kz, 2) +
672 (Dab" Kz, z) . (2.88)
Aplicando el cambio de representacién de la ecuacion y haciendo uso de las iden-

tidades
DgAoD, ' = 60714y,  Dgb=6"1%

la ecuacién ( [2.88) se expresa como:

((;DKleeDKlD> z, z) 6 = (DK DAyz, 2) + 077 (DK, Dba” Dz.2) +
(A)" DK/ Dz,2) + 673 (Dab” DK, Dz, 2)
= (K1DAyD ™' Dz,Dz) + 677 (K Dba’ Dz, Dz) +
(DA DK, Dz, Dz) + 077 (ab” DK, Dz, D=)
1
~ 0

% (A" KDz, Dz) + % (ab" KDz, Dz)

1
(K1AgDz,Dz) + g (KlbaTDz, Dz) +

= % ((KlAO + KleLT + AOTKl + abTKl) Dz, Dz) .
(2.89)
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Sea

0 2

Tomando la parte derecha de la ecuacién (2.89)) con D(f) como en ([2.79),

o) — L -5 0
D)= HD y H={ | e

tenemos

1 1 1 . 1
(<9DK1D — EDHKlD — HDK1HD> z,z) 0= <9D(Kl —HK; — K1H)Dz,z) 0

_ (; (K1 — HE) — K. H) Dz,Dz> 6.
(2.90)

Ahora igualando (2.89)) y (2.90) se tiene como resultado

((KlAO + KlbaT + AOTKl + abTKl) Dz, DZ)

1 -1
< (Kl —HK1 —KlH)DZ,DZ> 0= 5

6

de donde
((KIA() + KlbaT + AOTK1 + abTKl)Dz, DZ)

((Kl — HKl — KlH)DZ, DZ)

Lema 2.10. Sea 0 la funcion de controlabilidad obtenida de . La derivada de la
funcion 0 respecto del tiempo en virtud del sistema candénico , satisface

6= (2.91)

f=—1. (2.92)

Demostracion. Tomando en cuenta es suficiente demostrar la igualdad
(Ky — HK; — K1H) + (K1 Ag + K1ba” + Ag" K1 + ab” K1) = 0.
Esta igualdad la demostraremos calculando la matriz
(K1 — HK, — KH)

y la matriz
(K1ba™ + A" Ky + abT K1) .

Tenemos:

al —2 —3a1 3 —3a1 1
_ 4 4 2 4 2 4
(Kl —HK; — KlH) — < i‘%l t1111> _ <8+1a1 —&-1(11 > _ <8+3a1 +1a1 )
44aq 44aq 44aq 8+2a1 44aq 8+2a1

4a, —6
= <4th 4tgl) . (2.93)
44aq 44aq
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Por otro lado,

T T T 0 4—?—111 Zigi 4+6a1 0 0
(Kiba” + Ag" Ky +ab Ki) = (0 580 )+ (B 52 )+ o o )+
4+aq 4+aq 4+aq 4+4aq 4+aq
—2a1

) _das 6 (2.94)
(4-‘%(11 4-%(11) — (4—%@ 4-5&1) .
4+aq 4+aq 44a1 4+aq
De (2.93) y (2.94), claramente se cumple la igualdad
(Kl —HK, — KlH)(—l) = (K1A0 + KlbaT + AOTK1 + CLbTKl)
lo que es equivalente a l) es decir, 6 =—1. ]

Observacion 2.11. La matriz K (0) que aparece en y el vector a(f) := 9_%D(9)(a1, -3)T.

son solucion de la siguiente ecuacion matricial
(K-~ HK — KH) + (KA + Kba” + A" K + ab"K) = 0. (2.95)
A continuacién obtenemos la expresién para la derivada de la funcién de controlabi-
lidad con respecto al tiempo en virtud al sistema no lineal ([2.72)).

Sea

De la ecuacién (2.76)) con K = K (0) se tiene

((;K _ jeK) : z> 6 = (K(Aoz +bw + §(2)), 2) + (K=, (Aoz + bw + §(2)))

(K(Apz +bw), z) + (Kz,(Apz + bw)) + (Kg(2),2) + (Kz,§(z))
= (K(Aoz + bw), 2z) + (Kz, (Aoz + bw)) + (Kg(z), 2) + (Kz,9(2))
= (K(Aoz +bw), 2) + (Kz, (Apz + bw)) + (KFg(F~'2), 2)+
(Fg(F~ 'z, Kz))

(2.96)

Aplicando la siguiente propiedad del producto escalar:

(Az,y) = (z,ATy), (2,y) = (y,2)

vemos que la ecuacion (2.96)) es equivalente a

<<;K — jﬁK> z,z> 0 = (K(Aoz + bw), 2) + (Kz, (Aoz + bw)) + 2(K Fg(F~12), 2).
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Por lo tanto, la derivada 6 de (2.76) se reduce a

K(Aoz + bw), z) + (Kz,(Apz + bw)) N 2(KFg(F~'2),2)
(GK - K)22) (5K — 3552 2)
2(KFg(F~'2),2)

i

=—-1+
(5K — 5K)z2)
O
Notacién 2.11. Sea § > 0, Co > 0 tal que para 8 < )
C
EEPICLST oN (2.97)
>\m1n Ko
Sea R
Dy :={2z:0<6(2) < 6}. (2.98)

Lema 2.12. Supongamos que se cumple la desigualdad . Entonces la siguiente
desigualdad es valida: .
0 < —Cs. (2.99)

Ademds, para z € Ds, el tiempo para llegar desde z al origen es estimado por la siguiente
desigualdad:

(2.100)

Demostracion. Teniendo en cuenta y , la desigualdad sigue facilmente.
Para probar , primero integramos ambos lados de en la trayectoria z = z(t),
en donde alcanza 6(z(t)) — 0y < —Cat. Al usar |11, pagina 552], tenemos que z(7T") = 0,
lo que implica 6(z(T")) = 0. Por tanto, obtenemos ([2.100)). O

2.3. Elipse correspondiente al caso cuando 6 es constante

A continuacién, para garantizar que la trayectoria z(t) que comienza cerca del punto
de equilibrio (£,7) no abandone el primer cuadrante, reescribimos la igualdad (2.76)) en
una forma més conveniente:

T al o 20
2a00* = ( “ > e ( o >
#2 T dtar  dta “2
=2TKz (2.101)

donde K = K(6) como en ([2.77]).
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Recordemos que a (2.101)) se llega usando los cambios de variable y = x—z y z = Fy.
En términos de la variable y = (y1,42)7, la igualdad (2.101]) se escribe como:

2a00* = TFTIFTKFF~12
=y K3y
= (Ksy.y) (2.102)

donde
y=F"'z

y K3 = K3(0) como sigue:

al 26
K3(0) := FT < o Arm ) F.
44-aq 44-aq
Aqui, la matriz F estd dada como en . Sean Aj, (0) y A%, (0) los valores propios de
K3(0). Teniendo en cuenta que para 6 positivos fijos los valores propios A}(B @)y )\%(3 (0)
son numeros positivos.

Lema 2.13. La igualdad (2.101) se puede escribir como

vt v3
(a1+4)(€—512)22a094 + —(a1 + 4)2ap6? =1 (2.103)
a1

Demostracion. Transformamos (2.102)), tenemos:

Ak, (0) 0 o
4 K:
2a00" = (v1 w2 ) < 0 A, (0) > < Y2
= M, (0)93 + N, (0033
4 (1
=(y g2 )| @HED 2 ( >
0 2 Y2

_ a18%yi n 0°y3
(e +4)(E-1)?2 7 —(a1+4)

(2.104)

dividiendo la ecuacién (2.104) entre 2agf* tenemos (2.103)). ]
Observacion 2.12. En términos de y = x — I la ecuacion se escribe como
2a00* = (z — 7)TK3(z — )
(4+a)(§-1)? (d+a)
Reescribiendo , tenemos:
(z1 —€)? n (z2 —m)*
(a1+4)(£—1)%2a06* _(al + 4)2@092

a13?
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Ejemplo 2.1. Veamos un ejemplo de la elipse , para valores B = %; (&n) =
(%, %)’ 0=1, w=1ya =—6, tenemos

(2.106)

Al grdficar se obtiene la ﬁgum cuyo centro de la elipse se encuentra en el

origen.
/ .

Figura 2.1: Elipse en el plano y

La elipse de la figura en términos de la variable z se obtiene de la siguiente

manera. Para el punto de equilibrio (¢,7) = (4,2

5,7) con valores = %, 0 = i, w =1,
a; = —6, tenemos:

e T (2.107)

La gréfica de (2.107) se muestra en la figura en donde el centro de la elipse se
encuentra en T = (3, 1).

=
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o

(5]

=
T

bt
]
[
T
[

020+

050 (.55 0.60

|

036 040 04
Figura 2.2: Elipse en el plano x, T = (%, i)
Lema 2.14. Sea § > 0,1 >0, z = (§,1) un punto de equilibrio del sistema_(0.1), y K1

como en . Ademds, sea (kj,f)?,e:1 = K1, y el pardmetro agy satisface . Sea 0
el valor positivo mds pequeno para el cual se cumple la siguiente desigualdad:

4 4
méx{ 2a90” ~ 2aof } < min{¢,n}.

Asi, el interior de la elipse

Dg :=E(2,0,7) =0 (2.108)

pertenece al primer cuadrante. Aqui

2
E(x,0,7) :=2a00" — > k; 072 (c, AN (@ - 7)) (c, A (w — 7).
jhl=1

Notacién 2.15. Sea Q, D2 y Dg como en (2.75), (2.98) y (2.108), respectivamente.
Sea

Ds:= QN DyN Dg. (2.109)

Aqui QQ and D4y se entienden en términos de la variable x.

Ahora se presenta el principal resultado del trabajo.

Teorema 2.16. /3] Sea T = (5, 1) y Dg como en lema|2.14 Sea A como en , C
como en lema ya < — 2, az = —3. Ademds, sea p; para j = 1,2 como en Y
SUpongamos que (:E(l),l‘Q) pertenece a la region Ds. Entonces, el control

Za 0973 (x — Z) (e, AV (z —%)(c, A Yz — 7)) (2.110)

”M"’
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satisface la condicion |u(x)| < uy y resuelve el problema de sintesis. El tiempo de movi-
miento desde xo = (29, 23) hasta el origen satisface la siguiente desigualdad

T (30, %) < —. (2.111)

Demostracion. La restriccion |u(z)| < uy se verifica empleando (2.75), y la des-
igualdad |w| < wy. Esta dltima desigualdad se demuestra en [2, teorema 3.1]. La des-

igualdad (2.111) se deriva del teorema y lema .

Observacién 2.13. Para 0 fijo, la ecuacion E(x,0,%) = 0 representa una elipse. Dado

que el control (2.110)) estabiliza el sistema , la trayectoria del sistema no
dejard la elipse calculada en 0 = 0y. A su vez, Oy es la solucion de la ecuacion

E(x,0,z) =0 para x = xg.

Observaciéon 2.14. Destacamos que la trayectoria xz(t) bajo la influencia del control
u(z,x) se acerca al punto de equilibrio & cuando t — T = T(x¢,Z). Para t > T, la
trayectoria permanece en el punto de equilibrio T.

2.4. Grafico de la trayectoria y control

Para trazar la grafica de la trayectoria z(t) desde un punto inicial dado (2, z9),
asi como el control u(z(t)) y la controlabilidad funcién 6(x(t)), se agrega una ecuacién
diferencial para la variable 6:

T1T2

z3+a’

T =7y (1 — %m) + u(z1, x2),
0 =—1+2¢(z,0,7)

3.5'1 = CL‘1(1 — .’L’l) —

con las condiciones inicial z1(0) = 29, 22(0) = 23 y 6(0) = 6y. Aqui 0 es la tinica raiz

positiva de (2.76)). Sea,

U(x,0,7) =

(DO)EAD(O) (¢ — 2), Fg(F~ (x — 2)))
L(D(0)K2D(8)(x — ), (x — 7))

Observemos que el punto inicial (29, 29) debe pertenecer a la regién D3 (2.109).

2.4.1. Ejemplo

Sea a = 10, 8 = %, v =1y u; = 5. El punto de equilibrio z = (5,77) es igual a

9 1081 . 5324 20377 _ _ _ 1
(ﬁ’ m) El VeCtOI'p es lgual a (—m, —m)7 w1 = 1, a)p = 6 y pOI' 7 2(10 = ig-
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El control posicional tiene la forma

o lhm UL 4 3p, — 398 79841879a; | 31187Twp 14084927
u(z,x) = 5 + +
0 0 9729000 10810 1351250

con 0 = 0(x — ).
num(x, )

La funcién ¢(z, 0, z) dada por ¢(z,0,z) = ﬁ’_)
en(x,T

donde

num(z, &) := x3 (648600y; (10810y5 + 18539yF + (114229 — 900y2) y1 + 9190ys) a1
- (y1 (3189253 — 10810) + 300yax3) — (1034192700y; + 2821255660y
— 9(31187000y, — 1414988103) 3 + 4 (20250000y3 + 112867650y + 2774668507) 7

+90y3 (1620000y; — 14579147) y1 + 87561000043) x3 (31 (956723 — 21620) + 900yax:3))
3243
den(z,7) =~ (100y? + 180y1 + 1081) 21 (4674244000057 — 1945800y, 3 (10630y,

1000 — 1081) 4 2722 (10630y; + 100025 — 1081) ?)

9 1081
con yiy =x1 — 19 Y Y2 = T2 — q500°

Al usar Wolfram Mathematica, hemos calculado que el tiempo de llegada de zg a
T es T(wo,7) = 2.407427 y que 21(T) = £ y |22(T) — 5| < 1.06063 x 1072, La elipse

correspondiente para el punto de equilibrio (%, %) viene dado por la igualdad

ot 1 2+< 11299696% 11491036 1168561) ) (10810 106362
LA VL3 S

— — -0
20000 | 4500 200 )T\ T 100 >yly2

1081

para 6 = 2.497329 y y; = 11 — % Y yo = a9 — 1081

Segun el conocimiento de los autores, no se han aplicado metodologias de control a este
sistema, que considera dos caracteristicas principales: lograr la convergencia en tiempo
finito con una entrada de control acotada.

A continuacién, se muestran las graficas de las trayectorias de z1(t) y z2(t), el retrato
fase del sistema x1(t) vs x2(t), la funcién de controlabilidad 6 y la grafica del control

posicional u en la trayectoria x(t) con condiciones iniciales #{ = 1y 29 = %
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0.8f ”

States
kY

0.6F =

0.4}

0.0

— X

-—= X5

0.0 0.5

1.0 15 2.0
Time (t)

Figura 2.3: Trajectorias de z1(t) y x2(t).

2.0F
i
”~ ~
' ~
\
¢ \ - - Ellipse
/
15
210
05}
0.0, , ]
07 08 09 10 14

Ry

Figura 2.4: Retrato fase del sistema x;(t) vs x2(t)

Variable 8

0.0

0.0 0.5

Figura 2.5: Funcién de

1.0 15 2.0
Time (t)

controlabilidad evolucién del tiempo.
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1.0

0.5

0.0

Control Input

-1.0k L . .
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

Time (t)

Figura 2.6: La entrada de control posicional.
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Definicién A.1. [9] Formula de Vieta. sea dado un polinomio f(x) de grado n con
coeficiente principal 1,

fl@)=2"+a12" ' +ax™ ? + ..+ an_17 + ay (A1)

Y sea ay. aa,.., oy, sus raices (contando multiplicidades). Entonces f(x) tiene la siguiente
eTpansion:

flz)=(z—a1)(z — az)...(z — ay)
multiplicando los paréntesis de la derecha, y luego reuniendo términos semejantes y com-
parando los coeficientes resultantes con los coeficientes de , obtenemos las siguientes
ecuaciones, llamadas formulas de vieta, que expresan los coeficientes de un polinomio en
términos de sus raices:

a; = —(a1 + ag + ... + ay),
ag = 102 + 13 + ... + Q10 + 23 + ... + Op_10p,
a3 = — (a3 + arsay + ... + 20, —_10,),
n—1
an—1 = ()" Ta1a9...an_1 + a109...0p—20p + ... + Q203...Qp,

ap = (—1)"aae...ap

por lo tanto, el lado derecho de la k-ésima ecuacion, k = 1,2, ...,n, contiene una suma
de todos los productos posibles de k raices tomadas con el signo mds o menos, sequn k
sea par o 1mpar.

A.1. Resultante de un polinomio

Definicién A.2. [20, pdgina 102] Sean

f(z) = apx™ + a1zt + ... + an,

g(x) = boz™ + biz™ L+ .+ by,

46
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dos polinomios de variable real x con coeficientes ay, by Teales.

El determinante

ap ai - an 0 o ... 0

0 a a1 s Qn, o --- 0

o O e 0 ao aq as PN an
R:= bo b1 -+ by—1 b, o --- 0 (AQ)

0 by by e bm—1 by - 0

0 o --- 0 bo by -+ by

se llama la resultante de los polinomios f(x), g(x).

A.2. Norma de una matriz

Definicién A.3. [§, pdgina 139]. Definimos la norma de una matriz de la siguiente
manera:

n n
DD laijl

i=1 j=1

1Al =

donde A= (a;;) ij=1,..,n.

A.3. Positividad y unicidad de 0(z)

Teorema A.17. Sea ag como en y sea (5K — %K) positiva definida, entonces la
ecuacion de Korobov p(0,z) = 2a90 — (K (0)z,z) = 0 tiene una unica solucion positiva

0(2).

Demostracidén. Definimos
0(0,z) = 2ap0 — (K(0)z, 2) (A.3)

como la ecuacién de Korobov de forma reescrita, en donde (6, z) = 0 es equivalente a

la ecuacion (2.76)).
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Sea

-t (8 ()
,2) = 2a98 — 21z o, o
® 0 4+a1127371 P

-9 _ k. . A4
wl = (93 A 922) (A.4)

Multiplicamos por 3 la ecuacién (A.4), entonces:

al z% 40221 29 z%

0,2) = 030(0, 2) = 2ap0* —
w(’z) 90(7’2) a() 4+a1 4+a1 4+a1

62. (A.5)

Observamos que las raices de ¢ y 1 en (A.5]) para # > 0 coinciden, ademds para z
fijo:
—a1
z
44+ aq 1

¥(0,2) =
y el
lim ¢(0,2) =400 y 911’1}1 P(0, z) = +o0.

6—o00

Entonces por teorema de Bolzano existe 9> 0: ¢(§, z) = 0 por lo tanto existe solucién
0(z). Para determinar que la solucién sea tnica derivamos (|A.3|), entonces tenemos:

dp _ 2000  (dK _ (EK,@)
o~ 0 0%~ \\g a6 ’> %)

Por la condicién (3K — d%K) > 0, es decir, (3K — d%K)z,z) > 0, con z # 0.
Asi, 1(6, z) es mondtona creciente, entonces en (0, c0) existe una tnica solucién positiva
0(z). O

Observacion A.15. ¢ tiene una raiz positiva y por lo menos una negativa.

Observacion A.16. Si se deriva % > 0 para 0 € (0,00) entonces ¢ crece.

A.4. Traza y determinante de una matriz cuadrada

Definicién A.4. (21, pdgina 139] (Determinante). Sea A una matriz cuadrada de orden
n > 2, se define como determinante de A a la suma de las entradas en la primera columna
de A multiplicada por sus respectivos cofactores. Esto es,

det(A) = |A| = ZCLl]C’lJ
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Observacion A.17. El determinate de una matriz de orden 1 es simplemente la entrada
de la matriz. Por ejemplo, si A = [—2], entonces det(A) = —2.

Definicién A.5. [21, pdgina 214] (Traza). Se llama traza de una matriz cuadrada A de
orden n, denotada "tr(A)”, a la suma de los n elementos de la diagonal principal de A:

tT‘(A) = i (077
i=1

A.5. Formula de Taylor para una funcién de m variables

Teorema A.18. (19, pdgina 4] Consideremos una funcion vectorial:

fi(z)
f(z) = : T = [T, T -

La expansion de Taylor de una funcién vectorial se puede expresar como:
o
flw) =" Ti(o) (A.6)
i=0

donde T;(xo) son vectores. De forma explicita, es posible escribir como:

) [AGTH (20)[Ad]
f(z) :f(x0)+J(x0)[Ai]+§ : +T5+ ...
[ATH™ (0)[A]

donde J(xg) = [%;;O)} es la matriz Jacobiana (n x m) y H*(x¢)son las matrices Hes-

sianas (m x m) con las sequndas derivadas de la funcion fi(x),k=1,..,n.

A.6. Teorema de Picard

Consideremos el problema de Cauchy

i=f(ta)  ato) = o (A7)



50 Apéndice

donde f(t, ) es una funcién continua y localmente Lipschitz respecto de x en el rectangu-
lo R=A{(t,z) : |t — to] < a,|r — 9| < b}.

Entonces el problema de Cauchy tiene una solucién tnica en el intervalo (tg —
h,to + h) donde

b
h:ml’n[a,M] y M:(t’n;z)iécRM(t,a:)].

La demostracién de este Teorema puede encontrarse en cualquier libro de ecuaciones
diferenciales ordinarias, en particular en [4].

A.7. Forma cuadratica

Una forma cuadratica es un polinomio homogéneo de segundo grado en n variables
Z1,...,ZTn. Una forma cuadrética siempre tiene una representacién

n
E Qi T;T (ajj = aj; 4,5 =1,...,n)
3,j=1

donde A = (a;;)} es una matriz simétrica.

A.8. Extremos de una funcion cuadratica

El estudio de un sistema de dos formas es el objetivo de esta seccién.

Definicién A.6. [7, pdgina 310] Dos formas cuadrdticas reales

A(z,z) = Z aiprirk, B(z,x)= Z biLTiTh

i,k=1 ik=1

determina el haz de formas A(z,x) — AB(x,x), donde X es un pardmetro.

Si la forma B(z,x) es positiva definida el haz de formas A(x,z)—AB(x,x) es llamado

regular. La ecuacion
|A—AB| =0 (A.8)

es llamada la ecuacion caracteristica del haz de formas A(x,x) — AB(x, x).

Definicién A.7. [7, pagina 310] Sea g el cero de la ecuacion . Dado que la matriz
A — NoB es singular, existe una columna z = (21, 22, ..., 2n) 7 0 tal que (A — XB)z =0

e

o
Az =X Bz (z#0).
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El nidmero Ay se llama wvalor caracteristico del haz de formas A(x,x) — AB(z,x) y =z
corresponde a la columna principal ¢ vector principal del haz.

Teorema A.19. [7, teorema 8, pdgina 310] La ecuacion caracteristica siempre
tendrd n raices reales A\, con los correspondientes vectores principales 2k = (Z1ky 22k s Znk)
conk=12,..n:

AZF = \eB2F k=1,2,...n.

Los vectores principales zF pueden ser escogidos de tal manera que las relaciones
B(zi,zk) =0 Lk=12,..n
se satisfagan

donde
S — 1,i=k
k= 0,0 # k.
Teorema A.20. [7, teorema 10, pdgina 319] El valor caracteristico mds pequeno del haz
reqular de formas A(x,x) — AB(x,z) es el minimo de la razén de las formas A(x,x) y
B(z,z)
Az, x)
B(z,z)’

y este minimo solo se asume para vectores principales del valor caracteristico 1.

A1 = min

Teorema A.21. |7, teorema 13, pagina 322/ supongamos que a los valores caracteristicos
A< A< <A\,

del haz regular de formas A(z,x) — AB(x, ) corresponden los vectores principales lineal-

mente independientes del haz 2,22, ..., 2™. Entonces:
Lo, . ) . A
El valor caracteristico mds grande A, es el mdzimo de la razdn de las formas ng :
Az, z
Ap = max (z,) ,

y este mdrimo soélo se asume para vectores principales del valor caracteristico \y,.

A.9. Sintesis de controles acotados en primera aproxima-
cion

Consideramos el sistema [11]

&= f(z,u). (A.9)
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Asumimos que f(0,0) = 0. Suponiendo que, la funcién vectorial f tiene segundas deri-
vadas continuas con respecto a z y u, podemos representar el sistema (A.9)) en la forma

& = Ax + Bu + g(z,u),

donde 9£(0,0 9£(0,0

T00 - =200 e il < culliel? + 1ulP).
Construiremos la funcién de controlabilidad é(z) para el sistema & = Az + Bu y, con
la ayuda de esta funcién, encontrar un control acotado u(z) que transforme un punto
arbitrario de la vecindad del origen en cero en virtud del sistema & = Ax + Bu(x).
Mostremos que, con una adecuada eleccién de 0(x) garantizamos que u(z) es pequeno
en una vecindad del origen, este control u(z) transfiere un punto arbitrario de una

vecindad del origen a cero, pero en virtud del sistema & = f(z,u(zx)).

A:

Teorema A.22. Consideramos el sistema de control
= Az +bu+ g(x,u),

donde A es una matriz constante nxn, b es un vector n-dimensional, rank(b, Ab, ..., A" 1b) =
n, [ul < d, ||g(z,w)|] < Ci(||z]]** + ||u||®?) y la funcion vectorial g(z,w) satisface la si-
guiente condicion de Lipschitz en cada dominio (x,u):0 < p <||z|| < po :

llg(z”, ") — g(a’, u)I| < L1(p, po)(ll” — o[ + [Ju" — u'[]).
Definimos el control u(zx) por la igualdad
u(z) = Z a0/ (e A ) 4 Zpi(c, A,
i=1 =1

donde la funcion 0(x) para x # 0 es determinada como positiva, solucidn continuamente
diferenciable de la ecuacion

2a00* 0T = 3 fi07 % (e, AT ) (e, AT ) = 0.

3,j=1

Existe un ag suficientemente pequeno, un m suficientemente grande y una vecindad del
origen tal que se puede llegar al origen desde cualquier punto xq de esta vecindad dentro

de un tiempo finito T(zo) < AA%,,0Y%(x0) en virtud del sistema & = f(z,u(x).
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