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RESUMEN v

Abstract

We study differential operators and multiplication operators asociated to the momentum ope-
rator P and position operator Q of the quantum mechanics on 1 dimension. These operators are
studied on the intervals [a, b], [0, +00) and (—o0, +00) and on different domains of definition. Im-
portant propieties of this operators such as adjoints,closure, self-adjointness, existence and unique-
ness of self-adjoint extensions, eigenvalues and spectrum are analyzed in each above intervals. We
also discuss the Heisenberg conmutator relation between P and Q as well as too the uncertainty

principle.

Resumen

Estudiamos operadores de diferenciacion y operadores de multiplicacion asociados al operador
de momento Py al operador de posicion Q de la mecénica cudntica sobre 1 dimension. Estos ope-
radores son estudiados sobre los intervalos [a, b], [0, +00) y (—0c0, +00) y sobre diferentes dominios
de definicién. Propiedades importantes de estos operadores tales como adjuntos, clausura, autoad-
juntos, existencia y unicidad de extensiones autoadjuntos, eigenvalores y espectro son analizados
en cada uno de los intervalos antes mencionados. También discutimos la relacion del conmutador

de Heisenberg entre P y Q asi como también el principio de incertidumbre.

Palabras clave: Operadores Momento Posicion Mecdnica Cudntica.






INTRODUCCION

Como sabemos en la teoria de operadores acotados sobre espacios de Banach o de Hilbert se es-
tablecen resultados importantes como lo son los teoremas cldsicos: teorema del mapeo abierto, del
gréafico cerrado, del inverso continuo, de Banach-Steinhaus y el toerema espectral para operadores

normales compactos. Pero muchos operadores de gran interés en otras dreas como en ecuaciones

diferenciales o en la fisica matemdtica son no acotados como lo es el operador de diferenciacion %

definido digamos sobre un dominio de funciones diferenciables como lo es C!([0, 1]) c L*([0, 1]).

En efecto en este dominio yacen las funciones f,(x) = ¢™* las cuales cumplen

d d
Efn—nfn y n_‘dxfn

L2([0,1]) '

Para el espacio de Hilbert L?(J) donde J es un intervalo de R, se definen los operadores

d
Pp(x) = —id—¢(X), Qp(x) = xf(x)
X

que son llamados los operadores de momento y posicidon de la mecdnica cudntica, los cuales son

ejemplos de tales operadores no acotados. Estos operadores satisfacen la siguiente relacion

[P.Ql = PQ - QP = —i

sobre un dominio de funciones en el cual la evaluacién pueda realizarse. En el capitulo 3 se aborda
sobre el analisis de esta pareja de operadores para el caso J acotado. En la mecdnica cudntica es
importante que el dominio D([P, Q]) de [P, Q] determine de forma tinica a los operadores Py Q, es
decir, que estos operadores se puedan recuperar por medio de D([P, Q]) o dicho de otra manera que
el dominio D([P, Q]) contenga toda la informacién de ambos operadores. Esta propiedad del domi-
nio D([P, Q]) es llamada ser un core (nticleo) para ambos operadores. Veremos mds adelante que el
operador Q es siempre autoadjunto, sin embargo el operador P no siempre va a ser autoadjunto. La
propiedad de ser autoadjunto como veremos mas adelante va a depender de la eleccion del dominio
D(P) de P. En algunos casos resulta que P es un operador simétrico lo cual puede llevarnos a supo-
ner que su cerradura P es autoadjunto, el cual no siempre es el caso. Este tltimo hecho puede llevar
a plantearnos la siguiente pregunta:;Existen extensiones autoadjuntos del operador simétrico P de
tal manera que la ecuacién [P, Q] = —i se cumpla sobre el dominio méximo D[P, Q]?. Para el caso
J acotado la respuesta es afirmativa pero no se tiene unicidad, es decir, existen una cantidad infinita

VIl



Vi INTRODUCCION

de extensiones autoadjuntos de P. Para el caso J = R la respuesta es también afirmativa, de hecho
en este caso se tiene que D[P, Q] es un core para los operadores Py Q. Sin embargo para el caso
J = (a, +00) el operador P no es autoadjunto y existe un dominio para el cual P es simétrico pero
no van a existir extensiones autoadjuntos de P. Estos hechos nos llevan a concluir que trabajar con
operadores no acotados autoadjuntos es delicado. Todo este andlisis es dedicado en los capitulos 3
y 4. El capitulo 5 es dedicado al andlisis espectral de los operadores Py Q en todos los casos del

intervalo J.
En el desarrollo de este trabajo se consideran los siguientes espacios.

Notacion: Sea Q c R abierto no vacio.

» C(Q) es el espacio de funciones continuas sobre ).

» CK(Q) es el espacio de funciones k veces continuamente diferenciables sobre Q (k > 1 es
un entero).

n C¥(Q) = Mkt CHQ).

= C.(Q) es el espacio de funciones continuas sobre ) de soporte compacto.

» CHQ) = CHQ) N CQ).

n CP(Q) = C(Q) NC™(Q).

= CK(Q) es el espacio de funciones sobre que son k veces continuamente diferenciables sobre
Q y cuyas derivadas ™ (m < k) admiten una extension continua a la clausura Qde Q.

2 C¥(Q) = M1 CHQ).

n [P(Q) es el espacio normado LP(Q2, 1) donde A es la medida de Lebesgue.



Capitulo 1

Preliminares.

En este capitulo se daran definiciones bdsicas de funciones absolutamente continuas en un inter-
valo I que viene siendo un espacio de funciones fundamental para el estudio de ciertos operadores
de diferenciacién no acotados definidos en ciertos subespacios de L>(1) con respecto a la medida de
Lebesgue. Denotaremos c.t.p. [1] para significar que una propiedad se satisface casi en todas partes

respecto a la medida de Lebesgue.

1. Funciones Absolutamente continuas y funciones de variacion acotada

DErnIcION 1.1. Sea 7 un intervalo de los numeros reales R acotado o no acotado, decimos que

una funcién f : I — C es absolutamente continua si satisface la siguiente propiedad:

Ve > 0,30 > 0 tal que para toda sucesion finita de intervalos disjuntos

(AC) L
(ax, by) C I tal que X |by — ax| < 6 implica 3 | f(br) — f(a)| < €.

El conjunto de funciones absolutamente continuas sobre / = [a, b] es usualmente denotado por
AC(I). Notemos que cada funcion f € AC(I) es continua sobre /, lo cual se sigue directamente
de la definicion. Para el estudio de funciones absolutamente continuas surgen otros espacios de

funciones continuas los cuales se definen a continuacion.

DEeriNiciON 1.2. Sea I un intervalo acotado o no acotado, decimos que una funcién f: I — Ces

de variacion acotada si satisface la siguiente propiedad:
(BY) d constante C > 0 tal que Zf;ol |f(tis1) — f(t)| < Cparatodofy <t <---<f.enl.
El conjunto de funciones de variacioén acotada sobre I es denotado por BV(I). Notemos que

AC(I) ¢ BV(I) cuando el intervalo I es acotado. Las funciones reales de variacion acotada son

también caracterizadas por la siguiente propiedad:
Estas son la diferencia de dos funciones no decrecientes (posiblemente discontinuas) sobre I.

Cuando el intervalo 7 es acotado sabemos que toda funcién absolutamente continua es de variacion
acotada y por lo tanto por el teorema de diferenciacion de Lebesque esta es diferenciable c.t.p

1



2 1. PRELIMINARES.

respecto a la medida de Lebesgue A sobre /. En efecto, se tiene la siguiente generalizacion del

teorema fundamental del calculo.

TeorReMA 1.3. Una funcion f : [a,b] — C es absolutamente continua si y sélo si existe una
funcion h € L'([a, b)) tal que

f(x) - f(a) = fx h(t)dA(t) para x € |[a,b].

En esta caso, se tiene que f es diferenciable c.t.p. [1], y f'(x) = h(x) c.t.p. [1] sobre [a,b]. La

funcion h estd inicamente determinada por f.

DemosTRACION. Ver en [2, Teorema 3.30].

TeoremA 1.4 (Regla de Leibniz). Sean f, g : [a,b] — C absolutamente continuas sobre |a, b]
con derivadas 'y g’ c.t.p. [1] en [a,b). Entonces fg es absolutamente continua y en particular
diferenciable c.t.p. [1] en [a,b] y

(fg) = f'g+ fg enc.t.p.[A] sobre [a,b].

DEMOSTRACION. Ver en [2]. -
También se tiene un resultado andlogo a la formula de integracidn por partes para las funciones
absolutamente continuas.

TeoREMA 1.5. Para f, g € AC|a, b] la formula de integracion por partes se cumple:
b b
f J'(Dg(r) dA(r) + f F(0g' @) dAr) = f(b)g®) — fa)g(a).
DEemosTRrACION. Ver en [2, Corolario 3.37]. i

Sea I un intervalo abierto acotado o no acotado, el espacio AC(/) de funciones absolutamente

continuas estd muy relacionado con el espacio de Sobolev Wh!(1):

DeriNicION 1.6. El espacio de Sobolev W'!(I) es definido como

whi) = {u e L'(J) : Ag € L'(I) tal que fuqb’d/l = — fgqbd/l Ve C‘;"(I)}.
1 1

Para u € W'!(I) denotamos u’ = g.

A la funcién g suele llamarse la derivada débil de u. Para el caso I acotado se tiene el siguiente

teorema.



1. FUNCIONES ABSOLUTAMENTE CONTINUAS Y FUNCIONES DE VARIACION ACOTADA 3

TeoreMA 1.7. Sea I = (a,b) con a, b € R entonces AC(I) coincide con W' (I).
DemosTrACION. La demostracion de este resultado puede verse en [2].

Para funciones absolutamente continuas también se tiene la regla de la cadena.

TeoremA 1.8 (Regla de la cadena). Sean I, J C R intervalos y sea f : J — R absolutamente
continua sobre cada intervalo [a,b] C J y u : I — J monotona y absolutamente continua sobre
cada intervalo [a, b] C I. Entonces f o u es absolutamente continua sobre cada intervalo [a,b] C |

y se cumple
(f ow)'(x) = f"(u(x)u' (x),
donde f'(u(x))u’(x) es interpretado ser cero siempre que u'(x) = 0 (aiin si f no es diferenciable en

u(x)).

DEMOSTRACION. Ver en [2]. —

TeorREMA 1.9 (Derivacion bajo signo integral). Sea (X, A, 1) un espacio de medida o-finito y
sea [a, b] un intervalo acotado en R. Sea f : X X [a,b] — C una funcion tal que paraa <t < b,

x = f(x,t) es u integrable, y definimos la funcion

F@) = fxf(x, 1) du(x).

Si para cada x € X la funcion t — f(x,1) es diferenciable y existe g € L'(X, u) con |0f/0t(x,1)| <

g(x) sobre X, entonces F es diferencible y

F’(t)=fx(;—1;(x,t)du(x).

DEmosTRACION. Ver en [8]. —

Dermnicion 1.10. Sea Q ¢ RY abierto y 1 < p < oco. Decimos que una funcién f : Q — C
pertenece a L (Q) si fxyx € LP(RY) para todo subconjunto compacto K de Q. Notemos que si
f €Ly (Q),entonces f € L, (Q).

loc

TeoremA 1.11 (Teorema fundamental del célculo de variaciones). Sea Q C RV abierto y sea
f €L, (Q)tal que

f f(X)P(x)dA(x) = 0 para todo ¢ € C°(Q).
Q
Entonces f =0 c.t.p. [1].



4 1. PRELIMINARES.

DEMOSTRACION. Puede verse en [4]. —

Para el siguiente teorema se tiene la siguiente notacion: si f € CK(Q) donde Q c R es abierto

y @ = (@, -+ ,ay) es un multi-indice de longitud || := @; + ... + @y < k escribimos
o o
DYf = —5 i f
ox{’' ox\

Teorema 1.12. Sea f € CERN) conk > 1y sea g € L, (RN). Entonces la convolucion f % g
definida por

(f *g)x) : S =yg»day)
RN

satisface
frxgeCRY) y D'(f % g) =Df x g Ya conla| <k.

En particular, si f € CX(RY) y ge Ll (RV), entonces f x g € C*(RM).

loc

DemMosTRACION. Puede verse en [4]. .

También necesitaremos el siguiente teorema conocido como el teorema de Stone-Weiertrass:

TreoremA 1.13 (Teorema de Stone-Weierstrass). Sea X un espacio métrico compacto y sea A

una subdlgebra cerrada de C(X) tal que A satisfce las siguientes condiciones

1. 1 € A, es decir, la funcion constante 1 pertenece a A.

2. A separa los puntos de X, es decir, para cada x,y € X con x # Yy, existe f € A tal que

f) # fO).

3. A es cerrado bajo conjugacion compleja.

Entonces A = C(X).

DEemMosTRACION. Puede verse en [8]. a

2. Los espacios de Sobolev H"(I) y H{(I).

Sea I = (a, b) un intervalo abierto acotado o no acotado, entonces se tiene la siguiente definicion

de espacios de Sobolev.

DEFINICION 1.14. Sea p € R con 1 < p < oo, el espacio de Sobolev W'P(I) es definido por

whr () = {u € LP(I) : dg € L7(I) tal que fmp'd/l = - fgqﬁd/l Vo¢e Ci(l)}.
1 i



2. LOS ESPACIOS DE SOBOLEV H"(I) Y H{(I). 5

Para u € W'(I) denotamos u’ = g (la derivada débil). Para el caso p = 2 denotamos H'(I) =

W2(I). El espacio W'(I) es equipado con la norma
lullwrr = llullzr + (o] 2r
0 a veces, si | < p < oo, con la norma equivalente (|[ull? || + [lu||7,)"/?.

L

OBSERVACION 1.15. Notemos que H'(I) es un espacio con producto escalar
b —_—
(u, vy = (U, vz + ', v = f (v + uw'v') da.

TeoreMA 1.16. El espacio W'P(I) es un espacio de Banach para 1 < p < oo y separable para

1 < p < 0. En particular H'(I) es un espacio de Hilbert separable.

DEMOSTRACION. Ver en [4, Teorema 8.1]. —

DEermnicioN 1.17. Dado 1 < p < oo, definimos Wé”’ (I) como la clausura de C!(I) en W'r(I).

Para el caso p = 2 denotamos Hé(]) = WS’Z(I).

DeriniciON 1.18. Dado un entero m > 2 y un niimero p con 1 < p < oo definimos por induccién

el espacio de Sobolev

WD) = {u e WP s u' € W P(D)).

También denotamos H"(I) = W™2(I).

TeorEMA 1.19. Sea u € W'P(I) con 1 < p < oo donde I es un intervalo acotado o no acotado y

[ su cerradura, entonces existe it € C(I) tal que it = uc.t.p. [A] sobre Il y
y -
i(y) — ii(x) = f u'dl VYx,yel.
DEMOSTRACION. Puede verse en [4]. —

El teorema 1.19 afirma que todo u € W' admite uno (y solo uno) representante continuo sobre

TeoreMA 1.20. Sea u € W' (I). Entonces u € Wé’p(l) siy solo si u = 0 sobre 0I.

DemosTrACION. Puede verse en [4, Teorema 8.12]. —



6 1. PRELIMINARES.

Los espacios de Sobolev H"(a, b) y H{j(a, D) con —co < a < b < +00 son expresados en términos

de funciones absolutamente continuas, es decir,
H'(a,b) = {f € ACla,b] : " € L*([a, b))},
H'(a,b) = {f € C""'([a,b]) : f*" € H'(a, D)},
Hi(a,b) = (f € H"(a,b) : f(a) = f'(@) =---= f"Da) = 0, f(b) = f'(b) = --- = f"D(b) = O}.

Si J es un intervalo no acotado de R, entonces también se define

H'(J)={f € L*(J): f € AC(la, b)) para [a,b] C Ty f" € L*(J)},

H'())={feL’(J): feC"' Ny [V e H' (),
Hj(a,+0) = {f € H"(a,+0) : f(a) = f'(a) = --- = f"(a) = 0},
H}(R) = H"(R).

3. Elespacio de Schwartz y la transformada de Fourier

DEeriNIcION 1.21. Para f € L'(R), definimos

— 1 .
— —txtd/l
/o \2r fR Je

para todo ¢ € R. La funcién ]Tes llamada la transformada de Fourier de f.

Las propiedades que serdn de gran utilidad en capitulos posteriores son las siguientes.
TeorEMA 1.22. Sea f € L'(R).

Mimye ) =0y [1flle < 1fllp2-

2. @)(@) = fe™ donde T, f(x) = f(x+ h).
3. (fe™)(r) = f(t - h).

4. (o = itf@).

5. (=ixP)(®) = F(0).

[S—

DemosTRACION. Puede verse en [8] o en [9].

DEernicion 1.23. Una funcién Schwartz es una funcién infinitamente diferenciable ¢ sobre R

tal que para todo m,n > 0
sup{|x"¢™(x)| : x € R} < co.

El conjunto de las funciones Schwartz sobre R es denotado por S (R).
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TeoreEMA 1.24. Si ¢ € S(R), entonces aes infinitamente diferenciable y a € S(R).

DEmOSTRACION. Ver en [8]. —

TeorEMA 1.25 (Teorema de inversion).

1. Si ¢ € S(R), entonces

1 — .
P(x) = — f (t)e™dA(®).
V2r R¢
2. 851 F : S(R) —» S(R) es la transformada de Fourier, F|¢] = a entonces F es un mapeo

lineal sobreyectivo de S en S que satisface F* = F.
3. Si f € L\(R) tal que también f € L\(R), entonces

fx) = «/%7 fR F(OMdA®) c.tp. [A].

DEMoSTRACION. Ver en [8]. -

TeorReMA 1.26 (Teorema de Plancherel.). La transformada de Fourier ¢ — $ extiende a una
isométria sobreyectiva de L*(R) a L*(R).

DEMoOSTRACION. Ver en [8]. i






Capitulo 2

Operadores no acotados sobre espacios de Hilbert

En este capitulo se dard a conocer los teoremas bésicos de operadores no acotados sobre es-
pacios de Hilbert asi como los operadores mas importantes de esta t€oria que son los operadores
cerrados, cerrables, autoadjuntos y simétricos. En el desarrollo de este capitulo se suponen todos

los espacios de Hilbert sobre C a menos que se mencione lo contrario.

1. Operadores cerrados y cerrables

DEriNiciON 2.1. Un operador lineal de una espacio de Hilbert H; a un espacio de Hilbert H, es
un mapeo lineal 7 de un subespacio lineal de H; llamado el dominio de 7'y denotado por D(T) al
espacio Hj.

EL subespacio lineal R(T) = {T(x) : x € D(T)} es llamado el rango de T y el subespacio
N(T) = {x € D(T) : T(x) = 0} es llamado el nucleo de T. Decimos que un operador S : H; — H,
es una extension de 7 usualmente denotado por T C S si D(T) € D(S) y T(x) = S(x) para todo
x € D(T). SiR : H, — Hj es un operador lineal entonces definimos la composicion RT como el

operador dado por

DRT)={xe D(T): Txe D(S)} y (RT)x := R(Tx) paratodo x € D(RT).

Si T es inyectivo, es decir, N(T) = {0} definimos su inverso 7~' : R(T) ¢ H, — H, por
T~(Tx) = x. Decimos que T es biyeccién si T es inyectivo y R(T) = H,, en este caso D(T™') = H,.
Decimos que T es densamente definido si D(T') es denso en H,. Otro tipo de operadores también

son los siguientes:

1. T es isométrico si (Tx, Ty) = (x,y) para todo x,y € D(T).

2. T es unitario si T es biyectivo e isométrico.

Notemos que por la formula de polarizacion se tiene que (1) es equivalente a ||7x|| = ||x|| para
todo x € D(T). Si H, K son espacios de Hilbert decimos que el operador T : D(T) c H — K es

acotado si
|7 x||
IT|l = sup ——— < oo
xeD(T) (1]
x#0

9



10 2. OPERADORES NO ACOTADOS SOBRE ESPACIOS DE HILBERT

Notemos que un operador 7" es acotado si y sol6 si T es continuo. Denotamos al espacio de

operadores acotados con dominio igual H a K por B(H, K).

DEriniciON 2.2. El grafico de un operador lineal 7 : H — K es definido por

I(T) = {(x,Tx) € HX K : x € D(T)}.

El siguiente lema caracteriza los subespacios I' € H X K que son graficos de un operador.

Lema 2.3. Un subespacio lineal I' C H X K es el grdfico de un operador T : D(T) C H — K si
y solo si (0,y) € I' implica y = 0.

DemosTRACION. (=) Se sigue de la definicidn de gréfico pues si (0,y) € I', entonces y = T(0) = 0.
(&) Definir D(T) = {x € H : dy € K tal que (x,y) € I'}. Notemos que si existe tal y, este es inico
y por lo tanto podemos definir 7'(x) = y.

Notemos que el operador del lema anterior si existe es Unico y que si S,7 son operadores
entonces S C T sty s6losiI['(S) c I'(T).

DEFINICION 2.4 (Operadores cerrados y cerrables). Sean H'y K espacios de Hilberty T : D(T') C
H — K un operador lineal. Decimos que T es cerrado si ﬁ = I(T), es décir, I'(T') es un
subespacio cerrado de H x K. Decimos que T es cerrable si la cerradura [(T) es el grafico de un
operador lineal y definimos la cerradura T de T por I'(T) := I'(T).

Los operadores cerrados se pueden caracterizar por el espacio normado (D(T), ||-||7) donde ||-||7
es la norma del grafico:
1
llxllz = Xl + 1T X712

TeOREMA 2.5. Sea T : D(T) ¢ H — K un operador lineal.

1. T es cerrado si y soélo si para toda sucesion (x,),>; C D(T) tal que (x,,Tx,) — (x,y)
tenemos x € D(T), y = Tx.

2. T es cerrable siy solo si para toda (x,),>1 C D(T) tal que (x,, T x,) — (0,y) tenemosy = 0.

3. T es cerrado siy solo si (D(T),|| - ||r) es un espacio de Hilbert.

4. Si T es cerrable, entonces D(T) = m”.”?

DEemosTrACION. 1. Se sigue de la definicidon de operador cerrado.
2. Notar que T es cerrable si y s6lo si I'(T') es grafico de un operador.
3. Notemos que el mapeo x — (x, T(x)) de (D(T),||-||r) al subespacio I'(T") con la norma de Hilbert

del espacio H X K es isométrico. Entonces (D(T), || - ||7) es completo siy s6lo si I'(T') es completo
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o equivalentemente si I'(7') es cerrado en H X K.
4. Por (3), D(T)”.”T c D(T). Si D(T)”'HT # D(T), entonces S := TFWM»MT fuera un operador cerrado
(por (3))talque T Cc S € T, por lo tanto I['(T)) c I'(S) € [(T) = I(T), una contradiccién. -

Ahora podemos reformular el teorema del grafico cerrado para operadores cerrados:

TeOREMA 2.6. Sea T : D(T) ¢ H — K un operador lineal cerrado y densamente definido,

entonces T es acotado siy solo D(T) = H.

DemosTrRACION. (=) Si T es acotado y x € H, existe (x,) € D(T) tal que x, — x, entonces T'x,, = y
para algin y € K, pues T es acotado y K es de Banach, entonces (x,, Tx,) — (x,y) y por (1) del
teorema 2.5 se tiene que x € D(T), y = T(x).

(<) Si D(T') = H entonces se sigue del teorema del grifico cerrado del analisis funcional que T es

acotado. —

También podemos reformular el teorema del inverso continuo para operadores cerrados:

TeOREMA 2.7. Sean H y K espacios de Hilbert y T : D(T) ¢ H — K un operador lineal

cerrado. Si T es biyectivo, entonces T™! es continuo.

DemosTrAcION. Consideremos el operador T: (D(T), | - ll7) — (K,|| - |) dado por T(x) = T(x) que
es continuo y biyectivo entre espacios de Banach. El teorema de la inversa continua del analisis
funcional implica que T KN - 1D = (D), |l - llr) es continuo. Ademas como ||x|| < ||x]|r la

inclusién i : (D(T),|| - |l7) — (D(T),|| - ||) es continua. Por lo tanto tenemos que
T =ioT ™ (K| 1) > (D)1l 1)

es un operador acotado. -

Lema 2.8. Si T : D(T) c H — K un operador lineal cerradoy S € B(H, K), entonces S + T

es cerrado.

DemosTrACION. Notemos que D(S +T) = D(S)ND(T) = D(T). Sea (x,),»1 una sucesion en D(T) tal
que x, = xy (S +7T)x, — y, entonces Sx, — Sx pues S es acotado y por lo tanto 7'x,, — y— S x.
Por ser T cerrado implica x € D(T) = D(T +S)y Tx = y—Sx, es decir, (T + S )x =y, por lo tanto

(x.) €T(S +T).

Ahora se dard una proposiciéon con demostracion que serd de gran utilidad més adelante en

capitulos posteriores.
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ProposicioN 2.9. Sea T : D(T) ¢ H — K un operador lineal, densamente definido, cerrable y
B e B(H,K). Entonces T + B: D(T) Cc H— K es cerrabley T + B = T +B.

DEemosTRACION. Primero mostremos que 7 + B es cerrable: sea (x,),>; una sucesion en D(T) tal que
(xn, (T + B)x,) — (0,y), entonces Bx, — 0 pues B € B(H, K) y por lo tanto (x,, T'x,) = (0,y) y ya
que T es cerrable se tiene que y = 0. Ya que 7 es cerrado se tiene que 7 + B es cerrado por lema 2.8
y entonces T + B C T + B. Para demostrar la otra contencién mostremos que D(T + B) = D(T) C
D(T + B). Sea x € D(T) entonces existe una sucesion (x)ns1 en D(T) tal que x, = x y (Tx,)n>1
converge con Tx = lim,_. Tx,. Como B es acotado entonces Bx, — Bx lo cual implica (T + B)x,

converge y por lo tanto x € D(T + B) con

T + Bx = lim(Tx, + Bx,) = Tx + Bx,

esdecir, T+Bc T+ B. Oy

DEeriNIcION 2.10. Sea T : D(T) ¢ H — K un operador cerrado. Un subespacio D € D(T) es un
core (nucleo) para T si T[p = T, es decir, podemos recuperar al operador 7 por medio de D.

OBservaciON 2.11. Notemos que en la definicidén anterior el operador T [, es cerrable pues

TipcT.SiT :D(T)c H— K es cerrado, entonces D(T) es trivialmente un core para 7.

2. El adjunto de un operador

En esta seccion se definird el adjunto de un operador no acotado sobre un espacio de Hilbert
y se dardn algunos teoremas que serdn de mucha utilidad para entender mejor a los operadores

cerrados y cerrables definidos en la seccion anterior.

TeOREMA 2.12. Sean H, K espacios de Hilbert y T : D(T) ¢ H — K un operador lineal
densamente definido, entonces existe un operador lineal T* : D(T*) ¢ K — H llamado el adjunto

de T cuyo dominio estd dado por
D(T*) ={y € K:du e H tal que (Tx,y) = {x,uy Yx € D(T)}.
El vector u es vnico y por lo tanto podemos definir T*y = u.
DemosTrRACION. Sea y € D(T™), entonces por la densidad de D(T) en H se tiene que u es Unico.

Ademas D(T™) es un subespacio lineal y T* es un operador lineal: sean y;,y, € D(T"), @ € C,

entonces para todo x € D(T)

(Tx,ay; +y2) = aTx,y1) +{Tx,y2) = a{x, T"y1) + {x, T"y2) = {x,aT"y; + T"y»)
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Ahora para z = aT*y, + T"y, € H se tiene que
(Tx,ay; +y,) =(x,z) paratodo x € D(T).

Entonces ay,; +y, € D(T*)y z = T*(ay, +y,) = aT*y,; + T"y,. Por lo tanto D(T*) y T* son lineales.
-

DErinNicION 2.13. Sea T : D(T) € H — K un operador densamente definido. Al operador 7™ del

teorema anterior llamamos el adjunto de 7.

OBSERVACION 2.14. Notemos que en la definicion de D(T™) es suficiente pedir que el funcional

x — (y, T x) sea acotado pues la existencia de u se sigue del teorema de representacion de Riesz.

De la definicién de 7™ se tiene que

(y,Tx) =(T"y,x) paratodoye D(T"), x € D(T).

Una herramienta util para el estudio de operadores no acotados y sus adjuntos son los operado-

res que se definen a continuacion.

DEeriNicION 2.15. Sean H, K espacios de Hilbert. Definimos los operadores U,V : HXK — KxXH
por
U(x,y) = (=y,x) y V(x,y) =(y,x) parax € H,y € K,
que son operadores (acotados) unitarios, es decir, U*U = idyxx Yy UU" = idkxy, etc. Con abuso

de notacién, U* = —U.

OBSERVACION 2.16. Notemos que si T : D(T) ¢ H — K es invertible entonces V(I'(T)) =

[(T~Y). Por lo tanto, T es cerrado siy sélo si T~! es cerrado.

Entonces tenemos el siguiente teorema.

TeOREMA 2.17. Sea T : D(T) C H — K un operador. Entonces T := (U(I'(T))* ¢ K X H es un
grdfico de un operador si y solo si D(T) C H es denso, es decir, T es densamente definido. En este
caso, I =T(T*) = UT(T))" .

DEMOSTRACION. (=) Si ' = U(T'(T))* es el grafico de un operador, entonces D(T)* = 0. En efecto,
y € D(T)* siy s6lo si (y,x) = 0 para todo x € D(T), si y sdlo si {((0,y),(—Tx, x)) = 0 para todo
x € D(T), es decir, (0,y) € Iy entonces y = 0.

(&) Si D(T) es denso y (0,y) € T entonces 0 = ((0,y),(—Tx,x)) = (y,x) para todo x € D(T),

implica y € D(T)* = {0}, es decir, I es el grafico de un operador.
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Ahora notemos que (k,z) € I' siy solo si ((k,z), U(x,Tx)) = 0 para todo x € D(T), siy s6lo si
((k,2),(—=Tx, x))y = 0 para todo x € D(T), siy sélo si (k,Tx) = (z, x) para todo x € D(T), siy s6lo
sik e D(T*)y T*k = z, siy solo si (k,z) € I'(T*). De esto se deduce que I'(T*) =T = UI(T))*.

(1

ProposiciON 2.18. Sea T : D(T) ¢ H — K un operador densamente definido inyectivo, tal que
T~!': D(T™") c K — H es densamente definido, es decir, R(T) C H es denso. Entonces

(T =T

DEemosTrACION. Notemos que UV = =V U con U y V definidos en definicion 2.15. Por lo tanto

L(T*)™") = VI(T*) = V(UT(T))*" = (-UVI(T))*" = (-UI(T~")* = (ULT )" =T(T™")).
—

CoroLarIO 2.19. Si T : D(T) ¢ H — K es densamente definido, entonces T* : D(T*) C K —

H es un operador cerrado.

DEMOSTRACION. Se deduce inmediatamente del teorema anterior pues I'(T*) = U(I'(T'))* es cerrado.

(-

OBservACION 2.20. Si T* existe entonces para todo x € D(T) tenemos
(x, T*y)y =(Tx,y) VyeD(T"),

es decir, existe z = Tx tal que (x,T"y) = (z,y) lo cual implica que x € D(T**) si T™ existe y
z=T"x = Tx. Esto a su vez implica que D(T') € D(T**) y por lo tanto T C T**. Pero T existe si

y s6lo si T* es densamente definido por teorema 2.12 el cual no siempre es el caso.

Ahora supongamos que T : D(T) ¢ H — K es un operador densamente definido tal que
T* : D(T*) ¢ K — H es densamente definido, entonces por teorema 2.12 existe 7** = (T*)" :
D(T*™) c H — Ky por la observacion anterior T C T** 'y I'(T) c I'(T**). Pero I'(T**) es cerrado
y es al grafico de un operador lo cual implica que T'(T) c I'(T**) es el grafico de un operador y por
lo tanto T es cerrable. En efecto tenemos la siguiente proposicion.

Proposicion 2.21. Sea T : D(T) ¢ H — K un operador densamente definido. Entonces T es

cerrable si y sélo si T* es densamente definido. En este caso, T = T**.
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DemosTRACION. Con U definido en definicion 2.15 tenemos

[(T) = T(T) = (U'UT(T))** = ~(UUT(T))")* = UT(T*)* = T(T™).

(-

Proposicion 2.22. Sea T : D(T) ¢ H — K un operador lineal densamente definido y cerrable,

—k
entonces T =T".

DEmOSTRACION. Por proposicion anterior y corolario 2.19,

T =T =T*=T"
[

Cerramos esta seccion con algunas propiedades algebraicas del adjunto de un operador.

Proposicion 2.23. Sean S, T : H — K operadores lineales tal que D(T) es denso en H. Enton-

ces

1. SiT C S entonces S* C T".

2. Si A € C\ {0} entonces (AT)* = AT".

3. SiD(S + T) es denso en H entonces S*+T* C (S +T)".
4. Si S es acotado y D(S) = H entonces S* +T* =(S +T)".

DemosTrRACION. Ver en [3, Teorema 1.6]. -

También se tienen afirmaciones analogas para el producto.

Proposicion 2.24. Sean T : D(T) c H - K y S : D(S) € K — W operadores lineales tales
que D(ST) es denso en H.

1. Si D(S) es denso en K, entonces T*S* C (ST)*.
2. 8i S esacotadoy D(S) = K, entonces T*S* = (ST)".

DemMosTRrRACION. Ver en [3, Teorema 1.7]. .

3. Operadores autoadjuntos

En esta seccién se definirdn operadores autoadjuntos que son una clase de operadores muy

importante en la teoria de los operadores no acotados.
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DernicION 2.25 (Operador autoadjunto). Sea H en espacio de Hilbert. Un operador autoadjunto
esunoperador7T : D(T)CH - Htalque T* =T.

OBSERVACION 2.26. Notemos que si 7" es autoadjunto entonces 7 es necesariamente densamente
definido, D(T) = D(T*) y (Tx,y) = {(x, Ty) para todo x,y € D(T). Decimos que T es simétrico si
T < T*. Un operador T es esencialmente autoadjunto si T es autoadjunto, en este caso tenemos

que D(T) es un core para T.

ProposiciON 2.27. Sea U : H — H un operador unitario, A : D(A) ¢ H — H un operador
autoadjunto. Entonces UAU* : U(D(A)) c H — H es autoadjunto.

DEemosTrACION. Por la proposicion 2.24 tenemos que (UAU™)* > U™A*U* = UAU", es decir, UAU”
es simétrico. Ahora sea f € D((UAU™)*), entonces para todo g € D(UAU") = D(AU*) = UD(A)
se tiene

((UAU")'f,8) = ([, UAU"g) =XU" f,AU"g).
Como D(A) = {U*g : g € U(D(A))}, consideremos h € D(A) y sea g = Uh, entonces g €
U(D(A)) = D(AU*) = D(UAU") y

(U f,Ah) = (f,UAU"g) = ((UAU")'f,8) = (U(UAU")"f, h).

Por lo tanto U*f € D(A*) = D(A) y AU*f = U"(UAU")"f. Ya que U es unitario se tiene que
feUMDA)) = DIAU*) = DIUAU") y (UAU*)* f = UAU" f. Por lo tanto (UAU*)* Cc UAU".

4. Extensiones autoadjuntas

DerinicioN 2.28 (Extensiones autoadjuntas). Sea S : D(S) ¢ H — H un operador simétrico.

Decimos que T es una extension autoadjuntade S siT =7y S CT.

OBSERVACION 2.29.
1. Notemos que si S tiene una extension autoadjunto, entonces S es simétrico.
2. SiS =T, entonces S es esencialmente autoadjunto y D(S) es un core para T.
3. Aunque S = S, S no necesariamente tiene extensién autoadjunto como veremos mas tarde.
4. Si S no es esencialmente autoadjunto puede tener diferentes extensiones autoadjuntos como

veremos en capitulos posteriores.

Proposicion 2.30. Si T y T, son extensiones autoadjuntos de S tal que T, C T,, entonces
T, = T, es decir, si T es una extension autoadjunto de S, entonces no existe Ty # T autoadjunto
tal que T C Ty y no existe S| # T autoadjunto tal que S ¢ S, C T.
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DEMOSTRACION. Sean T} =T, T; = T, y T C T,. Entonces T, = T, C T} = T C T, por lo tanto

Tl :Tz. D_

Proposicion 2.31. Sea T : D(T) ¢ H — K densamente definido y cerrado. Entonces

N(T) = R(T*)* y N(T*) = R(T)*.

DemosTrACION. Como T es cerrado, tenemos que T=T"=T,en particular D(T™*) es denso en
H. Ahora sea v € R(T*)*, entonces para cada y € D(T*) tenemos (v, T*y) = 0 = (0, y), lo cual
implicav € D(T*) = D(T)y Tv = T*v = 0, es decir, v € N(T). Ahora si v € N(T), entonces
v € D(T) = D(T*). Entonces para todo y € D(T*), (v, T*y) = (T*v,y) = (Tv,y) = 0, es decir,
v € R(T*)*. Para la segunda afirmacion tenemos que 7* existe y por ser T cerrado la proposicion
2.21 implica T* es densamente definido lo que a su vez implica que 7 existe. Aplicando la
primera afirmacién al operador T* tenemos N(T*) = R(T**)* = R(T)* = R(T)*. 3

OBSERVACION 2.32. Notemos que la proposicion anterior implica en particular que N(T) y N(T™)

son subespacios cerrados de H siempre y cuando 7T es densamente definido y cerrado.

CoroLARrIO 2.33. Si T = T*, entonces R(T) = H siy sélo si N(T) =0 y T~! es acotado. En tal

caso T~' es también autoadjunto.

DEMOSTRACION. (=) Si R(T') = H, entonces por la proposicion anterior N(T) = R(T)* = H+ = 0.
Como T = T*y R(T) = H entonces T~! es un operador cerrado entre espacios de Hilbert. Por el
teorema 2.6 del gréfico cerrado 7! es acotado.

(&) Ahorasi N(T) = 0y T™! es acotado, por la proposicién 2.31 tenemos que R(T)* = N(T) = 0,
lo que a su vez implica que R(T) es denso en H y entonces T~! : R(T) ¢ H — H es densamente
definido. Por la proposicién 2.18 se tiene que (T~!)* = (T*)™! = T~!, es decir, T~! es autoadjunto y
por lo tanto cerrado. Tenemos que 7! es densamente definido, cerrado y acotado, por el teorema
2.6 se tiene que D(T~") = R(T) = H. -

EsemprLo 2.34. (EI operador multiplicacién Ty) Sea (X, €, u) un espacio de medida o-finito,
H=L1*X,u) y f:X — C una funcién medible. Definimos el operador Ty:D(Ty)cH— H
por D(Ty) = {u € L*(X,p) : fu € L*(X,p)} y Tyu = fu. Notemos que T no necesariamente es
acotado como se vera en la observacién 2.35 abajo.

» T; es densamente definido: Sea A, = {x € I : |f(x)] < n} y sea h € H. Entonces la

sucesion h, = hy,, donde x4, es la funcion caracteristica de A, converge a 4 puntualmente
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y h, € D(Ty), pues

[omda= [ Puprndn <o [ nfa
X X X

Ya que ||h,]|;2 < ||Al|, entonces por teorema de convergencia dominada ||k — A,/ — 0, es
decir, lim,_, h, = h. Por lo tanto Ty es densamente definido y (7';)" existe.
(Ty) = T?: Notemos que para todo u,v € D(Ty) = D(T?)

(Tru,v) = ff_uvd,u = fﬁ?vd,u = (u, Tyv).
X

X
Entonces T? C(Ty)".

Consideremos
C={KCcX:KeQ, u(K)<ooy fesacotada en K}.

C es no vacio pues ya que el espacio de medida es o-finito, existen E,, € Q con u(E,) < oo
tales que X = |, E, y por lo tanto K,,,, = E, NA,, € C para todo m, n € N. Entonces para
todo K € Cy todo u € H tenemos uyx € D(Ty) = D(T?) pues

f |fuxkldu = f |fPluldu < .
X K

Sea ahora v € D(T]’i) y K € C. Por un lado tenemos

(Tr(uxg),v) = f Fxxuvdy,
X

y por otro lado

(T v = Gean Ty = [ il e =0
X

para todo u € H, entonces

0= fﬁ)(K(?v = Tpv)du
X

paratodou € H.
Ya que fxxv — xxTpv € H, entonces xr(fv— Tiv) = 0 para todo subconjunto K € C.
Notemos que | gcc K = X pues X = ., Kiun con K,,, definido anteriormente. Por lo tanto

fv= Tpv, lo cual implicav € D(T5) y T7v = T%v, entonces T = T5.

En particular tenemos que Ty = (T%5)" es cerrado, y es autoadjunto, 7y = T%, cuando f es una

funcion real.

OBservacION 2.35. Notemos que por ser T cerrado y densamente definido se tiene que T'f es

acotado siy solo si D(Ty) = H siy s6losi f € L*(1).
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DEemosTrACION. El primer ”si y sélo si” se sigue del teorema del grafico cerrado (teorema 2.6).
Ahora si f € L¥(X, u) entonces D(Ty) = L*(X, 1) pues

f fuPdu < 1fI2 f Py = ANl < oo para todo u € L(X, ).
X X

Por otro lado si f ¢ L*(X, u), entonces una cantidad infinita de conjuntos A, = {x € X : n < |f(x)| <
n + 1} tiene medida > 0, pues en otro caso f seria esencialmente acotada. Supongamos que (7 )i>1
es una subsucesion tal que u(A,,) > 0. Ya que el espacio de medida es o-finito X = ;51 Xu»
entonces A,, = |J,, A, N X,, y por lo tanto debe existir my, tal que 0 < u(A, N X,,) < +oo. Si
By := A, N X,,, entonces yp, € D(Ty) y

”TfXBk”iz = ‘[|f|21/‘(31\|2d/J 2 l’li f I)(Bk|2d/J = nl%”/\/Bk”iz
X X

ITrx sl
Izl
implica f € L*(X, w). i

implica > n, es decir, T s es no acotado, lo cual es una contradiccion. Por lo tanto Ty acotado

S. El espectro de un operador cerrado

En esta seccion se definird lo que es el espectro de un operador T : D(T) ¢ H — H el
cual necesariamente es un subconjunto cerrado de C como se vera a continuacion. Para operadores
autoadjuntos que son considerados como observables fisicos, el espectro corresponde a los posibles

valores de mediciones.

DEerINICION 2.36. Sea H un espacio de Hilbert y A : D(A) ¢ H — H un operador densamente
definido y cerrado. Definimos el conjunto resolvente de A por p(A) := {1 € C: (A - A)~' € B(H)}
y el espectro de A por 0(A) = C\ p(A).

OBSERVACION 2.37. Notemos que si (A — 2)™! € B(H), entonces (A — 1)~ es cerrado y como
I'((A - 2" = V('(A = 2)) donde V(x,y) = (v, x) es un operador unitario, tenemos que A — A es
cerrado. Luego por el lema 2.8 tenemos A = A — A + A es cerrado. Por lo tanto la definicion de

espectro tiene sentido solo para operadores cerrados.

Lema 2.38 (Serie de Neumann). Sea H un espacio de Hilbert y sea A € B(H) con ||1 — Al < 1,

entonces A es invertible.
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DemosTRrACION. Si ||1 — Al < 1 entonces la serie },° (1 — A)" converge en la norma || - || de B(H).

Ademas

Ai(l — A)"
n=0

N N N
lim[1 - (1-A)] Z(l ~AY' = lim Z(l A — Z(l — Ay
n=0 n=0 n=0

Al]im[l -1-A"" =1,

pues lim,_,, [|1 — Al|* = 0. Entonces A },” (1 — A)" = I. Analogamente

()

N N
Z(1-A)A:]5%Z(1—A)A:}&T;AZ(;Q—A) = 1.

n=0 n=0
Por lo tanto A es invertible y A™' = 3'°° (1 — A)" € B(H). -

Proposicion 2.39. Sea T : D(T) ¢ H — H un operador densamente definido y cerrado.

Entonces p(T) es abierto y por lo tanto o(T) es cerrado.

DemosTtrACION. Como o(A) = C \ p(A), es suficiente demostrar que p(A) es abierto. Sea 1 € p(A).
Para cada z € C con |z] < ||(A — 27! tenemos A — (1 +z) = (1 — z(A — 2)™")(A — A). Ahora
llz(A = D7 = |z (A = D)7 < 1. Por la serie de Neumann (1 — z(A — 2)~Y)~! € B(H). Como
(A-A)~! € B(H), tenemos (A—(1+2)"' = (A-)"'(1-z(A-)™1)~! € B(H) que implica z € p(A).
Por lo tanto p(A) es abierto. i

Proposicion 2.40. Si A : D(A) ¢ H — H es un operador simétrico y cerrado, entonces para
A=a+iB € C\R tenemos

.1 ICA = DRI = 1Al

Ademds R(A — A) C H es cerrado.

DEmMosTRACION. Sea A = « + i con 8 # 0. Entonces para cada i € D(A),

1A = DAl (A = a)h = iBh, (A — a)h - iBh),
(A = @)h, (A = @)h) = iBUA = )b, h) + iB(h, (A = a)hy + (=iB)(=iB)IIAII,

ICA = @Al = iB¢h, (A = a)h) + iBCh, (A — a)h) + B2IAI = B1AI.

Ahora sea (f, := (A — A)x,),>1 una sucesion en R(A — Q) tal que f, — f € H. Por (5.1) tenemos
[I(A — D)(x, — x)Il = Bllx, — x,|| para todo n > m, entonces (x,),>; s una sucesiéon de Cauchy en
DA -1 =DA)talque x, » x€ Hy (A - Ax, = f, = f. Como A es cerrado, entonces A — A es
cerrado y porlotanto x € D(A) = DA -y f=A-ADxe€RA- Q). i
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CoroLario 2.41. Si A : D(A) C H — H un operador simétrico y cerrado. Entonces R(A — A) =
N(A* — 2)* para todo A € C\ R.

DEMOSTRACION. Se sabe que para un operador 7 : D(T) ¢ H — H densamente definido y cerrado
se tiene N(T*) = R(T)*. Como A es cerrado también A — A es cerrado. Ya que por la proposicion
anterior R(A — ) es cerrado, entonces R(A — 1) = R(A — 1) = R(A — )** = N(A* — 2)*. 3

CoroLarIO 2.42. Sea A : D(A) ¢ H — H autoadjunto. Entonces o(A) C R.

DEMOSTRACION. Sea A = @ + i con 8 # 0. Como ||(A — (a + iB))hl| = |Bl||k|| tenemos h € N(A — A) si
y s6lo si & = 0. Esto implica que A — A es inyectivo para todo 4 € C \ R. Ademds por el corolario
anterior R(A — 1) = N(A* — D)* = N(A — )* = {0}* = H. Por el teorema del gréfico cerrado
(A-2A)"': H— H es acotado. Por lo tanto 1 € p(A). 3

El siguiente lema serd de gran utilidad para capitulos posteriores.

Lema 2.43. Sea A : D(A) C H — H un operador densamente definido y cerradoy U : H — K

un operador unitario. Entonces 0(A) = o(UAU").

DEMosTRACION. Como (A — A)~' € B(H) existe, entonces (UAU* — A)~' = (UA - HU*)™' =
U(A-2)"'U* € B(H) existe y por lo tanto p(A) C p(UAU*). Analogamente se tiene que p(UAU*) C
p(U(UAU")U)) = p(A) y por lo tanto p(A) = p(UAU"). i

ProposiciON 2.44. Sea H un espacio de Hilbert separable con base ortonormal {e, : n € N}.
Sea A : D(A) € H — H un operador que satisface: D(A) = gen{e, : n € N} y existe una sucesion

(A1 en R tal que Ae, = A,e,. Entonces A es esencialmente autoadjunto’y A* = A. Ademds
D) = {Z ape, € H Z P12 < oo}.
n=1 n=1

DEMOSTRACION. Sea x = Yo, a,e, € H tal que Yoo |@,|*4,* < oo, entonces z := Yoo, a,d,e, € H

y para todo v = ZnNzl Bre, € D(A) tenemos

0 N N 00 N
(x, Av) = <Z e, Zﬁmek> = ) TP = <Z Oy den, Zﬁkek> = (&),
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1

Entonces x € D(A*) y A*x =z, es decir, A*(3,. | @nen) = Doey Audney.

Ahoraseay € D(A*) y z = A"y € H. Definimos Py : H — H por Py(},>" a,e,) = ZnNzl a,e,.
Entonces Py es acotado y Py = P = P}. Mostremos que PyA*y = APyy para cada N: Si
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Y= Snen € DAY) y v = Zf-‘zlﬁ,-e,- € D(A), entonces

min{k,N} min{k,N}
(PNA*)’,W = <A*y’ PNV> <A Vs Z ﬂlel> _< Z ﬁ161>

min{k,N} min{k,N} N k
<Z Sn€n, Z :81/1 el> = Z s_l/llﬁl = <Z Sn/lnen’ Zﬁiei>
n=1 i=1

i=1
= (APyy,v).

Ya que D(A) es denso en H, se tiene que PyA"y = APyy para todo y € D(A*). De esto deducimos
que para todo N € N,

N
Z I5°14,> = (APyy, APyy) = (PyA"y, PyA'y) = IPYA"YIP < Ay,

n=1
lo cual implica Y02, |5,/*4,* < 0.

Hemos demostrado que

D(AY) = {i a,e, € H: i la, P17 < oo} y A* i e, = i a,A,e,.
n=1 n=1 n=1 n=1

En particular tenemos que A C A* y por lo tanto A** C A*. Afirmamos ahora que A* es simétrico,

es decir, A* ¢ A™. Enefectosi x = )7, @,e, yy = >v, Bie; pertenencen a D(A*), entonces

<A* i aé,, iﬁiei> <i a’n/lnen’ iﬁiei> = i a’_n/lnﬂn
n=1 i=1 n=1 i=1 n=1
<i e, iﬁi/liei>
n=1 i=1
= <i a,é;,, A" iﬁi€i> .
n=1 i=1

Por lo tanto A* = A* = A y A es autoadjunto. .

ProposiciON 2.45. Sea A : D(A) ¢ H — H un operador cerrado y {e, : n € N} C D(A) una
base ortonormal de H tal que Ae, = A,e,, A, € C para todo n € N y supongamos ademds que

genf{e, : n € N} es un core para A. Entonces 0(A) = {1, : n € N} c C.

DEemosTrACION. Es obvio que {4, : n € N} C 0(A). Como o(A) es cerrado, entonces {4, : n € N} C
0 (A). Es suficiente mostrar que C \ {4, : n € N} C p(A). Supongamos que z € C \ {4, : n € N},
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entonces existe 6 > 0 tal que |z —A4,| > ¢ para todo n € N. Definimos T, : gen{e, :n e N}C H - H

por T,e, = (1, — z)"'e,, entonces para cada ZnNzl aye, € D(T,) tenemos

N 2 N N
T, (Z anen] = Z E a,e,
n=1 n=1 n=1

lo cual implica 7, densamente definido y acotado, por lo tanto TZ € B(H). Ademas TZ(A —2e, =

2 2

N

1
= Z Eanen

n=1

b

n_z

1P C
|l <57 )l =57
n=1

(A, — D)T.e, = (A, — 2)(A, — 2)"'e, = e, implica
TZ(A - Z) rgen{en:nele Id rgen{en:neN} .

Luego, Tzen =, -2 e, e DA) Y (A - z)ie,1 = e, para todo n € N. Entonces

(A - Z)Tz rgen{en:nele Id rgen{en:neN} .

Como A es cerrado tenemos (A — z)T. = Id. En efecto sea x = Y., a,e, un elemento arbitrario
de H, entonces T,(x) = TZ(Z;’;I @pe,) = Yoo, a,(d, — z)7'e,. Por otro lado tenemos que (A —
z)(ZnNzl @, (1, —2)7le,) = ZHNZI a,e, converge a y,,., e, = x. Como A es cerrado y entonces A — 7

es cerrado, tenemos que oo, @,(4, —2) e, € DA —2) y (A —2)(Xo2, an(d, —2)7te,) = X2 anen,
es decir, (A — 2)T.(x) = x.

Ahora como (T) es acotado y gen{e, : n € N} es un core para A tenemos que

(A - Z) rgen{en:neN} =A-z7 = TZ(A - Z) =1d rD(A—z) .

En efecto si x € D(A — z) = D(A), entonces existe una sucesion (x,),»; en genfe, : n € N} tal que
X, converge ax y (A —z)(x,) converge a (A — z)(x). Entonces TZ(A —7)x = Tz(h’mn_m(A —2)X,) =
lim,,_,e T-(A — 2)x, = lim, o, X, = x. Hemos obtenido que (A — 2)T. = Id y T.(A — 2) = Id} pa_s.
Pero D(TZ) = H implica (A —z)7! = TZ € B(H) y por lo tanto z € p(A). 3

OBSERVACION 2.46. La hipétesis de que gen{e, : n € N} es core para A es importante para tener
la conclusion de la proposicion anterior asi como lo muestra el siguiente ejemplo: en el siguiente

2rinx

capitulo se mostrard que H = L*([0, 1]) tiene base ortonormal {e,(x) = e :n € Z}yqueel

operador diferenciaciéon A = T,,,, satisface

1. T, es cerrado.
2. {e, :neZ} C D(Tu0)-

3. Thuxen = 2mne,,.

Sin embargo en el capitulo 5 se demuestra que 0(7 ) = C.
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También notemos que si en la proposicidn anterior el operador A es autoadjunto, entonces por
la proposicion 2.42 cada A, € Ry si Ag = A[ genfe,men}» POT 1a proposicion 2.44 aplicada a A se tiene

que A=A"CAj= Ao C A = A, es decir, el subespacio gen{e, : n € N} es un core para A = Ao.



Capitulo 3
El operador de momento —i% sobre el intervalo acotado [a, b]

En este capitulo se estudiard y hara un analisis del operador de momento —i %{ sobre ciertos do-
minios en L*(I), sus adjuntos, asi como sus propieades espectrales y su relacién con el operador de
multiplicaciéon Q definido al final del capitulo anterior. Se analiza también la existencia de opera-
dores de diferenciacion autoadjuntos, en este caso del intervalo acotado. Al final de este capitulo se
demuestra que existe operador simétrico 7 tal que [T, Q] = —i, el cual tiene extension autoadjunto

pero no unico.

1. Operadores de diferenciacion -i % sobre [a, b] y sus adjuntos

Sin perder generalidad supongamos que [a,b] = [0, 1], pues L*([a,b]) = L*([0,1]) con iso-
metria f — F(t) := (b — a)""*f(a + (b — a))(en el capitulo 4 se considera nuevamente esta
isometria).

Derinicion 3.1. Definimos los siguientes operadores (no acotados) de derivacion “débiles”

L. D(T§) = C([0,1]) = {f € C=([0, 1]) : £(0) = f(1) = 0} c L*([0, 1]),

TS f = —if = —i%.
2. D(Ty) = (f € L(0.1]) £ € L0, 1]). £(0) = £(1) = 0} = H}(0, 1),
Tof = —if".
3. D(TS,) = C=(10. 1]) < I2([0, 11),
Touf = ~if =~
4. D(Tyax) = {f € L*([0,1]) : f7 € L*([0, 1])} = H'(0, 1),
R

De la definicién 3.1 tenemos de inmediato el siguiente lema.

Lema 3.2. Los operadores no acotados T, , Ty, T

(59
max?

T.0x son densamente definidos.

25
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DEMOSTRACION. Se sigue de que C°(0,1) € D(T) c D(Ty), C(0,1) ¢ D(T,,.) € D(Tax)

y CZ(0,1) es denso en L*([0,1]). Aqui el encaje de CZ(0,1) en D(Ty) es natural, extendiendo
funciones de C;°(0, 1) a la frontera asignando el valor cero. i

Cororario 3.3. (), T3, (T )" Ty existen. Ademds T C To C Tpax implica T, C
T cTy y Ty c Ty C Tmax implicaT,,,. C (T,.,)" C(Ty)".

Lema34. Ty C T,

max*

DEmOSTRACION. Denotemos I = [0, 1]. Para todo f € D(T°) y para todo g € D(T,,,) tenemos de la
formula de integracion por partes

(T5°f. 8 <4f£wnj?@u=—Qﬁﬁumnﬁﬁkariﬁkmn
1 1

f?e@wm:<ﬁnm@»
1

Entonces f € D(T,, vax) =Ty flo cual implicaT° C T, Ci

max ) max

Cororario 3.5. Los operadores T
Ty, To, T,

max?

maxs (Lo ) T3, (T5°)" son densamente definidos y por lo tanto

T,.ux SON cerrables.

DEMOSTRACION. Se sigue de los dos lemas anteriores pues D(7°) es denso. Que son cerrables se

sigue de la proposicion 2.21. -

Del corolario anterior y proposicién 2.22 se tiene en particular que T = T* y (T)* = T* para
T cada uno de los operadores de la definicion 3.1. Recordemos que si T es un operador no acotado
densamente definido, decimos que T es simétricosi T C T*.

ProrosiciON 3.6. Los operadores T:° y Ty son simétricos, pero TS T pax 1O lo son.
0 0 max

DemosTrACION. Para todo f, g € D(T,) tenemos de la formula de integracion por partes

<_if,’ g>

{[FQM=—{[ﬁﬁM+ﬂﬁﬁgn—?@kmn

f?e@%m=<ﬂ4g»
1

Entonces para todo f,g € D(Ty) tenemos (Tyf, g) =(f,Tog), y para todo ¢,y € D(T’) tenemos
(Ty ¢, ¥y = (¢, T ). Entonces Ty y T son simétricos.
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dx

Ahora sean f(x) = xy y = x; la funcién constante 1, entonces f,y € D(T,. ) C D(T.x).

max

Entonces

<Tmaxf7/\/> = <T;:loaxf’/\/> = l(f”/\/> = l</\/’/\/> =1 y <f’ Tmax(/\/» = (f’ Tr‘:loax(X» = (fa O> = O’

de donde obtenemos que (f, Tmaxk) = 0 # i =T 00 y {f. T,0) =0#1=(T, .f,x). Porlo
tanto 7,4, y T, . N0 son simétricos. .

max

A continuacién se enunciard un teorema elemental del andlisis de Fourier que serd de gran

importancia para estudiar el adjunto de el operador 7.

TeoREMA 3.7. Los conjuntos { \/isen(ﬂnx) :n € N} y{ \/icos(irnx) :n € N}YU {1} son bases

ortonormales de L*([0, 1]).

DEmosTRACION. Puede verse en [6]. —

TeoreMA 3.8. (T°)" = Tpax-

DEMOSTRACION. Primero mostremos que Ty, C (T°)". Paratodo f € D(T;) y paratodo g € D(T)x)

tenemos que
1 1
@IS = (g—if') = i fo fd=i fo 7 fda — igDf(1) - g O]

= [T = i = T
Entonces g € D((T)") y (Ty°)'8 = Thmaxgs s decir, Ty C (T°)". Para demostrar (7°)" C Tipaxs
consideremos g € D(T)*) y sea h := i(T)*g € L*([0, 1]) < L'([0, 1]), entonces

G(x) := [)x h(t)da(t)y = GeAC(0,1)) v G =he L*([0, 1)) (por teorema 1.3).
Por lo tanto G € D(T0x) C DU(T)) Y TynaxG = —ih = —iz(T(‘;")*g = (Ty)'g. Yaque G € D(T4x)
y & € D((T")"), para todo f € D(T’) tenemos
(G-g.T5f) = G.T5f) =& 15 ) = (TnaxG. ) =X(T5') & /)
= (T8 /)= (Ty) g f)=0.
Entonces (G — g, T f) = 0 para todo f € D(T"), es decir,
G-g LRIy) ={¢": ¢ € C7°([0, 1D}

Afirmamos que R(7;°)* € C - 1. Para esto notemos primero que { V2 sen(nnx) : n € N} € D(Ty)

lo que a su vez implica que gen{T"(sen(nnx)) : n € N} = gen{cos(nnx) : n € N} C R(Ty’). Por lo
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tanto gen{cos(nnx) : n € N} C R(T°) y como { \/§cos(7mx) :n € N} U {1} es una base ortonormal
de L*([0, 1]),

L?([0, 1]) = genf{cos(mnx) :n e N}@C - 1.

Entonces (C - 1)* = gen{cos(mnx) : n € N} € R(T°) y por lo tanto R(7;")* € C - 1. Ahora ya que
G - g € R(Ty)*, entonces existe c € Ctal que g = G — ¢ - 1 € D(T4,). Finalmente, para todo
f € D(T) tenemos

<(T80)*g’f> = <g’ T(())of> = <G —C- 1’T80f> = <Tmax(G - C)’f> = <Tmaxgaf>,

es decir, ((T;")'¢ — Thaxg, f)> = 0 para todo f € D(T;") y como D(T°) es denso se tiene que
(T5?) g = Thaxg- Entonces (T°)" C Tpax. Como Ty, C (TY)", entonces Ty, = (T30)".

Recordemos que 7, no es un operador simétrico sin embargo se tiene el siguiente lema.

Lema 3.9. T C Tpux

max

DEMOSTRACION. T° C Ty implica T, C (T°)" = Tpyax- a

Proposicion 3.10. T, . = T.

DEmMosTRACION. Mostremos primero que 7y C T

max*

Para esto consideremos g € D(T)), entonces

para cada f € D(T,,,,) tenemos

1 1
(& Toarf) = —ilg, f'y=—i fo gfdi=i fo g fdA—ilg(D)f(1) - g0)£(0)]

1

f —ig' fdd =(Tog, f), yaqueg(0)=g(l)=0.
0

Entonces g € D(T,,,)y T,..8 = Tog.

* *
Ahora mostremos que 7, C Ty. Como T, ,, C Ty, €ntonces

T, .8 = Tmaxg = —ig’ paratodo g e D(T, ).

m

Entonces para todo g € D(T,, )y f € D(T}.,,) tenemos

ax
1

1
(Thn8: ) = (—ig, ) = fo —ig/fdd =i fo g fda,

(& Tmaxf)

<g’ Tmaxf>

1 1 _ —_—
_ifo gfidi= ’fo g fdA—[g(D)f(1) - g0)f(O)].
Por lo tanto

(1.1) ilg(1)f(1) — g(0)f(0)] =0 paratodo g€ D(T:,) y f € D(Tpa).
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dx

Ahora si f € D(T ) es la funcién f(x) = x, entonces 0 = i[g(1) - 1 — g(0) - 0] = ig(1) implica
g(1) = 0. Por otro lado si f(x) = 1 — x, entonces i[@O — ml] = —i@ implica g(0) = 0. Por lo
tanto g € D(T,,,,) implica g € D(Ty). Ademas T}, , g = Tyy4,g = —ig' = Togimplica T, C Ty.

max

CoroLario 3.11. T = Ty,

DEemosTRACION. Se sigue del teorema 3.8 y de la proposicion anterior: T_g" =(Ty)™ =Ty, = To.

max
-

Prorosicion 3.12. (T2 ) = T.

max

DEMOSTRACION. Mostremos primero que T C (7, .)"; paratodo f € D(T,, )y paratodo g € D(T))
tenemos

(& T

1 1
(goif’) = —i fo gfdl =i fo 7 fdA— gD A1) - Z0 O]

1
fo —ig' fdA = (Tog, f).

Entonces g € D((T,,, )"y (T,,.)'8 = Tog y por lo tanto Ty C (T, .)".

Ahorayaque Ty C T, .,
g € D((T;. )") se tiene

max

0 = <g’ T;:;;;f) - (g, T}jfaxf) = <(T;oax)*g, f> - <g’ T::axg> = <Tmaxg’ f> - <g’ Tmaxf>

1 1
= (igh ) = go—if') = i fo TfdA+ i fo 2

entonces (T, )" C ()" = Tyax por lo que para todo f € D(T,, )y

max

1 1
= —i fo gf'da +i[g(D)f(1) — g(0)f(0)] + i fo gf'da

= i[g(Df(1) - g0)fO)].
Entonces hemos obtenido que para todo g € D((T,,,,)*) y para todo f € D(T,,.))

(1.2) ifg(D)f(1) — g(0)£(0)] = 0.

Ahora si f(x) = x, entonces f € D(T,, )y sustituyendo en (1.2) se tiene que ig(1) = 0 implica
g(1) = 0. Por otro lado sea f(x) = 1 — x, entonces f € D(T,, )y sustituyendo en (1.2) se tiene
que —i@ = 0 implica g(0) = 0. Como g € D((T,,.)") C D(T ), entonces g € L*([0,1]) con

g € L*([0, 1]) y 8(0) = g(1) = 0, es decir, g € D(Ty) y ademés (T,,,,)'8 = Tuxg = —ig’ = Tog. Por
lo tanto (T';,)" € To. [
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CoroLARrIO 3.13. T = Ty

. - - o o e _
DEMOSTRACION. Por la proposicion 3.10 tenemos Ty = T, lo cual implica T = 7,7 = Tyax =

T'ax> pues T,x €s cerrado por ser el adjunto de un operador: 7,4 = (T°)". .

CorOLARIO 3.14. T = Tpux.

max

L ., . . . Too 00 k¥ __ *
DEMOSTRACION. De la proposicion y el corolario anterior se tiene Ty, = (T, )™ = T; = Tpax- ‘:!

OBSERVACION 3.15. En resumen hemos obtenido los siguientes resultados:

» To=Tp) =Tonax Y Tinax = (T)* = T} son cerrados.

» Ty T, noson cerrados: T = T_g" Y Toar = TS,

» T es simétrico pero no autoadjunto: To C Typax = T3y Ty = Tipax # To.

s T es simétrico pero no esencialmente autoadjunto: 7° C T)u = (T°)" y (T_g")* =T, =
Toax # To = T

» T,.x DO es simétrico y por lo tanto no es autoadjunto: la funcién f(x) = x cumple f €
D(Tyax) y f ¢ D(To) = D(T,,,).

» T, . no es simétrico y no es esencialmete autoadjunto: (> ) =T, = To # Toax = Ty

max max max*

Por lo tanto ninguno de los operadores To, T°, T, ¥ Tynax €8 autoadjunto.

2. [Extensiones autoadjuntos del operador 7 = —i %

Como vimos en la tltima observacion de la seccion anterior ninguno de los operadores consi-
derados es autoadjunto. Entonces buscamos extenciones autoadjuntos de estos operadores ya que la
fisica considera a los operadores autoadjuntos como observables. Ademas, a los operadores auto-
adjuntos se puede aplicar la teoria espectral.

Lema 3.16. Si un operador densamente definido tiene una extension autoadjunto, entonces es

simétrico.

DemosTrACION. Sea A : D(A) ¢ H — H densamente definido y B : D(B) ¢ H — H autoadjunto
(B=B")talque A C B, entonces A C B=B" C A™. i

OBSERVACION 3.17. T, T, . nO tienen extensiones autoadjuntos.

max

Lema 3.18. Todas las extensiones autoadjuntas de Ty son extensiones autoadjuntas de T, =
Ty
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DEMOSTRACION. Si B es una extension autoadjunto de 7°, es decir, 7> C B, entonces B = B* C
Ty implicaT_g<> =(Ty)" c B =B.

Lema 3.19. Sea A C A* un operador simétrico y B = B* una extension autoadjunto de A, es
decir, A C B. Entonces B C A*.

DEMOSTRACION. A C B implica B = B* C A*.

OsservACION 3.20. Para toda extension autoadjunto B de T se tiene que B C T; = T, En
particular D(B) C {f € AC([0,1]) : f/ € L*([0,1])} y Bf = —if’ paratodo f € D(B).

Lema 3.21. Sea B C T,,,, una extension autoadjunta de Ty C T4y, es decir, B= B*y Ty C B C
T ax- Entonces B+ Ty y B # T),,.

DEMOSTRACION. Ty = T,ux # Toy B = B" implican B # T,. Andlogamente T, = To # Tyax

max

implica B # T 4x. 3

ProposicioN 3.22. Con las funciones 1, x € L*([0, 1]), tenemos
D(T,..) =D(Ty)+C-1+C-x,

dim (D(Tmax)/D(TO)) = 2.

DemosTtrACION. Notemos que las funciones 1, x no pertecen a D(Ty) y son linealmente indepen-

dientes; observemos que estas son linealmente dependientes si y sélo si [(1, x)| = ||1]| ||x]|, pero

1 1/2 1 1/2 1 1/2 1 1
11| [|x]| = (f ld/l(x)) (f xzd/l(x)) = (—) *+ = = f 1-xdA(x) = {1, x)|.
0 0 3 2 0

Por lo tanto dim(C - 1 + C- x) = 2 con base {1, x}. Ahora supongamos que f = a-1+8-x € D(T)),
entonces 0 = f(0) = ay 0 = f(1) = By por lo tanto D(Tp) N (C-1+ C-x) = 0. Como
1"’ =0¢€ L*[0,1) y ¥ = 1 € L*([0,1]), entonces D(Ty) + C -1 + C - x C D(T,pay). Para la otra
contencién consideremos f € D(T,,,,) con f(0) =a y f(1) = b. Definimos h(x) =a- 1+ (b —a)x
y g = f — h. Entonces g € D(T4,), g(0) =0 y g(1) =0, lo cual implica g € D(T,). Ahora como
f=g+h=g+a-1+(b-a)xe D(Ty)+C-1+C-x,entonces D(T,,,,) = D(Ty) + C-1+C-x. -

CoroLario 3.23. Si B = B* es una extension autoadjunto de T, entonces existen ag, g € C

(no ambos iguales a cero) tal que

D(B) = D(Ty) + C(ap -1+ S5 - x).
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DEmosTRACION. Ya que Ty € B C T4 se tiene que D(B) € D(T,,,,), entonces existe a lo maximo un
vector ag- 1 +Bp- x € D(T,ux) tal que D(B) = D(Ty) + C(ap- 1+ B x). Por otro lado ag = B = 0
es imposible pues D(T,) # D(B). i

El objetivo ahora es caracterizar los dominios de las extensiones autoadjuntos de T, es decir,

de que tipo de funciones consiste el dominio D(B) de una extensién autoadjunta B de 7.

Prorosicion 3.24. (Condiciones de frontera) B es una extension de Ty con dominio D(B) =
D(Ty) + Cfg, siy solo si existe 6 € [0, 1) tal que fz(1) = e* f5(0).

DEMoOSTRACION. Sea B una extension autoadjunto de 7, entonces del corolario anterior tenemos que
D(B) = D(Ty) + C- fgtal que fg = ap- 1+ Bp-x # 0. Usando T,
g1 + c1 [, & + ¢2fg € D(B) obtenemos

=Toy Ty = Tpax para

ax

0 = (B(g1+cifp) g2+ cafp) =81+ c1fp, B(g2+ c2fp))
= (Twax(g1 + 1 /), 82 + C2fp) — (81 + 1/ Trmax(82 + C2.fB))
= (Tog1, 82 + c2fp) + 1T max B, 82) + €162 Tax S, f)
= (81, Tnax(82 + c2B) — €1{fB, Tog2) — ¢1¢2{/B> TmaxSB)
= (81> Timax(82 + c2fB)) + 1B, Tog2) + C1¢2ATax B, f5)
— {81, Thax(82 + c2f8)) — €1{ 5, Tog2) — €12l f8> Tax/fB)
= icica{ S f5) + fa f5))

I I
= ic1 (f f_éde/l"'f ]TBfédﬂ)
0 0

1 1
= icic (f ]Tgfgd/l—f Faf5dd + [f5(D)f(1) —fB(O)fB(O)])
0 0
= iciea(lfs(D)P = 1f50)P).

Hemos obtenido que icic,(|fz(1)> — [fz(0)*) = 0 para todo c;,c; € Cy esto pasa si y sélo si
If(1)] = | f5(0)], es decir, fz(1) = > f3(0) para algtin 6 € [0, 1). -

OBSERVACION 3.25. Notemos que T,y # By cuando 6 = 0, es decir,
D(By) = {f € H'(0, 1) : f(1) = f(0)} # D(Ty).

TeoREMA 3.26. Todas las extensiones autoadjuntos de T estdn dadas por D(Bg) = D(T()+C-hy,
donde hy = 1 + (e¥™ — 1)x € C- 1+ C - x es tal que hy(1) = e¥hy(0) # 0, con 6 € [0, 1).
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DemosTrACION. De lo anterior tenemos que si B es una extension autoadjunto de T\, entonces

D(B) = D(Ty) +C - fgcon fzg = ag- 1 +Bs-x y fz(1) = e £3(0). Pero fz(1) = ap + B =
e?Pap = ¥ f3(0) implica Bz = ap(e® — 1), entonces fz = az(l + (¥ — 1)x). Notemos
que ap # 0, pues si ap = 0 entonces Bp=0, lo cual contradice el corolario 3.23. Por lo tanto

D(By) = D(Ty) + C - ap(1 + (¢*™ — 1)x) = D(Ty) + C - hy, ademds hy(1) = e*™h(0) = > £ 0. Ei

ProposiCION 3.27. Para el operador autoadjunto By = B}, con 0 € [0, 1) y con dominio D(By) =
D(Ty) + C(1 + (€7 = 1)x) tenemos D(By) = {f € D(Tnax) : f(1) = ¥ £(0)}.

DEMOSTRACION. Sea Ey = {f € D(Tyay) : f(1) = e £(0)}, entonces la contencién D(By) C E, es
obvia. Consideremos h € Eyy sea g(x) = h(x) — h(0)(1 + (e — 1)x), entonces g € D(Tyur) Y
2(0) = h(0) — h(0) = 0, g(1) = h(1) — h(0)e* = h(0)e*™™ — h(0)e*™ = 0, lo cual implica que
g € D(Ty). Entonces h = g + h(0)(1 + (¥ — 1)x) € D(B,) y por lo tanto E, C D(By). -

3. El espectro puntual del operador By

Ya que se tienen identificados todos las extensiones autoadjuntos de T, ahora surge el problema
de como decidir si By, y By, son esencialmente diferentes o son equivalentes en el sentido de que

uno se obtenga del otro por un cambio de base (el cual es realizado por un operador unitario).

DeriNICION 3.28. Sea T : D(T) ¢ H — H un operador. El conjunto o,(T) := {1 € C :
N(T — AI) # {0}} es llamado el punto espectro o el espectro puntual de T'. A un elemento A € o ,(T)
llamamos un eigenvalor de 7'y a la dimensién de N(T — Al) la multiplicidad de A.

DernicION 3.29 (Equivalencia unitaria). Sean H, K espacios de Hilbert. Decimos que dos ope-
radores T : D(T) c H — H, S : D(S) c K — K son unitariamente equivalentes si existe un
operador unitario U : H — K tal que UTU* = S. En particular tenemos D(T) = U*(D(S)) y
D(S) = U(D(T)).

La siguiente proposicion sera muy util para poder hacer la distincion de las extensiones auto-
adjuntos de 7.

Proposicion 3.30. Supongamos que el operador T : D(T) C H — H es tal que D(T) contiene
una base ortonormal de eigenvectores de T, es decir, existe {e; : i € A} base ortonormal de H tal
que Te; = die;, ; € C. Si§ : D(S) ¢ K — K es unitariamente equivalente a T, entonces D(S)
contiene una base ortonormal {f; : i € A} de K que consiste de eigenvectores de S. Ademds S tiene

los mismos eigenvalores de T con la misma multiplicidad.
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DEmosTRACION. Supongamos que U es tal que T = U*SU y consideremos f; = Ue;, entonces
Sfi=SUe; = UTe; = A;Ue; = A;f;. Ya que U es unitario {f; : i € A} es una base ortonormal de
K. Para cada valor propio A de T sea V, = {v € D(T) : Tv = Av} el correspondiente espacio de
vectores propios y consideremos W, = UV, C D(S). Mostremos que W, es el espacio de vectores
propios de S correspondientes al valor propio 4 y dim(W,) = dim(V,). Para cada w € W, se tiene
UweV,y Sw=UTUW = AUU*w = Aw, lo cual implica que todo w € W, \ {0} es un vector
propio de S con valor propio A. Supongamos que existe v € D(S) \ W, tal que Sv = Av, v # 0,
entonces U*v ¢ U*W, = V. Pero TUv = U*UTU"v = U*Sv = AU*v, entonces 0 # U*v ¢ V,
es un vector propio de 7' con valor propio 4, lo cual estd en contradiccion con la definicién de V.
De esto concluimos que W, = {w € D(S) : Sw = Aw}. Ahora como W, = UV, y U es unitario,

entonces dim(W,) = dim(V,). Por lo tanto el valor propio A tiene la misma multiplicidad para S y

T.
TrorEMA 3.31. Sea 8 € [0,1) y D(By) = {f € L2([0,1]) : £ € L2([0,1]), £(1) = e £(0)} con

Byf = —if’. Entonces existe una base ortonormal de L*([0, 1]) de eigenvectores
{e! :neZ} c D(By), By(ef) =2n(n+ ).

En particular los eigenvalores de By son {2n(n + 0) : n € Z} con cada uno de multiplicidad 1.

2rinx

DemosTrAcION. Consideremos primero el caso § = 0. Para cada n € Z sea e,(x) = ¢, entonces

(e,,en) = O, Por el teorema 1.13 (teorema de Stone-Weierstrass) se tiene
genfe, 1 n € Z} = {f € C([0,1]) : f(0) = f(1)} (conlanorma || -[ls)

por que gen{e, : n € Z} es un 4lgebra cerrada bajo conjugacién compleja que separa puntos de
S!' ~ [0,1]/~, donde 0 ~ 1y x ~ x para todo x € [0,1], y 1 € A. Entonces gen{e, : n € Z}
es denso en (C([0, 1]/ ~, || - [lx)). Pero C°(0,1) c C([0,1]/~) y C2(0,1) es denso en L*([0, 1)),
entonces C([0, 1]/~) es un subconjunto denso de L*([0, 1]). Ahora como genf{e, : n € Z} es denso
en C([0,1]/~,|l - llo) ¥ Il - llzz < || - |lo» €ntonces gen{e, : n € Z} es un subconjunto denso de
L*([0, 1]). Por lo tanto {e, : n € Z} es una base ortonormal de L*([0, 1]). Por otro lado notemos
que e, € C([0,1]) € D(T,.ux) y en(1) = €,(0) lo cual implica e, € D(By) y ademas Bye,(x) =
—id%(ez”"”x) = 2ntne,(x). Se sigue que {e, : n € Z} C D(B) es una base ortonormal de L*([0, 1]) que
consiste de eigenvectores de B con eigenvalores A, = 27n. Ademds notemos que A, # A, sin # m

y por lo tanto cada A, tiene multiplicidad 1.

Ahora supongamos que 6 € (0,1) y sea V, : L*([0, 1]) — L*([0, 1]) el operador unitario dado
por (Vof)(x) = e*™ f(x), entonces V,;' = V_4 = V;. Como {e, : n € Z} es una base ortonormal
de L*([0, 1]), entonces {Vye, : n € Z} = {e¥"*9% .y e 7} es una base ortonormal de L*([0, 1]).
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Si 9(x) = Vgye,(x) = e0* entonces ef(1) = ™9 = ¢299(0) y se sigue que {¢! : n €
Z}) € D(By) y Byel(x) = —i(e*0%) = 21(n + 0)e(x). Por lo tanto se concluye que {¢} : n €
Z} C D(By) es una base ortonormal de L*([0, 1]) que consiste de eigenvectores con eigenvalores
A% = 2xn(n + ) cada uno con multiplicidad 1. 3

CoroLarIO 3.32. Se tiene la siguiente caracterizacion de D(By):

D(By) {f € L*([0,1]) : " € L*([0,1]), f(1) = e £(0)}

{Z ae) € L0, 11) : ) lanfn® < oo}

nez nez

Ademdis se tiene la siguiente caracterizacion de D(T )

D(T a) {f € L*([0,1]) : f" € L*([0,1])}

{Z anez e L*([0,1]) : Z |la,|Pn? < 00} +C-x

nez nez
(7]
2 en
= (Y el e L(0,1D): ) layfr? <oopdCe 2
nez nez nez\{0} n

DEemosTrACION. La primera igualdad se sigue de la proposicion 3.27. Del teorema anterior y de la
proposicion 2.44 se tiene que

nez nez

D(B,) = {Z ape’ € L*([0,1]) : Z 27 + 0)Pla,? < oo} :

Pero Y, [2n(n + 0)]*|a,|> < oo siy s6lo si 3,z la,|’n® < oo, y entonces la primera afirmacion se
cumple. Por proposicion 3.22 y corolario 3.23 tenemos dim(D(7 ../ D(By)) = 1. Como x ¢ D(By),
obtenemos D(T,,,x) = D(By) + C - x. Ahora la afirmacion sobre D(T,,,,) se sigue de lo anterior y
de la definicién de T,,,. Para 6 # 0 la expresion de la funcién x en terminos de la base ortonormal

(e :neZ}es

Z(ee, x>e('7 — Z fl te_ZRi(rH—e)tdﬂ(t) 69 — Z _ e_zﬂi(ll+9) N fl e_zni(l’l+0)l d/l(t) e@
e " 2ri(n + 6) o 2mi(n +0) "

nez nez nez

=
Il

—27mif 1 —27119 -1

e
T nZ:n+9 " Z(n+0)2 "

Analogamente para 6 = 0,

11 b
x=3m5e ), L

nez\{0}
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dx

Como

1
> Grrn o € DB, € € DBy
nez

1 1) 0 -0 0
- —le, = e, € D(By)
né;\;m(n+9 n né;\;()} n(n + 6)

por lo anterior, se tiene

H . 6’6
D(Tmax) :D(B9)+C'X:D(BG)+C~ Z Nt
nez\{0}

(-

CoroLario 3.33. Si 0, # 6,, entonces By, y By, no son unitariamente equivalentes.

DemosTRACION. Sin perdida de generalidad supongamos que 1 > 6, > 6; > 0y 2n(n + 6,) =
2n(m + 6,), entonces 6, — 0, = m —n € Z, lo cual es una contradiccién a 1 > 6, — 8; > 0. Entonces
los conjuntos {271(n + 6,)} y {2mn(m + 6;)} son ajenos y por lo tanto By, y By, no tienen eigenvalores

comunes. Se sigue por proposicion 3.30 que By, y By, no pueden ser unitariamente equivalentes.

(-

Hemos obtenido que para cada 6 € [0, 1) se tienen diferentes (bajo equivalencia unitaria) exten-

siones autoadjuntos de T con diferentes espectros (ver proposicion 2.45).

4. Relacion canonica del conmutador

El objetivo ahora es encontrar dos operadores autoadjuntos Q y P tales que [P, Q] = —ild[p
donde [P, Q] = PQ — QP y D := D(PQ — QP). Consideremos el operador (Qf)(x) = xf(x) sobre
L*([0, 1]), entonces Q € B(L*([0,1])) y Q* = Q. Ademéas P = By : D(By) C L*([0, 1]) — L*([0, 1])

satisface B, = B.

Lema 3.34. Si P: D(P)C H— Hy Q : D(Q) c H— H son dos operadores autoadjuntos

tales que [P, Q] = —ildpqp,q)). Entonces uno de los operadores P o Q debe ser no acotado.

DEmosTRACION. Supongamos que ambos operadores son acotados, entonces por el teorema del grafi-
co cerrado (teorema 2.6) se tiene que D(P) = D(Q) = H. Por induccién se tiene [P, Q"] = —inQ"!
para todo n € N:

1) [RQ'=(PQ-0PQ" +0(PQ" — 0"'P) = =iQ" —i(n - Q" = =inQ"",
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entonces
4.2) Al Q"= 1IEP, @I < 2P < 211PIHelile™ i ¥Yn € N.

Ademids, Q"' # 0 implica Q" # 0 por (4.1), entonces Q" # 0 para todo n € N. Entonces (4.2)

implica 2||P||[|Q|| > n para todo n € N, lo cual es una contradiccion. —

OBservaciON 3.35. Si Q es acotado, entonces P es no acotado y entonces D(P) # H (por el
teorema del grafico cerrado). Por lo tanto D = D(PQ — QP) c D(P) N D(Q) c D(P) # H. Por lo
tanto nunca se puede tener [P, Q] = —ildy.

La siguiente proposicion nos da una restriccion: los operadores Py Q no contienen eigenvec-
tores en el dominio D = D(PQ — QP).

ProposiciON 3.36. No existe e, € D \ {0} tal que Pe, = e, (0 Qe, = Ae,).

DEemMosTRACION. Si tal e, existe, entonces

0 # —ieq, eq) (e, [P, Qley) = (eq, PQe,) — (e, QPey)

(Pey, Qey) — ey, QPey) = Key, Qey) — Aey, Qey) = 0,

lo cual es una contradiccion. i

Una solucidn a este problema es la pareja P = By 'y Q el operador de multiplicacion con x sobre
H = L*([0, 1]). En este caso Q € B(L*([0,1])), D(Q) = H'y D(PQ — QP) = D(PQ) N D(QP) =
D(PQ) N D(P)={f € D(P) : Qf € D(P)}. Recordemos que para P = By,
D(By) = {f € L*([0, 1]) : f" € L*([0, 1]), (1) = ™™ f(0)},

entonces para todo f € D(P) tenemos (Qf(x)) = (xf(x)) = X' f(x) +xf"(x) = f(x)+ix(—if'(x)) =
f(x) + iOT ac f(x), lo cual implica que (Qf) € L*([0,1]). Entonces Qf € T,.. y por lo tanto
QOf € D(By) siy sélo si Qf(1) = e Qf(0). Ahora f(1) = Qf(1) = e Qf(0) = 0 lo que a su vez
implica que f(0) = 0, es decir, f € D(T,). Hemos obtenido que D(ByQ — QBy) = D(T))) para cada
0 € [0, 1) y ademds para cada f € D(T)

((BsQ — OBy) f)(x) (Tnar(Qf) = QT pax (X)) = —i(xf(x))" — x(=if"(x))
—i(x () + xf () + ixf () = =i f(x) = ixf(x) + ixf'(x) = ~if(x)
(=i 1dTpery) H)(X).

Por lo tanto [By, Q] = —i Id| p(s,.0))-
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dx

OBsERrvACION 3.37. Notemos que Q(D(Ty)) € D(T)), lo cual implica D(ToQ — QTy) = D(Ty) y

de forma analoga a las calculaciones anteriores se tiene

[To, Q1 = —i1dTpery) -

Pero Ty no es autoadjunto (7; = T # To) aunque T es simétrico: Ty C 7.

De la seccién anterior tenemos que By tiene una base ortonormal de L2([0, 1]) que consiste de
eigenvectores, de lo cual surge la pregunta si contradice la proposicion 3.36. La respuesta es no por

que ningun eigenvector de By es un el elemento de D([ By, O]).

Proposicion 3.38. Si Q = QO € B(H) y P = P tiene al menos un eigenvector, entonces D([ P, Q])
no es un core para P, donde [P, Q] = —ild[pp,q.

DEMoSTRACION. Supongamos que e, es un eigenvector de P con |ley|| = 1y que D = D([P, Q]) es un
core para P. Ya que P es cerrado se tiene por teorema 2.5

—Hlp

D = D(P),

donde || - [l = [
tal que |lex — fulll» — 0, entonces lim, [leq — full = 0y lim, [|[P(ex — fu)ll = lim, ||[1e, — Pfill = 0.

1 . . .,
|- |I> + IP()]I*]? es la norma del grafico. Entonces existe una sucesion (f;),=; en D

Como Q es continua tenemos lim, Q f, = Qe, y ademas por lo anterior lim, Pf, = Ae,. Entonces

(er,e1) = lfl£n<fn,fn> = ill’}f“(fn» —ifu) = i11”11n<f,,, [P, Olfw) = ill’F[(ﬁl,PQfﬁ = {Jfu» OP )]
ilir{n[(an, Ofn) — (O fn, Pfid] = i[{de,, Qey) — (Qey, Aey)]
= id[{ey, Qey) —(er, Qe)] = 0,

lo cual es una contradiccion. —

1

OBSERVACION 3.39. De lo anterior concluimos que es posible que [P, Q] = —ild I'pqpop), pero
D([P, Q]) no es un core para el operador P = P*, es decir, P[ppop €s simétrico pero no esencial-
mente autoadjunto. En particular, no se puede reconstruir P por tomar la cerradura de la restriccion
de P al dominio D([P, Q]), es decir, P # P[pqro)-

OBSERVACION 3.40. Para cada 6 el operador By es una extension autoadjunto del operador simé-
trico Ty = By rD(BeoQ—QBeo) pero todas estas extensiones tienen diferente conjunto de eigenvalores

por el teorema 3.31, es decir, diferente punto espectro.



Capitulo 4
El operador de momento —i% sobre el intervalo [a, +o0) y sobre R

En este capitulo se hard un andlisis del operador de momento —i% sobre la semieje [a, +0)
y sobre R en el cual se obtiene que este operador posee propiedades muy diferentes que en el
caso de el intervalo acotado. Ademads se demostrard la existencia de una pareja de Schrodinger de
operadores P, Q los cuales deben satisfacer la ecuacion [P, Q] = —i sobre un dominio D en el cual
se puedan recuperar los operadores Py Q, es decir, D es un core para ambos operadores.

En la seccién que estd a continuacion se define el operador 7,7 el cual es util como operador

4

auxiliar para estudiar al operador de diferenciacion —i-

sobre el intervalo [a, +o0) y sobre R.

1. EL operador diferenciaciéon 7° sobre C°(0, 1)

Recalquemos que C.°(a, b) denota al conjunto de las funciones f infinitamente diferenciables
sobre (a, b) con soporte supp f C (a, b) compacto.

DerINICION 4.1. Definimos el operador T° : C(0, 1) — L*([0, 1]) por TS f = —i%.

OBSERVACION 4.2. De ahora en adelante podemos considerar a C?’(a,b) como subespacio de
Cy ([a, b]) por extendiendo las funciones de C°(a, b) a la frontera, es decir, asignandoles el valor
cero en la frontera {a, b}. Entonces T° es la restriccion de T;° a C°(0,1) < Cy([0,1]) y que es
densamente definido pues C.°(0, 1) es denso en L*([0, 1]). Ademas T> c Ty C T lo caal implica
Tyax = (T) =Ty C(T2)". Entonces T € T;; C (T.°)" implica que T es simétrico. Por lo tanto
T escerrabley T C T_(‘)X’ =T =To.

Lema 4.3. Sea (€,),>1 una sucesion en (0, ‘1—‘) tal que lim,_,, €, = 0. Entonces existe sucesion de
funciones ({,)n>1 con ¢, € C*([0, 1]) tal que

1.0< ¢, <1paratodon > 1,
2. {,(x) =0 para x € [0, €,],

3. Lu(x) =1parax €[l —¢,1],
4. ¢ — 1en L*([0,1]).

39
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DEMOSTRACION. Consideremos ¢ € C°(R) talque 0 < ¢ < 1,

1
supp ¢ C (=1, 1), fR P(x)dA(x) = f 1 p(x)dA(x) =1y ¢(0) #0.

Para € > 0 definimos ¢.(x) = 1¢(¥) y notemos que

supp ¢e C (=€, €), L Pe(x)dA(x) = f pe(x)dA(x) = 1.

Ahora sea 1., € C(R) definido por

0 si x<2e,
Ne, (x) = 1_]46n (x—2¢,) si xe€]2¢,1-2¢],
1 si x>1-2e¢,.

Definimos Zn(x) = jl‘R Ne, (t)¢fn (x=0dA(1) = ¢€n * 1], ¥ S€a $n = Zn T[0,1]~ Notemos que e, € L}OC(R) y
¢, € CZ(R) implica € C*(R) (por teorema 1.12) y por lo tanto ¢, € C*([0, 1]). Mostremos que
{, satisface las otras condiciones del lema. Para O < x < ¢, tenemos supp(n,,) N [x —€,, x + €,] = @,
por lo tanto

X+€,

Lu(x) = fR e, (D@, (x — DAA(T) = f e, (DPe,(x = DdA(t) = 0.

—€,

Paral — ¢, < x < 1 tenemos

Zy(x) = f He, (Db, (x — DAA() = f a6 0dAD = | pe(x—0dA@) = 1.
R X—€, X—€
Ademas, Yx € R,
(L1) 0< 4 = f R (e, (= DA < f b (x = DA = 1.
R R

Ahora por teorema 1.9 e integracion por partes tenemos para cada x € [0, 1]:

= d d
L) = &)= T f e, (1) §e,(x — D)dA(1) = f e, (1) ==, (x = DAA(T)
X Jr R dx

1-2¢, d 00 d
= f2 16, () [—E%(x—t)] da(r) + fl _zenl'[—d—t%(x—t)]d/l(t)

€n

1-2¢,
= fz 1. (1) e, (x — DAA(D) = [16,(1 = 2€,) e, (x — (1 — 2€,)) — 16, (26,) P, (x — 26,,)]

€n

— [lim ¢, (x = 1) = ¢ (x = (1 = 26,)]

1 1-2¢,
T T4 fz b, (X = DAA) = e (x = (1 = 26) = [0 = ¢ = (1 = 2€,)]

1 1-2¢,

1- 46}’1 26,
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Entonces para cada x € [0, 1]

1-2¢
" 1
"(x)| = o (x = DdA(f) < o, (x = DdA(r) = :
Gl = 150 fZ D, (x = DAA() 1_4EnfR¢,l<x aAWD) = T
Ademas se tiene
1. £i(x) =0 si x€[0,¢,] pues supp ¢, (x —(-)) C [x — €, x + €,],
2. £(x) =0 st x €[] - ¢g,1], pues supp ¢, (x = (-)) C [x — €, x + €],
3. 0(x) = 1—115 st x € [3€,,1 —3€,] pues supp o (x — (1)) C [x — €, x+ €] C[26,1 —2¢€,]y
1—26,1 1 X+€p
’ = e -t d/l 1) = € -1 d/l 1) = .
G0 = T f2 ba(x = 04A0 = 7= | gax =00 = T

Por ultimo tenemos que existe ny tal que | (x)| < 1_#45" < 2 paratodo n > ny y para todo x € [0, 1].

Entonces para n = ng tenemos

1
0 - 1R = fo 2~ 1PdA)

36 1 1-3¢,
f 1, — 1PdA(x) + f 12, = 1PPdA(x) + f
0 1-3¢, 3e,

1

2

— 1| dA(x)

1 —4e,

3€,

! 4e 2
(/] + D*dA(x) + f ( . )cu(x)
0

’ 2
(1] + 1dA(x) + f —

0 1-3¢,

936, + 1 — (1 - 3¢,)) + 64

IA

IA

Ce,, parauna constante C > 0 adecuada.

Por lo tanto £, — 1 en L*([0, 1]).

PROPOSICION 4.4. T = T,

DEMOSTRACION. Sabemos que 7.° C Ty = T,. Para demostrar que T_fo = T, basta demostrar que

I'(T) =I'(Ty) o equivalentemente

Iz,

Ce0,1) " = D(Ty).

Sabemos que C°(0, 1) es denso en L*([0,1]). Sea f € D(Ty), entonces f’ € L*([0,1]) y por lo
tanto existe sucesion en C;°(0, 1) tal que g, — f” en || - ||;2. Definimos G, (x) = fox g.()dA(t). Como
gn € C(0,1) existe 6, > 0 tal que g,(x) = 0 en [0, 0d,), entonces G,(x) = 0 en [0,5,). Ademas
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G, € C=([0, 1]). Como f(x) = f(x) = £(0) = [" f'(t)dA(z), entonces

1 X X
f‘ffmmm—fgmmm
0 0 0

1 2
[‘fo (@) - gn(t)ld/l(t)] < IS = gallzs

2

1 1
dA(x) < fo [ fo '@ = gu(DldAD)| dA(x)

2

If = Gl

IA

la ultima desigualdad se obtiene por la desigualdad de Cauchy-Schwarz. Entonces
Iim (I = Gyllr, = im{[Ilf = Gl + 11 = if ' = (=iG)I}1" = Hm{llf = Gli%, +1If = gal}21 = 0.

Notemos que G, no necesariamente cumple supp(G,) C (0, 1). Como g, € C°(0, 1), existe €, > 0
tal que g,(x) = Oen (1 — ¢,, 1], entonces G, (x) = G,(1) en (1 — ¢,, 1]. Ahora por el lema anterior
existe sucesion £, € C([0,1]) talque 0 < ¢, < 1, (x) = 0en [0,¢,], {u(x) = 1len [l —¢, 1]y
1im, ., £’ = 1 en L*([0, 1]). Consideremos F,(x) := G,(x) — £,(x)G,(1), entonces

1. F, € C*([0, 1]),
2. F,(x) = G,(x) = £,(x)G,(1) = 0 para todo x € [0,y,], ¥, := min{e,, d,},
3. F,(x) =G,(1)-1-G,(1) =0paratodo x € [1 — €, 1].

De donde concluimos que F,, € C°(0, 1). Ahora notemos que g, — F, = G,(1){,. Mostremos que
lim, .« |G,(1) |2 = 0. Para esto usamos f(1) = f(0) = 0 para f € D(T)) y notemos que

1 1
G (D j(; gn(DdA(t) - j(; J'®dA@)

1Gu(1) = (f(1) = f(O)] =
Ill2llgn = f1lz
implica lim,_,., |G,(1)| = 0, lo que a su vez implica
lim G, (D¢ ll> = 1im G,(DIIZ; 2 = 0,
pues lim,_, [|{/|l;> = 1. Analogamente como ||,|[;2 < 1 por (1.1) tenemos
1im [G,() iz = 1im |G, (D] Ill2 = 0.
Finalmente tenemos F, € C.°(0,1) y
lim (If = Fyllr, = m{Ilf = FE + 11 = FIE1
= lim[llf -G, + GGl +1f = G+ Gy (D171

< Im[(lf = Gullz + IG.(DZull2)? + (If” = galliz + 1G(DE12)*12
= 0.

1
Sfo |8u(1) = " (D1 dA(D)

IA

Iz,

Ya que f € D(T)) es arbitrario se tiene que C (0, 1) = D(Ty) y por lo tanto T_f° = Ty por

teorema 2.5 (4). —
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CoroLar10 4.5. (T°)" = T gy

DEemosTRACION. De la proposicion 2.22 y de la proposicion anterior tenemos (7.°)" = (T_§°)* =T, =

Tmax . E

1.1. Consideraciones generales del operador diferenciacion —i % sobre L*([a, b]).

Lema 4.6. Sean a,b € R, a < b. Entonces L*([a, b]) ~ L*([0, 1]) donde
U : L*([a,b]) » L*([0,1]), (Uf)x) = Vb—a f(a+ x(b— a))

es una isométria cuyo inverso es

- T . 3 1 y—a

DemosTtrACION. Calculacion directa. -
Podemos definir operadores andlogos a T.°, T y Tnqx sobre el espacio L*([a, b]).

DEFINICION 4.7. Definimos T : C®(a,b) C L*([a,b]) — L*([a,b]) por (TZf)(x) = —if'(x).
Analogamente D(Ty) = {f € L*([a,b]) : f’ € L*([a,b]), f(a) = f(b) = 0} = H)(a,b), Tof = —if".
También definimos D(T.y) = {f € L*([a,b]) : f € L*([a,b])} = H'(a, b), Tparf = —if".

Lema 4.8. Sea T : D(T) ¢ H — H un operador densamente definido y V : H — H unitario.
Entonces VAV™ es densamente definido y

(VAV*)" = VA*V™.
DemosTtrAcION. Una demostracion es utilizar la técnica del gréfico.

rvrve {(SLVTVI): feVD(T)} ={(Vg,VTg) : g € D(T)}

(Ve V)i Tg) : g€ D)) = (Ve V)I(T)).

Recordemos que el operador unitario U : H® H — H & H definido por U(x,y) = (-, x), satisface
(Ve V)U(x,y) = (=Vy,Vx) = UV @ V)(x,y), es decir, U(V @ V) = (V @ V)U. Entonces, por el
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teorema 2.17
L(VTV*) = (UD(VTV"))*

= (U(Ve V)I(T))"

= (Ve VUI(T)))"

= (Ve VIU[TT))']

= (Ve V)I(T)

= T(VT*VY).

Por lo tanto (VT'V*)* = VT*V*. —

TeOREMA 4.9. Para los operadores de la definicion anterior tenemos

1. UTmaxU* = (b - a)_leax’
2. UT2U = (b—a)'T,
3. UT,U* = (b-a)™'T,.

En particular, T® = Ty = T,

ax Y (Tso)* = (Tfo)* = T(Bk = Tmax-

DEmosTRACION. Supongamos f € D(T,,,.), por la regla de la cadena para la derivada débil tenemos

que para casi todo x € [a, b]

. p 1 x—a'_l 1 x—ay| 1 .
(Uf)(x)‘[mf(b—a)] _b—a[\/mf (b—a)]_b—an(x)'

Sea g € D(T ), analogamente se tiene que para casi todo y € [0, 1]:

Ug)'(y) = Vb —ag'(a+(b-a)y)a+b-a)y) = (b-a)(Vb—ag'(a+b-a)y) = (b-a)Ug V).
Sea f € D(Tpay)-
(U f)(x)=(b-a)'U f(x) paracasitodo x = (U*f) =((b—-a)'U'f € L*(a,b))
= U'feD(Tp) = f€DTniU")=DUTy,U").
Que U*f € ACla, b] puede verse directamente de la definicién 1.1. Ademds
UT U f = =iUU*fY = ~=ilb-a) ' UU*f = (b= a) ' Tparf = b=a) " Tyar C UT il U*.
Sea ahora f € D(UT uxU*) = D(T s U*) = {f € L*([0, 1]) : U*f € D(T.)}. Entonces
UT U f = =iUWU*f) = —i(b—a) (UU*f) = =i(b—a)' f’
= f€DTww) y UlpxU'f =) ' Tyarf = UTparU* C (b =)' Tpax.
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Que f € ACla, b] también puede verse usando la definicion 1.1. Junto a lo anterior, U T U* =
(b - a)_l Tmax-

Ahora f € D(Ty) siysolosi f € D(T,u)y f(O) = f(1) = 0siysolosi U'f € D(T,ar) y
U*f(a) = U* f(b) = 0. Por lo tanto U*(D(Ty)) = D(Ty) y

- - 1
(UTOU*f)(y) = (UTmaxU*f)(y) = (meaxf) ()’) = (b

Analogamente, f € CX(0,1) sty s6lo s1 U*f € CZ(a,b). Entonces U*(D(T.°)) = D(Tf’) y
UTYUf = UTpaU'f = (b — a) ' Tyarf = (b — a)"'Tf. Por otro lado aplicando el lema 4.8
tenemos 77, = (b — a) ' U*Tpo,U)* = (b—a)'U*T U = (b—a)"'U'TyU = T,. Analogamente

se tiene (Tf")* =Tpar ¥ Té‘ = Toar- .

1
Tof) ).
—a

OgservAciON 4.10. Notemos que se tienen afirmaciones analogas a las del teorema anterior para

los operadores T, .y T las cuales fueron omitidas pues no se utilizaran en teoremas posterio-

res. Por otro lado notemos que si definimos el operador By con D(By) := {f € L*([a,b]) : [’ €
L*([a, b)), f(b) = e*?f(a)}, Byf = —if entonces U*By,U = (b — a)By y lema 4.8 implica que By
es autoadjunto, By = (b — a)'U*ByU y 0 ,(By) = o,((b — a)'U*ByU) = (b — a) ‘o ,(By) por
proposicién 3.30.

2. El operador de diferenciacion —i % sobre L>(R)
DErNICION 4.11. Definimos P : C°(R) C L*(R) — L*(R) por
. .d
Prf(x) = —ld—f(X)-
X
Recordemos que el espacio de Schwartz
S(R) ={f € C(R): |1|fm |x" £ (x)| = 0 para todo n € N'y todo m > 0}

es el conjunto de funciones f sobre R infinitamente diferenciables tal que f y todas sus derivadas

son de decrecimiento rdpido. Notemos que S (R) C L*(R).
DEFINICION 4.12. Definimos Ps : S(R) € L*(R) — L*(R) por
.d
Psf(x) = —ld—f(X)
X
ysea P: H'(R) ¢ L*(R) — L*(R) dado por
Pf =-if’,
donde H'(R) = {f € L’(R) : f" € L*(R)}.
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Por integracion por partes se demuestra que P.° y Pg son simétricos. Por ejemplo para P: Si
f. g € D(P), entonces

(f,Pg) = —i f F0)g (0)dA(x) = i f F(0g(x)dA(x) — il lim f(x)g(x) - im f(x)g(x)] = (Pf, g).
R R X—+00 X——00

Notemos ademas que Ps (S (R)) C S(R). Analogamente se tiene el operador multiplicacion sobre el

espacio de Schwartz:

DEerINICION 4.13. Definimos Qs : S(R) ¢ L*(R) — L*(R) por Qs f(x) = xf(x) y sea D(Q) =
{(f € P(R): [ Ixf(x)PdA(x) < oo}, @ : D(Q) C LAR) — L*(R) dado por Qf(x) = xf(x).

Como en el ejemplo 2.34 se tiene la siguiente proposicion.

ProposicioN 4.14. Q = Q" y Qs = Q. En particular Q es autoadjunto y Qg es esencialmente

autoadjunto con @S =05 =0.

DemosTrACION. Del ejemplo 2.34 sabemos que Q = QF y notemos que Qs C Q implica Q =
0" C Q. Mostremos que Q¢ C Q. Sea f € D(Qys), entonces para todo ¢ € D(Qys) tenemos

(Os f»¢) = (f, Qs ). En particular para todo ¢ € C’(R),

fR (Os HOW(x)dAX) = (Qs ) = {f, Qs ) = fR XfOY(x)dA(x)

implica que

fR (05 ) = FCOW(AA(x) = 0, para todo y € C(R).

Ya que G(x) = Qg f(x) — xf(x) pertenece a L}OC(R), por el teorema fundamental del calculo de

variaciones tenemos Q% f(x) = xf(x) en casi todas partes [1], lo cual implica fR Ixf(x)]PdA(x) =
||Q§f||i2 < o0, es decir, f € D(Q). Porlotanto f € D(Q) y Qs f = xf = Qf, es decir, Q5 C Q.

Ahora nuestro siguiente objetivo es mostrar que el operador Py es esencialmente autoadjunto.
Para esto utilizaremos algunos hechos importantes sobre la transformada de Fourier sobre S (R) que
es definida por Fs : S(R) — S(R)

1 .
Fs[f1y) = E Lf(x)e_lxydﬂ(x)

con inverso 1
Fy' =—— f AA).
s [g]l(x) N Rg(v)e )

Se sabe que Fg y F_;l son isométricos y entonces su extensién F : L*(R) — L*(R) es unitario
(teorema 1.26), Fs = F y F*lgg)= F5'.

Lema 4.15. FPgF* = (Qs.
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DEmMosTRACION. Para cada f € S(R) por teorema 1.9 tenemos

= [ rwerai| < | =t [ o)

1 d . )
F|—— —]— YNd A =F|—— YrdA
[ = fR () (y)] [ o fR (e (y)]

1 .
r [\/—2—” fR(QSf)()’)elyxd/l()’)] = F[F'(Qs /)1(x)

Os f(x).
Por lo tanto Qg = FPgF* sobre S(R).

[FPs F*](f)(x) FPg [

PRrOPOSICION 4.16. El operador P es esencialmente autoadjunto y (Ps)* = Ps = FQF*.

DEemosTrACION. Notemos que por ser Ps un operador simétrico es por lo tanto cerrable. Del lema
anterior tenemos que Py = F*QgF con F unitario, entonces por lema 4.8 y proposicion 4.14
tenemos Ps = F*QsF = F*QsF = F*QF. Por otro lado por la proposicién 2.27 se tiene que
(Ps)" = (FQF*) = FQ'F* = FQF = Ps.

DEriNicION 4.17. Sea H un espacio de Hilbert. Una pareja de Schrodinger son dos operadores
autoadjuntos Q : D(Q) c H - H, P : D(P) c H —» H,talque Q = Q*, P = P*, [P, Q] =
—iIdpgpoy y D([P, Q]) es un core para P y Q.

Proposicion 4.18 (Pareja de Schrodinger). Los operadores Q = Os y Ps son una pareja de
Schrodinger, es decir, Q* = Q, (Pg)* = Pg y sobre S (R) tenemos [Ps, Qlf = —if para todo
feSM) y S(R) es un core para Q y Ps.

DemosTtrAcION. Como vimos antes para todo f € S(R), Of € S(R), P_Sf = Psf =—-if € SR).
Entonces por la regla de Leibniz para el producto (teorema 1.8) tenemos
[Ps, Q1f (%) = =i(xf(x)) = Q(=if )x) = =if (x) = ixf"(x) + ixf'(x) = =i (x) para todo x € R.

Ademas QFS(R) QS =Q vy Py fswy = Ps. Hemos demostrado que [P, Qlf = —if para todo
f € §(R) pero no sabemos si esto se satisface para f € D([Ps, 0])\ S(R). Para esto mostremos que
[Ps, O] es un operador cerrable. Para todo f, g € D([Ps, 0O]) = D(PsQ) N D(QPs) tenemos

([Ps.Q1f.8) = (PsQf — QPsf.g) = (PsQf.8) —(QPsf.g)
= (Qf.Psg)—(Psf.Qg) = {f, QPsg) — (f, Ps Qg)
= (f.QPsg — PsQg) = —(f.(PsQ — QPy)g)
= —(f.[Ps. Qlg).
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entonces —[Ps, 0] c [P, Q] y por lo tanto [Ps, Q] es densamente definido y [Ps, Q] es cerrable.
Ahora como [Pg, Os] C [P_S, 0], obtenemos

—~ildy = —ildg) = [Ps, Q51 C [Ps, Os] = [Ps, Q] (aqui H = L*(R)),
entonces [Ps, Q] = —ildy, en particular [Ps, @] =—iId] DIPs.051° Ademas, como S (R) = D(Pg) C
D([Ps, Os]) € D(Ps) y S(R) = D(Qs) C D([Ps, Qs]) C D(Qs), tenemos que D([Ps, Os]) es un
core para Ps y Os. -

OBSERVACION 4.19. Notemos que en la proposicién anterior es importante tener que el opera-
dor [Py, @] sea cerrable, pues si Id [, C T con D denso en H, no necesariamente se tiene que
T = IdTpcr. Por ejemplo si H con dim(H) = oo es separable y {e, : n € N} es una base ortonormal
de H definimos D := gen{e, : n € N}, D(T) := D + Cedonde e ¢ D, Te, = e,y Te = de con
A # 1 el cual se extiende por linealidad a D(T'), entonces T # Id[ p(r).

El siguiente objetivo ahora es investigar de que tipo de funciones consiste D((P;°)*) y saber

como actua (P;°)" sobre su dominio. Para esto comencemos con la siguiente proposicion.

ProposiciON 4.20. Sea I un intervalo con extremos A € [—00, +00), B € (—co,+00] con A < By
sean a,b € Rcon A <a <b < B.SeaT : D(T) c L*(I) — L*(I) un operador de diferenciacion

densamente definido tal que

C>(a,b) c D(T) C {f € L*(I) : f" € L*(])}
y Tf = —if’ para todo f € D(T). Entonces para todo g € D(T*) tenemos gl.»€ {h € L*([a,b]) :
W e L*([a,bD} y (T*)ap= (~iglan)'-

DEMOSTRACION. Primero observemos que C.’(a, b) C L*(h)yT lee@m= T." donde T§° fue definido

en definicion 4.7. Entonces para todo g € D(T™) y para todo h € C’(a, b) tenemos

b
(T"g, Wyr2ay = €8 Thyrzqy = f (=il ()0)dAx) = (gMiapts T 20

b
(T"g, W2y = f T*g(x)h(x)dA(x) = (T gap)> W) 12((an))-
Entonces
(T*gMan) W 2qasy = &M T 2qasy para todo h € D(TY) = CX(a, b).

Por teorema 4.9 tenemos g [.n€ D(TO)) = D(Tya) = {f € L*([a,b]) : f € L*([a, b))} y
T*g r[a,bJ: Tmax(gr[a,bj) = _i(gr[a,bj),a €s decir, T*g = _ig/ en [Cl, b] ]j
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OBSERVACION 4.21. Observemos que en la demostracion de la proposicion anterior utilizamos
el hecho de que (T°)* = T, para mostrar que Tg o= (—ig Ius1)’» pero surge la pregunta si
podemos utilizar que Tg = T,..x €n la demostracion. En tal caso debe tenerse que cada h € D(Ty)
admite una extensién a una funcién 7 € D(T) con &’ € L*(I) el cual no siempre es el caso (por
ejemplo/ =R y D(T) = C°(R)).

Lema 4.22. Sea I = (=00, +00), I = [A,+) 0 [ = (=o0,Bl y f € L*(I) tal que ' € L*(I).

Entonces f es continua y limyy,. f(x) = 0.

DEemosTrACION. Ya que f es absolutamente continua, en particular es continua. Sea x; € /, notemos
que, por integracion por partes,
f LF(f(0) + FD.f 1dA@) = f (FDOf @) dA@) = [fFF — 1 f(xo)P.
X0 X0

Como f, f* € L*(I) entonces por la desigualdad de Cauchy-Schwarz tenemos que ff’ € L'(I). Por
lo tanto sin perdidad de generalidad hacemos x — +o0, entonces

Jim [ W0+ FOS 0140 = tim |70 - |f

existe. Ahora como f € L?(I), entonces lim,_,,. |f(x)> = 0. Analogamente se tiene el mismo

resultado para x — —oo. 3

En el siguiente teorema se recalcan nuevamente dos de las definiciones que se hicieron al prin-

cipio de esta seccidn.

TeorEMA 4.23. Sea D(P) = {f € L*(R) : f* € L*(R)} = H'(R), P : D(P) c L*(R) — L*(R)
dado por
Pf = —if’,
y D(P?) = CX(R) Cc L*(R), P2 : CX(R) C L*(R) — L*(R) dado por

PEF() = i (),
X
Entonces
(PS) =P,

DEMOSTRACION. Primero observemos que para todo a,b € R, a < b, tenemos C;’(a,b) C D(PY)
y P2 lcex@n= T.”. Sea g € D((P>)"), entonces por la proposicién 4.20 para todo a,b con a < b

tenemos
glume th € L*([a,b]) : b € L*([a, b))} y (PE)Y ) M ap= (—iglian) -



50 4. EL OPERADOR DE MOMENTO —id—dx SOBRE EL INTERVALO [a,+>) Y SOBRE R

1
loc

En particular g’ € L, (R). Luego para todo 4 € CZ(R), existen a,b € R con a < b tal que

supp(h) C (a, b) y entonces

(P8 +ig' ) = (P 8lap)s h) + I8 Tiapys 1) = (=18 Tiaprs 1) + (ig'Tas), h) = 0.

Por el teorema fundamental del calculo de variaciones (P)*g = —ig’ en c.t.p. [4], en particular
g € L’(R), luego g € D(P) y (PY)'g = —ig’ = Pg, lo cual implica que (P)* C P. Por otro lado
para todo g € D(P) y todo h € D(P;’), tenemos por el lema 4.22

(g PChy = —i f SN (x)dA(x) = i f &' (Oh(x)dA(x)—i[ lim g(x)h(x)— lim g(x)h(x)] = (Pg,h),
R R X—+00 X——00

que implica g € D((P.°)*) y (P°)*g = Pg, es decir, P C (PY°)". Por lo tanto P = (P°)". i

CoroLARIO 4.24. P es autoadjunto y P_§° = Pg = P. En particular P> y Pg son esencialmente

autoadjuntos.

DEMOSTRACION. Recordemos que el operador P es simétrico, es decir, P C P*. Ademas P C Py C
P, P =(P”)"y P C P"implican

P'CP,C(PY)=PCP = P'=P=(P°) =P,

Luego
P=P"=(P")" =Py = P=P>=Ps.

-

OBSERVACION 4.25. Como se vio en el proposicién 4.18 la pareja P = Pg, Q = Qg sobre H =
L*(R) es una pareja de Schrodinger donde D(Ps) = D(Qs) = S(R) € D([P, Q]). Por otro lado By
(6 € [0,1)) y Q sobre H = L*([0, 1]) es una pareja de operadores autoadjuntos tal que [By, Q] =

—i1d[ prg,.01, pero no es una pareja de Schrodinger por que D([By, Q]) no es un core para By.

Ahora enunciaremos un teorema conocido en la fisica como el principio de incertidumbre en el
cual intervienen los operadores P y Q. Se necesitard la siguiente terminologia y notacion: en fisica
un observable es un operador autoadjunto A sobre un espacio de Hilbert H, un estado es elemento
peHcon|gl| =1,y u:=(Prd,¢) € R y 1:=(0¢,¢) € R denotan respectivamente los valores
de expectacion del momento y de posicion, donde P, := AP y h es la constante de Planck. Las

desviaciones estandar (cuadradas) son definidas por

(AP = ((Ph— p)°¢, ¢),  (AQ)* =((Q — 1)*¢, $).
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TeorREMA 4.26 (Principio de incertidumbre). Si Q = x es el operador posicion y P, = hP =
—in-L el operador de momento definidos como antes, es decir, D(Q) = {f € L*(R) : xf € L*(R)} y
D(P;) = H'(R) y supongamos que ¢ € D([Py, Q]) = D(PyQ) N D(QP;,), entonces

(2.1) AllgI < 201(Py — wll 112 — Dell,
y por lo tanto (APy)*(AQ)* > h*/4.

DEMOSTRACION. Primero notemos que para ¢ € D([Py, O]), 4,1 € Ry usando el hecho de que P y
Q son autoadjuntos (y por lo tanto simétricos) tenemos que

—i nillglI* [Py, Q1p, ¢) = (PyQ — OPuo, ¢) = (Py O, d) — (QP1oh, ¢)
(Q¢, Prdp) — (Prp, Q) = (Pyp, Q) — (Pyp, Qb)
=2i Im(P¢, Q).

Como — APy, ¢) — i, Q) + Aul|¢||> € R, entonces

—ihllgl? = —2iIm(Pup, Op)
—2i Im((Pyp, Qp) — AP, ¢) — 1, Q) + pdllgll*)
= 2iIm{(Py — W), (Q — D).

Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwartz deducimos la desigualdad (2.1). Por otra parte ya

que P, —u y Q — A son autoadjuntos tenemos que

(AP;)? = (P = )¢, ) = ((Py — )¢, (Py = 1)$) = (P = )¢l

(AQ)* = ((Q = V*¢,9) = ((Q — D, (Q = D) = I(Q — VII*.

lo cual junto con (2.1) nos da la segunda afirmacion. 3

Por ultimo tenemos un teorema debido a Marshall H. Stone y John von Neumann que muestra
en esencia que toda pareja de Schrodinger consiste de una suma directa de copias del operador dife-
renciacion y una suma directa de copias del operador multiplicacion. Sin embargo su demostracion

estd fuera del alcanze de este trabajo.

TeorEMA 4.27 (Stone-von Neumann). Sea H un espacio de Hilbert separable. Sean Py Q una
pareja de Schrodinger sobre H. Entonces Py Q son unitariamente equivalentes a una suma directa
de Py Q sobre L*(R), es decir, H = ® je JLA(R),

pP= eajeJP y Q = 69jeJQ,
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donde D(®c;P) = ®jc;D(P), D(®c; Q) = ®je;D(Q) y ademds

[®cs P1®jerfi) = ®jes(—if]) ¥ [®jcsQl(®jesg)) = BjesXg,-

DEemMosTRACION. Puede verse en [10]. .

3. Los operadores —i% y O sobre la semirecta [0, +c0)
DERINICION 4.28. Sea H = L*([0, +00)). Definimos los siguientes operadores:
1. D(LY) = C2(0, +00) C L*([0, +00)) y LY : D(LY) ¢ H — H dado por
LY f(x) = —i%(x}

2. D(Lo) = {f € L*([0, +00)) : f € L2([0, +0)), f£(0) = 0} = H}(0,+0c0) y Ly : D(Lo) C H —

H dado por
Lof = —if".
3. D(Lnax) = {f € L*([0, +0)) : f" € L*([0,+00))} = H'(0,+00) Y Ly : D(Lypax) € H — H
dado por
Lf =—if".

OBSERVACION 4.29. Notemos que L C Ly C Ly, implica L, € Ly C (L?)". Ademas si

f € H'([0, +e0)), entonces f” € L, ([0,+c0)), f(0) = lim,,+ f(x) € C existe por continuidad y

lim,_,, f(x) = 0 por el lema 4.22.

ProposiciON 4.30. Los operadores L 'y Ly son simétricos pero Ly,,, no lo es.

DEemosTrRACION. Para todo f, g € D(Ly) C D(L,.), la igualdad

(-if'.g) =i fo F(g()dA(x) = ~i fo F08' (dAG)+[ lim f(x)g(x)-f0)8(0)] = (f.~ig")

implica (Lo f, g) = (f, Log), es decir, Ly C L;. Ademas LY C Ly C L C (L7")". Por otro lado sea
f € D(L,4y) tal que f(0) # 0, por ejemplo f(x) = e™*, entonces

Lo ) = o Loaef) = i fo FOOFWAA) +i fo T (DA

= i fo /0 f(x)dA(x) — i fo F/(0)f(x)dA(x)

+ il im f(0)f(x) = f(0)£(0)]
= —i|f(0)]* # 0.
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Por lo tanto L, no puede ser simétrico. —

TeoremA 4.31. (L) = Ly = Lyux y Ly, = Lo

max

DEMOSTRACION. Mostremos que (L°)" = Ly,,. Sea f € D((L)"), entonces para toda ¢ € C’(a, b)
donde (a, b) C [0, +c0) tenemos

<(L§o)*fr[a,b]»¢>L2([a,b]) = <(L§°)*f, ¢> = <f, Lf@ = <fr[a,b]’ T?¢>L2([a,b])'

Entonces f Map € D(T)) = D(Tpar) = {g € L*([a,b]) : & € L([a, b)) y (L)' f Naw=
Tmax(f Map) = —i(f Tap))’- En particular f” existe c.t.p. [1] sobre [0, +o0) y [’ € L}OC([O, +00)).
Ahora sea ¢ € C°(0, +o0) = D(LY’) arbitrario, entonces existen a,b € [0, +oo0) talesque a < b y
supp ¢ C (a, b), entonces

(CLEY [ ae) +iC Tiar))> 9 = (LEY S, 8) = (T max(f Mas))s 8) = fTar> =i") = {f Niar, =iy = 0.

Entonces para este ¢ tenemos

fo (L) f(x) + if" ())P(0)dAx) = (L) [ Tiay +i(f Tap)'s ) = 0.

Como ¢ € C°(0, +00) es arbitrario, por el teorema fundamental del célculo de variaciones (teorema
1.11) tenemos

(L) f = —if’ en c.t.p. [4] sobre [0, +c0).
En particular £ € L*([0, +0)) lo cual implica que f € D(Lyq,) = H'(0, +00) y (L) C Lipgy-

Por otra parte para todo f € D(L,,,) y para todo ¢ € C°(0, +o0) = D(L") tenemos

Laod-#) =1 [ P8 = =i [ T () +illim Fio0-FOBON = (/.10
Entonces f € D((L?)* )y (L) f = Lyaxf, es decir, L, C (LY)*. Por lo tanto Ly, = (L)".

Ahora ya que L, C Ly C (L))" = Lyay tenemos D(L;, ) C D(Ly.) = H 10, +o0) y D(Ly) C

H'(0, +0). Sea f € D(L?,,.), entonces para todo g € D(L,,.) se tiene

max

0 = <L:naxf’ g> - <f’ Lmaxg> = <Lmaxf, g> - <f’ Lmaxg>

= fo FOg(OdAC) + i fo T (DA

= fo FgxdAx) — i fo F)g)dA) + il lim f(x)g(x) = F(0)g(0)]

(3.1 = —if(0)g(0),
por lema 4.22. Si consideramos g € D(L,,,,) con g(0) = 1, entonces 0 = —if(0)g(0) = —if(0) lo
cual implica f € D(Ly) = {f € H'(0,+o0) : £(0) = 0}. Por lo tanto L’ _ C Ly. Reemplazando en

max
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(3.1) Ly por Ly y eligiendo f € D(Ly), se tiene Ly C L, . Por lo tanto L) . = L. Por ultimo
tenemos que L., = (L°)" es cerrado, por lo tanto L;,,. = Lo implica Lj = Ly = Lyux = Lypax.

CoroLArIO 4.32. Ly y L,4x SOn operadores cerrados 'y § = Ly.

DEMOSTRACION. Por el teorema anterior Ly = Ly, y Lyax = L son cerrados por ser adjuntos.
‘T oo 0O\ k¥ __ * _
Ademas LY = (LX)™ =L;,,. = Lo. a

En este caso de la semirecta [0, +00) no tiene sentido hablar de pareja de Schrodinger pues
ninguno de los operadores mencionados es autoadjunto, pero el operador de multiplicaciéon Q si

es autoadjunto y no acotado por el ejemplo 2.34. Sin embargo se tiene la relacion del conmutador
[Lypax, O = —i sobre D([Lynax, O).

4. No existencia de extensiones autoadjuntos de —i d—“; sobre L*([0, +00))

Como en la seccion 2 del capitulo 3 en esta seccién se hard un andlisis sobre la existencia de

extensiones autoadjuntos de los operadores L y L.

OBSERVACION 4.33. Como § = Ly, cada extension autoadjunto de L7 es una extension autoad-
junto de Ly y cada extension autoadjunto de L es una extension autoadjunto de L. Ya que LJ y

L, tienen las mismas extensiones autoadjuntos basta considerar a Ly, comparese lema 3.18.

En el capitulo 3 obtuvimos que las extensiones By de T tienen una descomposicion de la forma
D(By) = D(Ty) + C - 9% = D(T) + C((1 — x) + €“x).
Para el operador L sobre el intervalo [0, +c0) se tiene una descomposicién similar.

Lema 4.34. Para toda g € D(L,,,.) con g(0) # 0 tenemos D(L,,.) = D(Ly) + C- g.

DEMoSTRACION. Sea f € D(L,,,,) y escribimos f = f — Jg%g + ﬁ—g;g. Como g € D(L,,,) se tiene
que f — mg € D(Ly), lo cual implica f € D(Ly) + C - g. Sea ahora f € D(L;) N C - g, entonces

8(0)
f = cg para algin ¢ € C y entonces f(0) = cg(0) = 0 implica ¢ = 0, es decir, f = 0. Por lo tanto

D(Ly) N C- g = {0}. i
ProposiciON 4.35. Los operadores simétricos L y Ly no admiten extensiones autoadjuntos.

DEMOSTRACION. Supongamos que A es una extension autoadjunto de Lo, entonces A = A" C L =
Lyyqx. Como Ly # Ly, tenemos Ly & A C L,,,, = L;, entonces podemos considerar g € D(A) \ D(Ly).
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Como D(A) € D(L,,) tenemos g € D(L,,.) y g(0) # 0. Ahora para todo f € D(L,,,) podemos

escribir
pAQ)] (0) f (V)
f f g (0) g(O) ’

entonces f — i Eg; g € D(Ly) € D(A). Ademas g € D(A) implica

f=1-L3e+ L8 € DA) = D(Lyar) € D(A) € D(Lnar) = D(Lpay) = D(A).
Ademds A C L,,,, implica A = L,,,, entonces A* = L; = Ly # A, lo cual contradice que A = A™.

Por lo tanto no existe una extension autoadjunta de Ly. —






Capitulo 5
Analisis espectral del operador de diferenciacion y multiplicacion

En este ultimo capitulo se hara un andlisis del espectro de los operadores diferenciacion y mul-
tiplicacion ya mencionados en los capitulos anteriores. Recordemos que la definicion de espectro
de un operador tiene sentido solo para operadores cerrados. Por lo tanto solo se hara un andlisis del
espectro de los operadores 7,4y, To, P, Lo, Linax, QY Bgcon 6 € [0, 1].

1. Espectro del operador multiplicacion y operadores autoadjuntos de diferenciacion

Como en el ejemplo 2.34 sea (X, Q, u) un espacio de medida o-finito y sea f : X — C una
funciéon Q-medible. Definimos el rango esencial de f por el conjunto de todos los A € C tales que
u(x € X |f(x) — 4] < €}) > 0 para todo € > 0. El rango esencial de f es denotado por Sp(f).

TreoREMA 5.1. Sea (X, Q,u) un espacio de medida o-finito. Sea f : X — C una funcion Q-
medible. Definimos el operador multiplicacion T; : D(M;) c L*(X,u) — L*(X,u) por D(Ty) =
{pe PX.pw): fop € L’(X, )}y Trp = f¢. Entonces o(Ty) = Sp(f).

DEMOSTRACION. Sea A € Sp(f), entonces para cada n € N se tiene u({x € X : |f(x) — 4| < n~'}) > 0.
Para cada n € N denotemos K,, = {x € X : |f(x) — 4| < n~'}. Como el espacio de medida es o-finito
existe £, C K, tal que 0 < u(E,) < co. Ya que f es acotada sobre E, tenemos que g, € D(Ty) \ {0}
y

1
Ty = Dxe, i} = f |f = APdu < E“/\/Enniz = nll(Ty — Oxe,le < le,llzz-
E,
SiN(T;— ) #1{0}, (T - A)~! no existe. Si N(T; — A) = {0}, entonces

Ty = D)"(Ty = D, _ sl
I(Ty = x| I(Ty = Oxell

lo cual significa que (T — A)~! no puede ser acotado. Por lo tanto A € o(Ty).

Ahora si denotamos K, = {x € X : |f(x) — 4| < €} y consideramos 4 ¢ Sp(f), entonces
existe € > 0 tal que u(K,.) = u(fx € X : |f(x) = A < €}) = 0. Definimos y por 0 sobre K, y
Y(x) = (f(x) — )~! para x € X \ K, .. Entonces i es esencialmente acotado y por la observacién
2.35 el operador multiplicacién T, es acotado. Ademés T, = (T; — A)™!, pues si x ¢ K, tenemos
Ty(Ty = D) = (F(x) = D)™ (F) = V() = p(x) = (f(x) = D) = V7' $(x) = (T = DTy p().

57
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Como u(K,) = 0 concluimos Ty (T; — )¢ = (Ty — )Ty¢ = ¢ en c.t.p. [u]. De esto obtenemos que
A€ p(Ty), esdecir, A ¢ o(Ty).

OBSERVACION 5.2. Notemos que el operador 7'y no tiene eigenvectores si u({x € X : f(x) = A}) =
0 para todo A € C, pues en tal caso existe ¢ € D(Ty) noceroy A € C tal que Typ = f¢p = A¢.
Entonces (f(x) — D)p(x) = 0c.t.p. [u] y f(x) — A # 0 c.t.p. [u] implica ¢(x) = O c.t.p. [4].

CoroLARIO 5.3. Sea I C R un intervalo no vacio y f : I — C continua. Entonces el operador
multiplicacion Ty : D(Ty) C L*(I) — L*(I) tiene espectro o(T;) = {f(x) : x € I} = f(I).

DEMOSTRACION. Por el teorema anterior es suficiente demostrar que Sp(f) = f(I). Notemos que
Sp(f) C m pues si Ay € Sp(f), entonces A(K, ) > 0, en particular es no vacio para todo € > 0.
Por otra parte si Ay € f(I) entonces para cada € > 0 el conjunto {x € I : |f(x) — Ao| < €} es
abierto y no vacio, en particular contiene un intervalo de la forma (a, b) con a < b, y por lo tanto
Afx el :|f(x)— 1 < €}) > A(a, b)) > 0. Esto implica f(I) C Sp(f) y por lo tanto Sp(f) = f(I)

(1

Del corolario anterior, del ejemplo 2.34 y de la observacion 2.35 obtenemos inmediatemente la

siguiente proposicion.

PropOSICION 5.4. El operador de posicion Q = T, : D(Q) c L*([0,1]) — L*([0, 1]) definido por
(Qf)(x) = xf(x) es acotado y ||Q|| < 1. Ademds Q = Q" y 0(Q) = [0, 1]. Para el caso de todo el
eje R tenemos que Q : D(Q) C L*>(R) — L*(R), 0 = Q* yo(Q) =R

COoROLARIO 5.5. El operador diferenciacion P : H'(R) ¢ L*(R) — L*(R) satisface o-(P) =
o(Q) =

DEMOSTRACION. Recordemos que P = P = FQgF* = FQgF* = FQF* y entonces por el lema 2.43
el corolario se sigue. .

PROPOSICION 5.6. El operador autoadjunto By : D(B,) C L*([0,1]) — L*([0, 1)) tiene espectro
0(Bg) =2n(n+0) :neZ}, 6€[0,1].

DemosTtrACION. Como By es autoadjunto tenemos por la proposicion 2.44 (o por el corolario 3.32)
que gen{e? : n € N} es un core para By, entonces la proposicion se sigue de la proposicion 2.45. E!
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2. Espectro de los operadores diferenciacion no autoadjuntos

Consideremos primero el operador T, cuyo dominio es H'(0, 1).

PROPOSICION 5.7. El operador Toay : D(Tmay) = H'(0,1) c L*([0,1]) — L*([0, 1]) definido por
Tyaxf = —if’ tiene espectro 0(Tyax) = Cy 0 p(Thax) = C.

DEmosTRACION. Primero consideremos la ecuacion (7, — 4)f = 0 o equivalentemente " = Aif.
Sea fi(x) = ¢ la cual pertenece a C*([0,1]) y (Tpax — ) f2 = 0. Como f; # 0, esto implica que
Tuax — A 00O es inyectivo para A € C. Por lo tanto o(7,,,) = C. -

ProposIcION 5.8. El operador Ty : D(Ty) = Hy(0,1) c L*([0,1]) — L?*([0,1]) definido por
Tof = —if’ tiene espectro o(Ty) = Cy 0 ,(Ty) = @.

DemosTrACION. En este caso consideremos la ecuacién diferencial (7 — 1) f = 0 con condiciones de
frontera f(0) = f(1) = 0. La solucién general de esta ecuacién es f(x) = ce”™* con ¢ € C. Por las
condiciones de frontera tenemos que f,(0) = ¢ = 0. Esto implica que N(Ty — 1) = {0}. Como T, es
simétrico, entonces para cada 4 € C \ R tenemos por corolario 2.41 que R(To — 4) = N(T;; — Dt =
N(T o — )*. Por la demostracién de la proposicion anterior tenemos que la funcioén f7(x) = eix
pertenece a N(Tqx — A), lo cual implica R(Ty — ) = N(Typax — A)* C { fo+ # L*([0,1]). Entonces
para cada A € C \ R el operador (T, — A)~! ¢ B(H) por que no est4 densamente definido. Entonces

C\ R c o(Ty). Como o(Ty) es cerrado, entonces C = o(Ty).

LeEma 5.9.
1. Im(/'t) <0 = N(Lmax _M) = {O}’
2. Im(u) > 0 = N(Lpar — ) = C - e,

DEMOSTRACION. Sea f € N(L,,,, — ). Utilizando el teorema 1.3 puede demostrarse que f es diferen-
ciable en todos los puntos de (0, +c0) y por lo tanto f” = iuf es continua en (0, +o0). Por el teorema
de existencia y unicidad de las soluciones de la ecuacién diferencial ordinaria f* = iuf sobre el
intervalo [0, +o0) se tiene f(x) = ce™*, ¢ € C. Como |f(x)| = |cle”™®* se tiene f € L*([0, +00)) si
Im(u) > 0. Para Im(u) < 0 tenemos f € L*([0, 00)), siy sélosic =0, siy sélosi f = 0. Ci

ProposicION 5.10. El operador Ly : D(Ly) C L*([0,+00)) — L?*([0, +o0)) definido por Lyf =
—if’ tiene espectro o(Ly) = {1 € C:Im(1) <0}y o,(Ly) = @.

DEmMosTRACION. N(Ly — u) = {0} cumple por la unicidad de la solucién de f” = iuf con valor inicial
f(0) = 0. Como L es cerrado y simétrico, entonces R(Ly — 1) es cerrado para todo 4 € C\ Ry
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luego R(Lo — A) = N(Lj — Dt = N(Lypar — D)* por corolario 2.41. Por lo tanto para todo u € C con
Im(u) < O se tiene por lema anterior R(Ly — i) = N(L,.x —)* = {#}* # H que implica u € o(Lg)
por que no estd densamente definido. Como o (L) es cerrado, entonces {1 € C : Im(1d) < 0} =
{1 € C:Im(1) <0} Co(Ly).

Por otro lado para u € C con Im(u) > 0 tenemos por el lema anterior que R(Ly — u) = N(Lj —
W = N(Lya — )t = {0} = H. Entonces por observacién 2.16 y proposicion 2.9 y ya que
N(Ly — ) = {0} tenemos que (Lo —p)~' : H — H es un operador cerrado entre espacios de Hilbert.
Por el teorema del grafico cerrado (teorema 2.6) tenemos que (Ly — u)~' € B(H) y por lo tanto u €
p(Ly). Esto implica que o(Ly) C {1 € C : Im(4) < 0}. Por lo anterior o(Ly) = {4 € C : Im(2) < 0}.

(1

Para un conjunto Q c Csea Q* = {7: z € Q}.
Lema 5.11. Sea T : D(T) ¢ H — H un operador densamente definido y cerrado. Entonces

o(T*) = o(T)".

DEemosTRACION. Es suficiente demostrar que A € p(T) siy s6lo si A € p(T*). Por la proposicién
2.23 (4) y la proposicién 2.18 concluimos que A € p(T) si 'y sélo si (T — A)™! € B(H) siy s6lo si
(T =)™y =(T* =) e B(H)siysélosilsp(T). —

PRrOPOSICION 5.12. El operador L : D(La,) = H'(0, +00) C L*([0, +00)) — L*([0, +0)) definido
por Ly f = —if’ tiene espectro 0 (L) = {4 € C: Im(1) > 0} y 0,(Lyar) = {4 € C: Im(A) > 0}.

DEMOSTRACION. Se sigue del lema 5.9, de la proposicion 5.10 y el lema anterior pues L., = Lj,. -
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