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Abstract /Resumen

Abstract. One of the more interesting problems in Number Theory is to study the
distribution of the quadratic residues in the complete system of residues modulo a prime
p > 2. In the present thesis we study the problem of find bounds for the least quadratic
non-residue n(p). We exposed the estimates on character sums found by Vinogradov,
which allowed him to obtain the bound n(p) = Oa(p%\/@ﬁ).

We also explain the work of Burgess on the estimate of incomplete character sums,
which rest on a powerful result of AndréIWeil. These estimates allowed him to improve
the result of Vinogradov to n(p) = O.(p™e ™).

Finally we pointing out that the problem of find better estimates on n(p) remains
open.

Keywords: Quadratic residue, Quadratic non-residue, Dirichlet characters, Character
sums, Incomplete sums.

Resumen. Uno de los problemas més interesantes en la Teoria de Ntimeros es estudiar
la distribucién de los restos cuadraticos dentro del sistema completo de restos modulo un
primo p > 2. En la presente tesis se estudia el problema de determinar cotas para el menor
no-resto cuadratico n(p). Se exponen las estimaciones sobre sumas de caracteres halladas
por Vinogradov, las cuales le permitieron obtener la estimacién n(p) = O, (pﬁ%).

También se explica el trabajo de Burgess sobre la estimacion de sumas incompletas de
caracteres, el cual se basa en un poderoso resultado de André Weil. Estas estimaciones le
permiten mejorar el resultado de Vinogradov a n(p) = O, (pT\I/E+E).

Finalmente senalamos que el problema de obtener mejores estimaciones de n(p) sigue
abierto.

Palabras clave: Resto cuadrético, No-resto cuadratico, Caracteres de Dirichlet, Su-
mas de caracteres, Sumas incompletas.






Introduccion

La presente tesis tiene como principal objetivo estudiar el problema de estimar la
magnitud del minimo no-resto cuadréatico positivo n(p), para p > 2 un nimero primo. A
pesar de la sencillez con que se enuncia éste problema ha resultado ser bastante complicado
de atacar. El primero en considerarlo fue Gauss [4] quien en 1796 obtuvo que n(p) < 2,/p.
Este resultado se mantuvo practicamente sin cambios por méas de un siglo, hasta que en
1918 1. M. Vinogradov [5] haciendo uso de estimaciones sobre sumas de caracteres fue
capaz de mejorarlo, obteniendo la estimacién més precisa

n(p) = O.(p=*) (1)

para todo € > 0. En otras palabras, para cualquier £ > 0 existe una constante C' > 0 que
depende de ¢, tal que .
n(p) < Cp2e'™,

Este resultado se mantuvo como el mejor hasta 1957 cuando D. A. Burgess [I], ha-
ciendo uso de un poderoso teorema de André Weil sobre suma de caracteres evaluados
en polinomios, obtiene una mejora sustancial en la estimacion de sumas incompletas de
caracteres con lo cual consigue reducir el tamano de la cota hallada por Vinogradov a

n(p) = O.(pve*e) 2)

para todo € > 0. Salvo pequenas mejoras en el factor p® esta estimacién se mantiene como
la mejor hasta el momento.

Vinogradov también propone la siguiente conjetura.
Conjetura 0.1. Para todo € > 0 se cumple que n(p) = O(p°).

Cabe mencionar que en 1942, Yu. V. Linnik [3] demuestra que bajo la asuncién de la
hipétesis generalizada de Riemann, la conjetura de Vinogradov es cierta.

La tesis consta de dos capitulos, en el capitulo 1 se presentan los resultados que seran
necesarios para introducir y atacar el problema del minimo no-resto cuadratico. Asi pues se
presenta el simbolo de Legendre y las propiedades de éste que nos interesan para plantear
el problema. También en este capitulo aparece el concepto de caracter médulo un primo
p > 2, mismo que resulta fundamental en la teoria de niimeros.
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El capitulo 2 consta de los resultados y técnicas principales en el estudio del minimo
no-resto cuadratico. Se presentan las sumas incompletas de caracteres y se aplican al caso
especial del simbolo de Legendre para deducir las estimaciones de n(p).

Durante este trabajo se hace uso de la notacion asintética de Landau, a saber, para
f(z) v g(z) > 0 funciones definidas en [A, c0) escribimos f(z) = O(g(x)) si existen
xo € [A,00) y C' > 0 constante tales que |f(z)| < Cg(z) para cada > x. Y escribimos
f(z) = o(g(z)) cuando z — oo, si lim L& =0,

z—ro0 9(2)
La siguiente notacion es utilizada en este trabajo. La parte entera de x se denota por

| 2] v es igual al mayor entero que no es superior a x, el techo de x se denota como [z] y
es igual al menor entero que no es inferior a . Con {z} se representa la parte fraccionaria
de z la cual estd dada por {x} = 2 — [z]. Con [|z|| se indica la distancia de = al entero
mas cercano.

Para p un nimero primo se denota con I, al campo clases residuales médulo p. Con
frecuencia los elementos de [F,, seran elegidos como los minimos representantes no negativos
de cada clase residual, es decir, {0,1,2,...,p —1}. Con F," se denota al grupo ciclico que
consta de los elementos de [F, que son primos relativos con p. Una raiz primitiva médulo
p es cualquier generador de F,". Dados un entero g raiz primitiva médulo p y n un entero
no divisible por p, existe k& > 0 entero tal que g = n (méd p), tal entero es llamado el
indice de n respecto a g médulo p y se denota por indyn. Se hace la observacién de que
el indgyn estd definido médulo p — 1, en este trabajo tomaremos siempre el valor que se
halle en {0,1,...,p — 2}.

Nos apegaremos a la representacion usual del anillo de polinomios, es decir, dado
un anillo R el anillo de polinomios con coeficientes en R se denota por R[x]. Si f(x) €

R[z] \ {0}, el grado de f(x) se denota por deg f.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Simbolo de Legendre

Consideremos los enteros a,m,n tales que n > 1y (a,m) = 1. Se dice que a es un
resto de grado n moédulo m si la congruencia:

x?’L

a (méd m)

tiene solucién. En caso contrario, a es llamado no-resto de grado n. Cuando n = 2 los
restos y no-restos se llaman cuadraticos; si n = 3, cubicos; n = 4, bicuadraticos. Nosotros
solo estaremos interesados en los restos y no-restos cuadraticos médulo un primo p > 2.

Notemos que si a es un resto cuadratico médulo p, la congruencia z? = a (méd p)
admite dos soluciones. Pues si x = x; (méd p) es solucién, entonces © = —z7 (méd p)
también serd solucién. Ademds no puede ocurrir que 7 = —z; (méd p), pues en este caso
tendriamos 2x; = 0 (méd p), ya que p es impar se seguiria que ;1 = 0 (méd p).

Una consecuencia de lo anterior es que en el sistema reducido de restos médulo p

hay exactamente o=

—1\2 1 rps
12,22, ..., ()", y B no-restos cuadréticos.

restos cuadraticos, mismos que son congruentes con los nimeros

Un conocido teorema de Lagrange en teoria elemental de niimeros afirma que para p
primo y f(x) € Z[x], la congruencia f(x) = 0 (méd p) tiene a lo més deg f(x) soluciones
incongruentes. Una aplicacién de este resultado, del pequeno teorema de Fermat y lo
expuesto en el parrafo anterior nos permiten obtener la siguiente proposicion.

Proposicion 1.1. El entero a es un resto cuadrdtico modulo p si y solo si

AT =1 (méd p).

Definicién 1.1. Sea p > 2 primo y a un entero. El simbolo de Legendre (%) se define
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por:

0 si a=0(méd p).
a
» ‘=93 1 sia es resto cuadrdtico. (1.1)

—1 sia es no-resto cuadrdtico.

\

En el siguiente teorema se enuncian algunas de las propiedades basicas del simbolo de
Legendre.

Teorema 1.1. Sea p > 2 primo. Entonces las siguientes afirmaciones tienen lugar

1

1. <%) =a"z7 (méd p).

2. Sia=0b (méd p), entonces (%) = <9>

p

3. Para cualesquiera a,b € 7, <%’> = (%) <9>

p

En el presente trabajo sera de gran importancia el estudio de sumas que involucran al
simbolo de Legendre. Entre las sumas mas sencillas estan las siguientes.

Teorema 1.2. Sea p > 2 primo y k entero con (k,p) = 1. Entonces

Demostracién: a) Se sigue de que hay el mismo nimero de restos cuadraticos que de
no-restos cuadraticos.
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b) Dado a # 0 (méd p) sea a* el entero positivo minimo con aa* =1 (méd p). Entonces
p—1 * ok
Z(a(a—i—k))_ (a(a—l—k)) (aa )
~\ p p p
(aa*(a + k)a*)
p
(1 + ka*)
p
B (1 + n)
p
()
p

= 1.

3
L

I
"?DM"?Q
LMLl

(]

30
—_ =

i
I

1.2 Caracteres

Definicién 1.2. Sea m entero positivo. Un cardcter de Dirichlet modulo m es una funcion
X : Z — C que no es identicamente cero y que satisface:

1. x(n) =0, si (n,m) > 1.

2. x(n+m) = x(n).

Por definicién se tiene que x(0) = 0 para cualquier caracter x. Ademés si n es tal que
x(n) # 0, entonces como x(n) = x(n)x(1), se tiene que x(1) = 1.

Nosotros estaremos interesados en los caracteres médulo un primo p > 2. En este caso
tenemos que si y es un caracter y g una raiz primitiva médulo p, entonces

x(@)P = x(g" ") =x(1) = 1.

Luego x(g) es una raiz (p—1)-ésima de la unidad. Sabemos que para todo n # 0 (méd p)
existe k = ind, n tal que n = g*. Ahora para cada a =0,1,...,p — 2 sean

0 sin =0 (méd p).
Xa(n) = (1.2)

o indg n

e T Y sin # 0(méd p).
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De este modo quedan definidos p — 1 caracteres distintos médulo p.

Reciprocamente, es facil ver que para cada a € {0,1,2,...,p — 2} fijo, la funcién x,(n)
definida de esta manera satisface los requisitos de la Definicién [I.2] De este modo quedan
definidos todos los caracteres modulo p, habiendo por lo tanto p — 1 de ellos. Notese que
en particular el conjunto de caracteres no depende de la eleccion de la raiz primitiva g.

Al caracter g se le llama cardcter principal. El orden de un caracter x es el menor
entero positivo d tal que x¢ = yo.

Proposicién 1.2. Sea p > 2 primo, entonces x(n) = (%) es un cardcter de orden 2.

Demostraciéon: Que y es cardcter se sigue de la definicion del simbolo de Legendre y
de los puntos 2 y 3 del Teorema [I.1} Solo resta ver que su orden es 2, pero esto es claro

n

2 2
pues (;) =1si(np) =1y <%> = 0 si (n,p) = p. Ademds como p > 2 siempre
habra no-restos cuadraticos con lo que el orden de y no puede ser 1. O]

1.3 Teorema de Chebyshev sobre distribucion de los

nuimeros primos

Teorema 1.3 (Férmula de Sumacién Parcial). Sea ¢, un conjunto de nimeros complejos
y f(u) € Ca,b]. Entonces

> atn) == [ Cla)fwdu+ o)

a<n<b

donde C(u) = Z Cn.-

a<n<uy

Demostracion: Se tiene que

COFB) = Y cf)= D ealfO) = f0) = ) Cn/ f'(w)du

a<n<b a<n<b a<n<b
b
- Y e / o, m) () du
a<n<b a

1 sin<u<b
donde g(u,n) =

0 sta<u<n
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Entonces

C(b)f(b) — cnf / Z cng(u,mn)

a<n<b @ a<n<b

[y e

@ a<n<u

- / Cu) ' (u)du.

a

Teorema 1.4 (Férmula de Sumacién de Euler). Sea f(u) € C'[a,b], se tiene que

/f du+ p(b) £ (b) — <vu—/pwﬂmw (1.3)

a<n<b
donde p(u) = & — {u}.
Mds ain si se cumple que f(u) € C?[a,b], entonces

b
/ f(u) du+p(b)f(b) —p(a )f(a)+0(a)f'(a)—U(b)f'(b)+/ o(u) f"(u) du
a<n<b (1.4)

donde o(u) = /0 p(t) dt.

Demostracién: Para probar la Férmula ((1.3)) apliquemos la férmula de sumacién parcial

con ¢, = 1. Observemos que

= Y =l = {uh) (e~ {e}) =u—a+ 5~ {uh -5+ {a)

a<n<lu

—u—a+ p(u) - pla).

Entonces sustituyendo en la formula de sumacion parcial e integrando por partes se tiene

Z fln / (u—a—pla) + p(w) f'(u) du+ (b= a+ p(b) — p(a))f (D)
—(u—a—p( /f du—/ u) f'(u) du+
+ (b —a+p(b) — pla)) f

= [ 1t au-+ p0)50) - <n«>—[fMMfmwm.
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Para la Férmula (|1.4)) obsérvese que la integracién por partes nos da

[ o an= ([ o) st ([ o ) o

b
— o (B)f'(b) — o(a) f'(a) — / o(w)f"(u) du.

Luego sustituyendo esta igualdad en (|1.3]) se obtiene el resultado. ]

Proposicién 1.3. Sea n entero positivo. Entonces
nt = [ pbe L)L) (1.5)
p

donde el producto corre en los numeros primos.

Demostraciéon: Observemos que dados n entero positivo y p un primo, la maxima po-
tencia k de p que divide a n! estda dada por

SPRENES

En efecto, entre los niimeros 1, 2, ..., n exactamente L%J — L# son divisibles por p* pero

no por p'tl. De este modo, si k es la mayor potencia de p que divide a n! se tiene

- (] a1) (02 ) (13-
SEEHHE

Esta observacién implica que n! = HpL%JJFL%JJFL%JJr -
p

Definicién 1.3. Para x > 0 la funcion 1 de Chebyshev se define por la formula

Y(x) =) Y logp (1.6)

m>1 pMm<z
p primo

Proposicién 1.4. Sea n entero positivo. Se cumple que

logn! = ¢(n) + (g) + b (g) 4.
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Demostracién: Por la Proposicién [1.3]se tiene
L L n n n
logn! =log | | pt* ) 2 E ({—J + {—J + {—J + ) logp
H : p p? p?
p primo
n
= E logp E {—mJ .

p primo m>1 p

Por otro lado

DU ()= X teer= 3 33 3 loww

t>1 t>1 m>1 pmS% p primo t>1 m>1p™mt<n
p primo
= D loepd 3 D 1= ) logp) > )1
p primo t>1 m>1pmt<n p primo m>1 t>1 pmt<n

= D logp) > > 1

p primo m>1 t>1 1<t<= ue
= g log p E L J

p primo m>1

Por lo tanto ambas expresiones coinciden. O

Teorema 1.5. Sea n > 1 entero, se cumple que
1 1
log n! :nlogn—n+§logn+1+0 - .
n

Demostraciéon: Obsérvese que logn! = Z logt. Luego aplicando la segunda férmula
1<t<n
de sumacién de Euler con f(u) = logu se tiene

logn! = / log u du + p(n)logn — p(1)log +U(1)I —o(n)— + / o(u) (logu)” du
1 n 1
Ahora obsérvese que o(n) = 0 para n entero, y 0 < o(u) < é. Entonces

1 " IRy
logn!:(ulogu—u)|’f+§logn+/ o(u) <_> du
1 u
@)

1 1
=nlogn—n+1+ -logn+ (—)

2 n
Por lo tanto

1 1
log n! :nlogn—n+§logn+1+0 (—)
n
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Los resultados anteriores nos permiten obtener la siguiente estimacién de Chebyshev
acerca de la funcién ¢ (z) .

Teorema 1.6 (Chebyshev). Ezisten constantes positivas A, B tales que

An < ¢(n) < Bn.

Demostracién: Por los Teoremas [1.4] y [1.5] se tiene

Y(n) + Y (g) + <g> + (%) + ... =nlogn —n+ 6;(n)logn, (1.7)

n

con [01(n)| < 2 digamos. Ahora si multiplicamos (1.7) por 2 y sustituimos n por 7 se
obtiene

2 (1/1 (g) + (g) + (%) + ) = nlogg —n+ 6y(n) log g, (1.8)

donde [02(n)| < 4.
Restando ([1.8)) de (1.7)) se llega a
n

P(n) —1 (g) + (g) - <Z> + ... =nlog2+ 63(n)log 2, (1.9)

con |f3(n)| < 6. Ahora obsérvese que

(¢ (G) @) G (@) G- (F) =0

s zom v () +v(5)-w(G)+-
> nlog2 — 6log?2 (1.10)

Donde la ultima desigualdad se verifica para n > 12. Ademéas como

v (3) <ot () o (3) v 3)
< nlog2+ 6log?2
< Tn,
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tenemos

Sumando sobre ambos lados de estas desigualdades se llega a

1 1
P(n) <Tn (1—1—5—1-?—1—...) = l4n. (1.11)
El teorema se sigue ahora de las desigualdades (1.10]) y (1.11)). ]

1.4 Estimaciones de Mertens

A continuacion se presentan dos resultados de Mertens acerca de la distribucién de los
niumeros primos. La segunda de estas estimaciones sera clave en la obtencion de las cotas
del minimo no-resto cuadratico que se expondran en el proximo capitulo.

1
Teorema 1.7 (Mertens). Para x > 2 se cumple Z 8P logz+O(1).

p<z

Demostracién: Notemos que de los Teoremas [1.4] y [I.5] se tiene

nlogn —n+O(logn) = > (FJ + L%J +) log p

p<n p
p primo
n n n n
E Gt a3l
— \r \»r p p
p primo
n n n
= > —logp— > {—}logp+0 > = (logp)’
p<n p p<n p p<n p
p primo p primo p primo

=n Z logp+0 Z logp | +O(n)

p<n p p<n
p primo p primo
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lo
=n g &0 | O(n).
p<n p
p primo

La ultima igualdad se sigue del Teorema (1.6 pues

> logp < 4(n) = O(n).

p=n
p primo

Por lo tanto

1
n Z in + O(n) = nlogn —n+ O(logn).

p<n
p primo

El resultado se obtiene al dividir esta ultima igualdad entre n. O]

Teorema 1.8 (Mertens). Existe una constante C' tal que para x > 2 se cumple

1
Z—:loglog:c—i-C—l—O(

p<z

).

log p

Demostracién: Aplicando la férmula de sumacién parcial con

logn : .
1 - S1 n €S pPrimo,

f(u)

log u
0  en otro caso,

1
se tiene que C(z) = Z 8P Entonces

p<z
1 * C 1
S 3 i == [ S s cw)
pgxp — 3 ulog”u x
_ /w logu +20(1)du+ logxz 4+ O(1)
3 uwlog” u log x

Tod * 1 1
[ o
s ulogu 2 ulog”u log
< 01 o 1 1
+/ Lﬁdu—/ Lﬁdwuo( )
: ulog”u + ulog®u log

3 >~ d 1
= loglogx —loglog=+1+4+C7 + O / u2 +0
2 . ulog®u log z

1
zloglog:v+0+0< ) m
log x

= loglogu

x
3

2
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1.5 La funcion divisor

Definicién 1.4. La funcidn divisor 7(n) estd definida como el nimero de divisores positi-
vos de n. Obsérvese que sin = pi'py*..pe* es la descomposicion candnica de n, entonces

T(n) = (a1 + 1)(ag + 1)...(ax + 1).

El siguiente teorema nos da informacién sobre el comportamiento asintético de la
funcién divisor. Esta informaciéon sera utilizada en el siguiente capitulo para estimar el
numero de soluciones a ciertas congruencias.

Teorema 1.9. Para cada € > 0 existe C' = C(e) tal que 7(n) < Cn®.

Demostracién: Seane > 0y n = pi'py?...pe* la descomposicién candnica de n. Entonces

1 1 1
T@ G G I1 ot (1.13)
n P Pi bt p
p primo tal que %21
(£)
Como C;jj > 1, entonces a+1>2% >¢e% > 1+ ~3+. Luego
8
También se tiene que apjs > 1, entonces
a4+ 1> p* =8P > 1 4 aelogp.
Se sigue que
p<et (1.15)
Adem3
cas a+1l 2« 2a 3
< =< < - (1.16)
pee 20¢ 7 aclog?2 T ¢
De ([1.14)), (1.15) y (1.16) se tiene
7(n) 3
—=<]l-=c =
agg%
1
p<ee






Capitulo

Suma de caracteres y el minimo
no-resto cuadratico

Por lo visto en el capitulo anterior para p > 2 primo hay 5~ L restos y no-restos
cuadraticos médulo p. Uno de los problemas mas importantes en Teor1a Analitica de los
Numeros es determinar como se distribuyen los restos y no-restos cuadraticos dentro del
sistema reducido 1, 2, ..., p— 1. En particular uno esta interesado en conocer la distribucion
de éstos en intervalos de longitud pequena, para este problema uno puede centrar la
atencién en determinar cudl es el orden de magnitud del minimo no-resto cuadratico
positivo n(p) para un primo p grande.

La manera natural de estimar a n(p) es mediante sumas de simbolos de Legendre, lo
cual es un caso particular de suma de caracteres.

2.1 Estimaciones de sumas de caracteres

Teorema 2.1. Sean p primo y @) enteros tales que 1 < Q@ < p. Considérese la suma

p—1 Q-1
S = ZSﬁ, donde S, = Z (x ;— Z> Entonces S = (p — Q)Q.
=0 z=0

Demostracion: Tenemos que

CEEE) R

Para z € {0,1,2,...,Q — 1} fijo, si x recorre el sistema completo de restos médulo p,

13
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entonces x + z también lo hara. Luego, sustituyendo y = x + 2z, podemos escribir

Q-1Q-1 p—1

=X 33 (WD) s o ne+ (0@ -@=p-a0 O

Este teorema nos permite obtener una primer estimacién no trivial para n(p). En
efecto, si aceptamos que los elementos 1,2, ..., 2() son restos cuadraticos, por el resultado
anterior tendriamos que:

p-1 Q+1 Q1 Q-1 o N\
r-QQ=> 5> 5‘3:2(2( ; )) = (Q+1)Q~
=0 x=1 =1 z=0

Luego, p — Q > (Q + 1)Q = Q% + Q, entonces p > Q% + 2Q. Como p es primo no puede
ser igual a Q% + 2Q), tampoco puede ser igual a Q* 4+ 2Q + 1 = (Q + 1), ya que ambos
son compuestos. Asi se debe tener que p > (Q + 1)2. Y de esta desigualdad se sigue que
Q + 1 < /p o equivalentemente Q + 1 < [\/p|. Pero esto es falso para @ = [,/p], luego

n(p) < 2[y/p].

Teorema 2.2 (Gauss). Sean a entero positivo yp > 2 primo tales que (a,p) = 1. Entonces
st x es un cardcter no-principal modulo p se cumple

p—1
S x@e¥| = v
=1
p—1
Demostraciéon: Sea W = Z x(x)e*™% . Entonces
r=1
p—1 p—1 p—1 p—1
i &L i Y — miat—Y¢
W = (ZX($)€2 > (Zx(y)e2 ) = X(@)X(y)e™ 7
=1 y=1 z=1 y=1

Obsérvese que Y (y) = x(y*). Ademas dado z fijo, si r recorre el sistema reducido de restos
modulo p, también xr lo hara. Luego sustituyendo y = rx, podemos escribir

p—1 p—1 (1-n) p—1 p—1 (1-r)

. —r)x . —r)x

W2 = 303 ) = 3TN e
=1 r=1 r=1 x

Il
o
—~
[\)
—_
~—

p—1

—1
_ p + pz X(r*) Z 627”;&(1—;)1 .
r=2

=0
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Observemos que

p—1 p sia=0 (méd p)

azx
(& P =

=0 0 sia#0 (méd p).

Lo cual implica que la dltima suma en (2.1)) es cero, pues cuando r = 2,3, ..., p— 1 se tiene
que a(l —7r) £ 0 (méd p). O

El siguiente resultado de Vinogradov servira para mejorar la estimacién que tenemos
para n(p).

Teorema 2.3. Sean m > 2 y L,, M, > 1 enteros, entonces

Lao+Ma

E : eZﬂi%

x=Lg+1

m—1

D

a=1

< mlogm.

Demostraciéon: Observando que la suma interior es la suma de una progresiéon geométri-
ca se tiene que

m—1 | Lo+M, m—1 Mg m—1 i Mg

“ omiaz riaatn (€30 — 1 e — 1
) e e D D
a=1 |z=Lgs+1 a=1 a=1

Denotando por ||z|| a la distancia de = al entero méds cercano, se sigue que

eszaAﬁla _ ewza]\i‘l (ema% _ efma%) sen ﬂ'C’;iLwa
2mi % - miL omid —mi - a
eMm — 1 e™m (e™m — e m) sen 7
1 1 1

< < <
= |sen 2| = sen (x|2]) T 20&[

donde la tltima desigualdad se obtine gracias a que sen(mwz) > 2x para x € [0 %]

Para terminar la demostracion se hard uso de la desigualdad: = 1 < log (2“+1) para

2x+1
2x—1

a > 1. La cual se sigue de que la funcién f(z) = xlog( ) > 1 para = > 1. Para ver

esto notemos que

2x + 1 4z —4 4% 4+ 1
/ o B " _ .
J{w) = log <2x—1) w1 ¥ W e <1 43:2—1)'

Luego f”(x) > 0 cuando = > 1, con lo que f'(x) es creciente y ademés f’(x) — 0 cuando
x — 00, por tanto f'(x) < 0, para x > 1. Esto implica que f(z) es decreciente. Ademads

haciendo la sustitucion x = % y calculando el limite cuando ¢ — 0 con la regla de L’Hopital
se sigue que f(z) — 1 cuando z — oco. Por lo tanto f(z) > 1 para cada x > 1.
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Ahora si m es impar

2miMa m—1 N 2
m —1 1 1 1
I EDIE VL) DE D D
a=1 € m—1 a=1 2||E|| a=1 2 (E) a=1 a
Entonces
=] o
m —SmZ(log(2a+1)—log(2a—1)):mlogm.
a=1 a a=1
Para el caso en que m es par se tiene
m—1]| opjaMa m—1 m-2
et 1] _ L Lo,
a=1 2 1 | = a1 2”%” a=1 2 (%) 2 (%)
m—2
1
:m2—+1§mlog(m—1)—|—1§m10gm. O

Teorema 2.4 (Desigualdad de Pélya-Vinogradov). Sean p > 2 primo, M wun entero
positivo y x cardcter no-principal modulo p. Entonces

L+M

> x(@)

rz=L+1

< /plogp.

Demostracion: Recordemos que

1 2= 1 siz—y=0 (méd p)

1
_2627”'@ _
pazO .
0 siz—y#0 (méd p).

Luego podemos escribir

L+M L+p L+M p 1
27rz7a(z v)
> @)= ) ZX '
z=L+1 r=L+1y= L+1
p 1 L+M L+4p

:_Z S x(x)e™ .

a=0 y=L+1 r=L+1
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Entonces utilizando los teoremas [2.2] y [2.3] se tiene

L+M 1 p—1 | L+M L+p 1 p—1| L+M
-ay -ax ;ay
Z X(ﬁ) S - Z Z 6—27717 Z X<x)€2ﬂ'z— S - —27rz|
a=L+1 e W a=L+1 e W
< /plogp. O

Corolario 2.1. Sean p > 2 primo y N = {pé log? pJ. Entonces la cantidad de no-restos

cuadrdticos menores o iguales que N estd dada por <% +0 (loép>) N.

Demostracién: Por el teorema [2.4] se tiene que

>(3)

=1

< p logp.

Si se denota por Ny, Ny a los restos y no-restos cuadraticos en 1,2, ..., N respectivamente,

o =3 (14 (2)) = 2o 3 (2) < (1 )

=1

se tiene que

Por otro lado también se cumple que

o =3 (14 (5)) = 2 (2) 2 (1 i)

=1

Luego 2N, = (1 + 9p> N para algin nimero § = 6(N, p) con |§| < 1. Como N;+Ny = N

log
2N, — (1 _ ) N
log p

En particular, Ny = (% +0 ( 1 )) N. O]

log p

se tiene que

Teorema 2.5 (I. M. Vinogradov). Para cada ¢ > 0 existe C. > 0 constante, tal que
1
n(p) < C.p>e ' para cada primo p > 2.

Demostracién: Seane >0y N = \/ﬁlogg p. Por el Corolario se tiene que

> 1= (o) 2

n no-resto

Ahora, por la propiedad multiplicativa del simbolo de Legendre, se sigue que cada
no-resto cuadrético tiene un divisor primo que también es no-resto cuadratico. Luego los
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no-restos cuadraticos que son menores o iguales a NV, tienen al menos un divisor primo ¢
que satisface n(p) < ¢ < N. Entonces

1 1 N
- +0 N < —| < N
(2 " (logp)> Z { q } Z
n(p) <q<N <q<N
g primo q primo (23)

- (o) 0 )

Donde la ultima igualdad se da gracias a la estimacién de Mertens sobre la suma de
los reciprocos de los primos, ver Teorema [1.8|

Podemos suponer que n(p) > pﬁ pues en otro caso no habria nada que probar. Con

esto se tiene que O (W =0 (logp) Entonces

1 N C -1 log N 40 1
— O,
2 " logp % \logn(p) logp /)’

de donde . ) low N
—+O< )<log< ©8 )
2 log p log n(p)
Por tanto
i+0(5ky) o los N
log n(p)
Finalmente despejando n(p) se obtiene
~5+0( 1o -3 (e
n(p) < N@ 2 (1817) _ (p% 10g2p)5 Je (1817)
1 2 e~ 3 (14o(l 14+o(1 1+¢0§)
= (p2log?p)° ") = (zﬁ*”( )>
prve ),
lo cual es equivalente al enunciado del teorema. O

2.2 Estimacion de Burgess

El resultado de Vinogradov fue el mejor hasta 1957 cuando Burgess [I] obtiene una
mejora sustancial. La estimaciéon de Burgess se basa en un teorema sobre suma de ca-
racteres hallado por Weil [7], este a su vez se obtiene como consecuencia de resultados
muy profundos de la teoria de las curvas algebraicas, y su demostracion queda fuera del
alcance del presente trabajo.

Teorema 2.6 (Weil). Sea p > 2 primo y x un cardcter no-principal médulo p de orden
s. Sea ademds f(x) € F,[x] de grado n tal que f(x) no puede ser escrito en la forma



2.2. Estimacién de Burgess 19

c(h(z))® en F,[z]. Sir es el nimero de raices distintas de f(z) en F,, entonces
Yo x(f@)] < (r =1y
z€lFy

Como una aplicacién de este resultado se prueba la siguiente desigualdad que serd uti-
lizada con frecuencia en lo sucesivo.

Proposiciéon 2.1. Sean p > 2 primo, L entero positivo y x un cardcter no-principal.
Para cualquier entero k > 1 se cumple que

>

A=1

2k

< E**LFp + (2k — 1) L**/p.

> x()

m=1

Demostracion: En efecto, se tiene que

p | L 2k p L ko %
ZZXHW =Z<Zx(k+m)> (ZX(/\+m)>
-2 Kmlgmx«x )b RO+ mes)-- (At ma) o

= D D (O m) A m)) XA+ M) (A + mag))

1<ma,...,mar <L A=1

- Sl + SQa
donde
S1= Z ZX A+ ma)e (A +me) XA+ M) .. (A + may)),
1<7’TL17 m2k<L
todos los m; se replten
p
Sh = > X A4 M) 3+ i) RO A+ M) (A + mag))-

1<ma,...,map<L A=1
hay un m; que no se repite
Si todos los niimeros my, ..., Mo se repiten, entonces a lo més se les pueden asignar k
valores distintos. Obsérvese que para k valores fijos 1 < m;,, m;,,...,m;, < L, el nimero
de (2k)-tuplas que se pueden formar con estos valores dados estd acotado por k*. Luego
el nimero total de 2k-tuplas (my, ..., mox) con todos los valores m; repetidos esta acotado
por k*FLF. Asi
1S1] < k*LFp. (2.5)
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Para la segunda suma notemos que

0] < L2 |37 (A4 1) )X+ 1) 0+ i)

A=1

donde en la tltima suma todos los mq, mao, ..., mgr son fijos, y entre ellos hay uno que no
se repite. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que es m;. Entonces notando que
XA+ myg1) oA+ mar)) = X((A+ mp1)P 2 (N + mag)P?), tenemos

p
|SQ| S L2k Z X((/\ + ml)()\ + mk)()\ + mk+1)p_2...(/\ + mgk)p_Q).
A=1

El polinomio f(x) = (z +my)...(x + my)(x + mpy1)P2...(z + mox )P~ 2 satisface las condi-
ciones del Teorema [2.6[ pues tiene al menos un cero simple. Por lo tanto

|Sy| < (2k — 1) L**\/p. (2.6)

El resultado se obtiene al insertar las cotas (2.5 y (2.6) en (2.4)). ]

Lema 2.1. Sean H,N, K enteros positivos y f : Z — C tal que |f(z)| < 1 para cada
x € Z. Entonces

L+H L+H N K

Z f(:c):ﬁ Z ZZf(:t:+yz)+O(NK).

r=L+1 z=L+1 y=1 z=1

Demostraciéon: Podemos suponer que NK < H, ya que en caso contrario la afirmacion
es evidente. Dados ¥, z con yz < N K tenemos

L+H L+H L+tyz L+H+yz
Yoo = D> faty)| =D fa) = D f)
rz=L+1 r=L+1 r=L-+1 rz=L+H+1
L+yz L+H+yz
<Y @+ DD fw)
r=L+1 r=L+H+1
<2yz <2NK.
Entonces
L+H L+H

Z f(z) = Z f(x +yz) + O(NK).
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Sumando sobre 1 <y < N y 1 < z < K en ambos lados de ésta igualdad tenemos

L+H N K [ L+H
NE > fla)=>Y" ( > flatyz)+ O(NK)>
x=L+1 y=1 z=1 z=L+1
L+H N K
= 3 S e+ y2) + OV,
z=L+1 y=1 z=1
Dividiendo ambas partes por NK se obtiene la afirmacién del lema. O

Teorema 2.7 (Burgess). Sea x un cardcter de Dirichlet no-principal mddulo p. Para cada
e >0, existen d = () > 0 y po = po(e) > 0 tales que para cada primo p > py y H > p%ﬁ

entero se cumple
L+H

> xl(@)

r=L+1

< Hp~’.

Demostracién: Obsérvese que podemos partir el intervalo [L + 1, L + H] en intervalos
disjuntos de la forma [L; + 1, L1 + H;] donde

|-

1

,pﬁg}-

De esta observacion se sigue que basta demostrar el teorema solo para el caso

1 1 1 1
min {p1+ﬁ,p1+s} < H; < 2min {pfrl

[=}

1
0<5<1—O y pitt < H < 2pite.

Sean N = LpiJ y K = \_pgj Por el Lema [2.1] se tiene

L+H L+H N K

Z X(m):N—lK Z ZZX(x+yz)+O(NK). (2.7)

Sea ahora W = Z Z Z X(x 4+ yz), entonces

r=L+1 y=1 2=1

L+H N K L+H N K
W=D 3> x+y2)| < D D D xay" +2)
r=L+1 y=1 2=1 z=L+1 y=1 [ 2=1

=> "IN

A€A

)

Zx()\ + 2)

donde
A={zy* (médp); L+1<x<L+H 1<y<N},
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e I(\) es el nimero de soluciones de la congruencia
ry*=A(médp), L+1<z<L+H 1<y<N. (2.8)

Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz se tiene

2

K
WE<Y PN 1D x(A+2) (2.9)
A€A A€A | z=1
Notemos que Z I?()\) es el niimero de soluciones de la congruencia
AeA
Ty = xoyy m6d p), L+1<umzy,2o <L+ H, 1<y;,ys <N. (2.10)

Sea J el numero de soluciones de la congruencia ([2.10)). Definiendo los conjuntos
Ai={A e A I\ <1} vy A={ eA I(\)>2}
se tiene

J=Y PN =) PN+ Y PN<HN+ Y IP() (2.11)

A€A A€A; AEA2 AEA,

Fijemos una solucién (xg(A), y0(A)) de la congruencia ([2.8). Entonces si (z,y) es cual-
quier otra solucién se verifica que

r—2o(A) = (y — yo(A)A (m6d p), 0 < |z —2o(N)| < H, 0 <]y —w(N)| <N. (2.12)
De aqui se sigue que I(A) < 1+ I;()\), con I;()) igual al nimero de soluciones de
ry" =X (méd p), 0<|z|<H, 0<|y <N.

Obsérvese que para A € Ay se cumple que I(A) < 27;(A). Luego sustituyendo en (2.11)

J<HN+4> I}(\)=HN+4J,. (2.13)

AEAS

Donde J; es el nimero de soluciones de la congruencia
[z1[[y1] = |22llye| (m6d p), O < fanl, |wa| < H, O <], |yo| < N. (2.14)
Ya que HN < p la congruencia se convierte en la igualdad
[zaflya] = |wallyal, O <[za], 2o < H, 0 <yl [y2] < N. (2.15)

Para xo, 35 fijos, el nimero de soluciones de |z1||y1| = |x2||ye| s 47(|x2||y2|), donde T es la
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funcién divisor. Del Teorema se sigue que 7(n) < n°@® . por lo tanto J; < HNp°H) =
(HN)*°MW pues HN < p. Luego sustituyendo en (2.13) se tiene

J < HN +4(HN)*™W = AN (1 + (HN)°W).

Con esto la desigualdad (2.9)) nos queda

2

> x(A+2)| =HN(1+(HN)"M)Wy,  (2.16)

z=1

W <HN (1+ (HN)"™M) )
A€A

2

Zx()\ + 2)

z=1

donde W, = Z

A€A

Aplicando la desigualdad de Holder y la Proposicién [2.1] se obtiene

2r

K
Wy <A DY D x(A+2)
z=1

A€A

p K 2r
<A D O x(A+2)

A=1 [ z=1

S |A|7”—1 (TQTKrp + (27" . 1)K2T\/]_))
< (HN)"' (r"K'p+ (2r — 1)K*"\/p)

r?p (2r — 1)\/5
= (HN) K?* .
(HN) (HNKT + HN )

Tomando r = [1] se tiene K" > p? > p2, con lo que
Wy < (HN) K*p7

para p primo suficientemente grande en términos de €. Con este valor de r también se

—€ —g2
tiene que (pT)% < p5 digamos. Entonces
2
Wi < HNK?p™ .

Sustituyendo en (2.16|) se sigue

W2 < (HNEK)? (14 (HN)W) p -

< (HNK)*p~s .

—52 . . , .
Por lo tanto |W| < HNKp7z para p primo suficientemente grande en términos de &.
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Sustituyendo en (22.7)) se tiene

L+H

> x(@)

r=L+1

=

1 _e2
< — < 127
< NK]W| +O(NK) < Hp 1z —l—O(p

+§>

_¢2
< Hp,

para p primo suficientemente grande en terminos de ¢. O

2.3 Minimo no-resto cuadratico
Teorema 2.8 (Burgess). Para cada ¢ > 0 eziste C. > 0 constante tal que
n(p) < Cop®i*

para cada primo p > 2.

Demostracion: Sea H = [pi“], y sea N la cantidad de no-restos cuadraticos médulo p
menores o iguales a H. Entonces

= 2 0-0)-E 26)

H 1
-4

n
2] 2 I;H(p)"

Aplicando la estimacion de Burgess a la suma del lado derecho se tiene

Luego

H
-3

para algtin 6 > 0. Luego N = H (% + p%) para algin |0| < % Repitiendo el argumento
de Vinogradov se tiene que cualquier no-resto cuadratico menor o igual que H tiene un
divisor primo ¢ que también es un no-resto cuadratico y que satisface n(p) < ¢ < H.
Entonces

1 0 H 1
1= —+—>H§ [—]gH -
n< n(p)<q<H n(p)<q<H
n no-resto q primo q primo

=1 (o () * (o))

Podemos suponer que n(p) > pﬁ, de otro modo no habria nada que probar. Con este
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de aqui se sigue

y asi

< Cspﬁﬁ. O

Por ultimo cabe puntualizar que el problema de hallar una mejora considerable al valor
de esta cota se mantiene abierto. En los tiltimos anos se han hecho pequenos progresos y
se han obtenido algunos refinamientos en el factor p°, sin embargo el factor pﬁ no ha
sido mejorado, al menos no sin la ayuda de poderosas conjeturas tales como la hipotesis
generalizada de Riemann. También hay que senalar que el problema se puede generalizar
al caso de médulo compuesto [2].
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