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UNIVERSIDAD MICHOACANA DE SAN NICOLAS DE HIDALGO

Resumen

Instituto de Fisica y Matematicas
Maestro en Ciencias en el Area de Fisica

Sistemas Dinamicos en Cosmologia. Interaccién en el Sector Oscuro bajo

un acoplamiento tipo Yukawa.

por Jorge Luis FUENTES VENECAS

En este trabajo estudiamos los efectos de la interaccién dentro del sector oscuro, es
decir, entre la materia y la energia oscura bajo un acoplamiento del tipo Yukawa como
lo hacen A. A. Costa, L. C. Olivari y E. Abdalla en su articulo de 2015 [1]. El estudio
se hace desde el punto de vista de los Sistemas Dindmicos para saber si la dindmica del
sistema interactuante difiere o no del sistema sin interaccién presentado en el articulo de
quintaesencia de E. Copeland, A. Liddle y D. Wands publicado en 1998 [2], obteniendo
que aun con éste tipo de interaccién, la dindmica del sistema parece preferir la misma
que sin la interaccion, de donde se concluye que, de la misma manera que en el articulo
de A. A. Costa, al tomar una interaccion del tipo Yukawa no se afecta la dindmica del
sistema, es decir, se obtienen los mismos resultados tomando en cuenta o no la intera-
ccién. Asi, podria ser que en nuestro Universo exista esta interaccion, puesto que no

hay nada que difiera de las observaciones y la dindmica es la misma que sin ella.

Palabras clave: Quintaesencia interactuante, Cosmologia, Campo Escalar, Energia

Oscura, Materia Oscura, Sector Oscuro, Acoplamiento de Yukawa
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UNIVERSIDAD MICHOACANA DE SAN NICOLAS DE HIDALGO

Abstract

Instituto de Fisica y Matematicas
Master’s Degree in the Field of Physics

Dynamical Systems in Cosmology.

Interacting Dark Sector through a Yukawa coupling.

by Jorge Luis FUENTES VENEGAS

In the present work we study the effects of an interaction in the dark sector, i.e.
between dark matter and dark energy through a Yukawa coupling as it is done in the
2015 paper written by A. A. Costa, L. C. Olivari and E. Abdalla [1]. To do so we use
Dynamical Systems theory to compare the dynamics of the interacting system with the
non interacting system shown in the 1998 paper about Quintessence by E. Copeland,
A. Liddle and D. Wands [2], obtaining that with such interaction the dynamics of the
system seem to prefer the same dynamics as the non interacting one, so we find the
same results as A. A. Costa, taking into account a Yukawa coupling does not affect the
dynamics of the system, we obtain the same results with or without the interaction.
So as there is no relevant difference between the observational probes and the dynam-

ics with or without interaction, it might be possible to think that such interaction exists.

Keywords: Interacting Quintessence, Cosmology, Scalar Field, Dark Energy, Dark
Matter, Dark Sector, Yukawa Coupling
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Introduccion

El afio de 1998 se considera como un parteaguas en la Cosmologia moderna, pues fue
en ese periodo cuando se dieron a conocer los resultados de las observaciones de un
considerable niimero de supernovas tipo Ia que sorpresivamente indicaron que el Universo

se expande aceleradamente.

Las observaciones sobre supernovas de tipo Ia cerraron un primer capitulo de la
Cosmologia, en el que la pregunta central era: sDe qué esta hecho el Universo? Pode-
mos afirmar sin equivocarnos que los esfuerzos de la humanidad para contestar esta
interrogante han estado presentes a lo largo de toda su historia. Sin embargo, una sor-
presa se presentd en 1998 cuando se tuvo la certeza de que la mayor parte del contenido
material de nuestro Universo observable (aproximadamente el 96% del total) estd hecho
de materia atin desconocida para la ciencia. Este es el acertijo central de lo que se llama
de manera genérica como el problema de la Materia Oscura (Dark Matter, segin su

denominacién en inglés).

A partir del descubrimiento de la expansién acelerada del Universo, se cayd en la
cuenta de que la Materia Oscura debia estar compuesta de al menos dos tipos generales
de materia: la Materia Oscura Fria (Cold Dark Matter, CDM) que forma galaxias y
en general la estructura cosmolédgica que hoy observamos y la Energia Oscura (Dark

Energy, DE) que seria la responsable directa de la expansién acelerada del Universo.

En el Capitulo 1 se explica qué es la materia oscura y de la energia oscura mas a
fondo, utilizando el principio cosmolégico y la métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-

Walker para nuestro fondo césmico.

Asimismo, en el afio de 1998 se publicé el articulo [2], en donde se utilizaron los Sis-
temas Dindmicos para analizar la Quintaesencia, una manera de explicar la aceleracién
del universo, tomando un campo escalar que tiene el mismo efecto que la Energia Oscura

para la aceleracién del Universo.

El uso de los sistemas dindmicos en la cosmologia es muy variado, se utiliza tanto

para demostrar que teorias ya probadas por observaciones tienen buenos fundamentos

xiii
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matematicos en lo que afirman, como para probar teorias nuevas o propuestas que atn
no tienen observaciones que las respalden, asi como para probar si son factibles nuevas
teorias que se obtienen de observaciones y difieren por algiin pardmetro de la teoria
usual. Normalmente se usan los sistemas dindmicos para poder acotar tedricamente
los parametros faltantes para que la teoria quede cerca de los intervalos de confianza

necesarios para reproducir las observaciones.

En el Capitulo 2 hablamos del modelo cosmolégico méas usual, el que esté respaldado
por las observaciones y a la vez es el méas sencillo, claramente tiene sus problemas,
pero es una gran aproximacion para describir nuestro Universo. Se muestra de manera
general como se pueden usar los sistemas dinamicos en este escenario, mostrando que los
resultados concuerdan con lo que se cree que es la evoluciéon de nuestro Universo hasta

la fecha.

Para hacer un estudio més a fondo de los campos escalares en Cosmologia, en el
Capitulo 3, al igual que en [2, 3] estudiamos el problema con uno de los potenciales més
sencillos para poder comparar con el modelo ACDM y probar si es factible el uso de un
campo escalar para obtener la aceleracion del Universo que se observa hoy y bajo qué

condiciones.

En este trabajo, como el titulo lo sefiala, el problema principal es estudiar la in-
teraccion en el sector oscuro bajo un acoplamiento del tipo Yukawa como lo hacen, de
manera observacional en [1], primero hay que obtener las ecuaciones de movimiento cos-
molégicas para el caso en que la Materia Oscura Fria y la Energia Oscura interactan,
para luego poder llegar a un sistema dinamico y poder analizar si en este caso es posi-
ble llegar a lo que se tiene hoy en dia, como en ACDM y en Quintaesencia usual, ésto
se trata en el Capitulo 4, mostrando tanto resultados analiticos como graficas de las

simulaciones numeéricas.

Finalmente, en el Capitulo 5 se discuten los resultados y se ve la conclusion del
trabajo que sirve de soporte a lo obtenido en [1], en ésta misma parte se discute cuél
puede ser el rumbo futuro de esta investigaciéon y el trabajo futuro que podria seguirse

mas adelante.

En el Apéndice A se muestran los teoremas matemaéticos en los que se basa fuerte-
mente el andlisis hecho en el presente trabajo, en él se encuentran el Teorema de
Hartman-Grobman y el Teorema de Estabilidad de Lyapunov asi como una explicacion

detallada de lo que son las funciones de Lyapunov.

Dentro de los Apendices B y C se pueden encontrar los c6digos numéricos utilizados
para el andlisis de estos problemas de sistemas dindmicos, para que quien guste pueda

reproducir los resultados, corregirlos o mejorarlos.



Capitulo 1

Cosmologia Estandar

El Modelo Cosmoldgico Estandar es una descripcién fenomenolédgica de la evolucion
del Universo ampliamente aceptada actualmente. Los motivos de ésto recaen en su
simplicidad y en el hecho de que reproduce una variedad de resultados observacionales
que vienen de multiples fuentes independientes. Por ésta ultima razoén, también se le
llama el Modelo de Concordancia. Estd basado en tres ingredientes béasicos: Inflacion,
Materia Oscura Fria (Cold Dark Matter, CDM) y en la constante cosmoldgica (A), asi
como en el Modelo Estandar de la Fisica de Particulas y en la Relatividad General. En
éste capitulo repasaremos los resultados més relevantes del Modelo de Concordancia, asi

como algunas de sus limitaciones.

1.1 Cosmologia FLRW

Comencemos con el ingrediente principal de todos los modelos cosmologicos: el Principio
Cosmoldgico. Este principio nos dice que las propiedades del Universo son las mismas
para todos los observadores, en escalas suficientemente grandes, lo que implica que el
Universo es homogéneo e isotrépico. Esto a su vez restringe el tensor métrico g, para
ser el tensor métrico de Friedman-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW), dado por el

elemento de linea:

dr?
1 — kr2

ds? = g drtdzs” = —dt* + a*(t) ( + r2d§22> (1.1)
donde a(t) es el factor de escala cosmoldgico, a(ty) = ag, dS2 es el elemento de de linea
para la 2-esfera y k es una constante proporcional al escalar de curvatura de la parte
espacial del espacio-tiempo: en un espacio plano es cero, para un espacio cerrado es

positivo y es negativo si el espacio es abierto, i.e. hiperbdlico.
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La dinamica de este espacio-tiempo esta relacionada solamente con el factor de es-
cala a(t), que hasta el momento es una funcién arbitraria. Para encontrar las ecuaciones

de evolucion, es necesario introducir la métrica (1.1) en las Ecuaciones de Einstein® [4]
1
R, — §Rg,w =T (1.2)

donde R, es el tensor de Ricci, R = g'"R,,, es el escalar de Ricci y T}, es el tensor
de energia momento. Habiendo escogido el tensor métrico (1.1), lo tinico desconocido
ahora es T},,. Sin embargo, hay muy poca libertad de eleccién debido a que se asumié
homogeneidad e isotropia, de modo que el tensor de energia momento se reduce al de

un fluido perfecto:

—p(t) 0 0 0
™ 0 pt) 0 0 13)
0 0 pit) 0
0 0 0 pkt

en donde p es la densidad de energia y p es la presién del fluido. Lo que resulta de
introducir la métrica (1.1) en la ecuacién (1.2) son las ecuaciones de Friedmann y Ray-

chaudhuri, respectivamente:

1\2 8nG k
H? = “) =, E 1.4
(a 3P 3 (1.4)
a 4G
2= 3 (p+3p) (1.5)

donde H es la tasa de expansiéon del Universo, también llamado parametro de Hubble.
Sin mas informacion acerca de los campos especificos que originan el tensor de energia
momento, estas ecuaciones proveen una descripcion completa de la evolucién del Uni-

verso. Lo que ésto quiere decir es que la evolucién de la densidad de energia,
p+3H (p+p)=0 (1.6)

no es independiente de las ecuaciones (1.4) y (1.5). De cualquier manera, es muy tutil
determinar p(t) como funcién del factor de escala a(t). Esto sélo es posible si existe
una ecuacién de estado (Equation of State, EoS) p = p(p) que relacione la presién y la

densidad de energia.

La EoS depende fundamentalmente del tipo de materia que se introduzca en la
teoria. Sin embargo, para propdsitos comoldgicos, un simple e importante ejemplo es un

fluido con una EoS lineal, es decir:

p=wp (1.7)

Nétese que utilizamos unidades donde A = ¢ = 1.
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en donde el pardmetro de la EoS w se toma como constante por el momento. Se ve
inmediatamente de la ecuacién (1.5) que el signo de @ estd fuertemente relacionado con
el valor de éste pardmetro. En particular, el umbral para una aceleraciéon nula ocurre
cuando w = —1/3, lo que significa que solamente una presién negativa, menor a este
valor, puede adecuarse para obtener una expansion acelerada. Después de esto, con esta

EoS, la solucién a la ecuacién (1.6) es simplemente
p(a) = pla=30H0) (1.8)

donde p° es la densidad de energia al dia de hoy. Los campos conocidos del Modelo
Estandar de la Fisica de Particulas pueden ser descritos cosmolégicamente por fluidos
con ésta EoS, y de acuerdo a su energia pueden ser separados en dos casos extremos:
materia no relativista, con w,, = 0, y materia relativista o radiacién con w, = 1/3.
Como es de esperarse, la densidad de energia varfa con el volumen a~2 para materia no
relativista (p,,), o con a~* para radiacién (p,) debido a una contribucién adicional por
parte del corrimiento al rojo cosmoldgico. En otras teorias existen otro tipo de casos,

6 asi como el

como la materia ultra rigida (ultra-stiff matter), con w = 1y ps x a~
caso mas exético con w = —1 que da origen a una densidad de energia constante py
y una expansion exponencial como en el caso de un Universo dominado por constante
cosmolégica. Estos dos tltimos son los valores limite para w si se elige respetar la
condicion de energia dominante. Cerraremos nuestra discusién de la Cosmologia FLRW
introduciendo el pardmetro de densidad Q = 87Gp/3H? y el llamado pardmetro de
desaceleracion, dado por:

ad

1

que puede ser generalizado para fluidos compuestos formados por multiples fluidos con

parametros de densidad €2; y pardmetros de la EoS w;, tomando w como un pardmetro

efectivo: w = ¥;w;Q; /€.

Mas que la geometria del espacio-tiempo en si, el Modelo de Concordancia hace
ciertas hipétesis acerca de las componentes del Universo. Especificamente, postula la
existencia de materia oscura fria y modela la expansion acelerada del universo a través
de una constante cosmoldgica A. En lo que sigue, motivaremos la necesidad de éstas dos

componentes y mencionaremos algunos de los principales resultados observacionales.

1.2 Materia Oscura

La Materia Oscura (Dark Matter, DM) fue descubierta por primera vez por las obser-

vaciones de Jan Oort en 1932 y confirmada poco después por Fritz Zwicky en 1933 [5].
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Jan Oort encontro estrellas en la Via Lactea que no deberian estar atrapadas gravita-
cionalmente a la galaxia, considerando solamente la masa visible de la galaxia. Mientras
que F. Zwicky descubrié anomalias en la distribucién de velocidades de galaxias en el
cumulo de Coma. En ambos casos, las mediciones de masa derivadas de la dinamica
daban lugar a valores mucho mas grandes que aquellos obtenidos por las mediciones de
la luminosidad de los objetos visibles. Aunque una parte de ésta materia, después se
descubri6é que era solamente gas caliente que solamente emitia rayos-X, la mayor parte

era completamente invisible, es decir, no parecia interactuar electromagnéticamente.

Las detecciones iniciales fueron sélo las dos primeras piezas de un gran rompecabezas
de evidencia a favor de la materia oscura. La que tuvo el mayor impacto en la comunidad
cientifica fue la medicion de las curvas de rotacién de galaxias por Rubin y Ford en 1970
[6]. A escalas cosmolégicas, las pruebas de la materia oscura provienen de mapear el
cielo en microondas. Las anisotropias de la Radiacion del Fondo Césmico (Cosmic Mi-
crowave Background, CMB) proveen informacién importante para muchos pardmetros
cosmoldgicos [7]. En particular, una de las conclusiones es que Qg,,,, densidad de mate-
ria oscura, es considerablemente mas grande que €23, la densidad de materia baridnica.
Esta medida también fue corroborada por la determinacién de la densidad del nimero
de bariones de la nucleosintesis [8] y de las Oscilaciones Actsticas Bariénicas (Baryon
Acoustic Oscillations, BAO) [9], mostrando que la materia oscura es, al menos en su

mayoria, no baridnica.

La composicién real de la materia oscura continiia siendo un misterio, de cualquier
manera se tienen algunas pistas de lo que pudiera ser. Ademads de ser no-baridnica,
hay evidencia de que debe de ser fria, es decir, se tiene la hipétesis de que puede estar
compuesta de particulas no relativistas. Esta conclusion viene de las observaciones de
estructura a diferentes escalas: solamente con materia oscura fria puede haber estructura
a pequeiia escala como galaxias; materia oscura caliente no puede colapsar en estas
escalas, pues escapa muy facilmente a la atracciéon gravitacional debido a su naturaleza
relativista. Ademds de esto, el descubrimiento del Ctimulo Bala (1E 0657-558) reveld
que la seccion eficaz de interaccién de la materia oscura consigo misma es muy pequena,

practicamente despreciable [10].

Estas y otras pistas llevaron a la comunidad cientifica a creer en la existencia de
la materia oscura. Aunque todavia no ha sido detectada directamente, muchos can-
didatos han aparecido?, la mayorfa bajo el nombre de particulas masivas débilmente
interactuantes ( Weakly Interacting Massive Particles, WIMPSs). La mayoria de estos
candidatos son fermiones, como aquellos que surgen de super simetria (SUSY), pero

también hay candidatos bosénicos, como el axién, que estd muy bien motivado, o el

*Ver [11] para una revisién més a detalle.
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phion, aunque es auto-interactuante [12, 13]. El escenario mas probable podria ser uno
en el cual coexistan varias particulas que cumplen con los requerimientos de la materia

oscura.

La comunidad experimental se encuentra muy concentrada en ésta busqueda, y
se estan construyendo muchos detectores nuevos para tratar de detectar directamente
la materia oscura. La tltima gran conmocién en ésta area vino de las colaboraciones
DAMA /LIBRA, donde confirmaban la deteccién de particulas de materia oscura [14].
Sin embargo, hasta el momento estos resultados no han sido compatibles con otros

experimentos similares, lo que da lugar a dudas en la validez de los resultados®.

1.3 La Constante Cosmolégica A y la Energia Oscura

El descubrimiento de la expansion acelerada del Universo por el Proyecto de Cosmologia
de Supernovas [16] y por el Equipo de Busqueda de Supernovas High-z [17] en 1998
revolucioné nuestro conocimiento del Universo. Estos dos resultados mostraron que,
ademads de la materia oscura, parece que existe una fuente desconocida de energia, mas
abundante el dia de hoy que el resto de los otros constituyentes del Universo y con una
presién efectiva negativa. El nombre general que se le da a ésta componente es Energia
Oscura (DE) [18], aunque no todas las explicaciones de este resultado son a causa de
una nueva componente, es decir, puede ser que se necesite una nueva teoria general de

la gravedad?.

La solucién més simple fue propuesta por el mismo Einstein [20], aunque con el
objetivo de obtener una solucién cosmolégica estatica. Como se menciond antes, la
situacién estatica que Einstein queria requeria de una componente con presién negativa,
més precisamente, una con weg = —1/3. Siendo ésta una ecuacién de estado muy inusual,
Einstein la descarté como una solucién no-fisica y escogié en su lugar anadir su famosa

Constante Cosmoldgica A a la accién gravitacional:
1
S:/d‘lx«ﬁ—ggR—irE—A (1.10)

donde g es el determinante de la métrica y L es el Lagrangiano de todos los otros campos.
La variacién de ésta accidon con respecto a la métrica da lugar a las ecuaciones de campo
modificadas,

R, — %Rg,w +Agu =T (1.11)

3Véase, por ejemplo, [15] para més detalles de la compatibilidad del resultado de DAMA con otros
experimentos.
“Véase, por ejemplo, [19] y sus referencias.
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Moviendo el término con A al lado derecho de la ecuacion (1.11) es facil ver que dicho
término es equivalente a un fluido con w = —1 como se dijo antes. Como se descubrid
después, primero por Slipher y luego por Hubble, el Universo no es estatico, pero la idea
de Einstein atn es util hoy en dia para explicar la expansién acelerada del Universo.
Suponiendo que ésto es verdad, las observaciones mencionadas antes han reportado un

valor medido de Aeyp del orden de
Aexp ~ 10747 GeV* (1.12)

Sin embargo, existen algunos problemas con la constante cosmolégica. En la manera
en que Einstein la introdujo se suponia que fuese un nuevo parametro de la teoria
de gravedad y que podria tomar cualquier valor. Por otra parte, la teoria cuantica de
campos predice la existencia de una energia del vacio py, asociada con campos cuanticos,
que asimismo deberian contribuir a una Constante Cosmolégica efectiva Aeg = A+py . El
problema surgié cuando se estimé la contribucion de dicho vacio, por ejemplo, sumando

las energias de los modos nulos de un campo cudntico de masa m [21]:

M 2 4 2772 4 2.1/2
py = /0 W%\/W TR = 1%{T4+TZ6% +6T7T2 log (%) +OMY) (1.13)
donde M es un corte que se introduce para regularizar los calculos, m es la masa del
campo y e es el nimero de Euler. Un argumento comin para escoger el valor de M
es proponiendo que es la escala hasta la cual uno puede confiar en la teoria cudntica
de campos. Usualmente eso significa escoger la masa de Planck, lo que lleva a un
valor aproximadamente 120 érdenes de magnitud mas grande que Aeyp,. Existen otras
aproximaciones, como escoger distintas escalas, pero la discrepancia entre los valores
obtenidos y el experimental nunca es menor que decenas de érdenes de magnitud. Para
que cualquier cédlculo sea cierto, uno debe suponer que la parte gravitacional de Aeg
cancela la contribucién del vacio de una manera antinaturalmente exacta. Este es el
famoso problema del fine tuning de la constante cosmolégica y, como era de esperarse,
éste era un problema conocido desde hace ya mucho tiempo, inclusive antes de que se

descubriera la expansion del Universo®.

La necesidad de una A distinta de cero impuesta por los resultados recientes de
supernovas, da lugar a un problema distinto: el hecho de que su densidad correspondiente
es hoy en dia del mismo orden de magnitud que la densidad de materia no relativista.
Este es el tan llamado problema de coincidencia y puede verse de distintas maneras.
La pregunta usual es: ;Por qué ahora? Porque parece ser muy improbable que la raza

humana se haya desarrollado a un ritmo tal para observar éste fenémeno exactamente

®Véase por ejemplo la revisién de Weinberg [22], de 1989, o también [23] para trabajos mds recientes
en la materia.
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durante la transicién entre las épocas de dominacién de materia y la dominacion de A.
Otra manera de explicarlo tiene que ver con que el valor de A parece estar dentro de un
rango muy pequeno que permite la formacién de “una buena cantidad” de estructura,
algo que también se considera muy improbable. Similarmente, existe otra coincidencia en
el tiempo en el que A comienza a dominar y el tiempo cuando la formacién de estructura

se vuelve no-lineal.

Todos estos problemas estan ligados fundamentalmente a la falta de conocimiento
sobre esta misteriosa constante: todo se resolveria si su valor fuera correctamente calcu-
lado de principios fundamentales. Muchos intentos se han hecho hasta el momento, pero
ninguno de ellos con los resultados deseados. Se quiere enfatizar que hay dos problemas
distintos: el hecho de que la energia del vacio no gravita y el origen de la expansién
acelerada, junto con las coincidencias antes mencionadas. Si la solucién al problema
de la energia oscura es realmente la constante cosmoldgica entonces claramente los dos
problemas estan relacionados. Si no, y si, por ejemplo, alguna simetria se encontrara
para cancelar la constante cosmolégica, uno tendria que encontrar qué es lo que ocasiona
la expansién acelerada. Este Gltimo camino ha sido seguido por mucho tiempo y es la
base de ésta tesis. Describiremos una de las maneras de tomar la energia oscura sin la

constante cosmolégica, sentando las bases para este trabajo.

1.4 Inflacion

Nuestra introduccién a la cosmologia estandar estaria incompleta sin una discusién ac-
erca de inflacién [24]. Empezamos por referirnos rapidamente al problema de la planitud
y su relacion con el pardmetro de curvatura k. Reescribiendo la ecuacién (1.4), usando

el parametro de densidad (2, encontramos que

3k

G- (1—-9QYYpa? (1.14)

La conclusién entonces es que la curvatura depende fuertemente del valor de €, es-
pecialmente en qué tan cerca se encuentre de la unidad. Aun maés, se espera que el
valor de pa® disminuya con el tiempo (a menos que las componentes del universo sean
exéticas), lo que quiere decir que |1 — Q7 !| debe incrementarse durante la evolucién del
Universo para mantener k constante. Sin embargo, mediciones cosmolégicas revelaron
que 2 se encuentra extraordinariamente cerca de 1 en el presente, lo que significa que
1-Q71 <107 enla Epoca de Planck, es decir, el espacio era muy plano en esa época,

aparentemente, sin razon alguna.
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Inflacién presenta una solucién a este gran problema de fine tuning. Esta teorfa
supone que el Universo ha sufrido una expansion muy rapida, posiblemente exponencial,
poco después del Big Bang. De ésta manera el término de curvatura de la ecuacién (1.4)
se vuelve despreciable después de inflacion, o, en otras palabras, el espacio se vuelve
esencialmente plano desde ese punto en adelante. Por esta razén, en casi todas las
discusiones acerca de cosmologia en épocas actuales, k se toma como 0, como es el caso

en ésta tesis.

Existian también otros problemas que fueron resueltos por la teoria de inflaciéon. El
llamado problema del horizonte es posiblemente el mas importante, y esta relacionado
con la homogeneidad y la isotropia observados en el Universo. El problema consiste en
el hecho de que regiones que no deberian estar causalmente conectadas parecen tener
las mismas propiedades fisicas. Inflacién claramente soluciona este problema puesto que
aumenta el tamano de pequefias regiones causalmente conectadas por muchos 6rdenes

de magnitud, que después originan regiones de tamano observable en el Universo actual.

Después del periodo inflacionario la temperatura y la densidad de energia de materia
y radiaciéon son efectivamente nulas. Por ésta razén cada modelo inflacionario debe
explicar cémo el Universo abandond ese estado y se volvié dominado por materia y
radiacién. Esto se logra mediante un proceso llamado recalentamiento. Después de la
fase inflacionaria, el campo que origina la inflacién — el inflatén — comienza a oscilar.
Estas oscilaciones dan origen a la creacién cuantica de particulas, que eventualmente
consumen toda la energia del inflatén y recalientan el Universo. Entre los modelos de
recalentamiento estudiados hasta ahora, uno de los mas eficientes es el llamado escenario
del precalentamiento [25], en el cual la frecuencia de oscilacién es variable, lo que da

lugar a resonancias paramétricas que permiten una produccion de particulas méas rapida.

1.5 Modificando el Modelo Cosmolégico Estandar

El Modelo Cosmolégico Estandar se basa en la materia oscura y en la constante cos-
mologica, lo que parece ser una descripcién incompleta. Hay un gran ntmero de pro-
blemas con la constante cosmoldgica y la materia oscura, aunque mejor entendidas que
la energia oscura, ain se encuentran muy lejos de ser un asunto terminado. De ahi la
motivacion de hacer este estudio y el trabajo de muchos para reemplazar el Modelo de

Concordancia por alguno que de mayor informacién del sector oscuro.



Capitulo 2

Modelo ACDM

En este capitulo se presentaran las ecuaciones que gobiernan la evolucién del Universo,
las llamadas ecuaciones de Friedmann. En el caso del modelo ACDM junto con la métrica
de FLRW tomamos todas las componentes como si fuesen fluidos perfectos, nuestro
proposito es presentar un andlisis dindmico para un fluido con cualquier ecuacién de
estado (EoS) incluyendo aquel de una constante cosmoldgica. Asimismo, reescribimos
las ecuaciones de Friedmann de una manera mas sencilla de manejar y de ahi se obtiene el
sistema dinamico a estudiar. Posteriormente se encuentran los puntos criticos del sistema
y analizamos su estabilidad. Cabe notar que a diferencia del Capitulo 1, aqui asumiremos
que nuestro Universo no es plano, i.e. k # 0, debido a que en las observaciones atn se
tienen pequenias fluctuaciones sobre el valor de k, de donde se cree que puede ser distinto

de cero.

2.1 Ecuaciones Generales

Partimos de las ecuaciones de Friedmann (1.4) y (1.5) y las reescribimos en términos de

la ecuacién de evolucién del fluido perfecto (1.7) obteniendo de esta manera:

a 4G

(5) = =55 om + 2.~ 20n) (2.1)
a\? 8rG k

() =B+t - (2:2)

donde p,, es la densidad de energia de materia bariénica usual y materia oscura, p,
es la densidad de energia de radiacién y pp la densidad de energia relacionada con la

constante cosmolégica.
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Ahora hacemos el cambio de notacién: w; = ; — 1, de modo que la ecuacién (1.7)

toma la forma

pi = wip; = (Vi — 1)pi (2.3)

de esta manera tenemos los siguientes valores de v para cada tipo de fluido que constituye

el Universo:

TABLA 2.1: Cambio de w por y

Wy, =0 - Ym=1
w,=1/3 — v =4/3
wp = —1 — =0
wk:—1/3 — "}/k:2/3

De ésta manera, podemos ver que la ecuacién (1.8) se convierte en

pi(a) = p} (a> o (2.4)

ao
2.2 Ecuaciones Dinamicas

Con el fin de obtener nuestro sistema dindmico, definimos las variables adimensionales

de manera estandar:
Pi G

0, LN
’ Pcrit 3H? pi

(2.5)

De modo que la ecuacién de Friedmann (1.4) da lugar a la siguiente restriccion:
1=23,9; =Q +Qp +Qp + Qy (2.6)
donde hemos definido Q) = —k/a®H?.

Para expresar la dindmica escogemos como nueva variable H:

a5 =—(+0) (2.7)

donde hemos definido el factor de desaceleracion ¢ = 1 — %Qm — Qp — 2Qx. Ahora
bien, definiendo la derivada X’ = dX/dN donde N = log(a) la relacién anterior toma

la forma:

H =—(1+q¢H (2.8)



Capitulo 2. Modelo ACDM 11

Asi, utilizando (1.6) y (2.8) obtenemos nuestras ecuaciones dinamicas para cada §2;:
Q= Qi [2(1 + q) — 37 (2.9)

Dependiendo de cada fluido es el tipo de ecuacion dindmica que se tiene:

Q. = [2(¢-D]Q

Q'lm = [Qq - 1} Qm
po= 24

Qy = [2(¢+ 1]

De modo que podemos observar que la ecuacion para H se desacopla de la dindmica de
Q) x ¢f2;, asimismo, de la restriccién (2.6) se ve que podemos obtener €, de las deméds
densidades, de modo que nuestro sistema consiste solamente de 3 ecuaciones, y no de
4. De esta manera, obteniendo Q,, ,, y £ tendremos el comportamiento de H y de
Q.. Para nuestras variables dindmicas tenemos ciertos rangos, los cuales se pueden ver
simplemente como €2,,, > 0y £, > 0, que utilizando las restricciones se pueden reescribir

como 1 > Q,, + Qp + Q.

Siguiendo los pasos de [26] pero nuestro sistema, tenemos que

g=1 50—~ 20, (2.10)

2.3 Andlisis de Estabilidad

Para el analisis de estabilidad, utilizamos la definicién de ¢ dada en (2.10), y obten-
emos los puntos criticos (£, Q, Q) de manera estandar haciendo cada €, = 0, como
se puede observar en la Tabla 2.2, donde se muestra su existencia, el coeficiente de

desaceleracién ¢ y si existe o no dicha aceleracion en ese Universo.

TABLA 2.2: Puntos criticos de ACDM

Punto Estabilidad Existencia ¢  Aceleracion

(0,0,0)  Repulsor Siempre 1 No
(1,0,0) Punto Silla  Siempre  1/2 No
(0,1,0)  Atractor Siempre  —1 Si
(0,0,1) Punto Silla  Siempre 0 No
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Utilizando g es posible determinar si existe aceleraciéon o no en el Universo, si ¢ > 0

no hay aceleracion y si ¢ < 0 entonces si se tiene aceleracién.

Ahora bien, cada punto tiene su propia naturaleza, por lo mismo es bueno hacer

un analisis detallado de cada uno de ellos.

Por otra parte, nos interesa saber también el comportamiento de cada universo, es
decir, el ritmo de expansién que tiene, para ello recurrimos la ecuacién (2.8) para H de

donde obtenemos una ecuacién para nuestro factor de escala a(t)

a(t) = ag [(g + 1) Hot] /Y (2.11)

2.3.1 Universo de RADIACION

Este universo corresponde al punto critico (0,0,0), es un universo plano, ya que k =0y
con constante cosmoldgica nula, A = 0. Aqui tenemos que ¢ = 1 de (2.10). Puesto que
q > 0, no tenemos aceleracién, sino desaceleracion del universo, matematicamente, visto
como un punto en el espacio es un repulsor!, cualquier perturbaciéon por pequeiia que
sea siempre serd alejada de éste punto, como se puede ver en la Fig. 2.1, de manera que
si partimos de algtin lugar cercano a éste punto, como parecen indicar las observaciones,

evolucionamos de tal manera que nos alejamos cada vez mas de éste Universo.

En nuestro universo dominado por radiacién, gracias a la ecuacién (2.11), nuestro

factor de escala a(t) tiene la forma

a(t) = ag [2Hot]/? (2.12)

2.3.2 Universo EINSTEIN-DE SITTER

Este universo corresponde al punto critico (1,0,0). Asi como el dominado por RA-
DIACION, éste universo es plano, k = 0, A = 0, solamente que aqui tenemos materia, es
la segunda etapa del universo, aqui todavia ¢ > 0, por lo que hay desaceleracién. Este
punto es inestable, de hecho es un punto silla, de manera que cuando se perturba un
poco, las trayectorias pueden ser atraidas hacia éste, pero después se ven expulsadas de
él como si se tratase de un repulsor, en éste punto el universo estuvo durante mucho
tiempo, es en la época en la que se crearon las galaxias y todo lo que podemos observar,
como estrellas, planetas y deméas objetos que conocemos en el universo, incluyendo la

materia oscura.

!Para definiciones de repulsor, punto silla y atractor véase [27].
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En éste universo dominado por materia, nuestro factor de escala tiene una ecuacién

dada por

> ]2/3 (2.13)

a(t) = ag {2Hot

2.3.3 Universo de DE SITTER

Este universo corresponde al punto critico (0,1,0), asi como los anteriores este universo
es plano k = 0, pero aqui lo que domina es la energia, o bien la constante cosmoldgica
A, y tenemos ¢ = —1 de modo que en éste universo tenemos aceleracién, que es la que se
puede observar hoy en nuestro universo, en algtin punto de la historia de nuestro universo
la materia dejé de dominar y cedio el paso a la constante cosmoldgica, ésta transicion se
esté llevando a cabo hoy en dia, nuestro universo se expande aceleradamente y la materia
que conocemos no es capaz de frenar esta aceleraciéon. Desde el punto de vista de sistemas
dindamicos éste universo es un atractor futuro, puesto que cualquier perturbacién que
demos a nuestros puntos sillas tiende a irse hacia el atractor de constante cosmolégica

A como se ve en la Fig. 2.1.

En éste universo de energia, el factor de escala tiene la forma
a(t) = age™! (2.14)

Asimismo, tenemos que, de la segunda ecuacién de Friedman (2.2), usando la densidad

constante del punto critico de la constante cosmolégica, podemos obtener el valor de Hy

&G G A A
H2: —_— * = — = -
(3)"A (3)(87@) 3

de modo que se tiene que en este caso Hy = /A/3.

2.3.4 Universo de MILNE

Este universo corresponde al punto critico (0,0, 1), aqui el universo solamente contiene
curvatura, es una imagen un poco dificil de imaginar, sin materia, sin radiacién, sin
energia, puramente curvatura, éste universo es un punto silla, estaria situado justamente
entre la era dominada por materia y la de constante cosmoldgica, pero al ser puramente
tedrica, no se cree que haya pasado realmente, como se ve en la Fig. 2.1 cualquier
perturbacién pequefia que se haga tiende a alejarse de éste para irse al punto dominado

por constante cosmolégica.
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Aqui el factor de escala es lineal con el tiempo

a(t) = apt

0.8

3, s

0.2 0.0

0.4
0.6
A 0.8 1.0 1.0 0.8 QUm

Figura 2.1: Gréfica del modelo cosmologico ACDM con distintas condiciones iniciales

que muestra como todas las pequefias perturbaciones, aunque siguen distintas rutas,

tienden a evolucionar hacia el universo dominado por constante cosmolégica (derecha
abajo).

FIGURA 2.2: Gréfica del modelo cosmoldgico ACDM (rotada) con distintas condiciones
iniciales que muestra como todas las pequefias perturbaciones, aunque siguen distintas
rutas, tienden a evolucionar hacia el universo dominado por constante cosmolégica

(abajo).
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Cosmologia de Campo Escalar

Los campos escalares son extremadamente importantes en la fisica moderna. Siendo
invariantes bajo transformaciones de coordenadas, son los campos tensoriales mas sim-
ples, de orden 0. Un ejemplo es el recientemente detectado campo de Higgs, que provee
el mecanismo para dotar de masa a las particulas del Modelo Estandar de Fisica de
Particulas, o el campo del inflatén, presumiblemente el campo escalar que origina in-
flacién. Este tltimo, en particular, da origen a una dindmica similar a aquella de la
energia oscura, ya que ambos dan origen a expansién acelerada del Universo. Por ésta
razon, es razonable el asumir que la energia oscura puede también ser descrita por un

campo escalar, en lugar de una constante cosmolégica.

Las primeras sugerencias para ir més alla de la constante cosmoldgica y sustituirla
por un campo escalar fueron hechas por Wetterich [28], y Ratra & Peebles [29], aunque
hubo algunos intentos anteriores intentando estudiar un término con una wariable cos-
moldgica [30]. Como puede deducirse de las fechas de publicacién, éstos intentos solo
trataron de resolver el problema del fine tuning o para arreglar el problema de la energia
que hacia falta en el Universo, como habia muchisima evidencia de que el Universo era
plano y que la materia regular no era suficiente para lograr dicha energia. Solamente
después del descubrimiento de la expansién acelerada del Universo fue que éstos modelos

se tornaron verdaderamente importantes.

Ha habido bastante actividad en ésta area, motivado mas que nada por explicar la
expansion acelerada del Universo sin los problemas de la constante cosmolédgica. Eso es
exactamente lo que queremos hacer en esta tesis, con el elemento extra de que dejamos
que la energia oscura interactiie con la materia oscura. Asi, vamos a ver los efectos de
introducir campos escalares en un universo FLRW, con el objetivo de modelar la energia

oscura.

15
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3.1 Ecuaciones Generales

Consideremos, como en [3], un campo escalar para la energia oscura, o quintaesencia en
la presencia de materia no relativista descrita por un fluido barotrépico perfecto. La

accién esta dada por

S = [ dlav/=g | SMAR - 50" 0,00,6 ~ V(6)] + 5 (3.1

donde g es el determinante de la métrica g,,, My es la masa de Planck reducida,
R es el escalar de Ricci y S, es la accién de la materia. Asumimos en ésta parte que la

materia no relativista no tiene un acoplamiento directo con el campo ¢.

Estudiaremos la dindmica de la quintaesencia en un espacio FLRW plano, i.e. £k =0,

a diferencia de la seccién anterior.

De calcular el tensor de energia-momento haciendo variar la accién (3.1) con res-
pecto a la métrica y utilizando el principio cosmoldgico, que implica homogeneidad,

tenemos que el tensor de energia toma la forma
T = Gala + g (5 - V(o)) (3:2)
que al comparar con el tensor de energia-momento de un fluido perfecto,
™ = (p+p)UU” + pg"” (3.3)

se encuentra que la parte espacial de la 4-velocidad U* es cero y que la densidad de

energia y la presion estan dadas por:

py = %¢2+V(¢>) (3.4)

o = F# -V (35

Es claro que el pardmetro de la ecuacién de estado wy = pg/pe satisface que
—1 < wg < 1, dejando asi que los campos escalares puedan describir un gran rango
de posibles fluidos, en particular, la energia oscura, algo que es tinico para éste tipo de

campos.

La ecuacién de movimiento par ¢ puede ser derivada equivalentemente de las ecua-
ciones de Euler-Lagrange o de la divergencia del tensor de energia-momento. Y estd
dada por

¢+3H+Vy=0 (3.6)
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donde V4 = dV/d¢. Esta ecuacién es similar a la ecuacién para una particula de masa
unitaria en un potencial V' con un término de friccion proporcional a H, que podria

simplificar el analisis.

3.2 Energia Oscura Escalar

Habiendo derivado las ecuaciones fundamentales, describamos la energia oscura como
un campo escalar. Comencemos con el caso en el que el campo escalar es la tnica

componente del universo. En esa situacién las ecuaciones de evolucién toman la forma

B = 2po=3 (5047 (37
H = g —H? = —%& (3.8)

Con este sistema de ecuaciones podemos determinar ¢(t) y la forma de V(¢) si a(t) es

conocido. Asumiendo una dependencia exponencial, es decir, a(t) o tP, la solucién es:

_ /2 (;) V() o (3p — 1)e V29 (3.9)

donde ¢y es una constante de integraciéon. Los resultados indican que para un potencial
exponencial se puede obtener expansion acelerada si la pendiente es suficientemente pe-
quetia, es decir, p > 1. Esta condicién se puede entender mejor observando el pardmetro
de la ecuacion de estado: satisface wg < —1/3 si $? < V (@), es decir, si el campo escalar
va bajando lentamente por el potencial. Para que ésto suceda la pendiente del potencial

debe ser pequena en comparacion a su altura, asi el pardmetro

1dv
=——— 1
A= 5 (3.10)

debe ser pequeiio. Para el caso exponencial, la condicién se traduce en \? < 2.

3.3 Ecuaciones Dinamicas

Ademés de que se puede obtener la expansion acelerada del universo, los modelos ex-
ponenciales poseen scaling solutions cuando otro fluido se encuentra presente. En estas
soluciones, el campo emula la evolucién del fluido: las dos densidades de energia son
proporcionales y sus pardmetros de ecuacién de estado son iguales. La mejor manera

de estudiar las scaling solutions es encontrando los puntos fijos del sistema dindmico
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construido de las ecuaciones de evolucion

1/1.
1= 2 (58 +V(6) + pm) (3.11)
¢+ 3Hd+Vy=0 (3.12)
fm 4 3Hp(1 + wm) = 0 (3.13)

donde p,, v wyy, son la densidad de energia y el parametro del fluido de materia de fondo
respectivamente. Este sistema dindmico es estudiado de una manera mas sencilla usando

las variables [2]

- y V(¢)
~ V6MyH V3MuH

@ v (3.14)

El pardmetro de densidad del campo Q4 = py/ (3M§1H 2) se puede expresar como
Qp = 2° +¢° (3.15)

y de las ecuaciones de Friedmann tenemos que para el fluido de materia de fondo se

satisface €2, = 1 — {14. De la ecuacién para w se tiene facilmente que

wy = ];z = iz J_r zz (3.16)

Definamos una ecuaciéon de estado efectiva
Wef = —1 — ;; (3.17)

donde H/H? puede ser evaluado de (3.11) como
52 = 322 — g(l + wpy) (1 — 22 — ) (3.18)

Tomando las derivadas de x y de y con respecto a N = Ina y usando (3.12) y (3.18)

obtenemos el sistema dinamico

dr V6, 5 3 2 2
= set oy + 52 (1= wn)z? + (1 +wp) (1 - )]

2
dy V6 3 2 2

donde A es definido igual que antes.
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3.4 Quintaesencia con \ constante.

Los modelos con una A constante corresponde al potencial exponencial [2, 31-34]
V() = Voe /M (3.19)

en este caso las ecuaciones dindmicas se cierran. Los puntos criticos del sistemas pueden

ser obtenidos haciendo dz/dN =0y dy/dN =0 [2]:

TABLA 3.1: Puntos criticos de Quintaesencia con A = cte.

Punto Qp We Weff q
(a) (0,0) 0 indef. Wy (14 3wy)/2
(b.1) (1,0) 1 1 1 2
(b.2) (—1,0) 1 1 1 2
A 2 A2 A2 A2

Si tomamos en cuenta materia no relativista (wy,, = 0), entonces la epoca dominada
por maeria (weg ~ 0, ¢ < 1) puede obtenerse sea por (a) o (d). El punto (d) es la
llamada scaling solution [2, 31], donde la fraccion €, /€y (# 0) permanece constante.
Para que se logre la epoca dominada por materia de la scaling solution, se necesita
que A2 > 1. Por otro lado, bajo la condicién A? > 2, la época de aceleracién coésmica
(weg < —1/3) se puede lograr por el punto (¢). Esto muestra que la transicién del punto
(d) al (c) no es posible, pero para A2 < 2 el sistema puede evolucionar de (a) hacia (c).

La era dominada por radiacién corresponde al punto (a) con weg = wy, = 1/3.

3.4.1 Analisis de Estabilidad

Para estudiar la estabilidad de los puntos criticos (z,y) = (z¢,¥y.), consideramos per-
turbaciones lineales dx y dy alrededor de ellos. Asi, las perturbaciones satisfacen las

siguientes ecuaciones:

d [ox Y ox M= df1/0x 0f1/0y (3.20)
dN \ sy dy Of2/0x 0Of2/0y R
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donde fi(z,y) v fa(z,y) son los lados derechos de las ecuaciones de nuestro sistema

dindmico. En nuestro caso, con éstas ecuaciones, M toma la forma:

32 — 2y — 1 6—4
x? — 2y (V6 — 4x)y ) (3.21)
x:me,y:yc

M =
(—%(\@— dr)y 2 — @:c + 22 — 6y?

Al evaluar en los puntos criticos, obtenemos los eigenvalores mostrados en la Tabla
3.2 de donde se puede obtener la estabilidad de cada uno de los puntos utilizando los

criterios de [27] y reproduciendo asi lo obtenido en [2, 3].

Asi, como se puede ver en las Fig. 3.1, 3.2 y 3.3, la dindmica y la naturaleza de los
puntos (a)-(d), cambia segtin la A que se escoja en cada caso, llegando algunos inclusive

a desaparecer [2].

TABLA 3.2: Eigenvalores de Quintaesencia con A = cte.

Punto 141 142 Estabilidad
(a)  3/2)(wm —1)  (3/2)(wm +1) Punto Silla
(b.1) 3 —(V6/2)A 3(1 — wp) Repulsor si A < /6
Punto Silla si A > /6
(b.2) 34 (V6/2)A 3(1 —wp,) Repulsor si A > —/6
Punto Silla si A < —v/6
(c) (A2 —6)/2 A2 —3(1 + wy,) Atractor si A2 < 3(1 + wp,)
Punto Silla si 3(1 4+ wy,) < A2 <6
(d) L1 [hd2 Atractor si 3(1 4 wy,) < A? < %
Espiral estable si A2 > 92(111%:)"‘_)2
donde:
3
uﬂ::_4A[—A@wn—1)+\hmn—1V@A2+(&V-&mn—16ﬁmn—24

Lo = % {)\(wm — 1)+ Vwy, — 1\/7)\2 + (3A%2 — 8wy, — 16)wyy, — 24}

Notemos que en todos los casos tomamos —1 < wy,, < 1. Si dejamos correr wy,
en el rango (—oo,00) los puntos (a)-(d) pueden ser tanto atractores, como repulsores
y puntos silla, pero nos estamos quedando en el rango de materia conocida, bariénica,
oscura y radiaciéon. Por ejemplo, el punto (a) puede ser atractor si wy, € (—oco,—1) o
bien un repulsor si wy, € (1,00), que claramente son rangos que no se encuentran dentro

de la materia conocida.
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Si ambos eigenvalores p; y po de la matriz M son negativos, entonces el punto
correspondiente es estable. Si alguno de w1 y po es negativo, entonces es un punto
silla. Si ambos py y po son positivos, entonces el punto es inestable. Cuando u; y
1o son complejos, tomamos en cuenta su parte real y entonces son espirales estables o

inestables [27].

Los eigenvalores del punto critico (c) son g1 = (A2 — 6)/2 y p2 = A2 — 3(1 + wy)
[2], asi que es estable siempre y cuando se cumpla la condicién A\? < 3(1 + wy,) para
0 < wy, < 1. La condicién para aceleraciéon césmica corresponde a A\?> < 2, en ésta
caso el punto (c) es estable. Del mismo modo, para el punto (a) sus eigenvalores son
= (3/2)(wp, — 1) y p2 = (3/2)(wp, + 1), de manera que este punto es un punto silla
para 0 < w,, < 1. Esto significa que para A\? < 2, la solucién eventualmente sale del

punto (a) para aproximarse al punto atractor (c).

La ecuaciéon de estado de la energia oscura (3.16) para el punto (a) no estd de-
terminada, pero en un universo realista, x e y no son exactamente cero. La evolucién
temprana de w depende de las condiciones iniciales de x e y. Si 22 > 3% 0 22 < 32,
tenemos que w ~ 1 o w ~ —1, respectivamente. Finalmente, la soluciéon se aproxima al
valor constante w = A?/3—1. Ya que w es dindmica y cambia de esta manera, el modelo

de quintaesencia con el potencial exponencial es distinguible del modelo ACDM.

Para modelos de quintaesencia en los que A no es constante, el sistema dindmico no
es cerrado. En estos casos la situacién se complica, pero es posible encontrar soluciones

analiticas para w clasificando potenciales de quintaesencia segun la evolucion de w.

Notemos que como la solucién dominada por el campo escalar es un atractor futuro
para A2 < 3(1 4+ w,y,), la existencia de ese campo escalar en el presente estd descartada,
a menos que su densidad de energia haya sido suprimida casi por completo con respecto
al valor atractor (€2, = 1) para la mayor parte de la era dominada por polvo donde
wy, = 0. Sin embargo, esos modelos han sido considerados posibles como modelos de

constante cosmolégica que decae [29, 31, 35].

La propiedades peculiares de la scaling solution, que se ven como un atractor en
el futuro para el potencial exponencial con A2 > 3(1 + wy, ), no son del todo novedosas

pero ameritan una mayor investigacién [2, 3, 29].

Una posibilidad podria ser que el campo escalar con un potencial exponencial pueda
absorber una cantidad significativa de la densidad de energia de nuestro universo de hoy
en dia, pues la presién efectiva del campo escalar mimetiza el polvo sin presiéon y su
efecto dindmico seria exactamente el mismo que la materia oscura fria. Por ejemplo, si

A = 3 entonces esperamos 2 = 1/3 hoy [2].
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Ficura 3.1: Espacio fase cuando A = 1. El atractor futuro es el punto dominado por
campo escalar en © = /1/6, y = 1/5/6.

Il Il
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

FigurA 3.2: Espacio fase cuando A = 2. El punto donde el universo estd dominado
por el campo escalar es un punto silla en x = 1/2/3, y = /1/3 y el atractor es la
scaling solution en x =y = 1/3/8.
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FicuraA 3.3: Espacio fase cuando A = 3. Aqui el atractor futuro de la scaling solution
es un espiral estable con z =y = 1/1/6.

3.5 Quintaesencia con V(¢) = M*7P¢?

En este caso, nuestra A ya no es constante por (3.19), de hecho toma la forma:

1dV p
A= F 3.22
Vdp ¢ ( )
Por lo que es necesario, para evitar tener ¢ en nuestro sistema, definir una nueva

variable I' definida de la siguiente manera [3]:

oy &V (dv>—2 ~ V(Vigs)

) =W )

que en nuestro caso toma la forma I' =1+ % > 1.

Ahora bien, como A ya no es una constante, debemos tomarla en cuenta en nuestro
sistema dindmico, volviendo a tomar las variables como en (3.14), solamente aumen-
tando como nuestra nueva variable A, y derivindola con respecto a N = Ina, nuestro
sistema dinamico para este potencial de Ley de Potencias, deja de ser dos-dimensional

y ahora se aumenta la dimensién de A, tomando la siguiente forma:
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dr -3z + \f)\yQ + §3: {(1 — W) + (14 wm)(1 — yQ)}

dN 2

dy V6 3 2 2
N - —TAxy—i-iy [(l—wm)x + (1 +wn)(1l—y )}
d\ ,

W — —\/é)\ QZ(F — 1)

donde se puede ver que si I' = 1 recuperamos el caso exponencial de antes.

Volviendo a hacer el analisis para encontrar los puntos criticos del mismo modo que
con el potencial exponencial, obtenemos que los puntos criticos son aquellos mostrados
en la Tabla 3.3.

TABLA 3.3: Puntos criticos de Quintaesencia con V(¢) = M4tP¢—P

Punto Q4 We Weff q
(a) (0,0,A) 0 indef. w (1—3w)/2
b)  (0,0,0) 0 indef. w (1—3w)/2
(c1) (-1,0,0) 1 1 1 0
(c2) (1,0,0) 1 1 1 0
d (0,10 1 -1 -1 0

Como se puede ver, el “punto” (a) en realidad no es un punto, sino una linea recta
con una infinidad de puntos. Del hecho de que I' = 1—i—11; se puede ver la gran dependencia
que tiene el sistema del pardmetro p, ya que mientras mayor sea, comienzan a deformarse
las trayectorias, como se puede ver en las figuras 3.5 y 3.6 a diferencia de la figura 3.4
donde las trayectorias son mas homogéneas. Claramente, cuando p — oo se tiene que
I' — 1 y recuperamos quintaesencia usual, sobre los planos donde A\=1, A=2y A =3,

como se ve en la figura 3.7.

3.5.1 Analisis de Estabilidad

El andlisis de estabilidad dos-dimensional esté bien estudiado y clasificado [27], pero en
el caso de mayores dimensiones no se pueden generalizar resultados puesto que hay mas
grados de libertad y es muy sencillo caer en el caos. En éste caso de la Ley de Potencias,
al igual que en Quintaesencia con A\ constante, podemos obtener los eigenvalores de la
matriz M dada como en (3.20) y se pueden ver en la tabla 3.4. Como se puede ver ahi,

todos los puntos (a)-(d) tienen al menos un eigenvalor igual a cero, lo que significa que
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FiGurA 3.4: Espacio fase con p = 2.

FicurA 3.5: Espacio fase con p = 50.

son puntos fijos no-hiperbélicos, de manera que el estudio usual para la estabilidad no

es del todo posible, para este caso, utilizamos la Estabilidad de Lyapunov [27].
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FigurA 3.6: Espacio fase con p = 50 mostrado desde la parte superior para que sea
posible ver como se deforman las trayectorias dependiendo de p.

L
> > >
Il
W N =

1.0]
0.8]
y 0.6]
0.4]

0.2]

0.0+ t 0 t +8—
-1.0 -0.5 0).(0 0.5 1.0

FicurA 3.7: Espacio fase con A\=1, A =2y A = 3 cuando p — co.

TABLA 3.4: Eigenvalores de Quintaesencia con V(¢) = M*4+P¢—P

Punto 114 2 w3
(a) 0 3w-1)/2 3(w+1)/2
b)) 0 Bw—1)/2 3w+1)/2
(c1) 3 0 3(1 - w)
(c.2) 3 0 3(1 — w)

d) -3 0 —3(1 + w)
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Para clasificar los puntos fijos no-hiperbdlicos utilizamos la siguiente funcion de

Lyapunov’:

—1
V(x) = V(,p,0) = oz + BL=1 15 (3.24)
Yy
donde «a,  y 7 son constantes cualesquiera. En el punto (d), tenemos V' (x¢) = 0, una
de las condiciones de las funciones de Lyapunov, por lo que es nuestro candidato a ser
un atractor (punto estable). Ahora bien, necesitamos calcular la estabilidad de nuestros
puntos, para eso, de la condicién V*(xo) = DV (x¢) - f(x9) < 0 en una bola de radio
d centrada en el punto fijo, Bs(xg), podemos obtener restricciones para los valores de
(a, B,7), primero que nada, se necesita que «, 3,7 € R, asi como lo siguiente:
243(2 3v6 —20)a — 100(54 6 — 60
0<p<i 72_[ (2w + 3v/6 — 20)a (54w + /6 — 60))p (3.25)
18v/6(p — 1)
b1 < 243(2w + 3v/6 — 20)«
V6 — 60 — 54w
[243(2w + 3v/6 — 20)a — 100(54w + /6 — 60)3]p

p>1 v < — 18600 — 1) (3.27)

(3.26)

donde hemos restringido que —1 < w < 1. Por simplicidad para el estudio, tomamos
a =1y w =0, obteniendo que 3 < (4860 — 729+/6) /(6000 — 100y/6) ~ 0.534195, por lo

que 8 = 1/2 funciona. Y con estos valores, obtenemos que podemos tomar el valor de

_ (310v6 — 679)p
T 18(p—1)

debemos notar que cuando p = 1 no tenemos restricciones sobre 7, asimismo en los casos
cuando p > 1 o p < 1 las restricciones son sobre v solamente sin importar el valor de 3,

asi, nuestros valores de v y de 8 funcionan para cualquier p.
Habiendo hecho esto, nuestra funciéon de Lyapunov toma la forma:

Vix)=x+ 2 2_y Ly (312£:?§9)p A (3.28)

de donde se puede ver la fuerte dependencia en p del sistema. Ahora bien, con la
ecuacién (3.28) ya podemos determinar la estabilidad de nuestros puntos criticos uti-

lizando V*(x)?, como se ve en la tabla 3.5.

1Una explicacién més detallada se encuentra en el Apéndice A.
2Dependiendo de su signo, se sabe la estabilidad del punto.
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TABLA 3.5: Estabilidad de Quintaesencia con V(¢) = M*+P¢=P

Punto V*(x) Estabilidad
(a) >0  Inestable si A € R
=0 FEstable si A € C

(b) >0 Inestable
(c.1) >0 Inestable
(c.2) >0 Inestable
(d) <0 Estable
donde hemos tomado
* 1 3 2 3 1 2
V¥(x) = o —ép(l +w)y” +py [\/éz —3(w+ 1)3:} + 5P [3(w +1) - 3(w—1)z" — \/éxz}

+ay B\/g(?,lof — 679)pz* — 3p(w — 1) (2% — 1)1 }

Notemos que la estabilidad segiin Lyapunov convierte al punto en un atractor si
V*(x) <0, y la inestabilidad en un punto silla o repulsor si V*(x) > 0, lo cual concuerda
con lo que se observa en las simulaciones numéricas que se muestran en las figuras 3.4,

3.5 y 3.6 en donde el punto dominado por la energia potencial del campo escalar.

Cabe resaltar que esto es una aproximacién dado que no hay una teoria generalizada

al estudio de estabilidad en tres dimensiones.



Capitulo 4

Energia y Materia Oscura

Interactuantes

Existe un gran nimero de propuestas para describir materia oscura y energia oscura,
pero la mayoria de ellas asume que estas componentes no interacttian y las tratan como
fluidos. Sin embargo, no existen argumentos tedéricos que prohiban tal interaccién ni
tampoco lo impiden las observaciones, asi que es natural estudiar la situacién general
donde la materia oscura y la energia oscura estdn acopladas y, con suerte, esto puede
permitir entender mejor la naturaleza de estas componentes. De hecho, las densidades

de energia que se ven hoy en dia, sugieren que debe de haber un conexién entre ellas.

Asumamos un universo formado por cuatro componentes: un fluido de materia
bariénica (b), un fluido de radiacién (r), un fluido para la materia oscura (DM) y un
fluido para la energia oscura (DE). Aun mads, todas estas componentes se encuentran
interactuando gravitacionalmente y adicionalmente solamente las componentes oscuras
interactiian de manera no gravitacional a través del intercambio de energia mediado por

un término de interaccién [36].

Las ecuaciones de movimiento on las ecuaciones de campo de Einstein
b DM DE
G, = 87G T, +TPM TPE (4.1)

donde las ecuaciones de movimiento para cada fluido son:

VYT, =0 (4.2)
VT, =0 (4.3)
vrPM = —F, (4.4)
VTP, =F, (4.5)

29
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donde el tensor de energia momento respectivo para cada fluido 7 estd definido por
(i=b,7,DM,DE):
Tl;uz/ = PillyUy + (g,uu + Uuuu)pi (46)

aqui u; es la velocidad de los fluidos (asumiendo que es igual para cada uno), p; v p;
son la densidad y la presién del fluido 4 respectivamente medidas por un observador con
velocidad u#. F), es el cuadrivector de interaccion entre el sector oscuro y su forma no
es conocida a priori porque en general no tenemos una teoria fundamental, en caso de

existir alguna, para predecir su estructura.

Proyectamos las ecuaciones (4.2)—(4.5) en una parte paralela a la velocidad u*:

u'vrTh,, =0 (4.7)

utVrT",, =0 (4.8)

u“V"TDMW = —ul'F), (4.9)

utvrTPE,, = u'F, (4.10)

y en otra parte ortogonal a la velocidad utilizando el proyector hg, = ggu + uguy
actuando sobre la hipersuperficie ortogonal a la velocidad u*:

heNrT?,, =0 (4.11)

WeITT,, = (4.12)

WP TPM = P F, (4.13)

W TPE = WP E, (4.14)

usando (4.6) en (4.7)—(4.10) obtenemos las ecuaciones de conservacién de masa y energia

para cada fluido:

utN oy + (oo + po) Vyut =0 (4.15)
WtV o 4 (pr + pr)Vyut =0 (4.16)

u'N uppym + (pom + pom)Vyut = ut'Fy, (4.17)
u'Vuppe + (ppE + PDE)V Ut = —ulEF), (4.18)
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por otro lado, usando (4.6) en (4.11)—(4.14) obtenemos las ecuaciones de Euler para cada
fluido:

hON upy + (oo + po)u V,uP = 0 (4.19)

WY pe + (pr + pr)ut Vi’ =0 (4.20)
h“BVMpDM + (ppMm —i—pDM)u“VMu'B = h“ﬁFM (4.21)
WY uppE + (ppE + PoE)U'V 0 = —PE, (4.22)

Finalmente, podemos cerrar el sistema de ecuaciones asumiendo las siguientes ecua-
ciones de estado para las componentes bariénica, de materia oscura y de radiaciéon re-

spectivamente:

Py =0 (4.23)
poym =0 (4.24)
1
S 4.25
pr=3p (4.25)

mientras que para la energia oscura asumimos una ecuacién de estado con un pardmetro

w constante:

PDE = WPDE (4.26)

4.1 Ecuaciones de movimiento Cosmolégicas para Energia

Oscura interactuante con Materia Oscura

Asumimos que la métrica de fondo estd descrita por la métrica plana de Friedmann-
Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW) descrita por:

ds? = —di* + a(t) [dr? + r2dO? (4.27)

donde a(t) es el factor de escala y t es el tiempo cdsmico.

En estas coordenadas escogemos la cuadrivelocidad normalizada
ut =(1,0,0,0) (4.28)
de modo que tenemos:

V=3

ISHSY
Il
w
A

(4.29)

u'V i =0 (4.30)
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donde H es el parametro de Hubble y el punto significa la derivada con respecto al
tiempo cosmico. En congruencia con las simetrias de isotropia espacial y homogeneidad
para el espacio tiempo de FLRW, las densidades y presiones de los fluidos dependen tini-
camente del tiempo coésmico, p;(t), p;(t) y, al mismo tiempo, las componentes paralelas
y ortogonales del cuadrivector de interaccién con respecto a la velocidad son respectiva-

mente:

uF, = Q(a) (4.31)
WPF, =0 (4.32)

donde Q(a) se conoce como la funcién de interaccién que depende del factor de escala.
Utilizando las ecuaciones de estado (4.23)—(4.26), la métrica (4.27) y las expresiones
(4.28)—(4.32) en las ecuaciones de conservacién de masa y energia para los fluidos (4.15)—
(4.18) se obtiene:

jo+ 3Hpy = 0 (4.33)

pr+4Hp, =0 (4.34)

ppe +3H(ppE +ppE) = Q (4.35)
ppm +3Hppy = —Q (4.36)

Por otro lado, las ecuaciones de Euler (4.19)—(4.22) se satisfacen de la misma ma-

nera, pero no producen ninguna nueva ecuacion.

De momento, solamente utilizaremos las ecuaciones de conservacién de masa y
energia en el sector oscuro, sin tomar en cuenta la materia bariénica (b) ni la radiacién
(r), asi, nos concentraremos en el estudio de describir la interaccién de la materia oscura

y la energia oscura con un intercambio de energia () en las ecuaciones de conservacion:

ppE +3H(ppE + ppE) = Q (4.37)
ppm +3Hppy = —Q (4.38)

donde ppr v ppa son la densidad de energia de la energia oscura y de la materia oscura,

respectivamente.

Uno podria estudiar esta interaccién fenomenolégicamente sin hacer ninguna hipote-
sis acerca de la naturaleza del sector oscuro y tratando de manera directa ambos como
si fueran un fluido de dos componentes. El acoplamiento ) usualmente se toma de la

forma Q = dppHppr+dprmHppu, donde H es el pardmetro de expansién del Universo
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y los §; son los términos de acoplamiento. Este tratamiento se encuentra, por ejemplo,

en los estudios observacionales de [37, 38].

Los modelos de unificacién conectan naturalmente las dos componentes oscuras. Un
modelo muy bien estudiado de este tipo de modelos es el modelo del gas de Chaplyngin
y sus generalizaciones [39-41], donde la materia oscura y la energia oscura se describen

como un solo fluido con una ecuaciéon de estado dada por:

p=—— 4.39
o (4.39)

donde A es un pardmetro positivo y 0 < a < 1 (a = 1 para el modelo de Chaplygin

original). La unificacion se ve en la solucién de la ecuacién de conservacion:

1
B 1+«

pla) = {A + 3+ (4.40)

donde B es una constante de integracién. Para tiempos pequefios, la expresién es bien
aproximada por p(a) o< a3, describiendo asi materia no relativista, mientras que para
tiempos mas grandes se aproxima a una constante, representando en este caso la energia
oscura. Estas dos componentes pueden ser separadas en ppg v ppar. Alin més, se puede
llegar a una ecuacion explicita para la interaccion entre las componentes oscuras de la

ecuacion de estado de la energia oscura [42]:

opyv +3Hppy = —PpE (4.41)

Un mapeo entre el modelo del Gas de Chaplygin Generalizado (GCG) y la interaccién

discutida anteriormente se puede ver en [37].

Un camino alternativo para estudiar la interaccién asume que la energia oscura se
describe mediante un campo escalar ¢ y que se encuentra en interaccién con un fluido, el
tan llamado Modelo de Quintaesencia interactuante. Los modelos de [43, 44], inspirados
por las modificaciones de la gravedad de Brns-Dicke, usan una interaccién en que el

acoplamiento se escoge

Q= f(®)dpy (4.42)

donde f(¢) es una funcién genérica del campo y py es la densidad de energia del fluido con
el que se interactia. Un mecanismo similar es el del modelo camaledén [45]. En estos ca-
sos, el campo interactiia con todas las otras componentes de Universo, dando asi efectos
observables en pruebas de la gravedad del sistema solar. Sin embargo, pueden ser mo-
dificadas facilmente para tener solamente interaccién [46] desarrolla ésta aproximacion,

con un potencial exponencial y una interaccién derivada de una scaling solution'.

Véase la seccién 3.3 del Capitulo 3
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Existen otro tipo de aproximaciones para atacar las interacciones entre materia y
energia oscura tomando ambos como campos, abandonando asi la necesidad de fluidos
en el tratamiento de estas componentes. Usualmente se utilizan dos campos nuevos, ¢
para la energia oscura y x para la materia oscura. Para ver méas acerca de este tipo de

estudio, se puede ver [47-49].

En esta tesis, tomamos el modelo en que tratamos la energia oscura mediante un
campo escalar ¢ y hacemos el cambio de p, por ppas, tomando como referencia la

interaccién del tipo Yukawa descrita en [1].

4.2 Modelo de Interaccién

Consideremos el sector oscuro con un campo escalar canonico ¢ que representa la energia
oscura y un campo fermiénico que representa la materia oscura, todo descrito por el
Lagrangiano

L=~ 50"60,6 — V(9) — m(8)dv + Lx[y] (143

donde V(¢) es el potencial del campo escalar, que en principio, puede tener cualquier
forma funcional, Lk es la parte cinética de la parte fermidénica del Lagrangiano y m(¢)

es la masa fermidnica efectiva, que para el modelo mostrado en [1], estd dado por

m(9) = M — 8¢ (4.44)

donde M es la masa fermidnica y 3 es la constante de acoplamiento de Yukawa. De
ahora en adelante tomamos la métrica de un Universo plano de Friedmann-Lemaitre-
Robertson-Walker (FLRW).

4.2.1 Interacciéon tipo Yukawa

De las ecuaciones de conservacién (4.37) y (4.38) tenemos la funcién genérica @ que
representa el intercambio de energia en el sector oscuro, ésta @) estd relacionada con la

masa fermidnica efectiva que aparece en el Lagrangiano por la relacién [1, 50, 51]:

_ 0lnm(9)

Q,u: 8¢

A (4.45)

de aqui que el modelo que consideramos es el dado por [1]:

B

M5 po (4.46)

Q=

: r
d):l—r¢
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donde se define r = /M M, se normaliza todo con la masa reducida de Planck My =
1/ V87 G, donde G es la constante de gravitacién y hemos cambiado la notacién de la
densidad de energia por ps y simplemente p para la energia oscura y la materia oscura,
respectivamente. De (4.46) se ve que la interaccién 5 y la masa fermiénica M estén
degeneradas, asi que no podemos saber ambos a la vez, solamente su razén r, por lo

cual usamos r como nuestro parametro de interaccién en lugar de j.

4.2.2 FEcuaciones Basicas

Las ecuaciones, al igual que en el Capitulo 3 provienen de las ecuaciones de Friedmann
(2.1) y (2.2) donde se toma en cuenta ahora que k = 0 y que nuestra energia oscura no

estd dada por A sino por nuestro campo escalar ¢.

Considerando que el sector oscuro del Universo respeta las caracteristicas del modelo
[1], las ecuaciones de conservacién serfan, para todas las componentes del Universo, las

siguientes:

pr +4Hp, =0 (4.47)
op+ 3Hp, = 0 (4.48)
r .
)+ 3Hp = — 4.49
p+3Hp 1_r¢p¢ (4.49)
r .
; H(1 — 4.
P+ 3H(1 4+ w)py 1_7,¢p¢ (4.50)

donde p, y pp son las densidades de energia de radiacién y materia bariénica usual,
donde no hay interaccién. Como la ecuacién de estado para w de la energia oscura y
la interaccién @ dependen del campo escalar ¢ y su derivada ¢, tenemos que utilizar
la ecuacién de Klein-Gordon (3.6) y modificarla para describir completamente nuestra

componente de energia oscura:

r

h+3Hp+Vy =
o+ o+ Vo 1—7r¢

p (4.51)

4.2.3 Ecuaciones de Evolucién

Para nuestro estudio, estaremos enfocandonos solamente en el sector oscuro del Universo,
es decir, las tinicas componentes que tomaremos en cuenta seran la materia y la energia

oscura, dejando fuera del estudio la materia bariénica y la radiacién.
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Del mismo modo que en el Capitulo 3 escogemos las variables 6ptimas para reescribir

nuestras ecuaciones como un sistema dindmico, y éstas, de manera andloga a (3.14) son:

0 ,— V) L~ My
_\/éMle _\/gMle ¢

(4.52)

tomando las derivadas con respecto a N = Ina y tomando en cuenta (4.51) nuestro

sistema dindmico toma la forma:

de V6 ar 2 _ .2 YCNPIE: 2 2
= (-2’ ) = Br 4 Ny +§x[(1—w)x + (1 w)(1-y?)]

dy V6B, (1= w)a? + (1 + w)(1 - )

AN 2 2
d
v - Ve
donde A\ = —V4/V, r es nuestra constante de acoplamiento de Yukawa y w es el

parametro de la ecuacion de estado con la cual estd interactuando nuestro campo escalar,
es decir, es la manera general donde no solo estamos tomando en cuenta la materia os-

cura, sino podriamos, en principio, escoger radiacién o algin otro tipo de fluido exético.

Como se puede observar, la constante de interaccién r solamente aparece en el tér-
mino de dx/dN, por lo que se esperaria que modificara la dindmica sobre esta direccién.
El término de dy/dN es el mismo que en el sistema dindmico del capitulo 3 y puede
observarse que del término de dz/dN, cuando aumenta z éste tiende a irse al plano zy,
por lo que mientras mayor sea z (i.e. menor sea nuestro campo ¢ por la definicién (4.52)

de nuestras variables) més rapido estaremos cerca del plano zy.

De la misma manera que en el capitulo anterior, los puntos criticos pueden obtenerse

haciendo dz/dN = dy/dN = dz/dN = 0, y se tiene que los puntos criticos son:

TABLA 4.1: Puntos criticos de Quintaesencia con acoplamiento de Yukawa & A = cte.

Punto Q¢ W Weff q
(a) (0,0,0) 0 indef. w (1—3w)/2
(b.1) (~1,0,0) 1 1 1 0
(b.2) (1,0,0) 1 1 1 0
(c) (Z:y/1-%0) 1 Y1 A1 (A2-3)/2x

(d) (L0t V0D ) gLy /a2 w 0
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donde
(Bw —1) [\ = 3(w +1)]

2)2

dd = —

de donde se tiene que es posible la aceleracién en los puntos (a), (¢) y (d). En
el punto (a) se tiene aceleracién si w > 1/3, que no estd descartado pues restringimos
nuestro estudio en —1 < w < 1. Algtn fluido con w ~ 1 haria que el punto (a) fuese
acelerante. El punto (c) tendrfa aceleraciéon si A2 < 3, asimismo el punto (d) serfa
acelerante si A> < 3(1 +w). Notemos que, en particular, cuando w = 0 tenemos que es

posible una transicién entre los puntos (c¢) y (d).

4.2.4 Analisis de Estabilidad

Para el analisis de estabilidad, podemos obtener los eigenvalores mostrados en la Tabla
4.2, pero del mismo modo que en el capitulo anterior, se tiene que nuestros puntos son
no-hiperbélicos[27], de donde tenemos que buscar otra manera para analizarlos, pues la

linealizacién y el Teorema de Hartman-Grobman? no pueden ser aplicados aqui.

TABLA 4.2: Eigenvalores de Quintaesencia con acoplamiento de Yukawa & A = cte.

Punto /1y 2 13
() 0 3(1+w)/2 3(1+w)/2-3
(b.1) 0 3+./3/2) 3(1 —w)
(b.2) 0 3—./3/2) 3(1 —w)
(c) 0 (M—-6)/2 XN -31+w)
(d o0

Had H3d

donde
Hod = 3 <w —1- Vw—=1Aw+7) —24(1 + w)2}>
4 A
_3 Vw =TD[NOw +7) = 24(1 + w)?]
H3d = 1 <w — 14+ - )

Por lo tanto, del mismo modo que en la seccién 3.5 del Capitulo 3, utilizamos el

Teorema de Estabilidad y Funciones de Lyapunov®, en este caso, con el acoplamiento de

2Véase el Apéndice A para su formulacién y demostracién.
3Véase el Apéndice A para méas detalles.
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tipo Yukawa tomamos como funcién de Lyapunov la siguiente:
V(x) =V(z,y,2) = ax® + By* +72° (4.53)

como se ve en el Apéndice A, necesitamos que V' (xg) = 0 si es un punto fijo, de modo

que tenemos como restriccién a los valores de a, 5y v que:

A -6
B#0 a:< 2 )ﬁ v€R A< 3 (4.54)
8B40 a_(Z;Dﬁ ~ER A>3 (4.55)

Utilizando las condiciones anteriores (4.54) y (4.55) tenemos la siguiente funcién de

Lyapunov, tomando por simplicidad, § =y = 1:

A2-6) .2 2 2
)ty + 27 siA<3
V(x) = { (wvl ) A (4.56)
(w—_ﬂ)x +y*+2° siA>3
TABLA 4.3: Estabilidad de Quintaesencia con acoplamiento de Yukawa
Punto V*(x) Estabilidad
(a) >0 Inestable
(b.1) >0 Inestable
(b.2) >0 Inestable
(c) <0 Estable si A < 3
>0 Inestable si A > 3
(d) >0  Inestablesi A <3
<0 Estable si A > 3
donde
-1 4yt -1
Vi(x) = 2 (ZH) x {“fgﬁx gy YO ;_yz )z _ %m[mQ(w — D)+ (14 w)(y? - 1)]}

—2V6x2% — 3 {\/6)\3: + 3% (w — 1) + 3(w + 1)(y* — 1)}

4.3 Resultados

Los resultados mostrados en la Tabla 4.3 muestran que ain en la presencia de la intera-

ccién de tipo Yukawa en el sector oscuro, la dindmica tres-dimensional no difiere de la
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dos dimensional analizada en el Capitulo 2, como se puede observar en las Figuras 4.1,
4.2, 4.3, 4.4, 4.5 y 4.6 de las soluciones numéricas, éstas coinciden con la dinamica de
quintaesencia con potencial exponencial con A constante, confirmando asi los resultados
obtenidos en [1] donde, utilizando resultados observacionales, se obtiene que tomando
en cuenta ésta interaccion, los resultados son los mismos que si no existiera interaccién

alguna dentro del sector oscuro.

4.3.1 Consideraciones Analiticas

Cabe mencionar que hay algunas consideraciones que debemos tomar en cuenta, como el
hecho de que hemos dejado sin mencionar el analisis de los puntos asintoticos, es decir,
al infinito [27], debido a que en el infinito, gracias a nuestra restriccién 1 = 22 + 32
solamente puede estar la variable z y haciendo un cambio de variable z — 1/Z, o bien, lo
equivalente Z = ¢, obtenemos un sistema dindmico equivalente al que presentamos antes,
solamente que los puntos de z en infinito estdn ahora en Z = 0, haciendo asi mas sencillo
su estudio. Asi, el sistema dindmico con este cambio para estudiar el comportamiento

en infinito, toma la formas:

dx N V6

AN 2 1—rz

dy o \/6 3 2 2
= —TA:pergy[(l—w):c + (14 w)(1 - y?)]
dz

dN

de donde podemos observar que si queremos Z = 0 entonces tenemos necesariamente
xz = 0, pero no hay manera de que y cumpla los requisitos para que el sistema se
haga cero, es decir, para que tengamos f(xg) = 0, de donde se tiene que no hay un
punto critico en el infinito, asi, no es necesario anadir éste analisis a nuestro anélisis de

estabilidad previo.

Del mismo modo, cabe resaltar que nuestra funciéon de Lyapunov (4.20) es una
funcién C*°(R) de modo que cumple de manera inmediata las hipétesis del Teorema
de Lyapunov mostrado en A, de manera que es posible determinar la estabilidad de
nuestros puntos criticos utilizandola. De cualquier manera, la Estabilidad de Lyapunov
es un método efectivo para cuando se tiene un sistema con dimensién n > 2, con puntos

fijos no-hiperbdlicos.
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4.3.2 Soluciones Numéricas

Con la finalidad de poder mostrar de una mejor manera la dindmica del sistema, del
mismo modo que en el Capitulo 3, se puede hacer un andlisis numérico para corroborar
los resultados analiticos, de manera que se puede observar en las siguientes figuras, la
dinamica del sistema tres dimensional con el acoplamiento de Yukawa, viendo asi que

no difiere de gran manera de lo analizado en el Capitulo 2 y en [2, 3].

Notemos que en las figuras 4.1 hasta 4.6 se muestra un medio cilindro, éste es el
dominio en el cual se encuentran nuestras soluciones fisicas del sistema debido a nuestra
condicién 1 = 22 + 42, por lo que se mantiene lo visto en el Capitulo 2, de modo que el
unico parametro libre es z que podria correr hasta infinito, pero el caso cuando z — oo
no es de importancia puesto que ahi no se tiene ningin punto fijo, como se vi6 en la

seccion anterior.

Asi, nuestras soluciones numéricas muestran un gran ajuste entre las simulaciones
numéricas del sistema de Quintaesencia con acoplamiento de Yukawa y la teoria de

Lyapunov de estabilidad.

.020
.01%
.010
005
.000

-1.0  -o05 0.0 0.5 1.0

FiGurA 4.1: Espacio fase con A = 1 y w = 0. Utilizamos una pequena perturbacion
en el eje z que es nuestro acoplamiento de Yukawa, dz =~ 0.003.
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1.0 0.0

F1cURA 4.2: Espacio fase con A =1 y w = 0. Aqui utilizamos una condicién inicial

x = (0.5,0.5,0.012) y se puede ver que el flujo atin asi tiende a nuestro atractor igual

que en [2, 3], de modo que la interaccién no afecta la dindmica del sistema, de hecho

tiende a decaer para quedarse en Quintaesencia usual. Notemos que la linea del flujo

no alcanza a tocar el punto atractor debido al tiempo de computo necesario al resolver
el sistema por parte de PYTHON.

0.02
0.0
0.01

0.0

0.0

1.0
0.8
0.6

Yo.4

0.2
0.0

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

Figura 4.3: Espacio fase con A =2 y w = 0. Se puede ver que el comportamiento es
el mismo que si no existiera interaccion.
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F1GURA 4.4: Espacio fase con A = 2 y w = 0. Del mismo modo que antes, se utiliza
la condicién inicial x = (0.5,0.5,0.012) y se puede observar que el flujo tiende a decaer
hacia nuestro punto fijo.

FicuraA 4.5: Espacio fase con A = 3 y w = 0. Se puede ver que el comportamiento es
el mismo que si no existiera interaccion.
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0.01

0.01

0.00

0.00
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0.0 10

FiGURA 4.6: Espacio fase con A = 3 y w = 0. En esta figura, para dar énfasis en que la

dindmica es equivalente a la dos dimensional estudiada en [2, 3], se utiliza la condicién

inicial x = (—0.5,0.5,0.012) y se puede observar que el flujo tiende a decaer hacia

nuestro punto fijo que es la scaling solution. De nueva cuenta pareciera que nuestro

flujo no toca el punto fijo pero esto es debido al tiempo de méquina que maneja PYTHON
que es llevado hasta su limite.

FIGURA 4.7: Espacio fase con A = 3 y w = 0 (rotado). En esta figura, para dar

énfasis en que la dindmica es equivalente a la dos dimensional estudiada en [2, 3], se

utiliza la condicién inicial x = (—0.5,0.5,0.012) y se puede observar que el flujo tiende

a decaer hacia nuestro punto fijo que es la scaling solution. De nueva cuenta pareciera

que nuestro flujo no toca el punto fijo pero esto es debido al tiempo de maquina que
maneja PYTHON que es llevado hasta su limite.






Capitulo 5

Conclusiones y Trabajo Futuro

En éste trabajo se estudiaron algunos casos de Quintaesencia con distintos potenciales
y con una interacciéon de tipo Yukawa dentro del sector oscuro. Este estudio tiene
como objetivo mostrar como se han utilizado los Sistemas Dindmicos en LCDM, visto
en el Capitulo 2. Los resultados bésicos acerca de la Cosmologia de Campo Escalar se
muestran en el Capitulo 3 y se concluye que la energia oscura puede ser bien descrita
por un campo escalar y se muestran dos tipos distintos de potenciales, donde se ve que

los campos escalares tienen propiedades interesantes como las scaling solutions.

El modelo de interaccion se presentd en el Capitulo 4. A través de éste estudio se
pudo observar que la dindmica teniendo un potencial de interaccién del tipo Yukawa no
cambia los puntos fijos ni la naturaleza del sistema, haciendo que Quintaesencia con un
acoplamiento del tipo Yukawa sea muy parecida, casi idéntica a la Quintaesencia usual,
sin interaccién. Confirmando asi lo obtenido en [1], de donde se obtuvo la idea de hacer

este andlisis en primer lugar.

Se pudo observar que los puntos criticos, a diferencia de otras creencias, no cambien
al introducir éste tipo de interaccién, de hecho en las figuras 4.1 a 4.6 se puede ver que el

sistema tiende a anular la interaccién para comportarse como una Quintaesencia usual.

Asimismo, se pudo reafirmar que el estudio de sistemas n-dimensionales con n >
2 puede hacerse de manera muy eficiente utilizando el Teorema de Estabilidad y las
Funciones de Lyapunov, aunque ain no exista un método general para dimensiones
mayores, el mostrado en este trabajo es muy eficiente y bastante accesible en términos

de dificultad.

Como un trabajo futuro estaria el problema de tratar el sistema de Quintaesencia
con acoplamiento de tipo Yukawa utilizando otros potenciales, como por ejemplo el de

Ley de Potencias visto en el Capitulo 3, para ver si con otro tipo de potencial que no es

45
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el exponencial con A constante, la dindmica del sistema varia o se queda igual, como se
pudo ver en este trabajo. Asimismo, se espera poder continuar con el estudio de sistemas
dindmicos en otros modelos, para probar su viabilidad y su validez con los datos que
se obtendran a partir de los préximos anos con los experimentos que estan a punto de

comenzar.



Apéndice A

Teoremas Matematicos

Para respaldar las acciones llevadas a cabo en la presente tesis, se utilizan bastantes teo-
remas matematicos para el estudio de los sistemas dindmicos [27], los cuales se presentan

a continuacion.

A.1 El Teorema de Hartman-Grobman

El teorema de Hartman-Grobman es un resultado muy importante en la teoria local
cualitativa de ecuaciones diferenciales ordinarias. El teorema muestra que cerca de un

punto de equilibrio xg, el sistema no lineal

x = f(x) (A.1)
tiene la misma estructura cualitativa que el sistema lineal

x = Ax (A.2)

con A = Df(x). Para éste teorema, asumimos que el punto fijo xo ha sido trasladado

al origen.

Definicién. Dos sistemas auténomos de ecuaciones diferenciales como (A.1) y (A.2)
se dice que son topoldgicamente equivalentes en una vecindad del origen o que tienen la
misma estructura cualitativa cerca del origen si hay un homeomorfismo H que mapea
un conjunto abierto U, que contiene el origen, a un abierto V, que contiene el origen,

que mapea las trayectorias de (A.1) en U en trayectorias de (A.2) en V y preserva la

47
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orientaciéon. Si el homeomorfismo H preserva la parametrizaciéon dada por el tiempo, en-
tonces los sistemas (A.1) y (A.2) se dice que son conjugados topoldgicos en una vecindad

del origen.

Teorema de Hartman-Grobman. Sea F un subconjunto abierto de R™ que contiene
el origen, sea f € C1(E) y sea ¢; el flujo del sistema no lineal (A.1). Supéngase que
f(0) = 0 y que la matrix A = Df(0) no tiene ningtin valor propio con parte real nula.
Entonces existe un homeomorfismo H de un conjunto abierto U que contiene el origen a
un conjunto abierto V' que contiene el origen tal que para cada xg € U, hay un intervalo

Iy C R que contiene al cero tal que para todo xg € U y t € I

H o ¢y(x0) = e H (%)

es decir, H mapea trayectorias de (A.1) cerca del origen a trayectorias de (A.2) cerca

del origen y preserva la parametrizacion.
Bosquejo de la Demostracién. Considere el sistema no lineal (A.1) con f € C1(E),

£(0) = 0 y A = Df(0).

1. Suponga que la matriz A esta escrita en la forma:

P 0
0 @

donde los valores propios de P tienen parte real negativa y los valores propios de

() tienen parte real positiva.

2. Sea ¢ el flujo del sistema (A.1) y escribamos la solucién como

y(t,¥0,20
x(t,%0) = du(x) = | YoY0 %)
Z<t7YO7Z0)
donde
Xo = Yo e R"
Zg

Yo € E%, el subespacio estable de A y zg € EY, el subespacio inestable de A.

3. Defina las funciones

Y (y0,20) = y(1,¥0,20) — € yg

Z(yy, 20) = z(1, 0, 20) — €%z
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Entonces Y(0) = Z(0) = DY (0) = DZ(0) = 0. Y como f € C'(E), Y(yq,z0) ¥

Z(yy,z0) son continuamente diferenciables. Entonces,

1DY (y0,20)|| < a

IDZ(yo.20)|| < a

en el conjunto compacto |yo|? + |zo|? < s3. La constante a puede ser tomada tan
pequena como se desee escogiendo un sg suficientemente pequeno. Tomamos que
Y (yo,20) v Z(yy, 2zo) son funciones suaves que son iguales a Y(yo, Zo) y Z(yo, Zo)
para |yo|% +|zo|? < (s0/2)? y cero para |y,|? +|zo|? > s3. Entonces por el teorema

del valor medio

1Y (y0,z0)| < ay/Iyol* + |20]* < a(lyol + [zo])
1Z(y0,20)| < ay/|yol? +[20* < a(lyol + |zo])

para todo (yg,zo) € R™. Ahora sean B = e’ y C = e?. Entonces, tenemos que

[27]:
b=|B|| <1 y c=[C7 <1
4. Para
X = Y cR"
z
defina las transformaciones
By
L(y,z) = e R"
.2) Cz
y
B Y(y,
T(y,z) = y+Y(y2) e R
Cz+Z(y,z)

es decir, L(x) = e*x y localmente T'(x) = ¢;(x).

Lema. Existe un homeomorfismo H de un conjunto abierto U que contiene al

origen a otro conjunto abierto V' que contiene el origen tal que

HoT=LoH
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Este lema se establece utilizando el método de aproximaciones sucesivas [27].

5. Ahora tomemos Hp como el homeomorfismo definido en el lema y sean L' y T*

unas familias de transformaciones uniparamétricas definidas asi:
L'(xq) = etxg Y T (x0) = ¢¢(x0)
Definase )
H = / L °HyT*ds
0

Entonces se sigue que usando el lema existe una vecindad del origen para la cual
L'H=HT"

Asimismo, del lema anterior Hy = L~'HyT, lo que implica que

0 1
/ L™ *HyT%ds = L™ °HyT*ds
—t 1t

Entonces, HT?" = L'H o equivalentemente
H o ¢i(x0) = eAtH(XO)

y puede mostrarse como en [27] que H es un homeomorfismo en R™. Con esto se

completa el bosquejo de la demostracién del Teorema de Hartman-Grobman.

A.2 Estabilidad y Funciones de Lyapunov

Discutiendo la estabilidad de los puntos de equilibrio del sistema no lineal
X = f(x) (A.3)

la estabilidad de cualquier punto de equilibrio x¢ de (A.3) estd determinado por los signos
de las partes reales de los eigenvalores \; de la matriz D f(xg). Un punto de equilibrio
hiperbdlico xq es asintéticamente estable si y s6lo si Re(A;) < 0 para j = 1,...,n; es
decir, si y s6lo si xg es un atractor'. Un punto de equilibrio hiperbélico xq es inestable
si y s6lo si es un repulsor? o un punto silla. La estabilidad de puntos de equilibrio no
hiperbdlicos es tipicamente mas dificil de determinar. Un método, debido a Lyapunov,
que es muy util para averiguar la estabilidad de los puntos de equilibrio no hiperbélicos

se presenta a continuacion.

1 . .
En algunos textos se refieren a éstos puntos como sumideros.
2En algunos textos se refieren a éstos puntos como fuentes.
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Definicién 1. Sea ¢, el flujo de la ecuaciéon diferencial (A.3) definido para todo t € R.
Un punto de equilibrio xg de (A.3) es estable si para todo € > 0 existe un 6 > 0 tal que
para todo x € Nj(x¢) y t > 0 tenemos

¢1(x) € Ne(xq)

El punto de equilibrio xg es inestable si no es estable. El punto xq es asintdticamente

estable si existe una ¢ > 0 tal que para todo x € Ns(xg) tenemos

Jim ¢y (x) = %o

Una consecuencia inmediata de la definicion es que si un punto de equilibrio xq de

(A.3) es asintdticamente estable, entonces xqo es estable.

Del Teorema de Hartman-Grobman y del Teorema de la Variedad Estable [27] se
sigue que cualquier atractor de (A.3) es asintéticamente estable y cualquier repulsor o
punto silla de (A.3) es inestable. De modo que, cualquier punto de equilibrio hiperbdlico

de (A.3) es asintéticamente estable o inestable.

Teorema 1. Si x( es un atractor del sistema no lineal (A.3) y Re(\;) < —a < 0 para
todos los eigenvalores A; de la matriz D f(x¢), entonces dado un € > 0 existe 6 > 0 tal

que para todo x € Nj(x¢), el flujo ¢(x) de (A.3) satisface
|fe(x) — xo| < e

para todo t > 0.

Como un punto de equilibrio hiperbdlico es, ya sea asintéticamente estable o ines-
table, el tnico tiempo en el que el punto de equilibrio xg de (A.3) puede ser estable
pero no asintéticamente estable es cuando D f(xg) tiene un eigenvalor cero o un par de
eigenvalores puramente imaginarios que son complejos conjugados, A = +¢b. Se sigue del
siguiente teorema [27], que todos los demds eigenvalores A\; de D f(xg) deben satisfacer

Re()j) <0 si xq es estable.

Teorema 2. Si x( es un punto de equilibrio estable de (A.3), ninguno de los eigenvalores

de Df(xq) tiene una parte real positiva.

Vemos que los puntos de equilibrio estables que no son asintéticamente estables
pueden ocurrir solamente en puntos de equilibrio no hiperbdlicos. Pero la cuestiéon de si
un punto no hiperbdlico es estable, asintéticamente estable o inestable es una pregunta
muy delicada. El siguiente método, debido a Lyapunov, es muy util para contestar esta

pregunta.
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Definicién 2. Si f € C}(E), V € CYH(E) y ¢ es el flujo de la ecuacién diferencial (A.3),

entonces para x € E la derivada de la funciéon V(E) a lo largo de la solucién ¢y (x) es

d

V(x) = %V

(6:(x)) ;o = DV(x) - f(x)

La tltima igualdad viene de la regla de la cadena. Si V/(x) es negativo en E entonces
V(x) decrece a lo largo de la solucién ¢;(xp) en Xo € F en t = 0. Adn més, en R?, si
V(X) < 0 con igualdad solamente cuando x = 0, entonces para un pequeiio C' positivo,
la familia de curvas V(x) = C constituye una familia de curvas cerradas que encierran
el origen y las trayectorias de (A.3) cruzan estas curvas del exterior al interior con un ¢

decreciente; es decir, el origen en (A.3) es asintéticamente estable.

A una funcién V : R™ — R que satisface las hipotesis del siguiente teorema se le

llama funcién de Lyapunov.

Teorema 3. Sea E un subconjunto abierto de R™ que contiene a xg. Suponga que
f € CHE) yque f(xo) = 0. Supéngase también que existe una funciéon V € C1(E) que
satisface que V' (x¢) =0y que V(x) > 0 si x # xg. Entonces

(a) Si V(x) <0 para todo x € F, xq es estable.

(b) Si V(x) < 0 para todo x € E'\ {x¢}, X¢ es asintéticamente estable.

(c) Si V(x) > 0 para todo x € E\ {X¢}, Xo es inestable.

Demostracién. Sin pérdida de generalidad, se asume que el punto de equilibrio x¢ = 0.

(a) Escogemos € > 0 suficientemente pequeno para que Ng5(0) C E y sea m, el minimo

de la funcién continua V'(x) en el conjunto compacto
Se={x e R"||x| =€}

Entonces, como V(x) > 0 para x # 0, se sigue que m, > 0. Como V (x) es continua
y V(0) = 0, entonces existe § > 0 tal que |x| < ¢ implica que V(x) < m.. Como

V(x) < 0 para x € E, se tiene que V(x) decrece a lo largo de las trayectorias de

(A.3), de modo que para todo xg € Ns(0) y ¢ > 0 tenemos
V(pe(x0)) < V(x0) < me

Ahora supéngase que para |xp| < d hay un ¢; > 0 tal que ¢y, (x9) = €; es decir, tal

que ¢¢(x0) € Se. Entonces como me es el minimo de V' (x) en S, esto implica que

V(¢t1 (XO)) > Me
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lo que contradice la desigualdad anterior. De modo que para |xo| < d y t > 0 se

tiene que |¢(x)| < €; es decir, 0 es un punto de equilibrio estable.

(b) Supongamos que V(x) < 0 para todo x € E. Entonces V(x) es estrictamente
decreciente a lo largo de las trayectorias de (A.3). Sea ¢; el flujo de (A.3) y sea
xp € Ns(0), la vecindad definida en (a). Entonces, por la parte (a), si |xq| < 6,

¢1(x9) C Nc(0) para todo ¢t > 0. Por la compacidad de N(0), se tiene que hay una
secuencia {t,} tal que ¢y, (x0) = yg € Ne(0). Falta mostrar que y, = 0. Ahora
bien, como V(x) es estrictamente decreciente a lo largo de las trayectorias de (A.3)

y como V(¢s, (x0)) = V(yg), por la continuidad de V, se tiene que

V(#1(x0)) > V(o)

para todot > 0. Perosiy, # 0, entonces para s > 0 tenemos que V(¢5(y)) < V(yo)
y, por continuidad, se tiene que para todo y suficientemente cercano a y, tenemos que
V(ps(y)) < V(yg) para s > 0. Pero entonces para y = ¢, (Xo) y n suficientemente

grande, tenemos

V(¢s+t,(x0)) < V(yo)

lo que contradice la desigualdad anterior. Asi, y, = 0 y de ahi se tiene que 0 es

asintoticamente estable.

(c) Sea M el maximo de la funcién continua V' (x) en el conjunto compacto N¢(0). Como

V(x) > 0, V(x) es estrictamente creciente a lo largo de las trayectorias de (A.3).

Asi, si ¢y es el flujo de (A.3), entonces para cualquier § > 0y xg € N5\ {0} tenemos
V(t(x0)) > V(x0) >0

para todo t > 0. Y como V(x) es positivo definido, ésta tltima ecuacién implica
Inf V(er(x0)) =m >0

De modo que,
V(g(x0)) — V(x) > mt

para todo t > 0. Asi,
V(gi(x0)) > mt > M

para un t suficientemente grande; es decir, ¢(xg) queda fuera del conjunto cerrado
N(0). Por lo tanto, 0 es inestable. O

Nota. Si V(x) = 0 para todo x € E entonces las trayectorias de (A.3) estdn sobre

superficies en R™ (o curvas en R?) definidas por V(x) = c.






Apéndice B

Soluciones Numeéricas en

Mathematica

Cédigos hechos en Mathematica 9.0 para los casos de LCDM y Quintaesencia con y sin

acoplamiento.

B.1 LCDM

(*Parametro de desaceleraciénx)
gqlom_, ol_, ok ] :=1 -0k - 2 0l - (1/2) om;
g2[{om_, 0ol1_, ok_}] :=1 - ok - 2 o1 - (1/2) om;

(¥*Funciones para Subscript[F, M], Subscript[F, \[CapitalLambdall y \
Subscript [F, KIx*)

fm[om_, ol_, ok_]
fllom_, ol _, ok_]
fklom_, ol_, ok_]

FullSimplify[(2 qlom, ol, ok] - 1) om];
FullSimplify[2 (1 + qlom, ol, ok]) oll;
FullSimplify[2 qlom, ol, ok] ok];

(*Derivadas de Subscript([F, M]x*)

FullSimplify[D[fm[om, ol, ok], om]l];
FullSimplify[D[fm[om, ol, ok], oll];
FullSimplify[D[fm[om, ol, ok], ok]];

fmm[om_, ol_, ok_]
fml[om_, ol_, ok_]
fmk[om_, ol_, ok_]

(*Derivadas de Subscript[F, \[CapitalLambda]l]x*)
flm[om_, ol_, ok_] = FullSimplify[D[fl[om, ol, ok], om]];
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flllom_, ol , ok_]
flk[om_, ol_, ok_]

FullSimplify[D[fl[om, ol, ok], 0l]];
FullSimplify[D[fl[om, ol, ok], ok]];

(*Derivadas de Subscript([F, K]x*)

fkm[om_, ol_, ok_] FullSimplify[D[fk[om, ol, ok], om]l];
fkl[om_, ol_, ok_] = FullSimplify[D[fk[om, ol, ok], oll];
fkk[om_, ol_, ok_] FullSimplify[D[fk[om, ol, ok], ok]];

(*Fixed pointsx)
s = Solve[{fm[om, ol, ok] == 0, fl[om, ol, ok] == O,
fk[om, ol, ok] == 0}];

(*Radiacidnx*)

ur = {s[[1, 2, 211, s[[1, 3, 211, s[[1, 1, 2]11};
(*Materiax)

um = {s[[3, 3, 211, s[[3, 2, 211, s[[3, 1, 2]11};
(*Constante Cosmolégicax)

ul = {s[[2, 2, 211, sl[2, 3, 2]1], s[[2, 1, 2]11};
(¥Curvaturax)

uk = {s[[4, 1, 2]], s[[4, 2, 2]], s[[4, 3, 2]1};

(*Matriz de Derivadas*)

M[{om_, ol_, ok_}] := {{fmm[om, ol, ok], fml[om, ol, ok],
fmk[om, ol, ok]}, {flm[om, ol, ok], fll[om, ol, ok],
flk[om, ol, ok]}, {fkm[om, ol, ok], fkl[om, ol, ok],

fkk[om, ol, ok]}};

(xEigenvalores*)

evr = Eigenvalues[M[ur]];
evm = Eigenvalues[M[um]];
evl = Eigenvalues([M[ull];
evk = Eigenvalues[M[uk]];

(¥*Analisis de Estabilidadx)
an[{x_, y_, z_}] :=
If[Sign[x] == Signly] == Signl[z] && x > 0, "Repulsor",
If[Sign[x] == Signl[y] == Signl[z] && x < 0, "Attractor", "Saddle"]l];

{{ur, anl[evrl}, {um, anlevml]}, {ul, anlevl]}, {uk, an[evk]}}
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B.2 Quintaesencia

B.2.1 Sin acoplamiento.

(*Sistema dinamico 2-D. Funciones Subscript[F, x] y Subscript[F, yl*)

filx_, y_ ] = -3 x +
Sqrt[6]/2 1 y™2 + (3/2) x ((1 - w) x”2+ (1L +w) (1 - y™2));
f2[x_, y_] := -Sqrt[6]/2 1 x y +

3/2y (1 -w) x72+ (1 +w (1-y72);

(#Derivadas de Subscript[F, x] y Subscript[F, yl*)

fix[x_, y_] = D[f1lx, yl, x];
fiyl[x_, y_1 = DIf1lx, yl, yl;
f2x[x_, y_] = D[f2[x, yl, x];
f2ylx_, y_1 = D[f2[x, yI, yl;

(*Fixed Points*)

sln = FullSimplify[Solve[{f1[x, y] == f2[x, y] == 0}, {x, y}l1;

(¥*Matrix de Derivadasx)

M{x_, y_} := {{fix[x, yl, fiylx, yl}, {f2x[x, yl, f2ylx, yl}3};

pl = {sIn[[1, 1, 211, sln[[1, 2, 2]1};
p2 = {sln[[2, 1, 2]1, sln[[2, 2, 2]1%};
p3 = {sln[[3, 1, 211, sln[[3, 2, 2]11};
p4 = {sln[[4, 1, 211, sln[[4, 2, 2]1};
p5 = {sIln[[5, 1, 211, sln[[5, 2, 2]1};
p6 = {sln[[6, 1, 211, slnl[[6, 2, 211};
p7 = {slnl[[7, 1, 211, slunl[[7, 2, 2]11%};

(¥Eigenvalores para cada puntox)

evpl = Eigenvalues[M[p1]];
evp2 = Eigenvalues[M[p2]];
evp3 = Eigenvalues[M[p3]];
evp4 = Eigenvalues[M[p4]];

evpb = Eigenvalues([M[p5]];



Apéndice B. Soluciones Numéricas en Mathematica.

evp6 = Eigenvalues[M[p6]];

evp7 = Eigenvalues[M[p7]];

(¥*Analisis de Estabilidadx*)

an[{x_, y_}]

If[Sign[x] == Signly] && x > 0, "Repulsor",

If[Sign[x] == Sign[y] && x < 0, "Atractor", "Saddle"]];

Ne{{p1, anlevpll}, {p2, anlevp2]l}, {p3, anlevp3l}, {p4,

anlevp4l}, {p5, anlevp5]}, {p6,

MatrixForm

B.2.2 Con acoplamiento.

(*Sistema dindmico 3-D.*)
fxlx_, y_, z_]1 :=
Sqrt[3/2] (z r)/(z - r) (1 - x72 -

anlevp6l}, {p7, anlevp7]}} //

y2) - 3x+

Sqrt[6]/2 1 y™2 + (3/2) x ((1 - w) x”2+ (1L +w) (1 - y™2));

fylx_, y_, z_] := -Sqrt[6]/2 1 x y +

3/2y (1 -w) x2+ 1 +w) (1 -
fzlx_, y_, z_] := -Sqrtl[6] z~2 x;
(*Derivadas*)

fxx[x_, y_, z_]1 = DIfx[x, y, z], x];
fxylx_, y_, z_]1 = DIfx[x, y, z], yl;
fxz[x_, y_, z_]1 = D[fx[x, y, z], z];
fyx[x_, y_, z_] = Dlfylx, y, z], x];
fyylx_, y_, z_]1 = DIfylx, y, 2], yl;
fyzlx_, y_, z_1 = Dlfylx, y, zl, z];
fzx[x_, y_, z_1 = DIfz[x, y, z], x];
fzylx_, y_, z_]1 = D[fzlx, y, z], yl;
fzz[x_, y_, z_1 = Dlfzlx, y, 2], z];

(xFixed Points*)
sln = FullSimplify[
Solve[{fx[x, y, z] == fylx, y, z]

y°2));

== fz[x, y, z] == 0}, {x, y, z}1;
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(#*Matrix de Derivadas*)
M{x_, y_, z_}] := {{fxx[x, y, z], fxylx, y, z],
fxz[x, y, z1}, {fyx[x, y, z], fyylx, y, zI,
fyzlx, y, z1}, {fzxlx, y, zl, fzylx, y, zl, fzzlx, y, zl1}};

pl = {sln[[1, 1, 211, sInl[[1, 2, 211, slnl[1, 3, 211};
p2 = {s1n[[2, 1, 211, sln[[2, 2, 211, sln[[2, 3, 2]11};
p3 = {sln[[3, 1, 211, sIn[[3, 2, 211, sln[([3, 3, 2]1]1};
p4d = {sln[[4, 1, 211, sln[[4, 2, 2]]1, sln[[4, 3, 2]11};
p5 = {sln[[5, 1, 211, sln[[5, 2, 211, slnl[5, 3, 2]11};
p6 = {sln[[6, 1, 211, slnl[[6, 2, 211, slnl[6, 3, 21]1};
p7 = {slnl[[7, 1, 211, slnl[7, 2, 211, slnl[7, 3, 211};

(*Eigenvalores para cada puntox*)

evpl = Eigenvalues[M[p1]];
evp2 = Eigenvalues[M[p2]];
evp3 = Eigenvalues[M[p3]];
evp4 = Eigenvalues[M[p4]l];
evpb = Eigenvalues[M[p5]];
evp6 = Eigenvalues[M[p6]];

evp7 = Eigenvalues[M[p7]];

ql{x_, y_, z_}] = (1/2) 1 - x"2 -y™2) (1 -
3(-1-(2/3) (-3x2-3/2 1 +w) (1-x"2-7y2)));

(xAnalisis de Estabilidadx)
anl{x_, y_, z_}] :=
If[Sign[x] == Signly] == Signl[z] && x > 0, "Repulsor",
If[Sign[x] == Signl[y] == Sign[z] && x < 0, "Atractor", "Saddle"]];

{{HPUNTOII, uQu}, {n ______ n, [ —— ||}, {pl, q[pj_]}’ {PQ, q[p2]}’ {p3’
qlp3l1}, {p4, FullSimplify@q([p4]}, {p5, FullSimplify@q[p5]}, {p6,
FullSimplify@q[p6]}, {p7, FullSimplify@q[p7]13}};
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Cébdigos de PYTHON

Cédigos hechos en PYTHON para la solucién numérica de LCDM y Quintaesencia con y

sin interaccion.

C.1 LCDM

O B O = O = O

X_min
xX_max =
y_min =
y_max =
z_min =
Z_max =
t_min =
t_max = 50

N_points = 500

t = np.linspace(t_min, t_max, N_points)

##### VARIABLES #####

1=1./2.
w=1./3.
d = 0.00001

def q(x, y, z):
nn "dOCStrll’lg for qll nn
the.q=1-05*x-2x%xy -2z

return the_q
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##### SISTEMA DINAMICO #####
def dyn_sys(init, t):
x1 = init[0]

y1 = init[1]

z1 = init[2]

xl_dot = (2 * q(x1, y1, z1) - 1) * x1
yl_dot = 2 * (1 + q(x1, y1, z1)) * yi
zl_dot = 2 * q(x1, y1, z1) * z1

return [x1_dot, yl_dot, zl_dot]

####4# SOLUCIONADOR #####

def solver(init_x, init_y, init_z):
init_0 = [init_x, init_y, init_z]
soln = odeint(dyn_sys, init_0, t)

return soln

##### PERTURBACIONES #####

# (0,0,0)
x 0=4d
y_0=4d
z_ 0=4d

solution = solver(x_0, y_0, z_0)

#labell = ’Prueba 1’

x1 = solution[:, O]
y1 = solution[:, 1]
z1 = solutionl[:, 2]

fig = plt.figure()
ax = fig.gca(projection=’3d’)

ax.plot(xl, yi, z1)

plt.show()
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C.2 Quintaesencia

C.2.1 Sin acoplamiento

B o
d = 0.002

1=3.

w = 0.

t min = 0. # here t is time variable (1ln a?)

t_max = 100 #
N_points = 5000 #

t = np.linspace(t_min, t_max, N_points) # time grid

def dyn_sys(init, t):
x1

init [0]

y1 = init[1]

A=(1.0-w *x x1*%2.0 + (1.0 + w) * (1.0 - y1**2.0)

# Ecuaciones dinamicas

x1_dot = - 3. * x1 - np.sqrt(1.5)* y1**2.0 * (-1) + (1.5) * x1 * A
yl_dot = np.sqrt(1.5) * x1 * y1 *x (-1) + (1.5) * y1 * A

return [x1_dot, yl_dot]

def solver(init_x, init_y):

soln = odeint(dyn_sys, init_0, t)

return soln
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R
# Encontrando algunas soluciones:

HEHFHAH R H B H R R R RS HEHEH

# solucion No.: 1

# ____________________________________________
x_ 0=4d
y_0=4d

solution = solver(x_0, y_0)
x1 = solution[:, O]

yl = solution[:, 1]

plt.plot(xl, y1)
plt.grid(True)

plt.scatter(0,0, color=’gray’)

plt.scatter(1,0, color=’blue’)

plt.scatter(-1,0, color=’green’)

plt.scatter(l/(np.sqrt(6.0)), np.sqrt(1.0-(1*%2.)/6.), color=’purple’)
plt.scatter(np.sqrt(1.5) * (1+w)/1, np.sqrt(1.5 * (1 - w*x2 )/1*x2 ), color=’black’)

plt.show()
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C.2.2 Con acoplamiento

0.
t_max = 50

t_min

N_points = 5000

t = np.linspace(t_min, t_max, N_points)

##### VARIABLES #####

w = 0.
1=3.
d = 0.003
r = 5.

##### SISTEMA DINAMICO #####
def dyn_sys(init, t):

x1 = init[0]
y1 = init[1]
z1 = init[2]

A= (1.0 -w) = x1%+x2.0 + (1.0 + w) * (1.0 - y1**x2.0)

x1_dot = np.sqrt(1.5) * ((z1 * r)/(zl-r)) * (1-x1**2-yl*x2) - 3. * x1
- np.sqrt(1.5) * yl*x*2. x (-1) + 1.5 * x1 * A

yl_dot = np.sqrt(1.5) * x1 * y1 * (-1) + 1.5 * y1 * A

zl_dot = - np.sqrt(6.) * x1 *x (z1 *x 2.)

return [x1_dot, yl_dot, zl_dot]

###4## SOLUCIONADOR #####

def solver(init_x, init_y, init_z):
init_0 = [init_x, init_y, init_z]
soln = odeint(dyn_sys, init_0, t)

return soln

##### PERTURBACIONES #####

# (-1,0,0)

x 0=-1+4d
y_0=4d

z 0=4d

solution = solver(x_0, y_0, z_0)
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#labell = ’Prueba 1’
x1 = solution[:, O]
y1l = solution[:, 1]

z1 = solution[:, 2]

fig = plt.figure()
ax = fig.gca(projection=’3d’)

ax.plot(xl, yi, z1)
ax.scatter(-1, 0, 0, color = ’gray’)

‘red’)
’blue’)

ax.scatter(0, 0, 0, color

ax.scatter(l1, 0, 0, color
ax.scatter(1l/(np.sqrt(6.0)), np.sqrt(1.0-(1*%2.)/6.), 0, color = ’orange’)
ax.scatter(np.sqrt(3./2.)*(1+w) /1, (3./2.)**%(0.5)*x((1-w*x2)*x(0.5))/1, O,

color = ’black’)
ax.scatter(-0.5, 0.5, 0.012, color = ’purple’)

# CILINDRO
x = np.linspace(-1, 1, 100)
z = np.linspace(-0, 0.02, 100)

Xc, Zc = np.meshgrid(x, z)
Yc = np.sqrt(1-Xc**2)

# DIBUJAR PARAMETROS
20
10

rstride

cstride

ax.plot_surface(Xc, Yc, Zc, alpha = 0.05, rstride = rstride, cstride = cstride)

ax.set_x1im3d([-1.1,1.1])
ax.set_ylim3d([-0.1,1.1])
ax.set_z1im3d([-0,0.02])

ax.set_xlabel(’x’)
ax.set_ylabel(’y’)

ax.set_zlabel(’z’)

ax.axis(’on’)

plt.show()
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