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Presenta:

Mario Alejandro López Pérez
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Resumen

Resumen. En este trabajo se desarrollan los conceptos básicos necesarios para la teorı́a-K de
C∗-álgebras, presentando a manera de introducción una discusión sobre haces vectoriales, la teorı́a-
K topológica y el Teorema de Serre-Swan; se concluye con el Teorema de Periodicidad de Bott
y la sucesión exacta de seis términos. Posteriormente aplicamos esta maquinaria al cálculo de la
teorı́a-K de las C∗-álgebras de funciones continuas de una superficie compacta en C, con lo que se
consigue una clasificación de dichas superficies hasta isomorfismo.

Abstract. In this work we develope the basic concepts needed for K-theory of C∗-algebras, pre-
senting before, as an introduction, a discusion on vector bundles, topological K-theory and Serre-
Swan’s Theorem; we conclude with the Bott Periodicity Theorem and the six term exact sequence.
After that we apply this machinery to calculate the K-theory of the C∗-algebras of continuous
functions from a compact surface to C, giving in this way a clasification of such surfaces up to
isomorphism.

Palabras clave: haces vectoriales, superficies compactas, homotopı́a, proyecciones, matrices.
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Introducción

La teorı́a-K ha atraı́do desde su introducción por parte de Grothendieck a multitud de matemáti-
cos de diferentes áreas, debido a sus muchas aplicaciones y a su capacidad de sintetizar teorı́as
aparentemente muy dispares. En este trabajo nos centraremos en dos de sus variantes: la topológi-
ca, que se sirve de la teorı́a de haces vectoriales sobre espacios topológicos, y la C∗-algebraica,
usando la primera a manera de motivación para estudiar más a profundidad la segunda, que será la
materia principal que hemos de considerar.

En el primer capı́tulo, como de su nombre se infiere, estableceremos las definiciones y proposi-
ciones que creemos necesarias para el correcto entendimiento de este trabajo, algunas de las cuales
podrı́an no ser familiares para el lector no especializado. Dado que la teorı́a-K requiere para su
enunciación y desarrollo de una considerable y variada maquinaria conceptual, hemos considerado
conveniente agrupar aquı́ resultados de origen diverso que, de otra manera, obstruirı́an la adecuada
lectura del material que se expone más adelante.

El segundo capı́tulo versa sobre la teorı́a-K topológica. Dado un espacio topológico compac-
to y de Hausdorff podemos, mediante la suma de Whitney (definición 2.8) y módulo la relación
de equivalencia dada por ser establemente isomorfos (definición 2.11), dotar al conjunto de ha-
ces vectoriales sobre dicho espacio de una estructura de grupo abeliano. Concluiremos el capı́tulo
enunciando el Teorema de Serre-Swan (2.14) que, por la relación que establece entre la teorı́a de
haces vectoriales sobre un espacio compacto y de Hausdorff B y la de módulos proyectivos fini-
tamente generados sobre el anillo de funciones continuas de B en C, da pie a la introducción del
capı́tulo siguiente, puesto que dicho anillo posee de hecho estructura de C∗-álgebra.

Para considerar la teorı́a-K de C∗-álgebras será necesario discutir antes las propiedades generales
de las C∗-álgebras mismas, ası́ como los conceptos previos que permitirán definir los K-grupos. A
esto se abocará el tercer capı́tulo, en el que hablaremos de proyecciones y unitarios en C∗-álgebras
de matrices para definir, mediante la relación de equivalencia dada por homotopı́a, los funtores K0

y K1 (definiciones 3.7 y 3.22), que relacionaremos con ayuda de la suspensión (proposición 3.28).
Posteriormente se discutirán sus propiedades más importantes, siendo las principales el Teorema
de Periodicidad de Bott y la sucesión exacta de seis términos (3.35 y 3.39).

Finalmente, dedicaremos el cuarto capı́tulo a mostrar una aplicación de los teoremas citados,
calculando los K-grupos de las C∗-álgebras de funciones continuas de una superficie compacta
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8 INTRODUCCIÓN

cualquiera en C, lo cual nos proporcionará una clasificación completa de dichas superficies hasta
isomorfismo (teorema 4.3 y corolario 4.4).



Capı́tulo 1

Preliminares

Como es usual N, Z, R y C denotarán a los conjuntos de números naturales, enteros, reales y
complejos, respectivamente, mientras que D := {z ∈ C : |z| < 1} y D̄ := {z ∈ C : |z| 6 1}.

A lo largo de este trabajo requeriremos de algunos conceptos básicos de la Teorı́a de Categorı́as.
No obstante, enunciarlos aquı́ implicarı́a un desvı́o probablemente innecesario del tema que nos
ocupa, ya que el punto de vista categórico no es el que hemos de adoptar en esta tesis, bastándonos
que el lector posea las herramientas conceptuales expuestas en la introducción de [8]. No obstante,
es menester reconocer la pertinencia y fecundidad de dicho punto de vista, que permite generalizar
la teorı́a-K de manera notable. Para el lector interesado, recomendamos consultar [11].

Dado un par de espacios topológicos A y B, denotaremos por C(B, A) al conjunto de funciones
continuas de B en A, y simplemente por C(B) cuando A = C, mientras que Cb(B) es el espacio de
las funciones continuas y acotadas de B en C, que resulta ser un espacio de Banach con la suma y
producto por escalares definidas punto a punto y la norma del supremo.

1. C∗álgebras, ideales, proyecciones

Definición 1.1. Un álgebra es un espacio vectorialA sobre C dotado de un producto
· : A×A → A asociativo y bilineal tal que, para cualesquiera a, b ∈ A y λ ∈ C, se cumple que

(λa) · b = a · (λb) = λ(a · b).

Cuando nos sea posible sin restar claridad a la exposición, obviaremos la notación del producto y
escribiremos ab en lugar de a · b.

Si además A es un espacio de Banach con norma ‖·‖ y satisface que ‖a · b‖ 6 ‖a‖ ‖b‖ para
cualesquiera a, b ∈ A, diremos queA es un álgebra de Banach.

Las álgebras de Banach son estructuras por demás interesantes y existe una amplia teorı́a que
da cuenta de ello. No obstante, nuestro interés se centrará en un tipo muy especial de álgebras de
Banach, por lo que referimos al lector interesado a [3, capı́tulo 7].

Definición 1.2. Diremos que A es una ∗-álgebra si es un álgebra sobre C equipado con una
operación ∗ : A → A, llamada involución, que cumple las propiedades

1. a∗∗ = a,
9



10 1. PRELIMINARES

2. (ab)∗ = b∗a∗, y
3. (λa + µb)∗ = λa∗ + µb∗

para cada a, b ∈ A y λ, µ ∈ C.

Definición 1.3. Una C∗-álgebra es un álgebra de Banach A sobre C junto con una involución
que la convierte en ∗-álgebra y tal que, para todo a, b ∈ A,

(1.1) ‖a∗a‖ = ‖a‖2.

La propiedad (1.1), que relaciona la involución con la norma en una C∗-álgebra, resulta mucho
más poderosa de lo que a primera vista pueda pensarse. En efecto, dicha propiedad permite desa-
rrollar una teorı́a mucho más rica que la que prescinde de ella. El material que expondremos en el
capı́tulo 3 es una buena muestra de esto.

Definición 1.4. Un subespacio X de una C∗-álgebraA será llamado una ∗-subálgebra deA si es
una subálgebra cerrada bajo la involución.

Observación 1.5. Naturalmente, un subespacio de la C∗-álgebra A es una C∗-subálgebra (esto
es, una C∗-álgebra con las operaciones heredadas) si y sólo si es una ∗-subálgebra cerrada en la
topologı́a de la norma.

Definición 1.6. Dadas dos álgebras A y B, diremos que ϕ : A → B es un homomorfismo de
álgebras (o más brevemente homomorfismo) si es una función lineal tal que ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b) para
cada a, b ∈ A. Si dichas álgebras son además ∗-álgebras y ϕ(a∗) = ϕ(a)∗ para cada a ∈ A, diremos
que ϕ es un ∗-homomorfismo.

El siguiente lema, demostrado en [7, 2.1.7], muestra cuan estrecha es la relación entre las es-
tructuras topológica y algebraica de una C∗-álgebra.

Lema 1.7. Todo ∗-homomorfismo es continuo.

Definición 1.8. Si A es una C∗-álgebra, un subespacio vectorial I de A es un ideal derecho
(respectivamente, un ideal izquierdo) si para cualesquiera a ∈ A y b ∈ I, se tiene que ab ∈ I
(respectivamente, ba ∈ I). Diremos que un ideal es bilateral si es izquierdo y derecho a un tiempo.

Asumiremos en adelante, salvo que se especifique lo contrario, que los ideales son bilaterales y
cerrados.

Ejemplo 1.9. Todo ideal I es cerrado bajo la involución deA ([7, teorema 3.1.3]) y es, por tanto,
una C∗-subálgebra. Además, el espacio cocienteA/I resulta ser una C∗-álgebra con la norma dada
por ‖a + I‖ := ı́nfb∈I‖a + b‖ y la involución (a + I)∗ = a∗ + I. La función cociente π : A → A/I
dada por π(a) = a + I es un homomorfismo de C∗-álgebras.
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Cuando hablemos de operadores entre espacios de Hilbert, asumiremos siempre que son lineales
y acotados.

Definición 1.10. Sea H un espacio de Hilbert. Diremos que un operador c : H → H es com-
pacto si la cerradura de la imagen de la bola unitaria enH bajo c es compacta.

Ejemplo 1.11. SiH es un espacio de Hilbert, denotamos por B(H) al espacio de operadores de
H enH . Es fácil ver que el espacio de operadores sobre un espacio de HilbertH es una C∗-álgebra
con la operación adjunta como involución y la norma usual ‖T‖B(H) = sup‖x‖61‖T x‖, donde ‖·‖ es la
norma deH . Además, puede verse sin mayor dificultad que el subespacio de operadores compactos
sobre dicho espacio de Hilbert es una ideal cerrado en B(H). Denotamos a este ideal por K(H) y
a la C∗-álgebra cociente resultante, conocida como álgebra de Calkin, por C(H).

Ejemplo 1.12. Dado un espacio topológico B, si al espacio Cb(B) añadimos el producto puntual
de funciones continuas y la involución dada por la conjugación compleja punto a punto, obtenemos
una C∗-álgebra.

Ejemplo 1.13. Sea B un espacio topológico localmente compacto y de Hausdorff. Diremos que
una función continua f : B→ C se anula en infinito si para cada ε > 0 el conjunto {b ∈ B : | f (b)| >
ε} es compacto. El conjunto de dichas funciones, que denotaremos por C0(B), es una ∗-subálgebra
cerrada en Cb(B) y es, por tanto, una C∗-álgebra con las operaciones y la norma heredadas. C0(B)
tiene unidad si y sólo si B es compacto, en cuyo caso C0(B) = Cb(B) = C(B).

Definición 1.14. Un elemento p de una C∗-álgebra será llamado proyección si p2 = p∗ = p.

Ejemplo 1.15. Las proyecciones en B(H) son precisamente las proyecciones ortogonales sobre
subespacios cerrados de H , es decir, los operadores p : H → H tales que existe un subespacio
cerrado M deH de tal suerte que p(m + m′) = m para cada m ∈ M y m ∈ M⊥.

Si A es una C∗-álgebra y n ∈ N, denotamos por Mn(A) al anillo de matrices de n por n con
entradas en A, que a su vez podemos ver como operadores lineales sobre An, lo cual nos permite
considerar la norma usual del espacio de operadores acotados deAn enAn. Con la involución dada
por (ai j)∗ = (a∗ji) para i, j 6 n, se tiene que dicho anillo es una C∗-álgebra.

Como toda C∗-álgebra A es en particular un anillo, es válido hablar de A-módulos y en parti-
cular deA-módulos proyectivos, es decir, módulos que son sumandos directos de un módulo libre.
La prueba de la siguiente proposición se desprende de [2, 1.7 y 4.6.2].

Proposición 1.16. Sean B un espacio topológico compacto y de Hausdorff y M un C(B)-módulo.
Los siguientes enunciados son equivalentes:

1. M es un C(B)-módulo proyectivo finitamente generado.
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2. Existen n ∈ N y una proyección p enMn(C(B)) tal que M ' pC(B)n.

Dada una C∗-álgebraA, denotaremos por P(A) a la categorı́a cuyos objetos son losA-módulos
proyectivos finitamente generados y cuyos morfismos son los homomorfismos de módulos usuales.

Dada una C∗-álgebra A sin unidad es posible hallar una única (hasta isomorfismo) C∗-álgebra
con unidad A∼ tal que A es un ideal cerrado de codimensión lineal 1 en A∼ ([7, teorema 2.1.6]).
De hecho, si 1A es la unidad, se tiene queA∼ es la suma directa de sus subespaciosA y C1A, con
la multiplicación dada por la fórmula (a, λ) · (b, µ) = (ab + µa + λb, λµ) y la involución coordenada
a coordenada.

CuandoA tenga unidad, escribiremosA∼ := A.

Ejemplo 1.17. Si B es un espacio topológico localmente compacto y de Hausdorff no compacto,
sabemos del ejemplo 1.13 que C0(B) es una C∗-álgebra conmutativa sin unidad. Sucede que si
B ∪ {∞} es la compactación por un punto de B, entonces C0(B)∼ ' C(B ∪ {∞}), pues C(B ∪ {∞})
es una C∗-álgebra con unidad que contiene a C0(B) como ideal cerrado de codimensión 1. De esta
manera, las operaciones de compactificar por un punto un espacio localmente compacto y añadir
unidad a una C∗-álgebra desprovista de ella se corresponden mediante el funtor C0.

Definición 1.18. Definimos la suma ortogonal de dos C∗-álgebras A y B como su producto
cartesiano (suma directa) con las operaciones coordenada a coordenada y la norma ‖(a, b)‖ :=
máx{‖a‖, ‖b‖}, y lo denotamos porA⊕ B.

La suma ortogonal de C∗-álgebras es también una C∗-álgebra. Es importante hacer notar queA∼

no es la suma ortogonal deA y C, aunque sı́ sea su suma directa de espacios vectoriales.

Definición 1.19. Diremos que dos ∗-homomorfismos ϕ, ψ : A → B son homotópicos si existe
una trayectoria de ∗-homomorfismos γt : A → B para t ∈ [0, 1] tal que t 7→ γt(a) es una trayectoria
continua en B para todo a ∈ A, con γ0 = ϕ y γ1 = ψ.

Diremos que un ∗-homomorfismo ϕ : A → B es una equivalencia homotópica si existe un ∗-
homomorfismo ψ : B → A tal que ϕ ◦ ψ y ϕ ◦ ψ son homotópicos a la identidad en sus respectivos
dominios.

Diremos que una C∗-álgebraA es contráctil si idA es homotópica al ∗-homomorfismo constante
0.

Ejemplo 1.20. Si X y Y son espacios compactos y de Hausdorff definimos, para cada función
continua α : X → Y , C(α) : C(Y) → C(X) dado por f 7→ f ◦ α; con ello C es un funtor con-
travariante de la categorı́a de espacios topológicos compactos y de Hausdorff a la categorı́a de
C∗-álgebras conmutativas con unidad. Si γt, t ∈ [0, 1], es una homotopı́a entre dos funciones con-
tinuas α, β : X → Y , entonces γ′t := C(γt) define una homotopı́a de ∗-homomorfismos entre C(α)
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y C(β). En particular, si X es un espacio compacto, de Hausdorff y contráctil (esto es, homotópi-
camente equivalente a un punto), entonces C(X) es una C∗-álgebra homótopicamente equivalente a
C.

2. Algunas nociones algebraicas

2.1. Los grupos de Grothendieck. En los capı́tulos que siguen nos encontraremos al definir
los K-grupos que tanto han de interesarnos con que nuestras construcciones primeras tendrán la
más modesta estructura de monoide abeliano. Por supuesto, es de desear que los K-grupos sean,
pues, grupos y no solamente monoides, ya que para calcular invariantes de espacios topológicos es
importante poder resolver ecuaciones y tı́picamente para ello es necesario tomar inversos. Por ello
incluimos la siguiente definición/proposición.

Proposición 1.21. Si M es un monoide abeliano, entonces existen un grupo M−1M abeliano y
un morfismo de monoides s : M → M−1M con la siguiente propiedad universal: dado cualquier
grupo abeliano A y un morfismo de monoides α : M → A, existe un único homomorfismo de grupos
α̃ : M−1M → A que hace conmutar el diagrama

M M−1M

A.

s

α
α̃

Dicho grupo, conocido como la completación de Grothendieck de M, es único hasta isomorfis-
mo.

La construcción, que puede consultarse en [6, capı́tulo 2, sección 1], es estándar, siendo en
mucho análoga a la que se hace de Z a partir de N. De hecho, (N ∪ {0})−1(N ∪ {0}) = Z.

2.2. Lı́mites directos. Sucede a menudo que tenemos entre manos una sucesión de objetos
algebraicos (en nuestro caso, grupos y ∗-álgebras) que se encajan unos en los otros preservando su
estructura como subobjetos. Cuando todos ellos están de hecho encajados en un objeto mayor con la
misma estructura es fácil y útil considerar su unión para obtener un objeto mı́nimo que los contenga
a todos. Cuando no disponemos a priori de dicho objeto, necesitamos la siguiente definición.

Definición 1.22. Un sistema dirigido de grupos (∗-álgebras, C∗-álgebras) consta de un conjunto
dirigido (I, <), grupos (∗-álgebras, C∗-álgebras) Ai para cada i ∈ I y homomorfismos de grupos
(∗-homomorfismos) Φi j : A j → Ai para i, j ∈ I con j < i, tales que Φi j = Φik ◦ Φk j si j < k < i.

La construcción y propiedades que siguen pueden consultarse en [10, apéndice L].
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Dado un sistema dirigido de grupos (∗-álgebras, C∗-álgebras) (Ai,Φi j)I existe un único grupo
(∗-álgebra, C∗-álgebra) salvo isomorfismo, que denotaremos por A∞ ó lim

−−→
Ai (aunque obviamente

también depende de los morfismos) y llamaremos lı́mite directo, además de morfismos Φi : Ai →

A∞ para i ∈ I tales que el siguiente diagrama conmuta para cada i, j ∈ I con j < i:

A j A∞

Ai

Φ j

Φi j Φi

y A∞ = ∪i∈IΦi(Ai).

El lı́mite directo satisface la siguiente propiedad universal:

Proposición 1.23. Con la notación de arriba, si B es un grupo (∗-álgebra, C∗-álgebra) y Ψi :
Ai → B son homomorfismos de grupos (∗-álgebras, C∗-álgebras) tales que Ψi ◦ Φi j = Ψ j para
cada i, j ∈ I con j < i, entonces existe un único homomorfismo de grupos (∗-homomorfismo)
Θ : A∞ → B que hace conmutar el siguiente diagrama:

A j A∞

Ai B

Φ j

Ψ j

Φi j Θ

Φi

Ψi

Esto es, cualquier otra manera de encajar los grupos coherentemente en un objeto de la misma
estructura se factoriza a través del lı́mite directo.

Cuando además nuestras estructuras algebraicas (grupos, ∗-álgebras) tengan asociada una topo-
logı́a que hace continuos a los morfismos Φi j, conviene pensar al lı́mite directo con la topologı́a
más fina que hace a los Φi continuos.

Lo anterior no siempre será compatible con el lı́mite directo de C∗-álgebras, ya que en general el
lı́mite directo algebraico no contará con una norma que lo haga una C∗-álgebra. Ası́, pese a escribir
ambos lı́mites con el mismo sı́mbolo, cada vez que tomemos un lı́mite directo de C∗-álgebras
haremos explı́cito a cual de los dos lı́mites nos referimos.

Cuando los homomorfismos sean inyectivos nos tomaremos la libertad de escribir A∞ = ∪i∈IAi.

2.3. Grupos topológicos. Llamamos grupo topológico a todo grupo G equipado con una
topologı́a en la que la aplicación (a, b) 7→ ab−1 es continua de G2 en G. Los ejemplos son muchos y
muy famosos; bástenos aquı́ con mencionar los más usuales: Z, R y C con la suma, R \ {0}, C \ {0}
y GLn(R) con el producto.
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Diremos que dos elementos g, g′ de un grupo topológico G son homotópicos, y escribiremos
g ∼h g′, si existe una trayectoria continua α : [0, 1] → G tal que α(0) = g y α(1) = g′. Ello
define una relación de equivalencia en G cuyas clases de equivalencia son, como el lector sabrá,
las componentes arcoconexas de G. Esta relación de equivalencia coincide exactamente con la que
da el cociente de grupos G/G0, donde G0 es la componente arcoconexa del elemento neutro, que
resulta ser un subgrupo normal de G. En otras palabras, G/G0 = G/ ∼h, donde el primero representa
el cociente de grupos y el segundo el cociente topológico. Ası́, G/G0 es un grupo topológico, pues
su topologı́a y estructura de grupo están ambas dadas por G a través de la misma función cociente
g 7→ gG0.





Capı́tulo 2

Haces vectoriales

1. Haces vectoriales

La Teorı́a de Haces Vectoriales es, como se aprecia de los ejemplos que a continuación expon-
dremos, muy rica en estructura, además de un campo fértil para la comunicación entre distintas
áreas de las matemáticas, como Topologı́a General, Análisis Complejo, Teorı́a de Grupos y Topo-
logı́a Algebraica; es por esto que la consideramos una motivación idónea para introducir el estudio
de la Teorı́a-K de C∗-álgebras, que es también zona limı́trofe de dichas áreas. La manera en que ha-
remos esto será mediante una breve discusión acerca de una manera de clasificar haces vectoriales
sobre un espacio dado.

En lo que sigue, K denotará a cualquiera de los campos R ó C, aunque nuestro interés termi-
nará por centrarse exclusivasmente en el último.

Definición 2.1. Dado n ∈ N ∪ {0}, un haz vectorial de dimensión n es una función continua
p : E → B tal que p−1(b) es un K-espacio vectorial de dimensión n, de manera que existen una
cubierta abiertaU de B y homeomorfismos hU : p−1(U)→ U × Kn para cada U ∈ U, que además
son isomorfismos lineales entre p−1(b) y {b} × Kn para cada b ∈ B. Dichos homeomorfismos son
llamados trivializaciones locales del haz. Nos referiremos a E y B como espacio total y espacio base
del haz, respectivamente, mientras que los espacios p−1(b) son conocidos como fibras, donde b ∈ B.
Cuando no se preste a confusión y lo creamos conveniente, nos referiremos al haz simplemente
como E.

Definición 2.2. Un morfismo entre los haces p1 : E1 → B y p2 : E2 → B es una función continua
f : E1 → E2 tal que, para cada b ∈ B, f (p−1

1 (b)) ⊆ p−1
2 (b) y f�(p−1

1 (b)) es una transformación lineal
entre las correspondientes fibras sobre b. Cuando f sea un isomorfismo lineal entre fibras (y por
tanto un homeomorfismo entre E1 y E2) diremos que es un isomorfimo de haces.

Ejemplo 2.3. Para cualquier espacio topológico B, tenemos que la proyección de B × Kn en el
primer factor es un haz vectorial de dimensión n, conocido como el haz trivial sobre B, con la
cubierta {B} y la identidad en el espacio total como trivialziación local. Denotaremos a este haz por
EB

n o, más brevemente y cuando el espacio base esté claro, por En.

17
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Ejemplo 2.4. Dada una variedad diferenciable M de dimensión n, la proyección canónica π :
T M → M del haz tangente en la variedad, dada por π(x, v) = x, es un haz vectorial de dimensión n.
Si la variedad está encajada en Rm para algún m ∈ N, entonces la proyección canónica del espacio
normal NM = {(x, v) ∈ M × Rn : v ∈ TxM⊥} a M es un haz vectorial de dimensión m − n .
Ası́, clasificar haces vectoriales resulta de la mayor importancia en la Topologı́a Diferencial, por
ejemplo para averiguar si una variedad dada es o no paralelizable, orientable, etc.

Ejemplo 2.5. Sea E el espacio cociente que se obtiene de I ×R al identificar los pares de puntos
de la forma (0, t) y (1,−t). La proyección de I × R en I induce ası́ una función continua p : E →
I/{0, 1} ' S 1 que resulta un haz R-vectorial de dimensión 1 sobre S 1. Geométricamente, obtenemos
E de identificar los dos extremos de una banda de ancho infinito luego de darle media vuelta a uno
de ellos, por lo cual no es raro que llamemos a este haz el haz de Möbius.

Definición 2.6. Una sección para un haz p : E → B es una función continua s : B → E tal que
s(b) ∈ p−1(b) para todo b ∈ B o, equivalentemente, p ◦ s = idB.

Todo haz p : E → B tiene una sección continua trivial, a saber, la sección s0 que a cada b ∈ B
asigna el vector cero en el espacio p−1(b), y que suele identificarse con el subespacio de E que tiene
por imagen.

Las secciones pueden proveernos de información útil para distinguir entre haces vectoriales. A
guisa de ejemplo, si s0 es la sección cero en el haz de Möbius E, se tiene que E \ s0 es un espacio
conexo, al contrario de lo que pasa con el haz trivial. Dado que los isomorfismos de haces preservan
secciones continuas, lo anterior muestra que el haz de Möbius no es trivial. Al final de la siguiente
sección los espacios de secciones nos serán de gran utilidad para conectar la clasificación de haces
vectoriales con la teorı́a de C∗-álgebras, a través de la teorı́a-K.

Ejemplo 2.7. Del Teorema de la Bola Peluda ([1, teorema 9.6]) sabemos que el haz TS2 no es
trivial, ya que, a diferencia de los haces triviales, no posee secciones continuas que no se anulen en
ningún punto del espacio base.

Dados dos haces pi : Ei → Bi, i ∈ {1, 2}, podemos definir un haz producto obvio, a saber,
p1 × p2 : E1 ×E2 → B1 × B2, en el que la fibra sobre cada par de puntos es exactamente el producto
(suma directa) de las fibras de cada punto en su haz originario.

También, dado un haz p : E → B y un subespacio A ⊆ B, se obtiene un haz sobre A de la misma
dimensión, concretamente, p �p−1(A): p−1(A)→ A.
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2. Teorı́a K de haces vectoriales

En aras de nuestro objetivo, a saber, clasificar haces por medio de invariantes, es deseable definir
una operación entre clases de isomorfismo de haces sobre la misma base, pues esto nos permitirı́a
obtener haces nuevos de otros previamente conocidos sin cambiar la base y, bajo ciertas circunstan-
cias, resolver ecuaciones para determinar si dos haces son o no equivalentes, en un sentido que más
abajo hemos de precisar. Hay una manera bastante natural de hacer esto: dados haces pi : Ei → B,
con i ∈ {1, 2}, sobre la misma base, consideremos la restricción del haz p1× p2 : E1×E2 → B×B al
subespacio diagonal {(b, b)|b ∈ B} ' B del espacio base. Obtenemos con ello el haz p con espacio
total E1 ⊕ E2 := {(v1, v2) ∈ E1 × E2 : p1(v1) = p2(v2)} y dado por (v1, v2) 7→ p1(v1) = p2(v2). De los
párrafos anteriores es claro que la dimensión del haz que se obtiene por este proceso es la suma de
las dimensiones de los haces de que partimos.

Definición 2.8. El haz p : E1 ⊕ E2 → B descrito arriba es conocido como la suma de Whitney
de los haces E1 y E2.

La suma de Whitney es, como puede verificarse fácilmente, conmutativa hasta isomorfismo,
además de contar con un elemento neutro obvio, el haz trivial E0. Por otro lado, como dos haces de
diferentes dimensiones no pueden ser isomorfos, es fácil convencerse de que la suma de Whitney
no tiene inversos en clases de isomorfismos de haces sobre un espacio dado, pues la suma de
Whitney de dos haces tendrá siempre una dimensión mayor o igual a la de los sumandos. Peor aún,
ni siquiera tenemos cancelación:

Ejemplo 2.9. En efecto, para S2, vimos en el ejemplo 2.7 que TS2 no es isomorfo a E2, pese a
que TS2 ⊕ NS2 ' E3 ' E2 ⊕ NS2, ya que NS2 ' E1.

De hecho, se tiene un resultado mucho más general que será muy importante en lo que sigue.
La prueba se encuentra en [5, proposición 1.4]

Proposición 2.10. Si B es un espacio compacto y de Hausdorff, entonces para todo haz E sobre
B existen otro haz E′ sobre B y n ∈ N tales que E ⊕ E′ ' En.

Esto nos induce a definir la siguiente relación:

Definición 2.11. Diremos que dos haces E1 y E2 sobre un espacio B son establemente isomorfos
si existe n ∈ N tal que E1 ⊕ En ' E2 ⊕ En. En este caso, escribiremos E1 ∼ E2.

Es un ejercicio rutinario probar que ello define una relación de equivalencia entre haces vecto-
riales sobre un espacio compacto de Hausdorff dado. Ası́, podemos considerar el conjunto de clases
de equivalencia de haces vectoriales sobre dicho espacio. Dicho conjunto, equipado con la suma
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de Whitney, tiene estructura de monoide conmutativo. Además dicho monoide tiene la propiedad
de cancelación, ya que si E, E1 y E2 son haces sobre B tales que E1 ⊕ E ∼ E2 ⊕ E, entonces existe
n ∈ N tal que E1 ⊕ E ⊕ En ' E2 ⊕ E ⊕ En. Por la proposición anterior, existen un haz E′ sobre B y
m ∈ N tal que E ⊕ E′ ' Em, de donde obtenemos, al sumar E′ en la segunda ecuación y agrupar,
E1 ⊕ En+m ' E2 ⊕ En+m, es decir E1 ∼ E2. Ası́, nos es permitido definir lo siguiente.

En adelante consideraremos sólo haces vectoriales sobre C.

Definición 2.12. Dado un espacio compacto y de Hausdorff B, definimos K0(B) como la comple-
tación de Grothendieck del monoide arriba considerado (véase 2.1, capı́tulo primero), y denotamos
su operación simplemente como +.

Hay otra construcción de importancia ı́ntimamente relacionada con la anterior, a la cual procede-
mos. Dados dos haces vectoriales E1 y E2 sobre un espacio compacto y de Hausdorff B, escribimos
E1 ≈ E2 si existen n,m ∈ N tales que E1 ⊕En ' E2 ⊕Em. El conjunto de clases de equivalencia que
se obtiene, junto con la suma de Whitney, resulta ser ya un grupo abeliano, lo cual es un corolario
de la proposición 2.10.

Definición 2.13. Para un espacio compacto y de Hausdorff B, definimos K̃0(B) como el grupo
de clases de equivalencia de haces sobre B bajo ≈. Llamamos a este grupo el K-grupo reducido de
B, para distinguirlo del que denotamos sin tilde.

Los dos grupos que hemos definido son de utilidad, y naturalmente difieren en sus propiedades.
Por ejemplo, en K̃0(B) cualquier haz trivial tiene clase de equivalencia 0, mientras que en K0(B)
ningún haz de dimensión positiva puede tener clase de equivalencia nula. De hecho, no es difı́cil
convencerse de que K̃0(B) se obtiene de K0(B) identificando las clases de isomorfismo estable de
todos los haces triviales.

Lo anterior nos permite pasar de la clasificación de haces vectoriales sobre una base dada a la
clasificación de espacios topológicos por el tipo de haces vectoriales que admiten. Por ejemplo, es
claro que si X e Y son espacios compactos y de Hausdorff tales que K0(X) y K0(Y) no son isomorfos,
se concluirá que X e Y no son homeomorfos. Haremos uso de este tipo de distinción al final de este
trabajo, cuando hayamos visto la relación entre la teorı́a-K topológica y la de C∗-álgebras (véanse
el teorema 3.4 y el corolario 4.4).

Para enunciar el Teorema de Serre-Swan, con el que daremos fin al presente capı́tulo, precisa-
mos de un breve comentario y un poco de notación. Como las secciones de un haz E sobre B son
funciones continuas de B en E, el conjunto Γ(B, E) de secciones continuas del haz tiene una estruc-
tura natural de C(B)-módulo, con la suma de secciones y multiplicación de secciones por funciones
continuas de B en C definidas punto a punto, mediante la estructura de C-espacio vectorial que
poseen las fibras.
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Si B es un espacio topológico, llamaremos E(B) a la categorı́a que tiene por objetos a los haces
vectoriales sobre B, siendo los morfismos entre ellos los de la definición 2.2.

El siguiente teorema, cuya prueba pueda consultarse en [6, Teorema 6.18], tiende un prodigioso
puente entre el estudio de haces vectoriales y la teorı́a de C∗-álgebras. Para enunciarlo usamos la
notación establecida en el párrafo que sigue a la proposición 1.16.

Teorema 2.14 (Serre-Swan). Dado un espacio compacto y de Hausdorff B, el funtor Γ entre
E(B) y P(C(B)) es una equivalencia de categorı́as.

Ası́ pues, clasificar haces vectoriales sobre un espacio compacto de Hausdorff es equivalente a
clasificar módulos proyectivos finitamente generados sobre una C∗-álgebra conmutativa con unidad
(véase el ejemplo 1.13). En el siguiente capı́tulo haremos esta conexión más precisa y mostraremos
como se extiende a la teorı́a-K.





Capı́tulo 3

C∗-álgebras

1. K0 de una C∗-álgebra

Con el fin de cumplir lo anunciado al final del capı́tulo anterior y ya que, en vista de la pro-
posición 1.16, los módulos proyectivos finitamente generados y las proyecciones en las álgebras
de matrices finitas de una C∗-álgebra dada están en correspondencia, nuestro interés se dirigirá en
lo sucesivo a clasificar proyecciones en espacios de matrices de tamaño arbitrario sobre dicha C∗-
álgebra. Con ello en mente, costruiremos un grupo de clases de equivalencia de proyecciones que
conserve a través de C(B) la información que el grupo K0(B) contiene sobre B. Esto nos permitirá,
similarmente a lo que antes hicimos, pasar de la clasificación de proyecciones a la de C∗-álgebras
por el tipo de proyecciones que sus espacios de matrices admiten. Para ello haremos uso de las
definiciones dadas en la subsección 2.2, capı́tulo 1.

Para una C∗-álgebra A y cada n ∈ N, podemos encajar Mn(A) en Mn+1(A) agregando a las
matrices de n × n una fila y una columna, por debajo y a la derecha respectivamente, de ceros.
Estos encajes son homeomorfismos e isomorfimos sobre su imagen y además son compatibles
unos con otros, es decir que conforman un sistema dirigido de ∗-álgebras. Ası́, podemos definir un
lı́mite directo para obtener una ∗-álgebra cuyas operaciones son compatibles con la estructura de los
Mn(A). Naturalmente, denotaremos a este lı́mite por M∞(A) y podemos visualizar sus elementos
como matrices de tamaño infinito cuyas entradas son eventualmente 0 hacia abajo y a la derecha.
Tal como se dijo en los preliminares, consideramos en M∞(A) la topologı́a más fina que hace
continuas a las inclusiones de losMn(A).

Definición 3.1. Un elemento u en una ∗-álgebra con unidadA será llamado unitario si

uu∗ = u∗u = 1A.

Con lo anterior, podemos definir la siguiente relación de equivalecia: dada una ∗-álgebraA y dos
proyecciones p, p′ ∈ A, escribiremos p ∼ p′ si y sólo si existe u ∈ A unitario tal que upu∗ = p′.
En tal caso diremos que p y p′ son unitariamente equivalentes.

Tenemos además la relación de equivalencia entre proyecciones dada por homotopı́a, similar
a la que mencionamos en la sección 2.3 del capı́tulo 1, aunque en este caso las proyecciones no
formen un grupo. Pediremos, sin embargo, a las homotopı́as α entre dos proyecciones que α(t) sea
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también una proyección en A para todo t ∈ [0, 1]. En las álgebras de matrices M∞(A) estas dos
relaciones coinciden (véase [10, capı́tulo 5]).

Además, dados p, q ∈ M∞(A), estos son matrices de tamaño finito, por lo que podemos obetener
otra matriz de tamaño finito mediante su suma directa diag(p, q) :=

(
p 0
0 q

)
. Más aún, tenemos que(

p 0
0 q

)2
=

(
p2 0
0 q2

)
=

(
p 0
0 q

)
=

(
p∗ 0
0 q∗

)
=

(
p 0
0 q

)∗
,

es decir que diag(p, q) ∈ M∞(A) es también una proyección. Con todo lo anterior podemos proce-
der a definir K0, al menos para C∗-álgebras con unidad.

Definición 3.2. SiA es una C∗-álgebra, llamaremos V(A) al conjunto de ∼-clases de equivalen-
cia de proyecciones enM∞(A∼).

Podemos asignar una estructura de monoide a V(A) con la suma dada por [p]+[q] := [diag(p, q)].

Definición 3.3. Sea A una C∗-álgebra con unidad. Denotamos por K0(A) a la completación de
Groethendieck del monoide V(A).

Ası́, los elementos de K0(A) son diferencias formales [p] − [q], con p y q proyecciones en
M∞(A) y donde las clases están dadas por equivalencia unitaria.

Teorema 3.4. Si B es un espacio compacto de Hausdorff, entonces K0(B) ' K0(C(B)), donde el
isomorfismo es inducido por el funtor Γ.

En otras palabras, las maneras de clasificar espacios topológicos y C∗-álgebras a través de haces
vectoriales y proyecciones de las que hemos hablado son perfectamente compatibles.

Por otro lado, sabemos del ejemplo 1.13 que C(B) es siempre una C∗-álgebra conmutativa con
unidad. No obstante, la construcción de K0(A) que acabamos de dar no cambia si la C∗-álgebra en
cuestión es no conmutativa. Por tanto, en virtud de los teoremas anteriores no es de extrañar que
se hable en ocasiones de dichos grupos como una teorı́a-K para haces vectoriales sobre espacios
topológicos no conmutativos.

La prueba de la siguiente proposición se sigue de [10, proposición 6.1.3].

Proposición 3.5. K0 es un funtor covariante de la categorı́a de C∗-álgebras con unidad a la de
grupos abelianos, que al ∗-homomorfismo ϕ : A → B asocia el homomorfismo (bien definido)
ϕ∗ : K0(A)→ K0(B) dado por ϕ∗([(pi j)]) = [(ϕ(pi j))].

Ejemplo 3.6. Como dos proyecciones en espacios de matrices finitas con coeficientes en C son
unitariamente equivalentes si y sólo si tienen el mismo rango, obtenemos que la función r : V(C)→
N ∪ {0} que a cada clase de equivalencia de proyecciones asocia su rango está bien definida y es
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biyectiva. Además, el rango de la suma directa de dos matrices es la suma de los rangos de los
sumandos, ası́ que r es un isomorfismo de monoides. Ası́, V(C) ' N ∪ {0}, de donde K0(C) ' Z es
generado por la clase de la matriz 1 ∈ C ' M1(C).

Para extender la definición del funtor K0 a la categorı́a de C∗-álgebras (no necesariamente con
unidad) consideremos el ∗-homomorfismo π : A∼ → C dado por la proyección sobre el segundo
sumando directo. En vista del ejemplo anterior nos es lı́cito escibir π∗ : K0(A∼)→ Z.

Definición 3.7. SiA es una C∗-álgebra sin unidad, definimos

K0(A) := ker π∗.

De este modo, tenemos que K0(A) es un subgrupo de K0(A∼). Más aún, según [10, proposición
6.2.2]:

Proposición 3.8. Para cada C∗-álgebra sin unidadA, la sucesión exacta escindida

0 A A∼ C 0.π

i

induce la siguiente sucesión exacta de grupos que se escinde:

0 K0(A) K0(A∼) Z 0,π∗

i∗

de donde se obtiene que K0(A∼) ' K0(A) ⊕ Z.

Aunque por fin hemos llegado a la primera de las definiciones principales de este trabajo, a partir
de ella el cálculo de grupos de la forma K0(A) es considerablemente difı́cil, amén de sumamente
engorroso. Por ello, pasamos ahora a considerar algunas de las propiedades del funtor K0 que nos
permitirán agilizar las cuentas, además de por su gran importancia teórica. Más adelante haremos
otro tanto para el funtor K1.

Nótese que si ϕ : A → B es un ∗-homomorfismo y ϕ∼ : A∼ → B∼ es su única extensión que
respeta la unidad, entonces ϕ∼∗ (K0(A)) ⊆ K0(B), por lo cual su restricción es un homomorfismo
entre K0(A) y K0(B) y lo denotaremos por ϕ∗. En [10, proposición 6.2.4] se halla la demostración
de la siguiente proposición.

Proposición 3.9. K0 es un funtor covariante de la categorı́a de C∗-álgebras a la de grupos abe-
lianos, que al ∗-homomorfismo ϕ : A → B asocia el homomorfismo (bien definido) ϕ∗ : K0(A) →
K0(B) dado por

ϕ∗([(pi j)] − [(qi j)]) = [(ϕ∼(pi j))] − [ϕ∼(qi j))].

La prueba del teorema anterior puede consultarse en [10, 6.2.4], mientras que las de los siguien-
tes dos teoremas se encuentran en [10, teorema 6.3.2] y [10, teorema 6.4.3] respectivamente.
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Teorema 3.10 (Semiexactitud de K0). Sea J un ideal en la C∗-álgebraA. Entonces, la sucesión
exacta

0 J A A/J 0i π

induce la sucesión exacta corta de grupos

K0(J) K0(A) K0(A/J).i∗ π∗

Teorema 3.11. Si ϕ0, ϕ1 : A → B son ∗-homomorfismos homotópicos, entonces ϕ0∗ = ϕ1∗.

Corolario 3.12. Toda equivalencia homotópica α : A → B entre C∗álgebras induce un iso-
morfismo α∗ : K0(A)→ K0(B)

Notemos que si {0} es la C∗-álgebra trivial, entonces {0}∼ ' C y el ∗-homomorfismo π es la
identidad en C, que induce el homomorfismo identidad en K0(C) ' Z. Luego, K0({0}) = ker(id∗) es
el grupo trivial {0}.

Corolario 3.13. SiA es una C∗-álgebra homotópicamente equivalente a C, entonces K0(A) '
Z.

K0 es un funtor continuo, en el siguiente sentido:

Proposición 3.14. Si (Ai,Φi j)I es un sistema dirigido de C∗-álgebras y lim
−−→

Ai es su lı́mite directo
(en el sentido de C∗-álgebras), entonces (K0(Ai),Φi j∗)I es un sistema dirigido de grupos y

K0(lim
−−→

Ai) ' lim
−−→

K0(Ai).

Proposición 3.15. SiA1 yA2 son C∗-álgebras, entonces

K0(A1 ⊕A2) ' K0(A1) ⊕ K0(A1),

por el isomorfismo π1 ⊕ π2, donde πi son las proyecciones canónicas (a1, a2) 7→ ai, i ∈ {1, 2}.

Para las pruebas de los anteriores dos teoremas, remitimos al lector a [10, proposición 6.2.9] y
[10, proposición 6.2.1].

Los siguientes conceptos serán necesarios para las secciones venideras; la suspensión nos será par-
ticularmente útil.

Definición 3.16. Sea A una C∗-álgebra. Definimos el cono de A y la suspensión de A como
CA := { f ∈ C([0, 1],A) : f (0) = 0} y SA := { f ∈ CA : f (1) = 0}, respectivamente.

Con la norma del supremo y las operaciones punto a punto, estos dos espacios devienen C∗-
álgebras.
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Ejemplo 3.17. Por supuesto, SC ' C0((0, 1)).

Proposición 3.18. Para toda C∗-álgebra, su cono CA es contráctil. Su suspensión lo será si A
lo es.

La demostración, en [10, proposición 6.4.7].

Lema 3.19. SiA es una C∗-álgebra, entonces la sucesión

0 SA CA A 0

dada por la inclusión de SA en CA y la evaluación en 1 de CA enA es exacta.

Lema 3.20. Si J es un ideal en la C∗-álgebra A, entonces S J es un ideal en SA y S (A/J) '
SA/S J.

En vista de la proposición 3.10 y el corolario 3.12 e inspirado en la Topologı́a Algebraica y par-
ticularmente en la teorı́a homológica clásica (véase [8] por ejemplo), no serı́a extraño que el lector
barrunte que lo que sigue es definir K-grupos de orden superior y sus respectivos homomorfismos
de conexión. Es decir, buscamos definir funtores homotópicamente invariantes Kn, para n ∈ Z, de
la categorı́a de C∗-álgebras en la de grupos abelianos de tal suerte que para cada C∗-álgebra y cada
ideal I enA la sucesión exacta

0 I A A/I 0

induce una sucesión exacta larga

· · · Kn+1(I) Kn+1(A) Kn+1(A/I) Kn(I) Kn(A) Kn(A/I) · · ·

Suponiendo que dichos funtores y homomorfismos son dados, se tendrá en particular, del lema
3.19, para cada C∗-álgebraA la sucesión exacta

K1(SA) K1(CA) K1(A) K0(SA) K0(CA) K0(A).

Por otro lado, de la proposición 3.18 tendremos que K1(CA) ' K0(CA) ' 0, es decir que

K1(A) K0(SA) es un isomorfismo. Iterando el argumento obtendremos que una manera

razonable de definir tales funtores es Kn(A) := K0(S nA). Esta definición es correcta y, aunque la
que daremos a continuación aparenta ser muy distinta, pronto veremos que ambas son equivalentes
(proposición 3.28).

Más adelante encontraremos que, para fortuna nuestra, la sucesión exacta larga correspondiente
es periódica, ya que, como establece el Teorema de Periodicidad de Bott, los funtores K0 y K0S 2
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son naturalmente isomorfos (véanse más abajo la sección 2 del presente capı́tulo y los teoremas
3.35 y 3.39).

2. K1 de una C∗-álgebra

Definición 3.21. Para cada C∗-álgebraA con unidad y n ∈ N, denotamos porUn(A) al conjunto
de elementos unitarios enMn(A).

Por supuesto,Un(A) es un grupo topológico con la multiplicación de matrices. Además, pode-
mos encajar, para cada n ∈ N, Un(A) en Un+1(A) mediante u 7→ diag(u, 1), que es un homomor-
fismo continuo. De ello obtenemos un sistema dirigidos de grupos topológicos, cuyo lı́mite directo
denotaremos porU∞(A).

Si u ∈ Un(A), denotaremos por diag(u, 1∞) a su imagen enU∞(A).

Ahora bien, de la sección 2.3, capı́tulo 1 sabemos que U∞(A)0, la componente arcoconexa de
la unidad 1∞ enU∞(A), es un subgrupo normal de éste.

Definición 3.22. SeaA una C∗-álgebra. Definimos

K1(A) := U∞(A∼)/U∞(A∼)0.

De la discusión en la sección recién citada sabemos que los elementos de K1(A) son clases de
homotopı́a en el espacio de matrices unitarias de la forma diag(u, 1∞), donde u es una matriz finita
unitaria con coeficientes enA∼. A estas clases las denotaremos por [u] simplemente, identificando
además u y diag(u, 1∞) enU∞(A∼).

El siguiente lema se demuestra en [10, proposición 4.2.9].

Lema 3.23. SiA es una C∗-álgebra, n ∈ N y u, v ∈ Un(A∼) entonces las matrices
( u 0

0 v
)
,
(

uv 0
0 1n

)
,( v 0

0 u
)

y
(

vu 0
0 1n

)
son homotópicas entre sı́ enU2n(A∼).

Ası́, la multiplicación que K1(A) tiene como cociente de un lı́mite directo de grupos equivale a
la suma directa de matrices y es, además, conmutativa. En otras palabras:

Proposición 3.24. SeaA una C∗-álgebra. Entonces, K1(A) es un grupo abeliano con el producto
(bien definido)

[u][v] := [uv] = [diag(u, v)],

con u, v ∈ Un(A∼).

Todo homomorfismo entre C∗-álgebras ϕ : A → B induce, de manera única, un homomorfismo
entreA∼ y B∼, que a su vez induce un único homomorfismo ϕ∼ entreU∞(A∼) yU∞(B∼) actuando
entrada a entrada. Tras componerlo con la función cociente asociada podemos asociar a ϕ un único
homomorfismo de grupos ϕ∗ : K1(A)→ K1(B) dado por [u] 7→ [ϕ∼(u)].
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Teorema 3.25. Con la asociación de morfismos recién descrita, K1 es un funtor covariante de
la categorı́a de las C∗-álgebras en la de grupos abelianos que satisface las propiedades de los
teoremas 3.10, 3.14 y 3.15, es decir que es semiexacto, continuo y aditivo.

La demostración del teorema anterior se halla en [10, 7.1.11, 7.1.7 y 7.1.12], mientras que la de
la proposición siguiente puede consultarse en [10, proposición 7.1.6].

Proposición 3.26. Las siguientes afirmaciones son verdaderas:

1. Dos ∗-homomorfismos homotópicos entre A y B inducen el mismo homomorfismo entre
K1(A) y K1(B).

2. Toda equivalencia homotópica entre C∗-álgebras induce un isomorfismo entre sus grupos
K1.

3. El grupo K1 de una C∗-álgebra retráctil es trivial.

Ejemplo 3.27. Como C ' {0}∼ y {0} es contráctil, tenemos que K1(C) = K1({0}) es trivial.

3. El Teorema de Periodicidad de Bott

El Teorema de Periodicidad de Bott (teorema 3.35) y la sucesión exacta de seis términos (teore-
ma 3.39) constituyen, con mucho, las herramientas más útiles y elegantes para calcular K-grupos,
y muestran que la teorı́a-K de C∗-álgebras se termina con la definición de K0 y K1.

La proposición que sigue, primer gran paso hacia el Teorema de Periodicidad de Bott, se de-
muestra en [10, teorema 7.2.5].

Proposición 3.28. Si A es una C∗-álgebra, entonces existe un isomorfismo θA : K1(A) →
K0(SA). Más aún, los funtores K1 y K0S son naturalmente isomorfos.

Lema 3.29. SeanA y B C∗-álgebras y α : A → B un ∗-homomorfismo sobreyectivo. Entonces,
existe un ∗-homomorfismo sobreyectivo α∼ : A∼ → B∼ tal que todo unitario en la componente
arcoconexa de la unidad en B∼ tiene una preimagen unitaria en la componente conexa de de la
unidad enA∼.

El lema anterior (demostrado en [10, Corolario 4.3.3]) junto con el lema 3.23 jugarán un papel
fundamental en la definición de uno de los homomorfismos que determinan la sucesión exacta de
seis términos que buscamos. Antes de pasar a aquélla requerimos la siguiente notación: escribire-
mos pn por la proyección diag(1n, 0k) enMn+k(A∼), donde n, k ∈ N yA es una C∗-álgebra.

Definición 3.30. Sea J un ideal en la C∗-álgebra A. Definimos δ : K1(A/J) → K0(J) de la
siguiente forma: Si [u] ∈ K1(A/J) con u ∈ Un(A∼/J), sea v una preimagen unitaria de diag(u, u∗)
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enU2n(A∼) con el morfismo inducido por el ∗-homomorfismo cociente π : A → A/J. Bajo dichas
condiciones,

δ([u]) := [vpnv∗] − [pn].

Como diag(u, u∗) es un elemento unitario en la componente arcoconexa de la unidad enU2n(A∼)
(ver el corolario 3.23), el lema anterior garantiza la existencia de un tal v.

Comprobar que vpnv∗ es una proyección es un cálculo rutinario. Veamos que si, en un abuso de
notación, denotamos por πJ : U2n(A∼)→Un(A∼/J) al homomorfismo inducido por πJ, entonces

πJ(vpnv∗) = diag(u, u∗)pn diag(u∗, u) = diag(u, u∗) diag(1n, 0n) diag(u∗, u′∗)

= diag(u, u∗) diag(u∗, 0n) = diag(uu∗, 0n) = diag(1n, 0n) = pn ∈ M2n(C),

es decir que vpnv∗ tiene entradas en J∼, por lo que es un elemento de K0(J∼). En caso de que J
no posea unidad, nótese que si πC es el ∗-homomorfismo entre espacios de matrices inducido por
el ∗-homomorfismo cociente de J∼ en C entonces, dado que v es unitario y por ende πC(vpnv∗)
y πC(pn) tienen el mismo rango, se tiene que [vpnv∗] − [pn] ∈ ker πC∗ = K0(J), donde πC∗ es el
homomorfismo inducido entre K0(J∼) y K0(C) ' Z.

Proposición 3.31. δ está bien definido y es un homomorfismo de grupos.

Lo anterior se halla demostrado en [10, proposición 8.1.3]. La siguiente proposición, en [10,
capı́tulo 9].

Proposición 3.32. Para toda C∗-álgebra A existe un isomorfismo βA : K0(A) → K1(SA), que
llamamos el mapeo de Bott, dado por [p] − [q] 7→ [ fp f ∗q ], donde fp(z) := zp + 1n − p para cada
z ∈ S1, con p una proyección de tamaño n. Más aún, esto define una transformación natural entre
los funtores K0 y K1S .

Ejemplo 3.33. Como D es isomorfo a (0, 1) × (0, 1), se tiene que C0(D) ' C0((0, 1) × (0, 1)).
Por otro lado, C0((0, 1) × (0, 1)) ' S C0(0, 1) mediante el ∗-isomorfismo f 7→ f̂ para cada f ∈
C0((0, 1) × (0, 1)), donde f̂ (s) está dado por t 7→ f (s, t) para cada t, s ∈ (0, 1).

Ası́, gracias a las proposiciones 3.32 y 3.28, y recordando los ejemplos 3.17 y 3.6, podemos
calcular K0(C0(D)) ' K0(S C0((0, 1))) ' K1(C0((0, 1))) ' K1(SC) ' K0(C) ' Z. Similarmente del
ejemplo 3.27, K1(C0(D)) ' K1(C) ' {0}.

Ejemplo 3.34. Como aplicación del mapeo de Bott daremos una descripción completa de K1(C(S1)).
Del teorema anterior y el ejemplo 3.6 sabemos que la clase de homotopı́a del unitario f1 dado por
f1(z) = z1 + 1 − 1 = z = idS1(z), esto es, id1

S, genera a K1(C(S1)) ' K1(SC) ' K0(C), es decir que

K1(C(S1)) = {[idn
S1] : n ∈ Z},
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donde, por como definimos la multiplicación en C(S1), se tiene que idn
S1(z) = zn para cada z ∈ S1.

Compárese lo anterior con el cálculo clásico del grupo fundamental de S1.

De las proposiciones 3.28 y 3.32 obtenemos el teorema que da nombre a este capı́tulo.

Teorema 3.35 (Periodicidad de Bott). Para cada C∗álgebra A, Ki(S 2A) ' Ki(A), para i ∈
{0, 1}. De hecho, estos funtores son naturalmente isomorfos.

Este teorema, como se habı́a dicho antes, nos excusa de definir K-grupos de orden mayor a 1
que encajen en una sucesión exacta larga; ello se hace patente en el siguiente teorema, para llegar al
cual necesitamos definir un homomorfismo más. Antes de eso enunciaremos un lema cuya prueba
se encuentra en [10, proposición 6.2.7]. A su vez, el lema requiere de un breve comentario:

Dados una C∗-álgebra A y a ∈ A, se tiene que, para cada n ∈ N,
∑n

i=0‖a
n/n!‖ 6

∑n
i=0‖a‖

n/n!, y
la última sucesión es creciente y acotada por e‖a‖, es decir que la serie

∑∞
i=0 an/n! es absolutamente

convergente y por ende convergente enA, puesA es completo. Denotamos al lı́mite de dicha serie
enA por ea.

Lema 3.36. Si A es una C∗-álgebra entonces para cada κ ∈ K0(A) existen k, n ∈ N ∪ {0} con
n 6 k y p ∈ Mk(A∼) tales que κ = [p] − [pn].

Definición 3.37. Sean A una C∗-álgebra y J un ideal en A. Entonces, definimos el homomor-
fismo exponencial exp : K0(A/J)→ K1(J) por

exp([p] − [pn]) := [e−2πix],

donde x ∈ M∞(A) es una preimagen de p bajo πJ tal que x = x∗.

Para la prueba de la siguiente proposición puede consultarse [10, ejercicio 9.E].

Proposición 3.38. El homomorfismo exponencial es de hecho un homomorfismo de grupos (bien
definido).

Por fin, arribamos a nuestro teorema estelar. Su demostración puede leerse en [10, teorema
9.3.2]:

Teorema 3.39. Sea J un ideal en la C∗-álgebraA. Entonces, la siguiente sucesión periódica es
exacta:

K0(J) K0(A) K0(A/J)

K1(A/J) K1(A) K1(J)

i∗ π∗

expδ

π∗ i∗
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Como primer aplicación de la periodicidad de Bott, daremos una fórmula explı́cita para el ge-
nerador de K0(C0(D)) ' Z (ver ejemplo 3.33).

Ejemplo 3.40. Consideremos el ∗-homomorfismo sobreyectivo

ϕ : C(D̄)→ C(S1), f 7→ f�S1

cuyo kernel son todas las funciones continuas de D̄ en C que se anulan en la frontera. Podemos
identificar de manera obvia a este ideal con C0(D), obteniendo ası́ la sucesión exacta

K0(C0(D)) K0(C(D)) K0(C(S1))

K1(C(S1)) K1(C(D)) K1(C0(D)).

Del ejemplo 3.33 tenemos que K1(C0(D)) es el grupo trivial, de donde concluimos que el ho-
momorfismo K0(C(D)) → K0(C(S1)) es sobre. Además, del corolario 3.13 y el ejemplo 1.20
sabemos que K0(C(D)) ' Z; por otro lado y una vez más en vista del ejemplo 3.33, se ob-
tiene que K1(C(S1)) ' K1(C((0, 1))∼) = K1(C((0, 1))) ' Z, y como todo homomorfismo so-
breyectivo de Z en Z es un isomorfismo se concluye que K0(C(D)) → K0(C(S1)) es inyecti-
vo y por ende K0(C0(D)) → K0(C(D)) es el homomorfismo 0. Como además de la proposi-
ción 3.26 y los ejemplos 1.20 y 3.27 se tiene que K1(C(D)) es el grupo trivial, concluimos que

K1(C(S1)) K0(C0(D))δ es un isomorfismo.

Para hacer, en lo sucesivo, la notación más amigable conviene denotar a la función identidad en
S1 como u de modo que para cada n ∈ N ∪ {0} y λ ∈ S1 se tiene que un(λ) = λn, por definición de
la C∗-álgebra C(S1). Similarmente denotaremos por z a la función identidad en C(D). Ası́, en vista
del ejemplo 3.34, para conocer K0(C0(D)) no queda sino calcular δ([un

S1]) para n ∈ Z.

Para n ∈ N ∪ {0}, un cálculo rutinario muestra que la matriz con entradas en C(D) dada por zn −
√

1 − |z|2n√
1 − |z|2n zn


es unitaria. Además, es claro que su imagen bajo ϕ es la matriz

(
un 0
0 un

)
. Como zn −

√
1 − |z|2n√

1 − |z|2n zn

 1 0
0 0

  zn
√

1 − |z|2n

−
√

1 − |z|2n zn

 =

 |z|2n zn
√

1 − |z|2n

zn
√

1 − |z|2n 1 − |z|2n

 ,
de la definición de δ obtenemos que

δ([un
S1]) =

 |z|2n zn
√

1 − |z|2n

zn
√

1 − |z|2n 1 − |z|2n

 − 1 0
0 0

 ,
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y, análogamente,

δ([u−n
S1 ]) =

 |z|2n zn
√

1 − |z|2n

zn
√

1 − |z|2n 1 − |z|2n

 − 1 0
0 0

 .
Ası́, de la discusión anterior es claro que

K0(C0(D)) =


 |z|2n zn

√
1 − |z|2n

zn
√

1 − |z|2n 1 − |z|2n

 − 1 0
0 0

 : n ∈ N ∪ {0}


⋃

 |z|2n zn
√

1 − |z|2n

zn
√

1 − |z|2n 1 − |z|2n

 − 1 0
0 0

 : n ∈ N

 ,
con generador

δ([u]) =

 |z|2 z
√

1 − |z|2

z
√

1 − |z|2 1 − |z|2

 − 1 0
0 0

 .





Capı́tulo 4

Teorı́a-K de superficies compactas

En esta sección emplearemos la maquinaria teórica desarrollada hasta aquı́ para calcular la
teorı́a-K de superficies compactas. Para la definición de la suma conexa y una discusión más deta-
llada sobre clasificación de superficies referimos al lector a [1, capı́tulos 7 y 8].

Comenzamos con las definiciones de rigor.

Definición 4.1. Una superficie es una 2-variedad topológica, esto es, un espacio topológico de
Hausdorff tal que todo punto tiene una vecindad homeomorfa a R2.

En particular, nuestra definición excluye la existencia de fronteras, es decir, de puntos con ve-
cindades homeomorfas a un semiplano.

Como ejemplos de superficies tenemos a la esfera S2, el toro S1 × S1, el plano proyectivo real
RP2 y la botella de Klein, siendo orientables las primeras dos, a diferencia de las restantes.

Ahora bien, es sabido que dada una orientación en la frontera del cuadrado [0, 1] × [0, 1] puede
obtenerse el toro como cociente identificando sus lados opuestos tomados en sentidos opuestos. Co-
mo el cuadrado es homeomorfo al disco D̄, puede verse al toro como un cociente de éste, pegando
los arcos de la frontera como se indica en la figura 1, que simbolizamos por αβα−1β−1.

�

β−1

α

β

α−1 α

β

α−1

β−1

Figura 1. El toro como un cociente de D̄.

Por supuesto pueden obtenerse otras superficies con este proceso, subdividiendo el cı́rculo en
más arcos que posteriormente han de identificarse dada cierta orientación. Por ejemplo, los sı́mbo-
los α1β1α

−1
1 β

−1
1 α2β2α

−1
2 β

−1
2 · · ·αnβnα

−1
n β

−1
n y α1α1α2α2 · · ·αnαn representan al disco con la frontera

35



36 4. TEORÍA-K DE SUPERFICIES COMPACTAS

dividida y orientada según la figura 2 y que, tras la identificación, resultan homeomorfos a la suma
conexa de n toros y a la suma conexa de n planos proyectivos, respectivamente. Después de todo,
no son sino sucesiones de arcos similares a los del toro en un caso y a los del plano proyectivo en
el otro.

αn

βn

α−1
n

β−1
n

α1

β1

α−1
1

β−1
1α2

β2

α−1
2

β−1
2

αn−1

αn−1

αn

αn

α1

α1

α2

α2α3
α3

α4

α4

Figura 2. Suma conexa de n toros (izquierda) ó n planos proyectivos (derecha),
representadas como espacios cociente de D̄.

De hecho, se tiene el siguiente resultado, siendo un teorema de clasificación topológica de pri-
mer importancia.

Teorema 4.2. Toda superficie conexa y compacta es homeomorfa a una y sólo una de las si-
guientes opciones:

1. La esfera S2,
2. La suma conexa finita de n toros, ó
3. La suma conexa de n planos proyectivos reales,

para algún n ∈ N. Los primeros dos casos corresponden a las superficies orientables y el segundo
a las no orientables.

Además, en los últimos dos casos dicha suma puede obtenerse de un cociente del disco D̄ dado
por la composición de arcos α1β1α

−1
1 β

−1
1 α2β2α

−1
2 β

−1
2 · · ·αnβnα

−1
n β

−1
n en el segundo caso y por el

sı́mbolo α1α1α2α2 · · ·αnαn en el tercero, representados en la figura 2 respectivamente. A n se le
conoce como el género de la superficie, y se define como 0 el género de la esfera.

Finalmente, dos superficies de género distinto no son homeomorfas.
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Referimos al lector interesado en la prueba y discusión de este resultado en su versión poligonal
a [4, capı́tulo 17, secciones a y b]. A una representación tal la llamaremos una representación
normal de la superficie en cuestión.

De este modo y en vista del teorema 3.4, para calcular la teorı́a-K de haces vectoriales sobre
una superficie compacta y conexa X basta estudiar la teorı́a-K de la C∗-álgebra C(X), que por el
teorema anterior es isomorfa a la C∗-subálgebra de C(D̄) consistente de las funciones que identifi-
can los puntos del cı́rculo según las indicaciones de una representación normal de X. Primeramente
asumiremos que X es orientable y más adelante indicaremos cual es la diferencia con el otro caso
en la discusión que sigue. Es decir que, salvo un ∗-isomorfismo,

C(X) = { f ∈ C(D̄) : f ◦ α j = f ◦ α−1
j , f ◦ β j = f ◦ β−1

j , j ∈ {1, ..., n}},

donde α j, α
−1
j , β j, β

−1
j : [0, 1] → S1 son parametrizaciones continuas e inyectivas de los arcos en la

representación normal de X dada por la figura 2. Para efectos prácticos podemos asumir que para
cada t ∈ [0, 1] y j ∈ {1, ..., n}

α j(t) = eiπ(t+4 j−4)/2n, α−1
j (t) = eiπ(4 j−1−t)/2n, β j(t) = eiπ(t+4 j−3)/2n y β−1

j (t) = eiπ(4 j−t)/2n.

Buscando una sucesión exacta, retomemos el ∗-homomorfismo ϕ del ejemplo 3.40. Es claro que
C0(D) ⊆ C(X), de modo que de ϕ�C(X) obtenemos la sucesión exacta

0 C0(D) C(X) ϕ(C(X)) 0,

que a su vez nos da la sucesión exacta

K0(C0(D)) K0(C(X)) K0(ϕ(C(X)))

K1(ϕ(C(X))) K1(C(X)) K1(C0(D)).

Afirmamos que

(0.1) ϕ(C(X)) = {g ∈ C(S1) : g ◦ α j = g ◦ α−1
j , g ◦ β j = g ◦ β−1

j , j ∈ {1, ..., n}}.

La contención de izquierda a derecha es obvia. Para la restante sólo hay que observar que, dada
g ∈ C(S1) tal que g ◦ α j = g ◦ α−1

j y g ◦ β j = g ◦ β−1
j para cada j ∈ {1, ..., n}, la función ĝ dada

por ĝ(rz) := rg(z) para r ∈ [0, 1] y z ∈ S1 es una preimagen de g bajo ϕ que además extiende a g
y por tanto respeta la manera de identificar que dicta la representación normal de X. Esto concluye
nuestra afirmación.
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Afirmamos ahora que ϕ(C(X)) ' C(
∨2n

j=1 S
1), donde ∨ representa, como es usual, la unión de

espacios topológicos punteados identificando sus puntos bases (en este caso consideramos al 1
como punto base de S1), es decir,

∨2n
j=1 S

1 = ⊕2n
j=1S

1 × { j}/ ∼,

donde (1, j) ∼ (1, k) para cada j, k ∈ {1, ..., 2n}.

Ello es fácil de ver intuitivamente: siguiendo las reglas de identificación de la representación
normal de X no es difı́cil percatarse de que todos los puntos que dividen a S1 son a la postre identi-
ficados a uno sólo en X, digamos p. Por tanto, haciendo dicha identificación en la frontera de nuestra
representación normal obtenemos 4n copias de S1 pegadas en un único punto y parametrizadas por
nuestras α j, β j, α

−1
j , β−1

j . Por otro lado, el valor de cada función continua en las 4n copias de S1

está únicamente determinado por su valor en 2n de esas copias, ya que en los S1 parametrizados
por α−1

j estará dada por la fórmula f ◦ α−1
j = f ◦ α j, y similarmente para los β j.

De manera más concisa, Φ : C(
∨2n

i=1 S
1)→ ϕ(C(X)) con

Φ f (α j(t)) = Φ f (α−1
j (t)) = f ((e2iπt, j)),

Φ f (β j(t)) = Φ f (β−1
j (t)) = f ((e2iπt, j + n))

para cada t ∈ [0, 1] y j ∈ {1, ..., n} es un ∗-isomorfismo, que induce por ende isomorfismos entre
Ki(C(

∨2n
j=1 S

1)) y Ki((ϕ(C(X))), i ∈ {0, 1}.

Por otra parte,
∨2n

j=1 S
1 es isomorfo a la compactación por un punto de la suma topológica

⊕2n
j=1(0, 1), es decir, la unión disjunta de espacios topológicos en que cada uno de ellos es abier-

to. Si a esto aunamos el ejemplo 1.17, podemos se concluye que C(
∨2n

j=1 S
1) ' C0(⊕2n

j=1(0, 1))∼.
Como además se tiene que C0(⊕2n

j=1(0, 1)) ' ⊕2n
j=1C0((0, 1)), tenemos, por las proposiciones 3.8,

3.15 y 3.28, más los ejemplos 3.17 y 3.27 que

K0(ϕ(C(X))) ' K0((C(
∨2n

j=1 S
1)) ' K0(C0(⊕2n

j=1(0, 1))∼) ' K0(C0(⊕2n
j=1(0, 1))) ⊕ Z

' ⊕2n
j=1K0(C0((0, 1))) ⊕ Z ' ⊕2n

j=1K0(SC) ⊕ Z ' ⊕2n
j=1K1(C) ⊕ Z ' Z.

También, de las proposiciones 3.25 y 3.32, junto con los ejemplos 3.6 y 3.17 obtenemos

K1(ϕ(C(X))) ' K1(C(
∨2n

j=1 S
1)) ' K1(C0(⊕2n

j=1(0, 1))∼) = K1(⊕2n
j=1C0((0, 1)))

(?) ' ⊕2n
j=1K1(C0((0, 1))) ' ⊕2n

j=1K1(SC) ' ⊕2n
j=1K0(C) ' ⊕2n

j=1Z.

Lo anterior y el ejemplo 3.33 transforman nuestra sucesión exacta de seis términos en la sucesión
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(∗)

Z K0(C(X)) Z

⊕2n
j=1Z K1(C(X)) 0.

A continuación calcularemos el homomorfismo δ asociado a esta sucesión, subrayando que es ϕ
quien hace las veces de πJ en este caso. Comencemos notando que los generadores de K0(⊕2n

j=1C) '
⊕2n

j=1K0(C) ' ⊕2n
i=1Z son las proyecciones triviales en ⊕2n

j=1C, es decir las 2n-adas e j de (clases de
homotopı́a de) matrices de 1× 1, con un 1 en la coordenada j y ceros en el resto, para j 6 2n. Es la
cadena de isomorfismos inmediatamente anterior estas 2n-adas son enviadas por el mapeo de Bott
a los generadores de ⊕2n

j=1K1(SC) ' K1(C(
∨2n

j=1 S
1)), dados entonces por las (clases de homotopı́a

de) 2n-adas F j de matrices de 1 × 1 con coordenada j-ésima f j y el elemento neutro de K1(SC) en
el resto, donde f j está dado por z 7→ z1 + 1 − 1, es decir, f j = idS1 para cada j 6 2n. O sea que F j

es (z, j) 7→ z en S1 × { j} y constante 1 en el resto de las copias de S1.

Ası́, para calcular δ basta conocer sus valores en Φ∗[F j] = [ΦF j], cuyo comportamiento ana-
lizaremos más adelante. Para hacer más clara la exposición que sigue estableceremos un poco de
notación, además de seguir la convenida en ejemplo 3.40. Abreviaremos ΦF j como Φ j, además de
denotar por r al módulo complejo sobre el disco, es decir, r(λ) = |λ| para cada λ ∈ D. También,
dados f ∈ C(S1) y n ∈ N, rn f denotará a su extensión continua al disco dada por ρλ 7→ ρn f (λ) para
cada ρ ∈ [0, 1] y λ ∈ S1. En particular se tiene que ϕ(rn f ) = f para cada f ∈ C(S1).

Para j ∈ {1, ..., 2n} definimos

v :=

 rΦ j −
√

1 − r2

√
1 − r2 rΦ j

 ,
de modo tal que

v∗v =

 rΦ j

√
1 − r2

−
√

1 − r2 rΦ j

  rΦ j −
√

1 − r2
√

1 − r2 rΦ j


=

r2Φ jΦ j + 1 − r2 0
0 r2Φ jΦ j + 1 − r2

 =

1 0
0 1

 ,
pues Φ j es una función unitaria, es decir, en todo punto tiene norma 1. Análogamente se obtiene
que vv∗ = 12, es decir que v es unitaria. Como además es claramente una preimagen de diag(Φ j,Φ j)
bajo el homomorfismo inducido por ϕ en las matrices y

vp1v∗ =

 r2 rΦ j

√
1 − r2

rΦ j

√
1 − r2 1 − r2

 ,
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se tiene de la definición 3.30 que

(0.2) δ([Φ j]) =

 r2 rΦ j

√
1 − r2

rΦ j

√
1 − r2 1 − r2

 − 1 0
0 0

 .
Asumamos, sin perder generalidad, que j 6 n. Como vimos antes, F j es una función unitaria de∨2n

j=1 S
1 en C que en S1 × { j} es la identidad y en el resto la constante 1. Entonces, por definición

de Φ j, Φ j(α j(t)) = Φ j(α−1
j (t)) = F j((e2iπt, j)) = e2iπt, para cada t ∈ [0, 1], mientras que en el resto

de S1 Φ j es constante 1. Es decir que al recorrer el arco α j en la frontera de la representación
normal de X, da una vuelta en dirección levógira a S y una en dirección dextrógira al recorrer el
arco α−1

j , mientras que en el resto de arcos permanece estacionaria. Podemos concluir, según un
bonito resultado de la Topologı́a Algebraica ([8, teorema 3.16]), que F j es, como función continua
de S1 en S1, homotópica a la función constante 1, que denotaremos simplemente por 1. Si γt es una
homotopı́a de funciones continuas de S1 en S1 con γ0 = F j y γ1 = 1, definimos para cada t ∈ [0, 1]

γt :=

 r2 rγt

√
1 − r2

rγt

√
1 − r2 1 − r2


Como γt : S1 → S1 es unitaria para cada t ∈ [0, 1], un cálculo análogo al de γ0 = vp2v∗ sirve

para ver que γt es una proyección para cada t ∈ [0, 1]. Es decir que γt es una homotopı́a entre
γ0 = vp2v∗ y

γ1 =

 |z|2 |z|
√

1 − |z|2

|z|
√

1 − |z|2 1 − |z|2

 .
Como los mismos argumentos de arriba muestran que

δ([1]) =

 |z|2 |z|
√

1 − |z|2

|z|
√

1 − |z|2 1 − |z|2

 − 1 0
0 0

 ,
concluimos que δ([Φi]) = δ([1]). Pero [1] es el elemto neutro de K1(ϕ(C(X))) y δ es un homo-
morfismo, de donde obtenemos que δ es 0 en los generadores de su dominio y por tanto es el
homomorfismo 0. Ahora podemos reescribir nuestra sucesión periódica (∗) con dos sucesiones
exactas:

0 Z K0(C(X)) Z 0

0 K1(C(X)) ⊕2n
i=1Z 0.

La primera de ellas se escinde (considérese el homomorfismo dado por enviar al generador de Z en
la unidad de K0(C(X))). Por lo tanto, se concluye que

K0(C(X)) ' Z ⊕ Z y
K1(C(X)) ' ⊕2n

i=1Z,
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donde X es una superficie orientable de género n.

Pasamos ahora al caso en que X es una superficie compacta no orientable de género n, para lo
cual definimos, para cada j ∈ {1, ..., n} y t ∈ [0, 1],

α j1(t) = eiπ(t+2 j−2)/n y α j2(t) = eiπ(t+2 j−1)/n

donde α j1 es por supuesto el primer arco indexado por α j en la representación normal de X y α j2 el
segundo, en dirección levógira.

Ası́, con argumentos del todo análogos a los que usamos en el caso anterior se puede concluir
que

ϕ(C(X)) = { f ∈ C(S1) : f ◦ α j1 = f ◦ α j2, j ∈ {1, ..., n}} ' C(
∨n

j=1 S
1)

mediante el ∗-isomorfismo Ψ : C(
∨n

j=1 S
1)→ ϕ(C(X)) tal que

Ψ f (α j1(t)) = Ψ f (α j2(t)) = f ((e2iπt, j))

y por tanto K1(ϕ(C(X))) ' ⊕n
j=1Z, repitiendo los cálculos de (?).

Repasando los argumentos que usamos antes podemos notar que, con estas salvedades, toda la
discusión del caso orientable hasta antes del cálculo de δ funciona análogamente para superficies
no orientables.

Nuevamente calcularemos δ en los generadores Ψ∗[F j] = [ΨF j] de K1(C(
∨n

j=1 S
1)), donde F j

significa lo mismo que antes, la función identidad en S1 × { j} y constante 1 en el resto de
∨n

k=1 S
1.

Escribiendo Ψ j := ΨF j, consideraremos esta vez la extensión r2Ψ j de Ψ j a todo D, por razones que
se verán más adelante. Ası́, cálculos similares a los del caso anterior nos permiten concluir que

δ([Ψ j]) =

 r4 r2Ψ j

√
1 − r4

r2Ψ j

√
1 − r4 1 − r4

 − 1 0
0 0

 .
La diferencia fundamental con el caso orientable estriba en el ı́ndice de los generadores de K1(

∨n
j=1 S

1)
cuando a través de Ψ los vemos como funciones continuas de S1 en S1:

De la definición de Ψ tenemos que Ψ j(α j1(t)) = Ψ j(α j2(t)) = F j(e2iπt, j) = e2iπt para cada
t ∈ [0, 1], mientras que en el resto de S1 Ψ j es constante 1. Es decir que Ψ j, al recorrer el arco α j1

en la frontera de la representación normal de X, da una vuelta en dirección levógira a S y otra en la
misma dirección al recorrer el arco α j2, mientras que en el resto de arcos permanece estacionaria.
Esta vez obtenemos de la topologı́a algebraica básica ([8, teorema 3.16]) que Ψ j es, como función
continua de S1 en S1, homotópica a u2, es decir a λ 7→ λ2.

Si ahora γt es una homotopı́a de funciones continuas de S1 en S1 tal que γ0 = Ψ j y γ1 = u2,
obtenemos que

γt =

 r4 r2γt

√
1 − r4

r2γt

√
1 − r4 1 − r4
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es una homotopı́a entre  r4 r2Ψ j

√
1 − r4

r2Ψ j

√
1 − r4 1 − r4


y  r4 r2u2

√
1 − r4

r2u2
√

1 − r4 1 − r4

 .
Si ahora escribimos la última matriz como |z|4 z2

√
1 − |z|4

z2
√

1 − |z|4 1 − |z|4


concluimos que

δ(Ψ∗[F j]) =

 |z|4 z2
√

1 − |z|4

z2
√

1 − |z|4 1 − |z|4

 − 1 0
0 0


para cada j ∈ {1, ..., n}, es decir que δ(K1(C(

∨n
i=1 S

1))) es el subgrupo de K0(C0(D)) generado por
dicha diferencia. Ası́, tras un vistazo al ejemplo 3.40 obtenemos el siguiente diagrama conmutativo:

K1(C(
∨n

i=1 S
1)) K0(C0(D))

⊕n
i=1Z Z,

δ

d

donde las flechas verticales son isomorfismos y d está dado por

(a1, a2, · · · , an) 7→ 2(a1 + a2 + · · · + an).

En particular, im(d) = 2Z, de modo que de nuestra sucesión de seis términos obtenemos las suce-
siones exactas

0 Z/2Z K0(C(X)) Z 0

y

0 K1(C(X)) ⊕n
i=1Z 2Z ' Z 0

que se escinden, pues siempre existe un homomorfismo Z→ K0(C(X)) (ó 2Z→ ⊕n
i=1Z) que manda

al generador del grupo cı́clico infinito en una preimagen suya bajo K0(C(X))→ Z (ó ⊕n
i=1Z→ 2Z).

De la segunda sucesión obtenemos que ⊕n
i=1Z ' K1(C(X)) ⊕ Z. Por resultados estándar de la Teorı́a

de Grupos (ver [9, teoremas 10.20 y 11.44]) sabemos que ello, junto con la primer sucesión, implica

K0(C(X)) ' Z ⊕ Z/2Z y
K1(C(X)) ' ⊕n−1

i=1 Z.

En virtud del teorema 4.2, para conocer la teorı́a-K de toda superficie compacta y conexa sólo
nos resta calcular la de S2. Ello es sencillo, pues S2 es homeomorfo a la compactación por un punto
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de D, por lo cual C(S2) ' C0(D)∼ como se vio en el ejemplo 1.17, de modo que de la sucesión
exacta

0 C0(D) C(S2) C 0

y de los ejemplos 3.6 y 3.40 obtenemos la sucesión exacta

Z K0(C(S2)) Z

0 K1(C(S2)) 0.

Como ya se argumentó antes, la sucesión exacta del primer renglón se escinde, de modo que
obtenemos que

K0(C(S2) ' Z ⊕ Z y K1(C(S2)) ' 0.

Por lo anterior, si convenimos que ⊕0
i=1Z es el grupo trivial, podemos resumir los resultados de

este capı́tulo en el siguiente

Teorema 4.3. Sea X una superficie compacta y conexa. Las siguientes afirmaciones son verda-
deras.

1. Si X es orientable y de género n ∈ N ∪ {0} entonces

K0(C(X)) ' Z ⊕ Z y K1(C(X)) ' ⊕2n
i=1Z.

2. Si X es no orientable y de género n ∈ N entonces

K0(C(X)) ' Z ⊕ Z/2Z y K1(C(X)) ' ⊕n−1
i=1 Z.

Ası́, dada una superficie, de su grupo K0 podemos averiguar si es o no orientable, mientras que
de su grupo K1 conoceremos su género. Esto, combinado con el teorema 4.2, se traduce en:

Corolario 4.4. Si X e Y son superficies compactas y conexas tales que Ki(C(X)) ' Ki(C(Y))
para i ∈ {0, 1} entonces son homeomorfas.

Ası́, los K-grupos son invariantes que determinan por completo una superficie compacta hasta
isomorfismo. De ahı́ que el teorema anterior pueda verse como una clasificación completa de las
superficies compactas desde el punto de vista de la teorı́a-K, alternativa a la tradicional dada por el
grupo fundamental (véase [1, sección 7.5]).
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