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Resumen

En esta tesis presento una forma sistematica para calcular la ecuacién de
Boltzmann discretizada en variedades Riemannianas a través de la proyeccion
en los polinomios de Hermite. La funcién de distribucidn es calculada explici-
tamente para orden uno, dos y tres en los polinomios de Hermite asi como el
término de la fuerza hasta segundo orden. A modo de ejemplo se implementa
la formulacion para el caso de una esfera.

Palabras Clave— M¢étodos Numericos, LBM, Fluidos en Variedades, Ecua-
ci6n de Boltzmann.






Abstract

In this thesis I present a systematic way to compute the discretized Boltz-
mann equation in any almost arbitrary Riemannian manifold. The distribution
function is truncated up to third order in Hermite polynomials and the force
term is truncated up to second order. As an example I implement this formula-
tion in the case of a sphere.

Palabras Clave— Numerical Methods, Lattice Boltzmann Method, Fluid
Mechanics on Manifolds, Boltzmann Equation.
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Capitulo 1

Introduccion

El método de malla de Boltzmann, LBM por sus siglas en inglés, es un método compu-
tacional para resolver problemas de mecéanica de fluidos el cual fue implementado exitosa-
mente por primera vez en Frish et al. [1]. Surge como una manera alternativa de estudiar
fluidos donde en vez de resolver numéricamente las ecuaciones de Navier-Stokes se re-
suelve la ecuacion de Boltzmann y las variables hidrodindmicas son calculadas como los
momentos de la funcion de distribucion.

En la naturaleza aparecen frecuentemente problemas de dindmica de fluidos en espacios
curvos. Por ejemplo, si se desea estudiar el clima de la Tierra se necesitan resolver las
ecuaciones de Navier-Stokes sobre la superficie terrestre. En astrofisica existen sistemas
que involucran fluidos que pueden ser o no relativistas sobre un espacio-tiempo curvo,
por ejemplo, agujeros negros supermasivos acretando materia en el centro de galaxias tipo
Via Lactea. En microbiologia existen las bicapas lipidicas la cuales recubren células y sus
estructuras internas. Las bicapas lipidicas son comunmente modeladas como un fluido dos
dimensional sobre superficies curvas [2] de acuerdo a las ecuaciones de Navier-Stokes en
variedades curvas [3].

En esta tesis presento una forma sistemadtica de calcular la forma de la funcién de equi-
librio para variedades Riemannianas arbitrarias. La tesis estd organizada como sigue. En
el capitulo 2 se introducen los conceptos principales de la fisica de fluidos asi como de
la teoria cinética escenciales para el desarrollo del método de malla de Boltzmann. En el
capitulo 3 desarrollo toda la teoira estandard de LBM para procesos isotérmicos. Se pre-
senta de forma explicita como discretizar la ecuacién de Boltzmann en el tiempo y en el
espacio de momentos asi como una pequefia discusion sobre la interpretacion correcta de
la velocidad del sonido. Ademds calculo de manera explicita la forma para la funcién de
distribucién para el caso de la malla hexagonal de siete velocidades que fue de las primeras
en presentarse histéricamente. Después presento una forma sistematica para calcular la for-
ma de la funcidén de distribucién en D dimensiones y N velocidades. La discretizacion en el
espacio de momentos se hace a través de la proyeccion de la ecuacion de Boltzman en los
polinomios de Hermite similar a la presentada en [4]. Se presentan tres problemas clasicos
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14 Capitulo 1. Introduccion

como complemento, el flujo de Couette, el flujo de Poiseuille y el flujo de Couette de una
cavidad cuadrada. En el capitulo 4 doy una pequeiia revision de geometria diferencial esen-
ciales para poder extender el método de malla de Boltzmann a variedades Riemannianas.
Se calculan la forma explicita de la funcién de distribucion a primer, segudo y tercer orden
en los polinomios de Hermite asi como la forma del término de la fuerza a segundo orden.
Finalmente implemento la formulacién presentada para la simulacion de un fluido sobre
una esfera.



Capitulo 2

Hidrodinamica y Teoria Cinética

2.1. Navier-Stokes y el medio continuo

La dindmica de fluidos es el campo que estudia el movimiento de los fluidos (liquidos
y gases). Dado que los fendémenos asociados a la dindmica de fluidos son macroscépicos es
necesario tratar al fluido como un medio continuo. Es decir, se asume que dado un elemento
de fluido, éste es lo suficientemente pequefio respecto al tamafio del sistema pero lo sufi-
cientemente grande en comparacion del tamafio de las moléculas y la distancia tipica entre
ellas. Aunque la validez de estas consideraciones pueden discutirse (y lo haremos més ade-
lante), para la mayoria de las aplicaciones en dindmica de fluidos esta es una aproximacién
lo suficientemente robusta.

La descripcion matematica del estado de un fluido moviendose es afectado por pro-
medios de funciones que dan la distribucion de la velocidad del fluido u = u(x,y,z,1) y
por cualquier par de variables termodindmicas pertenecientes al fluido, como la presion
p(x,y,z,t)y ladensidad p(x, y, z, t). Todas las cantidades termodindmicas estdn determina-
das por los valores de solamente dos de ellas y estdn relacionadas por la ecuacion de estado
del sistema. Por tanto, el estado del sistema (el fluido) estd completamente determinado si
uno conoce las tres componentes de la velocidad u=(u,, u,, u;), la presion p y la densidad
p. Todas estas funciones son en general funciones de las coordenadas (x,y, z) y del tiempo
t.

2.1.1. La Ecuacion de Continuidad

Empecemos por considerar un elemento de fluido con densidad p ocupando un volumen
Vo. La masa de dicho elemento de fluido es f odV. Ya que el fluido estd en movimiento,
el cambio de la masa por unidad de tiempo se debe al flujo que entra o sale de ese elemento
de fluido. Matemédticamente

15



16 Capitulo 2. Hidrodinamica y Teoria Cinética

0
—fpdV:—gg pu-dA, 2.1
ot Jy, Vo

donde la integral cerrada se hace sobre la frontera 0V del volumen V), u es la velocidad del
fluido y hemos tomado la normal que apunta hacia afuera como la direccién de dA = dAf.
Usando el teorema de la divergencia' en la parte derecha de la ecuacién anterior, podemos

reescribirla como 5
f Pay = - f V- (pu)dV. (2.2)
Vo at Vo

Dado que el volumen V), es arbitrario, podemos quitar el simbolo de la integral y obtener
finalmente la ecuacion de continuidad

op 3
L1 puy =0, (2.3)

Esta ecuacion diferencial parcial refleja la ley de conservacion de la masa. En la literatura,
tambien es comun ver la ecuacién de continuidad escrita de diferentes formas

dp

V-j=0, 2.4
6t+ J (2.4)

donde j = pu es el flujo de la densidad de masa. Otras formas comunes de encontrarla son

9)
—p+u~Vp+pV~u

= 0 2.5
” (2.5)
o)
Dp
— V. = 0, 2.6
o TPV u (2.6)
donde hemos introducido la derivada material
D 0
— = — - V. 2.7
Dt ot u 27

La derivada material no es mas que una especie de derivada total la cual muestra el ritmo
con el que cambia una funcidn a través del espacio. Por ejemplo, si la cantidad de interés es
p, la derivada material de esta nos dice como cambia la densidad en un elemento de fluido
en el tiempo pero no en un punto fijo si no a través de la trayectoria sobre la que fluye dicho
elemento.

lfavo ou - dA= fVu V - (ou)dV. El teorema fue descubierto originariamente por Joseph Louis Lagrange en
1762, e independientemente por Carl Friedrich Gauss en 1813, por George Green en 1825 y en 1831 por
Mikhail Vasilievich Ostrogradsky, que también dio la primera demostracién del teorema. Posteriormente,
variaciones del teorema de divergencia se conocen como teorema de Gauss, teorema de Green o teorema de
Ostrogradsky. Hoy en dia este teorema se deja como ejercicio para estudiantes de ciencia e ingenieria.
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2.1.2. La Ecuacion de Euler

Ahora consideremos el cambio de densidad de momento de un elemento de fluido
% fvo pudV, con densidad p y velocidad u ocupando un volumen V. Para un fluido ideal, el
cambio en el momento es debido a: (i) el flujo de momento puu (donde uu es el producto
directo del campo u consigo mismo, es decir es un tensor cuyas componentes son u;i ;) que
entra o sale del elemento de fluido a través de su frontera 9%‘/0 puu - dA , (ii) a diferencias o

gradientes de la presion fVo VpdV,y (ii1) por fuerzas externas F que actuan sobre el fluido
fVo FdV, como por ejemplo la gravedad g.

Usando el teorema de la divergencia podemos transformar la integral de superficie (i) en
una de volumen y notando que el volumen donde se hace la integral es arbitrario obtenemos
la ecuacion de Euler:

o(pu)

ot

La ecuacion de momento Ec.(2.8) puede ser escrita de forma mas general, llamada la
ecuacion de Cauchy
0(pu)

ot
donde hemos introducido el tensor de densidad de flujo de momento I1 y cuyas componen-
tes estan dadas por

+V - (ouu) = —-Vp +F. (2.8)

+V.T=F, (2.9)

Hij = pU;iLj — 0. (210)

El termino o; es el tensor de esfuerzos y corresponde a las transferencias indirectas de
momento en el elemento de fluido en movimiento. Para fluidos simples descritos por la
ecuacion de Euler el tensor de esfuerzos es isotrépico, es decir, solo contiene elementos en
la diagonal los cuales son los mismos en todas direcciones o;; = —pd;;.

2.1.3. Las Ecuaciones de Navier-Stokes

La transferencia del flujo de momento en la ecuacion de Euler solamente incluye trans-
ferencias de momento reversibles. Para fluidos reales, necesitamos incluir un término de
viscocidad o términos de friccion internos del fluido, los cuales son responsables de la
disipacion en la transferencia de momento de un elemento de fluido a otro de manera irre-
versible.

Para esto, ocupamos del llamado tensor de esfuerzos viscoso o7;, el cual cumple con
dos consideraciones: (i) sus contribuciones deben de ser cero cuando el flujo es uniforme,
y (ii) si el gradiente de velocidad es pequeiio, entonces la transferencia de momento debido
a la viscocidad es capturado por términos proporcionales a las primeras derivadas de la
velocidad solamente. Un tensor general de rango que satisface dichas consideraciones es el
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siguiente

Ou;  Ou; ouy,
L=nl—+ + 0, 2.11

Tij ”(axj ax) L @1h)
donde 7y ¢ son coeficientes de la viscosidad. El tensor de esfuerzos viscoso es comunmente
separado en dos términos

- s, 5 2.12
Tij = (axJJrax, 3 Jax) ”Bfa 2.12)

El primer coeficiente de viscocidad n aparece cuando hay esfuerzos cortantes sobre el ele-
mento de fluido, mientras que el término 7 = 2n/3 es llamado el segundo coeficiente de
viscocidad o viscocidad dilatacional y tiene que ver con los esfuerzos o tensiones normales
en un elemento de fluido. Finalmente tomando en cuenta las contribuciones de la presion y
la viscosidad, el tensor de esfuerzos se escribe

O—ij:O_l/'j_péij- (213)

Insertando la Ec.(2.12) y Ec.(2.13) en la ecuacion de Cauchy, Ec.(2.9), obtenemos final-
mente las ecuaciones de Navier-Stokes
3(/9”) dpuwiu;) — dp N %) [ (8ui 6uj) (

Buk
= - — | —96;;| + F,. 2.14
ot Ox; ox;  Ox; g Ox; " 0x; T\ 3 ) 0xy J] " ( )

Las ecuaciones de Navier-Stokes pueden ser considerablemente simplificadas si se asume
incompresibilidad, esto es p=constante, lo que reduce la ecuacion de continuidad, Ec.(2.3),
a V-u=0. En este caso, podemos escribir las ecuaciones de Navier-Stokes en su forma mas

comun

3 |
M w-Vu=—-Vp+Ivu+F. 2.15)

ot p p
El tensor de esfuerzos para un fluido incompresible toma la forma

Ou;  Ouj\
O-ij:n _t —

J i

2.1.4. Ecuacion de Estado

Hasta este punto tenemos 4 ecuaciones que juntas describen el movimiento de un flui-
do. La ecuacién de continuidad, Ec.(2.3), y las 3 ecuaciones de Navier-Stokes Ec.(2.14)
(una para cada componente de la velocidad). Sin embargo, estas 4 ecuaciones forman un
sistema de ecuaciones indeterminado, es decir, ocupamos cinco variables para describir
completamente el estado del fluido pero tenemos solamente 4 ecuaciones y a menos que
se hagan consideraciones que fijen ciertas variables (como una densidad constante) el sis-
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tema es insoluble. Para tener un sistema de ecuaciones consistente es necesario agregar
una quinta ecuacion. La ecuacién de estado relaciona a todas las variables de estado del
sistema, tal como la densidad p, la presion p, la temperatura 7', la energia interna e y la
entropia s. Auque mds adelante haremos una descripcion detallada sobre las variables de
estado termodindmicas, lo importante aqui es saber que cualesquiera de estas variables se
relacionan con cualquiera otras 2 a través de una ecuacion de estado.

La ecuacion de estado mdas famosa es conocida como la ley de los gases ideales
p = pRT. (2.17)

Esta en particular, relaciona la presion con la densidad y la temperatura a través de la
constante universal de los gases ideales R, con unidades [R] = J/(kgK). Otra ecuacion de
estado que se puede encontrar en la literatura es la ecuacion de un gas ideal y que expresa
a la presion como funcién de la densidad y la entropia es

Y
P _ ( P ) cGmfer (2.18)
Do \Po

Las constantes pg, po ¥ So son los valores dado un estado de referencia. Esta ecuacion
hace uso de las capacidad calorificas, a volumen constante ¢y y a presion constante c,, y €l
cociente vy, conocido como el indice adiabatico. Estos estidn definidos en general como:

de dle+p)lp Cp
_ _ (LT PP =2 2.1

En un gas ideal, las dos capacidades calorificas estan relacionadas entre si como ¢, = cy+R.

Hay que observar que la ecuacién de estado por si sola no cierra el sistema de ecuacio-
nes, pues siempre introduce una nueva variable, como por ejemplo en la Ec.(2.17) se intro-
duce la temperatura 7 y en la Ec.(2.18) se introduce la entropia s. El sistema de ecuaciones
puede ser totalmente cerrado si se puede derivar una ecuacion que describa la evolucion de
esta variable a partir de la ecuacion de energia. Sin embargo, el sistema de ecuaciones re-
sulta ser incomodo para trabajar por lo que la ecuacion de estado es una manera de cerrar el
sistema de ecuaciones bajo ciertas aproximaciones. Por ejemplo, la mayoria de los trabajos
en actustica estdn basados en la suposicidén que la entropia es aproximadamente constante.
Esto simplifica (2.18) en la ecuacién de estado isentrépica

Y
p=po (pﬁo) , (2.20)

y cierra el sistema de ecuaciones. En otros casos lo que se asume es que el sistema tie-
ne temperatura constante 7 = T, lo que simplifica la Ec.(2.17) en la ecuacion de estado
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isotérmica
p = pRT, (2.21)

la cual es una relacion lineal entre la presion y la densidad. Para desviaciones pequefias
sobre un estado de referencia, las ecuaciones de estado se pueden aproximar por linealiza-
cion. Uno puede hacer uso de la derivada total y linealizar la ecuacién de estado p(p, s) de
la siguiente forma
, Ip

p=po+p = po (8_) Ap + (—) As. (2.22)
En este caso las derivadas son evaluadas en el punto p = py, y las desviaciones A son res-
pecto al estado de referencia definido por py, po, ¥ So. Para la ecuacion de estado isentropica
(2.20), la ecuacidn (2.22) se simplifica a

P~ po + c3Ap, (2.23)

donde cg es la velocidad del sonido y en general estd dada por la siguiente relacion:

P
= (a_,lj) - (2.24)

Para el caso de la ecuacion de estado isentrépica (2.20), la velocidad del sonido es ¢y =
VYRT, y para el caso de la ecuacion de estado isotérmica (2.21) la velocidad del sonido es

Cs = \/RTQ. (225)

2.1.5. Escalas

Uno de los fisicos mas famosos de todos, Albert Einstein, recibid el Nobel de Fisica
en 1905 por la descripciéon detallada del movimiento que sufren particulas atrapadas en
fluidos en reposo, como el polen en una gota de agua. Robert Brown fue la primer persona
en documentar este tipo de movimiento (mas tarde bautizado movimiento Browniano en
su honor). El movimiento Browniano es una prueba de que la materia estd compuesta por
atomos y/6 moléculas diminutas y que son las responsables del movimiento aleatorio que
sufren particulas pequefias como el polvo, suspensiones coloidales o el polen.

Por este motivo, cuando uno estudia un sistema macroscopico es necesario analizar las
diferentes escalas en longitud y tiempo de los diferentes procesos que se realizan dentro
del sistema. Empecemos nuestro andlisis desde el punto de vista de la mecdnica clésica,
desde lo mds pequefio a lo més grande, entonces tenemos (1) el tamafio de los d&tomos o
moleculas que componen el fluido ¢,, (2) la distancia promedio que hay entre dos colisiones
sucesivas -camino libre medio- £, (3) la escala tipica de los gradientes de algunas de las
propiedades macroscopicas ¢y (4) la tamafio del sistema £g. El orden tipico de estas escalas

de longitud es £, < €5, < € < {s.
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Respecto a las diferentes escalas de tiempo con las que se desarrollan los diferentes
procesos dentro del sistema, definimos el tiempo de colisién ¢, ~ £,/vr, es decir, es el tiem-
po de duracién de una colisién donde v; = (kgT/m)"/? es la velocidad térmica promedio
de las moleculas. Hay que observar que por un lado la velocidad térmica v es diferente a
la velocidad macroscopica de un elemento de fluido, |ju|| =: u < v, y por otro esta debe
ser del orden de la velocidad del sonido cg ~ vy. Andlogamente podemos definir el tiem-
po promedio que hay entre dos colisiones sucesivas, t,r, = €yrp/vr. Esta es la escala de
tiempo con la que se trabaja en teoria cinética y es el tiempo en el que el sistema se relaja
hacia el equilibrio local por medio de las colisiones. El equilibrio local no significa que el
sistema se encuentre en equilibrio global. Esa es la situacién que pasa mas a menudo y en
la que estamos interesados en estudiar.

Las escalas de tiempo y escalas de longitud mas grandes existen debido al flujo hi-
drodindmico de una region a otra. En general, en un fluido podemos tener situaciones de
adveccion (régimen inercial) o de difusién (régimen viscoso) y la escala de tiempo mas
corta y relevante para estos casos SON f.o, ~ /Uy tyipr ~ £? /v respectivamente, don-
de v es la viscocidad cinemadtica. La viscosidad cinematica estd relacionada con el primer
término de viscosidad (viscosidad dindmica) por n = pv. El cociente entre estas dos escalas
hidrodindmicas temporales es el famoso niumero de Reynolds

tairs _ ut

Re = (2.26)

tCOI’lV 14

En la investigacion, es de interés tanto nimeros de Reynolds altos como pequefios. Flu-
jos con nimeros de Reynolds grandes son usualmente dominados por turbulencia y son
relevantes para el disefio de vehiculos aerodindmicos, edificios, puentes y muchas otras
aplicaciones. Por otro lado, numeros de Reynolds pequefios toman importancia al momen-
to de hacer microfluidos y biofisica. El nimero de Reynolds es adimensional y nos ayuda
a caracterizar flujos, es decir, en sistemas con el mismo nimero de Reynolds se espera que
el flujo se comporte de manera igual o similar ya sea laminar para Reynolds pequefios y
flujos turbulentos para Reynolds grandes.

Otra escala de tiempo importante es la escala de tiempo acustica, t,,i0o ~ €/cs, donde
cs es la velocidad del sonido en el fluido. Esta escala temporal determina qué tan rapido se
propagan las ondas de compresion en el fluido. Cuando este nimero es mayor comparado
con la escala de tiempo advectiva, el fluido se comporta muy parecido a lo que haria un
fluido incompresible. La compresibilidad del fluido es un factor importante y gracias a este
tenemos muchos mds fenomenos fisicos como las ondas de choque. El nimero Mach

Lsonido u

Ma = - = (2.27)
Leony Cs

es el cociente entre las escalas de tiempo acustica y convectiva. En la practica podemos
asumir que el flujo de una corriente estacionaria se comporta como la de un fluido incom-
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presible cuando Ma< 0.1.

Existen casos donde el orden tipico en las escalas de longitud cambia respecto a la
mencionada al principio. Por ejemplo, la miniaturizacién de dispositivos fluidicos hace que
la escala del sistema sea comparable con el camino libre medio s ~ €,,, por lo que
otro nimero adimensional til es el cociente entre las escalas de camino libre medio y del
sistema, llamado el numero de Kudsen

Kn= 202, (2.28)
¢

Para nimeros de Kudsen Kn< 1, la descripcion continua de Navier-Stokes es valida, mien-
tras que para Kn> 1, la descripcién del sistema se tiene que hacer a traves de la teoria
cinética o en general de la fisica estadistica. El nimero de Kudsen es importante en la for-
mulacién LBM, ya que es el parametro mas pequeiio usado en la expansiéon de Chapman-
Enskog con el cual se derivan las ecuaciones de Navier-Stokes a partir de la ecuacion de
Boltzmann.

Estos 3 nimeros, Re, Ma y Kn, aparecen a lo largo de la literatura de fluidos. Su im-
portancia recae en que los flujos de fluido que tengan los mismos nimeros adimensionales
comparten la misma fisica salvo un escalamiento dado por la longitud y velocidad tipica
del sistema en particular y estan relacionados entre si por la relacion de von Karmén

Kn=a—, (2.29)

donde a es una constante numérica. Este enunciado es conocido como la Ley de Similari-
dad.

Hay que hacer notar que incluso dos sistemas que comparten el mismo numero de Rey-
nolds, pueden que no compartan los mismos nimeros de Mach o Knudsen. Sin embargo,
mientras el orden en las escalas de longitud y tiempo sean iguales en los dos sistemas sus
valores exactos no son tan importantes. Por ejemplo, si Ma y Kn son lo suficientemente
pequeiios, sus valores exactos son irrevelantes para los flujos hidrodindmicos de interés
donde el numero de Reynolds es el pardmetro clave. Por tanto, se puede argumentar que
para todos los flujos con el mismo niimero de Reynolds son comparables entre si.

2.2. Flujos de Couette y Poiseuille

Consideremos el flujo de un fluido incompresible (V - u=0) y Newtoniano? a través de
dos placas paralelas tal que uno de estos tiene una velocidad relativa a la otra y constan-

2Un fluido Newtoniano es aquel en la que su viscocidad no depende de la velocidad. Formalmente se
dice que un fluido es Newtoniano si el tensor de esfuerzos viscosos Ec.(2.12) no depende del estado de
deformacién ni de la velocidad del flujo.
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Figura 2.1: Flujo de Couette. El campo de velocidades s6lamente depende de la distancia
en la que se encuentre un elemento de fluido entre las placas y tiene dependencia lineal. La
pendiente del perfil es uy/d.

te uy en direccion de las x. Partiendo de las ecuaciones de Navier-Sotkes para un fluido
incompresible y suponiendo que el fluido estd localizado entre dos placas paralelas con
una distancia d alineado con el eje y, y que el flujo es laminar con velocidad u apuntando
solamente en direccion de las x, las ecuaciones (2.15) se reducen a

d_p_O d*u

=0, —=0 2.30
dy 07 (2.30)

Por tanto p = constante, u(y) = ay + b. Tomando en cuenta condiciones de frontera sin
deslizamiento, es decir, u(0) = 0y u(d) = uy obtenemos

"= %y. 2.31)
La condicion sin deslizamiento quiere decir que la velocidad del fluido cerca de una pared
sOlida es igual a la de la pared. En este caso la pared es la placa norte que se mueve a
velocidad constante y el perfil de velocidades descrito por (2.31) es conocido como el
flujo de Couette. En la Fig.(2.1) se muestra el perfil de velocidad para el flujo de Couette.
Una variacién de este sistema es cuando uno considera ahora un flujo en una cavidad,
como un rectangulo tal que la tapa superior se mueve con velocidad constante y el resto de
las tapas estdn fijas. Este sistema no cuenta con una solucién analitica pero daremos una
aproximacion numérica en el siguiente capitulo.

Ahora consideremos el flujo de un fluido entre dos placas paralelas fijas y un gradiente
de presion constante. Al flujo laminar y estitico que se forma entre las placas es llamado
flujo de Poiseuille. Partiendo otra vez de las ecuaciones de Navier-Stokes para un fluido
incompresible y notando que la velocidad sélo puede depender de y , obtenemos

ou 10dp @—O

Ou _10p - 2.32
oy> n ox dy (2.32)
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h7 §
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Figura 2.2: Flujo de Poiseuille. El campo de velocidades s6lamente depende de la distancia
vertical entre las placas pero la presion varia de forma lineal en la direccion del flujo. El
perfil de la velocidad es parabdlico y la magnitud de la velocidad tiene su maximo en d/2
mientras que cerca de las placas tiende a cero.

La segunda ecuacion muestra que la presion es constante e independiente de y. La parte
izquierda de la primera ecuacién es funcion solamente de y mientras que la parte derecha
solamente de x. Esto solo puede pasar si las funciones son constantes. Por tanto dp/ dx =
cte. Para la velocidad se obtiene

u=——y +ay+>. (2.33)

Las constantes a y b se determinan por las condiciones de frontera u(0) = u(d) = 0. El

resultado es | d
p
= ———y(y—d). 2.34
=g 04 (2.34)
El perfil de velocidad es parabodlico y alcanza su méaximo a la mitad (y = d/2). En la
Fig.(2.2) se muestran el perfil de velocidad para el flujo de Poiseuille.

2.3. Teoria Cinética

En sus inicios, la teoria cinética fue desarrollada para poder describir el comportamiento
hidrodindmico de un gas diluido a partir de primeros principios, tomando como primeros
principios que las moléculas se rigen por las leyes de Newton. Ahora sabemos que los
atomos y las moléculas que componen la materia se rigen por las leyes de la mecanica
cudntica y cuya dindmica se hace a través de la ecuacién de Schroedinger. Aun sabiendo
esto, cuando uno considera un sistema de N moléculas encerradas en un volumen V tal que
la temperatura del sistema es lo suficientemente alta y la densidad lo suficientemente baja
para que las moléculas tengan un paquete de onda lo suficientemente localizado, entonces
la imagen clasica de Newton se puede retomar. Para que esto se cumpla, la longitud de
onda de de Broglie de las moleculas debe de ser mucho més pequena que la distancia tipica
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entre ellas
1/3

Ay i — <l ~ (K) . (2.35)
2mkT N
Este resultado se conoce como Teorema de Ehrenfest. Dice que el estado del sistema esta
determinado por las posiciones y las velocidades de las N moléculas y su evolucién tem-
poral esta descrita a través de las leyes de la mecdnica clasica. La unica cosa que se hereda
de la visién cudntica es que las N particulas se consideran indistinguibles?.

2.3.1. La Funcién de Distribucion y sus Momentos

Si N es muy grande (lo cual es cierto para sistemas macroscopicos donde el nimero de
particulas es al menos del orden del nimero de Avogadro), no es realista ni practico resolver
las ecuaciones de movimiento de cada una de las particulas, por lo que es mejor tratar al
sistema desde el punto de vista estadistico. Para lograr esto, introducimos la funcién de
distribucién f(x, &, 1)A xA & la cual nos dice el nimero de particulas que hay entre x y x+
A x con velocidades entre £y §+A & al tiempo ¢. Los elementos de volumen A x y A € deben
cosiderarse lo suficientemente grandes para contener un nimero grande de particulas, pero
lo suficientemente pequeios tal que al ser comparados con las dimensiones macroscopicas
del problema, se puedan tomar como puntos. En condiciones de ambiente tipicas hay 3 X
10" particulas/cm?® en un gas. Si escogemos A x ~ 107'%m?, es lo suficientemente pequefio
como para considerarlo un punto pero ain contiene 3 x 10° particulas. Esta es la escala
mesoscopica de la que hablamos al principio del capitulo. Para formalizar la definicion de la
funcion de distribucion es necesario introducir el espacio fase (x, &) de una particula. Cada
punto en este espacio 6-dimensional representa un estado de la particula. En un sistema
con N particulas podemos verlo como N puntos en el espacio fase. Si queremos saber
cuantos puntos hay en un elemento del volumen del espacio fase A xA & es justamente por
definicion f(x, & 1)AxA&. Si el tamafio de los elementos de volumen es escogida tal que
en cada uno hay un gran nimero de particulas, del orden ~ 10~°, entonces podemos hacer
una aproximacion tomando el limite de la suma del espacio fase en el sentido usual del
calculo

Zf(x, EDAXAE — ff(x, Endxdé. (2.36)

Definida la funcién de distribucion, podemos expresar la informacion de que hay N
particulas en el volumen V a traves de la normalizacion

f f(x, &dxd€ = N. (2.37)

Si las particulas estan uniformemente distribuidas en el espacio, tal que f es independiente

3En los inicios de la teoria cinética atin no se tenfa una visién cuéntica de la naturaleza por lo que no
considerar las particulas como indistinguibles fue la causa de la famosa paradoja de Gibbs.
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de x, entonces
N
ff(x, & ndg = v (2.38)
El problema principal en la teoria cinética es, dada la interaccion entre las particulas hay
que encontrar la funcién de distribucion f(x, &,¢) . La forma limite de f(x, &,¢) cuando
t — oo contiene entonces todas las propiedades termodindamicas del sistema en equilibrio.
Para lograr esto, es necesario encontrar la ecuacion de evolucion de la funcion de distribu-

cion, la cual se presenta en la siguiente subseccion.

Una tltima cosa qué decir a cerca de la funcion de distribucion f es que esta directa-
mente relacionada con las variables macroscépicas del sistema a través de sus momentos.
Estos momentos se definen como integrales de f con pesos que dependen en general de &
sobre todo el espacio de velocidades. La densidad de masa macroscépica p es por definicion

p(x.) = f Fx. £.0dE. (239)

La densidad de momento se encuentra como
u(x,Np(x,1) = f Ef(x, §,0dé. (2.40)

Similarmente la densidad de energia total es

1
E(n0p(x,0 = 5 f £ F(x, £.DdE. 2.41)

La densidad de energia interna del sistema debida al movimiento térmico aleatorio de las
particulas en un fluido también puede calcularse como un momento de f pesada con la
velocidad relativa v(x, 1) = &(x,1) —u(x,1),

1
Pl DeCe ) = 5 f VEFCx, £ DdE. (2.42)

2.3.2. La Ecuacion de Boltzmann

La funcién de distribucion cambia con el tiempo debido a que en un elemento de volu-
men en el espacio fase, las particulas pueden entrar o salir de dicho elemento. Imaginemos
por un momento que no existen colisiones entre las particulas, entonces una particula con
coordenadas (x, &) al tiempo ¢ se moverd a (x + &0t, € + Fot/m) al tiempo ¢ + ¢, don-
de F es la fuerza externa total actuando sobre la particula. Tomemos a 6t en el sentido
infinitesimal del cdlculo. Entonces todas las particulas contenidas en el elemento d°xd*¢
del espacio fase en la coordenada (x, &), al tiempo 7, se moveran al elemento X d>E , en
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(x + &ot, € + Fot/m), al tiempo ¢ + 6t. Por tanto, en la ausencia de colisiones
f(x + &5t, E +FSt/m,t + 60X d°E = f(x, € D) xd°¢, (2.43)

la cual se reduce a
f(x+ éot, €+ Fot/m,t+ o1) = f(x, &, 1), (2.44)

porque el elemento de volumen es invariante en la ausencia de colisiones d°x'd*¢’ =
d*xd’*£. Ya que el niimero de particulas es invariante en este caso, se puede analizar co-
mo si simplemente cambiaramos de coordenadas cuyo Jacobiano tiene determinante J = 1.
Por tanto, si expandimos en serie de Taylor el lado izquierdo de (2.43) truncando a primer
orden en 6t obtenemos 0f

€ Vf+E V.f =0, (2.45)

donde la componente i-ésimade Vf es df/ d&'. Este resultado es mds evidente cuando uno
toma el diferencial total de la funcion de distribucion con las componentes de la velocidad
y la fuerza & = X' y F' = mé', tal que (2.45) estd dado por

d , Of L of _
Tf(x £ =— Z agl Zf 5 = a; e tieE =0 240

De aqui en adelante se usara la notacion de Einstein, es decir, siempre que haya indices
repetidos significa suma y se omitird entonces el simbolo de la sumatoria.

Hasta este momento hemos considerado sélamente gases en las que las particulas no
colisionan. Ahora imaginemos un escenario mds realista donde las particulas interactuan
entre si a traves de colisiones eldsticas binarias. Estas colisiones producen que particulas se
muevan al punto (x + &6t, & + Fot/m) sin haber venido necesariamente de (x, &, ). Simi-
larmente otras colisiones no permitirdn que particulas que estaban en ( x, &,7) se muevan a
(x + &ot, & + Fot/m). Esta consideracion puede expresarse al modificar la ecuacion (2.43)
a

f(x + &6t, E +FSt/m,t + 60X d°E = f(x, & D> xd°& + C(f)d> xd>&6t. (2.47)

En este caso, los elementos de volumen d®x’'d*¢’ y d° xd>¢ serén iguales si el Jacobiano del
cambio de coordenadas es igual a 1 al menos a primer orden J = 1 + O(61), esto implica
que &*x'd*¢ = Jdxd*é = dPxd*¢ + O(6t) reduciendose a

f(x+ &6, E+Fot/m,t+01) = f(x, € 1)+ C(f)ot, (2.48)

donde C(f)ot representa el cambio neto por unidad de tiempo del nimero de particulas en el
elemento al rededor de (x, &, ) causado por las colisiones. Expandiendo el lado izquierdo
a primer orden en 6, se obtiene la ecuacion de evolucidn para la funcion de distribucion
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tomando el limite 6t — O:

f of

+&-Vi+ ng C(f)—(E) . (2.49)
coll

La cantidad C(f) = (0f/ 0t).on €s llamada el término de colision 6 integral de colisiéon y
en general, a las ecuaciones tipo (2.49) se les llama ecuaciones de transporte. Claramente
la ecuacion de transporte tendréd sentido solo cuando se conozca la forma explicita de la
integral de colision.

2.3.3. El Término de Colision

Para un gas monoatémico el término de colision es [5]

() = f v FLfL = fifo)derdé, (2.50)

donde v, = |€, — &,|, do es la seccion eficaz de dispersion, f; representa la funcion de
distribucion de la particula i antes de la colision f; despues de la colision.

Para hacer un tratamiento cualitativo de los fendmenos de transporte en gases, la inte-
gral de colision puede estimarse como promedios del camino libre medio £,,5,. El camino
libre medio puede expresarse en términos de la seccion eficaz de dispersion oy por la den-
sidad de ndmero de particulas N que hay en un gas. Si una particula viaja una unidad de dis-
tancia en su trayectoria, colisionara con las particulas contenidas en un volumen o (el volu-
men es un cilindro tal que el 4rea de la seccion transversal es o y tiene de profundidad una
unidad de distancia), dicho niimero es oN. Por tanto £,,s, ~ 1/No. La seccion eficaz de dis-
persién es del orden de las dimensiones de la particula al cuadrado o ~ £2. Con N ~ 1/7°,
donde 7 es la distancia entre dos particulas, por lo que &, ~ HF7/€,)* = £,(7/€,)*. Dado
que un gas 7 > {,, el camino libre medio £,,5, > 7. El cociente 7 ~ {,,7,/V es el tiempo
entre dos colisiones sucesivas. Por tanto, podemos hacer una estimacion de la integral de

colisién y poner
eq
con~ -1, @51)

donde f“? es la funcién de distribucion en equlhbrlo. El término de colisién en su forma
(2.51) es conocido en la literatura como el operador de Bhatnagar-Gross-Krook (BGK).

El término f — ¢ en el numerador refleja el hecho de que la integral de colision es cero
para el caso de la funcion de distribucién en equilibrio. El signo menos expresa el hecho de
que las colisiones son un mecanismo por medio del cual alcanzan el equilibrio estadistico,
es decir, las colisiones tienden a reducir la desviacion de la funcion de distribucion de la
de equilibrio. Dicho esto, T actia como el tiempo de relajacion hacia el equilibrio en cada
elemento de volumen del fluido.

En general, las masa, momento y energia son cantidades que se conservan durante las
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colisiones [6]. Estas leyes de conservacion se pueden representar a través de los momentos
del término de colision, andlogamente a los definidos en (2.39)-(2.42):

conservacion de masa : f C(f)dé =0, (2.52)
conservacion de momento : f EC(fHdé =0, (2.53)
conservacion de la energia total : f | §|2C (fHdé&é =0, (2.54)
conservacion de la energia interna : f IV>C(f)d & = 0. (2.55)

2.3.4. La Funcion de Distribuciéon en Equilibrio

Las direcciones en las que se dispersan las particulas al momento de colisionar son sen-
sibles a las condiciones iniciales de las particulas. Por tanto, las colisiones tienden a igualar
la distribucion angular de la velocidad de la particula alrededor de la velocidad promedio
u. En consecuencia, cuando a un fluido se le deja evolucionar por un periodo de tiempo lo
suficientemente grande, se puede asumir que la funcién de distribucion f(x, &, 1) tiende a
una de equilibrio f“I/(x, &,1) la cual es isotrdpica en el espacio de velocidades alrededor
de € = u. En un sistema de referencia inercial con velocidad u, la funcién de distribucién
en equilibrio puede ser expresada como f“/( x,|v|,t), donde v = & — u. Asumiendo que la
funcidn de distribucion en equilibrio es separable, es decir, que la distribucion en equilibrio
en 3D es el producto de 3 distribuciones en equilibrio en 1D, entonces

Fap VP = FU07 + 07 +0) = fh 0D fp D fip0vD). (2.56)

Si ahora asumimos que la magnitud de la velocidad es constante, v* = vi + v} + v =cte., se
encuentra que
2 2 2\ _
log f“(vy) + log f“(vy) + log f“/(v;) = constante. (2.57)

Este requerimiento se cumple cuando las distribuciones 1D en equilibrio tienen la forma
log f“(v}) = a + bv?, con a, b constantes. Por tanto,

log f4(v3) + log f(v?) + log f*(v?) = 3a + b(v} + Vi + v?) = constante, (2.58)
y la funcion de distribucion 3D en equilibrio tiene la forma
Fea(v]) = e, (2.59)

Dado que en colisiones binarias en un gas monoatoémico hay conservacion de masa, mo-
mento y energia, las constantes a y b se pueden encontrar explicitamente pidiendo que f“¢
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tenga los mismos momentos de densidad y energia que f. La forma final de la funcion de
distribucién en equilibrio es

eq _ P ~Iv2/2RT
S = QARTY e . (2.60)
Esta derivacion tan corta sigue los mismos pasos que el trabajo original de Maxwell y
aunque no es formal y no demostramos la unicidad de la solucién uno puede llegar a la
misma distribucién usando mecénica estadistica tal y como lo hizo Boltzmann. Hoy en
dia, ésta funcion de distribucion en equilibrio se conoce como la distribucién de Maxwell-
Boltzmann.

En general, una funcion G( x)d x puede descomponerse en G(| x|)| x|>dQd| x|, donde dQ
es el elemento de volumen angular. Para el caso de la distribucién en equilibrio de Maxwell-
Boltzmann en su forma (2.60) podemos encontrar el médximo de la funcién tomando en
cuenta el factor geométrico introducido por el diferencial angular 47|v|? f¢¢. Dicho maximo
se alcanzaen ¥ = V2RT. También es titil calcular el valor cuadritico medio de la velocidad
Vrms definido como

= V3RT. (2.61)

Vrms

[f vzfeq(v)dv)”z

[amA2 feaydv)”
J feady

[ 4mv2 fea(v)dv
En la seccion 2.3.3 mencionamos como el término de colision conserva los primeros

momentos de la funcion de distribucidn. Estas leyes de conservacion implican que los mo-
mentos de la funcién de distribucién de equilibrio f“? coincidan con los de f

p(x.1) = f F(x, £.00d€ f o9 x, £.0dE, 2.62)

u(x, Dp(x, 1) = f £f(x, £.0d€ f £1(x, £.0dE, 2.63)

1 1
E(x,Dp(x,1) = Eflflzf(x, &ndé Eflflzf“’(x, &.ndé, (2.64)

1 1
Pl DeCe ) = 5 f VEfCx £0dE = f VR x, E0dE. (265

2.3.5. La Entropia y El Teorema / de Boltzmann

Hemos dicho que el estado de un fluido tiende alcanzar el equilibrio cuando se deja
transcurrir el suficiente tiempo pero no hemos dado ningtin argumento que justifique for-
malmente dicha afirmacién. El teorema H de Boltzmann es crucial en los fundamentos
de la teoria puesto que con él se demuestra que sin importar la forma de la funcién de
distribucién esta convergera a la de Maxwell-Boltzmann.

Antes de proseguir con el teorema daremos un pequefio recordatorio sobre la entropia.
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La entropia s, es una variable termodindmica que mide la densidad de estados microscopi-
cos compatibles con el estado macroscépico del sistema. Esto se puede entender més cla-
ramente con el siguiente ejemplo. Imaginemos que se tienen 2 dados y que el estado ma-
croscopico se representa por la suma de los valores de los dados al ser arojados aleatoria-
mente. De esta forma, todos los microestados serdn compatibles con el estado macroscépi-
co si la suma es la misma. Por ejemplo, si el estado del sistema es 7, los microestados
compatibles con este son {(1,6),(2,5),(3,4),(4,3),(5,2), (6, 1)}, es decir hay 6 microesta-
dos compatibles, mientras que si el estado del sistema es 2, solamente existe 1 microestado
compatible {(1, 1)}. En este ejemplo de juguete, el estado de equilibrio es 7 puesto que el
espacio de microestados es el mas grande de todos de los que se tiene acceso y por tanto la
entropia alcanza su maximo. Por supuesto, hablar del estado en equilibrio sélo tiene sen-
tido en el limite termodindmico, esto es, cuando el nimero de particulas (o dados en este
ejemplo) es muy grande (N — o0) tal que nuestro espacio de combinaciones pasa de ser
una distribucién binomial a gaussiana.

Regresemos ahora al contexto de gases diluidos. Imaginemos N particulas idénticas
distribuidas en un volumen V. Ahora dividamos nuestro volumen en k cajas y sea N; el
numero de particulas que hay dentro del volumen j—ésimo Ax; y sea f; la frecuencia,
es decir, el numero de particulas en el volimen A x; sobre el nimero total de particulas
fi = N;/N. Denotemos por €(f) a todas las combinaciones posibles tal que f; = N;/N,
entonces

QUfifofs--fi) — e VEAE, (2.66)

N — oo

Tomando logaritmo en ambas partes de (2.66) obtenemos que 1/N log Q(f) converge a
— > filog f;. Esto no es mas que la versién discreta del funcional* que Boltzmann define
en su teorema H el cual dice lo siguiente.

Sea H(t)= f f(&,t)log f(&,1)d €, donde f(&,1) es la funcidn de distribucién al tiempo
t. La evolucién temporal de H es determinada por la evolucién de f( &, ), que en general
no satisface la ecuacion de Boltzmann. De hecho satisface la ecuaciéon de Boltzmann sélo

4Un funcional es una funcién cuyo dominio es algtin espacio de funciones y su rango o imagen son
nidmeros reales o en general elementos de un campo, es decir, come funciones y escupe nimeros.
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cuando la hipétesis de caos molecular’ es vélida. Entonces

dH

— < 0, 2.67
7 (2.67)

dH C N

il 0 siysdlosi f es la distribucion de Maxwell-Boltzmann. (2.68)

3La hipétesis de caos molecular asume que las velocidades entre cuales quiera 2 particulas no est4n corre-
lacionadas entre si incluso después de la colisién. Formalmente quiere decir que la probabilidad simultdnea
de encontrar a una particula con velocidad & y otra con velocidad &’ al tiempo ¢ es f(&,1)f(€&,1). La hipite-
sis de caos molecular es importante y mds adelante veremos el alcance de su validez para espacios donde la
curvatura de la geometria deja de ser plana.



Capitulo 3

El Método de Malla de Boltzmann

3.1. Discretizacion de la Ecuacion de Boltzmann

3.1.1. Discretizacion del Tiempo

Partiendo de la Ecuacion de Boltzmann (2.49) en la ausencia de fuerzas externas y
usando el término de colision (2.50), escribimos

A sevr=—t¢-s, 3.1

donde f=f(x, &, 1) es la funcién de distribucién de una particula, & es la velocidad mi-
croscopica, T es el tiempo de relajacion debido a la colision y ¢ es la funcion de distribu-
ci6én de Boltzmann-Maxwell (2.60)

V)
feq - P exp((f ll) )’ (32)

(2nRT)P/? 2RT

donde D es la dimension del espacio, R = kg/m estd dada por la constante de Boltzmann kg
y la masa de la particula m, y p, uy T son la densidad de masa macroscopica, la velocidad
macroscépica y la temperatura respectivamente.

La Ec.(3.1) puede ser escrita formalmente como una ecuacion diferencial

d

Lvlp=pe, (3.3)
donde

d \Y 3.4)

dt 8t te '

es la derivada temporal a lo largo de la linea caracteristica &. Multiplicando por e"/* en

33
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ambos lados de la Ec.(3.3)

d 1 1
ez/Td_J; N ;fet/r _ ;feqez/f (3.5)

se puede observar que se tiene el diferencial total de la funcion ellr f, es decir,

(e f) _ ez/fﬁ

1 y
—fe'". 3.6
dt dt * Tfe (3.6)

Por lo que la Ec.(3.1) puede escribirse como:

dep 1
d 7

feae'lt. (3.7)

Integrando la ecuacion (3.7) sobre un intervalo temporal J;, tenemos en el lado izquierdo

0 6
f de'f) = ()| = f(x+ &5, £,1+8) - f(x, €,1), (3.8)
0

0

y en el lado derecho
L R [ :
- fee'lTdt = - fUx+ &, Et+1)e"dr . (3.9)
0

0

Finalmente, igualando (3.8) con (3.9) y despejando a f(x + £6;, €,t + 9;) obtenemos:
1 o ,
fOX+ &6, Et+8) = =T | fUUx+ &, Et+ 1) Tdl + e f(x, £,1).  (3.10)
T 0

Asumiendo que ¢, es suficientemente pequefio y que f“? es suave (al menos localmente),
podemos expandir a f“¢ de la siguiente forma

’

fUx+ &, € t+1) = (1 - ;—)f“’(x, &)+ ;—,f“’(x + £6,, E,1+8,) + 0%, (3.11)

t

donde se ha hecho una aproximacién a primer orden en la derivada temporal (a un paso ¢,),
y cuya validez se da para 0 < ¢’ < 9,.
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Sustituyendo la funcion de distribucion en equilibrio (3.11) en (3.10) obtenemos

f(X + fél" ga I+ 61) = feq(x’ 'f’ t) - 6—5;/Tf€q(x’ f’ t) - feq(x’ f’ t) +
U £1) = e £

LFUx + €6, .1+ 6,) g FUX + €6, £,1+6,)

+51e-51/7 U+ £6, E1+6) + X £, (3.12)
t

Expandiendo en serie de Taylor a e™*/"=1 — (6,/7) + O(6?) y sustituyéndola en (3.12)
Ot Leq o,
J&x+ &6, & 1+6) = [f(x, &0+ ;f (x, &1 — ;f(X, &, 0. (3.13)
Restando f(x, &, t) de ambos lados de la Ec.(3.13) nos queda finalmente
1
f(X + fét’ f,l + 6[) - f(X, fa t) = _?t[f(x7 fa l) - feq(xa fa t)] (314)

La Ec.(3.14) es la ecuacion de evolucion de la funcion de distribuciéon f para tiempos
discretos, también conocida como la Ecuacién de Boltzmann Discretizada'.

3.1.2. Calculo de los Momentos Hidrodinamicos

Para poder calcular los momentos hidrodindmicos (2.39)-(2.42) a partir de la ecuacién
(3.14) se necesita una discretizacion apropiada del espacio de momentos &. Dicha discre-
tizacion es necesaria para poder aproximar las integrales en el espacio de momentos por
medio de cuadraturas® que en general tienen la forma

[ wors nae =Y, wrcrcr. g0, (3.15)

donde W(€) es un polinomio, W; es el coeficiente del peso de la cuadratura, y &; es un
conjunto discreto de velocidades que a la vez son las abscizas de la cuadratura. De esta

'El lector puede notar que la expresén (3.13) es consistente con (2.48) tal y como se esperarfa.

2Las cuadraturas es el nombre que reciben en general los métodos numéricos usados para aproximar
integrales. En ésta tesis estamos interesados especialmente en la cuadratura de Gauss-Hermite (ver apéndice
A).
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forma podemos calcular los momentos como

p o= Y fi= )5 (3.16)
pu = > &fi= > EfY (3.17)
1 1
Ex.0p(x.0) = 3 Z 6P = 5 Z P17, (3.18)
pLrnec = 3 V(& -whi=5 Y6 - wi (319
donde

fi = filx,t):=f(x, &0, (3.20)

=[x 1) = fx, €0 (3.21)

Se debe notar que f; tiene las unidades de fd &.

3.2. Modélos de la Malla de Boltzmann en 2D

En esta seccion se desarrollan explicitamente los cdlculos para encontrar la forma de la
funcion de distribucion y en equilibrio discretizada para dieferentes mallas. La discretiza-
cion del espacio fase debe hacerse acoplando el espacio de momentos con la configuracién
espacial tal que la estructura de la malla es obtenida.

32.1. D2Q7

El médelo D2Q7 representa una malla triangular 2 dimensional con 7 diferentes velo-
cidades tal que los nodos de la malla caen sobre los vértices de tridngulos equildteros como
se muestra en la figura (3.1).

En este caso se ha elegido trabajar con coordenadas polares £€=£(£,0). Como se vio
en la subseccion 3.1.2, calcular los momentos hidrodindmicos es equivalente a evaluar la
siguiente integral

I= f Y(EFYdE, (3.22)

donde (&) es un polinomio de £y 9 estd dada por (2.60).

Sin perdida de generalidad, podemos enfocarnos en el termino m, n de la expansion de
Yy trabajar con ¢,,,(§) = E7E} = &M cos™ Osin” 6 = ( V2RT Y™™ cos™ @ sin” 6, donde
hemos introducido a =&/ V2RT.
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Figura 3.1: Se puede apreciar a partir de un vérice central las 7 posibles direcciones para
la velocidad: &y=0, &,=&(cos 6, sin 6,), donde 8,=(a — 1)r/3 para a={1, 2, 3,4, 5, 6}.

De esta forma, la Ec.(3.22) se puede escribir como

2 00 A 2/ A 2 2

_p m+n % ymtn m g o3l 24(8 ‘) g (€-u) u
I = =(V2RT » 0 011 - docde,
71( ) j(; ‘fo e > """ cos™ Osin ( + T + =T SRT Cdi
(3.23)

donde €=(cos 6, sin 6) y la distribucion en equilibrio f“? se ha truncado hasta segundo orden
enu

e _ 1Y _(f - ll)2
7= arm) e"p( 2RT )
B o §2 (é.‘u) (fu)z u2 ;
= @zR1) P (_2RT)(1 YRt T aRTE 2RT)+O(u) (3.24)
2/(6 - 208 )2 2
- TR e"p(‘gz)(“ g\"/(;e_;)ng(;Tu) —;;T)+0(u3). (3.25)

Para obtener las ecuaciones de Navier-Stokes a partir de la ecuacién de Boltzmann [6],
se deben de considerar las primeras dos aproximaciones de la funcién de distribucién (es
decir, £ := f©y f1), Por tanto, dada la funcién de distribucién en equilibrio en su forma
(3.25), la cuadratura usada para evaluar los momentos hidrodinamicos debe de ser capaz
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de calcular los siguientes momentos de f“¢ de forma exacta:

p o L&, &&, (3.26)
u & &l Eibidr (3.27)
T : &&;, &€&, EEi&ién (3.28)

donde &; es la componente de & en coordenadas cartesianas. Para modelos isotérmicos,

que serdn los discutidos de aqui en adelante, los momentos que deben de ser evaluados de

forma exacta son 1, &, ..., .fs.

Para obtener la ecuacidn de la malla de Boltzman con 7 velocidades, se debe discretizar
la variable angular 6 escogiendo 6 direcciones en el intervalo [0, 27), es decir,

6 = (i - 1)§, i€(1,2,3,4,5,6). (3.29)

Con esta discretizacion de 6 podemos ahora calcular la integral angular como una sumatoria

f cos” @sin” 6dO = { 3 iz €OS™ 6; sin’" 6, St (m +n) es paf, (3.30)
0 0 si (m + n) es impar,

para (m + n) < 5. Sustituyendo (3.30) en (3.23) se obtiene

§( V2RT)™" 21.6:1 cos™ @, sin" 6; ((1 - %) Lyn + %Imwﬁz) si (m + n) es par,

I =
’3’( V2RT)™" 21-6:1 cos™ @, sin" 01-2\;‘;%)1”1%1 si (m + n) es impar,
(3.31)

donde é; = (cos 6;,sin6;), y

Lyemin = f etz (3.32)
0

z : _72
es el momento p-ésimo con respecto al peso e ¢ .

Aunque el modelo D2Q7 tiene 7 velocidades, la celeridad de éstas son dos solamente
{o = 0y =y, donde y es un pardmetro a calcular. Debido a la forma de los pesos en
la integral (3.32), la cuadratura de Radau-Gauss [9] es la mejor opcidn en este caso para
evaluar la integral 1,

1
I =) wd! = wly + ol (3.33)

J=0
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Por un lado tenemos que las integrales I, para p € {0, 1,2, 3,4} valen:
Iy = f et =1)2, (3.34)
0
I = f gt = YT, (3.35)
0 4
L = f Ze?=1)2, (3.36)
0
® 3
L = f et = —‘/’_T, (3.37)
I, = f Fed = (3.38)

Comparando las integrales (3.34)-(3.38) con (3.33) nos genera el siguiente conjunto de

ecuaciones algebraicas

0
I
— 4 _

]4 = w1y =1.

wy+w; =1/2,

wiy? =1/2,

(3.39)
(3.40)
(3.41)

Las integrales /; e I3 no juegan ningtin rol debido a la forma de (3.31). La solucién a éste

sistema de ecuaciones es

w0:1/4,
w1 = 1/2,

Por lo tanto, en general tenemos

1
= Z(§g+{f), p=0,2,4.

Sustituyendo (3.45) en (3.31) obtenemos

6 u2
— ﬁ m+n mon «in 0. m+n m+n
I = 12(\/2RT) Zcos 6; sin 9,(( )(g +

- 2RT
2(@, . ll) 1 1 (ez ll) 2 2
(§m+n+ + gm+n+ ) (Z:m+n+ + §m+n+ ) .
/—2RT 0 1 1

(3.42)
(3.43)
(3.44)

(3.45)

(3.46)
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agrupando términos respecto a {;

6

2 2(8; - 2. )
I = %(VZRT)’”*”Zcosmﬁisin"e,-g“{)"*”(l— w L ew, G gg)

— 2RT  \PRT RT
6 2 A A 2
P m+n m+n u 2(61"'11) (6,“[1) 2
+ —(V2RT 0; 0; - + + .
(V2RT) ;cos sin” 6, ( T~ 7ot
(3.47)

Identificando los términos ‘¥, ,,(&) = """ ( V2RT)™*" cos™ §sin” 6, y recordando que {, = 0
y {1 = V2 nos queda

2 2
Z\Pmn@)( SIS /AL ) (3.48)

RT 2(RT)2 2RT

_P

donde |yl = V2RT{y =0y & = V2RT(é; = 2VRTeé,.

Comparando la forma de (3.48) con (3.15) resulta evidente que la forma final de la
funcion de distribucion en equilibrio es

e (&-w  (&-w?> W
U= (U x, £01) = wip| ]+~ L , 3.49
fi = 8 ) Wp( TTRT T 2RTY 2RT (3.49)
donde
(172, i=o0.
W"‘{ 1/12, i=1,2,3,4,5,6. (3:50)

En general, la magnitud de las velocidades es proporcional a la velocidad del sonido
(2.25), por lo que definimos la velocidad de la malla

c2:=a 'RT = a”'c3, (3.51)

donde « es una constante que sale de la cuadratura, para el caso de D2Q7 a = 2. Dado
que la velocidad del sonido isotérmica es constante, la fijamos a uno ¢; = RT = 1. De esta
forma la velocidad de la malla es ¢,, = 1/2 por lo que la distribucién en equilibrio toma la
forma mas usual

fl=fix g =w

.. 2 2
,.p(1+(cl w,w u ) (3.52)

2 4 2
c 2cy, 2cs
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3.2.2. D2QN

Aqui haremos la construccion general de modelos en dos dimensiones con N veloci-
dades D2QN. Empecemos por expandir la funcién de distribucioén en equilibrio sobre los
polinomios de Hermite H,( &) (ver apéndice A)

- 1
fUx 0= W) ) —a(x.DHL(E), (3.53)
n=0 "’

donde a,( x,t) son los coeficientes de la expansion, w( &) son los pesos tal que los polino-
mios de Hermite forman una base ortogonal

f w(EH(EH(E)dE =0 param # n. (3.54)

De esta forma podemos calcular los coeficientes a, proyectando a f“¢ con H,

(%, 1) = f Fx, £ DH(E)E. (3.55)

Se puede obervar en (4.23) que los coeficietes a, estan intimamente relacionados con los
momentos hidrodindmicos (2.62) y (2.63). Esta es la razon por la cual los polinomios de
Hermite fueron elegidos para expandir la funcion de equilibrio.

Como se mencionod en la seccion (2.1.5) , dos sistemas tendran la misma fisica si ambos
comparten el mismo nimero de Reynolds, por lo que se suele adimensionalizar las ecua-
ciones de Navier-Stokes. Aqui haremos lo mismo, adimensionalizaremos la ecuacion de
Boltzmann no s6lo por esta razén si no porque simplifica bastante las cuentas. Sean U, £y
po la velocidad, la longitud y la densidad caracteristica del sistema, entonces definimos las
siguientes derivadas adimensionales

0
5 - U (3.56)
0 0
= (—, 3.57
ox’' 0x ( )
0 0
= U—. 3.58
P P (3.58)

Sustituyendo (3.56)-(3.58) en la ecuacidn de Boltzmann nos queda la ecuacién adimen-
sional de Boltzmann la cual mantiene la misma forma

8f/ 0](/ F/i af/
— 4+ &=+ ——— =C'(f), 3.59
a8t Tz f" (3.59)

donde f” = fU"/py, F' = Fl/(poU?), p’ = plpo y C'(f') = C(f)U?/py. La funcién de
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distribucion sin dimensiones es

eq p/ _(fli _ I/l/i)(f/j _ u/j)

I = Grorypr P 20

(3.60)

donde & = RT/U>.

De aqui en adelante se omitirdn las primas ’, y se usard la notacién por componentes
para representar tensores en general’.

Los pesos de los polinomios de Hermite tienen la forma

(&) L. £ (3.61)
w(é) = ——==exp—|=| .
ampz P71
por lo que podemos escribir a la distribucién en equilibrio como
2
w_ P “E-w\_ p ((E-w 262
(2n6)P72 eXp( 26 o \" g ) (3.62)

Para recuperar los primeros 3 momentos hidrodindmicos basta con expandir hasta cuar-
to orden en los polinomios de Hermite, esto nos conduce a calcular los primeros 4 coefi-
cientes. Para el caso de modelos en dos dimensiones (D = 2), los coeficientes estan dados

por
_P (£-w
a, = wa( 7 )Hn(f)df. (3.63)

Definiendo una nueva variable 7 := (& — u')/ V@ implica d&' = Vodxy' por lo que la
integral anterior toma la forma

a, =p f w(n)H,(Vén + wd™n. (3.64)

Los primeros 4 polinomios de Hermite son:

Hy = 1, (3.65)
H = & (3.66)
HY = & oY, (3.67)
HY = &6 —(§i¢" + 69 + 5¢)), (3.68)

donde hemos introducido la delta de Kronecker &"/.

3Con esta notacién escribimos ¢’ para vectores (tensores contravariantes de rango (1,0) y en general

¢an ,gz; son las componentes de un tensor de rango (r, s) con r componentes contravariantes y s covariantes.
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El primer coeficientes a resulta ser el primer momento hidrodinamico
0 Moo Xt 4 Y
a = p f wn)dn = £ f exp - |adip
2 o 2
o0 AP
= ﬁf V2mexp (__77) d
21 J o
= Lor=p (3.69)
2n
Las componentes del segundo coeficiente son
i 2 p 5”77 Ui
a = p w(n)Hm/ému)dn:ﬁ exp |~ (Norf' + u'ydif'dip
611 [y 611 i ) X
= (\/_fn exp( T )dn dy’ +u' ( Al )dn‘dnf)
= pu". (3.70)

Para el tercer coeficiente obtenemos

P f W Ho(Viy + wy = £ f exp(—‘s

£ (6276 + 0 + 2mi'u’ — 275
JT

p (' + O - 1)s"),

lJlJ

y por ultimo, el cuarto coeficiente de la expansion es

p f w(n)Hs(Vén + wdn

ijk
ds

p (w'ulit + (0 - DU + 6™ + 6)).

)(017 n + 2 Nou'n + uiu! — 657)dn'dn’

(3.71)

(3.72)

Podemos identificar a 6 con la velocidad del sonido y dado que es un modelo isotérmico

podemos fijar 6 = 1 y los coeficientes se reducen a

a = p,
i i
a = pu,
ij  _ i
a, = puun’,
ijk  _ ij. ok
ay = puuwu.

(3.73)
(3.74)
(3.75)

(3.76)

Ahora si ya tenemos todos los ingredientes para expandir a f“¢. Antes de proseguir sera
bueno mencionar que la mayoria de los trabajos con LBM usan la expansion del niimero
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Mach pequeiio, esto es, expandir la distribucion en equilibrio hasta segundo orden en u tal y
como lo hicimos en (3.25). Esto nos garantiza que los primeros 3 momentos hidrodindmicos
son recuperados de forma exacta. Por lo que para este caso, es suficiente con expandir la
funcidn de distribucion en equilibrio hasta segundo orden en los polinomios de Hermite,

Q

2
1
fUE ~ wE) ) —aH(£)
n=0 """

w(E)p (1 +EU + %u"uf(gfgf -~ 5"/’)) . (3.77)

Para discretizar el espacio de momentos usaremos la cuadratura de Gauss-Hermite (ver
apéndice A) la cual nos permite aproximar integrales de la forma f w(&E)D(E)d € a través
de una sumatoria

N
[woocgae =Y woe. (378)
A=1

donde w, := w(&,) y {€,} son las raices de los polinomios de Hermite. La cuadratura de
Gauss-Hermite también nos garantiza que si ®( €) es un polinomio de grado G, entonces la
integral puede ser calculada de forma exacta

N
f WEPO(Hdx = Y wdD(£), (3.79)
A=1

con al menos N = (G + 1)/2 nimero de absisas &, asociadas con los pesos w, = w(§)).
Esto nos genera un conjunto de N funciones de distribucién asociadas con cada absisa &,

£ 1= fUE) = wap (1 + 4 SuIEE] - 6”)) . (3.80)

Si normalizamos las velocidades respecto la velocidad de la malla &, = Z—l‘ yu =L la

ecuacion (3.80) toma la forma mas usada dentro de la literatura LBM
cdu cluind iy
eq A A7
=wyppl|l+ - —.
Ja w [ c2 2k 2¢2

m

(3.81)

Aqui serd bueno mencionar que la forma de la distribucion en equilibrio discretizada (3.81)
coincide con la obtenida para D2Q7 (3.52). Esto tiene que ver con que la expansion usada
en D2Q7 (conocida como nimero Mach pequeifio) fue a segundo orden en la velocidad
(O(u?)), pero si uno quiere dejar mas términos en la expansion, estos no coincidirdn ne-
cesariamente con la expansion en la base de Hermite. Debido a la ortogonalidad de los
polinomios de Hermite, esta no mezcla momentos de diferentes Ordenes, mientras que
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la expansion en Mach pequefios si. La funcion de distribucion en equilibrio en su forma
discreta (3.81) recobra los primeros 3 momentos (densidad, momento, energia) de forma
exacta, pero si se quiere alcanzar la forma correcta del término de disipacion, es necesario
recuperar también hasta el cuarto momento. Dicho esto, expandamos la funcién de distri-
bucidn en equilibrio hasta tercer orden en los polinomios de Hermite

48

Q

3
1
W( f) Z ;aan( f)
n=0 "

= W(Ep[1+ £+ SWNES ) +

(uiujuk) (é;ifjé;k _ (6ij€;k +6kj§i +6ik§j))].

N =

(3.82)

Aplicando la cuadratura de Gauss-Hermite en (3.82) y haciendo la normalizacion respecto
la velocidad de la malla obtenemos finalmente

i iJ i, i inJ ki gk i
P 1+clu cheu iyt it culwu (3.83)
a =W c2 204 2¢2 66 2c4 '
m m m m m

Esta formulacion nos permite escoger cualquier conjunto de pesos w, compatible con las
velocidades {c,} escogidas y con su respectiva velocidad de malla. En la tabla (3.1) se
muestran los valores de todos estos conjuntos para diferentes modelos.

3.3. Implementacion

Hasta ahora hemos discretizado la funcion de distribucién y de equilibrio en el espacio
de momentos usando la cuadratura de Gauss- Hermite, por lo que tenemos N ecuaciones
de Boltzmann, una para cada f;

eq
Ofa c of _ _fﬂ —Ja
ot i T

Podemos discretizar en el tiempo la ecuacion (3.84) de la misma forma como se mostrd
en la seccion 3.1.1 obteniendo asi N ecuaciones de evolucén

(3.84)

i j i i 0 6 i e i
Sl + €01+ 6) = chot) = = [fuld ) = [ ). (3.85)

., . eq .
Hay que observar que en la ecuacién (3.84) las funciones f; y f,” dependen continua-
mente de la posicion x'. Para discretizar la configuracion espacial, nos paramos en un punto
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Modelo | c, Wa Cm
D2Q7 | (0,0) 1/2
(cos B, sin 6)) 1/12 1/2
D2Q9 | (0,0) 4/9
©,£1),(+1,0) | 1/9 1/V3
(1, +1) 1/36
575+193 V193
D2Q17 | (0,0) T
(0, 1), (£1,0) | 231V
655+17 V193 25-+/193
(+1, 1) Taor 30
685-49 V193
62D o |
(0, £3), (£3,0) 162—000r
D2Q25 | (0,0) e
(0,£1),(x1,0) | 2Vi0
(0, +3), (+,3,0) %o@
666—144 V10 2
(1, £1) T I= 45
(el #3). (3,21 | 2t
506—160 V10
(£3,£3) T 518400

Tabla 3.1: Aqui se muestran los valores de los pesos w,, el conjunto de velocidades c,
(absisas de la cuadratura) y la velocidad de la malla ¢,, para 4 modelos diferentes. Los
primeros dos modelos, D2Q7 y D2Q09, se usan junto con la ecuacion (3.81) mientras que
si se quiere usar la ecuacion (3.83) es necesario usar los modelos D2Q17 6 D2Q25 para
garantizar que se recuperan los primeros 4 momentos.
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de referencia x' tal que si se escoge un modelo con N velocidades entonces se requieren N
puntos {x’},=1. v, tal que x; = x' + &,¢'.

Para lograr la evolucién en un paso completo ¢,, la ecuacion (3.84) se calcula en 2
diferentes pasos. En el primero se calcula los nuevos valores de la funcién de distribucién
en un mismo punto debido a la colisioén de las particulas f, por esto se le llama paso de
colision 5

Ald.chon) = Aot = | AGL ot - G ). (3.86)
El segundo paso consiste en propagar esta informacion hacia los puntos x' = x' + 6,¢’,
Fix' + ch6r, it +8) = flxd, ¢4, 1), (3.87)

Finalmente podemos calcular los nuevos valores de la densidad p y del campo de velo-
cidades u'

N

po= D (3.88)
A
N

pu' = Y cif. (3.89)

A

En la siguiente pagina se muestra el algoritmo central de LBM.
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Algoritmo central de LBM:

Inicio }

valores iniciales

U
P )

calculando la funcion de equilibrio

i i i Joi -
eq _ Qe acme i
{ A = wWap (1 & @ v e 2c2,

colision

[ﬁ(xi’ Cip t) = f/l(-xi’ Cip t) - % [f/l(-xi’ cip t) - qu(xi’ Cip t)]}

propagacion t=t+9

filx' +ci6p, ¢t +8) = fulxd, ¢, t)}

[Condiciones de frontera}

calculando los nuevos momentos

p = Z/lf,l
pu' = Y

Fin
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3.4. Aplicaciones

Antes de pasar a las aplicaciones, necesitamos una forma de relacionar los pardmetros
de LBM (t, Ax, ¢,) con la viscocidad cinemdtica v, la cual se encuentra implicitamente en
las simulaciones LBM y explicitamente en las ecuaciones de Navier-Stokes. La forma de
hacerlo es através de la expansion de Chapman-Enskog [11], 1a cual se basa en expansiones
multiescala de la funcidn de distribucion asi como de las variables, y aunque éste método es
una derivacién formal* no es muy bien vista por los mateméticos. La viscocidad cinemadtica
en funcién de los paramtetros de LBM es

V= (T - %)c,zn (3.90)

En esta seccion se estudian 3 sistemas hidrodindmicos diferentes con los cuales medi-
mos la precision del método usando dos modelos distintos D2Q7 y D2Q9. En cada uno
de los sistemas se derivan las condiciones de frontera a usar y cuyo conjunto total abar-
ca la mayoria de las condiciones mas usadas dentro de LBM. Para el flujo de Couette se
muestran las condiciones de frontera tipo rebote en una pared sélida, para una pared sélida
con movimiento uniforme y del tipo periddicas. En Poiseuille, se muestra como calcular
las funciones de distribucion en fronteras abiertas donde se conoce la velocidad o solo una
componente y la densidad. Para el tercer problema se considera una cavidad cuadrada tal
que la tapa superior se mueve a velocidad constante. Alli mostramos como elegir parmetros
LBM (Ax = 6, = 1) a partir de los parametros fisicos.

3.4.1. Flujo Couette

Consideremos el flujo entre dos placas paralelas de largo L separadas a una distancia d
tal que la placa superior se mueve con una velocidad relativa a la otra u, en direccion de las
equis. Nosotros consideramos un dominio numérico de n X m puntos tal que d = mAy. Para
el caso de D2Q7 Ay = 0.75 y a parte pedimos que m sea par debido a las simetrias de la
malla. Para el modelo D2Q9 Ay = 1. En cada puto de las fronteras es necesario calcular los
valores de las funciones de distribucién incognita, es decir, aquellas que no se pueden saber
por el paso de propagacion. En las figuras (3.2) y (3.3) se puede ver la estructura general
de cada malla.

Empecemos con la frontera Sur (i,0), i € {1,...,n}. Como esta frontera se supone es
una placa en reposo, la condicion de frontera que se utiliza es la de rebote, es decir, que
adquieren los valores de las funciones de distribucion que después del paso de propagacion

“En matemadticas, cuando se habla de obtener soluciones formales de una ecuacién diferencial (ODE
o PDE) se refiere a considerar simbolos bien definidos y manipularlos con reglas bien definidas pero sin
preocuparse por cuestiones de convergencia o incluso sentido matematico.
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NORTE
f;
V' 8
/5 hi AN
OESTE ESTE
fs 17
P
y fo 1s
X SUR

Figura 3.2: Estructura de la malla D2Q9. Se observan puntos en cada una de las fronteras
y sus respectivas funciones de distribucion incégnitas.

NORTE
\VAVAVAVAAVAVAVAVAVA
f 2 f 1
OESTE ESTE
Je i\/2
Y Uk P fe
X SUR

Figura 3.3: Estructura de la malla D2Q7. Se puede observar puntos representativos, uno
en cada una de las fronteras y las respectivas funciones de distribucion incognitas. Aqui la
frontera Oeste cae en los puntos (0, j) donde j es par y la frontera este donde j es par.
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apuntan hacia afuera de la frontera. Para el caso de D2Q7 se tiene

f=fs
= e
Para D2Q9 las funciones de distribucion en la placa inferior depués de la propagacién son
2= Ja
f5 = f77
Jo = s

La frontera Norte (i, m), i € {1, ..,n}, que es la placa con velocidad constante u, requiere
un poco més de trabajo aunque la idea es simple. Dado que la placa se mueve a una velo-
cidad constante, se hace un cambio de marco de referencia al de la placa, ahi se aplica la
condicion de rebote y luego se vuelve a transformar el marco de referencia. De esta forma
el valor de las funcién de distribucién para fronteras sélidas y con velocidad u de forma
mads general estd dada por [12]

c;-u
f(x.0) = filx,0) = 2wipn=5—, (3.91)

donde f; es la funcién de distribucién simétrica de f). respecto a la frontera después del
paso de propagacion. Claramente si u = 0 obtenemos las reglas de rebote usuales. Para
calcular py primero debemos sustituir explicitamente u = (u,,0) en la la ecuacién (3.89)
tomando solo la contribucion en la componente de las y (ou”)

0=>"f (3.92)
A

y luego usar ésta ecuacion como constriccion y poder calcular py. Explicitamente, para el
modelo D2Q7 tenemos

oy = fot it fa+ 202+ f), (3.93)
fs = fo—8pnu,wrcy, (3.94)
fo = f3—8pnu,wics. (3.95)



52

Capitulo 3. El Método de Malla de Boltzmann

Para el modelo D2Q9 obtenemos

PN
Ja

fi
fs

= Jot h+ f+20H+ 5+ 15,

= fa
Uy
- ﬁ_p%,
Uy
= f6+pN6

(3.96)
(3.97)

(3.98)
(3.99)

Para las fronteras Este y Oeste, implementamos las condiciones de frontera periddicas,
esto debido a la naturaleza del problema. En las condiciones de frontera tipo periddicas
simplemente copiamos el valor de las funciones de distribucion que si conocemos en una
frontera en la otra. En el caso de D2Q9 se tiene que después del paso de propagacion las

funciones de distribucion son

donde f/{’j es la funcion de distribucién asociada a ¢, en el punto (i, j) de la malla.

0,
1

157
£
£
£
£

n,j

1

b

— fsw’
= fg”j,
= Y,
= Y,
= Y,

(3.100)
(3.101)
(3.102)
(3.103)
(3.104)
(3.105)

En el caso D2Q7 tenemos que dar las correcciones despues del paso de colision, las

cuales son

n,j
1

.
5

0,
3

0.j
£
0.j
fsj
0.j
fs!

_ £0.J
=N
n,j
2
_
=J3
— n’j
=Jy4
— n’/
=Js
— n’j
= Je

fTv

n—1,j-1
L

Al,j-1
3

si jes par.

si j es impar.

A

4 9
f‘l,j+1

5
m—1,j+1
6

si jes impar.

si jes par.

(3.106)
(3.107)
(3.108)
(3.109)
(3.110)
(3.111)

En las figuras (3.4) y (3.5) se muestra el perfil de velocidad normalizado u/u,,,, respecto
a la velocidad maxima del sistema u,,,, = u,. Los cortes corresponden a los puntos (n/2, j),
j €{l1,...,m} en ambos modelos.
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D2Q7
Analitica

0.6 - 4

u/u,,

04} A

0.2} 4

y/d

Figura 3.4: Comparacion entre la simulacion numérica usando el modelo D2Q7 y la solu-
cién analitica. Los parametros utilizados fueron Ax = 1,9, = 1, Ay = 0.75, 7 = 095 y
v = 0.15 en una malla de n X m = 21 X 11 puntos.

08 D209 <> |
Analitica

0.6 - 4
:E
~
=}

0.4+ B

0.2+ B

o L L L L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

y/d

Figura 3.5: Comparacion entre la simulaciéon numérica usando el modelo D2Q9 y la solu-
cion analitica. Los parametros utilizados fueron Ax = Ay =6, =1, 7=095yv =0.15en
una malla de n x m = 21 x 11 puntos.
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3.4.2. Flujo de Poiseuille

Como se vio en la seccion 2.2 el flujo dentro de una tuberia de longitud L y anchura d
se puede obtener a través de un gradiente de presion

Ap 8Ny
— = 112
=, (3.112)
tal que la solucién analitica del flujo estacionario (2.34) queda
4umax
u'(y) = - 7 Y0 d). (3.113)

La presion estd relacionada con la densidad a través de (2.21), pero como nuestra fun-
cion de distribucidn esta ahora en funcidon de las velocidades {c;},¢; 1a ecuacion de estado
isotérmica relaciona la presion con la densidad de forma lineal con la velocidad de la malla
como factor de proporcionalidd en vez de la del sonido p = pc?. Esto nos permite calcular
las condiciones iniciales para la densidad p dada la presion p. Por ejemplo, si uno fija la
densidad en la salida de la tuberia p,,,, entonces la densidad de entrada es

Pin = €2AD + Pour. (3.114)

La condicion de frontera en la pared inferior de la tuberia es la misma que para Couette,
es decir, de rebote. Para la pared superior, como ahora esta fija, la condicién de frontera
también es de rebote por lo que para D2Q7 son

5=/, (3.115)

Jo = f3 (3.116)
mientras que para D2Q09 se tiene

fa = fo (3.117)

=5 (3.118)

fs = Je (3.119)

Ahora necesitamos una forma de implementar fronteras abiertas en los extremos de
la tuberia. Empecemos por el extremo de salida que seria la frontera Este. Por supuesto,
estas condiciones dependen del modelo a usar por lo que primero lo haremos para D2Q9 y
después el de D2Q7.

Supongamos que conocemos el valor del campo de velocidades ahi u,,,(x = L) =
(Uouts Vour), Y queremos determinar las funciones de distribucion incognita y a p usando los
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momentos
Pour = fb+f1+f2+f3+f3+ﬁl+f5+f6+f7+f8’ (3120)
Poutlour = fl+f5+f8_f6_f3_f7’ (3.121)
PoutVour = f2+f5+f6_f7_f4_fS’ (3122)

donde las funciones incégnita en este caso son f3, fs y f7. Consistencia entre las ecuaciones
(3.120) y (3.122) nos lleva a que

1

Pour = [fo+ o+ fa+20(fi+ 5+ O] (3.123)

I+ v

Aun nos falta determinar las tres funciones incégnita. Para hacer esto, necesitamos cerrar

el sistema de ecuaciones y se hace asumiendo que la regla de rebote es vélida para la parte
TR __ phoeq eq <z o L .,

de no equilibrio (f; = f,;7" + f;") de la funcion de distribucion que sean normales a la

frontera, es decir

Fom SO = fi - f, (3.124)
donde f; se calcula usando (3.81)
Oou. 9 3
leq = p9[ 1+ 3uou + Eutz)ut - E(uiut + Viut)] 4 (3.125)
ol 9 3
f;q = % [1 = 3w + Euiut - E(uiut + Viut)] : (3.126)

Sustituyendo estas ecuaciones en (3.124) encontramos a f3

2
]% = fl - gpoutuout' (3127)

Finalmente con la ayuda de (3.127) podemos calcular fs y f; usando los momentos (3.121)-
(3.122)

1 1 1

f7 = fS + = (f2 - f4) = ~PoutWour = FPoutVout» (3128)
2 6 2
1 1 1

fo = fs— E (fa—Jfo) - gpoutuout + Epoutvout- (3.129)

Ahora repetiremos el andlisis para D2Q7. Aqui las funciones incégnita son f3, f4 y fs.
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Los momentos toman la forma

Pour = f0+f1 +f2+f3+f3+f4+fS+f6’ (3130)
1 1
Poutlows = 1 + E(fz + fo) — §(f3 + fs) = Jas (3.131)
3
PoutVour = Z(fZ +f3 _fS _f6)- (3132)

Si multiplicamos (3.131) por 2 y lo sumamos con (3.130) obtenemos

pout(l + 2Upus) = ﬁ) + 3f1 + 2f2 + 2f6 - ﬁl (3.133)

Para saber el valor de f; usamos de nuevo que la regla de rebote es valida para la parte de
no equilibrio normal a la frontera. En este caso

fi-f'=fA-H% (3.134)

donde fi % se calcula usando (3.81)

leq = pl();t [1 + 4uoul + 8u(zjut - z(ugut + V(Z)ul)] ’ (3135)
f;fq = % [1 - 4uout + Suim - Z(Mzzmt + vtzmt)] : (3136)

Sustituyendo estas ecuaciones en (3.134) y resolviendo para f; se obtiene

2
f4 = fl - gpoutuout- (3137)

Usando este valor de f; en (3.133) nos permite calcular p,,,

1
Pour = ——— [fo+2(fi + o+ fo)]. (3.138)

1 + guam

Para determinar f; y f5 basta con invertir los momentos (3.131) y (3.132) dado que ya
conocemos f;, esto nos genera dos ecuaciones con 2 incognitas cuya solucion es

1 2

f3 = f6 - gpoutuout + gpoutvout’ (3139)
1 2

fS = f2 - gpoutuout - gpoutvour (3140)

Regresemos a nuestro problema. Sabemos que la solucion alcanza un estado estacio-
nario y ademds que la componente-y de la velocidad es cero u = (u,,,0). Dado que co-
nocemos una componente de la velocidad podemos dejar la densidad fija p,,, y calcular la
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velocidad de salida u,,, invirtiendo la ecuacion (3.123) para D2Q9 y en (3.138) para D2Q7

1
Uour = ot ot far2(fitfi+fl-1 (D2Q9) o
out
3 3
i = 1 [fo+2(fi+ fo+ fo)] - 7 (D2Q7) (3.142)
out
— ;\<>\,,,\,,, —
08 o %
<>\\
5 06 o <> |
EE Analitica !
3 04 <> |
<>//
02 - o %
///Q/Vrr/r/ /
0 | l 1
0 0.2 0.4 o : |

y/d

Figura 3.6: Comparacion entre la simulacién numérica usando el modelo D2Q9 y la solu-
cion analitica. Aunque aqui si se muestra una diferencia consdierable entre las soluciones,
los resultados son consistentes con los esperados en LBM [16]. Esto se debe a los efectos
de compresibilidad del método asi como las condiciones de frontera juegan un rol impor-
tante. Cambiado las ondiciones de frontera de rebote a medio rebote es posible alcanzar la
solucién deseada o aplicando una fuerza de cuerpo en el fluido. Los parametros utilizados
fueron Ax =Ay=06,=1,7=0.93y v =0.14 en una malla de n x m = 10 X 16 puntos.

La frontera Oeste, la cual es donde suponemos entra el flujo en la tuberia, requiere
un tratamiento similar al ya hecho para el extremo opuesto. De nuevo, si suponemos que
conocemos la velocidad de entrada u = (u;,, v;,) podemos calcular las funciones incognitas
fi. fs, fs y la densidad p;, de forma andloga a lo hecho en la frontera Este. De esta froma
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para D2Q9 tenemos:

1
pin = T+ fot fit 2+ fo+ I (3.143)
2
fi = i+ 3Pinllin: (3.144)
1 1 1
f5 = f7 Y (f2 - f4) + —PinUin + ~PinVins (3145)
2 6 2
1 1 1
= — - —Di Uiy — —0i Vi .14
fS f6 + > (fZ f4) + 6pmum 2,0me, (3 6)
y para D2Q7:
1
pin = T Lh+2(h+ it S, (3.147)
3 in
2
fi = fat Pintlin (3.148)
1 2
Jo = f3+ 3Pintlin = ZPinVin: (3.149)
| 2
h o= fs+ gpinuin + gpinvin- (3.150)

3.4.3. Flujos de Couette sobre una cavidad cuadrada

Considere una cavidad cuadrada de d = .20m por lado llena con aceite de motor a
15°C cuya viscosidad cinemdtica es v, = 1.2 x 107°m?/s. La tapa superior se mueve con
velocidad de u, = 6m/s. El nimero de Reynolds es Re= u * d/v, = 1000.

En las simulaciones LBM uno tiene la libertad de escoger la velocidad (no mayor a
4) u, y viscocidad v manteniendo Reynolds fijo. En este caso, si escogemos u, = 0.1 y
v = 001 obtenemos Re = 0.1 * dy,,/0.01 = 1000, donde dj,,, = néx = n. Nosotros fijamos
ox = 1 por lo que n = 100. Es decir, nuestra malla tiene n X n puntos en caso de D2Q9.

Las fronteras Este, Oeste y Sur son tratadas con la condicién de rebote mientras mien-
tras que en la frontera Norte que es donde esta la tapa se usa la misma condicidén que en
Couette.

En las figura (3.7) se muestran las lineas de corriente para diferentes nimero de Rey-
nolds. Los resultados concuerdan bastante bien con estudios previos [14, 15] en donde se
resuelven las ecuaciones de Navier-Stokes con diferencias finitas y métodos espectrales
respectivamente.
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(c) Re=1000 (d) Re=2000

Figura 3.7: Lineas de corriente para distintos nimeros de Reynolds usando el modelo
D2Q9. Se puede apreciar la formacioén de un gran vértice en el centro y dos pequeiios
en las esquinas inferioires. En (d) se puede observar el nacimiento de de un tercer vortice
en la parte superior derecha tal y como se predice en [14, 15].

3.5. Analisis de Convergencia

El método de malla de Boltzmann es una aproximacién a segundo orden en el nimero
de Kudsen de las ecuaciones de Navier-Stokes [11], donde los errores de truncacién son
absorbidos mediante la redefinicion de la viscocidad (3.90). Esto lleva a que los términos de
orden tres son los lideres en el error de truncacidn, por lo que es en efecto una aproximacién
a segundo orden de las ecuaciones de Navier-Stokes. El paso de integracion da también
una aproximacion a segundo orden. Una forma de medir la precision es fijando el cociente
adimensional v6,/Ax* y haciendo lo siguiente. Dado los pardmetros de una simulacién
os, Ax, u,, podemos escoger un factor de refinamiento a, entonces si se repite la simulacién
usando los pardmetros Ax’ = Ax/a, 6, = 6,;/a* se deberia ver que los errores escalan
como Ax?. Otra forma es fijar los pardmetros §, = Ax = 1, entonces dado el tamafio del
sistema este escala como dy,, = anAx, el tiempo en que se ejecuta la simulacion se escala
al cuadrado ta® y la velocidad caracteristica se escala tamnién u,/a tal que se mantiene el
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mismo nimero de Reynolds. Si se conoce la solucion analitica de cierta cantidad ¢,,;, una
buena forma de cuantificar el error es a través de la norma L,

N _ 2
Lo(¢) = \/MT%) 3.151)

Dado que la solucién se conoce de manera exacta, el orden de convergencia p se puede

calcular
Lk+1
2
k
L2

log
(3.152)

p= loga ’
donde L’; es la 2-norma del error relativo respecto a la cantidad ¢ calculada en una malla de
referencia Ax* y L4*! es la 2-norma del error relativo respecto a la cantidad ¢ calculada en
una malla de referencia Ax**! = aAx*. En la figura (3.8) se muestra el andlisis para el flujo
de Couette.

Cuando no existe solucidn analitica al problema como lo es de esperarse para las aplica-
ciones en general, basta con conocer el valor de la funcion deseada en tres mallas distintas
relacionadas entre si por Ax' = Ax, Ax*> = aAx y Ax* = a*Ax y el factor de convergencia
se calcula

log $3—¢2

_—h (3.153)

p= loga

donde ¢ es el valor de la funcién calculada en la malla Ax*.

lOrl()

.
10 100
m

Figura 3.8: Se muestra la 2-norma del error en la componente equis de la velocidad en
funcién del nimero de nodos de la malla. El nimero de Reynolds es Re = 10 usando
D2Q9.
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Extension del Método de Malla de
Boltzmann a Variedades Curvas

Para hacer de esta tesis lo mds autocontenida posible, se revisan los conceptos mini-
mos de la geometria diferencial escenciales para poder entender este capitulo. Para més
informacién se recomienda consultar los libros de texto cldsicos de geometria diferencial
[17, 18]. Cada que hablemos de variedades nos referimos a una variedad Riemanniana'
(M, g) donde M es un conjunto tipo Hausdorff> de dimensién = D dotado de una estructu-
ra diferencial. Dicha estructura es llamada atlas y es un un conjunto de dupletas {(¢;, U;)}ics,
donde ¢; : U; ¢ M — V; C R es un homeomorfismo® diferenciable dotado de una métrica
g. Aqui vale la pena enfatizar que cada carta define por si mismo un conjunto de coorde-
nadas locales ¢;(p) = (x/, ..., xP), por lo que si nos fijamos en un punto en la interseccion
entre dos cartas entonces el cambio de coordenadas ¢; o ¢]‘.1 es diferenciable.

Antes de hablar de la métrica, es necesario recordar que en este tipo de conjuntos se
puede definir para todo punto p € M un espacio vectorial llamado espacio tangente 7, M
en donde viven los vectores de p, o precisamente es donde viven los vectores tangentes a
todas las trayectorias que pasan por p € M. El dual de este espacio es llamado espacio
contangente 7, M := {wlw : T, M — R, w es linal}. En general a los elementos de 7, M
se les llama vectores contravariantes o simplemente vectores y se escriben respecto una
base A = ZA"%. Andlogamente a los covectores se les llama 1-formas y se escriben

'La idea aqui es presentar de la forma mas compacta y general las bases de la teoria y queda lejos de ser
un texto completo. Para mds detalles se recomienda consultar los libros de texto clasicos [17, 18].

2Un espacio de HausdurfF es basicamente un conjunto en donde es valida la nocién de abiertos equivalente
a R". Es decir para cuales quiera dos puntos p;, p, € M existen dos abiertos Uy, U, € M tal que U; N U,
es vacia.

3Es decir, es inyectiva y su inversa existe y es continua.

61
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w = w;dx'. Definimos los tensores del tipo (r, s) r veces contravariante y s covariante como

T: (T, M x(T,My' - R

T(Wa,dX", ..., Wa, dX" AP B, AP Op) = Wy - AP AP (4.1)

dode T'gl‘_:'gy’ =T (dx™,...,dx", g, ..., Op,).

Para aterrizar los conceptos y la notacién un poco abstracta restrinjdmonos al cdlculo
de la base del espacio tangente a superficies*. Sea (¢;, U;) una carta de M C RP** entonces
¥ = ¢! es una parametrizacion y -% — %. Mis adn, si U; = {(x',....,x°,G(x))|x e V C
RP,G : V — R} estd dado por el grifico de una funcién, entonces definimos (x) =

(x,G(x))y
W) _ (o, 0.1.0,...0 201 Gk 4.2)
ox' x! ox' /.., p

.....

es la base canénica de 7, M.

Todas estas definiciones son locales y dependen del punto p € M. Podemos definir
un campo vectorial como una aplicacién que asigna a cada p € M un vector tangente
A(p) € T, M de manera diferenciable. Definamos el haz tangente como la unién disjunta’
de todos los espacios tangentes T M = | | ,c o T, M. Entonces A : M — T M es un campo
vectorial diferenciable. La extension a campos tensoriales es directa 7 : M — Q(M)’,
donde Q( M) = (T* M)" x (T M)*.

Sea M una variedad diferenciable. Una métrica es un producto interno g, : 7, M X
T, M — R paracada p € M. Es decir, YX(p),Y(p),Z(p) € T, M, a, € R, tenemos

gp(aX +pBY.72)) = agy(X,Z)+pBg,(Y,2), (4.3)
gp(Z,aX +BY) = afg,(Z,X)+Bgy(Z,7Y).
g(X,Y) = gp(Y,X). (4.4)
g&HX,X) > 0, 4.5)

gHX,X) = 0 &< X=0.

Con esto podemos definir la norma de los vectores X(p) € T, M

IX(p)l := Vgp(X, X). (4.6)

El concepto de derivada direccional que se da en R” se extienede a variedades Rieman-
nianas a través de la derivada covariante Vy. Para ser precisos, en una variedad Rieman-
niana (M, g), existe una unica derivada covariante V compatible con g, libre de torsion,

“El teorema de Nash-Whitney nos garantiza que toda variedad diferenciable M se puede encajar como
una superficie en R” con n > dim( M). En general no es trivial saber para qué n la variedad M se puede
incrustrar, por ejemplo, el plano hiperbélico necesita al menos n = 6.

SUnién disjunta porque sus elementos tienen interseccioén vacia T, MNT,, M =0,Yp;, p» € M.
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conocida como derivada de Levi-Cevita y estd dado por

-0 Y 0 _ 0 ) €| i O

VyY = Vo V—=X——— 4+ XYV, —=X'—— + X'V} —

X X'5a" Oxi oxt Ox/ 39 Ox) oxt Ox/ Y oxk

( oY* , 0
= X'|=— +YT%|—, 4.7
( ox! ”) Oxk @7
donde Ff?j son los simbolos de Christoffel dados por
1 dgij . Ogu  08i

=g — + = - —|. 4.8
i = 28 ( oxi  ox/ ox 48)

La métrica es importante porque nos da informacién sobre la geometria intrinseca y nos
permite relacionar diferentes variedades que pudieran parecer no ser lo mismo a primera
vista. Sean M, N variedades diferenciables y (N, g) una variedad Riemanniana. Sea ¢ :
M — N una funcién diferenciable. Entonces podemos definir una métrica inducida en M
como

W'8),(X(p), Y(p) = gp(dy(X(p)), dy(Y(p))), YX(p),Y(p) e T, M. 4.9)

Decimos que dos variedades Riemannianas ( M, k) y (N, g) son isomorfas si ¢*g = h.

4.1. Evolucion de la Funcion de Distribucion en Varieda-
des

Nuestra meta aqui es tener una descripciéon macroscopica de los fluidos en variedades
arbitraias, por lo que es necesario tener una formulacion de la ecuacién de Boltzmann en
coordenadas curvilineas. Primero ocupamos una nueva funcion de distribucion f” tal que
pordamos escribir la ecuacion de Boltzmann de forma invariante. Ya que el nimero de
particulas del sistema en un elemento de volumen se tiene que conservar, y como en una
variedad arbitraria el elemento de volumen varia de punto a punto, también debe hacerlo f,
incluso para una funcion de distribucion constante. Para lograr esto, debemos multiplicar
la funcién de distribucion f por la raiz del determinante de la métrica /g, es decir, por el
Jacobiano (J :=4/g) y sustituirla en la Ec.(2.49) la cual queda de la siguiente forma:

ouf) | dx' o(Jf) N F' a(Jf)

ot | dt ox  m o0& =CUN- (4.10)

Dada una variedad Riemanniana ( M, g) de dimensién D con la metrica dada en coor-
denadas locales g := ds*> = g, jdxidx-i . La longitud [/ de una curva parametrizada s(f) esta
dada por:
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I(s) = f giXix/dt. (4.11)

Podemos calcular la ecuacion geodésica (la ecuacion de la curva con la distancia mini-
ma) a partir de el principio de minima accién. En general, la accién se escribe S = f L(x, x,t)dt,
donde L es el Lagrangiano. Calculando la variacion de las trayectorias con los puntos inicial
y final fijos se obtienen las ecuaciones de Euler-Lagrange:

d ([ oL oL
——|=—— k=1,2,..D. 4.12
dt ( (9)'6") ox* (+12)
En nuestro caso usamos L = 4/g;;x'x/, de esta manera la ecuacién anterior toma la forma:
d X/ 1 ag;
. LIRSy (4.13)
dt A /gl]_xlxj 2 A /gljxl_x] ox

Dado que el funcional de la longitud Ec.(4.11) es invariante bajo la transformacién
t = Y(1), para cualquier funcion suabe ¥(7), también lo es la ecuacion anterior. Esto nos
permite escoger a s como pardmetro T obteniendo s = +/g;;dx'dx/. Dividiendo entre ds,
uno obtiene +/g;;dxidx/ = 1y la ecuacion anterior se reduce a

d . 1 6gl i
7 (@) = 5 2%, (4.14)

Esta ecuacion coincide con la ecuacion de Euler-Lagrange para la accion definida por una
particula libre con Lagrangiano L = % gijX'x’ y cuya aceleracion es

= T, (4.15)

donde 3 5 3
1 81 08  O&ij
k Kl J i j
== =+ — = . 4.16
=28 \ox T o o (4.16)
La Ec.(4.15) es conocida como la ecuacion geodésica y donde hemos introducido los sim-
bolos de Christoffel l"f.‘j asi como g que es el inverso de g;;.

Ahora ya tenemos todos los ingredientes para escribir la ecuacién de Boltzmann en
variedades. Partiendo de la Ec.(4.10), utilizando el hecho que las particulas se mueven por
geodésicas Ec.(4.15) y que

) dpl dé;l
F'=— 4.17
ar e “17)
finalmente podemos escribir la ecuaciéon de Boltzmann en variedades:
Of . ;iOf i ik Of
— = C(f). 4.18
o € e T g =) (4.18)
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En ésta ultima hemos renombrado a la funcién de distribucion simplemente como f. Tam-
bién hay que notar que el tercer término de la izquierda contiene toda la informacién debida
a las fuerzas no inerciales que aparecen por estar en geometrias generales; y que los simbo-
los de Christoffel y el tensor métrico son arbitrarios, por lo que podemos modelar fluidos
en espacios curvos donde el tensor métrico es muy complicado o incluso sélo se saben sus
valores numéricos.

4.2. Discretizacion de La Ecuacion de Boltzmann en Va-
riedades

La funcién de distribucién en equilibrio en coordenadas curvilineas generales toma la
siguiente forma [19]

f=

Vap (—gij(f’ —u)(& — u’)), 4.19)

Qroypr X 20

la cual expandiremos sobre los polinomios tensoriales de Hermite, andlogamente a lo hecho
en la seccion 3.2.2

o 1
fUx £ = NBW(E) ) —an(x.DH (), (4.20)
n=0 "
donde el peso w( €), es
w(€) = ! exp —ﬁ (4.21)
(2m)Pr2 2 ) '

De esta forma, escribimos la funcién de equilibrio como

—(&—-u)? —
oo PNE_((E-w_ pNE ((£-w) )
(2n6)P/2 26 oP/2 Vo
y de nuevo, los coeficientes se calculan proyectando f“¢ con H,
a,(x,t) = ffeq(x, ENH(E)E. (4.23)

Definiendo una nueva variable ' := & — u'/ V6 implica d¢' = VOdn' por lo que la
integral anterior toma la forma

a, =p+g f w(mH,(Vén + w)d”y. (4.24)
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En este momento es util recordar integrales gaussianas en D dimensiones®,

(27T)D/2
A7

* 1
Zy = f exp (—EXTAx)dxldxz...de = (4.25)

[ee]

donde A es una matriz cuadrada D X D simétrica y definida positiva. Para funciones gaus-
sianas con fuentes

1
Z; = fexp (—EXTAX + JTx)dxldxz...de, (4.26)

podemos completar el cuadrado para eliminar los términos cruzados. Sea x = y + A™'J,
encontramos

z f Lyray+ Lrass) = 27 ep(Loracy (4.27)
= | exp|—= - = - . .
Como necesitaremos calcular los momentos, definamos
1
<Xy 5= ka‘ - xP exp (—EXTAx)dxldxz...de. (4.28)

Hay que notar que < x* --- x»#1 >= (0 dado que la integral es impar. Esta integral puede
calcularse tomando las derivadas respecto a Z;

0 0

ki kop « _
< X9y S —— e ——
FYAE YA

(4.29)

Zy

J=0

Debido a que necesitamos explicitamente el valor de los primeros 4 momentos, los tnicas
férmulas que necesitamos son para < x'x’/ >

. d 0 1
iy - 2 v —JTAly 4.30
< x'x > 57, 07 exp(2 » (4.30)
d 01
= ——=J'AlJ 4.31
aJ; 8J;2 “4.31)
|
= Z()E(Al.jl+Aﬁ1) (4.32)
= Z,A7. (4.33)

En nuestro caso A = g por lo que Ai‘j1 = g'/. Tomando encuenta todo esto, la normali-

®Aqui hemos usado el famoso Teorema de Wick, el cual es bastante conocido en el contexto de Teorfas
Cuanticas de Campos (QFT) por lo que para una mayor discusion ver referencias [20, 21].
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zacion del peso es

1 giEE 1

dé = ———— _—— = —, 4.34

f WEE = o f exp-=— = = (4.34)
y los momentos de interés son
. @mpr
< E¢ >= g. (4.35)
V8
Con esto ya es facil calcular los coeficientes de la expansion. Empezemos con el primero
PVE '8
a = p \@fW(U)Ho( Vo + wd’n = Qopi | P (—T])dDﬂ-

= p. (4.36)

El segundo coeficiente

a = pvg f W H (Vo + wdPn = £V exp(—@)(ﬁnww)d%.

-~ (2m)P2
= pu'. (4.37)

No es hasta el tercer coeficiente que encontramos términos que involucran al tensor métrico,
veamos

al = p ‘/ng(U)Hz( Von + u)d’n
. PVE ner\ o
= puiuj +pAij, (438)
donde hemos hecho ya la sustitucién 6 = 1y definido AV := g — ¢§". Para el cuarto

coeficiente se obtiene

a* = pu'uu + p(AIU + AU’ + AR, (4.39)

Es claro que si nuestra variedad es R? (y el tensor métrico dado en coordenadas cartesianas

g" = 6V = AV = 0), entonces los coeficientes resultan ser los mismos que los encontrados
en el capitulo anterior.

Con esto podemos calcular la funcion de distribucién a segundo y tercer orden en los
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polinomios de Hermite. Empecemos con el de segundo orden

(%, &1

2
1
VEW(£) ) —an(x.0H,(£)
n=0 "

(4.40)

p\/_w(f)[1+u§+ ”J;g] %+W]_

Aplicando la cuadratura de Gauss-Hermite en (4.41) y haciendo la normalizacién respecto
a la velocidad de la malla

j i A ij sij
uc/l uucﬁc/l u'u +A C/lc‘/l AV§Y
4 2 2
2cy, 2cs 2cs 2

f,leq(x’ t) = P \/_W/l

]. (4.41)

m
Para el caso de la funcidén en equilibrio a tercer orden obtenemos

J i ij 2 sij i ki k
ucd uucdc/l u'u A(c/lc/l ¢, 07) cecunu

24 2¢2 2¢2, 6¢5

(A | t]z]kk
_cqu'ulu AVc! e ciu 1

2c, 242

f;q(x’ t) = p \/_W/l

m

(A”é”c + Aijéjkc;uk + Aijékicﬁuk) ]
(4.42)

Esta discretizacion o mejor dicho proyeccion de la funcién de distribucén nos genera
-como discutido anteriorme- un conjunto de N ecuaciones de Boltzmann, una por cada
velocidad elegida &,

ofy | .0fi  F'ofy

+ &=+ ———= =C(f). 4.43
T e T o ) (4.43)

Antes de pasar a la discretizaciéon temporal hay que tratar el término de la fuerza el cual

estd acoplado con el gradiente respecto a la velocidad de f,

- _For
8= e (4.44)

de la definicién de los polinomios de Hermite (A.1) tenemos la siguiente relacion

o 0
w(&H, " = (—1)'1@ e @ w( &) (4.45)
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tal que podemos escribir (4.44)

F'of né L%
e [ RIoE
o 0
- _‘/_Z( e Y 5511 g B w(g)
- _7 VEW(E) Z:(; —tnH. (4.46)

Los coeficientes a, ya los conocemos hasta n = 3, asi que podemos truncar la expansion a
primer, segundo o tercer orden en los polinomios de Hermite. A segundo orden tenemos

Fi 8f i _Fl (_ )n+1
Eé)_.f‘ \/_ (‘f)z a, n+1

—VEw(Ep— (§ +W(EE - 5)). (4.47)

En nuestro caso f— = —I" &¢&/, por lo que redefinimos F' = —T". £'&/. Aplicando la cua-
n . J ., . . J .
dratura de Gauss-Hermitte en la ecuacién anterior y normalizando respecto a la velocidad
de la malla se obtiene

af ¢ Fh ufchi u'F!
8a:=—F a__P\/_WA /14/1 - 2/1

Cn Cn

(4.48)

m

En la presencia de fuerzas externas la extension es directa F ’A - F f{ + ouF ’A Tomando
en cuenta todo esto, la ecuacién de Boltzmann discretizada en el espacio de velocidades es

p
f‘ +€, af, = C(f) + G (4.49)

donde C(f)) = —(f, — f{D/.

4.2.1. Discretizacion Temporal

La discretizacion temporal de la ecuacion de Boltzmann en ausencia de fuerzas externas
(Ec. (3.1)) realizada en la seccidn 3.1.1 fue una integracién formal en un paso ¢,. Dado que
conocemos la forma explicita de f“¢ y por su forma, el célculo de f al tiempo siguiente
resulté ser la misma que si se hubiera hecho una simple aproximacién a primer orden en
un sélo punto

O+ 68, 1+6) — f(x', 1) = C(F)S, + Fao:. (4.50)
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Si bien en ausencia de fuerzas éste esquema es suficiente para alcanzar una convergencia
a segundo orden, ya no lo es al considerar fuerzas externas o provocadas por la curvatura
de la geometria. Ya que la convergencia espacial es a segundo orden vamos a elegir un
integrador de la familia de los métodos Runge-Kutta implicito de segundo orden conocido
como la regla del trapecio’

t+0;
Fuld 468146 — fux 1) f () + B di

(C(fa(xi, D) + C(fax' + £, + 6)))
2

N Fa(x', 1) + Fa(x' + E6,, 1+ 8,)
2

Q

0. (4.51)

El problema con los métodos implicitos es que el valor nuevo a calcular sale en ambas
partes de la ecuacion por lo que en general se debe de resolver una ecuacion algebraica. La
ventaja aqui es que podemos definir una nueva variable propuesta en [22, 23]

fi=fa- 6tw, (4.52)
la cual al sustituir en (4.51) se obtiene
L +68&1+6) = fux', 1) = (C(f) + Fa) 6. (4.53)

Si sustituimos explitamente la forma del término de colision BGK en C(f) y con un poco
de algebra llegamos a

o

A + 68,1 +6) - fix.1) = —% (= £27) + (1 - 32) a0 (4.54)

donde T = 7 + 6,/2.

Con esta definicién los momentos hidrodinamicos se calculan de la siguiente manera

_ 6,
p ZA:fA+§C&, (4.55)

. _ . ) .
pui = ) fach + 5 Bach. (4.56)
A

La ecuacion (4.54) coincide con la forma propuesta en [24] por lo que este esquema es

"La regla del trapecio establece que si dy(x)/dx = f(y, x), con y(xy) = yo entonces y(xg + Ax) = yy +
Ax(f(yo, x0) + f(y(x0 + Ax), x + Ax))/2.
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nombrado a veces dentro de la literatura como el esquema de fuerza de Guo®. Es comiin
encontrar €ste esquema sin las barras y con un término fuente S, = (1 — 6,/27)%, tal que
se obtiene la forma estandar de LBM

falx, 1) = f(x,0)

T

flx" +6,&,t+6,) - fulx, 1) = — ( )@ + S0, (4.57)

4.3. Implementacion en la Esfera

En este caso nuestra variedad es (S?, g). Podemos cubrir casi toda la esfera (sin los
polos) con una sola carta (@, U) tal que

O:UcS® - [e,n—¢€]x][0,2n),
O(p) = (6,9).

La parametrizacién natural es ¢y = ®~'(6, ¢) = (rsin 6 cos ¢, r sin fsin ¢, r cos 6). La métri-
ca inducida (4.9) en este caso es

0P~ 9!
()
oD~ 9! ,
8o = g( FTREEY: ):r2s1n29. (4.59)
Por tanto los simbolos de Christoffel no cero son
I, = —sinfcos6, (4.60)
6 d cosd
F¢9 = F9¢_ peowt (4.61)

La funcion de distribucion a segundo orden (4.41) para una variedad de dimension
D=2es

i i jal i i i i

f(x,1) = p+gw p st ettt St 0 W SN B o
= ) - 2

e 2 2¢4 2¢2 22 2 2¢2

m m m

(4.62)

La discretizacion entonces la hacemos sobre la variedad (®(U), (®~')*g) la cual es isomorfa
a (U, g). En este caso nuestras coordenadas estan dadas por x := ®(p) = (r,0) por lo que
las componentes de la velocidad respecto a esta base son u = (', u’) y ¢, = (¢, c%). El

8Guo et al. [24] muestran c6mo manejar los efectos debido a la discretizacion al momento de tratar
fuerzas. Ellos proponen una forma para la fuerza con pardmetros a encontrar a través de la expansion de
Chapman-Enskog la cual coincide con la calculada aqui (4.48) para el caso de RP.
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término de la fuerza es (4.48)

‘ 0f c;F; ufc/lcﬂF‘ u"Ffl
donde las componentes de la fuerza F', = ijcﬁc’j son
Fy = rwcﬂcﬂ, (4.64)
F{ = -20g,cch. (4.65)
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Figura 4.1: Se muestran los valores de la densidad para 2 tiempos distintos. En (a) y (c) se
muestran los valores de la densidad sobre la carta en la cual se hace la simulacién. En (b) y
(d) se muetran nuevamente los valores de la densidad en la esfera.
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Conclusiones

Se present6 una formulacion general para calcular la ecuacion discretizada de Boltz-
mann en R” y se implementaron tres de los sistemas mds usados para comparar la eficiencia
mostrando resultados consistentes con estudios anteriores [14, 15]. En cada uno se mostrd
deforma explicita como calcular las condiciones de frontera para los modelos D2Q7 y
D2Q9. La formulacién presentada es equivalente con la cldsica derivacion expuesta en [13]
donde se ha recalcado la importancia de diferenciar entre la velocidad del sonido 6 = ¢2
con la velocidad de la malla 2, puesto que ambas formulaciones son equivalentes si y s6lo
si @ = 1. Después se extendi6 la formulacién a variedades Riemannianas donde las fuerzas
producidas por estar en sistemas de referencia arbitrarios son incorporados en el término
de la fuerza externa usual en LBM. Se mostr6 explicitamente el cdlculo para la funcién
de distribucion en equilibrio a segundo y tercer orden el cual coincide con los recientes
trabajos en [27, 28]. Finalmente se implemento dicha formulacién para el caso de un fluido
contenido en la superficie de una esfera donde se utiliz6 la funcién de distribucién en equi-
librio y el término de la fuerza truncadas hasta segundo orden. En nuestras simulaciones
sobre la esfera se puede observar errores numéricos debidos a que el truncamiento tanto
de la funcién de distribucidn en equilibnrio como del término de la fuerza que se usé fue
hasta segundo orden en los polinomios de Hermite. También que las condicién de frontera
de rebote usada pierde bastante presicion al momento de incorporar fuerzas en la ecuacion
de Boltzmann. Dichos errores se pueden evitar usando la distribucién en equilibrio a tercer
orden asi como el término de la fuerza también a tercer orden como lo han hecho en [29].
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Apéndice A

Polinomios de Hermite y cuadratura
Gauss-Hermite

En éste apéndice se expone de manera simplificada las propiedades de los polinomios
tensoriales de Hermite expuestos por Grad [25] y se hace su extension a variedades.

Los polinomios tensoriales de Hermite en R” se pueden definir a traves de la férmula
de Rodrigues

o -D" 0 0
Hivn(£) 1= (W(;) O, (A1)
donde _
_ler

1
w(§) = =~ exp (A.2)

(2m)P12 2

Los polinomios de Hermite forman una base en el espacio de Hilbert, con la norma definida
como

f. g = f Fowdé. (A3)

Sean & := a; -+, y B := B1 - - - B, entonces
f wHEHPd € = 6,02, (A4)

donde 6,‘fﬁ es igual auno si @ - - - @, es una permutacion de S, - - - 5,,, en cualquier otro caso
6% = (. Esta condicién de normalizacién hace que

f w(E)d & = 1. (A.5)
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Se pueden aproximar funciones en esta base a través de

o1
£ =w(&) ) —a,H, (&), (A.6)
i n!
donde los coeficientes se obtienen a través de la proyeccion

_(f _
an—(w,H,,)w— f fHdE. (A.7)

La extension a variedades de D dimensiones es casi directa dado que la expansion es
hecha en el espacio de velocidades y el tensor métrico s6lo depende de las coordenadas
espaciales. La norma entonces entre vectores es g( &, &) = g;;£'¢/, esto nos hace redefinir el

peso como! N
V& 8ij&'é’!
b2 SXP\~ : ’
(2m) 2

w(§) = (A.8)

el cual nos garantiza que®

_ B g€\ VB [eoPR]_
def = W exXp (— 5 )df = (271')D/2 [ \/g ] =1. (A9)

En la cuadratura de Hermite-Gauss, las integrales de una funcion f respecto al peso w(¢)
son reemplazadas por una serie de valores de f(£,) en un conjunto escogido de puntos &),
i € {1,...,q} multiplicados por los pesos w,. En D = 1

gq-1
[wor@ Y e (A.10)
=0

En [26] muestran que el mejor conjunto de puntos para realizar la cuadratura, donde es
Optima, es cuando &, son las raices de H, y los pesos dados por

(q!)

= A.11
[GH, 1 )T &10)

Wa

La extension a D dimensiones es directa. Por lo general se construye una malla en una
dimensién y se van haciendo productos tensoriales para generar mallas en dimensiones méas
grandes. Para detalles respecto a esta y otras cuadraturas consultar [4].

"Este peso es distinto al usado en la ecuacién (4.21) el cual no lleva el término +/g y se va cargando
durante toda las cuentas.

%En la seccién 4.2 se muestra cémo sacar los momentos de integrales gaussianas en D dimensiones de
forma recursiva donde el momento cero que es la integral (A.9) se resuelve usando el teorema de Wick
[20, 21].
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