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Resumen

En esta tesis presento una forma sistematica para calcular la ecuación de
Boltzmann discretizada en variedades Riemannianas a través de la proyección
en los polinomios de Hermite. La función de distribución es calculada explici-
tamente para orden uno, dos y tres en los polinomios de Hermite ası́ como el
término de la fuerza hasta segundo orden. A modo de ejemplo se implementa
la formulación para el caso de una esfera.

Palabras Clave— Métodos Númericos, LBM, Fluı́dos en Variedades, Ecua-
ción de Boltzmann.
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Abstract

In this thesis I present a systematic way to compute the discretized Boltz-
mann equation in any almost arbitrary Riemannian manifold. The distribution
function is truncated up to third order in Hermite polynomials and the force
term is truncated up to second order. As an example I implement this formula-
tion in the case of a sphere.

Palabras Clave— Numerical Methods, Lattice Boltzmann Method, Fluid
Mechanics on Manifolds, Boltzmann Equation.
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Capı́tulo 1

Introducción

El método de malla de Boltzmann, LBM por sus siglas en inglés, es un método compu-
tacional para resolver problemas de mecánica de fluı́dos el cual fue implementado exitosa-
mente por primera vez en Frish et al. [1]. Surge como una manera alternativa de estudiar
fluidos donde en vez de resolver numéricamente las ecuaciones de Navier-Stokes se re-
suelve la ecuación de Boltzmann y las variables hidrodinámicas son calculadas como los
momentos de la función de distribución.

En la naturaleza aparecen frecuentemente problemas de dinámica de fluı́dos en espacios
curvos. Por ejemplo, si se desea estudiar el clima de la Tierra se necesitan resolver las
ecuaciones de Navier-Stokes sobre la superficie terrestre. En astrofı́sica existen sistemas
que involucran fluidos que pueden ser o no relativistas sobre un espacio-tiempo curvo,
por ejemplo, agujeros negros supermasivos acretando materia en el centro de galaxias tipo
Vı́a Lactea. En microbiologı́a existen las bicapas lipı́dicas la cuales recubren células y sus
estructuras internas. Las bicapas lipı́dicas son comunmente modeladas como un fluido dos
dimensional sobre superficies curvas [2] de acuerdo a las ecuaciones de Navier-Stokes en
variedades curvas [3].

En esta tesis presento una forma sistemática de calcular la forma de la función de equi-
librio para variedades Riemannianas arbitrarias. La tesis está organizada como sigue. En
el capı́tulo 2 se introducen los conceptos principales de la fı́sica de fluidos ası́ como de
la teorı́a cinética escenciales para el desarrollo del método de malla de Boltzmann. En el
capı́tulo 3 desarrollo toda la teoı́ra estandard de LBM para procesos isotérmicos. Se pre-
senta de forma explı́cita cómo discretizar la ecuación de Boltzmann en el tiempo y en el
espacio de momentos ası́ como una pequeña discusión sobre la interpretación correcta de
la velocidad del sonido. Además calculo de manera explı́cita la forma para la función de
distribución para el caso de la malla hexagonal de siete velocidades que fue de las primeras
en presentarse históricamente. Después presento una forma sistemática para calcular la for-
ma de la función de distribución en D dimensiones y N velocidades. La discretización en el
espacio de momentos se hace a través de la proyección de la ecuación de Boltzman en los
polinomios de Hermite similar a la presentada en [4]. Se presentan tres problemas clásicos
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14 Capı́tulo 1. Introducción

como complemento, el flujo de Couette, el flujo de Poiseuille y el flujo de Couette de una
cavidad cuadrada. En el capitulo 4 doy una pequeña revisión de geometrı́a diferencial esen-
ciales para poder extender el método de malla de Boltzmann a variedades Riemannianas.
Se calculan la forma explı́cita de la función de distribución a primer, segudo y tercer orden
en los polinomios de Hermite ası́ como la forma del término de la fuerza a segundo orden.
Finalmente implemento la formulación presentada para la simulación de un fluido sobre
una esfera.



Capı́tulo 2

Hidrodinámica y Teorı́a Cinética

2.1. Navier-Stokes y el medio continuo

La dinámica de fluidos es el campo que estudia el movimiento de los fluidos (lı́quidos
y gases). Dado que los fenómenos asociados a la dinámica de fluidos son macroscópicos es
necesario tratar al fluido como un medio continuo. Es decir, se asume que dado un elemento
de fluido, éste es lo suficientemente pequeño respecto al tamaño del sistema pero lo sufi-
cientemente grande en comparación del tamaño de las moléculas y la distancia tı́pica entre
ellas. Aunque la validez de estas consideraciones pueden discutirse (y lo haremos más ade-
lante), para la mayorı́a de las aplicaciones en dinámica de fluidos esta es una aproximación
lo suficientemente robusta.

La descripción matemática del estado de un fluido moviendose es afectado por pro-
medios de funciones que dan la distribución de la velocidad del fluido u = u(x, y, z, t) y
por cualquier par de variables termodinámicas pertenecientes al fluido, como la presión
p(x, y, z, t) y la densidad ρ(x, y, z, t). Todas las cantidades termodinámicas están determina-
das por los valores de solamente dos de ellas y están relacionadas por la ecuación de estado
del sistema. Por tanto, el estado del sistema (el fluido) está completamente determinado si
uno conoce las tres componentes de la velocidad u=(ux, uy, uz), la presión p y la densidad
ρ. Todas estas funciones son en general funciones de las coordenadas (x, y, z) y del tiempo
t.

2.1.1. La Ecuación de Continuidad

Empecemos por considerar un elemento de fluido con densidad ρ ocupando un volumen
V0. La masa de dicho elemento de fluido es

∫
V0
ρdV . Ya que el fluido está en movimiento,

el cambio de la masa por unidad de tiempo se debe al flujo que entra o sale de ese elemento
de fluido. Matemáticamente

15



16 Capı́tulo 2. Hidrodinámica y Teorı́a Cinética

∂

∂t

∫
V0

ρdV = −

∮
∂V0

ρu · dA, (2.1)

donde la integral cerrada se hace sobre la frontera ∂V0 del volumen V0, u es la velocidad del
fluido y hemos tomado la normal que apunta hacia afuera como la dirección de dA = dAn̂.
Usando el teorema de la divergencia1 en la parte derecha de la ecuación anterior, podemos
reescribirla como ∫

V0

∂ρ

∂t
dV = −

∫
V0

∇ · (ρu)dV. (2.2)

Dado que el volumen V0 es arbitrario, podemos quitar el simbolo de la integral y obtener
finalmente la ecuación de continuidad

∂ρ

∂t
+ ∇ · (ρu) = 0. (2.3)

Esta ecuación diferencial parcial refleja la ley de conservación de la masa. En la literatura,
tambien es común ver la ecuación de continuidad escrita de diferentes formas

∂ρ

∂t
+ ∇ · j = 0, (2.4)

donde j = ρu es el flujo de la densidad de masa. Otras formas comunes de encontrarla son

∂ρ

∂t
+ u · ∇ρ + ρ∇ · u = 0 (2.5)

ó
Dρ
Dt

+ ρ∇ · u = 0, (2.6)

donde hemos introducido la derivada material

D
Dt

:=
∂

∂t
+ u · ∇. (2.7)

La derivada material no es mas que una especie de derivada total la cual muestra el ritmo
con el que cambia una función a través del espacio. Por ejemplo, si la cantidad de interés es
ρ, la derivada material de esta nos dice como cambia la densidad en un elemento de fluido
en el tiempo pero no en un punto fijo si no a través de la trayectoria sobre la que fluye dicho
elemento.

1
∮
∂V0

ρu · dA=
∫

V0
∇ · (ρu)dV . El teorema fue descubierto originariamente por Joseph Louis Lagrange en

1762, e independientemente por Carl Friedrich Gauss en 1813, por George Green en 1825 y en 1831 por
Mikhail Vasilievich Ostrogradsky, que también dio la primera demostración del teorema. Posteriormente,
variaciones del teorema de divergencia se conocen como teorema de Gauss, teorema de Green o teorema de
Ostrogradsky. Hoy en dı́a este teorema se deja como ejercicio para estudiantes de ciencia e ingenierı́a.
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2.1.2. La Ecuación de Euler

Ahora consideremos el cambio de densidad de momento de un elemento de fluido
d
dt

∫
V0
ρudV , con densidad ρ y velocidad u ocupando un volumen V0. Para un fluido ideal, el

cambio en el momento es debido a: (i) el flujo de momento ρuu (donde uu es el producto
directo del campo u consigo mismo, es decir es un tensor cuyas componentes son uiu j) que
entra o sale del elemento de fluido a través de su frontera

∮
∂V0

ρuu · dA , (ii) a diferencias o
gradientes de la presión

∫
V0
∇pdV , y (iii) por fuerzas externas F que actuan sobre el fluido∫

V0
FdV , como por ejemplo la gravedad g.
Usando el teorema de la divergencia podemos transformar la integral de superficie (i) en

una de volumen y notando que el volumen donde se hace la integral es arbitrario obtenemos
la ecuacion de Euler:

∂(ρu)
∂t

+ ∇ · (ρuu) = −∇ρ + F. (2.8)

La ecuación de momento Ec.(2.8) puede ser escrita de forma más general, llamada la
ecuación de Cauchy

∂(ρu)
∂t

+ ∇ · Π = F, (2.9)

donde hemos introducido el tensor de densidad de flujo de momento Π y cuyas componen-
tes estan dadas por

Πi j = ρuiu j − σi j. (2.10)

El termino σi j es el tensor de esfuerzos y corresponde a las transferencias indirectas de
momento en el elemento de fluido en movimiento. Para fluidos simples descritos por la
ecuacion de Euler el tensor de esfuerzos es isotrópico, es decir, solo contiene elementos en
la diagonal los cuales son los mismos en todas direcciones σi j = −pδi j.

2.1.3. Las Ecuaciones de Navier-Stokes

La transferencia del flujo de momento en la ecuación de Euler solamente incluye trans-
ferencias de momento reversibles. Para fluidos reales, necesitamos incluir un término de
viscocidad o términos de fricción internos del fluido, los cuales son responsables de la
disipación en la transferencia de momento de un elemento de fluido a otro de manera irre-
versible.

Para esto, ocupamos del llamado tensor de esfuerzos viscoso σ′i j, el cual cumple con
dos consideraciones: (i) sus contribuciones deben de ser cero cuando el flujo es uniforme,
y (ii) si el gradiente de velocidad es pequeño, entonces la transferencia de momento debido
a la viscocidad es capturado por términos proporcionales a las primeras derivadas de la
velocidad solamente. Un tensor general de rango que satisface dichas consideraciones es el
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siguiente

σ′i j = η

(
∂ui

∂x j
+
∂u j

∂xi

)
+ ζδi j

∂uk

∂xk
, (2.11)

donde η y ζ son coeficientes de la viscosidad. El tensor de esfuerzos viscoso es comunmente
separado en dos términos

σ′i j = η

(
∂ui

∂x j
+
∂u j

∂xi
−

2
3
δi j

∂uk

∂xk

)
+ ηBδi j

∂uk

∂xk
. (2.12)

El primer coeficiente de viscocidad η aparece cuando hay esfuerzos cortantes sobre el ele-
mento de fluido, mientras que el término ηB = 2η/3 es llamado el segundo coeficiente de
viscocidad o viscocidad dilatacional y tiene que ver con los esfuerzos o tensiones normales
en un elemento de fluido. Finalmente tomando en cuenta las contribuciones de la presión y
la viscosidad, el tensor de esfuerzos se escribe

σi j = σ′i j − pδi j. (2.13)

Insertando la Ec.(2.12) y Ec.(2.13) en la ecuación de Cauchy, Ec.(2.9), obtenemos final-
mente las ecuaciones de Navier-Stokes

∂(ρui)
∂t

+
∂(ρuiu j)
∂x j

= −
∂p
∂xi

+
∂

∂x j

[
η

(
∂ui

∂x j
+
∂u j

∂xi

)
+

(
ηB −

2η
3

)
∂uk

∂xk
δi j

]
+ Fi. (2.14)

Las ecuaciones de Navier-Stokes pueden ser considerablemente simplificadas si se asume
incompresibilidad, esto es ρ=constante, lo que reduce la ecuacion de continuidad, Ec.(2.3),
a ∇ ·u=0. En este caso, podemos escribir las ecuaciones de Navier-Stokes en su forma mas
común

∂u
∂t

+ u · ∇u = −
1
ρ
∇p +

η

ρ
∇2u + F. (2.15)

El tensor de esfuerzos para un fluido incompresible toma la forma

σi j = η

(
∂ui

∂x j
+
∂u j

∂xi

)
− pδi j. (2.16)

2.1.4. Ecuación de Estado

Hasta este punto tenemos 4 ecuaciones que juntas describen el movimiento de un flui-
do. La ecuación de continuidad, Ec.(2.3), y las 3 ecuaciones de Navier-Stokes Ec.(2.14)
(una para cada componente de la velocidad). Sin embargo, estas 4 ecuaciones forman un
sistema de ecuaciones indeterminado, es decir, ocupamos cinco variables para describir
completamente el estado del fluido pero tenemos solamente 4 ecuaciones y a menos que
se hagan consideraciones que fijen ciertas variables (como una densidad constante) el sis-
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tema es insoluble. Para tener un sistema de ecuaciones consistente es necesario agregar
una quinta ecuación. La ecuación de estado relaciona a todas las variables de estado del
sistema, tal como la densidad ρ, la presión p, la temperatura T , la energı́a interna e y la
entropı́a s. Auque más adelante haremos una descripción detallada sobre las variables de
estado termodinámicas, lo importante aquı́ es saber que cualesquiera de estas variables se
relacionan con cualquiera otras 2 a través de una ecuación de estado.

La ecuación de estado más famosa es conocida como la ley de los gases ideales

p = ρRT. (2.17)

Esta en particular, relaciona la presión con la densidad y la temperatura a través de la
constante universal de los gases ideales R, con unidades [R] = J/(kgK). Otra ecuación de
estado que se puede encontrar en la literatura es la ecuación de un gas ideal y que expresa
a la presión como función de la densidad y la entropı́a es

p
p0

=

(
ρ

ρ0

)γ
e(s−s0)/cV . (2.18)

Las constantes p0, ρ0 y s0 son los valores dado un estado de referencia. Esta ecuación
hace uso de las capacidad calorı́ficas, a volumen constante cV y a presión constante cp y el
cociente γ, conocido como el ı́ndice adiabático. Estos están definidos en general como:

cV =

(
∂e
∂T

)
V
, cp =

(
∂(e + p)/ρ

∂T

)
p
, γ =

cp

cV
. (2.19)

En un gas ideal, las dos capacidades calorı́ficas están relacionadas entre sı́ como cp = cV +R.

Hay que observar que la ecuación de estado por sı́ sola no cierra el sistema de ecuacio-
nes, pues siempre introduce una nueva variable, como por ejemplo en la Ec.(2.17) se intro-
duce la temperatura T y en la Ec.(2.18) se introduce la entropı́a s. El sistema de ecuaciones
puede ser totalmente cerrado si se puede derivar una ecuacion que describa la evolución de
esta variable a partir de la ecuación de energı́a. Sin embargo, el sistema de ecuaciones re-
sulta ser incomodo para trabajar por lo que la ecuación de estado es una manera de cerrar el
sistema de ecuaciones bajo ciertas aproximaciones. Por ejemplo, la mayorı́a de los trabajos
en acústica están basados en la suposición que la entropı́a es aproximadamente constante.
Esto simplifica (2.18) en la ecuación de estado isentrópica

p = p0

(
ρ

ρ0

)γ
, (2.20)

y cierra el sistema de ecuaciones. En otros casos lo que se asume es que el sistema tie-
ne temperatura constante T ≈ T0 lo que simplifica la Ec.(2.17) en la ecuación de estado
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isotérmica
p = ρRT0, (2.21)

la cual es una relación lineal entre la presión y la densidad. Para desviaciones pequeñas
sobre un estado de referencia, las ecuaciones de estado se pueden aproximar por linealiza-
ción. Uno puede hacer uso de la derivada total y linealizar la ecuación de estado p(ρ, s) de
la siguiente forma

p = p0 + p′ ≈ p0

(
∂p
∂ρ

)
s
∆ρ +

(
∂p
∂s

)
p
∆s. (2.22)

En este caso las derivadas son evaluadas en el punto p = p0, y las desviaciones ∆ son res-
pecto al estado de referencia definido por p0, ρ0, y s0. Para la ecuación de estado isentrópica
(2.20), la ecuación (2.22) se simplifica a

p ≈ p0 + c2
S ∆ρ, (2.23)

donde cS es la velocidad del sonido y en general está dada por la siguiente relación:

c2
S =

(
∂p
∂ρ

)
s
. (2.24)

Para el caso de la ecuación de estado isentrópica (2.20), la velocidad del sonido es cS =
√
γRT0 y para el caso de la ecuación de estado isotérmica (2.21) la velocidad del sonido es

cS =
√

RT0. (2.25)

2.1.5. Escalas
Uno de los fı́sicos más famosos de todos, Albert Einstein, recibió el Nobel de Fı́sica

en 1905 por la descripción detallada del movimiento que sufren partı́culas atrapadas en
fluidos en reposo, como el polen en una gota de agua. Robert Brown fue la primer persona
en documentar este tipo de movimiento (más tarde bautizado movimiento Browniano en
su honor). El movimiento Browniano es una prueba de que la materia está compuesta por
átomos y/ó moléculas diminutas y que son las responsables del movimiento aleatorio que
sufren partı́culas pequeñas como el polvo, suspensiones coloidales o el polen.

Por este motivo, cuando uno estudia un sistema macroscópico es necesario analizar las
diferentes escalas en longitud y tiempo de los diferentes procesos que se realizan dentro
del sistema. Empecemos nuestro análisis desde el punto de vista de la mecánica clásica,
desde lo más pequeño a lo más grande, entonces tenemos (1) el tamaño de los átomos o
moleculas que componen el fluido `a, (2) la distancia promedio que hay entre dos colisiones
sucesivas -camino libre medio- `m f p, (3) la escala tı́pica de los gradientes de algunas de las
propiedades macroscópicas ` y (4) la tamaño del sistema `S . El orden tı́pico de estas escalas
de longitud es `a � `m f p � ` ≤ `S .
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Respecto a las diferentes escalas de tiempo con las que se desarrollan los diferentes
procesos dentro del sistema, definimos el tiempo de colisión tc ∼ `a/vT , es decir, es el tiem-
po de duración de una colisión donde vT = (kBT/m)1/2 es la velocidad térmica promedio
de las moleculas. Hay que observar que por un lado la velocidad térmica vT es diferente a
la velocidad macroscópica de un elemento de fluido, ‖u‖ =: u � vT , y por otro esta debe
ser del orden de la velocidad del sonido cS ∼ vT . Análogamente podemos definir el tiem-
po promedio que hay entre dos colisiones sucesivas, tm f p = `m f p/vT . Esta es la escala de
tiempo con la que se trabaja en teorı́a cinética y es el tiempo en el que el sistema se relaja
hacia el equilibrio local por medio de las colisiones. El equilibrio local no significa que el
sistema se encuentre en equilibrio global. Esa es la situación que pasa más a menudo y en
la que estamos interesados en estudiar.

Las escalas de tiempo y escalas de longitud más grandes existen debido al flujo hi-
drodinámico de una región a otra. En general, en un fluido podemos tener situaciones de
advección (régimen inercial) o de difusión (régimen viscoso) y la escala de tiempo mas
corta y relevante para estos casos son tconv ∼ `/u y tdi f f ∼ `2/ν respectivamente, don-
de ν es la viscocidad cinemática. La viscosidad cinemática está relacionada con el primer
término de viscosidad (viscosidad dinámica) por η = ρν. El cociente entre estas dos escalas
hidrodinámicas temporales es el famoso número de Reynolds

Re =
tdi f f

tconv
=

u`
ν
. (2.26)

En la investigación, es de interés tanto números de Reynolds altos como pequeños. Flu-
jos con números de Reynolds grandes son usualmente dominados por turbulencia y son
relevantes para el diseño de vehı́culos aerodinámicos, edificios, puentes y muchas otras
aplicaciones. Por otro lado, números de Reynolds pequeños toman importancia al momen-
to de hacer microfluidos y biofı́sica. El número de Reynolds es adimensional y nos ayuda
a caracterizar flujos, es decir, en sistemas con el mismo número de Reynolds se espera que
el flujo se comporte de manera igual o similar ya sea laminar para Reynolds pequeños y
flujos turbulentos para Reynolds grandes.

Otra escala de tiempo importante es la escala de tiempo acústica, tsonido ∼ `/cS , donde
cS es la velocidad del sonido en el fluido. Esta escala temporal determina qué tan rapido se
propagan las ondas de compresión en el fluido. Cuando este número es mayor comparado
con la escala de tiempo advectiva, el fluido se comporta muy parecido a lo que harı́a un
fluido incompresible. La compresibilidad del fluido es un factor importante y gracias a este
tenemos muchos más fenomenos fı́sicos como las ondas de choque. El número Mach

Ma =
tsonido

tconv
=

u
cS

(2.27)

es el cociente entre las escalas de tiempo acústica y convectiva. En la práctica podemos
asumir que el flujo de una corriente estacionaria se comporta como la de un fluido incom-
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presible cuando Ma≤ 0.1.
Existen casos donde el orden tı́pico en las escalas de longitud cambia respecto a la

mencionada al principio. Por ejemplo, la miniaturización de dispositivos fluı́dicos hace que
la escala del sistema sea comparable con el camino libre medio `S ∼ `m f p, por lo que
otro número adimensional útil es el cociente entre las escalas de camino libre medio y del
sistema, llamado el número de Kudsen

Kn =
`m f p

`
. (2.28)

Para números de Kudsen Kn≤ 1, la descripción continua de Navier-Stokes es válida, mien-
tras que para Kn& 1, la descripción del sistema se tiene que hacer a traves de la teorı́a
cinética o en general de la fı́sica estadı́stica. El número de Kudsen es importante en la for-
mulación LBM, ya que es el parametro más pequeño usado en la expansión de Chapman-
Enskog con el cual se derivan las ecuaciones de Navier-Stokes a partir de la ecuación de
Boltzmann.

Estos 3 números, Re, Ma y Kn, aparecen a lo largo de la literatura de fluidos. Su im-
portancia recae en que los flujos de fluido que tengan los mismos números adimensionales
comparten la misma fı́sica salvo un escalamiento dado por la longitud y velocidad tı́pica
del sistema en particular y están relacionados entre sı́ por la relación de von Kármán

Kn = α
Ma
Re

, (2.29)

donde α es una constante numérica. Este enunciado es conocido como la Ley de Similari-
dad.

Hay que hacer notar que incluso dos sistemas que comparten el mismo número de Rey-
nolds, pueden que no compartan los mismos números de Mach o Knudsen. Sin embargo,
mientras el orden en las escalas de longitud y tiempo sean iguales en los dos sistemas sus
valores exactos no son tan importantes. Por ejemplo, si Ma y Kn son lo suficientemente
pequeños, sus valores exactos son irrevelantes para los flujos hidrodinámicos de interés
donde el número de Reynolds es el parámetro clave. Por tanto, se puede argumentar que
para todos los flujos con el mismo número de Reynolds son comparables entre sı́.

2.2. Flujos de Couette y Poiseuille

Consideremos el flujo de un fluido incompresible (∇ · u=0) y Newtoniano2 a través de
dos placas paralelas tal que uno de estos tiene una velocidad relativa a la otra y constan-

2Un fluido Newtoniano es aquel en la que su viscocidad no depende de la velocidad. Formalmente se
dice que un fluido es Newtoniano si el tensor de esfuerzos viscosos Ec.(2.12) no depende del estado de
deformación ni de la velocidad del flujo.
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Figura 2.1: Flujo de Couette. El campo de velocidades sólamente depende de la distancia
en la que se encuentre un elemento de fluido entre las placas y tiene dependencia lineal. La
pendiente del perfil es u0/d.

te u0 en dirección de las x. Partiendo de las ecuaciones de Navier-Sotkes para un fluido
incompresible y suponiendo que el fluido está localizado entre dos placas paralelas con
una distancia d alineado con el eje y, y que el flujo es laminar con velocidad u apuntando
sólamente en dirección de las x, las ecuaciones (2.15) se reducen a

dp
dy

= 0,
d2u
dy2 = 0. (2.30)

Por tanto p = constante, u(y) = ay + b. Tomando en cuenta condiciones de frontera sin
deslizamiento, es decir, u(0) = 0 y u(d) = u0 obtenemos

u =
u0

d
y. (2.31)

La condición sin deslizamiento quiere decir que la velocidad del fluido cerca de una pared
sólida es igual a la de la pared. En este caso la pared es la placa norte que se mueve a
velocidad constante y el perfil de velocidades descrito por (2.31) es conocido como el
flujo de Couette. En la Fig.(2.1) se muestra el perfil de velocidad para el flujo de Couette.
Una variación de este sistema es cuando uno considera ahora un flujo en una cavidad,
como un rectángulo tal que la tapa superior se mueve con velocidad constante y el resto de
las tapas están fijas. Este sistema no cuenta con una solución analı́tica pero daremos una
aproximación numérica en el siguiente capı́tulo.

Ahora consideremos el flujo de un fluido entre dos placas paralelas fijas y un gradiente
de presión constante. Al flujo laminar y estático que se forma entre las placas es llamado
flujo de Poiseuille. Partiendo otra vez de las ecuaciones de Navier-Stokes para un fluido
incompresible y notando que la velocidad sólo puede depender de y , obtenemos

∂u
∂y2 =

1
η

∂p
∂x
,

∂p
∂y

= 0. (2.32)
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Figura 2.2: Flujo de Poiseuille. El campo de velocidades sólamente depende de la distancia
vertical entre las placas pero la presión varia de forma lineal en la dirección del flujo. El
perfil de la velocidad es parabólico y la magnitud de la velocidad tiene su máximo en d/2
mientras que cerca de las placas tiende a cero.

La segunda ecuación muestra que la presión es constante e independiente de y. La parte
izquierda de la primera ecuación es función solamente de y mientras que la parte derecha
solamente de x. Esto solo puede pasar si las funciones son constantes. Por tanto ∂p/ ∂x =

cte. Para la velocidad se obtiene

u =
1
2η

dp
dx

y2 + ay + b. (2.33)

Las constantes a y b se determinan por las condiciones de frontera u(0) = u(d) = 0. El
resultado es

u = −
1
2η

dp
dx

y(y − d). (2.34)

El perfil de velocidad es parabólico y alcanza su máximo a la mitad (y = d/2). En la
Fig.(2.2) se muestran el perfil de velocidad para el flujo de Poiseuille.

2.3. Teorı́a Cinética
En sus inicios, la teorı́a cinética fue desarrollada para poder describir el comportamiento

hidrodinámico de un gas diluido a partir de primeros principios, tomando como primeros
principios que las moléculas se rigen por las leyes de Newton. Ahora sabemos que los
átomos y las moléculas que componen la materia se rigen por las leyes de la mecánica
cuántica y cuya dinámica se hace a través de la ecuación de Schroedinger. Aún sabiendo
esto, cuando uno considera un sistema de N moléculas encerradas en un volumen V tal que
la temperatura del sistema es lo suficientemente alta y la densidad lo suficientemente baja
para que las moléculas tengan un paquete de onda lo suficientemente localizado, entonces
la imagen clásica de Newton se puede retomar. Para que esto se cumpla, la longitud de
onda de de Broglie de las moleculas debe de ser mucho más pequeña que la distancia tı́pica
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entre ellas

λD :=
~

√
2mkT

� `m f p ≈

(V
N

)1/3

. (2.35)

Este resultado se conoce como Teorema de Ehrenfest. Dice que el estado del sistema está
determinado por las posiciones y las velocidades de las N moléculas y su evolución tem-
poral está descrita a través de las leyes de la mecánica clásica. La única cosa que se hereda
de la visión cuántica es que las N particulas se consideran indistinguibles3.

2.3.1. La Función de Distribución y sus Momentos
Si N es muy grande (lo cual es cierto para sistemas macroscópicos donde el número de

partı́culas es al menos del orden del número de Avogadro), no es realista ni práctico resolver
las ecuaciones de movimiento de cada una de las partı́culas, por lo que es mejor tratar al
sistema desde el punto de vista estadı́stico. Para lograr esto, introducimos la función de
distribución f ( x, ξ, t)∆ x∆ ξ la cual nos dice el número de particulas que hay entre x y x+

∆ x con velocidades entre ξ y ξ+∆ ξ al tiempo t. Los elementos de volumen ∆ x y ∆ ξ deben
cosiderarse lo suficientemente grandes para contener un número grande de partı́culas, pero
lo suficientemente pequeños tal que al ser comparados con las dimensiones macroscópicas
del problema, se puedan tomar como puntos. En condiciones de ambiente tı́picas hay 3 ×
1019 partı́culas/cm3 en un gas. Si escogemos ∆ x ∼ 10−10cm3, es lo suficientemente pequeño
como para considerarlo un punto pero aún contiene 3 × 109 partı́culas. Esta es la escala
mesoscópica de la que hablamos al principio del capı́tulo. Para formalizar la definición de la
función de distribución es necesario introducir el espacio fase ( x, ξ) de una partı́cula. Cada
punto en este espacio 6-dimensional representa un estado de la partı́cula. En un sistema
con N partı́culas podemos verlo como N puntos en el espacio fase. Si queremos saber
cuantos puntos hay en un elemento del volumen del espacio fase ∆ x∆ ξ es justamente por
definición f ( x, ξ, t)∆ x∆ ξ. Si el tamaño de los elementos de volumen es escogida tal que
en cada uno hay un gran número de partı́culas, del orden ∼ 10−9, entonces podemos hacer
una aproximación tomando el lı́mite de la suma del espacio fase en el sentido usual del
cálculo ∑

f ( x, ξ, t)∆ x∆ ξ →

∫
f ( x, ξ, t)d xd ξ. (2.36)

Definida la función de distribución, podemos expresar la información de que hay N
partı́culas en el volumen V a traves de la normalización∫

f ( x, ξ, t)d xd ξ = N. (2.37)

Si las partı́culas estan uniformemente distribuidas en el espacio, tal que f es independiente

3En los inicios de la teoria cinética aún no se tenı́a una visión cuántica de la naturaleza por lo que no
considerar las particulas como indistinguibles fue la causa de la famosa paradoja de Gibbs.



26 Capı́tulo 2. Hidrodinámica y Teorı́a Cinética

de x, entonces ∫
f ( x, ξ, t)d ξ =

N
V
. (2.38)

El problema principal en la teorı́a cinética es, dada la interacción entre las partı́culas hay
que encontrar la función de distribución f ( x, ξ, t) . La forma lı́mite de f ( x, ξ, t) cuando
t → ∞ contiene entonces todas las propiedades termodinámicas del sistema en equilibrio.
Para lograr esto, es necesario encontrar la ecuación de evolución de la función de distribu-
ción, la cual se presenta en la siguiente subsección.

Una última cosa qué decir a cerca de la función de distribución f es que está directa-
mente relacionada con las variables macroscópicas del sistema a través de sus momentos.
Estos momentos se definen como integrales de f con pesos que dependen en general de ξ
sobre todo el espacio de velocidades. La densidad de masa macroscópica ρ es por definición

ρ( x, t) =

∫
f ( x, ξ, t)d ξ. (2.39)

La densidad de momento se encuentra como

u( x, t)ρ( x, t) =

∫
ξ f ( x, ξ, t)d ξ. (2.40)

Similarmente la densidad de energı́a total es

E(x, t)ρ( x, t) =
1
2

∫
| ξ|2 f ( x, ξ, t)d ξ. (2.41)

La densidad de energı́a interna del sistema debida al movimiento térmico aleatorio de las
partı́culas en un fluido también puede calcularse como un momento de f pesada con la
velocidad relativa v( x, t) = ξ( x, t) − u( x, t),

ρ( x, t)e(x, t) =
1
2

∫
|v|2 f ( x, ξ, t)d ξ. (2.42)

2.3.2. La Ecuación de Boltzmann

La función de distribución cambia con el tiempo debido a que en un elemento de volu-
men en el espacio fase, las partı́culas pueden entrar o salir de dicho elemento. Imaginemos
por un momento que no existen colisiones entre las partı́culas, entonces una partı́cula con
coordenadas ( x, ξ) al tiempo t se moverá a ( x + ξδt, ξ + Fδt/m) al tiempo t + δt, don-
de F es la fuerza externa total actuando sobre la partı́cula. Tomemos a δt en el sentido
infinitesimal del cálculo. Entonces todas las partı́culas contenidas en el elemento d3xd3ξ
del espacio fase en la coordenada ( x, ξ), al tiempo t, se moverán al elemento d3x′d3ξ′, en
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( x + ξδt, ξ + Fδt/m), al tiempo t + δt. Por tanto, en la ausencia de colisiones

f ( x + ξδt, ξ + Fδt/m, t + δt)d3x′d3ξ′ = f ( x, ξ, t)d3xd3ξ, (2.43)

la cual se reduce a
f ( x + ξδt, ξ + Fδt/m, t + δt) = f ( x, ξ, t), (2.44)

porque el elemento de volumen es invariante en la ausencia de colisiones d3x′d3ξ′ =

d3xd3ξ. Ya que el número de partı́culas es invariante en este caso, se puede analizar co-
mo si simplemente cambiaramos de coordenadas cuyo Jacobiano tiene determinante J = 1.
Por tanto, si expandimos en serie de Taylor el lado izquierdo de (2.43) truncando a primer
orden en δt obtenemos

∂ f
∂t

+ ξ · ∇ f +
F
m
· ∇ξ f = 0, (2.45)

donde la componente i-ésima de∇ ξ f es ∂ f / ∂ξi. Este resultado es más evidente cuando uno
toma el diferencial total de la función de distribución con las componentes de la velocidad
y la fuerza ξi = ẋi y Fi = mξ̇i, tal que (2.45) está dado por

d
dt

f ( x, ξ, t) =
∂ f
∂t

+
∑

i

ẋi ∂ f
∂ξi +

∑
i

ξ̇i ∂ f
∂ξi =:

∂ f
∂t

+ ẋi ∂ f
∂ξi + ξ̇i ∂ f

∂ξi = 0. (2.46)

De aquı́ en adelante se usará la notación de Einstein, es decir, siempre que haya indices
repetidos significa suma y se omitirá entonces el simbolo de la sumatoria.

Hasta este momento hemos considerado sólamente gases en las que las partı́culas no
colisionan. Ahora imaginemos un escenario más realista donde las partı́culas interactuan
entre sı́ a traves de colisiones elásticas binarias. Estas colisiones producen que partı́culas se
muevan al punto ( x + ξδt, ξ + Fδt/m) sin haber venido necesariamente de ( x, ξ, t). Simi-
larmente otras colisiones no permitirán que particulas que estaban en ( x, ξ, t) se muevan a
( x + ξδt, ξ + Fδt/m). Esta consideración puede expresarse al modificar la ecuación (2.43)
a

f ( x + ξδt, ξ + Fδt/m, t + δt)d3x′d3ξ′ = f ( x, ξ, t)d3xd3ξ + C( f )d3xd3ξδt. (2.47)

En este caso, los elementos de volumen d3x′d3ξ′ y d3xd3ξ serán iguales si el Jacobiano del
cambio de coordenadas es igual a 1 al menos a primer orden J = 1 + O(δt), esto implica
que d3x′d3ξ′ = Jd3xd3ξ = d3xd3ξ + O(δt) reduciendose a

f ( x + ξδt, ξ + Fδt/m, t + δt) = f ( x, ξ, t) + C( f )δt, (2.48)

donde C( f )δt representa el cambio neto por unidad de tiempo del número de partı́culas en el
elemento al rededor de ( x, ξ, t) causado por las colisiones. Expandiendo el lado izquierdo
a primer orden en δt, se obtiene la ecuación de evolución para la función de distribución
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tomando el limite δt → 0:

∂ f
∂t

+ ξ · ∇ f +
F
m
· ∇ξ f = C( f ) =

(
∂ f
∂t

)
coll
. (2.49)

La cantidad C( f ) = ( ∂ f / ∂t)coll es llamada el término de colisión ó integral de colisión y
en general, a las ecuaciones tipo (2.49) se les llama ecuaciones de transporte. Claramente
la ecuación de transporte tendrá sentido sólo cuando se conozca la forma explı́cita de la
integral de colisión.

2.3.3. El Término de Colisión
Para un gas monoatómico el término de colisión es [5]

C( f ) =

∫
vrel( f ′1 f ′2 − f1 f2)dσd ξ, (2.50)

donde vrel = | ξ1 − ξ2|, dσ es la sección eficaz de dispersión, fi representa la función de
distribución de la partı́cula i antes de la colisión f ′i despues de la colisión.

Para hacer un tratamiento cualitativo de los fenómenos de transporte en gases, la inte-
gral de colisión puede estimarse como promedios del camino libre medio `m f p. El camino
libre medio puede expresarse en términos de la sección eficaz de dispersión σ y por la den-
sidad de número de partı́culas N que hay en un gas. Si una partı́cula viaja una unidad de dis-
tancia en su trayectoria, colisionará con las partı́culas contenidas en un volumen σ (el volu-
men es un cilindro tal que el área de la sección transversal es σ y tiene de profundidad una
unidad de distancia), dicho número es σN. Por tanto `m f p ∼ 1/Nσ. La sección eficaz de dis-
persión es del orden de las dimensiones de la partı́cula al cuadrado σ ∼ `2

a. Con N ∼ 1/r̄3,
donde r̄ es la distancia entre dos partı́culas, por lo que `m f p ∼ r̄(r̄/`a)2 = `a(r̄/`a)3. Dado
que un gas r̄ � `a, el camino libre medio `m f p � r̄. El cociente τ ∼ `m f p/v̄ es el tiempo
entre dos colisiones sucesivas. Por tanto, podemos hacer una estimación de la integral de
colisión y poner

C( f ) ∼ −
( f − f eq)

τ
, (2.51)

donde f eq es la función de distribución en equilibrio. El término de colisión en su forma
(2.51) es conocido en la literatura como el operador de Bhatnagar-Gross-Krook (BGK).

El término f − f eq en el numerador refleja el hecho de que la integral de colisión es cero
para el caso de la función de distribución en equilibrio. El signo menos expresa el hecho de
que las colisiones son un mecanismo por medio del cual alcanzan el equilibrio estadı́stico,
es decir, las colisiones tienden a reducir la desviación de la función de distribución de la
de equilibrio. Dicho esto, τ actúa como el tiempo de relajación hacia el equilibrio en cada
elemento de volumen del fluido.

En general, las masa, momento y energı́a son cantidades que se conservan durante las
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colisiones [6]. Estas leyes de conservación se pueden representar a través de los momentos
del término de colisión, análogamente a los definidos en (2.39)-(2.42):

conservación de masa :
∫

C( f )d ξ = 0, (2.52)

conservación de momento :
∫
ξC( f )d ξ = 0, (2.53)

conservación de la energı́a total :
∫
| ξ|2C( f )d ξ = 0, (2.54)

conservación de la energı́a interna :
∫
|v|2C( f )d ξ = 0. (2.55)

2.3.4. La Función de Distribución en Equilibrio

Las direcciones en las que se dispersan las partı́culas al momento de colisionar son sen-
sibles a las condiciones iniciales de las partı́culas. Por tanto, las colisiones tienden a igualar
la distribución angular de la velocidad de la partı́cula alrededor de la velocidad promedio
u. En consecuencia, cuando a un fluido se le deja evolucionar por un periodo de tiempo lo
suficientemente grande, se puede asumir que la función de distribución f ( x, ξ, t) tiende a
una de equilibrio f eq( x, ξ, t) la cual es isotrópica en el espacio de velocidades alrededor
de ξ = u. En un sistema de referencia inercial con velocidad u, la función de distribución
en equilibrio puede ser expresada como f eq( x, |v|, t), donde v = ξ − u. Asumiendo que la
función de distribución en equilibrio es separable, es decir, que la distribución en equilibrio
en 3D es el producto de 3 distribuciones en equilibrio en 1D, entonces

f eq
3D(|v|2) = f eq(v2

x + v2
y + v2

z ) = f eq
1D(v2

x) f eq
1D(v2

y) f eq
1D(v2

z ). (2.56)

Si ahora asumimos que la magnitud de la velocidad es constante, v2 = v2
x + v2

y + v2
z =cte., se

encuentra que
log f eq(v2

x) + log f eq(v2
y) + log f eq(v2

z ) = constante. (2.57)

Este requerimiento se cumple cuando las distribuciones 1D en equilibrio tienen la forma
log f eq(v2

i ) = a + bv2
i , con a, b constantes. Por tanto,

log f eq(v2
x) + log f eq(v2

y) + log f eq(v2
z ) = 3a + b(v2

x + v2
y + v2

z ) = constante, (2.58)

y la función de distribución 3D en equilibrio tiene la forma

f eq(|v|) = e3a eb|v|2 . (2.59)

Dado que en colisiones binarias en un gas monoatómico hay conservación de masa, mo-
mento y energı́a, las constantes a y b se pueden encontrar explı́citamente pidiendo que f eq
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tenga los mismos momentos de densidad y energı́a que f . La forma final de la función de
distribución en equilibrio es

f eq(|v|) =
ρ

(2πRT )3/2 e−|v|
2/2RT . (2.60)

Esta derivación tan corta sigue los mismos pasos que el trabajo original de Maxwell y
aunque no es formal y no demostramos la unicidad de la solución uno puede llegar a la
misma distribución usando mecánica estadı́stica tal y como lo hizo Boltzmann. Hoy en
dı́a, ésta función de distribución en equilibrio se conoce como la distribución de Maxwell-
Boltzmann.

En general, una funcion G( x)d x puede descomponerse en G(| x|)| x|2dΩd| x|, donde dΩ

es el elemento de volumen angular. Para el caso de la distribución en equilibrio de Maxwell-
Boltzmann en su forma (2.60) podemos encontrar el máximo de la función tomando en
cuenta el factor geométrico introducido por el diferencial angular 4π|v|2 f eq. Dicho máximo
se alcanza en v̄ =

√
2RT . También es útil calcular el valor cuadrático medio de la velocidad

vrms definido como

vrms =


∫

v2 f eq(v)dv∫
f eq(v)dv

1/2

=


∫

4πv2v2 f eq(v)dv∫
4πv2 f eq(v)dv

1/2

=
√

3RT . (2.61)

En la sección 2.3.3 mencionamos cómo el término de colisión conserva los primeros
momentos de la función de distribución. Estas leyes de conservación implican que los mo-
mentos de la función de distribución de equilibrio f eq coincidan con los de f

ρ( x, t) =

∫
f ( x, ξ, t)d ξ =

∫
f eq( x, ξ, t)d ξ, (2.62)

u( x, t)ρ( x, t) =

∫
ξ f ( x, ξ, t)d ξ =

∫
ξ f eq( x, ξ, t)d ξ, (2.63)

E(x, t)ρ( x, t) =
1
2

∫
| ξ|2 f ( x, ξ, t)d ξ =

1
2

∫
| ξ|2 f eq( x, ξ, t)d ξ, (2.64)

ρ( x, t)e(x, t) =
1
2

∫
|v|2 f ( x, ξ, t)d ξ =

1
2

∫
|v|2 f eq( x, ξ, t)d ξ. (2.65)

2.3.5. La Entropı́a y El TeoremaH de Boltzmann
Hemos dicho que el estado de un fluido tiende alcanzar el equilibrio cuando se deja

transcurrir el suficiente tiempo pero no hemos dado ningún argumento que justifique for-
malmente dicha afirmación. El teorema H de Boltzmann es crucial en los fundamentos
de la teorı́a puesto que con él se demuestra que sin importar la forma de la función de
distribución esta convergerá a la de Maxwell-Boltzmann.

Antes de proseguir con el teorema daremos un pequeño recordatorio sobre la entropı́a.
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La entropı́a s, es una variable termodinámica que mide la densidad de estados microscópi-
cos compatibles con el estado macroscópico del sistema. Esto se puede entender más cla-
ramente con el siguiente ejemplo. Imaginemos que se tienen 2 dados y que el estado ma-
croscópico se representa por la suma de los valores de los dados al ser arojados aleatoria-
mente. De esta forma, todos los microestados serán compatibles con el estado macroscópi-
co si la suma es la misma. Por ejemplo, si el estado del sistema es 7, los microestados
compatibles con este son {(1, 6), (2, 5), (3, 4), (4, 3), (5, 2), (6, 1)}, es decir hay 6 microesta-
dos compatibles, mientras que si el estado del sistema es 2, solamente existe 1 microestado
compatible {(1, 1)}. En este ejemplo de juguete, el estado de equilibrio es 7 puesto que el
espacio de microestados es el más grande de todos de los que se tiene acceso y por tanto la
entropı́a alcanza su máximo. Por supuesto, hablar del estado en equilibrio sólo tiene sen-
tido en el lı́mite termodinámico, esto es, cuando el número de partı́culas (o dados en este
ejemplo) es muy grande (N → ∞) tal que nuestro espacio de combinaciones pasa de ser
una distribución binomial a gaussiana.

Regresemos ahora al contexto de gases diluidos. Imaginemos N partı́culas idénticas
distribuidas en un volumen V . Ahora dividamos nuestro volumen en k cajas y sea N j el
número de partı́culas que hay dentro del volumen j−ésimo ∆ x j y sea f j la frecuencia,
es decir, el número de partı́culas en el volúmen ∆ x j sobre el número total de partı́culas
f j = N j/N. Denotemos por Ω( f ) a todas las combinaciones posibles tal que f j = N j/N,
entonces

Ω( f1 f2 f3 · · · fk) −→ e−N
∑

f j log f j , (2.66)
N → ∞.

Tomando logaritmo en ambas partes de (2.66) obtenemos que 1/N log Ω( f ) converge a
−

∑
f j log f j. Esto no es más que la versión discreta del funcional4 que Boltzmann define

en su teoremaH el cual dice lo siguiente.

Sea H(t)=
∫

f ( ξ, t) log f ( ξ, t)d ξ, donde f ( ξ, t) es la función de distribución al tiempo
t. La evolución temporal de H es determinada por la evolución de f ( ξ, t), que en general
no satisface la ecuación de Boltzmann. De hecho satisface la ecuación de Boltzmann sólo

4Un funcional es una función cuyo dominio es algún espacio de funciones y su rango o imagen son
números reales o en general elementos de un campo, es decir, come funciones y escupe números.
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cuando la hipótesis de caos molecular5 es válida. Entonces

dH
dt

≤ 0, (2.67)

dH
dt

= 0 si y sólo si f es la distribución de Maxwell-Boltzmann. (2.68)

5La hipótesis de caos molecular asume que las velocidades entre cuales quiera 2 partı́culas no están corre-
lacionadas entre sı́ incluso después de la colisión. Formalmente quiere decir que la probabilidad simultánea
de encontrar a una partı́cula con velocidad ξ y otra con velocidad ξ′ al tiempo t es f ( ξ, t) f ( ξ′, t). La hipóte-
sis de caos molecular es importante y más adelante veremos el alcance de su validez para espacios donde la
curvatura de la geometrı́a deja de ser plana.



Capı́tulo 3

El Método de Malla de Boltzmann

3.1. Discretización de la Ecuación de Boltzmann

3.1.1. Discretización del Tiempo

Partiendo de la Ecuación de Boltzmann (2.49) en la ausencia de fuerzas externas y
usando el término de colisión (2.50), escribimos

∂ f
∂t

+ ξ · ∇ f = −
1
τ

( f − f eq), (3.1)

donde f = f (x, ξ, t) es la función de distribución de una partı́cula, ξ es la velocidad mi-
croscópica, τ es el tiempo de relajación debido a la colisión y f eq es la función de distribu-
ción de Boltzmann-Maxwell (2.60)

f eq =
ρ

(2πRT )D/2 exp
(
( ξ − u)2

2RT

)
, (3.2)

donde D es la dimensión del espacio, R = kB/m está dada por la constante de Boltzmann kB

y la masa de la partı́cula m, y ρ, u y T son la densidad de masa macroscópica, la velocidad
macroscópica y la temperatura respectivamente.

La Ec.(3.1) puede ser escrita formalmente como una ecuación diferencial

d f
dt

+
1
τ

f =
1
τ

f eq, (3.3)

donde
d
dt

:=
∂

∂t
+ ξ · ∇ (3.4)

es la derivada temporal a lo largo de la linea caracterı́stica ξ. Multiplicando por et/λ en

33
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ambos lados de la Ec.(3.3)

et/τd f
dt

+
1
τ

f et/τ =
1
τ

f eqet/τ (3.5)

se puede observar que se tiene el diferencial total de la función et/τ f , es decir,

d(et/τ f )
dt

= et/τd f
dt

+
1
τ

f et/τ. (3.6)

Por lo que la Ec.(3.1) puede escribirse como:

d(et/τ f )
dt

=
1
τ

f eqet/τ. (3.7)

Integrando la ecuación (3.7) sobre un intervalo temporal δt, tenemos en el lado izquierdo∫ δt

0
d(et′/τ f ) = (et′/τ f )

∣∣∣∣∣∣δt

0

= eδt/τ f (x + ξδt, ξ, t + δt) − f (x, ξ, t), (3.8)

y en el lado derecho∫ δt

0

1
τ

f eqet′/τdt′ =
1
τ

∫ δt

0
f eq(x + ξt′, ξ, t + t′)et′/τdt′. (3.9)

Finalmente, igualando (3.8) con (3.9) y despejando a f (x + ξδt, ξ, t + δt) obtenemos:

f (x + ξδt, ξ, t + δt) =
1
τ

e−δt/τ

∫ δt

0
f eq(x + ξt′, ξ, t + t′)et′/τdt′ + e−δt/τ f (x, ξ, t). (3.10)

Asumiendo que δt es suficientemente pequeño y que f eq es suave (al menos localmente),
podemos expandir a f eq de la siguiente forma

f eq(x + ξt′, ξ, t + t′) =

(
1 −

t′

δt

)
f eq(x, ξ, t) +

t′

δt
f eq(x + ξδt, ξ, t + δt) + O(δ2

t ), (3.11)

donde se ha hecho una aproximación a primer orden en la derivada temporal (a un paso δt),
y cuya validez se da para 0 6 t′ 6 δt.



3.1. Discretización de la Ecuación de Boltzmann 35

Sustituyendo la función de distribución en equilibrio (3.11) en (3.10) obtenemos

f (x + ξδt, ξ, t + δt) = f eq(x, ξ, t) − e−δt/τ f eq(x, ξ, t) − f eq(x, ξ, t) +

+
τ

δt
f eq(x, ξ, t) −

τ

δt
e−δt/τ f eq(x, ξ, t)

+ f eq(x + ξδt, ξ, t + δt) −
τ

δt
f eq(x + ξδt, ξ, t + δt)

+
τ

δt
e−δt/τ f eq(x + ξδt, ξ, t + δt) + e−δt/τ f (x, ξ, t). (3.12)

Expandiendo en serie de Taylor a e−δt/τ=1 − (δt/τ) + O(δ2
t ) y sustituyéndola en (3.12)

f (x + ξδt, ξ, t + δt) = f (x, ξ, t) +
δt

τ
f eq(x, ξ, t) −

δt

τ
f (x, ξ, t). (3.13)

Restando f (x, ξ, t) de ambos lados de la Ec.(3.13) nos queda finalmente

f (x + ξδt, ξ, t + δt) − f (x, ξ, t) = −
δt

τ
[ f (x, ξ, t) − f eq(x, ξ, t)]. (3.14)

La Ec.(3.14) es la ecuación de evolución de la función de distribución f para tiempos
discretos, también conocida como la Ecuación de Boltzmann Discretizada1.

3.1.2. Cálculo de los Momentos Hidrodinámicos

Para poder calcular los momentos hidrodinámicos (2.39)-(2.42) a partir de la ecuación
(3.14) se necesita una discretización apropiada del espacio de momentos ξ. Dicha discre-
tización es necesaria para poder aproximar las integrales en el espacio de momentos por
medio de cuadraturas2 que en general tienen la forma∫

Ψ( ξ) f ( x, ξ, t)d ξ =
∑

i

WiΨ( ξi) f ( x, ξi, t), (3.15)

donde Ψ( ξ) es un polinomio, Wi es el coeficiente del peso de la cuadratura, y ξi es un
conjunto discreto de velocidades que a la vez son las abscizas de la cuadratura. De esta

1El lector puede notar que la expresón (3.13) es consistente con (2.48) tal y como se esperarı́a.
2Las cuadraturas es el nombre que reciben en general los métodos numéricos usados para aproximar

integrales. En ésta tesis estamos interesados especialmente en la cuadratura de Gauss-Hermite (ver apéndice
A).
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forma podemos calcular los momentos como

ρ =
∑

i

fi =
∑

i

f eq
i , (3.16)

ρu =
∑

i

ξi fi =
∑

i

ξi f eq
i , (3.17)

E(x, t)ρ( x, t) =
1
2

∑
i

| ξ|2 fi =
1
2

∑
i

| ξ|2 f eq
i , (3.18)

ρ( x, t)e(x, t) =
1
2

∑
i

( ξi − u)2 fi =
1
2

∑
i

( ξi − u)2 f eq
i , (3.19)

donde

fi := fi( x, t) := f ( x, ξi, t), (3.20)
f eq
i := f eq

i ( x, t) := f eq( x, ξi, t). (3.21)

Se debe notar que fi tiene las unidades de f d ξ.

3.2. Modélos de la Malla de Boltzmann en 2D
En esta sección se desarrollan explı́citamente los cálculos para encontrar la forma de la

función de distribución y en equilibrio discretizada para dieferentes mallas. La discretiza-
ción del espacio fase debe hacerse acoplando el espacio de momentos con la configuración
espacial tal que la estructura de la malla es obtenida.

3.2.1. D2Q7

El módelo D2Q7 representa una malla triangular 2 dimensional con 7 diferentes velo-
cidades tal que los nodos de la malla caen sobre los vértices de triángulos equiláteros como
se muestra en la figura (3.1).

En este caso se ha elegido trabajar con coordenadas polares ξ=ξ(ξ, θ). Como se vio
en la subsección 3.1.2, calcular los momentos hidrodinámicos es equivalente a evaluar la
siguiente integral

I =

∫
ψ( ξ) f (eq)d ξ, (3.22)

donde ψ( ξ) es un polinomio de ξ y f (eq) está dada por (2.60).
Sin perdida de generalidad, podemos enfocarnos en el termino m, n de la expansión de

ψ y trabajar con ψm,n( ξ) = ξm
x ξ

n
y = ξm+n cosm θ sinn θ = (

√
2RT )m+nζm+n cosm θ sinn θ, donde

hemos introducido a ζ=ξ/
√

2RT .
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Figura 3.1: Se puede apreciar a partir de un vérice central las 7 posibles direcciónes para
la velocidad: ξ0=0, ξα=ξ(cos θα, sin θα), donde θα=(α − 1)π/3 para α={1, 2, 3, 4, 5, 6}.

De esta forma, la Ec.(3.22) se puede escribir como

I =
ρ

π
(
√

2RT )m+n
∫ 2π

0

∫ ∞

0
e−ζ

2
ζm+n cosm θ sinn θ

(
1 +

2ζ(ê · u)
√

2RT
+
ζ2(ê · u)2

RT
−

u2

2RT

)
dθζdζ,

(3.23)
donde ê=(cos θ, sin θ) y la distribución en equilibrio f eq se ha truncado hasta segundo orden
en u

f eq =
ρ

(2πRT )
exp

(
−

( ξ − u)2

2RT

)
=

ρ

(2πRT )
exp

(
−
ξ2

2RT

) (
1 +

( ξ · u)
RT

+
( ξ · u)2

2(RT )2 −
u2

2RT

)
+ O(u3) (3.24)

=
ρ

(2πRT )
exp (−ζ2)

(
1 +

2ζ(ê · u)
√

2RT
+
ζ2(ê · u)2

RT
−

u2

2RT

)
+ O(u3). (3.25)

Para obtener las ecuaciones de Navier-Stokes a partir de la ecuación de Boltzmann [6],
se deben de considerar las primeras dos aproximaciones de la función de distribución (es
decir, f eq := f (0) y f (1)). Por tanto, dada la función de distribución en equilibrio en su forma
(3.25), la cuadratura usada para evaluar los momentos hidrodinámicos debe de ser capaz
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de calcular los siguientes momentos de f eq de forma exacta:

ρ : 1, ξi, ξiξ j, (3.26)
u : ξi, ξiξ j, ξiξkξk, (3.27)
T : ξiξ j, ξiξ jξk, ξiξ jξkξl, (3.28)

donde ξi es la componente de ξ en coordenadas cartesianas. Para modelos isotérmicos,
que serán los discutidos de aquı́ en adelante, los momentos que deben de ser evaluados de
forma exacta son 1, ξ, ..., ξ5.

Para obtener la ecuación de la malla de Boltzman con 7 velocidades, se debe discretizar
la variable angular θ escogiendo 6 direcciones en el intervalo [0, 2π), es decir,

θi = (i − 1)
π

3
, i ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6}. (3.29)

Con esta discretización de θ podemos ahora calcular la integral angular como una sumatoria∫ 2π

0
cosm θ sinn θdθ =

{
π
3

∑6
i=1 cosm θi sinn θi si (m + n) es par,

0 si (m + n) es impar,
(3.30)

para (m + n) ≤ 5. Sustituyendo (3.30) en (3.23) se obtiene

I =


ρ

3 (
√

2RT )m+n ∑6
i=1 cosm θi sinn θi

((
1 − u2

2RT

)
Im+n +

(êi·u)2

RT Im+n+2

)
si (m + n) es par,

ρ

3 (
√

2RT )m+n ∑6
i=1 cosm θi sinn θi

2(êi·u)
√

2RT
Im+n+1 si (m + n) es impar,

(3.31)
donde êi = (cos θi, sin θi), y

Ip=m+n =

∫ ∞

0
(ζe−ζ

2
)ζ pdζ (3.32)

es el momento p-ésimo con respecto al peso ζe−ζ
2
.

Aunque el modelo D2Q7 tiene 7 velocidades, la celeridad de éstas son dos solamente
ζ0 = 0 y ζ1 = γ, donde γ es un parámetro a calcular. Debido a la forma de los pesos en
la integral (3.32), la cuadratura de Radau-Gauss [9] es la mejor opción en este caso para
evaluar la integral Ip:

Ip =

1∑
j=0

ω jζ
p
j = ω0ζ

p
0 + ω1ζ

p
1 . (3.33)
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Por un lado tenemos que las integrales Ip para p ∈ {0, 1, 2, 3, 4} valen:

I0 =

∫ ∞

0
ζe−ζ

2
= 1/2, (3.34)

I1 =

∫ ∞

0
ζ2e−ζ

2
=

√
π

4
, (3.35)

I2 =

∫ ∞

0
ζ3e−ζ

2
= 1/2, (3.36)

I3 =

∫ ∞

0
ζ4e−ζ

2
=

3
√
π

8
, (3.37)

I4 =

∫ ∞

0
ζ5e−ζ

2
= 1. (3.38)

Comparando las integrales (3.34)-(3.38) con (3.33) nos genera el siguiente conjunto de
ecuaciones algebraicas

I0 = ω0 + ω1 = 1/2, (3.39)
I2 = ω1γ

2 = 1/2, (3.40)
I4 = ω1γ

4 = 1. (3.41)

Las integrales I1 e I3 no juegan ningún rol debido a la forma de (3.31). La solución a éste
sistema de ecuaciones es

ω0 = 1/4, (3.42)
ω1 = 1/2, (3.43)

ζ1 = γ =
√

2. (3.44)

Por lo tanto, en general tenemos

Ip =
1
4

(ζ p
0 + ζ

p
1 ), p = 0, 2, 4. (3.45)

Sustituyendo (3.45) en (3.31) obtenemos

I =
ρ

12
(
√

2RT )m+n
6∑

i=1

cosm θi sinn θi

( (
1 −

u2

2RT

)
(ζm+n

0 + ζm+n
1 )

+
2(êi · u)
√

2RT
(ζm+n+1

0 + ζm+n+1
1 ) +

(êi · u)2

RT
(ζm+n+2

0 + ζm+n+2
1 )

)
. (3.46)
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agrupando términos respecto a ζi

I =
ρ

12
(
√

2RT )m+n
6∑

i=1

cosm θi sinn θiζ
m+n
0

(
1 −

u2

2RT
+

2(êi · u)
√

2RT
ζ0 +

(êi · u)2

RT
ζ2

0

)

+
ρ

12
(
√

2RT )m+n
6∑

i=1

cosm θi sinn θiζ
m+n
1

(
1 −

u2

2RT
+

2(êi · u)
√

2RT
ζ1 +

(êi · u)2

RT
ζ2

1

)
.

(3.47)

Identificando los términos Ψm,n(ξi) = ζm+n
i (
√

2RT )m+n cosm θ sinn θ, y recordando que ζ0 = 0
y ζ1 =

√
2 nos queda

I =
ρ

2
Ψm,n( ξ0)

(
1 −

u2

2RT

)
+
ρ

12

6∑
i=1

Ψm,n( ξi)
(
1 +

( ξi · u)
RT

+
( ξi · u)2

2(RT )2 −
u2

2RT

)
, (3.48)

donde | ξ0| =
√

2RTζ0 = 0 y ξi =
√

2RTζ1êi = 2
√

RTêi.

Comparando la forma de (3.48) con (3.15) resulta evidente que la forma final de la
función de distribución en equilibrio es

f eq
i := f eq( x, ξi, t) = wiρ

(
1 +

( ξi · u)
RT

+
( ξi · u)2

2(RT )2 −
u2

2RT

)
, (3.49)

donde

wi =

{
1/2, i = 0.
1/12, i = 1, 2, 3, 4, 5, 6. (3.50)

En general, la magnitud de las velocidades es proporcional a la velocidad del sonido
(2.25), por lo que definimos la velocidad de la malla

c2
m := α−1RT = α−1c2

S , (3.51)

donde α es una constante que sale de la cuadratura, para el caso de D2Q7 α = 2. Dado
que la velocidad del sonido isotérmica es constante, la fijamos a uno c2

S = RT = 1. De esta
forma la velocidad de la malla es cm = 1/2 por lo que la distribución en equilibrio toma la
forma más usual

f eq
i := f eq( x, ξi, t) = wiρ

(
1 +

(ci · u)
c2

m
+

(ci · u)2

2c4
m
−

u2

2c2
m

)
. (3.52)
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3.2.2. D2QN
Aquı́ haremos la construcción general de modelos en dos dimensiones con N veloci-

dades D2QN. Empecemos por expandir la función de distribución en equilibrio sobre los
polinomios de Hermite Hn( ξ) (ver apéndice A)

f eq( x, ξ, t) = w( ξ)
∞∑

n=0

1
n!

an( x, t)Hn( ξ), (3.53)

donde an( x, t) son los coeficientes de la expansión, w( ξ) son los pesos tal que los polino-
mios de Hermite forman una base ortogonal∫

w( ξ)Hm( ξ)Hn( ξ)d ξ = 0 para m , n. (3.54)

De esta forma podemos calcular los coeficientes an proyectando a f eq con Hn

an( x, t) =

∫
f eq( x, ξ, t)Hn( ξ)d ξ. (3.55)

Se puede obervar en (4.23) que los coeficietes an están ı́ntimamente relacionados con los
momentos hidrodinámicos (2.62) y (2.63). Esta es la razón por la cual los polinomios de
Hermite fueron elegidos para expandir la función de equilibrio.

Como se mencionó en la sección (2.1.5) , dos sistemas tendrán la misma fı́sica si ambos
comparten el mismo número de Reynolds, por lo que se suele adimensionalizar las ecua-
ciones de Navier-Stokes. Aquı́ haremos lo mismo, adimensionalizaremos la ecuación de
Boltzmann no sólo por esta razón si no porque simplifica bastante las cuentas. Sean U, ` y
ρ0 la velocidad, la longitud y la densidad caracterı́stica del sistema, entonces definimos las
siguientes derivadas adimensionales

∂

∂t′
=

`

U
∂

∂t
, (3.56)

∂

∂x′
= `

∂

∂x
, (3.57)

∂

∂ξ′
= U

∂

∂ξ
. (3.58)

Sustituyendo (3.56)-(3.58) en la ecuación de Boltzmann nos queda la ecuación adimen-
sional de Boltzmann la cual mantiene la misma forma

∂ f ′

∂t′
+ ξ′i

∂ f ′

∂x′i
+

F′i

ρ′
∂ f ′

∂ξ′i
= C′( f ′), (3.59)

donde f ′ = f UD/ρ0, F′ = F`/(ρ0U2), ρ′ = ρ/ρ0 y C′( f ′) = C( f )`U2/ρ0. La función de
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distribución sin dimensiones es

f ′eq =
ρ′

(2πθ′)D/2 exp
(
−(ξ′i − u′i)(ξ′ j − u′ j)

2θ′

)
, (3.60)

donde θ′ = RT/U2.
De aquı́ en adelante se omitirán las primas ’, y se usará la notación por componentes

para representar tensores en general3.
Los pesos de los polinomios de Hermite tienen la forma

w( ξ) =
1

(2π)D/2 exp−
(
ξ2

2

)
, (3.61)

por lo que podemos escribir a la distribución en equilibrio como

f eq =
ρ

(2πθ)D/2 exp
(
−( ξ − u)2

2θ

)
=

ρ

θD/2 w
(
( ξ − u)
√
θ

)
. (3.62)

Para recuperar los primeros 3 momentos hidrodinámicos basta con expandir hasta cuar-
to orden en los polinomios de Hermite, esto nos conduce a calcular los primeros 4 coefi-
cientes. Para el caso de modelos en dos dimensiones (D = 2), los coeficientes están dados
por

an =
ρ

θ

∫
w

(
( ξ − u)
√
θ

)
Hn( ξ)d ξ. (3.63)

Definiendo una nueva variable ηi := ( ξi − ui)/
√
θ implica dξi =

√
θdηi por lo que la

integral anterior toma la forma

an = ρ

∫
w(η)Hn(

√
θη + u)d2η. (3.64)

Los primeros 4 polinomios de Hermite son:

H0 = 1, (3.65)
Hi

1 = ξi, (3.66)
Hi j

2 = ξiξ j − δi j, (3.67)

Hi jk
3 = ξiξ jξk − (δi jξk + δk jξi + δikξ j), (3.68)

donde hemos introducido la delta de Kronecker δi j.

3Con esta notación escribimos φi para vectores (tensores contravariantes de rango (1,0) y en general
φα1,α2,...,αr
β1,β2,...,βs

son las componentes de un tensor de rango (r, s) con r componentes contravariantes y s covariantes.
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El primer coeficientes a0 resulta ser el primer momento hidrodinámico

a0 = ρ

∫
w(η)d2η =

ρ

2π

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

exp
(
−
ηxηx + ηyηy

2

)
dηxdηy

=
ρ

2π

∫ ∞

−∞

√
2π exp

(
−
ηyηy

2

)
dηy

=
ρ

2π
2π = ρ. (3.69)

Las componentes del segundo coeficiente son

ai
1 = ρ

∫
w(η)H1(

√
θη + u)d2η =

ρ

2π

∫
exp

(
−
δi jηiη j

2

)
(
√
θηi + ui)dηidη j

=
ρ

2π

(
√
θ

∫
ηi exp

(
−δi jηiη j

2

)
dηidη j + ui

∫
exp

(
−δi jηiη j

2

)
dηidη j

)
= ρui. (3.70)

Para el tercer coeficiente obtenemos

ai j
2 = ρ

∫
w(η)H2(

√
θη + u)d2η =

ρ

2π

∫
exp

(
−
δi jηiη j

2

)
(θηiη j + 2

√
θuiη j + uiu j − θδi j)dηidη j

=
ρ

2π

(
θ2πδi j + 0 + 2πuiu j − 2πδi j

)
= ρ

(
uiu j + (θ − 1)δi j

)
, (3.71)

y por último, el cuarto coeficiente de la expansión es

ai jk
3 = ρ

∫
w(η)H3(

√
θη + u)d2η

= ρ
(
uiu juk + (θ − 1)(δi juk + δ jkui + δkiu j)

)
. (3.72)

Podemos identificar a θ con la velocidad del sonido y dado que es un modelo isotérmico
podemos fijar θ = 1 y los coeficientes se reducen a

a0 = ρ, (3.73)
ai

1 = ρui, (3.74)
ai j

2 = ρuiu j, (3.75)

ai jk
3 = ρuiu juk. (3.76)

Ahora sı́ ya tenemos todos los ingredientes para expandir a f eq. Antes de proseguir será
bueno mencionar que la mayorı́a de los trabajos con LBM usan la expansión del número
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Mach pequeño, esto es, expandir la distribución en equilibrio hasta segundo orden en u tal y
como lo hicimos en (3.25). Esto nos garantiza que los primeros 3 momentos hidrodinámicos
son recuperados de forma exacta. Por lo que para este caso, es suficiente con expandir la
función de distribución en equilibrio hasta segundo orden en los polinomios de Hermite,

f eq( ξ) ≈ w( ξ)
2∑

n=0

1
n!

anHn( ξ)

= w( ξ)ρ
(
1 + ξiui +

1
2

uiu j(ξiξ j − δi j)
)
. (3.77)

Para discretizar el espacio de momentos usaremos la cuadratura de Gauss-Hermite (ver
apéndice A) la cual nos permite aproximar integrales de la forma

∫
w( ξ)Φ( ξ)d ξ a través

de una sumatoria ∫
w( ξ)Φ( ξ)d ξ ≈

N∑
λ=1

wλΦ( ξλ), (3.78)

donde wλ := w( ξλ) y { ξλ} son las raı́ces de los polinomios de Hermite. La cuadratura de
Gauss-Hermite también nos garantiza que si Φ( ξ) es un polinomio de grado G, entonces la
integral puede ser calculada de forma exacta∫

w( ξ)Φ(G)( ξ)d x =

N∑
λ=1

wλΦ
(G)( ξλ), (3.79)

con al menos N = (G + 1)/2 número de absisas ξλ asociadas con los pesos wλ := w( ξλ).
Esto nos genera un conjunto de N funciones de distribución asociadas con cada absisa ξλ

f eq
λ := f eq( ξλ) = wλρ

(
1 + ξi

λu
i +

1
2

uiu j(ξi
λξ

j
λ − δ

i j)
)
. (3.80)

Si normalizamos las velocidades respecto la velocidad de la malla ξi
λ =

ci
λ

cm
y ui = ui

cm
, la

ecuación (3.80) toma la forma más usada dentro de la literatura LBM

f eq
λ = wλρ

1 +
ci
λu

i

c2
m

+
ci
λc

j
λu

iu j

2c4
m
−

uiui

2c2
m

 . (3.81)

Aquı́ será bueno mencionar que la forma de la distribución en equilibrio discretizada (3.81)
coincide con la obtenida para D2Q7 (3.52). Esto tiene que ver con que la expansión usada
en D2Q7 (conocida como número Mach pequeño) fue a segundo orden en la velocidad
(O(u3)), pero si uno quiere dejar más términos en la expansión, estos no coincidirán ne-
cesariamente con la expansión en la base de Hermite. Debido a la ortogonalidad de los
polinomios de Hermite, esta no mezcla momentos de diferentes órdenes, mientras que
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la expansión en Mach pequeños sı́. La función de distribución en equilibrio en su forma
discreta (3.81) recobra los primeros 3 momentos (densidad, momento, energı́a) de forma
exacta, pero si se quiere alcanzar la forma correcta del término de disipación, es necesario
recuperar también hasta el cuarto momento. Dicho esto, expandamos la función de distri-
bución en equilibrio hasta tercer orden en los polinomios de Hermite

f eq( ξ) ≈ w( ξ)
3∑

n=0

1
n!

anHn( ξ)

= w( ξ)ρ
[
1 + ξiui +

1
2

(uiu j)(ξiξ j − δi j) +

1
6

(
uiu juk

) (
ξiξ jξk − (δi jξk + δk jξi + δikξ j)

) ]
.

(3.82)

Aplicando la cuadratura de Gauss-Hermite en (3.82) y haciendo la normalización respecto
la velocidad de la malla obtenemos finalmente

f eq
λ = wλρ

[
1 +

ci
λu

i

c2
m

+
ci
λc

j
λu

iu j

2c4
m
−

uiui

2c2
m

+
ci
λc

j
λc

k
λu

iu juk

6c6
m

−
ci
λu

iu ju j

2c4
m

]
. (3.83)

Esta formulación nos permite escoger cualquier conjunto de pesos wλ compatible con las
velocidades {cλ} escogidas y con su respectiva velocidad de malla. En la tabla (3.1) se
muestran los valores de todos estos conjuntos para diferentes modelos.

3.3. Implementación

Hasta ahora hemos discretizado la función de distribución y de equilibrio en el espacio
de momentos usando la cuadratura de Gauss- Hermite, por lo que tenemos N ecuaciones
de Boltzmann, una para cada fλ

∂ fλ
∂t

+ ci
λ

∂ f
∂xi = −

fλ − f eq
λ

τ
. (3.84)

Podemos discretizar en el tiempo la ecuación (3.84) de la misma forma como se mostró
en la sección 3.1.1 obteniendo ası́ N ecuaciones de evolucón

fλ(xi + ci
λδt, ci

λ, t + δt) − fλ(xi, ci
λ, t) = −

δt

τ

[
fλ(xi, ci

λ, t) − f eq
λ (xi, ci

λ, t)
]
. (3.85)

Hay que observar que en la ecuación (3.84) las funciones fλ y f eq
λ dependen continua-

mente de la posición xi. Para discretizar la configuración espacial, nos paramos en un punto
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Modelo cλ wλ cm

D2Q7 (0,0) 1/2
(cos θλ, sin θλ) 1/12 1/2

D2Q9 (0,0) 4/9
(0,±1), (±1, 0) 1/9 1/

√
3

(±1,±1) 1/36
D2Q17 (0,0) 575+193

√
193

8100

(0,±1), (±1, 0) 3355−91
√

193
18000

(±1,±1) 655+17
√

193
27000

√
25−
√

193
30

(±2,±2) 685−49
√

193
54000

(0,±3), (±3, 0) 1445−101
√

193
162000

D2Q25 (0, 0) 416+128
√

10
2025

(0,±1), (±1, 0) 22+4
√

10
300

(0,±3), (±, 3, 0) 14+4
√

10
8100

(±1,±1) 666−144
√

10
6400

√
1 −

√
2
5

(±1,±3), (±3,±1) 178−56
√

10
19200

(±3,±3) 506−160
√

10
518400

Tabla 3.1: Aquı́ se muestran los valores de los pesos wλ, el conjunto de velocidades cλ
(absisas de la cuadratura) y la velocidad de la malla cm para 4 modelos diferentes. Los
primeros dos modelos, D2Q7 y D2Q9, se usan junto con la ecuación (3.81) mientras que
si se quiere usar la ecuación (3.83) es necesario usar los modelos D2Q17 ó D2Q25 para
garantizar que se recuperan los primeros 4 momentos.
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de referencia xi tal que si se escoge un modelo con N velocidades entonces se requieren N
puntos {xi

λ}λ=1,...,N. tal que xi
λ = xi + δtci

λ.
Para lograr la evolución en un paso completo δt, la ecuación (3.84) se calcula en 2

diferentes pasos. En el primero se calcula los nuevos valores de la función de distribución
en un mismo punto debido a la colisión de las partı́culas f̂ , por esto se le llama paso de
colisión

f̂λ(xi, ci
λ, t) = fλ(xi, ci

λ, t) −
δt

τ

[
fλ(xi, ci

λ, t) − f eq
λ (xi, ci

λ, t)
]
. (3.86)

El segundo paso consiste en propagar esta información hacia los puntos xi = xi + δtci
λ

fλ(xi + ci
λδt, ci

λ, t + δt) = f̂λ(xi, ci
λ, t). (3.87)

Finalmente podemos calcular los nuevos valores de la densidad ρ y del campo de velo-
cidades ui

ρ =

N∑
λ

fλ, (3.88)

ρui =

N∑
λ

ci
λ fλ. (3.89)

En la siguiente página se muestra el algoritmo central de LBM.
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Algoritmo central de LBM:

Inicio

ρ, ui

f eq
λ = wλρ

(
1 +

ci
λui

c2
m

+
ci
λc j
λuiu j

2c4
m
− uiui

2c2
m

)

f̂λ(xi, ci
λ, t) = fλ(xi, ci

λ, t) −
δt
τ

[
fλ(xi, ci

λ, t) − f eq
λ (xi, ci

λ, t)
]

fλ(xi + ci
λδt, ci

λ, t + δt) = f̂λ(xi, ci
λ, t)

Condiciones de frontera

ρ =
∑
λ fλ

ρui =
∑
λ ci

λ fλ

Fin

valores iniciales

calculando la función de equilibrio

colisión

propagación

calculando los nuevos momentos

t = t + δt
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3.4. Aplicaciones

Antes de pasar a las aplicaciones, necesitamos una forma de relacionar los parámetros
de LBM (τ,∆x, δt) con la viscocidad cinemática ν, la cual se encuentra implicitamente en
las simulaciones LBM y explicı́tamente en las ecuaciones de Navier-Stokes. La forma de
hacerlo es através de la expansión de Chapman-Enskog [11], la cual se basa en expansiones
multiescala de la función de distribución ası́ como de las variables, y aunque éste método es
una derivación formal4 no es muy bien vista por los matemáticos. La viscocidad cinemática
en función de los parámtetros de LBM es

ν =

(
τ −

δt

2

)
c2

m. (3.90)

En esta sección se estudian 3 sistemas hidrodinámicos diferentes con los cuales medi-
mos la precisión del método usando dos modelos distintos D2Q7 y D2Q9. En cada uno
de los sistemas se derivan las condiciones de frontera a usar y cuyo conjunto total abar-
ca la mayorı́a de las condiciones más usadas dentro de LBM. Para el flujo de Couette se
muestran las condiciones de frontera tipo rebote en una pared sólida, para una pared sólida
con movimiento uniforme y del tipo periódicas. En Poiseuille, se muestra cómo calcular
las funciones de distribucion en fronteras abiertas donde se conoce la velocidad o solo una
componente y la densidad. Para el tercer problema se considera una cavidad cuadrada tal
que la tapa superior se mueve a velocidad constante. Allı́ mostramos cómo elegir parḿetros
LBM (∆x = δt = 1) a partir de los parámetros fı́sicos.

3.4.1. Flujo Couette

Consideremos el flujo entre dos placas paralelas de largo L separadas a una distancia d
tal que la placa superior se mueve con una velocidad relativa a la otra uo en dirección de las
equis. Nosotros consideramos un dominio numérico de n×m puntos tal que d = m∆y. Para
el caso de D2Q7 ∆y = 0.75 y a parte pedimos que m sea par debido a las simetrı́as de la
malla. Para el modelo D2Q9 ∆y = 1. En cada puto de las fronteras es necesario calcular los
valores de las funciones de distribución incognita, es decir, aquellas que no se pueden saber
por el paso de propagación. En las figuras (3.2) y (3.3) se puede ver la estructura general
de cada malla.

Empecemos con la frontera Sur (i, 0), i ∈ {1, ..., n}. Como esta frontera se supone es
una placa en reposo, la condición de frontera que se utiliza es la de rebote, es decir, que
adquieren los valores de las funciones de distribución que después del paso de propagación

4En matemáticas, cuando se habla de obtener soluciones formales de una ecuación diferencial (ODE
o PDE) se refiere a considerar sı́mbolos bien definidos y manipularlos con reglas bien definidas pero sin
preocuparse por cuestiones de convergencia o incluso sentido matemático.
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SUR

NORTE

OESTE ESTE

y

x

f1
f5

f8

f3
f6

f7

f8
f4

f7

f5
f2

f6

Figura 3.2: Estructura de la malla D2Q9. Se observan puntos en cada una de las fronteras
y sus respectivas funciones de distribución incógnitas.

SUR

NORTE

ESTEOESTE

y

x

f2

f6

f1

f6f5

f2f3

f2

f6

f1

Figura 3.3: Estructura de la malla D2Q7. Se puede observar puntos representativos, uno
en cada una de las fronteras y las respectivas funciones de distribución incógnitas. Aquı́ la
frontera Oeste cae en los puntos (0, j) donde j es par y la frontera este donde j es par.
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apuntan hacia afuera de la frontera. Para el caso de D2Q7 se tiene

f2 = f5,

f3 = f6.

Para D2Q9 las funciones de distribución en la placa inferior depués de la propagación son

f2 = f4,

f5 = f7,

f6 = f8.

La frontera Norte (i,m), i ∈ {1, .., n}, que es la placa con velocidad constante uo requiere
un poco más de trabajo aunque la idea es simple. Dado que la placa se mueve a una velo-
cidad constante, se hace un cambio de marco de referencia al de la placa, ahı́ se aplica la
condición de rebote y luego se vuelve a transformar el marco de referencia. De esta forma
el valor de las función de distribución para fronteras sólidas y con velocidad u de forma
más general está dada por [12]

fλ′( x, t) = fλ( x, t) − 2wλρN
cλ · u

c2
m
, (3.91)

donde fλ es la función de distribución simétrica de fλ′ respecto a la frontera después del
paso de propagación. Claramente si u = 0 obtenemos las reglas de rebote usuales. Para
calcular ρN primero debemos sustituir explı́citamente u = (uo, 0) en la la ecuación (3.89)
tomando solo la contribución en la componente de las y (ρuy)

0 =
∑
λ

fλ, (3.92)

y luego usar ésta ecuación como constricción y poder calcular ρN . Explı́citamente, para el
modelo D2Q7 tenemos

ρN = f0 + f1 + f4 + 2( f2 + f3), (3.93)
f5 = f2 − 8ρNuow2cx

2, (3.94)
f6 = f3 − 8ρNuow3cx

3. (3.95)
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Para el modelo D2Q9 obtenemos

ρN = f0 + f1 + f3 + 2( f2 + f5 + f5), (3.96)
f4 = f2, (3.97)

f7 = f5 −
ρNuo

6
, (3.98)

f8 = f6 +
ρNuo

6
. (3.99)

Para las fronteras Este y Oeste, implementamos las condiciones de frontera periódicas,
esto debido a la naturaleza del problema. En las condiciones de frontera tipo periódicas
simplemente copiamos el valor de las funciones de distribucion que sı́ conocemos en una
frontera en la otra. En el caso de D2Q9 se tiene que después del paso de propagación las
funciones de distribucion son

f 0, j
1 = f n, j

1 , (3.100)

f 0, j
5 = f n, j

5 , (3.101)

f 0, j
8 = f n, j

8 , (3.102)

f n, j
3 = f 0, j

3 , (3.103)

f n, j
6 = f 0, j

6 , (3.104)

f n, j
7 = f 0, j

7 , (3.105)

donde f i, j
λ es la funcion de distribución asociada a cλ en el punto (i, j) de la malla.

En el caso D2Q7 tenemos que dar las correcciones despues del paso de colisión, las
cuales son

f n, j
1 = f 0, j

1 = f̂ n−1, j
1 ,∀ j. (3.106)

f 0, j
2 = f n, j

2 = f̂ n−1, j−1
2 si j es par. (3.107)

f 0, j
3 = f n, j

3 = f̂ 1, j−1
3 si j es impar. (3.108)

f 0, j
4 = f n, j

4 = f̂ 1, j
4 ,∀ j. (3.109)

f 0, j
5 = f n, j

5 = f̂ 1, j+1
5 si j es impar. (3.110)

f 0, j
6 = f n, j

6 = f̂ n−1, j+1
6 si j es par. (3.111)

En las figuras (3.4) y (3.5) se muestra el perfil de velocidad normalizado u/umax respecto
a la velocidad máxima del sistema umax = uo. Los cortes corresponden a los puntos (n/2, j),
j ∈ {1, ...,m} en ambos modelos.
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Figura 3.4: Comparación entre la simulación numérica usando el modelo D2Q7 y la solu-
ción analı́tica. Los parámetros utilizados fueron ∆x = 1, δt = 1, ∆y = 0.75, τ = 0.95 y
ν = 0.15 en una malla de n × m = 21 × 11 puntos.

Figura 3.5: Comparación entre la simulación numérica usando el modelo D2Q9 y la solu-
ción analı́tica. Los parámetros utilizados fueron ∆x = ∆y = δt = 1, τ = 0.95 y ν = 0.15 en
una malla de n × m = 21 × 11 puntos.
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3.4.2. Flujo de Poiseuille

Como se vio en la sección 2.2 el flujo dentro de una tuberı́a de longitud L y anchura d
se puede obtener a través de un gradiente de presión

∆p
L

=
8ηumax

d2 , (3.112)

tal que la solución analı́tica del flujo estacionario (2.34) queda

ux(y) = −
4umax

d2 y(y − d). (3.113)

La presión está relacionada con la densidad a través de (2.21), pero como nuestra fun-
ción de distribución está ahora en función de las velocidades {cλ}λ∈I la ecuación de estado
isotérmica relaciona la presión con la densidad de forma lineal con la velocidad de la malla
como factor de proporcionalidd en vez de la del sonido p = ρc2

m. Esto nos permite calcular
las condiciones iniciales para la densidad ρ dada la presión p. Por ejemplo, si uno fija la
densidad en la salida de la tuberı́a ρout, entonces la densidad de entrada es

ρin = c−2
s ∆p + ρout. (3.114)

La condición de frontera en la pared inferior de la tuberı́a es la misma que para Couette,
es decir, de rebote. Para la pared superior, como ahora está fija, la condición de frontera
también es de rebote por lo que para D2Q7 son

f5 = f2, (3.115)
f6 = f3 (3.116)

mientras que para D2Q9 se tiene

f4 = f2, (3.117)
f7 = f5, (3.118)
f8 = f6. (3.119)

Ahora necesitamos una forma de implementar fronteras abiertas en los extremos de
la tuberı́a. Empecemos por el extremo de salida que seria la frontera Este. Por supuesto,
estas condiciones dependen del modelo a usar por lo que primero lo haremos para D2Q9 y
después el de D2Q7.

Supongamos que conocemos el valor del campo de velocidades ahı́ uout(x = L) =

(uout, vout), y queremos determinar las funciones de distribución incognita y a ρ usando los
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momentos

ρout = f0 + f1 + f2 + f3 + f3 + f4 + f5 + f6 + f7 + f8, (3.120)
ρoutuout = f1 + f5 + f8 − f6 − f3 − f7, (3.121)
ρoutvout = f2 + f5 + f6 − f7 − f4 − f8, (3.122)

donde las funciones incógnita en este caso son f3, f6 y f7. Consistencia entre las ecuaciones
(3.120) y (3.122) nos lleva a que

ρout =
1

1 + uout

[
f0 + f2 + f4 + 2 ( f1 + f5 + f8)

]
. (3.123)

Aún nos falta determinar las tres funciones incógnita. Para hacer esto, necesitamos cerrar
el sistema de ecuaciones y se hace asumiendo que la regla de rebote es válida para la parte
de no equilibrio ( fλ = f noeq

λ + f eq
λ ) de la función de distribución que sean normales a la

frontera, es decir
f3 − f eq

3 = f1 − f eq
1 , (3.124)

donde f eq
1,3 se calcula usando (3.81)

f eq
1 =

ρout

9

[
1 + 3uout +

9
2

u2
out −

3
2

(u2
out + v2

out)
]
, (3.125)

f eq
3 =

ρout

9

[
1 − 3uout +

9
2

u2
out −

3
2

(u2
out + v2

out)
]
. (3.126)

Sustituyendo estas ecuaciones en (3.124) encontramos a f3

f3 = f1 −
2
3
ρoutuout. (3.127)

Finalmente con la ayuda de (3.127) podemos calcular f6 y f7 usando los momentos (3.121)-
(3.122)

f7 = f5 +
1
2

( f2 − f4) −
1
6
ρoutuout −

1
2
ρoutvout, (3.128)

f6 = f8 −
1
2

( f2 − f4) −
1
6
ρoutuout +

1
2
ρoutvout. (3.129)

Ahora repetiremos el análisis para D2Q7. Aquı́ las funciones incógnita son f3, f4 y f5.
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Los momentos toman la forma

ρout = f0 + f1 + f2 + f3 + f3 + f4 + f5 + f6, (3.130)

ρoutuout = f1 +
1
2

( f2 + f6) −
1
2

( f3 + f5) − f4, (3.131)

ρoutvout =
3
4

( f2 + f3 − f5 − f6). (3.132)

Si multiplicamos (3.131) por 2 y lo sumamos con (3.130) obtenemos

ρout(1 + 2uout) = f0 + 3 f1 + 2 f2 + 2 f6 − f4. (3.133)

Para saber el valor de f4 usamos de nuevo que la regla de rebote es válida para la parte de
no equilibrio normal a la frontera. En este caso

f4 − f eq
4 = f1 − f eq

1 , (3.134)

donde f eq
1,4 se calcula usando (3.81)

f eq
1 =

ρout

12

[
1 + 4uout + 8u2

out − 2(u2
out + v2

out)
]
, (3.135)

f eq
4 =

ρout

12

[
1 − 4uout + 8u2

out − 2(u2
out + v2

out)
]
. (3.136)

Sustituyendo estas ecuaciones en (3.134) y resolviendo para f4 se obtiene

f4 = f1 −
2
3
ρoutuout. (3.137)

Usando este valor de f4 en (3.133) nos permite calcular ρout

ρout =
1

1 + 4
3uout

[
f0 + 2 ( f1 + f2 + f6)

]
. (3.138)

Para determinar f3 y f5 basta con invertir los momentos (3.131) y (3.132) dado que ya
conocemos f4, esto nos genera dos ecuaciones con 2 incógnitas cuya solución es

f3 = f6 −
1
3
ρoutuout +

2
3
ρoutvout, (3.139)

f5 = f2 −
1
3
ρoutuout −

2
3
ρoutvout. (3.140)

Regresemos a nuestro problema. Sabemos que la solución alcanza un estado estacio-
nario y además que la componente-y de la velocidad es cero u = (uout, 0). Dado que co-
nocemos una componente de la velocidad podemos dejar la densidad fija ρout y calcular la
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velocidad de salida uout invirtiendo la ecuación (3.123) para D2Q9 y en (3.138) para D2Q7

uout =
1
ρout

[
f0 + f2 + f4 + 2 ( f1 + f5 + f8)

]
− 1, (D2Q9) (3.141)

uout =
3

4ρout

[
f0 + 2 ( f1 + f2 + f6)

]
−

3
4
. (D2Q7) (3.142)

Figura 3.6: Comparación entre la simulación numérica usando el modelo D2Q9 y la solu-
ción analı́tica. Aunque aquı́ sı́ se muestra una diferencia consdierable entre las soluciones,
los resultados son consistentes con los esperados en LBM [16]. Esto se debe a los efectos
de compresibilidad del método ası́ como las condiciones de frontera juegan un rol impor-
tante. Cambiado las ondiciones de frontera de rebote a medio rebote es posible alcanzar la
solución deseada o aplicando una fuerza de cuerpo en el fluido. Los parámetros utilizados
fueron ∆x = ∆y = δt = 1, τ = 0.93 y ν = 0.14 en una malla de n × m = 10 × 16 puntos.

La frontera Oeste, la cual es donde suponemos entra el flujo en la tuberı́a, requiere
un tratamiento similar al ya hecho para el extremo opuesto. De nuevo, si suponemos que
conocemos la velocidad de entrada u = (uin, vin) podemos calcular las funciones incógnitas
f1, f5, f8 y la densidad ρin de forma análoga a lo hecho en la frontera Este. De esta froma
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para D2Q9 tenemos:

ρin =
1

1 − uin

[
f0 + f2 + f4 + 2 ( f3 + f6 + f7)

]
, (3.143)

f1 = f3 +
2
3
ρinuin, (3.144)

f5 = f7 −
1
2

( f2 − f4) +
1
6
ρinuin +

1
2
ρinvin, (3.145)

f8 = f6 +
1
2

( f2 − f4) +
1
6
ρinuin −

1
2
ρinvin, (3.146)

y para D2Q7:

ρin =
1

1 − 4
3uin

[
f0 + 2 ( f3 + f4 + f5)

]
, (3.147)

f1 = f4 +
2
3
ρinuin, (3.148)

f6 = f3 +
1
3
ρinuin −

2
3
ρinvin, (3.149)

f2 = f5 +
1
3
ρinuin +

2
3
ρinvin. (3.150)

3.4.3. Flujos de Couette sobre una cavidad cuadrada

Considere una cavidad cuadrada de d = .20m por lado llena con aceite de motor a
15oC cuya viscosidad cinemática es νp = 1.2 × 10−3m2/s. La tapa superior se mueve con
velocidad de up = 6m/s. El número de Reynolds es Re= u ∗ d/νp = 1000.

En las simulaciones LBM uno tiene la libertad de escoger la velocidad (no mayor a
.4) uo y viscocidad ν manteniendo Reynolds fijo. En este caso, si escogemos uo = 0.1 y
ν = 001 obtenemos Re = 0.1 ∗ dlbm/0.01 = 1000, donde dlbm = nδx = n. Nosotros fijamos
δx = 1 por lo que n = 100. Es decir, nuestra malla tiene n × n puntos en caso de D2Q9.

Las fronteras Este, Oeste y Sur son tratadas con la condición de rebote mientras mien-
tras que en la frontera Norte que es donde está la tapa se usa la misma condición que en
Couette.

En las figura (3.7) se muestran las lı́neas de corriente para diferentes número de Rey-
nolds. Los resultados concuerdan bastante bien con estudios previos [14, 15] en donde se
resuelven las ecuaciones de Navier-Stokes con diferencias finitas y métodos espectrales
respectivamente.
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Figura 3.7: Lineas de corriente para distintos números de Reynolds usando el modelo
D2Q9. Se puede apreciar la formación de un gran vórtice en el centro y dos pequeños
en las esquinas inferioires. En (d) se puede observar el nacimiento de de un tercer vórtice
en la parte superior derecha tal y como se predice en [14, 15].

3.5. Análisis de Convergencia

El método de malla de Boltzmann es una aproximación a segundo orden en el número
de Kudsen de las ecuaciones de Navier-Stokes [11], donde los errores de truncación son
absorbidos mediante la redefinición de la viscocidad (3.90). Esto lleva a que los términos de
orden tres son los lideres en el error de truncación, por lo que es en efecto una aproximación
a segundo orden de las ecuaciones de Navier-Stokes. El paso de integración da también
una aproximación a segundo orden. Una forma de medir la precisión es fijando el cociente
adimensional νδt/∆x2 y haciendo lo siguiente. Dado los parámetros de una simulación
δt,∆x, uo, podemos escoger un factor de refinamiento a, entonces si se repite la simulación
usando los parámetros ∆x′ = ∆x/a, δ′t = δt/a2 se deberı́a ver que los errores escalan
como ∆x2. Otra forma es fijar los parámetros δt = ∆x = 1, entonces dado el tamaño del
sistema este escala como dlbm = an∆x, el tiempo en que se ejecuta la simulación se escala
al cuadrado ta2 y la velocidad caracterı́stica se escala tamnién uo/a tal que se mantiene el
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mismo número de Reynolds. Si se conoce la solución analı́tica de cierta cantidad φanl, una
buena forma de cuantificar el error es a través de la norma L2

L2(φ) =

√∑N
n (φn − φanl)2

N
. (3.151)

Dado que la solución se conoce de manera exacta, el orden de convergencia p se puede
calcular

p =
log Lk+1

2
Lk

2

log a
, (3.152)

donde Lk
2 es la 2-norma del error relativo respecto a la cantidad φ calculada en una malla de

referencia ∆xk y Lk+1
2 es la 2-norma del error relativo respecto a la cantidad φ calculada en

una malla de referencia ∆xk+1 = a∆xk. En la figura (3.8) se muestra el análisis para el flujo
de Couette.

Cuando no existe solución analı́tica al problema como lo es de esperarse para las aplica-
ciones en general, basta con conocer el valor de la función deseada en tres mallas distintas
relacionadas entre sı́ por ∆x1 = ∆x, ∆x2 = a∆x y ∆x3 = a2∆x y el factor de convergencia
se calcula

p =
log φ3−φ2

φ2−φ1

log a
, (3.153)

donde φk es el valor de la función calculada en la malla ∆xk.

Figura 3.8: Se muestra la 2-norma del error en la componente equis de la velocidad en
función del número de nodos de la malla. El número de Reynolds es Re = 10 usando
D2Q9.



Capı́tulo 4

Extensión del Método de Malla de
Boltzmann a Variedades Curvas

Para hacer de esta tesis lo más autocontenida posible, se revisan los conceptos mı́ni-
mos de la geometrı́a diferencial escenciales para poder entender este capı́tulo. Para más
información se recomienda consultar los libros de texto clásicos de geometrı́a diferencial
[17, 18]. Cada que hablemos de variedades nos referimos a una variedad Riemanniana1

(M, g) donde M es un conjunto tipo Hausdorff2 de dimensión = D dotado de una estructu-
ra diferencial. Dicha estructura es llamada atlas y es un un conjunto de dupletas {(φi,Ui)}i∈I ,
donde φi : Ui ⊂ M → Vi ⊂ R es un homeomorfismo3 diferenciable dotado de una métrica
g. Aquı́ vale la pena enfatizar que cada carta define por sı́ mismo un conjunto de coorde-
nadas locales φi(p) = (x1

i , ..., x
D
i ), por lo que si nos fijamos en un punto en la intersección

entre dos cartas entonces el cambio de coordenadas φi ◦ φ
−1
j es diferenciable.

Antes de hablar de la métrica, es necesario recordar que en este tipo de conjuntos se
puede definir para todo punto p ∈ M un espacio vectorial llamado espacio tangente TpM

en donde viven los vectores de p, o precisamente es donde viven los vectores tangentes a
todas las trayectorias que pasan por p ∈ M. El dual de este espacio es llamado espacio
contangente T ∗pM := {ω|ω : TpM→ R, ω es linal}. En general a los elementos de TpM

se les llama vectores contravariantes o simplemente vectores y se escriben respecto una
base A =

∑
Ai ∂

∂xi . Análogamente a los covectores se les llama 1-formas y se escriben

1La idea aquı́ es presentar de la forma más compacta y general las bases de la teorı́a y queda lejos de ser
un texto completo. Para más detalles se recomienda consultar los libros de texto clásicos [17, 18].

2Un espacio de Hausdurff es básicamente un conjunto en donde es válida la noción de abiertos equivalente
a Rn. Es decir para cuales quiera dos puntos p1, p2 ∈ M existen dos abiertos U1,U2 ⊂ M tal que U1 ∩ U2
es vacia.

3Es decir, es inyectiva y su inversa existe y es continua.

61
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ω = ωidxi. Definimos los tensores del tipo (r, s) r veces contravariante y s covariante como

T : (T ∗pM)r × (TpM)s → R

T (ωα1dxα1 , ..., ωαr dxαr , Aβ1 ∂β1 , ..., A
βs ∂βs) = ωα1 · · ·ωαr A

β1 · · · AβsTα1···αr
β1···βs

, (4.1)

dode Tα1···αr
β1···βs

:= T (dxα1 , ..., dxαr , ∂β1 , ..., ∂βs).
Para aterrizar los conceptos y la notación un poco abstracta restrinjámonos al cálculo

de la base del espacio tangente a superficies4. Sea (φi,Ui) una carta de M ⊂ RD+k entonces
ψ = φ−1 es una parametrización y ∂

∂xi →
∂ψ

∂xi . Más aún, si Ui = {(x1, ..., xD,G( x))| x ∈ V ⊂
RD,G : V → Rk} está dado por el gráfico de una función, entonces definimos ψ( x) =

( x,G( x)) y {
∂ψ( x)
∂xi =

(
0, ..., 0, 1, 0, ..., 0,

∂G1

xi , ...,
∂Gk

∂xi

)}
i=1,...,D

(4.2)

es la base canónica de TpM.
Todas estas definiciones son locales y dependen del punto p ∈ M. Podemos definir

un campo vectorial como una aplicación que asigna a cada p ∈ M un vector tangente
A(p) ∈ TpM de manera diferenciable. Definamos el haz tangente como la unión disjunta5

de todos los espacios tangentes TM =
⊔

p∈M TpM. Entonces A : M→ TM es un campo
vectorial diferenciable. La extensión a campos tensoriales es directa T : M → Ω(M)r

s,
donde Ω(M)r

s = (T ∗M)r × (TM)s.
Sea M una variedad diferenciable. Una métrica es un producto interno gp : TpM ×

TpM→ R para cada p ∈ M. Es decir, ∀X(p),Y(p),Z(p) ∈ TpM, α, β ∈ R, tenemos

gp(αX + βY,Z)) = αgp(X,Z) + βgp(Y,Z), (4.3)
gp(Z, αX + βY) = α f gp(Z, X) + βgp(Z,Y).

gp(X,Y) = gp(Y, X). (4.4)
gp(X, X) ≥ 0, (4.5)
gp(X, X) = 0 ⇐⇒ X = 0.

Con esto podemos definir la norma de los vectores X(p) ∈ TpM

|X(p)| :=
√

gp(X, X). (4.6)

El concepto de derivada direccional que se da en Rn se extienede a variedades Rieman-
nianas a través de la derivada covariante ∇X. Para ser precisos, en una variedad Rieman-
niana (M, g), existe una única derivada covariante ∇ compatible con g, libre de torsión,

4El teorema de Nash-Whitney nos garantiza que toda variedad diferenciable M se puede encajar como
una superficie en Rn con n ≥ dim(M). En general no es trivial saber para qué n la variedad M se puede
incrustrar, por ejemplo, el plano hiperbólico necesita al menos n = 6.

5Unión disjunta porque sus elementos tienen intersección vacia Tp1M∩ Tp2M = ∅,∀p1, p2 ∈ M.
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conocida como derivada de Levi-Cevita y está dado por

∇XY = ∇Xi ∂

∂xi
Y j ∂

∂x j = Xi ∂Y j

∂xi

∂

∂x j + XiY j∇ ∂

∂xi

∂

∂x j = Xi ∂Y j

∂xi

∂

∂x j + XiY jΓk
i j
∂

∂xk

= Xi

(
∂Yk

∂xi + Y jΓk
i j

)
∂

∂xk , (4.7)

donde Γk
i j son los sı́mbolos de Christoffel dados por

Γk
i j =

1
2

gkl

(
∂gl j

∂xi +
∂gil

∂x j −
∂gi j

∂xl

)
. (4.8)

La métrica es importante porque nos da información sobre la geometrı́a intrı́nseca y nos
permite relacionar diferentes variedades que pudieran parecer no ser lo mismo a primera
vista. Sean M, N variedades diferenciables y (N , g) una variedad Riemanniana. Sea ψ :
M→ N una función diferenciable. Entonces podemos definir una métrica inducida en M
como

(ψ∗g)p(X(p),Y(p)) = gp(dψ(X(p)), dψ(Y(p))), ∀X(p),Y(p) ∈ TpM. (4.9)

Decimos que dos variedades Riemannianas (M, h) y (N , g) son isomorfas si ψ∗g = h.

4.1. Evolución de la Función de Distribución en Varieda-
des

Nuestra meta aquı́ es tener una descripción macroscópica de los fluidos en variedades
arbitraias, por lo que es necesario tener una formulación de la ecuación de Boltzmann en
coordenadas curvilineas. Primero ocupamos una nueva función de distribución f ′ tal que
pordamos escribir la ecuación de Boltzmann de forma invariante. Ya que el número de
partı́culas del sistema en un elemento de volumen se tiene que conservar, y como en una
variedad arbitraria el elemento de volumen varı́a de punto a punto, también debe hacerlo f ,
incluso para una función de distribución constante. Para lograr esto, debemos multiplicar
la función de distribución f por la raiz del determinante de la métrica

√
g, es decir, por el

Jacobiano (J :=
√

g) y sustituirla en la Ec.(2.49) la cual queda de la siguiente forma:

∂(J f )
∂t

+
dxi

dt
∂(J f )
∂xi +

F i

m
∂(J f )
∂ξi = C(J f ). (4.10)

Dada una variedad Riemanniana (M, g) de dimensión D con la metrica dada en coor-
denadas locales g := ds2 = gi jdxidx j. La longitud l de una curva parametrizada s(t) está
dada por:
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l(s) =

∫ √
gi j ẋi ẋ jdt. (4.11)

Podemos calcular la ecuación geodésica (la ecuación de la curva con la distancia mı́ni-
ma) a partir de el principio de mı́nima acción. En general, la acción se escribe S =

∫
L(x, ẋ, t)dt,

donde L es el Lagrangiano. Calculando la variación de las trayectorias con los puntos inicial
y final fijos se obtienen las ecuaciones de Euler-Lagrange:

d
dt

(
∂L
∂ẋk

)
=

∂L
∂xk , k = 1, 2, ...D. (4.12)

En nuestro caso usamos L =
√

gi j ẋi ẋ j, de esta manera la ecuación anterior toma la forma:

d
dt

 gki ẋ j√
gi j ẋi ẋ j

 =
1

2
√

gi j ẋi ẋ j

∂gi j

∂xk ẋi ẋ j. (4.13)

Dado que el funcional de la longitud Ec.(4.11) es invariante bajo la transformación
t = ψ(τ), para cualquier función suabe ψ(τ), también lo es la ecuación anterior. Esto nos
permite escoger a s como parámetro τ obteniendo s =

√
gi jdxidx j. Dividiendo entre ds,

uno obtiene
√

gi jdxidx j = 1 y la ecuación anterior se reduce a

d
dt

(
gki ẋi

)
=

1
2
∂gi j

∂xk ẋi ẋ j. (4.14)

Esta ecuación coincide con la ecuación de Euler-Lagrange para la acción definida por una
particula libre con Lagrangiano L = 1

2gi j ẋi ẋ j y cuya aceleración es

ẍk = −Γk
i j ẋ

i ẋ j, (4.15)

donde

Γk
i j =

1
2

gkl

(
∂gl j

∂xi +
∂gil

∂x j −
∂gi j

∂xl

)
. (4.16)

La Ec.(4.15) es conocida como la ecuación geodésica y donde hemos introducido los sim-
bolos de Christoffel Γk

i j ası́ como gi j que es el inverso de gi j.
Ahora ya tenemos todos los ingredientes para escribir la ecuación de Boltzmann en

variedades. Partiendo de la Ec.(4.10), utilizando el hecho que las particulas se mueven por
geodésicas Ec.(4.15) y que

F i =
dpi

dt
= m

dξi

dt
, (4.17)

finalmente podemos escribir la ecuación de Boltzmann en variedades:

∂ f
∂t

+ ξi ∂ f
∂xi − Γi

jkξ
jξk ∂ f

∂ξi = C( f ). (4.18)
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En ésta última hemos renombrado a la función de distribución simplemente como f . Tam-
bién hay que notar que el tercer término de la izquierda contiene toda la información debida
a las fuerzas no inerciales que aparecen por estar en geometrı́as generales; y que los sı́mbo-
los de Christoffel y el tensor métrico son arbitrarios, por lo que podemos modelar fluidos
en espacios curvos donde el tensor métrico es muy complicado o incluso sólo se saben sus
valores numéricos.

4.2. Discretización de La Ecuación de Boltzmann en Va-
riedades

La función de distribución en equilibrio en coordenadas curvilı́neas generales toma la
siguiente forma [19]

f eq =

√
gρ

(2πθ)D/2 exp
(
−gi j(ξi − ui)(ξ j − u j)

2θ

)
, (4.19)

la cual expandiremos sobre los polinomios tensoriales de Hermite, análogamente a lo hecho
en la sección 3.2.2

f eq( x, ξ, t) =
√

gw( ξ)
∞∑

n=0

1
n!

an( x, t)Hn( ξ), (4.20)

donde el peso w( ξ), es

w( ξ) =
1

(2π)D/2 exp
(
−
| ξ|2

2

)
. (4.21)

De esta forma, escribimos la función de equilibrio como

f eq =
ρ
√

g
(2πθ)D/2 exp

(
−( ξ − u)2

2θ

)
=
ρ
√

g
θD/2 w

(
( ξ − u)
√
θ

)
. (4.22)

y de nuevo, los coeficientes se calculan proyectando f eq con Hn

an( x, t) =

∫
f eq( x, ξ, t)Hn( ξ)d ξ. (4.23)

Definiendo una nueva variable ηi := ξi − ui/
√
θ implica dξi =

√
θdηi por lo que la

integral anterior toma la forma

an = ρ
√

g
∫

w(η)Hn(
√
θη + u)dDη. (4.24)
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En este momento es útil recordar integrales gaussianas en D dimensiones6,

Z0 =

∫ ∞

∞

exp
(
−

1
2

xT Ax
)
dx1dx2...dxD =

(2π)D/2

|A|1/2
, (4.25)

donde A es una matriz cuadrada D × D simétrica y definida positiva. Para funciones gaus-
sianas con fuentes

ZJ =

∫
exp

(
−

1
2

xT Ax + JT x
)
dx1dx2...dxD, (4.26)

podemos completar el cuadrado para eliminar los términos cruzados. Sea x = y + A−1J,
encontramos

ZJ =

∫
exp

(
−

1
2

yT A y +
1
2

JT A−1J
)

=
2πD/2

|A|1/2
exp

(
1
2

JT A−1J
)
. (4.27)

Como necesitaremos calcular los momentos, definamos

< xk1 · · · xk2D >=

∫
xk1 · · · xk2D exp

(
−

1
2

xT Ax
)
dx1dx2...dxD. (4.28)

Hay que notar que < xk1 · · · xk2n+1 >= 0 dado que la integral es impar. Esta integral puede
calcularse tomando las derivadas respecto a ZJ

< xk1 · · · xk2D >=
∂

∂Jk1

· · ·
∂

∂Jk2D

ZJ

∣∣∣∣∣
J=0
. (4.29)

Debido a que necesitamos explı́citamente el valor de los primeros 4 momentos, los únicas
fórmulas que necesitamos son para < xix j >

< xix j > =
∂

∂Ji

∂

∂J j
exp

(
1
2

JT A−1J
)∣∣∣∣∣

J=0
(4.30)

=
∂

∂Ji

∂

∂J j

1
2

JT A−1J (4.31)

= Z0
1
2

(A−1
i j + A−1

ji ) (4.32)

= Z0A−1
i j . (4.33)

En nuestro caso A = g por lo que A−1
i j = gi j. Tomando encuenta todo esto, la normali-

6Aquı́ hemos usado el famoso Teorema de Wick, el cual es bastante conocido en el contexto de Teorı́as
Cuánticas de Campos (QFT) por lo que para una mayor discusión ver referencias [20, 21].
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zación del peso es ∫
w( ξ)d ξ =

1
(2π)D/2

∫
exp−

gi jξ
iξ j

2
=

1
√

g
, (4.34)

y los momentos de interés son

< ξiξ j >=
(2π)D/2

√
g

gi j. (4.35)

Con esto ya es fácil calcular los coeficientes de la expansión. Empezemos con el primero

a0 = ρ
√

g
∫

w(η)H0(
√
θη + u)dDη =

ρ
√

g
(2π)D/2

∫
exp

(
−
ηigi jη

j

2

)
dDη.

= ρ. (4.36)

El segundo coeficiente

ai
1 = ρ

√
g
∫

w(η)H1(
√
θη + u)dDη =

ρ
√

g
(2π)D/2

∫
exp

(
−
ηigi jη

j

2

)
(
√
θηi + ui)dDη.

= ρui. (4.37)

No es hasta el tercer coeficiente que encontramos términos que involucran al tensor métrico,
veamos

ai j
2 = ρ

√
g
∫

w(η)H2(
√
θη + u)dDη

=
ρ
√

g
(2π)D/2

∫
exp

(
−
ηigi jη

j

2

)
(θηiη j + 2

√
θηiu j + uiu j − δi j)dDη.

= ρ
(
θgi j + 0 + uiu j − δi j

)
= ρuiu j + ρ∆i j, (4.38)

donde hemos hecho ya la sustitución θ = 1 y definido ∆i j := gi j − δi j. Para el cuarto
coeficiente se obtiene

ai jk
3 = ρuiu juk + ρ(∆i juk + ∆ jkui + ∆kiu j). (4.39)

Es claro que si nuestra variedad es RD (y el tensor métrico dado en coordenadas cartesianas
gi j = δi j ⇒ ∆i j = 0), entonces los coeficientes resultan ser los mismos que los encontrados
en el capitulo anterior.

Con esto podemos calcular la función de distribución a segundo y tercer orden en los
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polinomios de Hermite. Empecemos con el de segundo orden

f eq( x, ξ, t) =
√

gw( ξ)
2∑

n=0

1
n!

an( x, t)Hn( ξ)

= ρ
√

gw( ξ)
[
1 + uiξi +

uiu jξiξ j

2
−

uiui

2
+

∆i j(ξiξ j − δi j)
2

]
. (4.40)

Aplicando la cuadratura de Gauss-Hermite en (4.41) y haciendo la normalización respecto
a la velocidad de la malla

f eq
λ ( x, t) = ρ

√
gwλ

[
1 +

uici
λ

c2
m

+
uiu jci

λc
j
λ

2c4
m
−

uiui

2c2
m

+
∆i jci

λc
j
λ

2c2
m
−

∆i jδi j

2

]
. (4.41)

Para el caso de la función en equilibrio a tercer orden obtenemos

f eq
λ ( x, t) = ρ

√
gwλ

[
1 +

uici
λ

c2
m

+
uiu jci

λc
j
λ

2c4
m
−

uiui

2c2
m

+
∆i j(ci

λc
j
λ − c2

mδ
i j)

2c2
m

+
ci
λc

j
λc

k
λu

iu juk

6c6
m

−
ci
λu

iu ju j

2c4
m

+
∆i jci

λc
j
λc

k
λu

k

2c4
m

−
1

2c2
m

(
∆i jδi jck

λu
k + ∆i jδ jkci

λu
k + ∆i jδkic j

λu
k
) ]
.

(4.42)

Esta discretización o mejor dicho proyección de la función de distribucón nos genera
-como discutido anteriorme- un conjunto de N ecuaciones de Boltzmann, una por cada
velocidad elegida ξλ

∂ fλ
∂t

+ ξi ∂ fλ
∂xi +

F i

m
∂ fλ
∂ξi = C( f ). (4.43)

Antes de pasar a la discretización temporal hay que tratar el término de la fuerza el cual
está acoplado con el gradiente respecto a la velocidad de f ,

Fλ := −
F i

m
∂ f
∂ξi (4.44)

de la definición de los polinomios de Hermite (A.1) tenemos la siguiente relación

w( ξ)Hi1...in
n = (−1)n ∂

∂ξi1
· · ·

∂

∂ξin
w( ξ) (4.45)
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tal que podemos escribir (4.44)

F i

m
∂ f
∂ξi =

F i

m
∂

∂ξi

√g
∞∑

n=0

(−1)n an

n!
∂

∂ξi1
· · ·

∂

∂ξin
w( ξ)


=

F i

m
√

g
∞∑

n=0

(−1)n an

n!
∂

∂ξi1
· · ·

∂

∂ξin

∂

∂ξin+1
w( ξ)

=
−F i

m
√

gw( ξ)
∞∑

n=0

1
n!

anHn+1. (4.46)

Los coeficientes an ya los conocemos hasta n = 3, ası́ que podemos truncar la expansión a
primer, segundo o tercer orden en los polinomios de Hermite. A segundo orden tenemos

F i

m
∂ f
∂ξi =

−F i

m
√

gw( ξ)
1∑

n=0

(−1)n+1

n!
anHn+1

= −
√

gw( ξ)ρ
F i

m

(
ξi + u j(ξiξ j − δi j)

)
. (4.47)

En nuestro caso Fi

m = −Γi
jkξ

iξ j, por lo que redefinimos F i = −Γi
jkξ

iξ j. Aplicando la cua-
dratura de Gauss-Hermitte en la ecuación anterior y normalizando respecto a la velocidad
de la malla se obtiene

Fλ := −F i
λ

∂ f
∂ξi = ρ

√
gwλ

ci
λF i

λ

c2
m

+
u jc j

λc
i
λF i

λ

c4
m

−
uiF i

λ

c2
m

 . (4.48)

En la presencia de fuerzas externas la extensión es directa F i
λ → F i

λ + extF i
λ. Tomando

en cuenta todo esto, la ecuación de Boltzmann discretizada en el espacio de velocidades es

∂ fλ
∂t

+ ξi
λ

∂ fλ
∂xi = C( fλ) + Fλ, (4.49)

donde C( fλ) = −( fλ − f eq
λ )/τ.

4.2.1. Discretización Temporal

La discretización temporal de la ecuación de Boltzmann en ausencia de fuerzas externas
(Ec. (3.1)) realizada en la sección 3.1.1 fue una integración formal en un paso δt. Dado que
conocemos la forma explı́cita de f eq y por su forma, el cálculo de f al tiempo siguiente
resultó ser la misma que si se hubiera hecho una simple aproximación a primer orden en
un sólo punto

f (xi + δtξ
i, t + δt) − f (xi, t) = C( f )δt + Fλδt. (4.50)
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Si bien en ausencia de fuerzas éste esquema es suficiente para alcanzar una convergencia
a segundo orden, ya no lo es al considerar fuerzas externas o provocadas por la curvatura
de la geometria. Ya que la convergencia espacial es a segundo orden vamos a elegir un
integrador de la familia de los métodos Runge-Kutta implicito de segundo orden conocido
como la regla del trapecio7

fλ(xi + δtξ
i, t + δt) − fλ(xi, t) =

∫ t+δt

t
(C( fλ) + Fλ) dt

≈

(
C( fλ(xi, t)) + C( fλ(xi + ξiδt, t + δt))

2

+
Fλ(xi, t) + Fλ(xi + ξiδt, t + δt)

2

)
δt. (4.51)

El problema con los métodos implı́citos es que el valor nuevo a calcular sale en ambas
partes de la ecuación por lo que en general se debe de resolver una ecuación algebraica. La
ventaja aquı́ es que podemos definir una nueva variable propuesta en [22, 23]

f̄λ = fλ − δt
C( fλ) + Fλ

2
, (4.52)

la cual al sustituir en (4.51) se obtiene

f̄λ(xi + δtξ
i, t + δt) − f̄λ(xi, t) = (C( fλ) + Fλ) δt. (4.53)

Si sustituimos explı́tamente la forma del término de colisión BGK en C( f ) y con un poco
de álgebra llegamos a

f̄λ(xi + δtξ
i, t + δt) − f̄λ(xi, t) = −

δt

τ̄

(
f̄λ − f eq

λ

)
+

(
1 −

δt

2τ̄

)
Fλδt, (4.54)

donde τ̄ = τ + δt/2.
Con esta definición los momentos hidrodinámicos se calculan de la siguiente manera

ρ =
∑
λ

f̄λ +
δt

2
Fλ, (4.55)

ρui =
∑
λ

f̄λci
λ +

δt

2
Fλci

λ. (4.56)

La ecuación (4.54) coincide con la forma propuesta en [24] por lo que este esquema es

7La regla del trapecio establece que si dy(x)/dx = f (y, x), con y(x0) = y0 entonces y(x0 + ∆x) ≈ y0 +

∆x( f (y0, x0) + f (y(x0 + ∆x), x + ∆x))/2.
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nombrado a veces dentro de la literatura como el esquema de fuerza de Guo8. Es común
encontrar éste esquema sin las barras y con un término fuente S λ = (1 − δt/2τ)Fλ tal que
se obtiene la forma estandar de LBM

fλ(xi + δtξ
i, t + δt) − fλ(x, t) = −

(
fλ(x, t) − f eq

λ (x, t)
τ

)
δt + S λδt. (4.57)

4.3. Implementación en la Esfera

En este caso nuestra variedad es (S2, g). Podemos cubrir casi toda la esfera (sin los
polos) con una sola carta (Φ,U) tal que

Φ : U ⊂ S2 → [ε, π − ε] × [0, 2π),
Φ(p) = (θ, φ).

La parametrización natural es ψ = Φ−1(θ, φ) = (r sin θ cos φ, r sin θ sin φ, r cos θ). La métri-
ca inducida (4.9) en este caso es

gθθ = g
(
∂Φ−1

∂θ
,
∂Φ−1

∂θ

)
= r2, (4.58)

gφφ = g
(
∂Φ−1

∂φ
,
∂Φ−1

∂φ

)
= r2 sin2 θ. (4.59)

Por tanto los sı́mbolos de Christoffel no cero son

Γθφφ = − sin θ cos θ, (4.60)

Γ
φ
φθ = Γ

φ
θφ =

cos θ
sin θ

. (4.61)

La función de distribución a segundo orden (4.41) para una variedad de dimensión
D = 2 es

f eq
λ ( x, t) = ρ

√
gwλ

[
2 +

uici
λ

c2
m

+
uiu jci

λc
j
λ

2c4
m
−

uiui

2c2
m
−

ci
λc

i
λ

2c2
m
−

gii

2
+

gi jci
λc

j
λ

2c2
m

]
. (4.62)

La discretización entonces la hacemos sobre la variedad (Φ(U), (Φ−1)∗g) la cual es isomorfa
a (U, g). En este caso nuestras coordenadas están dadas por x := Φ(p) = (r, θ) por lo que
las componentes de la velocidad respecto a esta base son u = (ur, uθ) y cλ = (cr

λ, c
θ
λ). El

8Guo et al. [24] muestran cómo manejar los efectos debido a la discretización al momento de tratar
fuerzas. Ellos proponen una forma para la fuerza con parámetros a encontrar a través de la expansión de
Chapman-Enskog la cual coincide con la calculada aquı́ (4.48) para el caso de RD.
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término de la fuerza es (4.48)

Fλ := −F i
λ

∂ f
∂ξi = ρ

√
gwλ

ci
λF i

λ

c2
m

+
u jc j

λc
i
λF i

λ

c4
m

−
uiF i

λ

c2
m

 , (4.63)

donde las componentes de la fuerza F i
λ = −Γi

jkc
j
λc

k
λ son

Fθ
λ = −Γθφφc

φ
λc

φ
λ, (4.64)

Fφ
λ = −2Γ

φ
θφc

θ
λc

φ
λ. (4.65)

(a) t=0 (b) t=0

(c) t=21 (d) t=21

Figura 4.1: Se muestran los valores de la densidad para 2 tiempos distintos. En (a) y (c) se
muestran los valores de la densidad sobre la carta en la cual se hace la simulación. En (b) y
(d) se muetran nuevamente los valores de la densidad en la esfera.
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Conclusiones

Se presentó una formulación general para calcular la ecuación discretizada de Boltz-
mann en Rn y se implementaron tres de los sistemas más usados para comparar la eficiencia
mostrando resultados consistentes con estudios anteriores [14, 15]. En cada uno se mostró
deforma explı́cita cómo calcular las condiciones de frontera para los modelos D2Q7 y
D2Q9. La formulación presentada es equivalente con la clásica derivación expuesta en [13]
donde se ha recalcado la importancia de diferenciar entre la velocidad del sonido θ = c2

s
con la velocidad de la malla c2

m puesto que ambas formulaciones son equivalentes si y sólo
si θ = 1. Después se extendió la formulación a variedades Riemannianas donde las fuerzas
producidas por estar en sistemas de referencia arbitrarios son incorporados en el término
de la fuerza externa usual en LBM. Se mostró explicitamente el cálculo para la función
de distribución en equilibrio a segundo y tercer orden el cual coincide con los recientes
trabajos en [27, 28]. Finalmente se implementó dicha formulación para el caso de un fluido
contenido en la superficie de una esfera donde se utilizó la función de distribución en equi-
librio y el término de la fuerza truncadas hasta segundo orden. En nuestras simulaciones
sobre la esfera se puede observar errores numéricos debidos a que el truncamiento tanto
de la función de distribución en equilibnrio como del término de la fuerza que se usó fue
hasta segundo orden en los polinomios de Hermite. También que las condición de frontera
de rebote usada pierde bastante presición al momento de incorporar fuerzas en la ecuación
de Boltzmann. Dichos errores se pueden evitar usando la distribución en equilibrio a tercer
orden ası́ como el término de la fuerza también a tercer orden como lo han hecho en [29].
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Apéndice A

Polinomios de Hermite y cuadratura
Gauss-Hermite

En éste apéndice se expone de manera simplificada las propiedades de los polinomios
tensoriales de Hermite expuestos por Grad [25] y se hace su extensión a variedades.

Los polinomios tensoriales de Hermite en RD se pueden definir a traves de la fórmula
de Rodrigues

Hi1···in
n ( ξ) :=

(−1)n

w( ξ)
∂

∂ξi1
· · ·

∂

∂ξin
w( ξ), (A.1)

donde

w( ξ) =
1

(2π)D/2 exp−
| ξ̄|2

2
. (A.2)

Los polinomios de Hermite forman una base en el espacio de Hilbert, con la norma definida
como

( f , g)w =

∫
f gwd ξ. (A.3)

Sean α̂ := α1 · · ·αn y β̂ := β1 · · · βm, entonces∫
wHα̂

n Hβ̂
md ξ = δmnδ̂

α̂β̂
n , (A.4)

donde δ̂α̂β̂n es igual a uno si α1 · · ·αn es una permutación de β1 · · · βm, en cualquier otro caso
δ̂
α̂β̂
n = 0. Esta condición de normalización hace que∫

w( ξ)d ξ = 1. (A.5)
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Se pueden aproximar funciones en esta base a través de

f ( ξ) = w( ξ)
∞∑

n=0

1
n!

anHn( ξ), (A.6)

donde los coeficientes se obtienen a través de la proyección

an =

(
f
w
,Hn

)
w

=

∫
f Hnd ξ. (A.7)

La extensión a variedades de D dimensiones es casi directa dado que la expansión es
hecha en el espacio de velocidades y el tensor métrico sólo depende de las coordenadas
espaciales. La norma entonces entre vectores es g( ξ, ξ) = gi jξ

iξ j, esto nos hace redefinir el
peso como1

w( ξ) =

√
g

(2π)D/2 exp
(
−

gi jξ
iξ j

2

)
, (A.8)

el cual nos garantiza que2∫
wd ξ =

√
g

(2π)D/2

∫
exp

(
−

gi jξ
iξ j

2

)
d ξ =

√
g

(2π)D/2

[
(2π)D/2

√
g

]
= 1. (A.9)

En la cuadratura de Hermite-Gauss, las integrales de una función f respecto al peso w(ξ)
son reemplazadas por una serie de valores de f ( ξλ) en un conjunto escogido de puntos ξλ,
i ∈ {1, ..., q} multiplicados por los pesos wλ. En D = 1∫

w(ξ) f (ξ) ≈
q−1∑
λ=0

wλ f (ξλ). (A.10)

En [26] muestran que el mejor conjunto de puntos para realizar la cuadratura, donde es
óptima, es cuando ξλ son las raı́ces de Hq y los pesos dados por

wλ =
(q!)

[qHq−1(ξλ)]2 . (A.11)

La extensión a D dimensiones es directa. Por lo general se construye una malla en una
dimensión y se van haciendo productos tensoriales para generar mallas en dimensiones más
grandes. Para detalles respecto a esta y otras cuadraturas consultar [4].

1Este peso es distinto al usado en la ecuación (4.21) el cual no lleva el término
√

g y se va cargando
durante toda las cuentas.

2En la sección 4.2 se muestra cómo sacar los momentos de integrales gaussianas en D dimensiones de
forma recursiva donde el momento cero que es la integral (A.9) se resuelve usando el teorema de Wick
[20, 21].
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