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Resumen

En este trabajo se presenta un anélisis de las propiedades de un espacio-
tiempo estatico con simetria planar considerando materia distribuida de ma-
nera aleatoria. Mas especificamente, se considera un modelo del espacio-
tiempo conformado por N ldminas de extension infinita y espesor infini-
tesimal con desorden. La aleatoriedad esta dada por fluctuaciones en la den-
sidad de masa o fluctuaciones en la distancia relativa entre ldminas cercanas,
es decir, desorden compositivo o estructural sin correlaciones. Un resultado
central de esta tesis es una demostracion de la equivalencia entre el modelo
de Anderson unidimensional y el modelo del espacio-tiempo con desorden
puramente compositivo o puramente estructural. Esta equivalencia permite
analizar las propiedades del espacio-tiempo con las herramientas de la fiisi-
ca de materia condensada. Se usa el teorema de Furstenberg y la técnica de
matrices de transferencia para el calculo del exponente de Lyapunov. Se esta-
blece una conexion entre este exponente y el comportamiento de la curvatura
del espacio-tiempo para N grande.

Palabras clave: Relatividad general, sistemas unidimensionales, medios
aleatorios, localizacion de Anderson, matrices aleatorias.
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Abstract

In this work, a study of the properties of static plane symmetric space-
time is presented, considering randomly distributed matter. More specifi-
cally, a space-time model consisting of N parallel infinite planes with disorder
is considered. The random distribution of matter appears either as fluctua-
tions in the density or fluctuations in the relative distances between nearby
planes, corresponding to either composite or structural disorder without cor-
relations. A central result of this work is a proof of the equivalence between
the one-dimensional Anderson model and the space-time model with purely
composite or purely structural disorder. This equivalence allows one to ana-
lyze the space-time properties based on tools from condensed matter physics.
The Furstenberg theorem and the technique of transfer matrices are used to
calculate the Lyapunov exponent. A connection between this exponent and
the behavior of the space-time curvature for large N is established.

Keywords: General relativity, one-dimensional systems, random media,
Anderson localization, random matrices
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Introduccion

En la actualidad las investigaciones en las observaciones astrondmicas
dependen del anélisis de ondas electromagnéticas y de rayos césmicos, pero
la deteccion reciente de ondas gravitacionales (OGs) [1] ha despertado un
gran interés teodrico-experimental, dado que abre la expectativa de ampliar
significativamente el campo de observacion y de extender las fuentes de in-
formacion sobre la estructura del Universo. Las ondas gravitacionales son
perturbaciones del espacio-tiempo generadas por cambios bruscos en campos
fuertes gravitacionales los cuales son producidos por ejemplo por sistemas
binarios, como estrellas o agujeros negros en 6rbita mutua o simplemente la
rotacion de un agujero negro con una gran protuberancia girando alrededor
de su eje, a cuyos sucesos se les llama fuentes de OGs.

Hoy en dia el estudio numérico de OGs se lleva a cabo considerando que
las fuentes son sistemas aislados |2, 3, 4] y que las OGs se propagan en el
vacio, una vez que estan lejos de la fuente. Este trabajo va encaminado al
estudio de la propagacion de OGs a través de una region del espacio-tiempo
donde el medio no es homogéneo, més concretamente, se quiere analizar los
efectos de la transmision de OGs a través de regiones extendidas del espacio-
tiempo en las que se halla materia distribuida en forma aleatoria. La region
a examinar es lo suficientemente lejana a las fuentes para que sea valida la
aproximacion al campo débil gravitacional. Esqueméaticamente se puede ver
en la Fig. 1, que muestra a las OGs en la region cerca de la fuente y en
la region de campo débil (ondas planas), ademas las ondas van atravesando
materia, representada por galaxias espirales en la figura.

Sin embargo si se considera el esquema completo seria algo complicado de
plantear para una primera aproximacion, por lo cual el problema anterior se
puede reducir considerando un modelo simplificado en el cual la materia esta
distribuida en N laminas paralelas de extension infinita y espesor desprecia-
ble, colocadas a una distancia finita, véase Fig. 2. El modelo de laminas de
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Figura 1: Esquema minimalista que representa la emision de OGs por un
sistema binario de objetos compactos ya sea como agujeros negros o estrella
de neutrones. Ademas las OGs a su paso por el espacio-tiempo atraviesan
regiones con materia, indicadas por galaxias espirales.

infinitas se adopta analogamente a lo que se hace en electrostatica, cuando se
considera un capacitor de placas paralelas cuya extension se asume infinita
para evaluar el campo en puntos cercanos a la placa. Lo anterior permite
reducir el problema al analisis de un modelo unidimensional, por ejemplo, al
considerar direccién x perpendicular a la superficie de las placas entonces se
tiene simetria traslacional en la direccion (y, z). En este trabajo, se supone
entonces un espacio-tiempo con la métrica de la forma

g=—a(tz)’dt*+ B (t,x)de® + v (t,z)° (dy* + dz?), (1)

donde «, S, v son funciones de (¢,z). Y son determinadas resolviendo las
ecuaciones de campo de Einstein. Obsérvese que las componentes gy, g--
son iguales, esto es porque se esta considerando isotropia en la direccion
transversal. La materia es modelada como un fluido perfecto anisotrépico, es
decir tendré expresiones para la densidad de energia p (¢, x) y presion p (¢, x),
con su respectiva ecuacion de estado p (p) .

Retomando el punto en donde la materia esta distribuida de manera alea-
toria, se hace a través de tomar pequenas variaciones en la densidad de ener-
gia superficial 0; = o + do; y pequenas variaciones en la distancia entre las
laminas d; = d + dd;, véase Fig. 2. Dichas variaciones tienen el nombre de
desorden y hay diferentes tipos de él, para el caso de materia distribuida en
el espacio-tiempo se le puede asociar desorden estructural (distancias alea-
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torias) y/o desorden compositivo (aleatoriedad en la masa o en la densidad
de energia). El anélisis se hace a través de una semejanza con los modelos de
enlace fuerte de la materia condensada, por ejemplo, el modelo de Anderson.

o1 On

() gj
x x dj x x X

dn

N
)

.
-

et

dq

Figura 2: Esquema de la propagacion de OGs a través de materia. La materia
esté distribuida en N de laminas de anchura A y extensién infinita. Donde o;
representa la densidad de energia superficial, d; la distancia entre las laminas.

En este trabajo de tesis se plantean tres objetivos fundamentales. En pri-
mer lugar, se quiere encontrar una configuracion estatica del espacio-tiempo
de fondo, es decir, el espacio-tiempo en la ausencia de OGs. Lo anterior se
logra resolviendo las ecuaciones de Einstein-Euler para el escenario mostra-
do en la Fig. 2 con la simplificacién de suponer que el espesor (A) es muy
pequeno comparado con la distancia (d) entre las laminas, es decir

A<d; (A—=0),

por lo cual se solucionan las ecuaciones de Einstein-Euler en el vacio més la
consideracion de condiciones de pegado (frontera) sobre las laminas.

En segundo lugar, se quiere analizar el epacio-tiempo de fondo como un
sistema desordenado. Es decir, como cambian las propiedades del espacio-
tiempo cuando se consideran fluctuaciones aleatorias en la densidad de masa
en las laminas y/o la distancia entre las laminas.

En tercer lugar, se encamina el trabajo para estudiar la propagacion de
ondas a través del espacio-tiempo de fondo obtenido en el primer objetivo
junto con el anélisis del segundo objetivo. El tipo de onda puede ser escalar,
electromagnética y /o gravitacional. El estudio de este punto podria aclarar
si, en analogia a lo que ocurre con la propagacion de ondas electronicas en
materia condensada, también en este contexto se producen fenémenos como
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la formacién de bandas permitidas de energia para la propagacion de las
OGs o la localizacion de ondas mismas por efecto del cardcter aleatorio de la
distribucion de materia en el espacio-tiempo de fondo.

Descripcién de los capitulos de la tesis

Este trabajo de tesis va encaminado al estudio de la propagacion de ondas
a través de una region del espacio-tiempo donde el medio es inhomogéneo.
Por lo que la estructura de este trabajo estda disenada de tal manera que
primero se estudie la forma del espacio-tiempo (capitulo 1) y después sus
propiedades al considerar desorden (capitulo 2).

En el capitulo 1 se presentan las soluciones del espacio-tiempo de fondo
en el marco de la teoria de Newton y en el marco de la teoria general de
la relatividad, el espacio-tiempo esta representado como en la Fig. 2. En re-
latividad general se encuentra la solucion del espacio-tiempo de una lamina
resolviendo las ecuaciones de campo de Einstein en el vacio y con materia,
usando a su vez condiciones de pegado apropiadas. Se obtiene la soluciéon pa-
ra un espacio-tiempo de N laminas considerando la solucién a través de una
matriz de transferencia, después se analiza el caso de laminas equidistantes
e idénticas y se obtiene una expresion analitica. Al final del capitulo se ob-
tiene el limite newtoniano en la solucion del espacio-tiempo de la relatividad
general llegando a una correspondencia.

En el capitulo2 se analiza el espacio-tiempo con desorden. Se encuentra
que si se considera desorden puramente compositivo o puramente estructu-
ral en el modelo de espacio-tiempo hay una correspondencia exacta con el
modelo de Anderson unidimensional. Se analizan las propiedades del modelo
del espacio-timpo con herramientas de la materia condensada, por ejemplo,
matrices de transferencia y el teorema de Furstenberg. Se describe en este
capitulo el significado fisico del exponente de Lyapunov respecto al modelo
del espacio-tiempo.

Convenciones: En esta tesis se va a trabajar en unidades para las cuales la
velocidad de la luz ¢ = 1, de tal manera que G yo tiene unidad de inverso de
longitud, donde G es la constante de gravitacion universal y o la densidad
de masa superficial tipica de las laminas.



Capitulo 1

Descripcion y derivacion del
espacio-tiempo de fondo

En este capitulo se considera el modelo de espacio-tiempo conformado
por N laminas paralelas de extension infinita y espesor infinitesimal con una
densidad de masa asociada, véase Fig. 1.1, las regiones que se encuentran
entre dos laminas sucesivas tienen una densidad de masa nula.

El modelo descrito anteriormente se resuelve dentro del marco de la teoria
de gravitacion de Newton y después en la teoria de la relatividad general.
Las soluciones estédn descritas a través de una matriz de transferencia, esta
matriz conecta las condiciones de frontera de todo el espacio-tiempo. El caso
newtoniano es relevante pues da un punto de referencia en el limite clasico
de la relatividad general.
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1 2 N

5.@.—.:.1
A d

Figura 1.1: Esquema minimalista del modelo del espacio-tiempo de fondo.
Representa a N laminas paralelas de extension infinita y anchura (A) infini-
tesimal, separadas una distancia finita d.

1.1. Caso newtoniano

En esta seccion se estudia la solucién del modelo descrito en el péarrafo
anterior, utilizando la teoria de gravitacion de Newton. La representacion
grafica del modelo se muestra en la Fig. 1.2, para este caso se considera
que la j-ésima ldmina esté en la posiciéon z; del espacio, colocadas una de
otra una distancia finita y que cada una de ellas contenga una densidad
superficial de masa ;. La ecuaciéon que rige este sistema es la ecuacion de
Poisson gravitacional

V2® = 471G np, (1.1)

donde V? es el laplaciano!, ® una funcién escalar que representa el potencial
gravitacional, Gy la constante de gravitacion universal y p la densidad volu-
métrica de masa. Se resuelve la ec. (1.1) de dos formas distintas: la primera
es integrando directamente y la segunda se soluciona la ecuacioén de Laplace?
con condiciones de frontera sobre la n-ésima lamina. Se obtiene que las dos
formas de obtener la solucién es semejante, como es de esperarse.

192 — (.02 5% 5
Vo= (6x2+8y2+6z2 :
2Ecuacion de Poisson en el vacio.
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4 Dy () <I)2£r) O, (z)
o Vel Vo
vacio
z p=0 (@)=t B

Figura 1.2: Esquema minimalista del fondo Newtoniano, con una configu-
racion de N laminas de extension infinita y anchura despreciable. Con o,
la densidad de masa superficial en la n-ésima lamina y &, (z) el potencial
gravitacional en la n-ésima region.

1.1.1. Primera derivacion (integracion directa)

Se toma la ec. (1.1) y se considera que la densidad volumétrica de masa
es de la forma

p(:l:,y,z) :ZU]'(S(.T—ZIIJ'). (12)

Obsérvese que la densidad volumétrica de masa esta determinada por las
densidades de masa superficial o; en cada una de las posiciones donde se
encuentran las laminas. Debido a la simetria traslacional en (y, z) que tiene
el sistema, se puede considerar el ansatz en el cual el potencial gravitacional
no depende de (y, z), & = ® (). Entonces la ec. (1.1) con (1.2) se simplifica
como:
2 al
Q" (x) = o3 (x) = 4nGn 2075 (x —x;),
j=1
donde se tiene una ecuacion diferencial de segundo orden para .
Para encontrar la soluciéon primero se integra desde —oo hasta un cierto
x, se asume x en el intervalo x,, < z < ,41 (con g = —00 y Ty = 00).
Es debido notar que la sumatoria tiene un limite superior hasta la n-ésima
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lamina, con n < N

_N\"n

=2.j=19j
F*OO x rl‘ >
—_——~ " n
P’ (2) =D (—o0) = / " (z)dx = 4nGn / Z 0;0 (T — ;) dz,
—00 oo I=1

donde F_, es la fuerza gravitacional a la izquierda de la primer lamina. La
forma final de la integral es

O (z) = —F,, Ty < X < Tpyt, (1.3)

donde F,, = I —47Gx 2?21 0}, la cual describe la fuerza gravitacional en
el intervalo (x,,x,.1). La grafica de (1.3) se muestra en la Fig. 1.3.

dd

i (z)

i

y y H y y
+ t + + + +
1 Z2 Tn X Tn+1 Ty

Figura 1.3: Grafica de ' () respecto a .

Ahora se integra nuevamente (1.3) desde x; a x, con x en el intervalo
(Tn, Tnt1), v se llega a la siguiente expresion:

_an (Xjp1 —xj) Fj — (v —xn) Fry T <2 < Zppy, n=123 ..

j=1
Q(x) =< — (v —x1) F_, xr < xq,
~ S @ — 2 B~ (e —an) By x> ay,

(1.4)
donde, sin pérdida de generalidad, se elige la constante de integraciéon de
forma tal que @ (z;) = 0.
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1.1.2. Segunda derivaciéon (por medio del pegado de las
soluciones en el vacio)

Ahora se resuelve la ec. (1.1) en el vacio y se imponen condiciones de
pegado en los bordes de cada lamina para llegar a una forma semejante a la
ec. (1.4). Para hacer lo anterior se considera la n-ésima lamina y las regiones
a la izquierda y derecha, como se muestra en la Fig. 1.2.

La ec. (1.2) establece que la densidad de masa p es idénticamente cero
en la region entre dos laminas sucesivas, entonces se ve directamente que la
solucion de la ec. (1.1) es:

d (z) = o, + B, Ty < T < Tpyt, (1.5)

donde 7, y £, son constantes de integracion a determinar y dependen de
cada una de las regiones entre las laminas. En cada intervalo x, < z < x,;
la fuerza gravitacional esta dada por

F,=-%'(z) = -%,. (1.6)
Condiciones de pegado: Para solucionar la ec. (1.1) para todo el espacio,
se consideran condiciones de pegado sobre cada lamina, que son:
a) Continuidad de ¢ en z = x,,.

b) Salto de la derivada @' (z) en z,,, que es debido a la forma de p (x,y, 2)
en la ec. (1.2). Y se obtiene integrando la ec. (1.1) en el intervalo
(xn — €, 2, + €) que corresponde a la n-ésima lamina y con ¢ | 0, en-

tonces
Tn+e
O (2, + ) — ¥ (2p—) = / " (x) dz
Tnte
= 4nGy / 0,0 (x — x,) de = 4G Noy,

de lo anterior se deriva que la derivada primera del potencial tiene una
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discontinuidad o salto® en z,, igual a

h'g)l (@ (2, + &) — P (2, — )] = 4nGNO,.

Al aplicar las condiciones a) y b) en la ec. (1.5) resulta
a)
Jan,1 + %nflxn = % + c%nxn

b) Tomando las ecs. (1.5) y (1.6), resulta

dd
Im — (z, +¢) = lim%,

= A
el0 dx el0 T=Tnte "
. dP ,
lim — (z, —¢) = lim%, =%n-1,
el0 dx el0 vty .

sustituyendo los resultados anteriores en la ec. (1.7)
'@n = '@n—l + ¢,
donde la constante ¢, se define como

¢, = 4G Nop,. n=1,23., N.

(1.7)

(1.8)

(1.9)

(1.10)

En las ecs. (1.8) y (1.9), se tiene del lado derecho coeficientes de indice n y del
lado izquierdo coeficientes con indice n— 1, entonces las anteriores ecuaciones

se pueden reformular en forma matricial como:

dy\ Ay 0
M5 ) (50 )+ (1)

donde M,, es una matriz diagonal superior, dada por

- 1 =z, ) -1 1 -z,
M"(O 1 ),conmversal\/[n (0 1 >

3De aqui en adelante se denotara el salto de una funcién F (x) como

[F(@)]ay, =M F (2n +€) = F (20 —€)]

(1.11)

(1.12)
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Se multiplica ambos lados de la ec. (1.11) por la izquierda con M, se obtiene

(%) = (% )ea( ) om

es una relacion de recurrencia y dice que la solucién n-énsima se obtiene a
través de las soluciones de menor indice. Y al desarrollar explicitamente la
ec. (1.13) (iterando N-veces), entonces queda como resultado

(2)-(2) () o

A continuaciéon se hace un cambio de variable en la ec. (1.13), reempla-
zando los coeficientes <, por ®,, := & (z,) = o, + B, x,. De esta forma se
obtiene

Tn
7\

-~

q)n = % + f@nxn = %—1 + ’@n—l (:En — Tp-1+ mn—l}a
(I)n = (I)n,1+e%n,1ASCn, n:2,3,...,N, (115)

donde se ha usado la continuidad de la funcion ® (z) y con Az, = x, — 2,1
la distancia relativa entre laminas cercanas, obsérvese que Ax; no esti bien
definida porque contiene a xqg = —oo. La expresion para %, no cambia, la
cual es

By = PBrv_1 + . (1.16)

La forma matricial de las ecs. (1.15) y (1.16) es:

q)n . ]_ AZL’n q)n—l 0 .
(&)= (8 ) (2 ) ea(O)onmzs o

la anterior ecuacion se itera N — 1 veces y se puede obtener

() = G o) () o () e (0

Jj=2

Hasta ahora se obtuvo una ecuacién de recurrencia para ®,, y %, mas
sin embargo se introduce una matriz de transferencia que también describe la
recurrencia méas simple, por lo cual la ec. 1.17 puede ser representada como

D, 1 Az, 0 Q1

B, |=10 1 ¢ By |, (1.19)
1 0 0 1 1
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al iterar la anterior ecuacion N — 1 veces, resulta

q)N 1 ZjVZQ AIJ‘ Z;V:_Ql iV:j—s—l CjAIi q)l
BN = 0 1 Z;VZQ ¢ &
1 0 0 1 1
N-1
1 IN — Xq Zj:2 ¢ (I'N—.Tj) @1
= (o 1 S % | . (1.20)
0 0 1 1

Se ve directamente que los resultados de @ y Ay en (1.18) son consistentes
con los resultados en (1.20).

1.1.3. Equivalencia entre los resultados de las dos deri-
vaciones

La solucion de (1.1) con condiciones iniciales debe de describir el mismo
escenario fisico independientemente del método que se utilice. Partiendo del
anterior parrafo en esté seccion se mostrara la semejanza entre al soluciéon de
la Sec. 1.1.1 y la Sec. 1.1.2.

Sean los coeficientes dados por la ec. (1.14) dados por

Ay = = o, (1.21a)
j=1

B, = B+ ¢ (1.21b)
j=1

Se sustituyen las anteriores ecuaciones en (1.5), se obtiene

q)(x):%—zcjxjﬂL(@o-i-th)x, Ty < T < Tpiq.
Jj=1 j=1

Se debe de mostrar que la anterior ecuacion recupera la forma de la ec. (1.4).
Al analizar para < z;7 la ec. (1.21) es para el indice n = 0, y al comparar
con (1.4) se obtienen las relaciones
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gy = 11fo, (1.22a)
By = —F_ ... (1.22b)

Para el intervalo x, < x < 2,1 con n > 0, se debe demostrar que

a) B, ~ _F,. Tomando (1.21b), (1.22b) y recordando que F,, = F_, —
i1 ¢, resulta

—F_
n: %0 +Zc] n-

?

b) o, = — Z;:ll (xj41 — xj) Fj+x,F,. Para este caso se desarrolla el lado

derecho de la anterior expresion
n—1 n—1 J
_Z(xjﬂ — ;) F; + x,F, = — Z Tjp1 — <Foo—2ck> +
j=1 j=1 k=1
n
T, (Foo_zck> )
k=1

donde se ha usado el resultado de a), se intercambia en el primer tér-
mino del lado derecho j — j — 1 y se distribuyen términos

n j—1
—(J/—$1 ) Flo -I—ZZ — T 1) ck+/nﬂ%—mnzcka
2 k=1 k=1

@70

desarrollando explicitamente la suma sobre j

o +(ps — m1) 1+ (13 — 2) (o1 + c2)+ - (L=t — Tp—2) (1 + -+ + Cpa) +

n—1
+ (%_ xn—l) W) — Ty (cn + ck) )

=1

se ve directamente que el anterior desarrollo da como resultado

% — ijcj = o,
j=1

lo que coincide con (1.21a).
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Los anteriores argumentos muestran que ambas derivaciones dan el mismo
resultado, como se esperaba.

1.2. Caso relativista

La teoria newtoniana no representa una herramienta apropiada para ana-
lizar la propagaciéon de ondas gravitacionales. Fenoémenos de este tipo pueden
describirse en el marco de la teoria de la relatividad general, que se adopta
en este trabajo de tesis para encaminar el analisis de la propagacion de ondas
en el espacio-tiempo mencionado en la introduccion.

Como se hizo en la Sec. 1.1, se considera el modelo de espacio-tiempo
conformado por N laminas de extension infinita y espesor infinitesimal co-
locadas una distancia finita, las laminas representan a la materia contenido
en el espacio-tiempo por lo que van a tener una densidad de masa (energia)
asociada, véase Fig. 1.1. Ademas el modelo de esta tesis se considera estatico.
La métrica estacionaria de la ec. (1) es

2a(x 2 2b(x 2 2¢(x 2 2
g=— > at? + ) 4?4 2 (dy? + dz?), (1.23)
i) =pw) =)

donde los coeficientes a = a (z), b =b(z), ¢ = c¢(x) son funciones de x y se
encontraran a partir de las ecuaciones de campo de Einstein.
Se hace un cambio de variable conveniente en la ec. (1.23), de la forma

T = / Wy = di = *@dz,

se puede eliminar la funcion b (z), entonces la métrica queda de la siguiente
manera
g = —e2@qt? 1 43?4 2@ (dy2 + dz2) ,

que sin ningin problema de notacion se puede reidentificar & <+ = por lo cual
g = —e2@ g% 4 dz? 4 2@ (dy® + d=?) . (1.24)

En esta representacion, la coordenada x mide la distancia propia a lo largo
de la direccién perpendicular a las laminas.
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Notacion: Para el siguiente analisis la convenciéon para los indices sera:
letras griegas indicaran etiquetas desde 0 hasta 3, letras latinas mintsculas
de 1 hasta 3 y las letras latinas maytsculas tendran valores 2 y 3, y ademas
donde los numeros (0, 1,2, 3) se refieren a las coordenadas (t, z, vy, 2).

1.2.1. Obtencién de la curvatura y el tensor de Einstein

A partir de la métrica (1.24) y de su inversa, cuyas componentes se pueden
denotar de la siguiente manera

(g/Jl/) = dlag (—62‘1(1)7 1’ 620(1)7 620(1)) ’
(QW) = diag (—e‘za(m)7 1, 6—20(:0)’ 6—20(50)) :

se calcula la curvatura y el tensor de Einstein. Para mas detalle se puede
consultar las siguientes referencias de libros y apuntes sobre la Teoria General
de la Relatividad para las siguientes secciones |5, 0, 7, 8].

Simbolos de Christoffel. Los simbolos de Christoffel estan definidos por

1
Fﬁuy = 59’0\ (augVA + augu/\ - a)xguu) 5

con K, \, u, v = 0,1,2,3, 9, = 8%, 9w los coeficientes de la métrica y g"”
los coeficientes de la métrica inversa.

Ademas los simbolos de Christoffel son simétricos para los indices inferiores
I'*,, =T?,,. Por lo que en principio se tienen 40 componentes independien-
tes. No obstante por la forma particular de la métrica (1.24) los simbolos de
Christoffel se ven reducidos s6lo a las siguientes componentes diferentes de
cero.

%, = d, (1.25a)
My = e*d, (1.25Db)
Iy = —e*ddap, (1.25¢)
% = 6%, (1.25d)

donde A, B,C = 2,3, como se menciond anteriormente.
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Tensor de curvatura. Las componentes del tensor de curvatura (tensor
de Riemann) en coordenadas locales, se obtienen a partir de

R = O\ + T I — (ke v),

y tomando en cuenta las propiedades de simetria y antisimetria del tensor de
curvatura se tiene que

RH)\/JJ/ = _R)\n,uzz = _RnAyu = R;wn)\'

Por lo anterior es suficiente analizar los siguientes subgrupos de componentes
independientes:

0 0 0 0

R 101, R 10B; R 11B; R 1AB)
0 0 0

R’cop, R°cip, R’cas,

1 1
R'cip, R'cas,
D
R%caB.

Haciendo los céalculos correspondientes en cada subgrupo, se obtienen que las
componentes diferentes de cero son

Ry = — [a” + (a’)2] , (1.26a)
Rcop = —d'de*6p0, (1.26b)
Rlcip = — [CH + (C/)z] e*dpc, (1.26¢)

RPoap = (¢)? € (6 pdac — 6P adpc) - (1.26d)

Tensor de Ricci. Por medio del tensor de Riemann se obtienen las com-
ponentes del tensor de Ricci dadas por:

K
R, = R 0.
Se comienza con la primer componente, dada por el desarrollo
Roo = R"0x0 = R'o10 + R*
00 = f¥ok0 = fr 010 0A0;

haciendo uso de la métrica inversa, las propiedades de simetria y una serie
de pasos algebraicos se obtiene

Ry = € |a" + (d)” + 2a’c’] . (1.27)
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Analogamente para las componentes restantes resulta que:
Ry — — [a" + (@) + 2"+ 2 (cﬂ , (1.28)
Rip = —e* [c” +2(d) + a'c’] dAB- (1.29)

Tensor de Einstein. Las componentes del tensor de Einstein en coorde-
nadas locales estan dadas por

1
Guy = Ruu - §guuRa (130)

donde R es la traza del tensor de Ricci o escalar de Ricci,
R = RH# — gle#w
por lo cual

R = gOOR()o + glan + QABRAB
) [a" 4 (@) + 20" +3() + za'c'] . (1.31)

Sustituyendo para cada una de las componentes de la ec. (1.30),

1
Ggo = Roo - égogR = —62a [20/, +3 (C/)Q] s (132&)
1
Gn = RH — 5911R = (C/)2 + 2CLIC/, (132b)
1
Giag = Rup-— §gABR = ¢%¢ [a” + (a')2 +d'+ (c’)2 +ad'c| 044]1.32¢)

y las otras componentes son cero.

1.2.2. Resolviendo las ecuaciones de Einstein en el va-
cio.
Para encontrar las soluciones de las ecuaciones de Einstein en el vacio, se

necesita resolver la ecuaciéon

G = 0.

Sustituyendo las ecs. (1.32) en la anterior expresion se obtiene como resultado
un sistema de ecuaciones diferenciales acopladas de las funciones a(z) y ¢(z),
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el cual es:

2¢" +3 () =0, (1.33a)
() + 2d'd =0, (1.33b)
a4+ (a4 + () +dd =0. (1.33¢)

Obsérvese que debido a las identidades de Bianchi V#G,,, = 0, solo
hay dos ecuaciones independientes.

Primer familia de soluciones: La expresion (1.33a) es una ecuacion di-
ferencial de segundo orden no acoplada para c(z) que se puede solucionar
independiente de las restantes. Se integra por variables separables, a través
de un cambio de variable?, donde resulta

2 3
c(x) = 3 log (éx + CO) + ¢, (1.34)

donde c¢g, ¢; son constantes de integracion. Al tomar la exponencial en la
ecuacion previa resulta que:

2/3
ef = (—:1: + CO) et = (P + Qux)"*,

donde P = coe%Cl y Q= %e%cl.
Ahora de la ec. (1.33b), con la suposicion ¢ # 0, se despeja a’ y se integra,
quedando

1 3
a(x) = —glog (533 + co) + ay, (1.35)

con ag y a; = ag — %cl constantes de integracion. Analogamente a el caso de
¢ (x), se toma la exponencial a la ecuacion anterior, la cual queda como:

=

3 - 1
et = (éx + co> e = (P+ Qx) 3e™ .

4Cambio de variable: u = ¢/, suponiendo u # 0.
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Al sustituir ec. (1.34) y (1.35) en (1.33c), se satisface la igualdad. Ademas
si se sustituyen las soluciones anteriores en (1.26) da como resultado una
curvatura no trivial, y si se coloca en términos de la funcién lineal P + Qux:

R = —(P+ Qx)_2 e 3, (1.36a)

1 _2
ROCOB — 5 (P + Ql’) 3 6361530 = Rlclg, (136b)
RPcap = (P+ Q)% ¢ (6”56 ac — 6° 4050) (1.36¢)

por lo cual es una métrica con curvatura diferente de cero. Ahora bien, se
observa que dicha soluciéon contiene una singularidad en x = —g, que para
saber si es una singularidad auténtica o una elecciéon inconveniente de las
coordenadas se utilizan escalares de curvatura. Sea el escalar de Kretsch-

mann, dado por
A\ 3 0 4
R Row = | = : 1.37
w=(5) &) wan

cuyo resultado diverge para r — —g, que implica una singularidad de cur-
vatura en dicho punto.

Segunda familia de soluciones: En el anterior procedimiento las solu-
ciones son validas para ¢’ # 0. Ahora se considera ¢’ (z) = 0, entonces

c(z) = c, (1.38)
con ¢y una constante de integracién. Automaticamente las ecs. (1.33a) y

(1.33b) se satisfacen, y la ec. (1.33c) se reduce a

2

a"+ (a')" = 0.

Al hacer el cambio de variable v = a’ e integrando dos veces queda finalmente
la solucion para a (z) la cual es

a(z) =log (z + ag) + ay, (1.39)

con constantes ag y a;. Al sustituir las soluciones (1.38) y (1.39) en el tensor
de curvatura, ecs. (1.26), da como resultado que todas sus componentes son
iguales a cero, concluyendo que las anteriores soluciones son componentes de
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una métrica que es esencialmente plana o Minkowski. Para ver explicitamente
lo dicho anteriormente, se considera ag = ¢y = 0, absorbiendo ¢; con un
cambio de variable se obtiene la métrica

g = —x*dt* + do* + dy? + d2?,

llamada métrica de Rindler. Al introducir el siguiente cambio de coordenadas
hiperbolicas

T = uxsenht,
X = wxcosht,
Y = v,
Z = z,

llamadas coordenadas de Rindler [6] se obtiene la métrica
g=—dI?+dX*+dY*+dZ? (1.40)

la cual tiene la forma de Minkowski. Las soluciones (1.38) y (1.39) no van a
ser de interés en este trabajo, dado que bajo condiciones de pegado sobre las
laminas resulta una ecuacion de estado sin sentido, como se resume en el pie
de pagina 11 de la pag. 23.

Resumen de la solucién en el vacio: Como se dijo en el anterior parrafo,
las funciones métricas de interés seran las ecs. (1.34), (1.35) obtenidas en la
primer familia, al sustituirlas en la métrica (1.24), dan como resultado

g=—(P+Qz)**2dt? + da® + (P + Qu)"* (dy® + d2?),  (1.41)

en donde en principio cuando se haga el anélisis para un sistema de N la-
minas, la constante e® puede ser diferente para cada una de las regiones a
los lados de cada lamina, sin embargo en la Sec. 1.2.4 y 1.2.5 se demuestra
que es una constante independiente de la regiéon y por lo tanto no tendra
relevancia fisica. Por lo anterior se hace un cambio de variable’ conveniente
y la métrica resultante seréa:

g=—(P+Qu)**dt* + da® + (P + Qu)"” (dy* + d2?) , (1.42)

SPara t = e®'t, sin embargo por notacion ¢ < t.
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y también P puede ser eliminada mediante una traslacion en x, siempre y
cuando® @ # 0. De lo anterior y absorbiendo las constantes como se hizo
anteriormente, para la coordenada x, da como resultado

g = —x2Bdt? + da® + 2*/3 (dy® + d=?), x>0, (1.43)

llamada métrica de Taub, ver [9, 10] y citas dentro. Repitiendo nuevamente lo
mencionado acerca del valor de curvatura, la métrica anterior tiene curvatura
no trivial y se demostr6 en la pagina 19.

Observacidn:

s Adviértase que las componentes de la métrica son adimensionales, en-
tonces la funcién P + QQx necesita ser una cantidad adimensional, de lo
que se sigue que [Q] = [L!], tiene unidades del inverso de longitud.

1.2.3. Solucién en presencia de las laminas

Para implementar que el espacio-tiempo se constituya de materia, se de-
ben resolver las ecuaciones de campo de Einstein,

G = KL, con k = 8nGy,

donde T, es el tensor de energia-momento. En esta tesis se supone que la
materia que compone las ldminas pueda modelarse como un fluido perfecto.

Fluido perfecto: Un fluido perfecto es aquel donde se desprecian los efec-
tos de viscosidad y en general se considera con presion isotrépica’. Los fluidos
estan determinados por una ecuacion de estado de la forma p = p (p). El ten-
sor de energia momento del fluido esta dado, para el caso isotrépico, por:

Ty = (p + P) uptty, + PGy,

donde p, p, u, denotan la densidad de energfa, la presion y la cuadrivelocidad
del fluido. Las ecuaciones de movimiento para el fluido estardn dadas por:
Vi, = 0.

Para escribir las ecuaciones de Einstein en presencia del fluido, conviene

SPara Q = 0 la métrica (1.42) se reduce a la métrica de Minkowski.
"En este trabajo de tesis no se considera presion isotropica.
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escoger una base ortonormal® de la siguiente manera

ey =¢€ “0y=e "0, (

ej = e 'O, = e "0, (

ey =€ “Oy = e “0,, (1.44c
(

es =€ ‘03 =€ 0,

donde los indices con gorro (*) denotan componentes tetradiales.

Como se requiere una configuraciéon hidrodinamica estatica, es decir, don-
de el fluido no tenga movimiento y se encuentre distribuido dentro de los
limites fisicos de las laminas de manera tal que la cuadrivelocidad del fluido
esté alineada con el vector e;. Ademas se considera un fluido perfecto aniso-
tropico, es decir, un fluido con presion longitudinal (py) y tangencial (pr)
que pueden ser distintas. De lo anterior se considera que las componentes
tetradiales del tensor 7}, son

Ty = p, (1.45a)

Tyy = pr (1.45b)

Ty =Ty = pr (1.45¢)
otras cero, (1.45d)

con p la densidad de energia del fluido.

Nueva forma de las Ecuaciones de Einstein: Al considerar las compo-
nentes tetradiales y las componentes del tensor de energia-momento (1.45),

8Comentario: Evaluando, se tiene que

9(60766) = 672&9 (80780) = 715
g (e, e5) = 0ij = 0y,
g (ef)vej) = 6_(a+0)g (aOa 8]) = O»

donde i, 7,%,j = 1,2,3, y por lo tanto {ey, e1,e5,e3} es una base ortonormal de vectores.
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las componentes del tensor de Einstein toman la forma’
Goy = G ey e5) = e G (0o, 00) = e **Goo,
Gii = G(eg,e1) =G (0,01) = G,
Gig = Glezep) = e G (04,0B) = e *Gap.
Por conveniencia, se considera el siguiente cambio de variable!
euls) A3 (),
62(:(z) _ 04/3 (CL’) :

con funciones'' A (z), C'(z). Las ecuaciones de Einstein asumen la nueva
forma:

4 C//

Gy = —3 G = (1.46a)
4Cc" (A
Gi = 55 (E - Z) = KDL, (1.46b)
20" 1A" 2/C AN [C A
A — - — - - _ — 42— | = 1.4
Un = 37 7372 9(0 A><C+ A) ;. (1.46¢)
donde
p = 0’5 (_Qj — xn) , (147&)
pr = wo (x — :pn) , (147b)

con o la densidad de energia superficial, y 7 la presion tangencial superficial
dentro de la lamina.

Observacion: Si se supone que p;, = 0, la ec. (1.46b) implica que ‘% = %/
y por lo cual las ecs. (1.46a) y (1.46¢) se reducen a
A" 3
T T TP 3KpT.
De lo anterior se obtiene la ecuacion de estado de las laminas, dada por:
1
pr =0, Pr=—7p- (1.48)

9Se recuerda que b = 0.

0Este cambio est4 motivado por la forma que tienen las componentes métricas en el
vacio, véase (1.42).

'Nota: Si se toma en cuenta la segunda familia de soluciones en la pagina 19, para la
cual C (z) = 1, es facil ver que las ecs. (1.46) implican que el fluido tenga una densidad
de energia nula (p = 0), lo que no serfa fisicamente razonable.
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1.2.4. Forma pedestre del pegado de las laminas

En esta seccion se obtienen las expresiones que ayudan en el pegado de
las soluciones entre cada una de las laminas de la configuracion mostrada en
la Fig. 1.1. Se toma la n-ésima lamina con las ecs. (1.46), y considerando
las regiones'” a la izquierda (I) y a la derecha (IT) de la lamina ubicada en
xr = x, (mostradas en la Fig. 1.4).

Para la region I, x,, 1 < z < z,, la densidad de energia es cero p = 0, por
lo cual es directo resolver la ec. (1.46a), cuyo resultado es

C (I) = Pnfl + anlxa
de la ec. (1.46b), con p;, = 0, al integrarla se obtiene que
log C (z) =log A (z) + en-1,

donde ¢,_; es una constante de integracion de la region 1. Las soluciones para

A (x) es de la forma:
A(x)=e""1C ().

Al sustituir la solucién de C' (z) en la anterior ecuacion se obtiene
A(z)=e " (Pro1 + Qno1) .

Analogamente para la region II, donde x,, < x < 2,41, la solucién para C' (x)
y A(z) son:

C(x) = P,+Qux,
A(x) = e (P, + Qux),

donde ¢,, es una constante de integraciéon que corresponde a la region II.
Para el pegado se consideran las siguientes condiciones

a) Las funciones A (z) y C'(x) son continuas en x = xy,:
Por la continuidad de C se tiene

Pn—l + Qn—lxn = Pn —I— in'n (149)
Por la continuidad de A se tiene

e tn—1 (Pnfl + anlxn) — e tn (Pn + ann) )

12Convencion de indices: El lado izquierdo de x = z,, se tendra n — 1 y para el lado
derecho sera el indice n, ver Fig. 1.4.




CAPITULO 1. DESCRIPCION DEL ESPACIO-TIEMPO DE FONDO 25

n-ésima ldmina
vacio vacio
Regién Regién
1 11
P,

Py
Qn-1

¢
N

mn

Figura 1.4: Regiones para considerar el pegado de las soluciones.

donde resulta que las constantes de integracion de la region I y la region
son iguales

Cn = €p—1,
Se concluye que las constantes ¢, son independientes de n, y bajo un

rescalamiento de ¢ se puede asumir que ¢ = 0, de tal forma que A (z) =
C' (z) para todo z.

Salto de las derivadas de las funciones A (x) y C (z). Al integrar la
ec. (1.46a), en el intervalo (z, — &, x, + €), € > 0, se obtiene

Tn+e

4
—3 [’ ()]s, = /ih’fgl pC (x) dx = ko, C (),

donde se hace uso de las ecs. (1.47) y la continuidad de C' en = = x,,.
Al fin el salto de la derivada de Cresulta igual a

3KO,

[C"(2)],_,, = ———C (2). (1.50)

T=Tn 4

La ec. (1.46b) se satisface automaticamente, dado que A (z) = C (z), por lo
cual A’ (x) = C’' (x). La ec. (1.46¢) es consecuencia directa de a) y b) y de la
ecuacion de estado (1.48).

Observaciones:

Las soluciones del espacio-tiempo no dependen de ninguna constante
de integracion entre regiones de laminas sucesivas, en este caso ¢,, y sin
perdida de generalidad se pueden absorber con un cambio de variable
en la métrica o simplemente ¢,, = 0.
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= Se tienen dos condiciones de pegado para las soluciones del espacio
tiempo, ec. (1.49) y (1.50).

Los anteriores resultados, seran reproducidos en la Sec. 1.2.5 por medio de
argumentos geomeétricos.

1.2.5. Reformulacién geométrica de las condiciones de
pegado

En esta seccion se utilizardn argumentos geométricos para obtener las
condiciones de pegado (1.49) y (1.50) de la seccion anterior, a través de las
condiciones de Israel |11, (], para mas detalles se pueden consultar |12, 13].
Lo anterior con la ayuda de los conceptos de la primera y segunda forma fun-
damental, también llamadas métrica inducida y curvatura extrinseca respec-
tivamente. La curvatura extrinseca manifiesta como las superficies (subvarie-
dades diferenciales) estan incrustadas dentro del espacio ambiente (variedad
diferencial de dimensi6n mayor).

Primera y segunda forma fundamental: Se considera la superficie ¥
de codimensiéon 1, mostrado en la Fig. 1.5a, eligiendo el vector normal a la
superficie n = 9, en direccion x (obsérvese que es un vector normalizado).
La segunda forma fundamental o curvatura extrinseca esta definida a través

de
FOLY) = g(Vxn, V) = 5 (£00) (X.Y).

donde X, Y son dos campos vectoriales diferenciales tangentes a ¥ y £,
denota la derivada de Lie, la cual esta definida como

(£x9) (Y, 2) = g(VxY,2) +g(Y,VxZ).

En coordenadas locales, la derivada de Lie se calcula como

0 0
("gng),w = n’ (8Ugul/) + (anfj 9o + (M Guo = avg;w‘

Sean los vectores tangentes X = X'0;, Y = Y70, y para este caso i,j =
{t,y, z} y tomando la base de las coordenadas en cuestion, se obtiene

1 .
E(X,)Y) = §8xgin’Y]: (—2d/ e X'Y" +2¢e* XYYV + 2d e XY ),

ko= —dedt* + e (dy® + d2?) .

DN | —
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2|

y

-

(a) Superficie ¥ de x constante con
vector normal n elegido en direccion
x.

E: {z : constante}

(b) Superficie ¥ que representa a
la lamina enésima de la configura-
cion en Fig. 1.2. Se tienen dos espa-
cios ambientes en ambos lados de
3, (94, g—), se escogen los vectores
unitarios n4, n_ en la misma direc-
cion. Ademas se representan las mé-
tricas inducidas en cada lado de los
planos, denotados como g4, g—.

Figura 1.5: Representacion de las laminas por la superficie X.
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La primer forma fundamental o la métrica inducida sobre el plano se obtiene
a través de la inclusion o por la evaluacion de la métrica g sobre los vectores
tangentes, es decir, por la proyeccion g, = g, —n,n,, resultando la siguiente

ecuacion
G = —e2dt* + e* (dy2 + sz) .

Condiciones de pegado de Israel [11]: Ahora se va a considerar que
el espacio-tiempo esté divido en dos regiones por la superficie X, la cual re-
presentara la enésima lamina, colocada en z = x,,. Y como se muestra en la
Fig. 1.5b la division del espacio resulta de tener dos métricas a cada lado,
denotadas por g_ y g.. Por lo cual se van a tener dos curvaturas extrinse-
cas'® inducidas por el espacio ambiente de cada region, denotadas por k_ y
ky, ademas de dos métricas inducidas g_ y g,. (Aqui el signo — y + deno-
tan la configuracion izquierda y derecha de la lamina respectivamente'*, ver
Fig. 1.5b).

Primera condicién: Las métrica g (sobre todo el espacio-tiempo) debe
ser continua en x = x,,, de tal forma que

9- = G+
=¥ dt? + ¥ (dy* + d2*) = —e*dt® + e (dy® + dZ?) .
Lo anterior da como resultado la continuidad de las funciones a (z) y ¢(x),
por

a(zy) = a-(z;) =ay (zn),
c_(xp) = cq (xy).

La continuidad de las funciones en las ecuaciones inmediatamente arriba y
la métrica (1.41), implican que

Pn—l + Qn—lxn = Pn + annv

y que la constante €2 que acompaia en la primer componente de la métrica

(1.41) sea independiente de n, y por lo cual sea absorbida a través de una
traslacion temporal, dicho resultado es consistente con la ec. (1.49).

13Comentario: Para obtener la curvatura extrinseca se definen los vectores normales
n_, ny en la misma direccién, y se escogen en la direcciéon x.
14Ademas (1) = liin () (znLte)
el0
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Los resultados anteriores indican que
e 3@ = (P + Q) = e3¢, para toda x,

entonces
a(zr) = —%c(a:) : a (z) = —%c' (x), (1.51)

obteniendo la relacion entre las funciones y sus derivadas de a (z) y ¢ ().

Segunda condicién: El salto de la diferencia de las curvaturas extrin-
secas esta dado por

ol

y haciendo uso de la Ecuacién de Lanczos' (ver [12] p. 430)

donde Tr (k) = Try (k) = §%ka, = (a’ + 2¢') es la traza de la segunda forma
fundamental con respecto a la métrica inducida, S;; es el tensor de energia
momento superficial, definido dentro de la lamina'®, con i, j = {t,y, 2}

ope2? 0 0
(Si) = 0 me* 0
0 0 me*

De los anteriores parrafos y de la ecuacion de Lanczos (1.52), resultan las
siguientes expresiones

[25] = ko, (1.53)
T=Tn
[a’ + c’] = K,
T=Tn
Al sustituir (1.51) en la ecuacion de arriba resulta [20’ } = 4xm,,donde
T=Tn

se obtiene la ecuacion de estado m, = —10,, que concuerda con la ec. (1.48).

15Observacion:

El signo que aparece en el lado derecho en la ecuacion de Lanczos depende del signo de
la segunda forma fundamental, véase por ejemplo [6], pp. 520 y 553.

16Se obtiene a través de integrar el tensor de energia-momento sobre el intervalo
(xn, — €, 2, + €), tomando el limite ¢ | 0.
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. ., 3 . . .
Ahora si se toma en cuenta la funcién'” C (z) = €2 derivando impli-
citamente se obtiene que

, C' (x
2 () = %C((x))’
. "x [Cl (x>L:x
[QCL:M - % [g’((x;L:m - % C (zn) B

donde se ha usado la continuidad de la funcion C (z). Se sustituye C' (x) en
la Ec (1.53)

3KO,

@] =T (),

T=Tn 4

y por lo tanto esta de acuerdo con la ec. (1.50).

Finalmente a través de argumentos geométricos, como la primer y segunda
forma fundamental junto con las condiciones de Israel, se han corroborado
las condiciones de pegado obtenidas en la Sec 1.2.4.

1.2.6. Solucién de las ecuaciones para N laminas

En esta seccion finalmente se encuentra la solucion de las constantes P, y
(@, en cada una de las regiones entre las N laminas del problema planteado
en la seccion 1.2 en la pagina 14, con ayuda de las condiciones de pegado
vistas en la Sec. 1.2.4 y Sec. 1.2.5.

La continuidad de las funciones A (z) y C (x) da como resultado la ec. (1.49)

que es:
Pn + ann - Pn—l + Qn—lxnn (154>

Ahora tomando el salto de la derivada de la funcion C'(x), ver ec. (1.50),
resulta que

€ @)y = Qu = Qut = —7-C () =~ (Pt + Quai).

donde se ha introducido la cantidad

4 1

3 Koy,

ln (1.55)

1"La continuidad de la funcién ¢ (z) implica la continuidad de la funcién C ().
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con unidades de longitud. Despejando (),,, se obtiene

1 Tn
Qn =——In1+ 1—— anl' (156>
ln Cn
Las ecs. (1.54) y (1.56) forman un sistema de ecuaciones para @, y P,, que

en notacion matricial’® es de la siguiente manera,

P, 1 Tn P,_
M”(Qn ) N ( 00 1= ) ( anl )

1 =z,

0 1

Despejando P, y (), multiplicando ambos lados de la ecuacién anterior con
M1 que es ya conocida (véase ec. (1.12)), entonces

(5[0 205 am

Donde la matriz dentro de los paréntesis cuadrados es una matriz de trans-
ferencia. Se obtuvo la ecuacion de recurrencia (1.57) que relaciona las cons-
tantes P,, ), con P,_1, Qn_1.

Sea la funcién

con M,, =

U(x) =P, + Qunr, , < < Tpy1, (1.58)

se define U,, = U (z,,) paran = 1,2,--- | N, la solucion en el sitio = = z,.
Para evitar que la matriz de transferencia dependa de la distancia absoluta
entre las laminas es conveniente hacer el cambio de variables (P,,Q,) —
(Un, @) en el sistema de ecuaciones de la matriz ec. (1.57). Se obtiene para
cadan=2,3,--- N

Az

—_———
Un = Pn + in’n =rp1+ Qn—l Ty — Tp—1 +Tn-1
- Pn—l + Qn—lxn—l +Qn—1AfEn
UZ1
Unfl + anlAajna (159>

18Como se hizo en el caso Newtoniano (véase la seccion 1.1 en la pagina 10).
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donde se identifica la distancia relativa entre laminas cercanas Az, = x,, —
ZTp—1. Ahora para @), se tiene

Qn = _gglpnfl + (1 - gglxn) anl
sustituyendo P,_1 = U,_1 — Qn_1Tp_1
Qn = —0, ' Upsr 4+ (1= 0,"Azy) Qnr. (1.60)

Tomando en cuenta las ecs. (1.59) y (1.60), la forma matricial es de la forma:

wn — annfla (161)
donde
Un 1 Az,
'LUn:(Qn)’ Tn:<_£—1 1_€—1Al_n), 7122737...’]\[.
(1.62)

La matriz T,, ha quedado en términos de la distancia relativa entre laminas
sucesivas que ayuda a obtener un modelo equidistante.

Observacion:

» Para n = 1 se dan condiciones iniciales para Py, Qo y no para (Up, Qo),
dado que Uy no estéa definido. Eligiendo x; = 0 se obtiene

U1:P1+Q1£C1:P0+Q0£E1:P0. (163)
De la ec. (1.56) la definicion de @) sera

Fo

Q1 = -5t Qo- (1.64)
1

La forma de w; se obtiene de las expresiones (1.63) y (1.64), que es

wlz(_li ?)(5(;) (1.65)

» La observacion en la pagina 21 dice que la funcion U (z) = P + Q es
una cantidad sin dimensiones.
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Resumen: Se obtuvo una matriz de transferencias (T,,), en donde se pudo
identificar la cantidad Az, (distancia de separacion entre las laminas) que
ayudara a establecer a T,, como una matriz constante en el caso de laminas
equidistantes e idénticas. Lo anterior no se puede lograr con la ec. (1.57).

Laminas equidistantes e idénticas: Ahora se considera el caso donde
las laminas son equidistantes e idénticas que servira como punto de referencia
para los consiguientes andlisis, dado que se obtendra la soluciéon analitica y
explicita del espacio-tiempo de fondo a través de las constantes U,, y ),,. Esto
a través de la iteracion directa de la ec. (1.61), que se traduce en obtener la
matriz de transferencia total Ty = T,,-- - Ts.

En el caso de laminas equidistantes las cantidades las cantidades Ax =
Ax, = Az, 1 = ... = Axs son iguales. Con idénticas se quiere decir que to-
das las laminas tienen la misma composicion y masa, entonces las cantidades
o =0, =0,1="---= 0y seran iguales. Dado que ¢, = %% estd en tér-
minos de la densidad superficial o,,, las cantidades ¢ = ¢, = ¥,,_1 = --- =3
también seran iguales. Lo anterior declara a T = T, (ec. (1.62)) como una
matriz constante, por lo tanto'® T, T, --- Ty = T"

La diagonalizaciéon de matrices® es 1til para obtener de manera sencilla la
potenciacion de matrices. Para diagonalizar T se encuentran los eigenvalores
a través de las raices del polinomio caracteristico P (A) = det (T — ALy) ,con

I, la matriz identidad 2 x 2. Como el determinante de T es igual a 1, entonces
PAN=X-Tr(T)A+1=0.

De la anterior ecuacion caracteristica, el discriminante esta dado por Tr (T)"—
4, indicando cuando se tienen eigenvalores reales o complejos, es decir

T (T)] > 2: eigenvalores reales,

'Tr (T)] < 2: eigenvalores complejos.

19Para obtener una ecuacién en potencias de n y no en potencia de n—1, por conveniencia
se multiplica por una matriz mas, 7T}, 1. Después se recuperara la expresiéon correcta.

20Diagonalizacién de una matriz:

Sea H € R™*™ una matriz cuadrada de n x n entradas reales o complejas. Se dice que
H es diagonalizable si y solo si H es semejante a una matriz diagonal, es decir si y solo si
3G € R™ " invertible tal que G 'HG = D, donde D es una matriz diagonal.
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Se sustituyen las entradas®® de (1.62) en las condiciones expuestas anterior-
mente, se obtiene:

Ax _

E > 4 eigenvalores reales,

Ax . .
E < 4, eigenvalores complejos.

Como la matriz T es diagonalizable con eigenvalores A A_ y tomando en
cuenta que

Tr(T) =AM + A =2—("tAx,

la sustitucion de la relacion anterior en (1.62), da como resultado la matriz

de la forma:
T_( 1 (2—>\+—)\)€>
—% —(1=Xxy=X) )~

Se encuentran los eigenvectores por
(T —AI)- vy =0,
substituyendo explicitamente la matriz T y realizando algunos pasos alge-

braicos, los eigenvectores quedan como:

V((l{h)ﬁ)i

Con los eigenvectores se forma la matriz (G) = (v4,v_), cuya inversa es

. 1 1 (1=
Gl ———— ( TGy ) . (1.66)

v :<(—1+)\++)\_)\i)£) V+:((—1+/\_)£
+ 1 :

Y como la matriz diagonal semejante a T se conforma por los eigenvalores:
D = diag (A4, A\_), entonces

T" — (GDG ) _GM G (GDG )" *=GD"G".

210bsérvese que las cantidad % es positiva.
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P 1 g ] e
s et | o q
9 B o e
e 5 e
g 92 A 9 ®
6 e ] 3]
) L O

Figura 1.6: Arreglo ctubico de galaxias espirales, separadas una distancia equi-
distante Ax.

En la anterior ecuaciéon se sustituyen las matrices obtenidas en parrafos an-
teriores obteniendo el resultado

1 — (AT = AT F AN = AN (2= A —A) (A=)
A=Ay XA A — AT — AT AN
(1.67)

que es la matriz general para eigenvalores reales o complejos no degenerados.

T =

Para determinar que caso (eigenvalores reales o complejos) juegan un
papel importante en este trabajo se introduce el siguiente modelo:
Se considera un arreglo ciibico de n?® galaxias, mostrado en la Fig. 1.6, este
arreglo forma superficies planares que contienen una densidad de energia
superficial o determinada, la cual esta dada por:

g =

n—1/) Az2 " Ag?’

Masa galactica n o\’ M, M,
Area B

donde M, representa la masa de una galaxia tipica. Haciendo uso de la de-
sigualdad "5 > 1y del limite -*; — 1 para n grandes. Tomando en cuenta
que /e = 6mG o, el cociente que se necesita comparar, en unidades fisicas,
queda como
Ar  6nGyM, 37mRg
¢ EAx Az

)
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donde se hace uso del radio de Schwarzschild Rg = 205_21\@ De observaciones
del SDSS?? [14] la distancia promedio entre galaxias es ~ 8 Mpc, pero puede
fluctuar |15] entre los valores de 5 — 9 Mpc?*. Un aproximado de la masa
total de las galaxias se obtuvo de |16, 17, 18]. Las masas flucttian (segtun el
método) entre M, = 1x10'? a 5x10'2M**. Haciendo los calculos numéricos
correspondientes se obtiene que el radio es Rg &~ 0.5pc mientras que Az ~
8 x 10%pc, de lo anterior se obtiene

A
Tx ~ 1077 < 4,

lo cual muestra que los eigenvalores complejos son fisicamente relevantes y
en este trabajo se hara uso de este hecho.

En pérrafos anteriores se explicé la motivacion de usar eigenvalores com-
plejos. Ahora se considera la matriz T con eigenvalores A\, A\_ € C. El
determinante de T, A, A\_ = 1, implica que los eigenvalores sean el complejo
conjugado uno del otro, A, = A\*. Por lo cual los eigenvalores se pueden
poner de la siguiente manera:

Ay = eFH, (1.68)
Asimismo la traza es
Tr(T) =2cospu =2 — ¢ 'Ax,
dando como resultado la siguiente relacion
A
Tx =21 — cos (u)] = 4sen? (g) : (1.69)

Se remplaza los eigenvalores de la forma (1.68) y la ec.(1.69) en (1.67), se
obtiene

1 sen un —sen i (n — 1 Axsen un
T" = 4sen2(“)segun ) . (17())
sen f — sen i (n+ 1) — sen un
La anterior matriz se puede simplificar, quedando de la siguiente forma:
cos N((nu_);) sen gufn Azx
n cos( 5 sen
™= _QSen(%)sen,un cos,u(nJr%) (171)
A:(:cos(%) Cos(%)

22Por sus siglas en inglés Sloan Digital Sky Survey.
23Su volumen local de muestra tiene un didmetro menor a 10Mpc.
2 DondeM, indica masas solares.
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Volviendo a la matriz de transferencia (1.61), e iterando n — 1 veces® se

obtiene

COSH(”*é) sen p(n—1)
Un o Tn_l U1 i cos(%)2 sen f Az U1
Qn - Ql - _2sen(%)senu(n—1) cosu(n—%) Ql ’
Azcos(%) cos(%)

n=273--,N. (L72)

Para tener la iteracion hasta n = 1, que se refiere a la contribucién de
la lamina situada en x = x1, es necesario considerar valores iniciales. Se
sabe por (1.37) que existe una singularidad de curvatura, y por la forma
de la métrica (1.42) dicha singularidad se localizara cuando P + Qz sea
cero, es decir cuando U, cambie de signo. Por lo cual para tratar de evitar
la singularidad es conveniente tomar para el intervalo (zg,x1) = (—00,0)
un espacio-tiempo tipo Minkowski o una soluciéon que sea regular. Por lo
anterior se puede considerar como condiciones iniciales ) > 0y Qg < 0, de
la ec. (1.65), se obtiene

Py 3 Azsenpu(n—1) senp(n—1)
= —F= - )| - Ap———=
Un cos (&) cosp (n 2) ¢ 2sen (&) |QO} v sen fi
Py " Aa:cosu(n—l) coslu(n—l)
= e [ 25en (5) Cyp Bresrn T ) g, A~ e)
@ Ax cos (%) [ "2 senjun —1) + 14 cos (%) | | cos (%)
Los resultados previos son validos para n = 1,2,3,--- , N y al simplificar
queda la expresion
py_ 1 [l ] a1
Q - 12 2sen(ﬁ)sen n 2 ‘Q ‘ 5 (173)
n COS(E) _Z—xu —Cosu(n—%) 0

y que es equivalente a usar la identidad de Chebyshev, si se usa el resultado
de la pagina 23 de [19].

Ahora se analizara el momento en que ocurre la singularidad de curvatura,
para esto se examina el cambio de signo en U, y el comportamiento de la
pendiente (),,, como se dijo anteriormente.

25V éase pie de pagina 19 de la pag. 33.
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Al escoger Py > 0y @y < 0 como condiciones iniciales, la funcion U(z) sera
positiva para x < 0. Ahora bien si en las ecuaciones de arriba se elige Q)
igual a cero, (comenzando con un espacio de Minkowski a la izquierda de la
primer lamina, en dichas coordenadas), entonces U, seguiré siendo positiva
para p en el intervalo [—ﬁ, 271”—_1} vy (), siempre serd negativa en el mismo

< 2, n > 1. Que @, se identifique como

intervalo para n > 1, dado que 3"
la pendiente de la funcion U(z) y que sea negativa significa que para algin
x grande del lado izquierdo de la lamina N, U (x) serd cero y por lo tanto
ocurrira la singularidad de curvatura.

Para () diferente de cero, el factor

AZL"QO‘SGHM(” -1)

23
2 sen 5

en el intervalo propuesto arriba, hara que U, siga manteniendo el signo®®
cuando se cumpla la desigualdad

1 1% P()
tan n——=J]cot=— < —+1.
’“‘( 2) 2 " 2A7[Qo]

Para la pendiente (), se ve directamente que seguira siendo negativa en el

mismo intervalo, u € [O, znﬂ—J'

Observaciones:

= Para evitar la singularidad de curvatura entre las laminas se elige un
valor de i1 que sea mucho menor a la cota superior, entonces la pendiente
@, y la distancia Ax seran los que determinan cuando y en donde ocurre
la singularidad. También se puede obtener el valor exacto a la derecha
de lamina N de donde suceda la singularidad de curvatura dada por la
expresion

T=——+zn,
N

donde xy es la posiciéon de la lamina N.

= Se recuerda que el escalar de Kretschmann, ec. (1.37), nos da informa-
ciéon relevante acerca de la curvatura del espacio-tiempo. Con la ayuda

s
2n—1"

26Tomando en consideracion la cota superior de p =
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de la funcién de la ec. 1.58 en la pagina 31 se llega a

4 3 U/ (Z‘) 4 4 3 Q 4
RN/\MVRK v =\ 3 =15 . s € |Tn, Tn .
w=(5) (73) - G) (76) + 7 etmmn
(1.74)
La anterior expresion nos dice que la curvatura es proporcional al cua-

drado®” del cociente U’ (z) /U (x). Para el caso equidistante se puede
conocer la curvatura en la n-ésima lamina, por medio de la razén

O hEP o (n- D)Q:
Un  cosp(n—2)Py+2senp/2senp(n—1)Qo’

donde se hizo uso de la ec. 1.69. Y si ademés se toman las condiciones
iniciales Ph =1y Qo =0

Qn sen jun

U, _2€sen,u/2(:os,u(n— 1)’

2

al tomar el limite un < 1 la anterior expresion resulta

Q@n n

—_— = 1.75

0 7 (1.75)
Entonces se puede inferir que la curvatura va aumentando de forma
lineal con el nimero de ldminas.

1.3. Limite newtoniano

En esta seccion se analiza el limite clasico del espacio-tiempo de N laminas
con métrica (1.42), cuya solucion se mostré en la Sec. 1.2.6. Primero: se
establece una correspondencia entre el potencial gravitacional newtoniano y
las componentes de la métrica. Segundo: se obtiene el limite para la enésima
lamina.

Sea la métrica (1.42) de la forma

4
3

g=-U (a:)fg dt* + do® + U (2)3 (dy® + dz°) , (1.76)

2"Dado que la curvatura esta dada por R* auv Y el Kretchmann es una contraccion del
anterior tensor.
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donde
U(z) =P+ Qu. (1.77)

El limite clasico en la teoria general de la relatividad es de la forma

con el potencial gravitacional newtoniano ®. Primero se analiza la funcion
(1.77), la cual se puede colocar como

U=1+v,

donde v es una funcion auxiliar que tiene la propiedad [¢)| < 1, entonces

wlro

_ 2
goo=~U"3 =~ (1+¢)7F = ~14 30 =~ (1+29),

De la anterior relacion se obtiene la siguiente correspondencia entre @ y 1,
= 30,
por lo anterior
U()=P+Qr=1+¢(x)=1-30(z). (1.79)
La ec. 1.79 es la condiciéon del limite newtoniano en la relatividad general

para U (z).

1.3.1. Enésima laAmina

Para este caso se obtiene el limite newtoniano para la enésima lamina,
partiendo de las ecs. (1.61) y (1.62) de la péagina 32. Remplazando U, =
U (z,) por 1 — 39, resulta

——
1—

Un =1~ 3(1)71 = Un—l +AInQn—1a
30,

—1

lo cual lleva a la siguiente ecuacion

1
®, =P, — anflAl’rr
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Analogamente para @), queda

1 3 Az,
= —— 4+ -0, _ 1-— _
Qn gn + gn n—1 + ( gn ) Qn 1

y dado que U’ = Q = —39’ entonces ¢’ = —% , por lo cual
¢, = &, 1+ ®;,1Axn,

1 Ax 1
O = (1= o
n 0 "1+( gn) T

Multiplicando y dividiendo por Az,, Az, _; para tener consistencia con las
unidades, se llega a la forma matricial adimensional

Azy
(I)n - 1 Axp_1 (I)n—l +A$n 0
Aadl, ) 7\ g g (1-4) )\ sty )30 (1)

Azp
ln

(I)n ~ 1 AAaciil (I)nfl + Axn O
Az, ® )7\ 0 AAm—‘:’il Az, 1P, 3, \\1 )’

Azud  es desprecia-

Ly
. P . >,
ble, también se nota que el término @/, _; es proporcional a ﬁ del cual se

obtienen términos cuadraticos de %. Es conveniente regresar a la siguiente
n

forma
o, \ (1 Az, D, + L 0
o JT\0 1 o 3¢, \ 1 )°

Al comparar el resultado previo con la ec. (1.17) en la pagina 11, se debe
cumplir que

El limite newtoniano corresponde a tomar el limite ‘

— 0 para orden

lineal

donde se hace uso de la suposicion que |®| < 1 entonces

1 —_—
3
Con ayuda de las ecs. (1.55) y (1.10) se llega a la correspondencia

Cn-

o) = 95N), (1.80)
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donde o\ y o™ denotan la densidad de energia superficial relativista y

newtoniana. Para demostrar la el resultado en (1.80) se considera el siguiente
desarrollo

1
VQ(I) ~ ROO = K <T00 + 5900R) = 47TGN (Too + T11 + T22 =+ ng)
= 4nGy (0" +2Pr + P) = 2rGnp'™, (1.81)

en la anterior expresion se utilizo la ecuacion de estado pr = —%p(R). La
ec. (1.81), por definicion, debe ser la ecuacion de Poisson gravitacional V2@ =
47Gnp™) | entonces pF) = 2p) o cual demuestra la correspondencia (1.80)
y cumplimiento del limite para campos débiles, cuasiestacionarios y de velo-
cidades pequenas comparadas con la de la luz.

Lo anterior nos da una verificaciéon de nuestro espacio-tiempo de fondo,
dado por la métrica (1.76) donde las componentes de la métrica son solucio-
nadas por medio de (1.61) y (1.62).

Observacion: En los siguientes capitulos, por simplicidad se escribira «espacio-
tiempo» en vez de «espacio-tiempo de fondo».



Capitulo 2

Espacio-Tiempo como sistema
desordenado

Hasta el momento se analizaron las propiedades del espacio-tiempo sin
desorden, es decir, para el caso en el cual la distancia entre las laminas es
constante y la distribuciéon de materia es la misma en cada una de las laminas
de la configuracion. Este capitulo se centra en examinar el espacio-tiempo de
la ec. (1.42), a través de la ecuacion de recurrencia (1.61) y (1.62), la cual esta
formada por un elemento muy importante para el analisis de este capitulo.
Este elemento es una matriz 2 x 2 de entradas reales no constantes, llamada
matriz de transferencia (se mencion6 en la Sec. 1.2.6)

1 Az,

donde las entradas Auxz, describe la distancia entre dos laminas sucesivas y
¢, es una variable que esté relacionada con la densidad de energia superficial
o a través de (, = %%, y tiene unidades de longitud (véase ec. (1.55)).

Se consideran los efectos del desorden sobre el espacio-tiempo, esto se
hace definiendo a Az, y ¢,, como variables aleatorias que fluctiian alrededor
de su promedio o valor esperado. Estas cantidades contienen la informaciéon
del tipo de desorden del sistema, estructural o compositivo.

Un resultado importante de esté tesis es la obtenciéon de una equivalencia
exacta entre el modelo del espacio-tiempo descrito por (2.1) y el modelo uni-
dimensional de Anderson, lo que provee una conexién interesante entre mo-
delos de enlace fuerte (materia condensada) y el modelo del espacio-tiempo
(relatividad general). Méas especificamente, se comprobara la equivalencia del

43
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modelo de Anderson unidimensional y el modelo de espacio-tiempo con des-
orden puramente compositivo o estructural. Entonces se podran utilizar la
vasta bibliografia, los resultados y las herramientas de la fisica de la materia
condensada para analizar el espacio-tiempo de interés en este trabajo.

2.1. Modelo de Anderson Unidimensional (1D)

En la fisica del estado sélido el teorema de Bloch desempena un papel
fundamental. El teorema de Bloch [20] implica que los estados electronicos
cristalinos son extendidos y que los niveles energéticos en los cristales se
agrupan en bandas. El teorema de Bloch, sin embargo, no puede aplicarse
a los sistemas desordenados, ya que estos carecen de la invariancia traslato-
ria propia de los cristales. Para finales del los 50’s Philip W. Anderson [21]
parte de la necesidad de describir modelos desordenados en sistemas tridi-
mensionales de enlace fuerte con desorden sin correlacion, mostrando que
para un grado de desorden fuerte los estados electronicos se localizan. Un
par de anos después se mostroé que para sistemas de una y dos dimensiones,
siempre se localizan los estados para desorden sin correlacion |22, 23], incluso
si el desorden es débil.

Los modelos con desorden se definen por medio de dos elementos, el pri-
mero es un hamiltoniano que depende de uno o varios parametros aleatorios
o de un potencial aleatorio, el segundo son la propiedades estadisticas del
modelo.

El modelo de Anderson 1D queda definido por la ecuacion de Schrodinger

\Ifn+1 + \I,n—l + En\Ijn = E\Ifn, (22)

donde V¥,, es la funcién de onda en el sitio x,, de una red de electrones uni-
dimensional. La ec. (2.2) puede ser obtenida a través del potencial

H =Y caln)(nl+ ) V(n+1){nl+n) (n+1]),

donde se ha utilizado la notacion de Dirac, con |n) las eigenfunciones, V el
potencial del sistema y &, representa el desorden de la energia en el enésimo
sitio.

El modelo de Anderson 1D también puede ser obtenido al discretizar la
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ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo

_h_Q('?Q\II (x)
2m  Ox?

donde m es la masa de los electrones, ¥ la funcién de onda, F la energia del
sistema y V' (z) un potencial aleatorio.

Las variables aleatorias €,, se consideran independientes e idénticamente
distribuidas (i.i.d), y se asume que la distribucién de probabilidad p (¢) sea
uniforme

+V(2)¥(z) = EV(x),

0 ené¢[-%,

Siempre es util tener definido el valor esperado (promedio) y la varianza
(desviacion cuadrada del promedio) de la variable aleatoria

1 _wow
p(sn)Z{W o € | Q’VQV}’ W > 0.
Bl

E = <5):/5p(€)d5:0,

Var () = <(5—€_)2>—V1V—2.

Un estado cuantico se dice localizado si la envolvente de la funcién de
onda en la representacion de las coordenadas decrece exponencialmente

|z — 2]

U (2) ~ Aexp (— ) 2~ 0] > e

lloc

El parametro [, de la ecuacion anterior constituye la longitud de localiza-
cion. En la pagina 48 se presenta un método para calcular dicha longitud de
localizacion.

La ec. (2.2) tiene una representacion matricial de la forma

Upy1 = Ryt (2.3)

o v, o E—¢, -1
e () m (P 0)

Encontrar la solucion al sistema lleva a iterar N veces la ecuacion 2.3, donde
N es el nimero total de sitios de la red. Con esto se puede escribir

donde

U
UN+1:PN( 1), Py=RyRy_--- Ry,
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el problema consiste en obtener la matriz de transferencia total Py. Aqui el
vector u; queda determinado por los valores iniciales Wy y ¥y, que pueden
ser restringidos por la condicién de frontera en x.

Una forma de calcular la longitud de localizaciéon es a través de
las siguientes consideraciones: Sean R;, R,,--- , Ry matrices cuadra-
das nxn con entradas aleatorias i.i.d. tales que el valor esperado del logaritmo
de la norma de la matriz (log™ | R;||) < oo exista, donde

logx, =>1

logt = méx {0, 1o = .
ot mix(oog) = {57 72

Entonces se define el exponente de Lyapunov como

1
A= lim — (log||[RNRN_1-- Ry||) € [—00,00). (2.5)
N—oo N
Como consecuencia del lema de Fekete |21] se puede mostrar [25] que el limite

existe o es —oo, el limite es independiente de la eleccion de la norma.

2.1.1. Teorema de Furstenberg

En esta seccion se enuncian dos teoremas fundamentales sobre las propie-
dades del exponente de Lyapunov que permiten decidir si un sistema desor-
denado tiene estados localizados con ayuda de la conjetura de Borland.

Teorema de Furstenberg-Kesten [26]

Sean R, R, ... matrices aleatorias i.i.d. en GL (k,R), donde GL (k,R)
denota el grupo de matrices invertibles k x k con entradas reales. Sea el valor
esperado (log™ | Ry||) < oo, y A el exponente de Lyapunov. Entonces existe
el limite

i 1
lim < log||[RyRy -1+ Raf| = A

con probabilidad 1. Se observa que el anterior resultado es mas fuerte que la
definicion del exponente de Lyapunov dada en la ec. (2.5), porque el limite no
depende de la realizacion de las variables aleatorias entonces es determinista.
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Teorema de Furstenberg [27]

Sean Ry, Ry, ... matrices aleatorias i.i.d. en SL (k,R), el subgrupo de las
matrices en GL (k,R) con determinante igual a uno. Sea G el subgrupo mas
pequeno de SL (k,R) que contiene el soporte de la medida de probabilidad
asociada a las matrices aleatorias. Ademas, se supone que se cumplen las
siguientes hipotesis:

a) G es no compacto.
b) G es fuertemente irreducible’.

Entonces, el exponente de Lyapunov es estrictamente positivo, A > 0, y con
probabilidad 1 vale

, 1
]\}I_Igo N log |RvRn_1--- Riu|| = X >0,

para todo u € R¥, u # 0.
El anterior resultado es de suma importancia, por las siguientes razones:

= Atn si se considera un producto de N matrices aleatorias, el teorema de
Furstenberg implica que la realizacion particular de las variables aleato-
rias no importa, entonces se tiene un caracter puramente determinista,
dado que el limite existe y se cumple con probabilidad 1.

Definicién: Sea S ¢ GL (k,R) un subconjunto del grupo GL (k,R), k > 2. Entonces
S se llama

a) Irreducible, si no existe ningtin subespacio no-trivial invariante de RF:
g(V)=V paratodo ge S =V ={0} oV =R"

b) Fuertemente irreducible, si no existe ninguna familia V3, V5, ..., V,, finita de subes-
pacios no triviales de R” tal que

gWViUVLU---UVy,) =V UV U---UV,, para todo g € S.

Como ejemplo se puede considerar la rotaciéon por 90 grados en el plano R2, la cual es
irreducible pero no fuertemente irreducible, porque deja los ejes de un sistema cartesiano
invariantes.
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= Bajo las hipotesis del teorema de Furstenberg el exponente de Lyapu-
nov resulta ser positivo, lo que implica que la multiplicacién simultéanea
de matrices aleatorias tenga un crecimiento exponencial, con probabi-

lidad 1.

Conjetura de Borland

El crecimiento exponencial de las matrices aleatorias no es suficiente pa-
ra decir que existe localizacion de los estados electronicos en el Modelo de
Anderson, dado que las funciones de onda no cumplen con las condiciones
de frontera. Es decir, al tomar una funciéon de onda desde la izquierda y otra
desde la derecha dadas a través del producto de matrices aleatorias (2.4), se
tendra un crecimiento exponencial que no permitira que las dos funciones de
onda se puedan «embonary, lo anterior es del hecho que la energia E no es
un eigenvalor del hamiltoniano. Sin embargo Borland [28] intuy6é que para
las energias que sean eigenvalores del hamiltoniano, se puede «empalmary
las funciones de onda. Entonces se establece la conexion del exponente de
Lyapunov como el inverso de la longitud de localizaciéon [, como

loe = A1 (2.6)

Se puede mostrar [29] que las matrices de transferencia asociadas al siste-
ma de Anderson (2.4) cumplen con los requisitos del teorema de Furstenberg.
Como consecuencia importante de la conjetura de Borland |28, 30] junto a lo
antes dicho da como resultado que todos los estados electronicos en el modelo
de Anderson 1D estén localizados, para cualquier intensidad de desorden no
correlacionado|22, 30].

Observacion: Una de las limitaciones del teorema de Furstenberg es que
solo es valido para variables aleatorias i.i.d.

2.1.2. Fo6rmula de Thouless

El teorema de Furstenberg es un excelente resultado porque garantiza
que el exponente de Lyapunov sea positivo lo que implica la localizacion de
los estados. No obstante, no proporciona un método analitico para calcu-
larlo explicitamente. Existen diferentes maneras de calcular el exponente de
Lyapunov, entre las que se pueden mencionar”

2
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a) Método numérico.

b) Mapa hamiltoniano. Se encuentra la correspondencia del modelo de
Anderson 1D con un oscilador paramétrico clasico®.

c) Método de las funciones de Green.

Al usar el mapa hamiltoniano, con la suposicion de desorden débil y varia-
bles aleatorias i.i.d. es posible obtener el exponente de Lyapunov de forma
analitica. El resultado se conoce como formula de Thouless [31]

1 Var (g,)

1-(3)
Se debe hacer la observacion que la anterior ecuaciéon no es valida para
E = 0,+£2, el centro[32] y bordes de la banda de energia respectivamente, ver
referencias en [33] y referencias en el, para los casos limites. Es debido co-

mentar que también existe una generalizacion de la formula de Thouless (2.7)
para variables aleatorias con correlacion|34].

(2.7)

2.2. Equivalencia entre la matriz de transferen-
cia del espacio-tiempo y la matriz de trans-
ferencia del modelo de Anderson 1D.

La matriz de transferencia (2.1) para la descripcion del espacio-tiempo con
N laminas con desorden, como se menciono al inicio de este capitulo, contiene
dos tipos de desorden (estructural y compositivo) que son representados por
las variables Az, y ¢, respectivamente.

En esta seccion se establecen dos equivalencias exactas entre el modelo
del espacio-tiempo con N laminas y el modelo de Anderson 1D. La primera
equivalencia es para el desorden puramente compositivo; la segunda para el
desorden puramente estructural. Lo anterior es un resultado relevante e in-
teresante; primero porque se tiene una conexién entre dos areas de la fisica
completamente distintas (la fisica de la materia condensada y la relatividad
general) y segundo porque se pueden aplicar todos los resultados y herramien-
tas que se tienen en el modelo de Anderson 1D a él modelo del espacio-tiempo
de N laminas, visto en el Cap. 1.

3Es un oscilador arménico cuya frecuencia varia en el tiempo.
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Desorden compositivo.

Se empieza con el modelo (2.1), con desorden puramente compositivo
(apagando el desorden estructural), tal que

1 1
— = —-(1—¢€
ly l ( n)
Ax, = Ar,_1=---= Az,
donde Az denota la distancia constante entre las laminas, % = i—ima deno-

ta una cantidad constante proporcional a la densidad superficial de masa

promedio, y donde

enzﬁn—ﬁza—on (2.8)
4, o

es la variable aleatoria que describe el desorden compositivo, es decir, es
la variable responsable de tener fluctuaciones en la densidad de masa. Con
(€,) = 0, obsérvese ademas que se pide que Var (¢,) < 1 0 Var (0,) < o, para
que la densidad de masa se mantenga positiva.

La matriz T,, queda de la forma

T, =T +e¢,S, (2.9)

1 Ax 0 0
7 7 )

con T y S matrices constantes. En este caso, se recuerda el vector w, =
T,w,—1 de la ec. (1.61). Se quiere eliminar la variable @,, esto se logra con
lo siguientes pasos: se despeja el vector w,,_1 y se baja de una unidad el indice
n, se obtiene

donde

Wy = T, jwy_y,
donde la matriz inversa de T,,_; queda como:
T — 22 (1—¢€q) —Az
n—1 (1= €p1) 1 '
Después de sumar w,, y w,_» y de subir de una unidad el indice n, se obtiene

ey B(A)

A A
Upir + Upy — e, U, = (2 - —x) U,. (2.10)
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La ec. (2.10) muestra la equivalencia entre el modelo de Anderson 1D (ec.
(2.2)) y el problema presente. El superindice A indicaré la correspondencia
con el modelo de Anderson.

Desorden estructural.

Ahora se considera el caso de desorden puramente estructural tal que

Az, = Az (1—90,),
En = én—lz"'glzga

donde ¢ es constante y donde

Ax, — Ax
5, = ——— 2.11
N (2.11)
es la variable aleatoria que describe el desorden relativo de la distancia. Se
asume que (9,) = 0y Var(d,) < 1o Var(Az,) S Az, de tal manera que
se evita el traslape entre las laminas. La matriz T, para este caso es de la
forma

T, =T +4,S, (2.12)

0 —Ax
S:(o bs )

Se hace un procedimiento analogo al desorden compositivo para encontrar
la equivalencia, pero ahora se eliminara la variable U,,, en donde queda una
ecuacion para Qp,:

donde la matriz S es

£ BA)
A A
T T
Qni1+ Qn _76n+1 Qn = (2 - 7) Qn, (2-13>

la anterior ecuacion demuestra la equivalencia con el modelo de Anderson 1D.

Resumen: El resultado principal de esta seccion es la correspondencia en-
tre el modelo del espacio-tiempo de N laminas, con desorden puramente
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compositivo o puramente estructural, con el modelo de Anderson 1D. Dicha
correspondencia se puede resumir de la siguiente forma:

A

e = —%en, compositivo, (2.14a)
A

e = —Txénﬂ, estructural, (2.14b)
A

EW = Q—Tx. (2.14c)

Los anteriores resultados son muy importantes dado que el modelo de
Anderson 1D, como ya se mencion6 en la péagina 48, cumple con el teorema
de Furstenberg y existe una amplia literatura con resultados conocidos sobre
las propiedades del exponente de Lyapunov y como calcularlo. A continuacion
se aplican estos resultados al modelo del espacio-tiempo en cuestion.

2.2.1. Calculo del exponente de Lyapunov.

En esta secciéon se obtiene una expresion analitica para el exponente de
Lyapunov valida para el modelo del espacio-tiempo de interés, por medio de
la formula de Thouless introducida en la Sec. 2.1.2 del modelo de Anderson
1D. Primero hay que recordar la relacion (1.69), que es

Azx
1

Con la ec. (2.14c) se obtiene que la energia es

=2(1 — cosp) = 4sen® g (2.15)

A E\?
E=FE% :2—73::2(30su, tal que 1 — (5) = sen” ju.

Al sustituir la anterior ecuacion en la formula de Thouless, ec. (2.7), el ex-
ponente de Lyapunov queda de la siguiente manera

1 Var (€(A))
T8 sen? 1

A(p) CneOm), n#tg (2.16)

con £ ado por la ec. .14a) O la ecC. . esta dada como
) dado por 1 (2.14a) o 1 (2.14b) y p esta dad

B 1_1A9:
[l = arc cos 57 )
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Desorden puramente compositivo: Tomando en cuenta las expresiones
(2.8) y (2.14a), se puede expresar la ec. (2.16) en términos de la densidad de
masa superficial o como

_ tan? (1/2) _ tan® (u/2)
2

Var (¢,) = ———=—Var (0,,), (2.17)

202

A(p)

donde o,, representa la fluctuacion de la densidad de masa superficial.

Desorden puramente estructural: En este caso se tienen las ecs. (2.11)
y (2.14b). Sustituyendo en la ec. (2.16), el exponente de Lyapunov resulta

_ tan® (1/2)

_ tan® (p/2) _
2 (Ax)®

Var (Az,), (2.18)

A () Var (0,,41)

con Az, las fluctuaciones de la distancia entre las laminas.

Las anteriores expresiones son los exponentes de Lyapunov correspondien-
tes al desorden puramente compositivo o puramente estructural, suponiendo
que este ultimo sea suficientemente débil e i.i.d.

Observaciones:

= El modelo del espacio-tiempo al ser equivalente al modelo de Anderson
1D, ya sea con desorden puramente compositivo o puramente estructu-
ral, tiene un crecimiento exponencial de las constantes dadas por U,, y
(... Dicho resultado es una consecuencia del teorema de Furstenberg.

= En la pagina 33, en la parte donde se toman ldminas equidistantes e
idénticas, la motivaciéon para tomar el parametro p ~ % < 1 fue por
argumentos astrofisicos. Sin embargo, ese limite corresponde a acercarse
al borde de la banda de energia 2 = 2, que corresponde justamente al
régimen donde la férmula Thouless (2.7) deja de ser vélida en general.
No obstante, para el caso puramente compositivo, la ec. (2.17) resulta
ser valida® al acercarse a la banda de energia E = 2 por la izquierda
cuando p — 0.

4Una manera de justificar que la formula del Lyapunov (a través de la formula de
Thouless) para el desorden puramente compositivo es valida para el borde de la banda de
Energia F = 2, es usar la ec. (24) en [33] en el limite & — co.
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= Para el limite ;x — 0 en el caso de desorden puramente compositivo, la
ec. (2.17) tiene el siguiente limite

u*Var (o,,)
802

A(E) ~ (2.19)

Para analizar los bordes de la banda en el caso de desorden puramente
estructural se requiere de consideraciones minuciosas las cuales no se
trataran en este trabajo de tesis y se dejan para trabajos posteriores.

» Al tomar las ecs. (1.61) y (1.62), a través del vector w,,; se puede
obtener una relacion sencilla entre las variables U,, y @),, la cual es

1
B Amn+1

@n (Uns1 —Uy) . (2.20)

Si se divide sobre U, la anterior ecuacion, se obtiene

Qn 1 Un+1
—_— = —1 2.21
Un Axn+1 ( Un ’ ( )

dicha relacion es relevante, porque si recordamos la ec. (1.74), es la
cantidad que da informacion sobre la curvatura del sistema.

Surge la pregunta natural sobre el comportamiento de la curvatura respecto al
crecimiento exponencial de las componentes de la métrica y en general sobre
el significado fisico del exponente de Lyapunov en el modelo del espacio-
tiempo. Lo anterior se analizara en las subsiguientes secciones.

2.3. Significado fisico del exponente de Lyapu-
nov en el espacio-tiempo

En esta secciéon se analizan las implicaciones fisicas y conceptuales de los
resultados sobre el exponente de Lyapunov calculado en la Sec. 2.2.1.

Cabe recalcar que el exponente de Lyapunov, a través de la formula de
Thouless para el espacio-tiempo, no tiene sentido para el espacio-tiempo con-
siderado. Y es porque en la Sec. 1.2.2 se explico que existe una singularidad
de curvatura, por lo tanto se tiene una cota superior sobre el nimero de l4-
minas N, mientras que para la obtencion de la formula de Thouless y para
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la definiciéon del exponente de Lyapunov propiamente dicho se ha tomado el
limite N — oo.

Para analizar lo anterior, primero se recuerda el escalar de Kretschmann,
obtenido en la pagina 39 dado por la ec. (1.74), en términos de la funcion
U(x) =P, + Qnx y su derivada U’ (x)

3 4
RMY Ry = (%) (%) , T E [Tp,Tpy1) - (2.22)

El escalar de Kretschmann, como se mencion6 anteriormente, es un invariante
de curvatura y en su primer momento permitié discernir la presencia de una
singularidad de curvatura auténtica. En general se puede tomar como una
medida de magnitud de la curvatura del espacio-tiempo, en este caso sera
util para cuantificar el cambio de la curvatura por efectos del desorden para
cualquier valor de x menor a la posicion de la singularidad. La ec. (2.22)
implica que la curvatura es proporcional al cuadrado de la razon Q,,/U, en
la enésima ldmina.

En esta seccion se establece la conexion entre la razéon de la curvatura
Q»/U, que mide la curvatura y el exponente de Lyapunov. Ademaés se ana-
liza el comportamiento de la curvatura para el caso de desorden puramente
compositivo.

Desorden compositivo

Como se mencioné en la Sec. 2.2, el modelo del espacio-tiempo con des-
orden puramente compositivo corresponde al modelo de Anderson 1D. Se
puede calcular el exponente de Lyapunov a través de la relacion

Un

7| (2.23)

1
= lim —log
n—oo N

Sin embargo, el modelo del espacio-tiempo desarrolla una singularidad de
curvatura para un valor finito de n, que ocurre cuando la funcion U (z) cambia
de signo. Pero la ec. (2.23) sigue siendo aproximadamente vélida para un n
suficientemente grande. La correspondencia del espacio-tiempo con el modelo
de Anderson 1D, implica que las cantidades U, crecen exponencialmente
como U,, ~ exp (An) para n finito pero suficientemente grande.
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Considerando el anterior parrafo, la ec (2.21) puede ser escrita como:

exp(A)—1

1 ¢ U AV
Qn L 6 (Ui ) A Var(on) (2.24)
U, (¢ Az \ U, L a2/
—
o2

donde se usa la ec. (2.15), la aproximacion de p < 1 y la ec. de Thouless
(2.19).

Interpretaciéon: Para descifrar el anterior razonamiento, primero se ana-
liza el caso sin desorden, es decir, se regresa al caso equidistante, entonces el
cociente @Q),,/U, bajo la aproximacion de u < 1, (vease la ec. (1.75)), es de
la forma

Q@n n

U, 0
lo que que implica que la curvatura vaya aumentando de forma lineal con el
nimero de laminas.

En cambio la ec. (2.24) implica que la curvatura es proporcional a la va-
rianza de las variables aleatorias o,,. Es decir, cuando se implementa desorden
puramente compositivo y se considera p < 1, la curvatura es independiente
del niimero de laminas del sistema y de las condiciones iniciales del sistema,
para un nimero n suficientemente grande.

2.4. Correcciones del orden 1/N al exponente
de Lyapunov

En esta seccion se hace un desarrollo explicito de la multiplicacion de la
matriz total A,, = T, 1T, --- Ty, con T, dado por la ec. (2.1), a orden lineal
del desorden, para el caso puramente compositivo y para el caso puramente
estructural. La razon por la cual se lleva a cabo este estudio es para obtener
las correcciones del orden 1/N al exponente de Lyapunov calculado en la
Sec. 2.2.1.



CAPITULO 2. ESPACIO-TIEMPO COMO SISTEMA DESORDENADO57

2.4.1. Desorden compositivo

Sea la matriz de transferencia con desorden puramente compositivo, ec. (2.9)
T,=T+¢,S,

donde T y S son matrices constantes’ y €, es una variable aleatoria i.i.d.
que representa el desorden. Se usa la propiedad A + \_ = 2 — % de los
eigenvalores de la matriz T, entonces la matriz S puede ser reescrita como:

0 0
S = .
<% 2—)‘+—)‘)

Ya que se estardn usando las matrices en términos de los eigenvalores de
T, es conveniente transformar a la base que diagonaliza a T mediante la
transformacion G~ dada en (1.66). Con respecto a esta base la matriz de
transformacién T,, es
Th D S
—— —— ——
G'T,G = G 'TG+¢,G!'SG

- )\+ O 1_)\-}- >\+ —1
- (0 )\_)+€"1+)\+ 1A )

donde se recuerda que A cumple las propiedades A, A\_ =1y A7 = A_ tal
que Ay = e, Se obtiene la multiplicacién de las matrices®

A‘IL
— n _
Tpi Ty Ty =D"+) D" SD¥' 40 (e2), (2.25)

k=1
donde D es la matriz diagonal de los eigenvalores de T. Substituyendo ex-
plicitamente las matrices D y S, la expresion anterior queda como:

- A0 [ 1 =\
A”:< o+ A") 12+mze’““(xi’ﬂ—l -1

k=1

5Obsérvese que T es la matriz obtenida para el caso de laminas equidistantes e idénticas,
véase pagina 33.

6Se hace el desarrollo del producto de matrices al primer orden del desorden. Obsérvese
que como se consideran variables aleatorias i.i.d. al desarrollar a ordenes mayores de €,
se tendran términos proporcionales a (€,€,,) con n # m en el producto A,,, entonces al
tomar el valor medio del producto €,¢,, estos términos se anulan dado que (€ €,,) = 0
para n % m. Por lo tanto dichos términos se pueden despreciar sin perdida de informacion,
para calcular las primeras correcciones debido al desorden.

+0 (ei) .

(2.26)
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En los anteriores péarrafos se obtuvo la multiplicaciéon matricial sucesiva
de las matrices de transferencia explicitamente a orden lineal del desorden
compositivo en términos de los eigenvalores de T (reales o complejos). Aplicar
el teorema de Furstenberg no es viable en principio para este sistema, dado
que se tiene una singularidad de curvatura para algin N finito. Sin embargo,
se pueden obtener las correcciones 1/N al exponente de Lyapunov para un
numero N finito, suficientemente grande.

Para este caso se toma el vector inicial (1.65) asumiendo que Py = 1,
Qo = 0 (Minkowski a la izquierda de la primer lamina). Al transformar en la
base que diagonaliza a T

1 -
=l +
v G €<A+—A.>( A )

con el cual se calculara la norma al cuadrado

A, | = of (A,)" A

En los siguiente céalculos se usan las propiedades de los eigenvalores A4, tal

n

AV A 1—Ay 0 Azt
(An)" A, =15+ 21 T ;‘Ek—&-l ( A1 0

-2\ ¢ L4507 (B g e
-(i75) e < gy G ) )ro@)

k=1

donde €? considera términos de productos (;¢) con 4,7 = 1,2,--- ,n. Me-

diante (2.26) se obtiene

_— 2 -2 ©
Aol = el (o) S (2 )

1 /1—-X, ’ & 2(1—k) 2(1—k)
- = 2+ A A
(1) et

D R D G GUA AQ’““} } +0(&).
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Se sustituye la forma explicita Ay = e# y las identidades + T )\ = —itan (u/2),
Ar — A_ = 2isen p, la anterior ecuaciéon queda como
2 1 .

{1 — 2tan (#/2) Z epr1sen (2k + 1) p

T 902 son?
202 sen? p

+ tan? (#/2) Z €k+1€141 [1 +cos2(l —k)p+cos(2k+ 1) p
k=1

+cos(2l+1)u”+0(e2).

Ahora se calcula para n = N fijo grande y considerando € < 1

N
1 < _ 2 1 1 1
o g |[Avan " = 5 los (ﬁ) = gy ten () 3 cernsen (26 + 1)
N
1
+ﬁ tan? (1/2) Z ekﬂelﬂ{l +cos(2(l—k)p) +cos((2k + 1) p)
k=1

+cos((204+ 1) p) —2[sen ((2k + 1) p)] [sen ((21 4 1) u)]} +0 (),

donde se usa de la aproximacion log (1 +y) =y — % +oee
Se recuerda que se esta considerando variables aleatorias ¢ i.i.d. y por lo
cual (ex) = 0. Al tomar el valor esperado de la ecuacion anterior queda como

1 1 1
<2N log | Avan | > ﬁbg <2€2 sen2,u)

+Var (€41) tan? (#/2) { ZCOS ((2k + 1) p)

—% Zsen2 ((2k + 1)#)} + O ()

donde Var (e;11) denota la varianza de las variables aleatorias €. Se usan



CAPITULO 2. ESPACIO-TIEMPO COMO SISTEMA DESORDENADOG60

las sumatorias

sen (N p)

N
%+ Ny = o (N +2
;COS( k4 1) — cos (N +2) p),

N

1 2N
E sen”(2k+ D = = {N - Mcos((QN—i-ll) u)] :
— 2 sen 24

para obtener el resultado final

<% log HAN?D1H2> = Var (eg41) tan® (1/2) B—F% cos (N +2) p) +

% cos (2N + 4) ﬂ)} . (2.27)

Limite N — oo: Ahora se toma el limite N — oo para el valor esperado
(2.27):

lim <% log HANleQ> = %ﬁkﬂ)tanz (1/2), (2.28)

lo que coincide con el resultado para el exponente de Lyapunov en la ec. (2.17).

N grande pero fijo: No obstante, como se esta considerando el exponente
de Lyapunov para un numero fijo N pero suficientemente grande, entonces
se toma el limite Ny < 1 y para €, < 1, aproximando las funciones seno y
coseno se obtiene:

1 _
<W log ||ANw1H2> 2 2Var (e, 1) tan” (#/2) > 0.

El anterior resultado corresponde al exponente de Lyapunov cerca del extre-
mo de la banda de energia.

2.4.2. Desorden estructural

Analogamente a la seccion anterior, pero ahora considerando la matriz
T,, para desorden desorden puramente estructural dada por la ec. (2.12)

T, =T +56,8S,
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con 0, variables aleatorias. Se obtiene la matriz
g _ 0 Az \ [0 (Ar+A_—-2)¢
IR S R WD VD W
Al transformar a la base que diagonaliza T se obtiene

- <« (X O 11— Al Ay
T,Z_D+(5ns_<0 )\)+5n—1+/\+ NS E

la matriz total” A,, esta dada por

_ AT 0 A2
An:< 0 )\’_‘) 1+)\+25k+1< 2(k n_

Se considera el mismo vector inicial transformado y se calculan las mismas
cantidades que en el caso del desorden compositivo y se toman nuevamente
en cuenta que A, A =1, A, = \*.

+0(8%).

D G D N )
(1 +)\+) Z5k+15l+1 ( 2(1-1) +)\2(k 1) 14 )20 +0(0%),

< 2 A
i _EQ(A+—>\—)2{1+<1+>\1>Zék“ (A =A%)
. <1+i+> Zé’““(sl“ {QHM e
+

AR A2 —AQ’“H+0(62),

"Veéase pie de pagina 6.
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sustituyendo la forma explicita de los eigenvalores Ay = et

||Anw1||2 :;Iu{l + 2tan (#/2) Z 041 sen 2k
k=1

+ tan® (1/2) Z Okt10741 {1 + cos2(l — k)u — cos 2lp
Kl

— cos QIW} } +0(8%).

Calculando para n = N fijo y grande y considerando ¢ < 1
N
1 = 2 1 1 1
ﬁlog”ANle = ﬁlog (m) + Ntan (“/2);5k+1 SGIIQ]{?/L

N
1
+2—N tan? (#/2) ; (5k+1(51+1{1 +cos2(l — k) pu— cos2lp

— cos 2k — 2 sen 2k sen 2lu+} +0 (52) ,

entonces el valor esperado es:
N

1 s 1 1 , 1
<ﬁ log || Anw, || > =N log (m>+\/ar (0k41) tan” (#/2) [I_N ;cos 2uk

N
— % Z sen? 2uk] +0 ((53) ,
k=1

donde Var (dx,1) denota la varianza de las variables aleatorias dx; 1. Se utili-
zan las sumatorias

Y

N

N N+1
ZCOSWW _ sen(Np)cos (N +1) p)
1 seny

N
N sen(2Np)

Yosen®2%ku = 5o s (V41

2 sen” 2k >~ Zsen (20 cos (2 ( ) ),
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para obtener el siguiente resultado

<% log HANU_)1H2> = Var (054 1) B — % cos (N +1) u)+
% cos(2(N +1)p) (2:29)

Limite N — oo: Siguiendo los pasos del caso compositivo se tomara el
limite N — oo para el valor esperado de (2.29):

) 1 — 2 Var (k1) 5
J&I_I)noo <ﬁ10g HANle > = Ttan (“/2), (230)

el cual corresponde idénticamente a la ec. (2.18) y evidentemente también
con el caso compositivo, véase (2.28).

N grande pero fijo: Se toma el limite Ny < 1, aproximando las funciones
seno y coseno, la ec. (2.29) resulta como

1 = 2
— log ||Ayw ~ 0.
(g voellavai])
Que implica que no hay correcciones a orden lineal del desorden d,para el
caso estructural.



Capitulo 3

Conclusiones

La motivacion principal de esté tesis fue estudiar los efectos del desorden
en una distribucion de la materia sobre la estructura del espacio-tiempo. Por
tal motivo se consider6 un modelo sencillo que consiste de N laminas paralelas
de extension infinita y espesor despreciable colocadas una distancia finita
Az entre ellas (véase Fig. 1.1). Los resultados de esta tesis van encaminados
a estudiar la propagacion de ondas sobre espacio-tiempos con desorden en
trabajos futuros.

En el marco de la teoria de Newton se resolvié el modelo encontrando la
soluciéon con dos formas equivalentes: la primera integrando directamente la
ecuacion de Poisson gravitacional y la segunda pegando las soluciones de la
ecuacion de Laplace. La segunda forma permite obtener de manera directa
una ecuaciéon de recurrencia en forma matricial. Se demostro que a través de
un cambio de variable se puede obtener una ecuacién de recurrencia a través
de una matriz de transferencia, ec. (1.19).

Después se transporté el modelo al formalismo de la teoria de la relativi-
dad general, donde se propuso como ansatz una métrica estatica con simetria
planar, ec. (1.23). En este caso se encontraron dos familias de soluciones, con
la ayuda de las ecuaciones de Einstein en el vacio, que corresponden a las
métricas de Taub (1.43) y de Rindler (1.40). En este trabajo se descarto
la métrica de Rindler porqué resulta pertenecer a una region del espacio-
tiempo de Minkowski con coordenadas no cartesianas; ademés, cuando se
hace el pegado con las laminas da lugar a una ecuaciéon de estado fisicamente
inaceptable densidad p cero y presion p negativa. Se eligieron las soluciones de
Taub como un escenario viable para este trabajo debido a que puede pegarse
con una ecuacion de estado aceptable (p >0y p+p > 0) y ademéas resulto

64
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tener curvatura no trivial (1.36). La métrica de Taub resulta tener ademas
una singularidad de curvatura, lo anterior se demostré usando un invariante
de curvatura, en este caso fue a través del escalar de Kretschmann (1.36),
véase pag. 19.

Para solucionar las ecuaciones de campo de Einstein con materia para el
espacio-tiempo, con materia modelada como un fluido perfecto, se procedio
de forma analoga al caso newtoniano, solucionando las ecuaciones de Eins-
tein en el vacio entre las ldminas y pegando los espacio-tiempos obtenidos
con las condiciones de pegado de Israel. Se encontré la solucion completa a
través de una ecuacion de recurrencia con el mecanismo de una matriz de
transferencia, ecs. (1.61) y (1.62). Dicha matriz de transferencia se obtuvo
de forma tal que quedara en términos de la densidad de masa superficial de
las laminas y la distancia relativa entre laminas cercanas. Considerando el
caso de laminas idénticas y equidistantes, se encontré la forma analitica de
las constantes que solucionan las componentes métricas, dadas por (1.73).
Para este caso se aprendi6 que se puede describir un espacio-tiempo con una
solucion de Taub para z < 0 libre de singularidades, luego N laminas en
x1 =0, 29 = Az, 3 = 2Az, ..., zy = (N — 1) Az, y una singularidad de
curvatura para r > xy, donde el nimero maximo N de ldminas puede ser
determinado como funciéon de %. Al final del capitulo 1 de la tesis, se demos-
tré la validez de las soluciones obtenidas para el modelo del espacio-tiempo
de fondo, ecs. (1.80), aplicando el limite newtoniano. En este limite se ob-
tuvieron ecuaciones equivalentes al sistema de Newton, ecs. (1.13), como era
de esperarse.

A continuacion, en el segundo capitulo de la tesis se analizo el espacio-
tiempo obtenido en el primer capitulo considerando fluctuaciones de materia
(desorden). Este desorden viene dado por fluctuaciones en la masa de las
laminas (desorden compositivo) o fluctuaciones en la distancia relativa en-
tre laminas cercanas (desorden estructural). Al considerar los dos tipos de
desorden por separado, es decir, desorden puramente compositivo o desorden
puramente estructural, un resultado interesante de esta tesis es que se logro
establecer una equivalencia exacta con el modelo de Anderson unidimensional
de la fisica de la materia condensada. Esta equivalencia permite la aplicacion
de todas la herramientas del modelo de Anderson para analizar los efectos
del desorden sobre la estructura del espacio tiempo.

El teorema de Furstenberg, descrito en la Sec. 2.1.1 permite concluir que
las componentes métricas crecen exponencialmente con el nimero de lami-
nas NV, con la taza determinada por el exponente de Lyapunov. Por lo tanto,
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el analisis prosiguié en el rumbo de calcular el exponente de Lyapunov ba-
sado en los resultados conocidos y encontrar el significado para el modelo
del espacio-tiempo. En particular se obtuvo la ec. (2.16) que es formula de
Thouless para el sistema equivalente, es decir, la féormula de Thouless asocia-
da al modelo del espacio-tiempo con desorden compositivo ec. (2.17) o con
desorden estructural ec. (2.18).

Sin embargo, las ecuaciones del exponente de Lyapunov a través de la
formula de Thouless, estan dadas en el limite cuando el nimero de lami-
nas tiende a infinito, mientras (como se menciono previamente) el nimero
de ldminas N es limitado dado la presencia de la singularidad, se concluyé
entonces que el exponente de Lyapunov que es fisicamente relevante en este
caso es un exponente de Lyapunov de talla finita, que estd dado para un
numero finito pero suficientemente grande de laminas.

Para el caso de desorden puramente compositivo se concluyé lo
siguiente:

» El limite p o< Az /¢ — 0, corresponde al acercarse al limite superior de
la banda de energia, £ = 2. Se demuestro que la formula de Thouless
es valida para dicho caso.

= A través de un analisis entre el escalar de Kretschamann y el crecimiento
exponencial de las componentes métricas, se llega a la conclusion que
la curvatura, dada por la razén %, es proporcional al exponente de

n

Lyapunov para n grande.

= Kl calculo de la curvatura a través de la aproximacion u < 1, da el
asombroso resultado que la curvatura es proporcional a la varianza de
las variables aleatorias, que es independiente del ntimero de laminas y
las condiciones de frontera, siempre y cuando el nimero de laminas sea
suficientemente grande.

Trabajos futuros

= Eiste trabajo de tesis encamina el estudio de la propagacion de ondas a
través del espacio-tiempo de fondo considerando desorden. Estas ondas
podrian ser electromagnéticos o gravitacionales.

= El modelo que se consider6 en este trabajo de tesis constituyo un mo-
delo juguete para espacio-tiempos curvos como sistemas desordenados.
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= En esta tesis se obtuvo la equivalencia del espacio-tiempo con desorden
puramente compositivo o estructural con el modelo de Anderson 1D.
Se podria tratar de obtener una equivalencia del espacio-tiempo con los
dos tipos de desorden con un modelo de enlace fuerte asociado.

= Quedd pendiente el céalculo del exponente de Lyapunov cerca de la
banda de energia para el caso de desorden estructural.

= En esta tesis se considero un espacio-tiempo estéatico con simetria pla-
nar, como trabajo futuro se pueden considerar los siguientes casos:

Espacio-tiempos con simetria planar no estaticos.

Espacio-tiempos estaticos con alguna otra simetria.

Espacio-tiempos sin simetria.

Espacio-tiempos méas generales.
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