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ABSTRACT

This work aims to compile several results about feeble filters (or, equivalently,
meager filters) and cofinality of ultrapowers, most of them taken from [4] and
[7], and some proves was improved to be appropriate for the text. Also, the work
includes a section concerning some cardinals characteristics of the continuum,
groupwise dense families and its associated cardinal g in particular, which is
important in many of these theorems.

RESUMEN

En este trabajo se reunen varios resultados sobre filtros débiles (propiedad
equivalente a ser magro) y cofinalidad de ultraproductos, la mayoria de ellos
publicados en [4] y en [7], modificando de algunas pruebas para presentarlas
de manera mas apropiada entre lo que se expone. También se hablara sobre
algunos cardinales caracteristicos del continuo, especialmente del cardinal g,
asociado a las familias grupalmente densas, el cual esta involucrado en varios
de los teoremas.

Palabras clave. Combinatoria Infinita. Invariantes Cardinales. Conjuntos
Magros. Familias Grupalmente Densas. Topologia.
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Introduccién y Notacion

El conjunto de los nimeros naturales serda denotado por w (el primer ordinal infinito), P(w)
es su conjunto potencia y [w]*, [w]<* denotan a los subconjuntos de P(w) cuyos elementos son
infinitos y finitos, respectivamente. Un conjunto A C w es cofinito si su complemento en w es
finito. Si A, B C w entonces A esta casi contenido en B, denotado por A C* B, siy sélosi B\ A
es finito. Una familia A C [w]“ tiene la propiedad de interseccion finita si la interseccién de cada
subfamilia finita no es vacia; si cada una de estas intersecciones es ademads infinita se dice que A
es una familia centrada. Una familia de conjuntos es disyunta si cualquier pareja de ellos tiene
interseccién vacia, en particular los conjuntos A,B son disyuntos si AN B = ().

El cuantificador (V*°n € w) ¢(n) es abreviaciéon de (Im € w)(¥Vn > m) ¢(n), es decir,
significa que todos los naturales, salvo un nimero finito, cumplen la propiedad ¢. Dualmente,
(3*°n € w) p(n) es una abreviacién de =(V*°n € w) —¢(n), es decir, un ndmero infinito de
naturales cumplen la propiedad .

En general, F C P(w) no vacio es un filtro sobre w si es cerrado bajo intersecciones finitas y
cumple con (VA,B € P(w)) ACBANAeF — Be F. Los filtros considerados en este trabajo
son libres, es decir, contienen al filtro de conjuntos cofinitos denotado por Fr. Un ultrafiltro
U es un filtro C-maximal o, de manera equivalente, un filtro que adicionalmente cumple con
(VX ePw)) X € FV w\X e F. Toda familia A C [w]“ centrada estd contenida en un filtro
C-minimo (el filtro generado por A), y todo filtro se puede extender a un ultrafiltro.

Con “B se denotard al conjunto de funciones con dominio en A y rango en B; en particu-
lar “2 es el conjunto de sucesiones binarias, y “w el conjunto de funciones de w en w. Dentro
de este ultimo se define el subconjunto FtO, el cual denota a las funciones finito-a-uno, es
decir, FtO = {f € “w: (Vnew) |f~1({n})| < w)}. Una funcién f € “w es creciente si
(Vn,mew)n<m — f(n) < f(m)y es no decreciente si (Vn,m € w)n <m — f(n) < f(m).
Si f,g € “w, entonces f <* g si (V*n €w) f(n) < g(n) (similarmente se definen las relaciones
f<'gy [f="9).

Con w=* se denota a | J,,c,, "w (el conjunto de las sucesiones finitas de naturales) de manera
similar se define 2<“. Una particién II = {I,: n € w} de w es una particion en intervalos si
cada I, es un intervalo finito. Al conjunto de particiones en intervalos se le denota con IP. Las
demas definiciones que no se encuentren en este apartado son candnicas y, de ser necesario, se
mencionard donde pueden consultarse.






Algunos invariantes cardinales

El cardinal ¢ es el tamano de P(w), y como Cantor mostré, ¢ = |R|. Cantor también demostré
que w < ¢y se pregunté si existian cardinales en medio de éstos o se trataba de cardinales con-
secutivos (lo que se conoce como Hipdtesis del Continuo). Se sabe que la respuesta a esto es
independiente a ZFC, por ello los cardinales definidos en esta seccion estan, en algunos modelos,
estrictamente entre w y c.

Definicion 1.1. Sean f,g € “w, se dice que f domina a g si g <* f. Una familia B C “w es
acotada si existe f € “w que domina a toda funcion de B. Una familia D C “w es dominante
st para cada f € “w existe g € D que domina a f.

El cardinal b se define como el minimo tamano de una familia no acotada, el cardinal 0 se
define como el minimo tamano de una familia dominante. Esto es:

b=min{|B]: BC“w A (Vfe“w)(FgeB)(3*necw) f(n) <gn)},
d=min{|D|: DC% A (VfeE“w)(FgeD)(V°necw) f(n) <gn)}.

Como g <* f no implica a ¢ <* f entonces la definicion de dominar cambia al elegir la
relacién <* en lugar de <*, sin embargo no es dificil mostrar que los cardinales b y 0 son inde-
pendientes de tal eleccién. Por lo tanto, en las definiciones de b y 0, se puede cambiar la relacién
< por <, y viceversa, sin modificarlos. Mas aun, este par de cardinales no cambia si las familias
acotadas y dominantes se restringen a familias de funciones crecientes.

Es claro que b < 0. Ademds, estos cardinales tienen sus definiciones equivalentes usando
particiones, para ello sean Il = {I,,: n € w} y Il' = {I/,: n € w} dos particiones en intervalos, se
dice que IT domina a II' si (V°n € w)(Ik € w) I}, C I,.

Proposiciéon 1.2. El cardinal b es el minimo tamano de una familia P C IP tal que ninguna
otra particion domina a todos los elementos de P y 0 es el minimo tamano de una familia
P CIP tal que cualquier otra particion es dominada por algin elemento de P.

Prueba. Para cada funcién g € “w creciente y positiva sea II; = {I,: n € w)} la particién en
intervalos con Iy = [0,¢(0)) y tal que si I, = [a,b) entonces I,+1 = [b,g(b) + 1). Dualmente, si
= {l,:ncw)} cIP sea fII ala funcién tal que fU(z) = méx I, 1 siy sélo si z € I,,.



Sea {go : @ < b} C “w una familia no acotada de funciones crecientes y positivas. Pa-
ra cada a < b sea Iy, = {[b5},b5, ;) : n € w} la particién dada por el parrafo anterior. Sea
O = {[an,an11) : n € w} € IP y go no dominada por f!I, entonces la existencia de infi-
nitos testigos para go(z) > fY(x) implican que para infinitos n’s existe k, cumpliendo con
b, < an < ant1 < by .o, es decir, II no domina a Ily,, por lo tanto existe una familia de
particiones en intervalos no dominada y de tamano b.

Se mostrara ahora que b es el tamano minimo de una familia de particiones no dominada.
Sean I, = {[ay,an,): n € w} menos de b particiones en intervalos, entonces existe g € “w cre-
ciente y positiva que domina a cada funcién fe. Sea I, = {[by, by+1): n € w}. Para cada 'y by,
suficientemente grande existe ay, tal que b, < af < af,; < bpy2 ast Il = {[ban, bon2): n € W}
es una particién en intervalos que domina a cada Il,,.

La prueba con 0 es similar. Si {g: o < 0} es una familia dominante de funciones crecientes
y positivas entonces la respectiva familia {II;, : o < 9} C IP es dominante. Y para cualquier
coleccién con menos de ? particiones I1,’s existe II (dada por la funcién no dominada por nin-
guna f«) no dominada por ninguna II,. O

Definicién 1.3. Sean X,Y € [w]¥, se dice que X divide a Y si |Y NX| =|Y \ X| =w. Una
familia R C [w]“ es indivisible si no existe X € [w]* que divida a todos los elementos de R.
Una familia S C [w]* es divisora si para cada'Y € [w]|* existe X € S que lo divide.

El cardinal t se define como el minimo tamano de una familia indivisible, el cardinal s se
define como el minimo tamano de una familia divisora.

Proposicion 1.4. b <t ys <0.

Prueba. Primero se introducen algunas notaciones: Para cada II € 1P, I1¢ y 1I° denotan la
unién de los intervalos de indice par e impar respectivamente, es decir, si II = {[,: n € w}
entonces I1¢ = | J{I2,: n € w} y I1I° = w \ II%; luego, para cada X € [w]* sea II(X) una particién
en intervalos fija tal que (VI € II(X)) X NI # 0. Ocurre que si I € IP, X € [w]“ y II domina a
II(X) entonces II¢ divide a X, puesto que todos los intervalos de II, salvo una cantidad finita,
contienen un elemento de X.

Sea R C [w]* una familia indivisible de tamano t, si existe II que domina a todo II(X) con
X € R entonces, por lo anterior, I1¢ divide a cada X € R, una contradiccién. Entonces ninguna
particién en intervalos domina a {II(X): X € R}, asi, por el Teorema 1.2, b < t. De nuevo por
el Teorema 1.2, sea {Il,: @ < 9} C IP una familia que domina a cualquier particién, entonces
por lo anterior {II: o < 0} es una familia divisora, con lo cual s <. ]

Definicién 1.5. Una familia G C [w]* es grupalmente densa si cumple:

a) VX, Yew¥) Xeg A |Y\X|<w — Y eq,
b) V{Ih:new}elP)(FAcw]”) U{ln:ne A} €G.



La parte a) dice que una familia grupalmente densa es cerrada bajo C* y la parte b) dice
que para cualquier particién en intervalos existe una cantidad infinita de ellos cuya unién estd
en G. Con GD se denota a la coleccién de todos las familias grupalmente densas.

El cardinal g se define como el minimo cardinal de una colecciéon de familias grupalmente
densas con interseccion vacia, es decir:

g=min{|&|: & CGD A ﬂ(’5:®}.
Proposiciéon 1.6. g < 0.

Prueba. Sea D C “w una familia de funciones crecientes y dominante de tamafio minimo;
para cada f € D se define Gy = {X € [wW|¥: (I°n € w) X N[n, f(n)] = 0}. Sea f € D fija.
Es claro que Gy es cerrado bajo C*. Sea Il = {I,: n € w} € IP y sean I,, intervalos de II
escogidos recursivamente con ng = 0y tal que si nj, estd definido y mj = maxI,, + 1. Entonces
g1 = min{j € w : I; N [my, f(mg)] = 0}, por lo tanto X = (¢, In, € Gy. Finalmente,
si existe X € [ycp Gy entonces vy € “w definida como vx(n) = min{z € X : z > n} no es
dominada por D, concluyendo que g < 0. ]

Definicién 1.7. Una familia A C [w]¥ es casi ajena si cada par A,B € A de conjuntos
distintos cumple que AN B es finito.

El cardinal a se define como el minimo tamano de una familia casi ajena, que es C-maximal
e infinita. Una familia casi ajena A es C-maximal si y sélo si para cada X € [w]“ existe A € A
tal que A N X es infinito. Ademds se pide que la familia sea infinita, pues cualquier particion
finita de w en pedazos infinitos es casi ajena y C-maximal.

Es sencillo mostrar que existe una familia casi ajena de tamano méaximo, para ello se identi-
fica a w con el 4rbol 2<%, pues ambos son numerables, entonces cada rama de 2<% representa a
un conjunto infinito (la coleccién de los nodos que la conforman) y como cualquier par distinto
de ramas tiene una cantidad finita de nodos en comun, entonces existe tal familia de tamano c.
En [11, cap. 2| se puede consultar més sobre arboles.

Proposicién 1.8. b < a.

Prueba. Sea A C [w]“ una familia infinita casi ajena maximal. Como A es infinita se con-
sidera un conjunto numerable dentro de ella, esto es, sea {4, : n € w} C A. Modificando de
manera finita a cada A,, se puede suponer que {A,: n € w} es una familia disyunta. M4s atn,
quizé agregando elementos a A, esta familia es una particion de w en subconjuntos infinitos.

Se identifica a w con w x w mediante una biyeccién ¢ : w — w X w tal que Y[A,] = {n} X w.
Sea B= A\ {4, : n € w}; ya que para cada B € B el conjunto BN A,, es finito entonces 1[B]
estd acotado en {n} x w, sea fp la funcién que asocia a cada n con una de estas cotas.

Si existe f € “w que domina al conjunto {fp: B € B} entonces X, conjunto infinito de w
que representa la grafica de f, es tal que X N A, y X N B son finitos para cadan € wy B € B,
por lo tanto A no es maximal, una contradiccién. Se concluye entonces que existe una familia
de funciones no acotadas de tamano |A|, con lo cual b < a. O



Definicién 1.9. Una familia T C P(w) es independiente si cada A, B C T finitos y disyuntos
cumplen con
NaUs| =

Se sigue de la definicién que toda familia independiente esté contenida en [w]¥ \ Fr. El car-
dinal i se define como el minimo tamano de una familia independiente maximal.

Proposiciéon 1.10. v < i.

Prueba. Sea 7 una familia independiente maximal. Por definicién de independencia, se tiene
que R = {NA\UB: A, B C T finitos y disyuntos} C [w]®. Si existe X € [w]“ que divide a cada
elemento de R entonces Z U { X} es independiente, con lo cual X € Z y entonces X no divide a
w\ X € R. Asi R es indivisible y como t < |R| = |Z| se concluye que t < i. O

Shelah mostré en el apéndice de [18] que 0 < i; otra prueba de esto se encuentra en [3].

Definicion 1.11. Sea F un filtro, entonces B C F es llamada base de F si cumple con

(YFeF)3BeB) BCF

El cardinal u es el minimo tamafio de cualquier base de todo ultrafiltro.

Proposicion 1.12. v < u.

Prueba. Sea Y un ultrafiltro y B C U una base. Para cada X € [w]¥ se tiene que X € U o
w\ X € U. En cualquier caso X no divide a algtin elemento de B (pues B contiene a un sub-
conjunto de X o a un subconjunto de su complemento). Por lo tanto B es indivisible y t < u. [

Todas las desigualdades entre los cardinales que se presentaron en este capitulo quedan
resumidas en el Diagrama 1.

Diagrama 1



Filtros sobre w

Si F es un filtro y f € FtO entonces la imagen de F bajo f, denotada por f(F), se define
como el siguiente conjunto

F(F)={X Cw: f'[X] e F},

el cual resulta ser un filtro (libre, ya que f es finito-a-uno); més ain, si U es ultrafiltro también
lo es f(U). En general, f(A) se define de la misma manera para cualquier A C [w]®.

Definicion 2.1. Sean F,H dos filtros, entonces se define la relacion F < H si y solo si existe
f € FtO tal que f(F) C f(H).

Definicién 2.2. Un filtro F es débil si existe f € FtO con f(F) = Fr. Un filtro H es fuerte
o casi-ultra si existe f € FtO tal que f(H) es un ultrafiltro.

Todo ultrafiltro es casi-ultra, ademas la siguiente proposicién, con observaciones sobre los
filtros débiles, implica que no hay filtros que sean débiles y fuertes a la vez.

Proposiciéon 2.3.
1) Un filtro F es débil si y sélo si existe {I,:n € w} € IP cumpliendo

VEF e F)(V*new) FNI, #0.

11) Si F es débil y f € FtO entonces f(F) es débil.

1) Sea F débil. Si H < F entonces H es débil; ademds F < K para cualquier filtro K.

Prueba. 1) Sea F un filtro débil con f como funcién testigo. Entonces la particién de sus
fibras cumple tal condicién (ya que si F' € F entonces f[X]| € f(F) = Fr es cofinito). Por lo
tanto, basta considerar una particién en intervalos II donde cada intervalo I,, contenga a alguna
fibra f=! ({k,}), lo cual puede lograrse porque f es finito-a-uno, y asf II conserva la propiedad
requerida.

Por otro lado, si tal particién en intervalos existe entonces sea f € “w definida como f(x) =n
si y sélo si ¢ € I,. La funcién f cumple que si X € f(F) entonces (V°n € w) f~HX]|N I, # 0
y asi (V*°n € w) n € X, es decir, f(F) C Fr.



1) Sea F un filtro débil y f € FtO, por el inciso anterior existe una particién {I,,: n € w}
testigo de la debilidad de F; a partir de ésta se construye la particién en intervalos {J,,: n € w}
de manera recursiva: Sea Jy = [0, max f[Ip]] y si J, estd definido sea k,+; el minimo natu-
ral tal que f(Iy,.,) N [0,méxJ,] = 0, el cual existe puesto que f es finito-a-uno. Se define
Jnt1 = (méx J,, méx f[Iy, ., ]]. Esta particion es testigo de que f(F) sea débil ya que en caso
contrario existe X € f(F) tal que (3®°n € w) X N J, = 0. Entonces f~![X] € F evita a los
correspondientes I, ’s y F no seria débil.

I11) Para la primera parte, sea f € FtO con f(H) C f(F), por lo anterior f(F) es débil y
por lo tanto existe g € FtO con ¢g(f(H)) C g(f(F)) = Fr. Entonces para todo X € (go f)(H)
se tiene que f~[g7![X]] € H con lo cual g~[X] € f(H); asi X € g(f(H)) C Fr. La segunda
parte es trivial, ya que existe h € FtO con h(F) = Fr C h(K). O

La relacién F < H también tiene una equivalencia en particiones.

Teorema 2.4. Sean F,H filtros. Entonces F < H si y solo si existe 11 € IP tal que

(VFeF)BHeH)(VIell) HNI#0 — FnlI, #0. (%)

Prueba. Si existiera tal particién IT = {I,,: n € w} se define f € FtO como f(z) =nsiy
s6lo si x € I, la cual es testigo de F < H ya que si X € f(F), por (x), existe H € H tal que
(Vnew) HNI,#0 — n € X. Conlo cual H C f~![X] y por tanto se tiene que la existencia
de tal particion es suficiente.

Para ver que también es necesaria la existencia de II que satisface (*), se mostrard primero
que existe una particién de w en conjuntos finitos con tal propiedad; para ello sea f € FtO
testigo de F < H, entonces II' = {f~'{n}: n € w} cumple (x), pues en caso contrario se tiene
que existe F' € F tal que (VH € H) f[H]\ f[F] # 0 y esto da una contradiccién al aplicarlo a

FHSF) e A

Dada la particién II' como antes, sea {[an,an+1): n € w} una particién en intervalos con
ap = 0 y tal que a1 > max|J{P € II': PN [0,a,) # 0}. Por construccién se tiene que para
cada F' € F existe H € H tal que sin > 1y H N [an,ant+1) # 0, entonces F N [ap—1,ant+2) # 0.
Si H es débil, entonces F es débil y la particién dada en 2.3 cumple con (%), entonces se
puede suponer que H no es débil. De nuevo por 2.3 existen Z € H y A C [w]* tales que
(Vn € A) Z N lagn, aznt2) = 0. Sea II la particién en intervalos tal que para cada n,m € A
consecutivos [agn+1, @am+1) € I1.

Sean F' € Fy H,Z € H del parrafo anterior. Sea W = HNZ N (w \ I), donde I es el primer
intervalo de II. Si WN([azn+t1, a2m+1) # 0 paran,m € A consecutivos, entonces la interseccién no
ocurre en [agn+1, @2n+2) U [a2m, a2m+1) por la condicién de Z, asi W (y por tanto H) intersecta
a [agn42,a2m), con lo cual X N [a2y41,a2m+1) # 0 y II cumple la condicién (x). O

Si II es una particién en intervalos cumpliendo (*), cualquier particién en intervalos IT'
que fusione intervalos de II (esto es, que todo intervalo de I’ es unién finita de intervalos de IT)
cumple con (x). Esta observacién ayuda a mostrar que la relaciéon < entre filtros es un pre-orden.



Teorema 2.5. Sean F,H, K filtros tales que F < H y H < K, entonces F < K.

Prueba. Sean F,H, IC tales filtros. Si alguno de ellos es débil, entonces F es débil y el resul-
tado se obtiene. Se supondré entonces que ninguno lo es. Basta encontrar una misma particion
en intervalos que cumpla (x) para ambas desigualdades. Sean II = {[a,,an+1) @ n € W}y
' = {[a},,a,,1) : n € w} las particiones en intervalos testigos de F < H y H < K, respectiva-
mente. Sin pérdida de generalidad se puede suponer que 0 = ag = aj) < a1 < @} < ag < abp < -,
pues se pueden fusionar piezas de IT y II' de tal manera que lo cumplan. Como H no es débil
existe Z € Hy A € [w]¥ tal que Z N [an, ant+1) = 0 para todo n € A.

Sea II la particién en intervalos tal que [a/,,a),) € II para n,m € A consecutivos. Como II
fusiona partes de IT' entonces es testigo de que H < K. Falta entonces mostrar que II” cum-
ple (%) para los filtros F y H. Sea F' € F y H € H cumpliendo (%) para la particién II. Sea
W =HNZN(w\I) con I el primer intervalo de II, si W N [d!,, a.,,) # 0 para n,m consecutivos

n»='m

en A. Como [al,,al,) es cubierto por [an, an+1) U [ant1, am) U [@m, ami1), entonces W intersecta
al intervalo medio (por la condicién de Z), con lo cual H, y por tanto F', también lo intersecta,

concluyendo la prueba. O

Asi la relacién < para filtros induce un orden en las clases de equivalencia (donde los filtros
F y H son equivalentes si F < H y H < F), denotado por <. De la Proposicién 2.3 se sigue
que < tiene un elemento minimo y es la clase de los filtros débiles. Ademas, si F es un filtro
en una clase <J-maximal, el ultrafiltro U que extiende a F se encuentra en la misma clase, pues
trivialmente F < U. Por otro lado, todo ultrafiltro V se encuentra en una clase <-maximal,
pues si ‘H es un filtro con V < H existe f € “w finito-a-uno con f(V) C f(H). Como f(V) es
ultrafiltro se tiene que f(V) = f(H) y por tanto H < V.
Si X C [w]“ entonces con En(X) se denota al conjunto de enumeraciones de X; es decir,
En(X) = {ex € “w: X € X}, donde ex(0) = min X y ex(n+1) = min X \ {ex(k): k < n}.
En [17], R. C. Solomon muestra que ningin ultrafiltro libre sobre w es generado por menos de
b conjuntos (es decir, b < u), aunque la prueba que utiliza se puede adaptar ficilmente para
probar el siguiente teorema mas general.

Teorema 2.6 (Solomon). Sean F un filtro y B una base para F. Si En(B) es acotado entonces
F es débil.

Prueba. Sea f € “w con (Vn € w) f(n) > n que acota a En(B). Se define de manera recursiva
la particién en intervalos II = {I,,: n € w} como Iy = [0, f(0)] y tal que si I,, esta definido y
my, = méxI, + 1 entonces I,11 = [my, f(my,)]. Para B € B con BN IL,41 = () se tiene que
eg(my) > f(my) ya que ‘B N (Uj<n Ly ‘ < my, asi el m,-ésimo elemento de B se encuentra
después del extremo derecho de I, y se obtiene la desigualdad. Entonces ningtin conjunto en
B evita a infinitos elementos de la particién, con lo cual IT muestra que F es débil. O

En particular todo filtro generado por menos de b conjuntos es débil, y por tanto no es
ultrafiltro, obteniendo el resultado original de Solomon. En [4] y [14] se menciona que P. Simon
prueba que no se puede mejorar la cota del teorema.
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Teorema 2.7 (Simon). FEziste un filtro F no débil y generado por b conjuntos.

Prueba. La prueba se hara en dos casos dependiendo de la relacion entre b y 0.

Primer caso: b < 0. Sea A = {f, € “w: a < b} una familia no acotada de funciones crecien-
tes tal que si @ < 8 < b entonces f, <* fg. Sea g € “w no decreciente y no dominada por la
familia A. Para cada o < b se define el conjunto X, = {n € w : fo(n) < g(n)} € [w]¥. Por la
propiedad de las funciones en A se tiene que si o < 3 < b entonces Xg C* X,. Por lo tanto la
familia X = {X,: a < b} es centrada. Sea F el filtro generado por la familia X"

Si F es débil, sea {[an,ant+1): n € w} una particién testigo. Sea h € “w una funcién con
h(k) = g(ant2) siy sélo si k € [ap,anyt1). Para cada a sea m, € w tal que para todo n > m,
existe x, € X4 N [an,ant1). Entonces fo(k) < fo(znt+1) < 9(xnt1) < glant2) = h(k) para to-
da k suficientemente grande. Asi la familia A estaria acotada por h, lo cual es una contradiccién.

Segundo caso: b = 0. Sea {II, = {[}: n € w} € IP: a < b} una familia dominante de
particiones en intervalos. Por induccién de longitud b se construyen conjuntos X, empezando
por Xy = Fr y tal que en el paso « si el filtro F, generado por X/, = U6<a X contiene un
conjunto disyunto a infinitos intervalos de II, entonces X, = X/. Si esto no ocurre, entonces
Xy = X, U{U, e I8, }- En cualquier paso la familia A, es centrada. Al final sea X =], X
y F el filtro generado por esta familia. Por construccién, F no es débil (para toda II parti-
cién en intervalos existe a < b tal que Il, domina a IT y en el paso « se agregé un elemento
a F que evita a infinitos elementos de I1, y, por tanto, de IT) y tiene una base de b conjuntos. [

El siguiente resultado combina la definicién de la relacién entre filtros de esta secciéon con el
cardinal g (Definicién 1.5) mostrando que los filtros que son generados por menos de g conjuntos
estan <-debajo de todos los demaés, salvo quiza los débiles.

Teorema 2.8. Sean F,H filtros. Si F no es débil y H estd generado por menos de g conjuntos
entonces H < F.

Prueba. Sea B base del filtro H tal que |B| < g. Para cada B € B se define el conjunto
gp={Xew®: BFeF)Va,ye X) [z,y) NF #0 — [z,y) N B # 0}. Ya que un elemento
comun a cada Gg induce una particiéon en intervalos testigo de H < F basta probar que cada
uno de estos conjuntos es grupalmente denso.

Sea B € B fijo. El conjunto Gp satisface la parte a) de la Definicién 1.5 (trivialmente es cerra-
do bajo subconjuntos y para las modificaciones finitas se usa que Fr C F). Sea Il = {I,: n € w}
una particion en intervalos. Sin pérdida de generalidad, cada intervalo tiene un elemento de B.
Como F no es débil, existen A € [w]|* y F € F tales que F NI, = () para cada n € A; sea
X = U, ca In- Para elementos z,y de X con [z,y)NF # (), la interseccién se da en un intervalo de
IT fuera de X, por tanto [z, y) incluye un elemento del conjunto B, concluyendo que X € Gg. [

Si b < g, entonces el tltimo par de teoremas implica que existe un filtro F que no es débil,
que es <-mayor a todos los débiles y <-menor a todos los demaés filtros, entonces el orden <
tiene dos clases consecutivas en su inicio.
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Caracterizacion de filtros débiles

El objetivo de esta seccién es dar algunas equivalencias a la definicién de filtro débil (Teo-
rema 2.13), la mayoria de ellas son parte del Teorema de Talagrand (el cual se encuentra en
[1]) y otras estdn en [3]. Algunas son propiedades topoldgicas, para poder llevar a cabo esto
se identifica a P(w) con “2 mediante las funciones caracteristicas, y donde “2 es el espacio de
Cantor, es decir, visto como el producto topolégico de 2 = {0,1} discreto, o también como las
ramas del drbol (2<% C), donde la topologia es generada por los conos, conjuntos de la forma
pl={fev2:f lp| = p} para cada p € 2<¥. Asi, cuando se mencione una propiedad topoldgica
de algin X C P(w) en realidad se estd refiriendo a la propiedad topolégica de la imagen de X
dentro del espacio de Cantor.

Definicién 2.9. Un par (z,1I) es un real segmentado si x € “2 y Il = {I,: n € w} € IP. Se
dice que y € “2 coincide con un real segmentado (x,I1) si (3*°n) ylI, = z|I,.

Sea (z,II) un real segmentado, entonces Mat(z, IT) denota al conjunto de todos los elementos
de “2 que coinciden con (z,II).

Las definiciones topoldgicas para subconjuntos de “2 serdan las candnicas a lo largo del texto;
por ejemplo, D C “2 es denso si intersecta a cada abierto no vacio del espacio “2, N C “2 es
nunca denso si el interior de su clausura es vacio, M C “2 es magro (o de primera categoria)
si estd contenido en la uniéon numerable de conjuntos nunca densos y C' C “2 es comagro si su
complemento es magro, o de manera equivalente, contiene una interseccién numerable de abier-
tos densos. Un conjunto X C “2 tiene la propiedad de Baire si existe un abierto O C “2 tal que
XAO = X\OUO\ X es magro. Ademsés, al pensar “2 como las ramas de 2<%, un conjunto N C “2
es nunca denso si y s6lo si para cada p € 2<% existe ¢ € 2<% que lo extiende y tal que [¢] "N = (.

Proposicién 2.10. Un conjunto M C “2 es magro si y sdlo si existe un real segmentado (x,1I)
tal que Mat(z,I1) N M = (.

Prueba. Por la definicién 2.9, se tiene que si (x, II) es un real segmentado con Il = {I,,: n € w}
entonces Mat(z,II) = (", U, >xly € “2: [, = y[I,}. Para n fija {y € “2: z[I, = y[I,} es un
abierto en “2, por lo tanto Un>k{y € “2: x|, = yllI,} es un conjunto denso y abierto y asi
Mat(z,IT) es comagro, con lo cual la existencia de (z,II) con Mat(z,I1) N M = @ es condicién
suficiente para que M sea magro.

Sea M C U,,c., Nn con cada N, nunca denso. Sin pérdida de generalidad se puede suponer
que N,, C N, 41 para cada n. Por induccién se construye un real segmentado (z,II = {I,,: n € w})
tal que (Vn € w)(Vy € Ny) z[I, # ylI, de la siguiente manera: Existe 0 & ¢ € ™2 y tal que
[g8] N Ny = 0; sea entonces Iy = [0,mg) ¥y Tl = q0; st In—1 = [an—1,an) y x|, estén de-
finidos, sea {p; : i € 2%} = ™2 el a,-ésimo nivel del arbol. Por induccién sobre i < 2™ se
escogen intervalos consecutivos J' C wy ¢ € 2<% tales que N,, no contenga una extensién de
p; U Ujgz' q;?b?. Entonces I,, = Ui<2an Jity x[Jl_n = qZ”[JZ_n para cada i < 2%*. Como zl;, =yl
implica la existencia de un 7 tal que ¢;'[ j» = x| n = y[ jn, entonces este real segmentado cumple
lo pedido. ' ' '
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Por tltimo, si y € Mat(z,II) se tiene que (3*°n) y ¢ N,,. Como {N,,: n € w} es C-mondtona
entonces (Vn) y ¢ Ny, concluyendo asi que y ¢ M. O

Proposicién 2.11. Un conjunto G C [w]|* es grupalmente denso si y sdlo si es cerrado bajo C*
Yy mo magro en “2.

Prueba. Primero una observacion: Sea 1 € “2 la funcién constante con valor 1. Sea X Cw y
IT = {I,,: n € w} una particién en intervalos. Finalmente, sea yx € “2 la funcién caracteristica
de X. Entonces yx € Mat(1,1II) si y sélo yx[; = 1 para infinitos n’s, esto es, si y sélo si la
unién de estos intervalos estd contenida en X.

Sea G C [w]¥ no magro en “2; por 2.10, para cada Il = {[,: n € w} € IP existe un y € G
(visto dentro de “2) tal que y € Mat(1,II); por la observacién esto significa que G cumple la
parte b) de la Definicién 1.5. Por otro lado si G C [w]¥ es grupalmente denso entonces, por la
observacién, para cada real segmentado de la forma (1,II) existe y € G N Mat(1,II), como G
es cerrado bajo C* también intersecta a cada Mat(z,IT) con |z~ ![{1}]| = w. Entonces por la
Proposicién 2.10 se tiene que G U [w]<“ no es magro (como se mencioné antes, en realidad esto
significa que la imagen del conjunto no es magro dentro de “2), como [w]<“ sf lo es (por ser
numerable), se concluye que G no es magro. O

El siguiente teorema es consecuencia inmediata de un resultado en teoria de la medida, co-
nocido como Ley 0-1 de Kolmogorov (la prueba se encuentra en [15]), el cual afirma que para
E C “2 un conjunto tail (es decir, tal que para cada z,y € “2 con x € E y © =* y entonces
y € E) se cumplen un par de disyunciones: Si E' es medible entonces su medida es cero o uno;
y si F tiene la propiedad de Baire entonces es magro o comagro.

Teorema 2.12 (Sierpiiski). Sea F C P(w) = “2 un filtro. Entonces ocurren las siguientes
dicotomias:

1) F tiene medida cero o es no medible.
11) F es magro o no tiene la propiedad de Baire.

Prueba. En virtud de la Ley 0-1 de Kolmogorov, ya que todo filtro es un conjunto tail puesto
que es libre, basta probar que ningun filtro tiene medida uno y ningun filtro es comagro. Sea
sw : “2 — “2 dada por sw(f)(n) =1 — f(n), la cual es un homeomorfismo y preserva medida. Si
existe un filtro F de medida uno entonces sw|F] C “2\ F también tiene medida uno, por tanto
no son ajenos, lo cual es una contradiccién. De manera similar, si F es un filtro comagro entonces
sw[F] C “2\ F es un conjunto comagro contenido en un conjunto magro, una contradiccién. [

En particular todo ultrafiltro libre & no es medible y no tiene la propiedad de Baire, pues
“2 =U U sw(U). Con todo lo anterior ya se puede mostrar el teorema principal de esta seccion.
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Teorema 2.13. Para un filtro F las siguientes condiciones son equivalentes.

1) F es débil.

11) En(F) es acotado.
1) {w\ F: F € F} no es grupalmente denso.

v) F C P(w) =“2 es magro.

v) F C P(w) 2“2 tiene la propiedad de Baire.

Prueba. Sean F un filtro débil y II = {I,,: n € w} una particién en intervalos testigo de su

debilidad; sea f € “w definida como f(n) = min{m € w: (Ik € w) Iy C [n,m)}. Si En(F) fuera
no acotado, existirfa F' € F tal que (3*°n € w) F'N[n, f(n)] = 0; entonces F evitarfa a infinitos

intervalos de II, contradiciendo la hipdtesis. Esto muestra que I) implica II), y como 2.6 implica
el reciproco entonces son equivalentes.

F es débil si y s6lo si F* = {w\ F: F € F} no cumple la parte b) de la definicién de
grupalmente denso (pues en ambos casos la particién testigo de una es también testigo de la
otra), y por el Teorema 2.11 esto es equivalente a que F* sea magro. Como la funcién sw es
homeomorfismo, F* es magro si y sélo si F lo es, con lo cual 1), IIT) y IV) son equivalentes.

Por ultimo, del Teorema 2.12 se tiene la equivalencia entre IV) y V). O






Cofinalidad de Ultraproductos

Sea F es un filtro sobre w y sean f, g € “w. Entonces se define la relacién f <z g si se cumple
con {n € w: f(n) <g(n)} € F (se define f <r g de manera similar). Asi, para cualquier par de
funciones f, g € “w se tiene que si f <r g para algun filtro F entonces f no domina a g, y si g
domina a f entonces f <r g para cualquier filtro F. Entonces se pueden dar definiciones de los
cardinales b y 0 méas generales, con un filtro F como parametro, de la siguiente manera:

b(F) =min{|B|: BC“w A (-3 f €“w) (Vg€ B) f=r g},
A(F)=min{|D|: DC“% A (Vfe“w)(TgeD) f<rg}

El filtro de los cofinitos recupera las definiciones originales, es decir, b(Fr) = by d9(Fr) = 0.
Ademas si U es ultrafiltro entonces b(U) = d0(U), puesto que <z es un orden total, es decir, para
cualquier par de funciones f,g € “w se tiene o bien f < g o bien g <y f. Este cardinal es la
cofinalidad del ultraproducto inducido por U, denotado por cf (“w/U), ya que en el conjunto de
clases de equivalencia “w/ ~y, con f ~y g < {n €w: f(n) =g(n)} €U, d(U) es la cofinalidad
del orden <. Para conocer mds sobre ultraproductos se recomienda consultar [2].

Proposicién 3.1. Sean h € FtO y F un filtro, entonces d(F) = 0(h(F)).

Prueba. Sea h € FtO. Se define h™! : w — w como h™!(z) = max h~[{x}] para x € Im(h),
y cero en otro caso.

Sea D una familia <r-dominante de tamano minimo con elementos no decrecientes; si f € “w,
seca g€ Dtalque X ={ncw: (foh)(n) <g(n)} e F,sean e X ym = h(n), entonces se
tiene que f(m) = (f o h)(n) < g(n) < g(h~1(m)) = g o h=1(m). Asi AIX] C {m € w: f(m) <
(goh™1)(m)} € h(F)y D' ={goh™': g € D} es <j,(r)-dominante, por lo tanto d(F) > d(h(F)).

Reciprocamente, sea D' una familia < r)-dominante de tamano minimo cuyos elemen-
tos son funciones no decrecientes. Para cada f € “w se elige una funcién g € D', y sea
X={necw: (fohHn) <gn)} e nF). Sime h[X] se tiene f(m) < f(h~t(h(m)))
(f o h™h)(h(m)) < g(h(m)) = g o h(m). Asi h™'[X] € {m € w: f(m) < (goh)(m)} € F
D ={goh:ge D} es <rp-dominante, concluyendo con d(F) < d(h(F)).

[0~

Una demostracién similar prueba que b(F) = b(h(F)) para cada h € FtO, pero con la an-
terior basta para implicar que si U,V son dos ultrafiltros tales que f(U) = f(V) para alguna
funcién f finito-a-uno entonces estos ultrafiltros tienen la misma cofinalidad.

15
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Definicién 3.2. Dos ultrafiltros U,V son casi-coherentes si existe f € FtO con f(U) = f(V).

Esta definicién es equivalente a que U < V, con < el pre-orden definido en 2.1. Ademas, es
equivalente a que exista un par de funciones g,h € FtO tal que g(id) = h(V). En efecto, sean
A, B C w disyuntos con A € Y y B=w\ A € V (si estos conjuntos no existen es porque U =V,
en cuyo caso la equivalencia es trivial). Sea f € “w definida como f[4 = gla v flg = hlp, la
cual es una funcién finito-a-uno porque g y h lo son. Ahora, si X € f(U) entonces f [ X]NA € U
y como f71X]NA =g 'N A entonces g~'[X] € U, con lo cual X € g(U); esto muestra que
f(U) = g(UU). De manera similar se muestra que f(V) = h(V) concluyendo que f(U) = f(V).

Por su definicién, b < cf (“w/U) < d para cada ultrafiltro Y. Ademds, en [10] se muestra
que es consistente que b < ? y que para cada cardinal regular x que satisface b < k < 0 existe
un ultrafiltro U con cf (“w/U) = k. En ZFC se puede probar que g es una cota inferior para
cualquier cofinalidad. Al igual que en la Proposicién 1.6, para cada X € [w]“ se define vx € “w
dada por vx(n) = min{z € X: z > n}.

Teorema 3.3. Para cada ultrafiltro libre U sobre w se tiene que cf (“w/U) > g.

Prueba. Sea U un ultafiltro libre y C C “w cofinal respecto al orden <;;. Para cada f € C
se define Gy = {X € [w]*: f <y vx}. Como C es cofinal, no existe un elemento comin a todos
los Gy’s. Ademds es claro que cada Gy es cerrado bajo modificaciones finitas (pues U es libre) y
bajo subconjuntos infinitos (pues si Y C X entonces vx < vy).

Para mostrar que cada Gy es una familia grupalmente densa, y asi concluir la prueba, sea
IT = {I,: n € w} una particién en intervalos. De manera inductiva se eligen intervalos I,,, € II
tales que min I, ,, > méx{f(z): x < méx I, }. Sean X,Y la unién de los I,,,’s con k par e impar
respectivamente. Para cualquier natural m € (méx [,_1, max I,] se tiene que f(m) < vz(m),
con Z € {X,Y}. Esdecir,  mew : f(m) <vx(n)fU{mew : f(m) <wvy(n)} es cofinito.
Por lo tanto, X o Y pertenece a Gy. O

Anteriormente se mostré que g < 0, esto se puede mejorar pues, como se muestra en [9],
existe un ultrafiltro U con cf (“w/U) = cf(d). Asi, por el teorema anterior, se tiene que g < cf(?).

Un conjunto X € [w]¥ es pseudo-interseccion de una familia A C [w]* si X C* A para toda
A € A. Un ultrafiltro U es llamado pseudo-P,.-punto si toda familia F C U con |F| < k tiene
una pseudo-interseccién. Si ademads cada familia tiene pseudo-interseccién que pertenece a U, el
ultrafiltro U es llamado Py-punto.

Proposicién 3.4 (Nyikos). SiU es un pseudo-P,-punto y k > b, entonces cf (“w/U) = b.

Prueba. Sean U, k como en las hipotesis y C C “w una familia no acotada de tamano b con
elementos no decrecientes. Se mostrard que C es cofinal para <;. En efecto, si esto no ocu-
rre existe h € “w con My = {n € w: g(n) < h(n)} € U para cada g € C. Por tanto existe
X € [w]* con X \ M, finito. Luego, existe f € C y A € [w]¥ tal que para cada n € A se tiene
h(vx(n)) < f(n) < f(vx(n)), con lo cual vx[A] C X \ My, lo cual es una contradiccién pues vx
es finito-a-uno. O
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Teorema 3.5. Sild es un pseudo-P,-punto entonces s > k.

Prueba. Sea U tal filtro y S C P(w) una familia con menos de x elementos. Para cadaY € S
sea Y’ € {Y,w\ Y} el conjunto que estd en U (el cual existe y estd bien definido por ser U un
ultrafiltro). Por hipétesis, existe X € [w]* con X \ Y’ finito para todo Y € S; de esto se tiene
que ningun elemento de la familia S divide a X, obteniendo la desigualdad. ]

En [8] se muestra que es consistente con ZFC que b = X, y exista un Py,-punto; al combinar
el par de resultados anteriores con éste se tiene que, consistentemente, existe un ultrafiltro ¢/ con
cf (“w/U) < s. El siguiente resultado afirma que cualquier par de ultrafiltros con esta propiedad
es casi-coherente.

Teorema 3.6. Si U y V son dos ultrafiltros libres sobre w tales que cf (“w/U),cf (“w/V) < s,
entonces son casi-coherentes.

Prueba. Sean U y V tales ultrafiltros y sean C,C’ C “w familias de funciones crecientes de ta-
mafo menor a s, los respectivos testigos para cf (“w/U) , cf (“w/V) < s. A cada par (g,9’) € CxC’
se le asocia la funcién tal que n — méx{g(n), ¢'(n)}. Sea D el conjunto de todas estas funciones.
Asi, para cada f € “w existe h € D tal que ambas desigualdades, f <y hy f <y h, se cumplen.

Sea h € D fijo. Sea Il = {I,,: n € w} € IP tal que h(x) < min I,,;1, para toda x < min I,. Sea
i € “w la funcién tal que i(x) = n siy sélo si x € I,. Demostrando por contradiccién, se tiene

que si i(U) y (V) son ultrafiltros distintos, entonces existe un conjunto X C w con X € i(U) y
w\ X €i(V). Por tanto A = J{In:neX}eUy A =U{In:n¢ X} V.

Sea j € “w con j(z) = i(x)+ 1. De manera anéloga, como j(U) # i(V) se muestra que existen
dos conjuntos, B € U y B’ € V, ambos uniones de intervalos de II, tales que si I,, C B entonces
I,+1 N B’ = (). Respectivamente, como i(U) # j(V) existen C € U y C' € V tales que si I, C '
entonces I,, 11 NC = (.

Sean D = ANBNC eldy D = AnB NC" € V. Entonces para cada I, C D se
cumple que I,_1ND' = I,ND =1I1,,,ND =10. Sean E = | J{I,UIp41: I, C D}y
E' ={I,UL,1: I, C D'} los cuales, por lo anterior, son disyuntos.

Para X C w infinito con vx <; h se tiene que {k € w: vx(k) < h(k)} contiene infinitos
k’s del conjunto D (pues ambos son elementos de U), para estos k’s vx (k) € [k, h(k)] N X; por
construccion de la particién, el elemento vx (k) se encuentra o bien en el intervalo donde esté k
o bien en en intervalo de la derecha, en cualquier caso se encuentra en E (pues k € D). Por lo
tanto X N E es infinito. De manera similar, si vx <y h entonces X N E’ es infinito, y por tanto
X \ E también.

Finalmente, para cada h € D los argumentos anteriores producen un conjunto Ej con las
respectivas propiedades. Como para cualquier X C w infinito existe h € D con vx <y h'y
vx <y h, entonces existe un E} que lo divide; asi, {E}: h € D} es una familia divisora, pero
esto es absurdo pues |D| < s. O

El siguiente teorema es el dual del anterior, ocupando el cardinal «.
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Teorema 3.7. Si U y V son dos ultrafiltros libres sobre w tales que cf (“w/U) ,cf (“w/V) > t,
entonces son casi-coherentes.

Prueba. Sean U,V tales ultrafiltros. Con el objetivo de llegar a una contradiccién se su-
pondréa que no son casi-coherentes. Sea R una familia indivisible de tamano minimo y considere
la familia de funciones vr para cada R € R; esta familia no es cofinal en < ni en <y, pues
tiene tamano t, por tanto existe una funcién h tal que para todo R € R cumple con vg <y h
v Vr <y h. Sea F el conjunto producido por la prueba del Teorema 3.6 para esta funcién h, se
tiene que E divide a todos los conjuntos de R, lo cual es absurdo. ]

Asi, se tiene que v < s implica la existencia de a lo méas dos clases de casi-coherencia en
ultrafiltros. En [7] se muestra que consistentemente existen dos.

El Principio de Casi-coherencia para ultrafiltros, denotado por NCF, afirma que existe una
sola clase de casi-coherencia. En [5] se puede encontrar méas sobre este principio. En particular
NCF implica que ? es regular, lo cual sirve para probar el siguiente resultado.

Proposicién 3.8. Ningun ultrafiltro U satisface v < cf (“w/U) < s.

Prueba. Por contradiccién. Si existe un ultrafiltro ¢ con tal propiedad entonces para cual-
quier otro ultrafiltro V se tiene o bien v < cf (“w/V) o bien cf (“w/V) < s, en cualquier caso V
es casi-coherente con U y la cofinalidad de todo ultrafiltro se encuentra estrictamente entre t
y §. En particular NCF se cumple y por tanto ? es regular, pero como existe un ultrafiltro W
cumpliendo con cf (“w/W) = cf(d) = 0, se tiene que 0 < s, una contradiccién. O

Implicaciones de u < g

El cardinal g, y las familias grupalmente densas, fueron introducidas por A. Blass y C.
Laflamme en [6] al encontrar una propiedad combinatoria (u < g) que implica algunas de las
afirmaciones que Shelah demostré consistentes usando modelos con Forcing. En esta tltima par-
te se mencionaran algunas de ellas.

El Principio de Dicotomia para Filtros (FD) afirma que todo filtro o es débil o es casi-ultra,
es decir, el orden < consta solamente de dos clases. Y como ya se menciond, el Principio de
Casi-Coherencia para Filtros (NCF) afirma que todo par de ultrafiltros es casi-coherente; esto
es, en términos del orden <, existe una tnica clase maximal. Como u < g implica la existencia de
un ultrafiltro U con una base de tamano menor que g y b < u < g entonces, por la observacién
hecha después del Teorema 2.8, el orden < consta de dos clases, la de los débiles y la consecutiva
inmediata, donde se encuentra el ultrafiltro /. Entonces se tiene que u < g implica a FD que a
su vez implica a NCF.

Blass pregunté por las implicaciones inversas de estos principios. En [16] H. Mildenberger
y S. Shelah muestran que NCF no implica a FD. Continua siendo un problema abierto saber
si FD implica a u < g. El Teorema 3.9, presentado por Laflamme en [13], muestra que u < g
implica algo cercano a FD. Blass mostré en [4] que el reciproco del Teorema 3.9 es verdadero.
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Teorema 3.9. La desigualdad u < g es equivalente a la siguiente proposicion: Para toda familia
no vacia A C [w]¥ cerrada bajo C* existe f € FtO tal que o f(A) = Fr, o f(A) es ultrafiltro, o

f(A) = [w]*.

Si u < g, casi todos los cardinales de la primera seccion colapsan en 1t o en g.

Teorema 3.10. Siu < g (o sélo FD) entonces b=u y 0 =c.

Por el Teorema 2.7 existe un filtro no-débil F generado por b conjuntos. Suponiendo a FD,
sea f € FtO tal que f(F) es un ultrafiltro, el cual estd generado por b conjuntos pues la imagen
de la base de F es una base para f(F). Asi u < b, como b < u ocurre por el Teorema 2.6,
entonces se tiene la primera igualdad.

Sea D C “w dominante de tamano 0 y cuyos elementos son funciones crecientes. Para cada
[ € D se construyen Ay, By C [w]“ de la siguiente manera: sea {a, : n € w} una sucesién
creciente de naturales con ag = 0y ant1 > f(an), entonces Ay = J{[aan, @ant1): 1 € W}y
B¢ = U{[a4n+2, aan+3): n € w}. Por construccion, este par de conjuntos ajenos cumple que todo
intervalo de la forma [z, f(x)] no intersecta a ambos, esto es, [z, f(z)|NC #0 — [z, f(z)] C C
para cada C' € {Af, By}. Sean Uy, Vy ultrafiltros con Ay € Uy y By € Vy. Se define el filtro F
como F = () (UrNVy).

feD

F es débil. En efecto, de no serlo sea g € FtO con g(F) ultrafiltro y sea f € D tal que
eventualmente f(n) > maxg~!(g(n)). Para todo natural k suficientemente grande se tiene que
existe un natural n con g~ '{k} C [n, f(n)). Por lo tanto sélo finitas fibras de g intersectan a Ay
y By de manera simultanea, con lo cual g[A¢] N g[By] es finito, asi g(Uy) y g(Vy) son distintos,
pero ambos incluyen al ultrafiltro g(F), lo cual es absurdo.

Sea f € FtO con f(F) = Frysea X C [w]¥ una familia casi-ajena de tamano c. Para X € X
se tiene que w \ X ¢ f(F) (pues X es infinito), asf w \ f~[X] ¢ F, luego existe g € D con
Wx € {Uy,V,} con w\ f71[X] ¢ Wx, es decir, f71[X] € Wx.

Para X,Y € X distintos se tiene que f~1[X] N f~1[Y] es finito, con lo cual Wx # Wy, asi
se tiene una funcién ¢ : X = {U, ,V,: g € D} la cual es uno-a-uno. Por tanto ¢ < 9 y se tiene
la otra igualdad. 0

La prueba de que u < g implica a 9 = g ocupa varios resultados NCF y se puede encontrar
en [4]. Asi, deu< gsesiguiequeb=tr=u<g=0=i=c.
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