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Tesis:

FUNTORES DE GREEN EN BICONJUNTOS Y SUS DISTINTAS
DEFINICIONES

Que para obtener el grado de Maestro en Ciencias Matemáticas
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Resumen:
En esta tesis se darán dos definiciones de categoŕıas de biconjuntos, y las definiciones de
funtores de Green asociadas a cada una de ellas. El objetivo de este trabajo sera ver la
equivalencia de las dos definiciones de funtores de Green en biconjuntos cuando se den las
hipótesis necesarias.

Abstract:
In this thesis, we give two definitions of bisets categories and the definition of the Green
funtors associated to each of them. The aim of this document is to proof the equivalence of
the two definitions of Green functors in biset when the necessary hypotheses are given
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Introducción

A finales del siglo XX, el matemático Serge Bouc, dio la definición de una categoŕıa de
biconjuntos y la definición de funtores de Green en biconjuntos en el libro [1], la cual está
inspirada en la definición de un funtor de Green, y para ello necesitó pedir que la categoŕıa
de biconjuntos con la que se trabaja sea repleta, y cerrada bajo producto. Pidiendo estas
caracteŕısticas en las categoŕıas, se facilita el manejo de estos funtores, ya que las categoŕıas
son lo mejor posible.
Al inicio del siglo XXI los matemático Robert Boltje, Alberto G. Raggi Cárdenaz, y Luis
Valero dieron otra definición de una categoŕıa de biconjuntos, inspirada en la definición de
una subcategoŕıa de biconjuntos admisible, dada por Serge Bouc en [1], y también dieron otra
definición de funtores de Green, la cual publicarón en [5]. Las ventajas de estas definiciones
es que son más generales que las anteriores, ya que estas categoŕıas de biconjuntos contiene
a las categoŕıas de biconjuntos definida por el Dr. Bouc. Por otro lado es más complicado
trabajar con estas definiciones.
El objetivo de esta tesina es demostrar que las dos definiciones de funtores de Green en
biconjuntos, son equivalentes cuando las dos definiciones de funtores de Green tiene sentido
en una categoŕıas de biconjuntos.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

En esta tesina supondremos que los grupos son de orden finito, que R es un anillo con
unidad, y que las R-álgebras tienen unidad. Primero daremos la definición del anillo de
Burnside, ya que aparece en varias de las siguientes definiciones, y además podemos definir
un ejemplo de un Funtor de Green usando este anillo.

Definición 1.0.1. Dado un grupo finito G, el anillo de Burnside de G, denotado por B(G), se
define como el grupo abeliano libre generado por las clases de isomorfismo de G-conjuntos
finitos módulo el subgrupo

〈[X t Y ]− [X]− [Y ] | X,Y G-conjuntos finitos 〉,

donde [X] denota la clase de isomorfismo deX. El grupoB(G) tiene estructura multiplicativa
dada por

[X] · [Y ] = [X × Y ],

y a los elementos de B(G) les llamaremos G-conjuntos virtuales.

Definición 1.0.2. Dados G y H dos grupos, un (G,H)-biconjunto, es un conjunto X con una
acción de G por la izquierda y una acción de H por la derecha, de tal forma que las acciones
conmutan, es decir g · (x · h) = (g · x) · h para todas g ∈ G, h ∈ H y x ∈ X. Lo denotaremos
por GXH .
Decimos que el biconjunto GXH es transitivo si dado x ∈ X, todo elemento en X puede
escribirse como gxh para algunos g ∈ G y h ∈ H.

Dado un (G,H)-biconjunto GXH , Al conjunto X se le puede dar estructura de G×H-
conjunto, con la acción

· : (G×H)×X −→ X

((g, h), x) 7−→ gxh−1.
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Aśı que, si GXH es transitivo, entonces es isomorfo como (G × H)-conjunto a G × H/ D,
para algún D subgrupo de G×H.

Definición 1.0.3. Dados G y H grupos. Decimos que los biconjuntos GXH y GYH son iso-
morfos como (G,H)-biconjuntos, si existe una función biyectiba α : X −→ Y , tal que
α(gxh) = gα(x)h, para todos g ∈ G, h ∈ H y x ∈ X.

Definición 1.0.4. Dados G, H y K grupos, un (G,H)-biconjunto GXH y un (H,K)-bicon-
junto HYK . Sean x ∈ X y y ∈ Y , definimos a (x,H y) := {(xh, h−1y) | h ∈ H}, y al conjunto
de todas las órbitas los denotaremos como GXH ◦H YK ,

GXH ◦H YK := {(x,H y) | x ∈ X, y ∈ Y }.

Y este conjunto es un (G,K)-biconjunto con la acción

g · (x,H y) · k := (gx,H yk).

Ejemplo 1.0.5. Dados G, H grupos y un homomorfismo de grupos ϕ : G −→ H, a H se le
pueda dar estructura de (H,G)-biconjunto con la acción

H ×H ×G −→ H

(h, x, g) 7−→ hxϕ(g),

a este biconjunto se le denotarácomo HHϕG y en caso de no causar confusión se le deno-
tarácomo Hϕ. Notemos que HHϕG es transitivo y que

HHϕG
∼=

H ×G
{(h, ϕ(h)) | h ∈ H} .

como (H,G)-biconjunto.
Además a H también se le puede dar estructura de (G,H)-biconjunto, con la acción

G×H ×K −→ H

(g, x, h) 7−→ ϕ(g)xh,

el cual lo denotaremos como GϕHH . Notemos que también es transitivo, y

GϕHH
∼=

G×H
{(ϕ(h), h) | h ∈ H}

como (G,H)-biconjunto.

Notación 1.0.6. Daremos la notación de algunos de los biconjuntos más importantes para
esta tesina, pues se usarán con regularidad
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Sea H un subgrupo de G, i la inclusión de H en G, entonces al (H,G)-biconjunto
HiGG, lo denotaremos por ResGH .

Sea H un subgrupo de G, i la inclusión de H en G, entonces al (G,H)-biconjunto
GGiH , lo denotaremos por IndGH .

Sea N un subgrupo normal de G. entonces al (G,G/N)-biconjunto GπG/NG/N donde
π : G −→ G/N es la proyección, lo denotaremos como InfGH/N .

Sea N un subgrupo normal de G. entonces al (G/N,G)-biconjunto G/NG/NGπ donde
π : G −→ G/N es la proyección, lo denotaremos como DefGH/N .

Dados G, H grupos y ϕ : G −→ H un isomorfismo, entonces al (G,H)-biconjunto
GϕHH , lo denotaremos como Iso(ϕ), o IsoHG si el isomorfismo ϕ es claro en el contexto.

Definición 1.0.7. (El producto ∗). Sean G, H, y K grupos, Para los subgrupos E ≤ G×H,
y F ≤ H ×K, definimos

E ∗ F := {(g, k) ∈ G×K | ∃h ∈ H, tal que (g, h) ∈ E ∧ (h, k) ∈ F}.

Proposición 1.0.8. Dados G, H y K grupos. Sean α : H −→ G y ϕ : K −→ H homomorfis-
mos de grupos, entonces

KϕHH ◦Hα GG ∼=Kα◦ϕ GG como (K,G)-biconjuntos.

GGαH ◦H HϕK
∼=G Gα◦ϕK como (G,K)-biconjuntos.

Demostración. La siguientes funciones son isomorfismo de biconjuntos

f :Kϕ HH ◦Hα GG −→Kα◦ϕ GG

(h,H g) 7−→ α(h)g.

g : GGαH ◦H HϕK −→G Gα◦ϕK

(g,H h) 7−→ gα(h).

Proposición 1.0.9. Dados G, H y L grupos. Sean α : H −→ G y ϕ : H −→ L homomorfismos
de grupos, entonces

GGαH ◦Hϕ LL ∼=
G× L

{(α(h), ϕ(h)) | h ∈ H}
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Demostración. La siguiente función es un isomorfismo de (G,L)-biconjuntos

f :G GαH ◦Hϕ LL −→
G× L

{(α(h), ϕ(h)) | h ∈ H}
(g,H l) 7−→ (g, l).

Proposición 1.0.10. Dados G, H y K grupos. Sean ϕ : H −→ G y α : K −→ G homomor-
fismos de grupos, entonces

HϕGG ◦G GαK
∼=Hϕ GαK .

Demostración. Definamos a

f :Hϕ GG ◦G GαK −→Hϕ GαK

(g,G l) 7−→ gl.

Notemos que h · f(g,G l) · k = ϕ(h)glα(k) = f(h · (g,G l) · k), para todos h ∈ H, k ∈ K y
g, l ∈ G, no es dif́ıcil demostrar que f es un isomorfismo de (H,K)-biconjuntos.

Definición 1.0.11. Dado un grupos G. Decimos que (B,A) una sección de G, si B ≤ G y A
es un subgrupo normal de B.

Lema 1.0.12. (Descomposición de Bouc ) Sean G y H grupos, si L es un subgrupo de H×G,
entonces existen secciones (D,C) y (A,B) de H y G respectivamente, tales que existe un
isomorfismo de grupos f : C/D −→ B/A tal que

G×H
L

∼= IndGD ◦ InfDD/C ◦ Iso(f) ◦DefBB/A ◦Res
G
B.

Demostración. La demostración se encuentra en [1].
Dados H y G grupos, y L un subgrupo de H ×G, definiremos los siguientes conjuntos

P1(L) = {h ∈ H | ∃ g ∈ G tal que (h, g) ∈ L},
P2(L) = {g ∈ G | ∃ h ∈ H tal que (h, g) ∈ L},
K1(L) = {h ∈ H | (h, 1) ∈ L},
K2(L) = {g ∈ G | (1, g) ∈ L}.

No es dif́ıcil demostrar que P1(L) y P2(L) son subgrupos de H y G respectivamente, y que
Ki(L) es un subgrupo normal de Pi(L) para i = 1, 2.
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Lema 1.0.13. (Formula de Mackey para biconjuntos): Dados G, H y K grupos. Si L es un
subgrupo de H × G, y M es un subgrupo de K × G. entonces existe un isomorfismo de
(K,G)-biconjuntos entre

K ×H
M

◦ H ×G
L

∼=
⊔

h∈[P2(M)\H/P1(L)]

K ×G
M ∗(h,1) L

donde [P2(M) \H/P1(L)] es un conjunto de representaste de las clases dobles.

Demostración. La demostración se puede ver en [1]

Definición 1.0.14. Dado una clase de grupos finitos Ω, y para todos H y G en Ω, damos
un subconjunto Θ(H,G) del conjunto de todos los subgrupos de H × G, y tales conjuntos
cumplen que:

Para todos G, y H elementos de Ω, el conjunto Θ(G,H) es cerrado bajo H × G-
conjugación, i.e. si X está en Θ(G,H), entonces (g,h)X está en Θ(G,H), para todo
(g, h) ∈ G×H.

Para todos G, H, y K en Ω, si E es elemento de Θ(G,H), y F elemento de Θ(H,K),
entonces E ∗ F es elemento de Θ(G,K).

Además, para todo G en Ω, el subgrupo

∆(G) := {(g, g)|g ∈ G}

es elemento de Θ(G,G).

Podemos definir una categoŕıa D(Ω,Θ), tal que los Objetos de D son los elementos de
Ω, y para todos H y K en Ω, podemos definir

HomD(H,K) =
〈⌊

K ×H
E

⌋
| E ∈ Θ(K,H)

〉
Z
⊆ B(K ×H),

donde la composición es la extensión lineal de la definición 1.0.13, y la identidad enHomD(G,G),
es el elemento G×G/∆(G). A esta categoŕıa la llamaremos una categoŕıa de biconjuntos.

A los funtores que van de la categoŕıa D = D(Ω,Θ) a la categoŕıa de los R-módulos, los
llamamos funtores de biconjuntos, y a la clase de estos funtores la denotaremos por FD,R

Decimos que una categoŕıa D = D(Ω,Θ) es repleta si se cumplen las siguientes condi-
ciones

Para todo G y H elementos de Ω, se tiene que Θ(G,H) es el conjunto de todos los
subgrupos de G×H.

Para todoH elemento de Ω, y para todos subgrupos L yK deH tales que L E K E H,
si un grupo T es isomorfo a K/L entonces T está en Ω





Caṕıtulo 2

Funtores de Green

En este capitulo daremos dos definiciones de funtores de Green en biconjuntos. A pesar de
que cada una de estas definiciones tiene diferentes hipótesis sobre la categoŕıa de biconjuntos,
daremos una demostración de que las dos definiciones son equivalentes bajo las hipótesis
adecuadas.
Dados H, K grupos y un homomorfismo de grupos ϕ : H −→ K, denotaremos como:

Dϕ := {(h, ϕ(h)) | h ∈ H},
ϕD := {(ϕ(h), ) | h ∈ H}.

Primero daremos la definición dada por Bouc en el libro [1].

Definición 2.0.1. Sea D = D(Ω,Θ) una categoŕıa de biconjuntos, Sea A ∈ FD,R, decimos
que A es un funtor de Green en biconjuntos si :

1. Para todo H ∈ Ω, se tiene que A(H) es una R-álgebra unitaria, y si para todo ϕ :
H −→ K homomorfismo de grupos tal que Dϕ ∈ Θ(H,K) se tiene que

A

(
H ×K
Dϕ

)
: A(K) −→ A(H)

es homomorfismo de R- álgebras.

2. Las Fórmulas de Frobenius
Dados H y G en Ω, y ϕ : H −→ K homomorfimso de grupos tal que si Dϕ está en
Θ(H,K) y si ϕD está en Θ(K,H), entonces que para todo a ∈ A(H) y para todo
b ∈ A(K): (

A

(
K ×H
ϕD

)
(a)
)
· b = A

(
K ×H
Dϕ

)(
a ·
(
A

(
H ×K
Dϕ

)
(b)
))
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y

b ·
(
A

(
K ×H
ϕD

)
(a)
)

= A

(
K ×H
ϕD

)((
A

(
H ×K
Dϕ

)
(b)
)
· a
)

Ahora daremos la Definición de funtor de Green dada en el articulo [5],

Definición 2.0.2. Dada una categoŕıa de biconjuntos D = D(Ω,Θ), Decimos que una función
τ es natural por la izquierda, si para todos H, L, G en Ω, y α ∈ HomD(G,L), se tiene que
el siguiente diagrama conmuta

A(G)×A(H)

(A(α),IdH)
��

τ // A(G×H)

A(α×IdH)
��

A(L)×A(H) τ // A(L×H).

Análogamente podemos definir que una función sea natural por la derecha. Decimos que una
función es natural si es natural por la izquierda y por la derecha.

Definición 2.0.3. Sea D = D(Ω,Θ) una categoŕıa de biconjuntos repleta y cerrada bajo
productos, y sea A ∈ FD,R. Decimos que A es funtor de Green en bicojuntos si para todo
G, y H elementos de Ω, existe un función R-lineal y natural

× : A(G)×A(H) −→ A(G×H),

tal que satisface:

1. Dados G, H, K elementos de Ω, y f : (G×H)×K −→ G× (H ×K) el isomorfismo
canónico. Se tiene que para todos a ∈ A(G), b ∈ A(H) y c ∈ A(K)

A(f)((a× b)× c) = a× (b× c).

2. Existe un elemento ε en A(1) tal que

A(G1×G1×G)(ε× a) = a = A(GG× 1G×1)(a× ε),

para todo G elemento de Ω

Teorema 2.0.4. Sea D = D(Ω,Θ) una categoŕıa de biconjuntos repleta y cerrada bajo pro-
ducto. Entonces la Definición 2.0.3 es equivalente a la Definición 2.0.1.

Demostración. Para demostrar que la Definición 2.0.1 implica la Definición 2.0.3 primero
tenemos que definir la función ×. Sean G, y H elementos de Ω, entonces definimos la función

× : A(G)×A(H) −→ A(G×H)
(a, b) 7−→ A(G×HP2GG)(a) ·A(G×HP1HH)(b).

Donde P1 y P2 son la primera proyección y la segunda proyección respectivamente. Ahora
demostraremos que × cumple con todas las propiedades de la Definición 2.0.3:
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R-bilineal.
Dados G, y H elementos de Ω, la función

× : A(G)×A(G) −→ A(G×H)

es R-lineal, ya que A(G×HP1HH) y A(G×HP2GG) son homomorfismo de R-álgebras.

Naturalidad.
Por la bilinealidad de ×, basta demostrar la naturalidad para los biconjuntos transiti-
vos. Primero demostraremos que × es natural por la izquierda.
Sean G, H, y L elementos de Ω, y LXG un (L,G)-biconjunto. Ahora demostremos que
el siguiente diagrama conmuta

A(G)×A(H)

(A(LXG),IdH)
��

× // A(G×H)

A(L×HX×HG×H)
��

A(L)×A(H) × // A(L×H),

es decir, lo que debemos demostrar es que

A
(
L×HP1LL ◦L XG

)
(a) ·A(L×HP2HH)(b)

es igual a

A (L×HX ×HG×H)
(
A(G×HP1GG)(a) ·A(G×HP2HH)(b)

)
.

Notemos que los elementos de la descomposición de Bouc (Lema 1.0.12) se ven de
la forma LϕGG con ϕ : L −→ G un homomorfimo de grupos, o de la forma LLρG
con ρ : G −→ L un homomorfismo de grupos. Ahora demostraremos que el diagrama
anterior conmuta para todos los elementos en la descomposición de Bouc.

1. Primer caso LϕGG.

A(G)×A(H)

(A(LϕGG),IdH)
��

× // A(G×H)
A(
L×H(ϕ,1)G×HG×H)

��
A(L)×A(H) × // A(L×H).

Sean a en A(G), b en A(H), por hipótesis A
(
L×H(ϕ,1)G×HG×H

)
es un homo-

morfismo de R-álgebra, aśı que

A
(
L×H(ϕ,1)G×HG×H

) (
A(G×HP1GG)(a) ·A(G×HP2HH)(b)

)
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es igual a

A
(
L×H(ϕ,1)G×HG×H ◦G×HP1 GG

)
(a) ·A

(
L×H(ϕ,1)G×HG×H ◦G×HP2 HH

)
(b).

Ahora por la Proposición 1.0.8

L×H(ϕ,1)G×HG×H ◦G×HP1 GG ∼=L×HP1◦(ϕ,1) GG
∼=L×Hϕ◦P1 GG,

como (L×H,G)-biconjuntos, y

L×H(ϕ,1)G×HG×H ◦G×HP2 HH
∼=L×HP2 HH

como (L×H,H)-biconjuntos. Por lo tanto

A
(
L×H(ϕ,1)G×HG×H

) (
A(G×HP1GG)(a) ·A(G×HP2HH)(b)

)
es igual a

A
(
L×HP1LL ◦Lϕ GG

)
(a) ·A(L×HP2HH)(b).

Por lo tanto el diagrama conmuta.

2. Segundo caso LLρG.
Tenemos el siguiente diagrama

A(G)×A(H)

(A(LLρG),IdH)
��

× // A(G×H)
A(L×HL×H(1,ρ)G×H)
��

A(L)×A(H) × // A(L×H).

Sean a ∈ A(G), y b ∈ A(H). Si seguimos el diagrama, obtenemos

(A (LLρG) (a))× b = A
(
L×HP1LL ◦L LρG

)
(a) ·A

(
L×HP2HH

)
(b),

y que

A
(
L×HL×H(ρ,1)

G×H

)
(a× b)

es igual a

A
(
L×HL×H(ρ,1)

G×H

) (
A
(
G×HP1GG

)
(a) ·A

(
G×HP2HH

)
(b)
)
.
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Notemos que por la Proposición 1.0.8

L×HP2HH
∼=G×H(ρ,1) L×HL×H ◦L×HP2 HH .

De donde concluimos que

A
(
L×HL×H(ρ,1)

G×H

) (
A
(
G×HP1GG

)
(a) ·A

(
G×HP2HH

)
(b)
)

es igual a

A
(
L×HL×H(ρ,1)

G×H

) (
A
(
G×HP1GG

)
(a) ·A

(
G×H(ρ,1)L×HL×H ◦L×HP2 HH

)
(b)
)
.

Usando Frobenius, lo anterior nos queda

A
(
L×HL×H(ρ,1)

G×H ◦G×HP1 GG
)

(a) ·A
(
L×HP2HH

)
(b),

notemos que por las proposiciones 1.0.8 y 1.0.9 tenemos que

L×HL×H(ρ,1)
G×H ◦G×HP1 GG y L×HP1LL ◦L LρG

Son isomorfos como ((L×H), (G))- biconjuntos, por lo tanto el diagrama anterior
conmuta.

De donde concluimos que el diagrama conmuta con todos los elementos de la descom-
posición de Bouc, Ahora demostraremos que si el diagrama conmuta para el (L,G)-
biconjunto LXG y para el (G,N)-biconjunto GWN , entonces el diagrama conmuta para
LXG ◦GWN . Primero notemos que los siguientes conjuntos

LXG ◦GWN ×H HH y L×H(X ×H)G×H ◦G×H (W ×H)N×H

son isomorfos como ((L×H), (N ×H))- biconjuntos, con el isomorfismo

LXG ◦GWN ×H HH −→L×H (X ×H)G×H ◦G×H (W ×H)N×H
((x,G w), h) 7−→

(
(x, 1),G×H (w, h)

)
Por un lado tenemos que

A (L×HX ◦W ×HN×H)
(
A(G×HP1GG)(a) ·A(N×HP2HH)(b)

)
.

es igual a

A (L×H(X ×H)G×H ◦G×H (W ×H)N×H)
(
A(G×HP1GG)(a) ·A(N×HP2HH)(b)

)
,
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ya que el diagrama conmuta para GWN , entonces es igual a

A (L×HX ×HG×H)
(
A(G×HP1GG ◦GWN )(a) ·A(G×HP1HH)(b)

)
lo cual es igual a

A(L×HP1LL ◦L XG ◦GWN )(a) ·A(L×HP2HH)(b).

Por lo tanto el diagrama conmuta para LXG◦GWN , es decir el diagrama conmuta para
todo elemento de HomD(G,L), para todos los elementos G, y L en Ω. i.e. × es natural
por la izquierda. La demostración de que × es natural por la derecha es análoga.

Asosiatividad de ×.
Sean G, H y K elementos de Ω, y

α : (G×H)×K −→ G× (H ×K)

el isomorfismo canónico. Para demostrar la asociatividad de × tememos que demostrar
que el siguiente diagrama conmuta.

A(G)×A(H)×A(K)

(×,IdH)
��

(1,×) // A(G)×A(H ×K)

×
��

A(G×H)×A(K) α◦× // A(G×H ×K).

Sean a ∈ A(G), b ∈ A(H), y c ∈ A(K). Por definición

(a× b)× c =A
(

(G×H)×KP1G×HG×H
) (
A(G×HP1GG)(a) ·A(G×HP2HH)(b)

)
·A((G×H)×KP2KK)(c),

ya que A((G×H)×KP1G×HG×H) es un homomorfismo de R-álgebras, obtenemos

(a× b)× c =A
(

(G×H)×KP1G×HG×H ◦G×H GG
)

(a)

·A
(

(G×H)×KP1G×HG×H ◦G×H HH

)
(b) ·A((G×H)×KP2KK)(c),

por la proposición 1.0.8, obtenemos los siguientes isomorfismo de biconjuntos.

(G×H)×KP1G×HG×H ◦G×HP1 GG ∼=(G×H)×KP1◦P1 GG

(G×H)×KP1G×HG×H ◦G×HP2 HH
∼=(G×H)×KP1◦P2H HH .
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Por lo tanto

(a× b)× c =A
(

(G×H)×KP1◦P1GG
)

(a) ·A
(

(G×H)×KP1◦P2HHH

)
(b)

·A((G×H)×KP2KK)(c),

por ser A(α) un homomorfismo de R-álgebra, y la proposición 1.0.8

A(α) ((a× b)× c) =A
(
G×(H×K)P1GG

)
(a) ·A

(
G×(H×K)P2◦P1HHH

)
(b)

·A(G×(H×K)P2◦P2KK)(c).

Por otro lado a× (b× c) es igual a

A
(
G×(H×K)P1GG

)
(a) ·A

(
G×(H×K)P2H ×KH×K

) (
A
(
H×KP1HH

)
(a) ·A

(
H×KP2KK

)
(c)
)
.

Ya que A
(
G×(H×K)P2H ×KH×K

)
es un homomorfismo de R-álgebras y la Proposición

1.0.8, obtenemos que a× (b× c) es igual a

A(α) ((a× b)× c) =A
(
G×(H×K)P1GG

)
(a) ·A

(
G×(H×K)P2◦P1HHH

)
(b)

·A(G×(H×K)P2◦P2KK)(c).

Por lo tanto

a× (b× c) = (a× b)× c.

Es decir, × es asociativo.

Unidad.
Sea ε la unidad multiplicativa de A(1) . Sean G ∈ Ω y a ∈ A(G), notemos que

A(GGG×1)(a× ε) = (A (G×1GG) (a) ·A(G×111)(ε))
= A

(
GG× 1G×1 ◦G×1P1 GG

)
(a) ·A

(
GG× 1G×1 ◦G×1P2 11

)
(ε),

por la Proposición 1.0.8 y el hecho de que A(G×111) es un homomorfismo de R-álgebra,
obtenemos que

A(GGG×1)(a× ε) = A(GGG)(a) · εG
= a

donde εG es la unidad de A(G).
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Ahora demostraremos que la Definición 2.0.3 implica la Definición 2.0.1. Primero demos-
traremos que A(G) es una R-álgebra para todo G en Ω.
Definamos el homomorfismo

· : A(G)×A(G) −→ A(G)
(a, b) 7−→ A(GdG×GG×G)(a× b)

donde d es la función diagonal

d : G −→ G×G
a 7−→ (a, a).

De ahora en adelante denotaremos el biconjunto GdG×GG×G por dG×G

Asociatividad de ·.
Por la naturalidad de ×, obtenemos los siguientes diagramas conmutativos.

A(G×G)×A(G)

(A(dG×G),IdG)
��

× // A ((G×G)×G)

A((d,1)(G×G)×G)
��

A(G)×A(G) × // A(G×G).

A(G)×A(G×G)

(IdG,A(dG×G))
��

× // A (G× (G×G))

A((1,d)G×(G×G))
��

A(G)×A(G) × // A(G×G)

Donde (1,d)G × (G × G) es G×G(1,d)G × (G × G)G×(G×G) , y (d,1)(G × G) × G es
G×G(d,1)(G×G)×G(G×G)×G.
Usando la conmutatividad del primer diagrama, tenemos

(a · b) · c = A (dG×G) ((A(dG×G)(a× b))× c)

= A (dG×G)
(
A((d,1)(G×G)×G)((a× b)× c)

)
= A(dG×GG×G ◦G×G(d,1) (G×G)×G(G×G)×G)((a× b)× c).

Por hipótesis

A(ψ) ((a× b)× c) = a× (b× c).
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donde ψ : (G×G)×G −→ G× (G×G) es el isomorfismo canónico.
Por lo tanto (a× b)× c es igual a

A(dG×GG×G ◦G×G(d,1) (G×G)×G(G×G)×G ◦ ψ) (a× (b× c)) .

Ahora, por la conmutatividad del segundo diagrama

a× (b× c) = A (dG×G) (a× (A(dG×G)(b× c)))

= A(dG×G)
(
A((1,d)G× (G×G))(a× (b× c))

)
,

notemos que

dG×GG×G ◦G×G(d,1) (G×G)×G(G×G)×G ◦ψ G× (G×G)G×(G×G)

es isomorfo a

dG×GG×G ◦G×Gψ◦(d,1) G× (G×G)G×(G×G

como (G,G× (G×G))-biconjuntos. Claramente ψ ◦ (d, 1) = (1, d), por lo tanto

(a× b)× c = a× (b× c)

Distributividad de ·.
Sean G ∈ Ω, a, b, c en A(G), y λ ∈ R . Por definición

a · (b+ c) = A(dG×G) (a× (b+ c))

por ser × una función R-lineal, y el hecho que A(dG×G) abre sumas, obtenemos

a · (b+ c) = A(dG×G) ((a× b) + (a× c))
= A(dG×G)(a× b) +A(dG×G)(a× c)
= a · b+ a · c.

Análogamente podemos demostrar que (a+ b) · c = a · c+ b · c. También notemos que

a · (λb) = A(dG×G) (a× λb)
= A(dG×G) (λ(a× b))
= λ (A(dG×G) (a× b))
= λa · b
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La existencia de la unidad multiplicativa de A(G) .
Por hipótesis existe ε en A(1) tal que

a× ε ∼= a ∼= ε× a

para todo a ∈ A(G). Definamos

εG := A(G11)(ε).

Ahora demostremos que εG es la unidad multiplicativa de A(G). Sea a ∈ A(G), en-
tonces

εG · a = A(dG×G) (A(G11)(ε)× a)
= A (dG×GG×G ◦G×G 1×GG×G) (ε× a)
= A (G1×G1×G) (ε× a)
= a.

De manera análoga podemos demostrar que a · εG = a. Por lo tanto A(G) es una
R-álgebra unitaria, para todo G en Ω.

Dados G, H en Ω, y ϕ : H −→ G un homomorfismo de grupos. Demostraremos que
A(HϕGG) es un morfismo de R-álgebras.
Por definición A(HϕGG) abre sumas y saca el producto por un escalar. Ahora, por la
naturalidad de × y el hecho de que A es un funtor, obtenemos el siguiente diagrama
conmutativo

A(G)×A(G)

(A(HϕGG),A(HϕGG))
��

× // A(G×G)

A((ϕ,1)G×G)
��

A(dG×G) // A(G)

A(HϕGG)
��

A(H)×A(H) ×
// A(H ×H)

A(d(H×H))
// A(H)

Sean a, b ∈ A(G), entonces

A(HϕGG)(a · b) = A(HϕGG) (A(dG×G)(a× b))
= A(dH ×H) (A(HϕGG)(a)×A(HϕGG)(b))
= A(HϕGG)(a) ·A(HϕGG)(b),

por lo tanto A(HϕGG) abre la multiplicación. También notemos que

A(HϕGG)(εG) = A(HϕGG) (A(G11)(ε))
= A(HϕGG ◦G 11)(ε)
= A(H11)(ε)
= εH .
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Aśı que A(HϕGG) es un morfismo de R-álgebra.

La formula de Frobenius
Por naturalidad de ×, obtenemos el siguiente diagrama conmutativo

A(G)×A(G) × // A(G×G)

A(H)×A(G) × //

(A(GGϕH),IdG)

OO

(IdH ,A(HϕGG))
��

A(H ×G)

A(GGϕH×G)

OO

A(H×HϕGG)
��

A(H)×A(H) ×
// A(H ×H)

Sean a ∈ A(H) y b ∈ A(G), del diagrama anterior obtenemos que

A(GGϕH)(a) · b = A(dG×G) (A(GGϕH)(a)× b)
= A(dG×G) (A(GGϕH ×G)(a× b))
= A (dG×G ◦ (GGϕH ×G)) (a× b)

Por el otro lado

A(GGϕH) (a ·A(HϕGG)(b)) = A(GGϕH) (A(dH ×H)(a×A(HϕGG)(b)))
= A (GGϕH ◦d H ×H ◦ (H ×Hϕ GG)) (a× b).

Ahora por la Proposición 1.0.8

GGϕH ◦d H ×H ◦ (H ×Hϕ GG) ∼=G GϕH ◦H(1,ϕ)◦d H ×GH×G,

de la Proposición 1.0.9, obtenemos que

GGϕH ◦d H ×H ◦ (H ×Hϕ GG) ∼=
G×H ×G

{(ϕ(h), h, ϕ(h)) | h ∈ H} ,

y por la Proposición 1.0.10

dG×G ◦ (GGϕH ×G) =Gd G×GG×G ◦G×G G×G(ϕ,1)H×G

∼=
G×H ×G

{(ϕ(h), h, ϕ(h)) | h ∈ H} .

Por lo tanto

A(GGϕH) (a ·A(HϕGG)(b)) = A(GGϕH)(a) · b.
De manera análoga podemos demostrar que

b · (A(GGϕH)(a)) = A(GGϕH) (A(HϕGG)(b) · a) .
Concluimos que se cumplen las igualdades de Frobenius, y por lo tanto la Definición
2.0.3 es equivalente a la Definición 2.0.1.
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2.1. Ejemplos

Ahora daremos algunos ejemplos de funtores de Green, y para ello siempre considerare-
mos que todas las categoŕıas de biconjuntos son regulares y cerradas bajo producto.
Ejemplo 2.1.1.

Anillo de Burnside.
Dado una categoŕıa de biconjuntos D = D(Ω,Θ), podemos definir el funtor de R-
Burnside, RB, como

RB(G) := R⊗Z B(G),

para todo G ∈ Ω, donde B(G) es el anillo de Burnside (Definición 1.0.1 ), el conjunto
RB(G) es una R-álgebra con el siguiente producto

· : R⊗B(G)×R⊗B(G) −→ R⊗B(G)
(r1 ⊗ [X], r2 ⊗ [Y ]) 7−→ r1r2 ⊗ [X × Y ].

Ahora, dadosK yH elementos de Ω. Para definir aRB en los elementos deHomD(H;K),
basta definirlo en los elementos generadores. DadoK×H/L elemento deHomD(H,K),
definimos a RB en K ×H/L como

RB

(
K ×H
L

)
: B(H) −→ B(K)

[X] 7−→ [(K ×H/L) ◦X],

usando la definición de 2.0.1, no es dif́ıcil demostrar que RB es un funtor de Green.

El anillo de caracteres.
La definición de anillo de caracteres para un grupo finito G se encuentra en la página
272 de [2]. Al anillo de caracteres de G lo denotaremos como Char(G). Ahora podemos
definir el funtor Char, de la siguiente manera. Para todo G en Ω, Char(G) es el anillo
de caracteres de G, el cual es una R-álgebra. Dados G y H elementos de Ω, basta
definir a Char en los generadores de HomD(H,G), sea X = H × G/L elemento de
HomD(H,G), definimos

Char

(
H ×G
L

)
: Char(G) −→ Char(H)

µS 7−→ µRX⊗RGS

donde S es un RG-modulo simple y µS es su carácter. No es dif́ıcil demostrar que
Char es un funtor de Green.
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Anillo de caracteres de Brauer.
Los caracteres de Brauer son los caracteres de los KG-módulos, donde K es un campo
algebraicamente cerrado de caracteŕıstica p, la definición la podemos encontrar en
[2]. Dado una categoŕıa de biconjuntos D = D(Ω,Θ) , podemos definir un funtor,
Br ∈ FD,K , de manera análoga al ejemplo anterior. donde Br(G) es el anillo de
caracteres de Brauer de G, el cual es una R-álgebra.
Dados G y H elementos de Ω y G×H/L ∈ HomD(H,G), definimos a

Br

(
H ×G
L

)
: Br(G) −→ Br(H)

µS 7−→ µKX⊗KGS ,

con lo cual podemos demostrar que Br es un funtor de Green.

El anillo global
Podemos ver la definición del anillo global para un grupo G en [4], el cual lo denota-
remos como D(G), y podemos definir un funtor D ∈ FD,R, tal que para todo G ∈ Ω,
el funtor D manda a G, al anillo global de G, el cual lo podemos ver como

D(G) =
⊕

H∈[SG]
S∈[Irr(H]

Z[G/H,CG⊗CH S]

donde [SG] es un conjunto de representantes de las clases de conjugación de los sub-
grupos de G, y [Irr(H)] es un conjunto de representantes de las clases de isomorfismos
de los CH-módulos irreducibles.
Dados G, H elementos de Ω, Para definir D en los elementos de HomD(G,H) sólo hay
que definirlos en los generadores. Dado HXG = H×G/L ∈ HomD(G,H), definimos a

D (HXG) : D(G) −→ D(H)
[G/K,CG⊗CK W ] 7−→ [HXG ◦G/K,CX ⊗CG CG⊗CK W ],

la prueba de que éste es un funtor de Green en biconjuntos la encontramos en [3].

Anillo monomial
Dado un grupo G, al anillo monomial de G lo denotaremos como D(G), el cual esta
definido de la siguiente manera:

D(G) =
⊕

H∈[SG]
S∈[Irr1(H]

Z[G/H,CG⊗CH S]

donde [SG] es un conjunto de representantes de las clases de conjugación de los subgru-
pos de G, y [Irr1(H)] es un conjunto de representantes de las clases de isomorfismos de



los CH-módulos irreducibles de dimensión 1, el cual es un subanillo del anillo global.
De la manera obvia podemos definir un subfuntor de D, el cual resulta es un funtor
de Green en biconjuntos.
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