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Resumen:
En esta tesis se dardn dos definiciones de categorias de biconjuntos, y las definiciones de
funtores de Green asociadas a cada una de ellas. El objetivo de este trabajo sera ver la
equivalencia de las dos definiciones de funtores de Green en biconjuntos cuando se den las
hipétesis necesarias.

Abstract:

In this thesis, we give two definitions of bisets categories and the definition of the Green
funtors associated to each of them. The aim of this document is to proof the equivalence of
the two definitions of Green functors in biset when the necessary hypotheses are given
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Introduccion

A finales del siglo XX, el matemdtico Serge Bouc, dio la definicién de una categoria de
biconjuntos y la definicién de funtores de Green en biconjuntos en el libro [1], la cual estd
inspirada en la definicién de un funtor de Green, y para ello necesité pedir que la categoria
de biconjuntos con la que se trabaja sea repleta, y cerrada bajo producto. Pidiendo estas
caracteristicas en las categorias, se facilita el manejo de estos funtores, ya que las categorias
son lo mejor posible.

Al inicio del siglo XXI los matemético Robert Boltje, Alberto G. Raggi Cardenaz, y Luis
Valero dieron otra definicién de una categoria de biconjuntos, inspirada en la definicién de
una subcategoria de biconjuntos admisible, dada por Serge Bouc en [1], y también dieron otra
definicién de funtores de Green, la cual publicarén en [5]. Las ventajas de estas definiciones
es que son mds generales que las anteriores, ya que estas categorias de biconjuntos contiene
a las categorias de biconjuntos definida por el Dr. Bouc. Por otro lado es mds complicado
trabajar con estas definiciones.

El objetivo de esta tesina es demostrar que las dos definiciones de funtores de Green en
biconjuntos, son equivalentes cuando las dos definiciones de funtores de Green tiene sentido
en una categorias de biconjuntos.
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Capitulo 1

Preliminares

En esta tesina supondremos que los grupos son de orden finito, que R es un anillo con
unidad, y que las R-dlgebras tienen unidad. Primero daremos la definicién del anillo de
Burnside, ya que aparece en varias de las siguientes definiciones, y ademds podemos definir
un ejemplo de un Funtor de Green usando este anillo.

Definicién 1.0.1. Dado un grupo finito G, el anillo de Burnside de G, denotado por B(G), se
define como el grupo abeliano libre generado por las clases de isomorfismo de G-conjuntos
finitos médulo el subgrupo

((XUY]—[X]—-[Y]|X,Y G-conjuntos finitos ),

donde [X] denota la clase de isomorfismo de X . El grupo B(G) tiene estructura multiplicativa
dada por

[X]-[Y] = [X x Y],
y a los elementos de B(G) les llamaremos G-conjuntos virtuales.

Definicién 1.0.2. Dados Gy H dos grupos, un (G, H)-biconjunto, es un conjunto X con una
accién de G por la izquierda y una accién de H por la derecha, de tal forma que las acciones
conmutan, es decir g (z-h) = (g-x)-h para todas g € G, h € H y x € X. Lo denotaremos
por ¢ X .

Decimos que el biconjunto ¢ X g es transitivo si dado x € X, todo elemento en X puede
escribirse como gxh para algunos g € Gy h € H.

Dado un (G, H)-biconjunto ¢ Xz, Al conjunto X se le puede dar estructura de G x H-
conjunto, con la accién

(GxH)xX — X
((g,h),x)|—>gfvh71.
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Asi que, si ¢ X g es transitivo, entonces es isomorfo como (G x H)-conjunto a G x H/ D,
para algin D subgrupo de G x H.

Definicién 1.0.3. Dados G y H grupos. Decimos que los biconjuntos ¢ X y oYy son iso-
morfos como (G, H)-biconjuntos, si existe una funcién biyectiba a : X — Y, tal que
a(grh) = ga(x)h, para todos g € G, h € Hy xz € X.

Definicién 1.0.4. Dados G, H y K grupos, un (G, H)-biconjunto ¢Xp y un (H, K)-bicon-
junto Y. Sean z € X y y € Y, definimos a (2,5 y) := {(xh,h~y) | h € H}, y al conjunto
de todas las érbitas los denotaremos como Xy o Yi,

cXpgog Yk ={(x,gy) |z € X,y Y}
Y este conjunto es un (G, K)-biconjunto con la accién
9-(@my)- k= (gz,myk).

Ejemplo 1.0.5. Dados G, H grupos y un homomorfismo de grupos ¢ : G — H, a H se le
pueda dar estructura de (H, G)-biconjunto con la accién

HxHxG—H
(h,z,9) — hzp(g),

a este biconjunto se le denotardcomo pyHy,g y en caso de no causar confusiéon se le deno-
tardcomo H,. Notemos que g He es transitivo y que

HxG
{(h.o(h)) | he H}

aHeg =

como (H, G)-biconjunto.
Ademsds a H también se le puede dar estructura de (G, H)-biconjunto, con la accién
GxHxK-—H
(g, @, h) — @(g)zh,
el cual lo denotaremos como g¢ Hpr. Notemos que también es transitivo, y

GxH
{(e(n),n) | he H}

ceHg =

como (G, H)-biconjunto.

Notacién 1.0.6. Daremos la notacién de algunos de los biconjuntos mdas importantes para
esta tesina, pues se usaran con regularidad



15

» Sea H un subgrupo de G, i la inclusién de H en G, entonces al (H,G)-biconjunto
7:iGa, lo denotaremos por Resg.

» Sea H un subgrupo de G, i la inclusién de H en G, entonces al (G, H)-biconjunto
aGig, lo denotaremos por I ndg.

» Sea N un subgrupo normal de G. entonces al (G, /N )-biconjunto g=G/Ng/y donde
m: G — G/N es la proyeccion, lo denotaremos como In fg N

» Sea N un subgrupo normal de G entonces al (G/N, G)-biconjunto /G /Ng~ donde
m: G — G/N es la proyeccion, lo denotaremos como Defg/N.

» Dados G, H grupos y ¢ : G — H un isomorfismo, entonces al (G, H)-biconjunto
ce Hp, 1o denotaremos como Iso(p), o Isof si el isomorfismo ¢ es claro en el contexto.

Definicién 1.0.7. (El producto ). Sean G, H, y K grupos, Para los subgrupos £ < G x H,
y < H x K, definimos

ExF:={(9,k) € Gx K |3h € H,tal que (g9,h) € EA (h,k) € F}.

Proposicién 1.0.8. Dados G, H y K grupos. Sean a: H — G y ¢ : K — H homomorfis-
mos de grupos, entonces

v goHpopge Gg Zgace G como (K, G)-biconjuntos.
v ¢Gopg o Heg =6 Gaow g como (G, K)-biconjuntos.
Demostracién. La siguientes funciones son isomorfismo de biconjuntos

[ ke Hyoge Gg —gace Gg
(h,gr g) — a(h)g.

g: ¢Gapgog Hegg —q Gaov
(9,1 h) — ga(h).

O

Proposicién 1.0.9. Dados G, H y L grupos. Sean o : H — Gy ¢ : H — L homomorfismos
de grupos, entonces

G x L
{(a(h),(h)) | h € H}

GGegope L =
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Demostracion. La siguiente funcién es un isomorfismo de (G, L)-biconjuntos
GxL

{(a(h), o(h)) | h € H}

(g1 1) — (9,1).

J:¢ Gegopge L —

O

Proposicién 1.0.10. Dados G, H y K grupos. Sean ¢ : H — G y a : K — G homomor-
fismos de grupos, entonces

neGgog Gag Epe Gag.
Demostracién. Definamos a

[ e Ggog Gog —r e Gog

(9.¢1) — gl.
Notemos que h - f(g,ql) - k = p(h)gla(k) = f(h-(g9,cl) - k), para todos h € H, k € K y
9,1 € G, no es dificil demostrar que f es un isomorfismo de (H, K)-biconjuntos. O

Definicién 1.0.11. Dado un grupos G. Decimos que (B, A) una seccién de G, si B< Gy A
es un subgrupo normal de B.

Lema 1.0.12. (Descomposicién de Bouc ) Sean G'y H grupos, si L es un subgrupo de H x G,
entonces existen secciones (D,C) y (A, B) de H y G respectivamente, tales que existe un
isomorfismo de grupos f : C/D — B/A tal que
Gx H
L

Demostracién. La demostracion se encuentra en [1].
Dados H y G grupos, y L un subgrupo de H x G, definiremos los siguientes conjuntos

%Ind%o[nfg/cofso(f)oDefg/AoResg.

P(L)y={he H|3gedGtal que (h,g) € L},

(L)
Py(L)={g9g€ G|3 heH tal que (h,g) € L},
Ki(L)={he H| (h,1) € L},
Ky(L)={9€G|(1,9) € L}.

No es dificil demostrar que P;(L) y P»(L) son subgrupos de H y G respectivamente, y que
K;(L) es un subgrupo normal de P;(L) para i = 1,2.
0
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Lema 1.0.13. (Formula de Mackey para biconjuntos): Dados G, H y K grupos. Si L es un
subgrupo de H X GG, y M es un subgrupo de K x G. entonces existe un isomorfismo de
(K, G)-biconjuntos entre

KxH HxG |—| KxG
@] = —_—
M L M xh1) [

he[Po(M)\H/P1(L)]
donde [P2(M) \ H/Pi(L)] es un conjunto de representaste de las clases dobles.

Demostracién. La demostracién se puede ver en [1] O

Definicién 1.0.14. Dado una clase de grupos finitos {2, y para todos H y G en €, damos
un subconjunto O(H, G) del conjunto de todos los subgrupos de H x G, y tales conjuntos
cumplen que:

» Para todos G, y H elementos de €, el conjunto ©(G, H) es cerrado bajo H x G-
conjugacion, i.e. si X estd en O(G, H), entonces (9" X estd en ©(G, H), para todo
(9,h) e G x H.

» Para todos G, H, y K en (, si E es elemento de O(G, H), y F elemento de O(H, K),
entonces E x F' es elemento de ©O(G, K).

= Ademsds, para todo G en 2, el subgrupo

A(G) :={(g,9)lg € G}
es elemento de O(G, G).

Podemos definir una categoria D(£2,0), tal que los Objetos de D son los elementos de
), y para todos H y K en 2, podemos definir
K xH
E

Homp(H,K) = q J | E € O(K, H)>Z C B(K x H),

donde la composicién es la extension lineal de la definicién 1.0.13, y la identidad en Homp (G, G),
es el elemento G x G/A(G). A esta categoria la llamaremos una categoria de biconjuntos.

A los funtores que van de la categoria D = D(2,0) a la categoria de los R-médulos, los
llamamos funtores de biconjuntos, y a la clase de estos funtores la denotaremos por Fp r

Decimos que una categoria D = D({2,©) es repleta si se cumplen las siguientes condi-
ciones

» Para todo G y H elementos de 2, se tiene que O(G, H) es el conjunto de todos los
subgrupos de G x H.

» Para todo H elemento de §2, y para todos subgrupos L y K de H talesque L < K < H,
si un grupo T es isomorfo a K /L entonces T' estd en






Capitulo 2

Funtores de Green

En este capitulo daremos dos definiciones de funtores de Green en biconjuntos. A pesar de
que cada una de estas definiciones tiene diferentes hipétesis sobre la categoria de biconjuntos,
daremos una demostraciéon de que las dos definiciones son equivalentes bajo las hipétesis
adecuadas.

Dados H, K grupos y un homomorfismo de grupos ¢ : H — K, denotaremos como:

D7 = {(h,p(h)) | h € H},
?D:={(p(h),) [ he H}.

Primero daremos la definicién dada por Bouc en el libro [1].

Definicién 2.0.1. Sea D = D(2,0) una categorfa de biconjuntos, Sea A € Fp g, decimos
que A es un funtor de Green en biconjuntos si :

1. Para todo H € €, se tiene que A(H) es una R-algebra unitaria, y si para todo ¢ :
H — K homomorfismo de grupos tal que D¥ € ©(H, K) se tiene que

A (HI;K) . A(K) — A(H)

es homomorfismo de R- dlgebras.

2. Las Férmulas de Frobenius
Dados H y Gen Q,y ¢ : H— K homomorfimso de grupos tal que si D¥ estd en
O(H,K) y si D estd en ©(K, H), entonces que para todo a € A(H) y para todo

(b () e () o (3 (225 )
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- (1(557) @) =4 (55 ) (457 ) )

Ahora daremos la Definicién de funtor de Green dada en el articulo [5],

Definicién 2.0.2. Dada una categoria de biconjuntos D = D(£2, ©), Decimos que una funcién
T es natural por la izquierda, si para todos H, L, G en Q,y o € Homp(G, L), se tiene que
el siguiente diagrama conmuta

A(G) x A(H) —— A(G x H)
(A(a),IdH)i lA(axIdH)
A(L) x A(H) —— A(L x H).
Anélogamente podemos definir que una funcién sea natural por la derecha. Decimos que una
funcién es natural si es natural por la izquierda y por la derecha.

Definicién 2.0.3. Sea D = D(2,©) una categoria de biconjuntos repleta y cerrada bajo
productos, y sea A € Fp r. Decimos que A es funtor de Green en bicojuntos si para todo
G, y H elementos de €, existe un funcién R-lineal y natural

x: A(G) x A(H) — A(G x H),
tal que satisface:

1. Dados G, H, K elementos de Q,y f: (G x H) x K — G x (H x K) el isomorfismo
canénico. Se tiene que para todos a € A(G), be A(H) y c € A(K)

A(f)((axb) xc)=a x (bxc).

2. Existe un elemento ¢ en A(1) tal que
A(gl x Gixg)(e xa) =a=A(¢G X lgx1)(a X €),
para todo G elemento de €

Teorema 2.0.4. Sea D = D({2,©) una categoria de biconjuntos repleta y cerrada bajo pro-
ducto. Entonces la Definicién 2.0.3 es equivalente a la Definicién 2.0.1.

Demostracién. Para demostrar que la Definicién 2.0.1 implica la Definicién 2.0.3 primero
tenemos que definir la funcién x. Sean G, y H elementos de §2, entonces definimos la funcién

x:A(G) x A(H) — A(G x H)
(a,0) — AlgxurGa)(a) - Algygr Hi) (D).

Donde Py y P son la primera proyeccién y la segunda proyeccién respectivamente. Ahora
demostraremos que X cumple con todas las propiedades de la Definicién 2.0.3:
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= R-bilineal.
Dados G, y H elementos de €2, la funcién

x: A(G) x A(G) — A(G x H)
es R-lineal, ya que A(qpgr Hu) y A(gxgr.Ga) son homomorfismo de R-dlgebras.

= Naturalidad.
Por la bilinealidad de x, basta demostrar la naturalidad para los biconjuntos transiti-
vos. Primero demostraremos que X es natural por la izquierda.
Sean G, H, y L elementos de €, y 1 X un (L, G)-biconjunto. Ahora demostremos que
el siguiente diagrama conmuta

A(G) x A(H) = A(G x H)
(A(LXG)JdH)\L iA(LxHXXHGxH)
A(L) x A(H) —=— A(L x H),
es decir, lo que debemos demostrar es que
A(pxan Lror Xa) (a) - Ay, gr He ) (b)
es igual a

A(xaX x Hoxn) (Algunn Ga)(a) - Algygr Hi) (D)) -

Notemos que los elementos de la descomposiciéon de Bouc (Lema 1.0.12) se ven de
la forma r»Gg con ¢ : L — G un homomorfimo de grupos, o de la forma rL,g
con p: G — L un homomorfismo de grupos. Ahora demostraremos que el diagrama
anterior conmuta para todos los elementos en la descomposiciéon de Bouc.

1. Primer caso r»Gg.

A(G) x A(H) = A(G x H)
(A(LSDGG)JdH)\L iA(LxH(Lp,l)GXHGxH)
A(L) x A(H) —=— A(L x H).

Sean a en A(G), b en A(H), por hipétesis A (; . )G X Haxm) es un homo-
morfismo de R-dlgebra, asi que

A (Lmel)G X HGxH) (A(Gprl Ga)(a) - A(GxHP2HH)(b))
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es igual a
A(pxutenG X Hoxr ogxpr Ga) (@) A (LG X Haxn ogxprs Hi) (b).
Ahora por la Proposicién 1.0.8

LXH(AP,I)G X HG><H OGXle GG %JLXHPIO(g;,l) GG
ngHWOPI Ga,
como (L x H,G)-biconjuntos, y
Lxigen G X Hoxmg ogygr, Hu S gr Hu

como (L x H, H)-biconjuntos. Por lo tanto

A (L><H<‘P71)G x HGXH) (A(Gprl Ga)(a) - A(GXHP2HH)(b))

es igual a

A(pxpriLrore Ga) (@) - A(px e Hir) (D).

Por lo tanto el diagrama conmuta.

. Segundo caso 1 Leq.

Tenemos el siguiente diagrama

A(G) x A(H) = A(G x H)
(A(LLpg),IdH)\L iA(LXHLXH(l,p)GxH)

A(L) x A(H) —=— A(L x H).
Sean a € A(G), y b € A(H). Si seguimos el diagrama, obtenemos
(A(LLeg) (a)) x b= A(pxpri Lr oL Leg) (@) - A (e Hir) (b),
y que
A (L><HL X H(,;J)GXH) (CL X b)

es igual a

A (LXHL X H(p,l)GXH) (A (GXHPl Gg) (CL) . A (GXHP2HH) (b)) .
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Notemos que por la Proposicién 1.0.8
LxaPeHuy Zqupgeny LX Hpxpg oy g, Hy.
De donde concluimos que
A (L><HL X H<p,1>GxH> (A(axun Ga) (a) - Agupr Hi) (b))

es igual a

A (LXHL x H(p,l)GXH) (A (gxunGa) (@) - Algxnton L X Hyxm opygr, Hir) (b))

Usando Frobenius, lo anterior nos queda
A(pxnL x Hon g,y 9cxnm Ga) (@) - A (e Hir) (0),
notemos que por las proposiciones 1.0.8 y 1.0.9 tenemos que
LxHL X Hen o 1 %axan Ga Y pxghiLloor Lea

Son isomorfos como ((L x H), (G))- biconjuntos, por lo tanto el diagrama anterior
conmuta.

De donde concluimos que el diagrama conmuta con todos los elementos de la descom-
posicién de Bouc, Ahora demostraremos que si el diagrama conmuta para el (L, G)-
biconjunto ; X y para el (G, N)-biconjunto oWy, entonces el diagrama conmuta para
.Xg og Wy. Primero notemos que los siguientes conjuntos

tXgocWn xg Hu  y  pxu(X X H)exn oaxn (W x H)nxn
son isomorfos como ((L x H), (N x H))- biconjuntos, con el isomorfismo

1 XgoeWn xug Hi —rxn (X X H)gxr oaxu (W X H)nxw
(7,5 w),h) — ((2,1),5, 5 (w,h))

Por un lado tenemos que

A(LxnX oW x Hyxn) (Algxan Ga)(a) - A(yx e Hir)(D)) -

es igual a

Apxr(X x H)gxnm ogxn (W x H)nww) (Algxpr Ga) (@) - Ay e Hir) (D))
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ya que el diagrama conmuta para ¢Wy, entonces es igual a

A(rxaX X Hoxn) (Algurmn Ga oc W )(a) - A(gygr Hi ) (b))

lo cual es igual a
Al Lror Xgoa Wi )(a) - Ay« g He ) (D).

Por lo tanto el diagrama conmuta para ; Xgoqg Wy, es decir el diagrama conmuta para
todo elemento de Homp(G, L), para todos los elementos G, y L en 2. i.e. X es natural
por la izquierda. La demostracién de que X es natural por la derecha es andloga.

Asosiatividad de x.
Sean G, H y K elementos de , y

a:(GxH)x K — Gx(HxK)

el isomorfismo candénico. Para demostrar la asociatividad de x tememos que demostrar
que el siguiente diagrama conmuta.

A(G) x A(H) x A(K) 2% A(@) x A(H x K)

(X,IdH)l lx

AGx H) x A(K) =" > A(G x H x K).

Sean a € A(G),be A(H), y c € A(K). Por definicién
(axb) xc=A ((GXH)XKPIG X HGxH) (AlgxurGa)(a) - Algypr. Hu)(D))
Al xxP Kx)(c),
va que A((gxmyxxP G X Haxn) es un homomorfismo de R-dlgebras, obtenemos
(a x b) x ¢ =A ((Gxp)xin G X Hawn ogxm Ga) (a)
A ((GXH)XKPIG X HoxH oGxH HH) (0) - A((axmyx kP KK )(C),
por la proposicién 1.0.8, obtenemos los siguientes isomorfismo de biconjuntos.

(G’><H)><KP1G X HgxH ogxan Ga g(GXH)XKPIOPI Ga

@xm)yxkP G X Haxn ogxgrs Ho = (gxmyxgroron Hu-
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Por lo tanto
(axb)xc= ( GxH)x KP1oP1 GG) (a) - A ((GXH)XKP1°P2HHH> (0)
A((GXH)XKP2KK)(C)
por ser A(«) un homomorfismo de R-dlgebra, y la proposicién 1.0.8
A(@) ((a % b) x ©) =A (Gxarx)n Ga) (@) - A (G uxyreer nHir ) (b)
) A(GX(HXK)P2OP2KK)(C)‘

Por otro lado a x (b X ¢) es igual a
A (GX(HXK)PI GG) (a) - A (GX(HXK)P2H X KHxK) (A (HXKPI HH) (a)- A (H><KP2KK) (C)) .

Ya que A (GX (Hx k)P H X Kpx K) es un homomorfismo de R-algebras y la Proposicién
1.0.8, obtenemos que a x (b X ¢) es igual a

A(@) ((a x b) x ©) =A (Gx(arxx)7 Ga) (@) - A (G (uxyreer i ) (b)
) A(GX(HXK)P2°P2 Ki)(c).
Por lo tanto
X (bxc)=(axb)xc
Es decir, x es asociativo.

Unidad.
Sea ¢ la unidad multiplicativa de A(1) . Sean G € Q y a € A(G), notemos que

A(eGaxi)(a x ) = (A(ax1Ga) (a) - Alax111)(e))
= A (GG x 1gx1 9gx1m Ga) (a) - A (cG X 1gx1 0gx17e 11) (€),

por la Proposicién 1.0.8 y el hecho de que A(gx111) es un homomorfismo de R-élgebra,
obtenemos que

A(gGex1)(a xe) = A(cGa)(a) - eg

= a

donde ¢ es la unidad de A(G).
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Ahora demostraremos que la Definicién 2.0.3 implica la Definicién 2.0.1. Primero demos-
traremos que A(G) es una R-élgebra para todo G en Q.
Definamos el homomorfismo

: A(G) x A(G) — A(G)
(a,b) — A(qaG x Ggxa)(a x b)

donde d es la funcién diagonal

d:G—GxGqG
a+— (a,a).
De ahora en adelante denotaremos el biconjunto 5¢G x Ggxg por 4G x G

= Asociatividad de -.
Por la naturalidad de x, obtenemos los siguientes diagramas conmutativos.

AGx G) x A(G) =+ A((Gx Q) x Q)
(A(deG),IdG)l iA((dJ)(G’XG)XG)

A(G) x A(G) —= A(G x Q).

A(G) x A(G x G) == A(G x (G xQ))
(Idg,A(deG))l lA((l,d)Gx(ch))

A(G) x A(G) —= A(G x G)

Donde (l,d)G X (G X G) €s GXG(I’d)G X (G X G)GX(GXG) , Yy (dJ)(G X G) X G es

axan (G x G) x Gaxa)yxa-
Usando la conmutatividad del primer diagrama, tenemos

(a-b)-c=ALG X G)((A(4G x G)(a x b)) x ¢)
= A (4G x G) (A((dyl)(G x G) x G)((a xb) x c))
= A(aG X Gaxa gy (G X G) X Gaxa)xa)((a x b) x ¢c).
Por hipGtesis

A(W) ((a xb) xc)=ax (bxc).
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donde ¢ : (G x G) x G — G x (G x G) es el isomorfismo canénico.
Por lo tanto (a x b) x c es igual a

A(4G X Gaxg ogxgan (G x G) x Ggxayxg oY) (ax (bxc)).

Ahora, por la conmutatividad del segundo diagrama

X (bxc)=AGG xG)(ax (A(qG x G)(b x c)))
= AG % G) (A(10)G * (G x G))(ax (bx ),

notemos que
dG X GGoxG ogygan (G X G) X Gaxayxa oy G X (G X G)ax(axa)
es isomorfo a
dG X GexG oGy guon) G X (G X G)axaxa
como (G, G x (G x G))-biconjuntos. Claramente 1 o (d, 1) = (1,d), por lo tanto

(axb)xc=ax(bxc)

Distributividad de -.
Sean G € Q, a, b, cen A(G), y A € R . Por definicién

a-(b+c¢)=A>LG X G)(ax (b+¢))
por ser X una funcién R-lineal, y el hecho que A(;G x G) abre sumas, obtenemos

a-(b+c)=A(4G x G) ((axb)+ (axc))
= A(4G x G)(a x b))+ A(4G x G)(a X ¢)
=a-b+a-c

Anélogamente podemos demostrar que (a +b)-c=a-c+b-c. También notemos que

a-(Ab) = A(4G x G) (a X \b)
A(4G x G) (A(a x b))
A(A(4G x G) (a x b))
Aa-b
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» La existencia de la unidad multiplicativa de A(G) .

Por hipétesis existe ¢ en A(1) tal que
aXe=Ea=exa
para todo a € A(G). Definamos
eq = A(ali)(e).
Ahora demostremos que ¢ es la unidad multiplicativa de A(G). Sea a € A(G), en-
tonces
eg-a=AaG x Q) (A(gli)(e) x a)
= A (4G x Gaxa oaxa 1 X Gaxa) (€ x a)
= A(gl X Gixg) (e X a)
=a.
De manera andloga podemos demostrar que a - ¢ = a. Por lo tanto A(G) es una

R-dlgebra unitaria, para todo G en ).

Dados G, H en ), y ¢ : H — G un homomorfismo de grupos. Demostraremos que
A(geG¢) es un morfismo de R-algebras.

Por definicién A(g+G¢) abre sumas y saca el producto por un escalar. Ahora, por la
naturalidad de x y el hecho de que A es un funtor, obtenemos el siguiente diagrama
conmutativo

A(4GXG)

A(G) x A(G) = A(G x Q) A(G)
(A(H*PGG)vA(H*PGG))l A(<¢,1)G><G)J/ J{A(H‘PGG)

Sean a, b € A(G), entonces
A(aeGa)(a-b) = A(a-Ga) (A(aG x G)(a x b))
= A(qH x H) (A(r+Gg)(a) x A(g-Ga)(D))
= A(ueGa)(a) - A(r=Ga)(b),

por lo tanto A(g«G¢) abre la multiplicacién. También notemos que

A(ueGag)(ea) = AlaeGa) (Alc11)(e))
= A(H‘PGG oG 11)(6)
= A(ul1)(e)

= E€H.
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Asi que A(g¢Gg) es un morfismo de R-dlgebra.

= La formula de Frobenius
Por naturalidad de x, obtenemos el siguiente diagrama conmutativo

A(G) x A(G) = A(G x G)
U“GGvH%ﬂkﬂT ﬁﬂccwaG>
A(H) x A(G) = A(H x G)
UdH¢uH¢Gc»l lAunyWGG>
A(H) x A(H) — A(H x H)
Sean a € A(H) y b € A(G), del diagrama anterior obtenemos que
A(gGep)(a) - b= A(4G x G) (A(cGepr)(a) x b)

= A(4G x G) (A(cGem x G)(a x b))
=A(4G xGo(cGeg x GQ))(a xb)

Por el otro lado
A(cGen) (a- A(eGa) (b)) = A(cGen) (A(aH x H)(a x A(g»Ga)(b)))
= A(gGegog HX Ho (H xge Gg)) (a x b).
Ahora por la Proposicién 1.0.8
c¢GemgogH x Ho (H xpge Gg) =¢ Gen opagyoa H X Grxa,

de la Proposicién 1.0.9, obtenemos que
GxHxG
{(e(h), h,o(h)) | he HY

1

GGLpHOdHXHO(H X He GG)

y por la Proposicién 1.0.10

dG x Go (GG<PH X G) =@qd G x GGXg oGx@G G x G(%l)HxG
~ Gx HxG
{(p(h),h,o(h)) | he H}

Por lo tanto
A(gGen) (a- A(aeGa)(b)) = A(gGen)(a) - b.
De manera andloga podemos demostrar que
b- (AlGen)(a)) = A(cGen) (A(HeGa)(b) - a).

Concluimos que se cumplen las igualdades de Frobenius, y por lo tanto la Definicién
2.0.3 es equivalente a la Definicién 2.0.1.
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2.1.  Ejemplos

O

Ahora daremos algunos ejemplos de funtores de Green, y para ello siempre considerare-
mos que todas las categorias de biconjuntos son regulares y cerradas bajo producto.

Ejemplo 2.1.1.
» Anillo de Burnside.

Dado una categoria de biconjuntos D = D(Q,0), podemos definir el funtor de R-
Burnside, RB, como

RB(G) := R ®z B(G),

para todo G € Q, donde B(G) es el anillo de Burnside (Definicién 1.0.1 ), el conjunto
RB(G) es una R-algebra con el siguiente producto
-t R® B(G) x R® B(G) — R® B(QG)
(reX,ree[Y]) — rmr @ [X xY].
Ahora, dados K y H elementos de Q2. Para definir a RB en los elementos de Homp(H; K),

basta definirlo en los elementos generadores. Dado K x H/L elemento de Homp(H, K),
definimos a RB en K x H/L como

K x H
L

RB ( > . B(H) — B(K)

[X]+— [(K x H/L) o X],
usando la definicién de 2.0.1, no es dificil demostrar que RB es un funtor de Green.

= Fl anillo de caracteres.
La definicién de anillo de caracteres para un grupo finito G se encuentra en la pagina
272 de [2]. Al anillo de caracteres de G lo denotaremos como Char(G). Ahora podemos
definir el funtor Char, de la siguiente manera. Para todo G en €, Char(G) es el anillo
de caracteres de G, el cual es una R-dlgebra. Dados G y H elementos de 2, basta
definir a Char en los generadores de Homp(H,G), sea X = H x G/L elemento de
Homp(H,G), definimos

Hx G

Char ( ) : Char(G) — Char(H)

Us —> URX®prgS

donde S es un RG-modulo simple y pg es su cardcter. No es dificil demostrar que
Char es un funtor de Green.
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= Anillo de caracteres de Brauer.
Los caracteres de Brauer son los caracteres de los K G-médulos, donde K es un campo
algebraicamente cerrado de caracteristica p, la definicién la podemos encontrar en
[2]. Dado una categoria de biconjuntos D = D(2,0) , podemos definir un funtor,
Br € Fp g, de manera andloga al ejemplo anterior. donde Br(G) es el anillo de
caracteres de Brauer de G, el cual es una R-édlgebra.
Dados G'y H elementos de Q y G x H/L € Homp(H,G), definimos a

Br (Hz G) . Br(G) — Br(H)

Hs V7 BKX @S>
con lo cual podemos demostrar que Br es un funtor de Green.

» E] anillo global
Podemos ver la definicién del anillo global para un grupo G en [4], el cual lo denota-
remos como D(G), y podemos definir un funtor ® € Fp g, tal que para todo G € (2,
el funtor ® manda a G, al anillo global de G, el cual lo podemos ver como

D(G)= € Z[G/H,CG&cu 5]

He[Sq]

Se(Trr(H]
donde [Sg] es un conjunto de representantes de las clases de conjugacién de los sub-
grupos de G, y [Irr(H)] es un conjunto de representantes de las clases de isomorfismos
de los CH-mdédulos irreducibles.
Dados G, H elementos de €2, Para definir © en los elementos de Homp (G, H) sélo hay
que definirlos en los generadores. Dado gy X = H xG/L € Homp(G, H), definimos a

D (gXg) : 9(G) — D(H)
[G/K,CG @ckg W] +— [gXgoG/K,CX ®cq CG @ckg W],

la prueba de que éste es un funtor de Green en biconjuntos la encontramos en [3].

= Anillo monomial
Dado un grupo G, al anillo monomial de G lo denotaremos como D(G), el cual esta
definido de la siguiente manera:

D(G) = @ Z|G/H,CG ®cy 5]
He[Sq]
Se(Irry(H]
donde [S¢] es un conjunto de representantes de las clases de conjugacion de los subgru-
pos de G,y [Irri(H)] es un conjunto de representantes de las clases de isomorfismos de



los CH-médulos irreducibles de dimensién 1, el cual es un subanillo del anillo global.
De la manera obvia podemos definir un subfuntor de ®, el cual resulta es un funtor
de Green en biconjuntos.
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