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Resumen

Debido a que en la actualidad los Sistemas Eléctricos de Potencia estan funcionando cada
dia mas cerca de sus limites de estabilidad operativa, lo cual se manifiesta cada vez mas por
su comportamiento no lineal, e incluso cadtico, del sistema eléctrico. Por esta razon, se
estudia en esta tesis los cambios de la estabilidad de voltaje en ciertos los puntos de
equilibrio en un pequefio modelo de tres nodos. Este analisis permite observar la compleja
evolucion dinamica de los voltajes del sistema debido a pequefias variaciones en sus
parametros eléctricos (cuasiestaticos), que en el peor de los casos el sistema eléctrico sufre
un colapso de voltaje. Este andlisis se realiza por medio de la aplicacion de la teoria de
bifurcaciones, la cual permite determinar de manera cualitativa el comportamiento
dinamico del sistema eléctrico debido a pequefias perturbaciones. Asimismo, se utiliza la
herramienta computacional XPPAUT para cuantificar los puntos operativos en que el

sistema eléctrico pierde estabilidad de voltaje debido a la presencia de una bifurcacion.
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Glosario de términos

(SEP) Sistemas Eléctricos de Potencia.

P Potencia activa transmitida desde el nodo de envid al nodo de recepcion

E, Voltaje del nodo de envio.

E, Voltaje del nodo de recepcion.

Xpr Reactancia conectada entre los nodos de envi6 y recepcion.

Opp Diferencia angular entre los nodos de envio y recepcion.

s Tiempo especifico en segundos.

R xR Espacio de estado extendido.

R" Espacio de estado o espacio de fase.

t Tiempo en segundos.

Q' Operador de evolucion del sistema.

f Conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden, reales, no
lineales, analiticas y continuas, representando la dinamica de los equipos
eléctricos en el sistema.

g Conjunto de ecuaciones algebraicas reales, no lineales, analiticas y
continuas, representando las relaciones voltaje-corriente en terminales de los
elementos de transmision en estado estacionario.

x(?) Vector de variables de estado dinamico.

J Matriz Jacobiana o Jacobiano.

P Potencia activa.

0 Potencia reactiva.

0 Angulo del voltaje en nodo de carga.

V Magnitud del voltaje nodal.

X Variables de estado dindmico

A Parametros algebraicos

X, Un punto de equilibrio inicial
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Red de transmision.
Senial de entrada al sistema.

Variables instantaneas o algebraicas del sistema.

Parametro del sistema que se pueden variar cuasiestaticamente.
Software de sistemas dindmicos (X-windows Phase Plane Plus Auto).
Sistemas de ecuaciones diferencial-algebraicas.

Sistema de ecuaciones ordinarias.

Par mecénico.

Par eléctrico.

Velocidad mecanica.

Velocidad eléctrica.

Numero de polos.

Velocidad angular del rotor.

Fuerza magnetomotriz.

Velocidad sincrona (mecénica y eléctrica).

Devanados estaticos representando las fases del estator.

Ejes de referencia estacionarios en el estator.

Devanados giratorios representado los ejes directo y de cuadratura en el
rotor.

Angulo mecanico del rotor medido con respecto al eje de referencia

estacionario A del estator.

Valor inicial de 6, .

Angulo del eje de referencia bus con respecto al eje A.

Valor inicial de «,,.

Desplazamiento angular del rotor con respecto al eje de referencia Bus

Momento de inercia de la masa del rotor en Kg-m?,

Par de aceleracion.

Par de amortiguamiento.
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Potencia mecanica de entrada.
Potencia eléctrica de salida.
Potencia de amortiguamiento.
Potencia de aceleracion.
Momento angular del rotor en J-s.

Momento de inercia.
Constante de inercia del rotor en seg.

Energia cinética almacenada en el generador a velocidad sincrona en MJ/seg.
Capacidad nominal del generador sincrono.

Es la velocidad relativa de la velocidad angular del rotor con repecto a la
velocidad sincrona.

Par de friccion.
Par asincrono

Coeficiente de amortiguamiento en seg/rad.

Potencia real de carga en el nodo de generacion.

Angulo del voltaje en terminales de generador.

Conductancia de la linea de transmision

Susceptancia de la linea de transmision.

Constante de tiempo transitoria del generador en el eje directo.
Voltaje interno de cuadratura del generador.

Reactancia transitoria de eje directo.

Reactancia de eje directo.

Voltaje de campo del generador.

Voltaje de terminales del generador.

Voltaje de Referencia.

Potencias reales y reactivas nominales.
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Voltaje nominal.

Frecuencia nominal y frecuencia del voltaje de bus.

Parametro de sensibilidad de la frecuencia.

modelo de carga que combina los modelos de impedancia, corriente y

potencia constantes.

Vector de variables de estado del bus de carga.

Demanda nominal en MVA en el bus de carga.
Factor de potencia.

Coeficientes del modelo de carga dindmica tipo .

Coeficientes del modelo de carga dindmica tipo II.
Coeficientes del modelo de carga dindmica tipo II.

2 Coeficientes del modelo de carga dinamica tipo II.

Potencias constantes real y reactiva del modelo de carga dindmica tipo II.

Bifurcacion Punto de silla (Saddle-Node Bifurcation).

Bifurcacion Transcritica (Trancritical Bifurcation).

Bifurcacion de Horquilla Supercritica (Supercritical Pitchfork Bifurcation).
Bifurcacion de Horquilla Subcritica (Unstable Hopf Bifurcation).
Bifurcacion Hopo Supercritica (Supercritical Hopf Bifurcation).
Bifurcacion Hopo Subcritica (Unstable Hopf Bifurcation).

Bifurcacion de Doblez de Ciclos (Cyclic Fold Bifurcation).

Bifurcacion Periodo Infinito (infinite Period bifurcation).

Bifurcacion Homoclinica (Homoclinic Bifurcation).

Bifurcacion de Doble Periodo (Period Doubling Bifurcation).
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Capitulo 1

Introduccion

“La Materia vy la Energia, no se crean ni
se destruyen solo se transforman-

Ley Univenoal de la Materia ¢ la Energia




Capitulo 1

Introduccion

1.1 Introduccion

Un requerimiento esencial de cualquier sociedad moderna es la operacion segura y
econdmica de sus fuentes de energia, en especial el sistema eléctrico. Historicamente, los
sistemas eléctricos fueron disefiados y operados conservadoramente de tal manera que la
demanda de energia eléctrica era facilmente satisfecha, manteniendo amplios margenes de
estabilidad. En este contexto, los sistemas eran normalmente operados en una region donde
su comportamiento era casi lineal. Sin embargo, el incremento de la demanda de energia
eléctrica, aunado con el retraso en la construccion de plantas de generacion y de la
expansion de la red de transmision, ha obligado a operar los sistemas eléctricos cada vez
mas cerca de sus limites de estabilidad por mayores lapsos de tiempo. Este tipo de
operacion puede producir diversos problemas de estabilidad para determinadas condiciones
de operacion del sistema. En este trabajo se analiza el problema de estabilidad de voltaje
que se refiere a la habilidad del sistema de potencia para mantener voltajes estables en
todos los nodos del sistema, después de ser sujeto a un disturbio, partiendo de una
condicion operativa inicial. Este problema de estabilidad se manifiesta por medio de
oscilaciones o fluctuaciones de voltaje, que incluso pueden llegar al colapso del mismo.
Aunque las oscilaciones pueden ser estables desde el punto de vista matematico, estas son
indeseables en la operacion real de los sistemas eléctricos. La principal razén es que estas
oscilaciones limitan la transferencia de potencia en las lineas de transmisién y pueden

ocasionar dafios irreparables a los equipos eléctricos y de control.

Dentro del estudio de oscilaciones no lineales existen diferentes teorias que ayudan a
entender sus complejos comportamientos dinamicos, siendo una de las principales la teoria

de bifurcaciones [1]. Esta teoria permite conocer de manera cualitativa como afectan




pequefios cambios en los parametros del sistema a las variables de estado y a la estabilidad

de los puntos de operacion o de equilibrio del sistema bajo analisis [2-3].

En el caso de sistemas eléctricos de potencia, la teoria de bifurcaciones se ha aplicado para
observar los cambios cualitativos en las respuestas dinamicas de las magnitudes de voltajes
dentro del sistema, al variar sus parametros eléctricos en especial el consumo de Potencia
en los nodos de carga dentro de un rango especificado. Entre los tipos de comportamiento
dindmico que pueden llegar a observar estan: los ciclos limite, movimiento cuasiperiddico e

incluso el caos.

1.2 Objetivo

El objetivo de esta tesis es el estudio de la inestabilidad de voltaje en los sistemas
eléctricos de potencia en base a la teoria de bifurcaciones y el analisis de sus posibles

respuestas dinamicas.

1.3 Antecedentes

En sus principios, los sistemas eléctricos de potencia se disefiaban de manera que los
consumidores de energia se encontraran cerca de los puntos de generacion, haciendo que la
operacion de este tipo de sistemas fuera muy simple. Sin embargo, el contexto operativo de
los sistemas ha cambiado en forma radical a través del tiempo debido a que los centros de
generacion estan cada vez mas distantes de los centros de consumo, existe cada vez mas
consumo de energia eléctrica por la creacion de nuevas industrias y nuevas zonas
habitacionales, y debido a presiones econdémicas, politicas y ambientales se a retrasado la

expansion de la red de transmision.

Las condiciones anteriores han provocado que los sistemas eléctricos de potencia operen
cada vez mas cerca de sus limites de estabilidad con la finalidad de satisfacer la demanda
eléctrica que presenta un comportamiento dinamico impredecible, tal como se muestra en la

Figura 1.1. Esta grafica corresponde a la variacion promedio del consumo de carga eléctrica




en el sistema eléctrico mexicano durante 24 horas asociado a la variacion real de carga y la
variacion controlada lograda por la accion de interrumpir la operacion de ciertas cargas

eléctricas en un determinado tiempo [4].
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Figura 1.1 Representacion grafica del Control la demanda eléctrica en México.

Este tipo de operaciones han ocasionado el surgimiento de fenémenos dindmicos complejos
no observados anteriormente, provocando cambios significativos en la estabilidad del
sistema. Dentro del estudio de estos fendmenos han existido varios precursores con teorias
que permiten su andlisis de una manera aproximada. De las diferentes propuestas teoricas,
aquellas asociadas a la teoria de bifurcaciones y teoria del caos, proporcionan una
herramienta confiable para analizar dindmicos de sistemas no lineales, no solo presentes en

los sistemas eléctricos, sino en todos los sistemas.

Los primeros problemas de inestabilidad que fueron observados en los sistemas eléctricos
de potencia se manifestaron en el angulo de carga del rotor de un generador sincrono. Esta
inestabilidad se puede presentar en forma de oscilaciones electromecanicas no
amortiguadas. Estas oscilaciones electromecanicas pueden ser ocasionadas por pequeios
disturbios en las terminales del generador, los cuales se clasifican como problemas de

estabilidad de pequena sefial o de estado estable. La pérdida total o parcial del sincronismo




del rotor se debe a su vez a grandes disturbios, y se denomina estabilidad transitoria o

estado transitorio.

Las inestabilidades en los sistemas de potencia pueden clasificarse de forma general por la
escala de tiempo y a partir de donde procede de la inestabilidad [5], como se muestra en la
Tabla 1.1. La escala de tiempo a corto plazo se refiere a unos cuantos segundos; mientras

que la escala de largo plazo se refiere a varios minutos.

Tabla 1.1 Clasificacion de la estabilidad en sistemas de potencia.

Escala de tiempo Generador Carga
Corto plazo Estabilidad angular del rotor:
(segundos) Estado estable y Transitoria . .
Estabilidad de voltaje

Largo plazo
Estabilidad de frecuencia
(minutos)

La inestabilidad en el dngulo del rotor se presenta en el corto plazo debido a la dindmica
presente en el generador y en la cargas un cambio inminente de voltaje. Existen sistemas de
control que tienen como finalidad controlar una posible inestabilidad, algunos de estos
equipos existentes son entre otros: los reguladores automaticos de voltaje y sistemas de

excitacion, que actuan en este periodo de tiempo.

En la escala de tiempo de largo plazo, se presentan los problemas de estabilidad de
frecuencia y de voltaje. El primero esta relacionado con el desbalance de potencia activa
entre la generacion y la carga. El segundo es debido a la variacion de los pardmetros
eléctricos del sistema y déficit de generacion de potencia reactiva en el sistema. Esta déficit
de potencia reactiva ocasiona inestabilidad de voltaje en el corto plazo cuando cargas
dindmicas requieran potencia reactiva importante durante periodos de tiempo que sean

cortos [5], tales como los motores de induccion o cargas controladas electronicamente.




1.3.1 Cambios en la estabilidad angular

Aunque en esta tesis no se analiza el cambio de estabilidad angular es importante definir
este concepto que consiste en mantener en sincronismo el rotor del generador. La potencia
que una maquina sincrona puede entregar cuando estd conectado a un bus infinito por

medio de una reactancia esta dada por la siguiente ecuacion [9]:

E_E
Py =—Fsenoy, (1.1)
XER

En donde:

P, es la potencia activa transmitida desde el nodo de envié al nodo de recepcion.
E, es el voltaje del nodo de envio.

E, es el voltaje del nodo de recepcion.

X, es lareactancia conectada entre los nodos de envio6 y recepcion.

O, es la diferencia angular entre los nodos de envio y recepcion.

Si los voltajes E,, E, y la reactancia x,, se mantienen constantes, la potencia de
transmision estd determinada por el 4ngulo de par J,,. En la Figura 1.2 se muestra esta
caracteristica de transmision de potencia.
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Figura 1.2 Curva Potencia-Angulo en un generador sincrono.
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Conforme el 4ngulo J,, se incrementa, se tiene una mayor transferencia de potencia P,
activa hasta llegar al punto de maxima transferencia de potencia en 6,,=90° Si en este
punto el angulo 6., se incrementa, la transferencia de potencia decrece ocasionando una

aceleracion en el rotor del generador. Lo anterior puede producir una pérdida de
sincronismo, es decir, la presencia de una inestabilidad angular. Este tipo de inestabilidad

es la mas comun, ya que puede ser ocasionada por cualquier disturbio en el sistema.

1.3.2 Cambios en la estabilidad de voltaje

Este tipo de cambios de estabilidad se caracterizan por el llamado “colapso de voltaje”, este
es muy especial, debido a que es del tipo catastrofico y se presenta repentinamente. Este
fenémeno ocurre principalmente en sistemas muy sobrecargados en los que ocurre una falla

0 que tienen una gran pérdida de potencia reactiva.

Frecuentemente, este fenomeno involucra a todo el sistema eléctrico, y en ocasiones sélo
puede afectar a partes de ¢él; ademads, se ha encontrado que el colapso de voltaje provoca
también variacion en los dngulos de los generadores [6]. La pérdida de potencia reactiva
ocasiona variaciones en la magnitud de voltaje, se debe regularmente al incremento en el
consumo de este tipo de potencia en la carga o que los dispositivos compensadores de
potencia reactiva han alcanzado su limite de eficiencia, tales como: los generadores, los
bancos de capacitores y los Compensadores Estaticos de Vars (CEVs). Este aumento en la

demanda energética es la principal causa del colapso de voltaje.

Cuando un sistema es estable en cierto punto de operacion y se tiene un disturbio, ocurre un
proceso transitorio donde las variables que definen el estado operativo del sistema cambian
de valor con respecto al tiempo hasta llegar, en el mejor de los casos, a nuevos valores de
estado estacionario. Si el disturbio es de tipo gradual o muy lento (cuasi-estatico),
normalmente el nuevo punto de operacion se mueve o varia de la misma forma, siendo esto
lo mas normal en la operacion del sistema. Pero como la teoria de bifurcaciones sefiala, no

siempre los pequefios cambios producen un nuevo punto de operacion normal; es decir, no




siempre existen puntos de operacion estable para los nuevos pardmetros del sistema. Esta
caracteristica permite relacionar cambios en la estabilidad angular y de voltaje con la teoria

de bifurcaciones.

1.4 Justificacion

La aplicacion de la teoria de bifurcaciones y caos permite entender complejos
comportamientos dinamicos no lineales que acontecen en un sistema eléctrico de potencia,
los cuales no pueden ser explicados por medio de los estudios clasicos utilizados por los
ingenieros electricistas para planear y operar la red eléctrica. Estas teorias permiten
determinar de manera cualitativa como pueden evolucionar los sistemas eléctricos operando
cerca de sus limites de estabilidad, y como controlar fendmenos tales como la inestabilidad

y colapso de voltaje.

1.5 Metodologia propuesta

Para analizar la inestabilidad de voltaje en un sistema eléctrico primeramente se obtiene un
modelo matemadtico de los componentes eléctricos que lo conforman en base a un conjunto
de ecuaciones diferenciales y algebraicas no lineales [7]. Este sistema de ecuaciones es
resuelto numéricamente para obtener sus puntos de equilibrio y la estabilidad de los
mismos. La estabilidad es relacionada con los conceptos de teoria de bifurcaciones para
determinar de manera cualitativa como se comportard la dindmica del sistema, sin
necesidad de realizar integracion numérica de las ecuaciones diferenciales. Este proceso se
repite conforme se varia un parametro del sistema con la finalidad de evaluar el impacto de
este parametro en la estabilidad de voltaje del sistema; es decir, evaluar como los puntos de
equilibrio u operacion del sistema ganan o pierden estabilidad conforme se varia uno de

sus parametros.

Para la simulacion del modelo matematico obtenido se utiliza el software XPPAUT [8],
disefiado especificamente para realizar analisis en el dominio del tiempo de sistemas no

lineales. Este software tiene la capacidad de obtener diagramas de bifurcacion, indicando




soluciones estables e inestables de los puntos de equilibrio, y si son de tipo periodico u
oscilatorio. Ademads, es posible simular y visualizar la dinamica de cualquier punto del
diagrama de bifurcacion. Aplicando estas caracteristicas al analisis de sistemas eléctricos,

es posible observar cambios en la estabilidad de voltaje.

Con respecto a la estabilidad, esta se puede evaluar también por medio de los eigenvalores
en cualquier punto de operacion en el diagrama de bifurcacion, el software también
proporciona de manera visual la estabilidad del sistema por medio de los multiplicadores de
Floquet. Ademas, con el diagrama de bifurcacién se puede mostrar claramente qué tan
estable es el sistema por medio de los distintos atractores que se presentan en cada region

operativa del sistema.

1.6 Contenido de la tesis

En este capitulo se menciona la importancia del estudio de estabilidad de voltaje en los
sistemas eléctricos de potencia. Se define el objetivo del presente trabajo, se describen
antecedentes relacionados con el fendmeno de estabilidad de voltaje y su relacion con la

teoria de bifurcacion. Por tltimo, se describe el contenido de la tesis.

El capitulo 2 describe los conceptos asociados a la teoria de bifurcacién y su aplicacion
para el analisis de los sistemas no lineales. Se definen los conceptos de puntos de equilibrio
y orbitas periodicas, asi como su estabilidad. Ademas, se incluye una breve descripcion de

los diversos tipos de bifurcaciones locales y globales que presentan los sistemas no lineales.

En el capitulo 3 se describe de manera detallada el fendmeno de inestabilidad de voltaje, se
define el marco de referencia en que se realiza este estudio, y se muestra como se aplica la
teoria de bifurcacion para el analisis de este fenomeno. También se describen los modelos
matematicos de los componentes eléctricos que conforman los sistemas eléctricos bajo

estudio.

El capitulo 4 presenta el estudio de estabilidad de voltaje en un pequeio modelo de tres
nodos, donde se observa la compleja evolucion de sistemas eléctricos de potencia. Asi

como los resultados de este andlisis en base a la teoria y a sus los diagramas de




bifurcaciones. También se observa la dindmica del sistema en los puntos de operacién mas
importantes, indicando cuando y porque ocurren ciertos cambios en la estabilidad de

voltaje.

Por tultimo, el capitulo 5 contiene las conclusiones a las que he llegado y futuros estudios o
aplicaciones para quienes deseen iniciar con el estudio no solo de la dindmica de los
sistemas eléctricos de potencia, sino de cualquier otro sistema dindmico no lineal, desde el

punto de vista de la teoria de Bifurcaciones.
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Capitulo 2

Conceptos de Sistemas Dinamicos no Lineales y Teoria de

Bifurcacion.

2.1 Introduccion

Desde siempre el estudio de fenémenos no lineales ha sido complicado debido a la
dificultad de desarrollar un modelo matematico que explique sus comportamientos actual y
futuro. Sin embargo, estos fendémenos se han tratado de explicar cualitativamente utilizando
técnicas y métodos que permitan obtener la informacion necesaria sobre las propiedades del
sistema, y sus posibles soluciones, sin tener que resolverlo plenamente. Dichos métodos y
técnicas estan constituidas dentro de la teoria cualitativa de las ecuaciones diferenciales,
iniciada a finales del siglo XIX con los trabajos de Poincare y A.M. Liapunov, que hoy en

dia se usan ampliamente [9].

Una manera de realizar el analisis dindmico cualitativo de sistemas no lineales esta basada
en la teoria de bifurcaciones. La aplicacion de esta teoria permite predecir cualitativamente
el comportamiento dindmico de un sistema no lineal sujeto a pequefios cambios en sus
pardmetros por medio del analisis de estabilidad de los puntos de equilibrio asociados a las
ecuaciones diferenciales no lineales que representan al sistema bajo estudio. Es decir, en
base a las pequefias modificaciones en los parametros del sistema, se determina la
aparicion y/o desaparicion de puntos de equilibrio que representan las soluciones estables

del sistema.

Dentro de los sistemas eléctricos de potencia, la teoria de bifurcaciones puede ser aplicada
para analizar cambios cualitativos en su respuesta dinamica debido a pequenas
perturbaciones en sus pardmetros. Entre los varios comportamientos dindmicos que pueden
llegar a observarse, estan los ciclos limite, movimiento cuasiperiddico e incluso el caos. A

continuacion, se explican los conceptos basicos asociados a sistemas dindmicos y la teoria
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de bifurcaciones. Estos conceptos representan las bases tedricas de los andlisis numéricos

presentados en este trabajo.
2.2 Definicion de un sistema dinamico

Debido a que toda nuestra realidad estd en movimiento la dinamica es esencial para su
entendimiento, ya que es la ciencia que se encarga del estudio de los cuerpos en
movimiento. Los sistemas dindmicos estdn representados matematicamente por medio de
sistemas de ecuaciones diferenciales no lineales. Estos sistemas de ecuaciones
multiparamétricas dependen regularmente de un o mas parametros y por lo general son

imposibles de solucionar de manera analitica.

La formulacién matematica de un sistema dindmico se basa en el concepto general de un
proceso evolutivo que puede determinarse. Esto indica que si se conoce el estado actual del
sistema y el conjunto de leyes que gobiernan su evolucion, los estados futuro y pasado
pueden ser predichos dentro de un periodo de tiempo. En este contexto, la evolucion de un

sistema dindmico significa el cambio en su estado con respecto al tiempo.

En base a lo anterior, la representacion de un sistema dinamico se realiza por medio de un

conjunto de » variables que se modifican a través de un tiempo 7 denominado vector de

estados que esta dado de la forma x(t)=[xl(t),xz(t),...,xn(t)]. La relacion dindmica

existente entre n vector de estado y la variable que representa al tiempo se realiza por

medio de » ecuaciones diferenciables ordinarias de primer orden no lineales dadas por,

X = £(2,x,..x,)

% =f(6x,..x,)

2.1
x, =1, (t,x,...,x,)
donde
xl.=x,.(t), Y =% i=12,..,n (2.2)
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La funcion vectorial f:R"" — R"se considera continuamente diferenciable. Debido a que
la variable de estado x(#) depende del tiempo #, la variable ¢ se denomina variable

independiente, mientras que la variable x se llama variable dependiente. Cuando la funcion
f del lado derecho (llamada vector de campo) no depende explicitamente de la variable

independiente de tiempo ¢, la ecuacion se denomina autonoma, f'(z,x) = g(x). En cambio,

cuando f'depende de manera explicita de la variable independiente #, la ecuacion diferencial

se denomina no autdbnoma.

El espacio euclidiano R" conformado solamente por las variables de estado

x,(t) VYi=1,...,n,y en el cual se representa la evolucion en el tiempo de estas variables, es

llamado espacio de estado o de fase. Para un tiempo especifico 7, existe un punto

especifico x(7,,,)en el espacio de fase. Existe también a su vez un espacio (n+1) SRR

donde la dimension adicional corresponde a la consideracion explicita del tiempo. Este

espacio es denominado espacio de estado extendido.

Una solucién analitica de (2.1) implica obtener una funciéon o mapa @' : R — R",
denominado ejecutor 6 operador del sistema, que representa la evolucion del sistema desde

un estado x(z,), hasta un estado siguiente x(z,); es decir: x(ti+1)=go’(x(ti)) En el
contexto de sistemas dindmicos continuos, a los ejecutores {(/)’}t . e les llaman flujos, ya

que representan la evolucion dindmica del sistema. Debido a que la obtencion analitica del
mapa ¢'para el sistema de ecuaciones (2.1) es extremadamente dificil 6 imposible; la

solucion de (2.1) puede determinarse por medio de métodos de integracion numérica.

Independientemente de como se obtenga la solucion de (2.1), esta consiste de un estado
transitorio y un estado estable. Este ultimo estado existe solamente si el sistema tiene un

comportamiento asintotico conforme pasa el tiempo.

La solucién de un sistema de dos ecuaciones diferenciales se representa esquematicamente

en la Figura 2.1 tanto en el espacio de estado como en el espacio de estado extendido. En el
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espacio de estado extendido R”xR', la solucién se conoce como una curva integral sobre la

cual el vector de campo f(x) describe un vector tangente (vector de velocidad), para cada

punto x

. ¥ tiempo 7, . La solucion proyectada al espacio de estado R” se llama orbita y

la posible proyeccion dinamica en 7, se le denomina curva o trayectoria del sistema.

> -

Orbita(x,)

VAN,
S

Curvaix,)

Figura 2.1 Orbita y trayectoria de un sistema dinamico.

2.3 Puntos de equilibrio y su estabilidad

Cuando no es necesario conocer de manera precisa la evolucion de un sistema dindmico es
posible aplicar teorias que pronostican cualitativamente el comportamiento de las orbitas y
trayectorias posibles del sistema en base al analisis de estabilidad de sus puntos de

equilibrio, sin necesidad de resolverlo plenamente por medio de integraciéon numérica.

Un punto x,, en el espacio de estados se nombra punto de equilibrio, punto estacionario, o
solucion en reposo del sistema x, = f(x), si el vector de campo tiende a desaparecer; esto
es X, = f(x,,)=0. Esto implica que el estado (trayectoria o solucion) del sistema comienza
en x,,y permanece en x, para todo tiempo futuro; es decir, x(z,,)=¢@'x(z,) tal que

x(t,,)=x(t)=x, Vi=0,...,0.
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Para los sistemas dindmicos autdbnomos los puntos de equilibrio son las raices reales de la

ecuacion:

f(x) =0 (2.3)

De tal manera, los puntos de equilibrio se obtienen por medio de la solucién de un sistema

de ecuaciones algebraicas lineales o no lineales representado por f(x). Si f(x) es lineal y
existe un punto de equilibrio o solucién tUnica, si f (x) = Ax siempre que det(A) #0. Por
el contrario, si f(x) es no lineal, pueden existir multiples soluciones que satisfacen la

ecuacion (2.3). Es muy importante aclarar que estos puntos de equilibrio son soluciones en

reposo del sistema, mas no definen si este estado de reposo es estable o inestable.

Para determinar si el sistema es estable es el estado de reposo obtenido, solo es necesario
determinar si el punto de equilibrio es estable, sin tener que resolver todo el conjunto de
ecuaciones diferenciales numéricamente. Esto se deduce a partir del teorema de Lyapunov

ilustrado en la Figura 2.2, y cuya definicion es: [4]:

“Un punto de equilibrio x es estable si para cada vecindario V de X se tiene un
vecindario V; de x  tal que para todo x, €V, la solucion existe y cae dentro de V para

todo el tiempo t>0”

Orbita {Xo)

Figura 2.2 Definicion de estabilidad.
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En ocasiones ¥; puede seleccionarse de modo tal que la solucion del sistema x(x,,7) — x”

. * . ;. .
cuando 7 — oo, entonces se dice que x es asintoticamente estable; de lo contrario el

sistema es inestable. En donde la region de atraccion del punto de equilibrio x™ seria de

cierta manera similar a la Figura 2.3. Ya que en esta figura se observa como las trayectorias

con condiciones iniciales x, € B convergen de forma asintética al punto de equilibrio x .

Esta region de atraccion se le llama dominio de x .

B

"il‘"""-hxxl\\.\‘.lxu"u‘u:\
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Ao o SRR NN NN AN Y
gL B R S Kol B B e A A
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1Y R . i
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i
8

Figura 2.3 Region de atraccion.

Lo anteriormente expuesto permite calcular la estabilidad de los puntos de equilibrio
asociados a sistema de gran escala por medio de la aplicacion de la teoria de los

eigenvalores. Ambos conceptos se relacionan por medio del siguiente teorema de

Lyapunov [10].
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“Considerando un sistema dindmico definido por x(t)= f(x), xeR" donde f es

diferenciable. Asumiendo ademads que el sistema tiene un punto de equilibrio x ; es

decir, f(x')=0, y la matriz Jacobiana de f(x) evaluada en el punto de equilibrio es

df (x . .. . . .
J = & . Entonces x es asintoticamente estable si todos los eigenvalores de J tienen

*
X

parte real negativa”.

Cuando todos los eigenvalores de J tienen parte real diferente de cero, independientemente
de sus partes imaginarias, el punto de equilibrio es denominado punto de equilibrio
hiperbdlico. Pero si existiera el caso de que por lo menos un eigenvalor tenga parte real

cero, el punto de equilibrio es denominado punto de equilibrio no hiperbolico.

En el caso de los puntos de equilibrio hiperbdlicos, si todos los eigenvalores tienen parte
real negativa el punto de equilibrio es asintoticamente estable. Para un sistema lineal en
este caso, la region de atraccion es todo el espacio de estado. Por el contrario, si por lo

menos un eigenvalor tiene parte real positiva el punto de equilibrio es inestable.

En el caso de los sistemas no lineales se tienen las siguientes caracteristicas:
+« El sistema puede tener uno, mas de uno o ningun punto de equilibrio.
+ La region de atraccion de un punto de equilibrio puede estar limitada y esto no

garantiza estabilidad.
2.3.1 Sistemas bidimensionales o de mayores dimensiones

De forma similar a los sistemas no lineales de una dimension, los bidimensionales o de
mayores dimensiones presentan: puntos de equilibrio, orbitas y trayectoria. Pero en el caso,
de los de dos 0 mas dimensiones existe un nuevo tipo de soluciones que son las periodicas,
que mas adelante se definiran y que ademas no existen en los sistemas lineales o no lineales

de una dimension.
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Lo primero para determinar la estabilidad de cualquier punto de equilibrio de un sistema no
lineal de » dimension es linealizar el sistema alrededor de ese punto de equilibrio. Esta

linealizacion se realiza de la manera siguiente:

Asumiendo el sistema de ecuaciones diferenciales no lineales,

x=f(x,5)

24
y=g(x,) @4)

Se escriben las ecuaciones algebraicas no lineales (2.5) y se resuelve para obtener el punto

de equilibrio (x,)") :

0= f(x,
S (x,p) 2.5)
0=g(x,y)
Ahora, se define una pequefia perturbacion de este punto, en dos variables:
U=x—x
. (2.6)
V=y-y

Desarrollando las derivadas de « con respecto a ¢ (x es constante por ser punto de

equilibrio) y formulando la ecuacion resultante por una expansion de la series de Taylor:

. d o
u—dt(x x*)=x

u=f(x,y)=f(x*+u,y*+v) 2.7)

L'tzf(x,y)+ug +vg +0(u2,v2,uv)
ox x*.%) oy
’ (x*,y%)
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De esto se considera lo siguiente:

¢ Las perturbaciones u y v son pequeiias, tal que los términos cuadraticos y de mayor

orden de la expansion de Taylor se pueden despreciar (como el caso de o(u”,v*,uv)).

% Debidoaque x y y" son puntos de equilibrio se tiene que f(x",y)=0.

El resultado de #, es parte de un equivalente lineal del sistema no lineal (2.4).

u= u% + V% (2.8)
ax (x*,y%) ay (x*, %)

Esto se realiza de igual forma para v:

V= u% + V% (2.9)
ax (x*,y%) ay (x*,y%)

Agrupando los resultados de las ecuaciones (2.8) y (2.9) es posible expresar al sistema

linealizado de la siguiente forma:

_5i ai_
_1!1__ ox Oy u
V] |2 o v

L&x D (2.10)
T, [
V] - o LY

Donde la matriz J (matriz Jacobiana o el Jacobiano de estado), es evaluada en el punto de

equilibrio (x*,y").

También existen dos teoremas que nos permiten relacionar la estabilidad de los puntos de

equilibrio del sistema linealizado (2.10) con la estabilidad de los puntos de equilibrio del
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sistema no lineal (2.4). El primero es el teorema de Hartman-Grobman que se aplica a

puntos de equilibrio hiperbdlicos el cual nos menciona en forma semi-abstracta [10] [11]:

“Consideramos el sistema no lineal x = f(x), con f suficientemente suave. Suponemos

que x es un punto de equilibrio aislado. Ademds suponemos, que la funcion

o

* . . . . . .
J(x ):6_ no tiene eigenvalores nulos o imaginarios puros. Entonces existe un
X |

homeomorfismo h (aplicacion continua y con inversa continua) definida en un entorno
UcR’de x', h:U — R*, que lleva las trayectorias del sistema no lineal sobre las del

sistema linealizado. En particular h(x")=0".

Del teorema anterior se determina lo siguiente:

a) El punto de equilibrio del sistema no lineal (2.4) es estable si el punto de equilibrio del

sistema linealizado (2.10) es asintéticamente estable.

b) El punto de equilibrio del sistema no lineal (2.4) es inestable si el punto de equilibrio

del sistema linealizado (2.10) es inestable.

c) La linealizacion no puede comprobar la estabilidad de los puntos de equilibrio que
tienen algunos eigenvalores con parte real negativa y el resto de los eigenvalores con
parte real cero. En este caso, es necesario un analisis no lineal para determinar la
estabilidad; es decir, es preciso retener los términos cuadraticos, y algunas veces los

términos de mayor orden, en la expansion de la serie de Taylor dada en (2.7).

De acuerdo a lo anterior, se concluye que la estabilidad del punto de equilibrio hiperbolico
se puede obtener por medio de los eigenvalores del Jacobiano, y que si el punto de
equilibrio del sistema linealizado es asintoticamente estable, de igual manera serd en el

sistema no lineal.

Desde el punto de vista conceptual, lo anterior implica que la evolucion dindmica del

sistema linealizado debido a una pequefia perturbaciéon es cualitativamente semejante a la
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evolucion dindmica del sistema no lineal debida a la misma pequefia perturbacion.
Asimismo, cualquier cambio cualitativo en este tltimo puede ser detectado, al examinar la

dindmica del sistema lineal.

Por ultimo, es importante mencionar que, aunque la linealizacion nos ayuda a determinar de
manera mas sencilla si un punto de equilibrio hiperbolico del sistema no lineal es estable,
esta no proporciona ninguna informacion asociada al tamafo de su region o dominio de

atraccion.
2.4 Ciclos limite y su estabilidad

De los sistemas no lineales es importante mencionar que existen soluciones periddicas que
se caracterizan por tener estados variantes en el tiempo. La solucion periddica es una
respuesta dinamica caracterizada por una frecuencia basica F. Matematicamente, la

solucion x(¢) es periddica para todo tiempo ¢, si existe algun 7" que satisface:

x(t+T)=x(t) 0<t<T 2.11)

A una solucion periddica se le llama ciclo limite si no existen otras soluciones periddicas
cercanas a ella (es decir que se encuentra aislada). Siendo los ciclos limite inherentemente

un fendmeno de los sistemas no lineales.

De forma similar a los puntos de equilibrio, la estabilidad de los ciclos limites pueden ser

estables o inestables.

«» Un ciclo limite es asintoticamente estable si todas las dorbitas, comenzando cerca de
éste, alcanzan el ciclo limite conforme el tiempo se incrementa. Un ejemplo claro es la
Figura 2.4 en la que se ve claramente como las oOrbitas convergen al ciclo limite

estable.
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-3 -z -1 o 1 2 a

Figura 2.4 Ciclo limite estable.

¢ Un ciclo limite es inestable si todas las orbitas comenzando cerca de éste, se alejan o
divergen del mismo. Esto se muestra en la Figura 2.5 donde se observa como se alejan

la orbitas.

0.5 -

03z 0 0z 0.4 LR B 1 12

Figura 2.5 Ciclo limite inestable.

En algunos casos extrafios se pueden tener ciclos limite semiestables. Otro ejemplo se

muestra en la Figura 2.6 en la cual se observan algunos ciclos limite estable (como C).
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2.5 Planos de fase y flujo

Para comprender el procedimiento cualitativo de la dindmica de los sistemas no lineales es
comun analizar el plano de fase, que no es mas que un conjunto de trayectorias surgiendo
de diferentes condiciones iniciales dentro del espacio de estado que contiene informacion
del proceso transitorio y asintotico del sistema. Con esto, es posible saber el numero y tipos

de estados resultantes presentes en el sistema mientras ¢ — .

Un ejemplo de un plano de fases que muestra la informacion de la dinamica del sistema es
la Figura 2.6. Los puntos fijos A, B, D y G satisfacen a la ecuacién f(x')=0, y

corresponden a los puntos de equilibrio del sistema. Existen también soluciones periddicas
o ciclos limites como es el caso de la orbita cerrada C, siendo estable debido a que las

trayectorias cercanas al interior y exterior tienden a esta orbita; tal que x(z+7) = x(¢) para

‘F !( C
B

C N TN

Figura 2.6 Plano de fase.

todo el tiempo ¢.

R

G

Es claro que los puntos B, D y G son inestables ya que las trayectorias cercanas tienden a
alejarse de ellos, al contrario del punto A que es estable debido a que las trayectorias

cercanas tienden a él.

Una idea en la que se puede interpretar al plano de fases de un sistema dindmico continuo

es como la imagen de un fluido. Por esta relacion con el flujo de un fluido se le ha
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nombrado con el término de anélisis de flujo para ciertos sistemas continuos (siendo este el

control de la evolucion del sistema).

La direccion del campo en el plano de fase se puede representar graficamente con
“Nullclines” que son segmentos de lineas y curvas. Cuando la direccion del flujo es
totalmente horizontal y vertical, implica que la dindmica del sistema es cero, es decir se

tiene un punto de equilibrio. Un ejemplo claro de lo anterior se observa en la Figura 2.7.

ER T T T T T T
e = —— e — - - = e
it — — — — — - - - - — —
i~ — - —_ —— e - - - Sy e . 2]
- " — — ~— —— o — — - - i
2 | = — -
- 18 g g —
o
% —
&0 =
- A — Y .
— T == =,
ok .
= o T T T gt - —— o = —— 7 -
-4 _
= — R, o S - — —— - - - T — ~
= —_ — — —— — — — —_— —_— —_— —_— — -]
L ] ] ] ] 1 1
—-4 -3 -2 - 1 2 3 4

Figura 2.7 Plano de fase con direccion de flujo. .

2.6 Estabilidad estructural

Un sistema es estructuralmente estable si su dindmica no cambia de manera cualitativa bajo
pequetias perturbaciones. Es decir que la topologia de las trayectorias en el plano de fases

del sistema, a pesar de las perturbaciones, sigue cualitativamente igual.

El fin del anélisis de este concepto es su relacion con la teoria de bifurcaciones, que a

continuacion se ejemplifica. De un sistema no lineal de la forma x = f(x,1), donde 4 es

un parametro del sistema independiente del tiempo. En el caso de que se presenten cambios
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cualitativos en el plano de fase del sistema por pequefias variaciones en este parametro, el
sistema es cualitativamente inestable. Siendo un fendomeno de la teoria de bifurcaciones; es

decir, cuando se pierde la estabilidad estructural en el sistema ocurre una bifurcacion.

2.7 Bifurcacion

Frecuentemente dentro de las ecuaciones dinamicas existen pardmetros que son constantes.
Que en ciertas circunstancias se desea conocer como serd el comportamiento dindmico del

sistema conforme estos parametros autbnomos cambian de valor cuasi-estaticamente.

Una forma de solucionar este tipo de problema es por medio del concepto de bifurcaciones.
Una bifurcacion indica un cambio cualitativo en las caracteristicas topoldgicas del flujo del
sistema. Estos cambios cualitativos estan asociados al cambio en el nimero, tipo y
estabilidad de los puntos de equilibrio u oOrbitas periddicas del sistema; conforme se

presentan cambios cuasi-estaticos de uno o mas de sus parametros de control 4.

Las bifurcaciones pueden ser locales o globales. Bifurcaciones locales se refieren al cambio
de la estabilidad que sucede en el plano de fase en la vecindad de una sola solucion
periodica o punto fijo del sistema. Las bifurcaciones globales se asocian a cambios en el

periodo de las soluciones asociadas a los puntos de equilibrio.

Las bifurcaciones locales solo pueden ocurrir cuando un cambio en los valores de los
parametros de control conviertan al punto de equilibrio en no hiperbdlico. Entonces, una
forma sencilla de establecer cuando estd ocurriendo una bifurcacion local consiste en
determinar los valores paramétricos que produzcan que el Jacobiano asociado al sistema

linealizado un eigenvalor cero o un par de eigenvalores complejos puramente imaginarios.

A continuacion, se detalla de manera mas amplia las caracteristicas que presenta el plano de

fase cuando acontecen algunas bifurcaciones locales y globales.
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2.8 Bifurcaciones Locales

Es claro que solo estas bifurcaciones estan relacionadas con el cambio de estabilidad en un
punto de equilibrio al existir cambios significativos antes y después de un punto de
equilibrio no hiperbolico. La pérdida de estabilidad puede ser provocada por medio de
cualquiera de las siguientes bifurcaciones: Bifurcacion Saddle-Node (o Punto de Silla),
Bifurcacion Transcritica, Bifurcacion Pitchfork y Bifurcacion Hopf. Las tres primeras
bifurcaciones son llamadas bifurcaciones estaticas porque a ellas solo convergen soluciones
asociadas a puntos de equilibrio; es decir, soluciones estaticas. Por el contrario, en la
Bifurcacion Hopf convergen a soluciones estaticas y soluciones periddicas, por lo que se

denomina bifurcacién dinamica. A continuacion, se detalla cada una de ellas [1] [12].
2.8.1 Bifurcacion Saddle-Node (SNB)

Esta bifurcacion se asocia con la aparicion y desaparicion de puntos de equilibrio conforme

cambia el parametro de control A. En el caso de la ecuacion diferencial no lineal

X=-x"—-1 , se tienen las soluciones mostradas en la Figura 2.8.

& =t =t -

(a) A<D () A=0 (cy A=0

Figura 2.8 Destruccion de los puntos de equilibrio.

Cuando el parametro de bifurcacion A es menor que cero, existen dos puntos de equilibrio
en el sistema, uno estable y otro inestable; es decir, coexisten diversas soluciones que
satisfacen las ecuaciones algebraicas no lineales. En el caso de que el parametro A sea

igual a cero, los puntos de equilibrio estable e inestable chocan, y se produce el punto de
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bifurcacion Saddle-Node (o punto de silla ya que toma forma de silla de montar). En la cual
el Jacobiano del sistema se vuelve singular, J(x") =0,y no es posible obtener una solucién
del conjunto de ecuaciones algebraicas no lineales. Por ultimo, si el pardmetro de control es

mayor a cero no existen puntos de equilibrio, lo cual implica que nunca se obtendra una

solucion del sistema algebraico no lineal. De acuerdo a lo anterior, la ecuacion diferencial

%=-x"—A1, tiene una respuesta en base a un valor inicial del pardmetro A como se

muestra en la Figura 2.9.

Figura 2.9 Diagrama de una bifurcacion Saddle-Node.

De la grafica anterior debe mencionarse que la linea negra representa a los puntos de
equilibrio estables, mientras que las lineas discontinuas representan a los puntos de
equilibrio inestable. Este tipo de bifurcaciones existe siempre que se cumplan la siguientes

condiciones matematicas [4] [14]:
S(x,4)=0
¥ _y
ox | -

I Lo (2.12)
oA

o f
ox’|.

X

#0
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La primera ecuacion en (2.12) implica que la solucién es un punto de equilibrio. La

segunda ecuacion prueba que este punto es no hiperbolico. La tercera significa que coexiste
en el punto de bifurcacién (x',4) una funciéon continua diferenciable A =/h(x), que se
intersecta con la linea x = x~ de manera transversal. Por ultimo, la cuarta ecuacion significa
que el punto de equilibrio permanece de manera local a un lado de la linea A =4, . Estas

dos ultimas ecuaciones se denominan condicionantes de transversabilidad.

2.8.2 Bifurcacion Transcritica (TCB)

En esta bifurcacion, y al contrario de la bifurcacion Saddle-Node, los puntos de equilibrio
no desaparecen por el cambio del parametro de control A, sino que intercambian el tipo de
estabilidad. Este se muestra esquematicamente en la Figura 2.10 y 2.11 asociadas a la

ecuacion diferencial x = Ax — x”.

(a) A<@ by A=0 ic) A=0

Figura 2.10 Intercambio de tipo de estabilidad entre los puntos de equilibrio.
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Figura 2.11 Diagrama de una bifurcacion Transcritica.

Cuando el parametro de control inicia es A <0, existen dos puntos de equilibrio, uno

estable cuando x =0 (linea continua y marcada) y otro inestable en x =A (lineas
discontinuas y suaves). Estas dos lineas convergen cuando el parametro es A =0. Cuando

A >0, el tipo de estabilidad de los puntos se invierte, siendo ahora el punto de equilibrio

x =0 inestable y el punto x = A estable.

2.8.3 Bifurcacion Pitchfork (PFB)

En este tipo de bifurcacion conforme se varia el parametro de control un punto de equilibrio
estable se convierte en inestable, y al mismo tiempo se originan dos puntos de equilibrio
estables; de manera que la forma de la bifurcacion se asemeja a un tenedor o trinche.
Existen dos diferentes tipos de esta bifurcacion, una llamada Subcritica (UPFB) y otra

Supercritica (SPFB).

La bifurcacion supercritica (SPFB) es directamente relacionada a la creacion de dos puntos
de equilibrios estables a partir de otro que se volvid inestable conforme varia el pardmetro

de bifurcacién A, tal como se muestra en la Figura 2.12.
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X X X

(a) A<D (b) A=0 (c) A>0

Figura 2.12 Creacion de dos puntos fijos estables a partir de otro estable.

Cuando el parametro A <0, solo existe un punto de equilibrio estable. Cuando 4 =0, este
punto de equilibrio es criticamente estable dado que la linealizacion se desvanece; pero
sigue siendo estable. Sin embargo, para valores de A >0, el punto de equilibrio se
convierte inestable, y ademas se tienen dos puntos de equilibrio estables de forma
simétrica. Un ejemplo numérico de la bifurcacion Pitchfork supercritica se muestra en el
diagrama de bifurcacion dado en la Figura 2.13, correspondiente de la ecuacion
x=Ax—x". Los puntos de equilibrio estables corresponden a las lineas gruesas y los

inestables a la linea delgada y discontinua.
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Figura 2.13 Diagrama de una bifurcacion Pitchfork supercritica.
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En el caso de la bifurcacion Pitchfork subcritica (UPFB), el sistema convierte en inestable
en el punto de bifurcacion y pueden ocurrir los siguientes dos caso conforme se el

pardmetro de bifurcacion o control.

s Si A disminuye, se forman dos ramas simétricas conformadas por puntos de
equilibrio inestables, hasta que se presentan en ambas ramas una bifurcacion
Saddle-Node y en los puntos de equilibrio son estables nuevamente.

» Si A aumenta, el sistema pasa a un estado de reposo definido por cualquiera de los

*,

dos puntos de equilibrio estables. Ya situado en cualquiera de estos puntos de
equilibrios pasa lo siguiente: si A se incrementa se tiene una rama estable; pero si el
valor disminuye, surgen nuevamente puntos de equilibrio estables hasta llegar a la
bifurcacion Saddle-Node, y de ahi el sistema pasa a un estado de reposo definido

por el punto de equilibrio estable original.

El comportamiento de los estados de reposo del sistema conforme se varia el parametro de
control o bifurcaciébn y acontece una bifurcacion Pitchfork subcritica (UPFB) suele
nombrarse histéresis, ya que siempre se llega al mismo punto de equilibrio inicial. Un

ejemplo claro es este comportamiento es mostrado en la Figura 2.14, correspondiente a la

ecuacion diferencial x=Ax+2x’ —x°.
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Figura 2.14 Diagrama de una bifurcacion Pitchfork subcritica.

30



2.8.4 Bifurcacion Hopf (HB)

Este tipo de bifurcaciones surge en el choque de un punto de equilibrio y un ciclo limite. En
este caso la inestabilidad sucede porque un eigenvalor real (o dos eigenvalores complejos
conjugados), cruza(n) el eje imaginario hacia la parte derecha del plano complejo, dando
origen a la bifurcacion Hopf. Esto se observa en la Figura 2.15 para los eigenvalores

complejos conjugados.

Im{A4)

AN

e

> Re(i)

\‘\
/’f—‘\

Figura 2.15 Movimiento de los eigenvalores complejos conjugados.

Matematicamente existen dos condiciones para que aparezcan las bifurcaciones Hopf [14]

[28]:

X/

« El Jacobiano tiene un simple par de eigenvalores imaginarios puros en el punto de

bifurcacion: y(4,)=a(4,)+ jo(4,), entonces a(4,)=0y o(4,)>0

dRe{y(1)} da(l)
& T = =0 (Condicioén de transversalidad)
12=2, di A=

’ dA
La primera condiciéon implica que se tiene un punto de equilibrio no hiperbdlico. La

segunda indica el cruce de los eigenvalores complejos conjugados hacia el lado derecho del
plano complejo. La parte importante de este tipo de bifurcaciones es que después de que
cambia la estabilidad del punto de equilibrio, se origina una orbita periddica (o ciclo limite)

de pequefia amplitud al variar el parametro de control. Al seguir variando A, las variables
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que determinan el estado del sistema oscilaran de manera estable o inestable, dependiendo

si la bifurcacion Hopf es Supercritica (SHB) o es Subcritica (UHB) [1] [2].

El caso de la bifurcacion Hopf supercritica (SHB) acontece cuando el punto de equilibrio
pierde estabilidad y se convierte en un ciclo limite estable para valores mas grandes que el
punto de bifurcacion. En la Figura 2.16 se muestran los planos de fase caracteristicos de

este tipo de bifurcaciones.

Figura 2.16 Planos de fase de la bifurcacion supercritica.

Las bifurcaciones Hopf Subcriticas (UHB) aparecen cuando el punto de equilibrio estable
se transforma en un ciclo limite inestable. Los planos de fase de estas bifurcaciones se
observan en la Figura 2.17. Este tipo de bifurcaciones es muy peligrosa ya puede llevar el

comportamiento del sistema a un estado caotico conforme se varia el parametro de control.

A<D A >0

Figura 2.17 Planos de fase de la bifurcacion subcritica
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2.9 Bifurcaciones Globales

Estas bifurcaciones son de tipo global porque se trata de la creacion o destruccion de ciclos
limites; al contrario de las anteriores que se trataba de la creacion o destruccion de puntos
de equilibrio. Este tipo de bifurcaciones es mas dificil de encontrar ya que su busqueda
debe realizarse en toda la region del plano de fase, en lugar pequefias regiones alrededor de

los puntos de equilibrio.

2.9.1 Bifurcacion de Doblez de Ciclos (CFB)

Esta bifurcacion ocurre por la destruccion de dos ciclos limites, uno estable y el otro

inestable, tal como se observa en los planos de fase de la Figura 2.18.

-
©

AN r

@ @

A<i. A=A, 0=, >,

Figura 2.18 Planos de fase de la bifurcacion de Doblez de Ciclos.

Para valores del parametro de bifurcacion menores al valor critico 4., solo existe un punto

de equilibrio estable. En el instante en que el parametro toma el valor critico se tiene un
ciclo limite semiestable. Por ultimo, en rangos de valores del parametro de control

0>A> 4., del ciclo limite semiestable se originan dos ciclos limite uno estable y otro

inestable. En la Figura 2.19 se muestra el diagrama de bifurcacion de este tipo, donde los
ciclos limite estables son los circulos rellenos y los inestables son los circulos vacios.
Debido a que siempre coexiste un doble ciclo, cada uno de distinto comportamiento, es el

nombre de doblez.
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Figura 2.19 Diagrama de una bifurcacion de doblez.

En el caso de la grafica anterior se aclara que los circulos rellenos representan a respuestas
periodicas estables, mientras que los circulos vacios representan respuestas periodicas

inestables.

2.9.2 Bifurcacion Homoclinica (HCB) o (BSKY)

Este tipo de bifurcaciones acontece cuando un ciclo estable o inestable llega a tocar un
punto inestable o Saddle, formandose una 6rbita homoclinica. Esta orbita no es mas que
una serie de atractores en forma de espiras, pero a su vez semejantes unos de otros, que
convergen de forma muy cercana a un punto de equilibrio. Este tipo de orbitas se muestran

en la figura 2.20.
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Figura 2.20 Planos de fase de una bifurcacion Homoclinica.

En el caso de que el pardmetro de bifurcacion es A < A, se genera una Orbita estable que

pasa muy cerca de un punto de equilibrio inestable, sin llegar a ¢l (Figura 2.23A). Al

acercarse el parametro de control al valor critico A, la orbita se agranda cerca del punto de

equilibrio Saddle (Figura 2.23B). Sin embargo, si el parametro toma el valor critico

(A=A4.), la orbita choca con el punto Sabble o inestable (Figura 2.23C), formandose una
orbita homoclinica. Cuando el parametro es A > 4., el ciclo limite estable e inestable se

destruyen, a lo cual se le llama “Crisis Limitada”.

2.9.3 Bifurcacion de Toroide (TRB)

La bifurcacion de Toroide se puede entenderse como una Bifurcacion Hopf de orbitas
periodicas, donde la oscilacion de las variables del sistema tiene una doble frecuencia; por
ejemplo, una primera orbita periddica es rodeada en forma de espiral por una segunda

orbita periodica, como se observa en la Figura 2.21.
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Figura 2.21 Bifurcacion de Toroide.

Estas bifurcaciones puede ser de dos tipos: supercritica (de forma que se atraen se ambos

ciclos) y subcritica (de forma que se repelen ambos ciclos).

2.9.4 Bifurcacion de Doble Periodo (PDB) y Caos

Al contario del tipo doblez donde existen solo dos ciclos limites, estas bifurcaciones
empiezan por tener un ciclo limite estable a un determinado valor inicial del parametro de
bifurcacion A= X, dentro de un plano de fases. En el instante en que se presenta una
variacion en el parametro A= X, las Orbitas asociadas a las variables del sistema
comienzan a dividirse en un par de orbitas, formandose una primera bifurcacion de doble
periodo. Pero si el pardmetro A sigue cambiando, en el sistema pueden ocurrir otras
bifurcaciones de doble periodo; es decir, que de las dos anteriores Orbitas, cada una de ellas
se volvera a dividir en dos orbitas, origindndose cuadro orbitas. Al seguir varidndose el
pardmetro de bifurcacion se pueden seguir formando mdas pares de oOrbitas en cascada
dentro del sistema; conduciendo al sistema a un estado cadtico. La Figura 2.22 representa el

ejemplo clasico de este tipo de bifurcaciones.
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Figura 2.22 Atractor extrafio del sistema de Lorenz.

37

20



Capitulo 3

Herramientas para la Inestabilidad de
Voltaje en Sistemas Eléctricos de
Potencia.

“Cuando las leyes de la matemdtica se
refieren a la realidad, no son ciertas;

cuando son ciertas, no se refieren a la
realidad’.




Capitulo 3

Herramientas para la Inestabilidad de Voltaje en Sistemas
Eléctricos de Potencia.

3.1 Introduccion

En este capitulo se describe la manera en que se realiza el analisis de inestabilidad de voltaje
en sistemas eléctricos de potencia y su relacion con la teoria de bifurcacion presentada en el
capitulo 2. El fendmeno de inestabilidad de voltaje generalmente aparece cuando el sistema
eléctrico esta operando cerca de sus limites de estabilidad, lo cual implica que el sistema opera
dentro de una region no lineal. De tal manera, es necesario saber cuales son estos limites de
estabilidad con la finalidad de entender conceptualmente como puede acontecer una
inestabilidad de voltaje. Aunado a lo anterior, la precision que se obtiene al realizar este tipo
de estudio depende de la manera en que se modelan los componentes del sistema eléctrico.
Debido a que el analisis se realiza ante pequeias variaciones en algin parametro del sistema,
si los elementos que lo integran no son modelados de la manera correcta no serd posible
determinar de manera precisa las bifurcaciones que dan lugar al fendémeno de inestabilidad de
voltaje. En este capitulo también se presenta una descripcion de los modelos de los
componentes eléctricos que integran al sistema de potencia, y que seran utilizados para el

analisis de este fenomeno eléctrico.
3.2 Restricciones fisicas de la linea.

Cualquier conductor eléctrico tiene pequefias variaciones en su resistividad eléctrica debido al
flujo de corriente, que aumenta su temperatura. Es asi que la principal limitacion fisica de la
linea es la impuesta por sus limites térmicos. En el contexto de sistemas de transmision,
temperaturas excesivas ocasionan deformaciones de los conductores e incrementos
importantes de pérdidas de energia por efecto Joule. Las deformaciones producen elongacion

del conductor, el cual puede no recuperar su longitud original cuando se enfria. Esto produce
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un cambio en las propiedades fisicas de la linea cuantificadas por su resistencia, inductancia y

capacitancia, modificandose todas las caracteristicas topologicas del sistema.

3.3 Limites impuestos por la red.

Estos limites son principalmente impuestos por la maxima capacidad de energia que puede ser
transmitida a través del sistema de transmision y estan asociados a la estabilidad de magnitud
de voltaje y estabilidad angular. Este trabajo solo se enfoca a la estabilidad de voltaje y se

describe en la proxima seccion.

3.4 Estabilidad del voltaje en condiciones de Estado Estable.

La estabilidad de voltaje se define como la habilidad del sistema eléctrico de potencia para
mantener en todos sus nodos las magnitudes de voltaje de estado estacionario dentro de rangos
operativos, después de que el sistema sufre un disturbio. Esto se logra manteniendo un
equilibrio entre la potencia generada y demandada por el sistema. La inestabilidad de voltaje
que puede resultar al no mantener este equilibrio se manifiesta por una caida o aumento
progresivo de la magnitud de voltaje en ciertos nodos del sistema. Para propositos de este
trabajo, el disturbio producido en el sistema se considera de pequena perturbacién debido a

pequeiias variaciones en la demanda eléctrica del sistema.

El estudio conceptual del problema de inestabilidad de voltaje puede realizarse al analizar el
sistema eléctrico mostrado en la Figura 3.1. Este sistema consiste de un generador conectado
en el nodo 1, y que satisface la demanda de energia eléctrica conectada en el nodo 2, a través
de la linea de transmision ideal que conecta ambos nodos. Para propositos de analisis se
considera que el generador tiene una gran capacidad de generacion, tal que la magnitud y
angulo de fase de voltaje en sus terminales se mantiene constante, independientemente de la

cantidad de energia demandada.
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Figura 3.1 Sistema de dos nodos.

En base a las leyes de Kirchhoff, la potencia que se estd suministrando a la carga es,

P, =—Msiné’12 (3.1)
|X]
AN A2
Oy :%_%COS 0, (3.2)

A partir de estas expresiones se puede considerar el balance de potencia en el nodo 2, tal que

la potencia suministrada debe ser igual a la potencia demandada; es decir,

-P -P, =-P +Msin9 =0 (3.3)

L 21 — L |X| 12— N

AN A4
_QL_QZIZ_QL_||)2(|| | |2)|(|v|1| 05912:0 (34)
Despejando las funciones trigonométricas de (3.3) y (3.4),

sin &, Fi |X| (3.5)

A |
o[ XI+F ] o

0s6, = .

A4

Elevando al cuadrado ambas ecuaciones y aplicando la identidad trigonométrica
sin” @, +cos’ @, =1, se obtiene una expresion matemética en funcion solo de la magnitud de

voltaje dada por,
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|:PL|X| ]:[M} _1 3.7)

De la ecuacidon anterior es posible deducir una expresion matematica que relacione la
magnitud de voltaje en el nodo 2 con los pardmetros conocidos del sistema eléctrico.

Resolviendo la ecuacion (3.7) para el término |V2 2,

ol [l (20, x| =l )+ 0.2 [xT + B2 =0 (3.8)

2
._(nF 20, |X|)i\/(2QL [X[=n ) —4lxT (0.7 +£?)
i 2 (39)
Finalmente, se despejar el valor cuadratico de la (3.9), se obtiene una raiz cuadrada para toda

la expresion, dado que es evidente que la magnitud de voltaje es positiva.

(7 2. 1) [0, i) 4l (0 2)
2

V| = (3.10)

De acuerdo a la ecuacion (3.10) es posible simular el modo de operacion para el sistema de la
Figura 3.3. En este caso se cuantifica la variacion de la magnitud de voltaje en funcioén del
incremento de carga, considerando la solucion positiva del subradical, ya que el voltaje a
considerar en la carga es positivo. De esta ecuacion se observa que para cada valor de
incremento de potencia activa y reactiva existen dos soluciones para el valor de magnitud de
voltaje (por el signo + dentro del radical). Las soluciones obtenidas considerando la variacion

de carga con factor de potencia unitario, ¥,=1y X=0.1 se muestran en la Figura 3.1 como una

curva PV. Cuando dicha curva se obtiene graficando una variable de estado en el eje vertical y
el parametro que produce la bifurcacion graficado en el eje horizontal, el diagrama es llamado
diagrama de bifurcacion [3]. Asi mismo, el pardmetro variante que produce la bifurcacion es
llamado pardmetro de continuacion. Para este ejemplo este pardmetro es la potencia activa de

carga P;.
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Figura 3.2 Curva PV .

El caso normal de operacion corresponde a la parte superior de la curva PV, que no es mas que
la condicion de estado factible de operacion del sistema ya que sus magnitudes de voltaje
pueden estar dentro de rango de operacidon (solucion considerando el signo positivo del
segundo miembro del numerador dentro del radical). Esta solucién se denomina solucién
estable. Partiendo de una solucion estable, es claro de la curva PV que conforme se incrementa
demanda en la carga, se degrada la magnitud de voltaje. Disminuyendo progresivamente la
seguridad del sistema al punto de limite de estabilidad de voltaje o punto critico. Desde el
punto de vista de operacion del sistema eléctrico, el punto critico corresponde al maximo nivel
de cargabilidad del sistema eléctrico. Cuando se llega a este limite, la accion de control
efectuada por los operadores del sistema eléctrico es tirar carga para incrementar la magnitud
de voltaje. Sin embargo, debido a la no linealidad del sistema y ecuaciones que lo representan,
al disminuir la carga el valor de magnitud de voltaje sigue decreciendo, siendo los nuevos

puntos de operacion del sistema los correspondientes a la parte inferior de la curva PV.
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El caso indeseable de operacion del sistema eléctrico corresponde a la parte inferior de la
trayectoria PV (Solucién considerando el signo negativo del segundo miembro del numerador
dentro del radical). En este caso los valores de magnitud de voltaje no son los adecuados para
la operacion del sistema eléctrico, ya que los dispositivos conectados al sistema operan con
voltajes alrededor del 1 pu. Aunado a lo anterior, ya que la magnitud de voltaje es muy
pequeiia, se tienen grandes valores de magnitudes de corriente para satisfacer la demanda de
energia eléctrica del sistema, P=V7. Esto en sistemas reales ocasiona grandes pérdidas por
efecto Joule y la posible violacion del limite térmico por el sobrecalentamiento de los

conductores. Esta solucion se denomina solucion inestable.

De la grafica PV se observa que conforme aumenta el nivel de carga, ambas soluciones
convergen hacia un mismo punto de operacion, llamado punto critico. Al analizar este
comportamiento por medio de la teoria de bifurcaciones, el punto critico corresponde al punto
donde convergen las soluciones estables e inestables que se asocia a una bifurcacioén punto de
silla 0 saddle node SNB. Asimismo, mas alld de ese punto no existen soluciones, lo cual se
observa también en la Figura 3.2. Lo anterior comprueba la posibilidad de aplicar la teoria de

bifurcaciones al analisis del fendémeno de inestabilidad de voltaje.

3.5 Analisis de estabilidad de voltaje desde el punto de vista estatico.

La dinamica de un sistema de eléctrico potencia puede ser representada matematicamente por

un conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias, no lineales, de primer orden de la forma,

x=f(x,1) (3.11)

donde x representa las variables de estado tales como magnitudes y angulos de voltajes
nodales, y A representa pardmetros algebraicos tales como demandas de energia, estados de

equipos, etc.

En caso de cualquier fluctuacion del parametro A, el sistema evolucionara hacia otro punto de
operacion. Esta evolucion de la magnitud de voltaje en los diversos nodos que integran el

sistema eléctrico puede ser cuantificada por medio de la integraciéon numérica de la ecuacion
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(3.11), tomando como condicion inicial el punto de equilibrio del sistema previo a la
ocurrencia del disturbio. Dependiendo de la magnitud del disturbio que produce la variacion
del parametro 4, el fendmeno de estabilidad de voltaje se puede clasificar en dos categorias
[8]: estabilidad de voltaje de disturbio grande y estabilidad de voltaje de disturbio pequefio.
Los disturbios grandes se producen entre otras cosas por fallas en el sistema, salidas repentinas
de carga y generacion y fallas en las lineas. Disturbios pequefios pueden ser producidos por
cambios graduales de carga. Dependiendo del tipo de disturbio es la metodologia de andlisis
empleada, y la forma en que se modelan los diversos componentes eléctricos que integran al

sistema de transmision.

Si la perturbacion en A es pequeiia, por ejemplo si A representa una fluctuacion regular en la
demanda de energia, los puntos de equilibrio de pre y pos disturbio estdn cercanos entre si.
Debido a esto, se puede usar analisis de pequeia sefial con el fin de determinar la estabilidad
de voltaje, evitando la integracion numérica del sistema de ecuaciones (3.11). En este tipo de

estudio la ecuacion (3.11) es linealizada alrededor de un punto de equilibrio x,,

Ax = A(x,,2)Ax (3.12)

La condicion de estabilidad es determinada cualitativamente calculando los eigenvalores del
sistema linealizado dado por la ecuacion (3.12). El sistema evoluciona a un nuevo punto de
equilibrio en estado estacionario si todos los eigenvalores de la matriz A se encuentran en la

mitad izquierda del plano complejo. En caso contrario el sistema es inestable.

Cuando A cambia de un valor /1(1) a 1(2) en un periodo de tiempo prolongado, los puntos de

equilibrio no presentan variaciones abruptas. Basandose en este argumento, el comportamiento
dinamico del sistema puede ser obtenido capturando condiciones de operacion instantaneas del
sistema en varios intervalos de tiempo. Las derivadas de las variables de estado de la ecuacion
(3.12) se consideran cero en cada uno de estos intervalos y el sistema completo es

representado por un conjunto de ecuaciones algebraicas nolineales de la forma,
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f(x,2)=0 (3.13)

Debido al hecho de que algunos componentes del sistema pueden presentar cierto grado de

nolinealidad bajo determinadas condiciones de operacion, para una condicidon operativa
A =2, diversos puntos de equilibrio x,(1),X,(2),........X, (7, ) , satisfacen la ecuacion (3.13).

Conforme A contintia cambiando, el sistema puede no llegar a un nuevo estado estacionario,
haciéndose inestable. Esta pérdida de estabilidad puede acontecer en una condiciéon operativa

A, en la cual las multiples soluciones de la ecuacion (3.13) convergen a un mismo punto de
equilibrio, es decir, x, (1) =x,(2)=.....=x, (n,). El punto en el cual el equilibrio del sistema

desaparece es el punto critico o de bifurcacion punto de silla, previamente analizado en la

seccion 3.4 [3].

En general se utiliza el método de Newton-Raphson para encontrar, de manera iterativa, el
punto de equilibrio que satisface al conjunto de ecuaciones algebraicas no lineales (3.13). Este

método obtiene una solucién aproximada al problema no lineal descrito por (3.13) al resolver

para Ax en el problema lineal J'Ax' =-f (xi ,/1), donde J es conocida como matriz

Jacobiana. El método comienza su proceso iterativo con un conjunto de condiciones iniciales

x’, y mejora la solucién en cada iteracion i, i.e. x'*' =x’ + Ax', esta que se satisface un criterio

de convergencia preestablecido.

Con la finalidad de obtener el diagrama de bifurcacion, el parametro A se incrementa en pasos
finitos a lo largo de una trayectoria especificada [8]. En cada paso, se determina el nuevo
punto de equilibrio para (3.13), considerando como condicion inicial la solucidén previamente
obtenida. En el intervalo en el que la matriz Jacobiana se mantiene no singular, existira un
punto de equilibrio. El procedimiento se repite hasta el punto en el que el método de de
Newton-Raphson diverge. Esta divergencia indica una singularidad en la matriz Jacobiana con
lo que las ecuaciones (3.13) no pueden ser resueltas, y por lo tanto se ha encontrado el punto

critico o de bifurcacion punto de silla.
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3.6 Modelado de los Componentes para analisis de estabilidad de voltaje

El andlisis de la estabilidad de voltaje en un sistema eléctrico de potencia requiere de modelar
adecuadamente los componentes eléctricos que conforman al sistema. El problema de
estabilidad de voltaje abordado en este trabajo se considera de dinamica lenta debido a las
pequetias perturbaciones cuasi-estaticas en la demanda de energia. Lo anterior requiere de un
modelado detallado de generadores sincronos, sistemas de excitacion, cargas y dispositivos de
control. Por el contrario, como la dindmica de la red de transmision es mucho més rapida que
la de estos componentes, se considera que las variables de estado asociadas a la red varian de
manera instantanea con respecto a la variacion de las variables de estado de los dispositivos
eléctricos mencionados. A continuacion se describen los modelos matematicos de los

componentes eléctricos mencionados.

3.7 Generador sincrono.

La generacion de potencia reactiva es un parametro intimamente ligado a la estabilidad de
voltaje dentro de los SEP, siendo el generador sincrono la principal fuente de este tipo de
energia. Asimismo, debido a la dinamica lenta considerada para el fendmeno de estabilidad, es
necesario modelar el generador sincrono en base a sus ecuaciones dinamicas dadas por las

ecuaciones de oscilacion. Estas ecuaciones son derivadas de manera detallada a continuacion.

El generador puede ser representado como una gran masa rotatoria sobre la que acttian dos
fuerzas de rotacion opuestas, tal como se muestra en la Figura 3.3. Una fuerza de rotacion esta

asociada al par mecanico 7, que tiende a acelerar 6 aumentar la velocidad de rotacion del
rotor g, , mientras que la segunda fuerza de rotacion es el par eléctrico 7, que tiende a

frenar o disminuir @y, .
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Figura 3.3 Pares mecanicos y eléctricos en un generador

El par mecénico 7, es regulado por la accion de un sistema gobernador de la turbina, de forma

que la velocidad del rotor @Wpg,, puede ser controlada. Para propositos del analisis realizado en

este trabajo se considera que este potencia mecdnica se mantiene constante ante cualquier

pequetio disturbio ocurrido en el sistema.

El par eléctrico 7, es originado por la interaccion de los campos magnéticos producidos por

las corrientes circulantes en los devanados del rotor y el estator del generador sincrono. La
corriente directa circulando a través del devanado del rotor crea una fuerza magnetomotriz.
Debido a la forma en que se distribuyen el devanado del rotor, esta fuerza magnetomotriz tiene
una distribucion sinusoidal en el entrehierro de la maquina, y como gira al misma velocidad de
rotacion del rotor, produce un voltaje inducido sinusoidal en los devanados estaticos del
estator de la maquina. Este voltaje inducido produce corrientes circulantes en las tres fases del
devanado del estator, las cuales a su vez producen un campo magnético de magnitud constante
y velocidad de giro igual al la velocidad sincrona dada por o, =27/, siendo f'la frecuencia
de operacion del sistema eléctrico. En el caso estacionario, la velocidad de giro del rotor y el
campo magnético del estator es igual. La interaccién de ambos campos magnéticos, rotor y

estator, produce el par eléctrico 7.

La relacion entre la velocidad angular mecanica del rotor y la velocidad angular de las

variables eléctricas del generador esta dada por el nimero de polos de la maquina; es decir,
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0,=—a0, (3.14)

Donde a, es la velocidad angular eléctrica, @, la velocidad angular mecénica ¢ del rotor @,

y P es el namero de polos.

3.7.1 Ejes de referencia.

El modelo matematico de un generador sincrono varia desde un modelo clasico hasta un
modelo mas detallado que considera la dindmica en devanados amortiguadores. En esté tesis
se utiliza el modelo clasico de un eje, despreciando los efectos transitorios del eje de

cuadratura.

En el desarrollo del modelo matematico del generador es muy importante definir los ejes de
referencia debido a la caracteristica rotatoria del rotor y la caracteristica estatica de los
devanados del estator. Ambos devanados se muestran en la figura 3.5. Los devanados a, by ¢
estan situados en el estator, donde a través de los conductores a, b y c la corriente esta
saliendo, mientras que en los conductores a’ ,b’ y ¢’ la corriente estd entrando. Los devanados
del rotor se muestran también en esta figura sobre el rotor mismo. Los ejes magnéticos estan
definidos por la manera en que circulan las corrientes en los diferentes devanados y la
utilizacion de la regla de la mano derecha. En el caso del rotor se definen dos ejes
denominados eje directo y eje en cuadratura. El eje directo esta a lo largo del rotor y el eje en
cuadratura es perpendicular a aquel. Con la finalidad de medir de manera instantanea el
desplazamiento del rotor se considera como referencia estatica el eje magnético de la fase a
del estator. Esto se ilustra en la Figura 3.6. El movimiento angular del rotor, caracterizado por

el angulo mecanico €, , es medido con respecto al eje de referencia estacionario del estator.

m

Consecuentemente, ¢, se incrementa continuamente con el tiempo y a la velocidad de

sincronismo, definiéndose como:
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Figura 3.4 Diagrama esquematico de los devanados de un generador.

¢gje q

eje de Referencia Bus

eje d

Figura 3.5 Angulos y referencias para la maquina sincrona

0, =w,t+0, (3.15)

donde 6, es el angulo instantaneo entre los ejes magnéticos d y 4, mientras 6, es el valor
inicial de @, .
De igual forma es util definir un eje de referencia que gira a la velocidad sincrona @_,. El

movimiento angular de este eje con respecto al eje estacionario es definido por la ecuacion:
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o, =0+, (3.16)

donde o, es el angulo instantaneo del eje de referencia con respecto al eje magnético

estacionario 4 y «, es la condicion inicial de «,,.
Un aspecto importante de analizar es el proceso transitorio, ya que conforme transcurre el

periodo de tiempo asociado a este proceso, el angulo del rotor 8, no gira de manera uniforme

con respecto al eje estacionario. Por lo anterior, es conveniente expresar la posicion angular

del rotor 8, con respecto al eje de referencia girando a velocidad sincrona con la finalidad de
saber si durante el proceso transitorio el rotor se acelera o desacelera con respecto a @,,. En
base a la Figura 3.6 es posible obtener la relacion entre ambas posiciones, dada por,

0+%=5+a (3.17)

donde 6, corresponde al desplazamiento angular del eje de cuadratura del rotor, en radianes

mecanicos, con respecto al eje de referencia girando a la velocidad sincrona. Substituyendo las

ecuaciones (3.15) y (3.16) en (3.17), se obtiene:

%=@+%-% (3.18)
De tal forma que ahora (3.15) se convierte en:

@=@M+@+%—§ (3.19)

La derivada de (3.19) con respecto al tiempo es,
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0y _ o, + do, (3.20)
a0 dt

Donde dzm es la velocidad angular del rotor con respecto al eje estacionario 4 y dj’” es la

velocidad angular del rotor con respecto al eje de referencia girando a velocidad sincrona. Es

m

claro que serd diferente de cero solo cuando ocurra algiin evento transitorio; es decir,

este valor representa la variacion de la velocidad del rotor con respecto a la velocidad

sincrona. Por lo tanto, en estado estable @, =m , (Velocidad,oor = Velocidadsinerona). La

aceleracion del rotor se obtiene al derivar la ecuacion (3.20) con respecto al tiempo,

a0 d°s
ar  dr -2

3.7.2 Ecuacion de oscilacion.

Un sistema eléctrico se encuentra operando en estado estacionario cuando todos los
generadores conectados al sistema se encuentran girando a la velocidad sincrona. Al ocurrir un
disturbio en el sistema, se presenta un desbalance energético entre la cantidad de energia
producida por los generadores y la demandada por las cargas eléctricas. Este desbalance

ocasiona que la velocidad de los rotores de los generadores sea diferente a la velocidad

) , do, . . ., : .

sincronia, tal que o # 0, produciéndose una modificacion en la diferencia angular de los
4

campos magnéticos del estator y rotor. Esta diferencia angular origina variaciones entre los

pares mecanico 7, 'y eléctrico 7, produciéndose oscilaciones de potencia eléctrica en el

sistema. La representacion matematica de esta dindmica del rotor, referido a la velocidad

sincrona, se le llama ecuacion de oscilacion.

De acuerdo a la segunda ley de Newton se establece que la aceleracion que tiene un cuerpo es

proporcional a la fuerza neta externa que se le aplica, esto es a =— =—. En el contexto del

m J
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generador sincrono, el par de aceleracion del rotor es el producto escalar de su momento de

inercia y su aceleracion angular; es decir,

d’o d’s

T =J—F"—=J—"~ 3.22
‘ dr’ dr’ 6.22)
donde J es el momento de inercia de la masa del rotor en Kg-m”.

Otra manera de expresar el par de aceleracion es por la diferencia existente entre el par

mecanico y el par eléctrico, (7, —T,). En la realidad también existe un par de amortiguamiento
T, en la maquina ocasionado por el acoplamiento entre el rotor del generador y la turbina. Lo

anterior se expresa matematicamente como,
T,=T,-T,-T, (3.23)

donde los pares estan actuando sobre el rotor, en N-m.

Ya que la potencia es igual al producto de la velocidad angular del rotor w,, vy el par de

aceleracion T, la ecuaciones (3.22) y (3.23) se pueden expresarse en funcion de potencias,

a0, a5,
Ja)Rm d[2 :Ja)Rm dt2 :Pa :Pm_}?ge_Pd (3.24)

donde £, es la potencia mecanica de entrada, P,, es la potencia eléctrica de salida, P, es la

potencia de amortiguamiento y P, es la potencia de aceleracion, todas expresadas en Watts. El
término Jw,, es el momento angular del rotor en Joules-segundos por radianes mecanicos.
Pero cuando el rotor estd girando a la velocidad sincrona @,,, el momento angular se define

como la constante de inercia M.
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En base a lo anterior M no siempre es constante, debido a que depende de la velocidad angular

oy, » 1a cual no es igual a la velocidad sincrona ( @,,) bajo las condiciones transitorias. Debido
a que en el andlisis de estabilidad de voltaje w,, no es muy diferente de ®_,, la constante de

inercia puede ser considerada constante. Entonces, la ecuacion (3.24) es,

d’o d’s
M—mr=M—g=F=F~F -k (3.29)

En estudios dindmicos es factible encontrar como dato a la constante de inercia H. Esta
variable relaciona la energia cinética almacenada en el generador con su carga nominal de

potencia. Esta relacion se expresa matematicamente como,

W lJm; lAM%

A 2 2 ‘

H= = = S [en Segundos]. (3.26)
Spae  Sses) Shag)

De tal forma que si despejamos la constante de inercia M de (3.25) y sustituimos en (3.26); se
obtiene,
2H d’s,

S e =P, =F,-P,-F, [en MW] (3.27)

a)SO

Finalmente, dividiendo (3.27) entre S, :

2HdS, P, _P,—-P,-P

-
o, dt Ssg) S

[pu] (3.28)

En base a esta ultima ecuacion, se observa lo siguiente:

% Que J, esta en radianes mecdanicos [rad] en el numerador, mientras que @,, esta en
radianes mecénicos por segundo [rad/seg] en el denominador. Es decir que 6, y o,

tienen unidades consistentes, y se pueden expresar los angulos mecanicos o eléctricos.

53



% La variable H tiene unidades en segundos [seg], (3.26), mientras que W} tiene unidades
en megajoules por segundo [MJ*seg], y se normaliza en base a los MVA nominales

del generador sincrono. Asimismo, el termino ¢ esta en segundos [seg].

% Los términos de las potencias estan normalizados sobre la misma base de H [seg].

De acuerdo a las tres observaciones anteriores, la ecuacion (3.28) puede expresarse en por

unidad como,

2 &
o, dt’

=P,=P,~P,~P, [pu] (3.29)

donde & es el angulo del rotor medido en radianes eléctricos [rad] con respecto al eje de

referencia girando a velocidad sincrona y @, es la velocidad sincrona en radianes eléctricos

por segundo [rad/seg].

La ecuacioén (3.29) es conocida como ecuacion de oscilacion de la maquina sincrona, y
determina rotacion dinamica de la misma. La ecuacion diferencial de segundo orden se puede

reescribir por las siguientes dos ecuaciones diferenciales de primer orden,

e L
o, dt

(3.30)
do _
dt

Donde o es la velocidad angular relativa del rotor con respecto a la velocidad sincrona.

WOp =By = Oy = O

Para propositos de analisis, la potencia mecanica P, es constante. Las potencias eléctrica y de

m

amortiguamiento son obtenidas de la siguiente manera.

La potencia de amortiguamiento P, esta compuesta de dos partes: del amortiguamiento

mecénico y el asincrono. El primero es proporcional a la velocidad del rotor, y el segundo es
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proporcional a la diferencia entre la velocidad del rotor y la velocidad sincrona. En base a

estas observaciones, la potencia de amortiguamiento esta definida:

P, :Dm(coo+ﬁj+Daﬁ (3.31)
dt dt

Donde el parametro D, @, se relaciona con las perdidas por friccion. Tradicionalmente este

término se de la potencia mecanica de entrada P, con el proposito de obtener una potencia
mecanica total neta de entrada a velocidad sincrona. Por lo tanto, la potencia de
amortiguamiento se puede expresar solamente en funcion de la diferencia de la velocidad del
rotor con respecto a la de sincronismo,

do

P =D— 3.32
a=D— (3.32)

Donde la expresion D =D, +D, es el coeficiente de amortiguamiento con unidades en

[seg/rad]. Estos dos términos corresponden al par de friccion y al par asincrono,

respectivamente.

La potencia activa P, de salida en terminales del generador se calcula asumiendo que se
tienen n nodos generadores y m nodos de carga donde no se tienen unidades generadoras.

Entonces la ecuacion de potencia eléctrica en terminales del generador i es:

(3.33)

Donde o el 4ngulo de voltaje en terminales del generador, y que es igual al angulo del rotor
dado por la ecuacion de oscilacion, si no se indica lo contrario. La variable € simboliza al
angulo de voltaje en los nodos de carga. El termino ¥ representa a el valor de voltaje nodal,

independientemente del tipo de nodo. La admitancia nodal del elemento de transmision que
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enlaza a los nodos del sistema i y j es dada por YU =G, + jB,. La admitancia total vista desde

terminales del generador es G¥. Por ultimo, el término P/ representa la carga conectada en el

i-esimo nodo generador.

Sustituyendo las ecuaciones (3.32) y (3.33) en la ecuacion (3.30), se obtienen las siguientes

ecuaciones de oscilacion para el generador i-esimo,

2H. do. : . . ,
—lﬂ:a’:%_};_%
o, dt

(3.34)
do. ,
—t =0, -0, = 1le 0 o'
dt N ‘S

3.8 Red de transmision.

La red de transmision es uno de los elementos mas complejos en su analisis dinamico debido a
que las lineas de transmision son elementos de parametros distribuidos. Sin embargo, debido a
que la dindmica asociada al fendmeno de estabilidad de voltaje es considerada lenta; menor a
5 Hz, se puede asumir que la dindmica de la red de transmision es mucho mas rapida que la de
generadores y cargas. Esto implica que las variables de estado asociadas a la red varian de
manera instantanea con respecto a la variacion de las variables de estado de los dispositivos
eléctricos mencionados. Por lo tanto el modelo de la red de transmision se realiza por medio

de ecuaciones algebraicas no lineales considerando parametros concentrados.

En base a lo anterior, el modelo de un elemento de transmision estd dado por las ecuaciones de
flujos de potencia inyectada en sus terminales. Asumiendo que el elemento de transmision esta

conectado entre los nodos de carga i y j, las ecuaciones son:

P :ViZGiiJrViVj [G,.j cos(ei—ej)w,.j sin(@i—Hj)J (3.35)
Q, =B, +ViVj|:Gi/ sin(6,-6,)- B, cos(éﬁ—@j.)] |

i T
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donde G; es la parte real y B, es la parte imaginaria del elemento de la matriz de admitancia

nodal Yj;.

De forma similar, la ecuacion que representa a un elemento que estd conectado entre un nodo

de generacion i y un nodo carga j, seria:

B =V:G,+VV, |:GU' cos(4,-0, ) +B,sin(48,-0, )]

0, =V B, +VV, [G;y sin (5,» -0, ) -B, cos(éi -0, )] (3.36)

Puesto que en cada nodo del sistema se debe cumplir el balance de potencia, en el i-esimo

nodo del sistema se debe de satisfacer la ecuacion,

PL=R+B =P+ 3R
JE€2

0. =0,+0.=0,+>.0,

Jjeq,

(3.37)

donde el conjunto de nodos del sistema conectados al nodo i a través de un elemento de

transmision estd definido por €, ={ j:‘YU‘?EO, Vi ;ti}. La expresion para las potencias de

demanda en el bus i dependerd del tipo de modelo de carga empleado. Por ultimo, Péfe

corresponde a la ecuacion (3.33) en el caso de que el nodo i contenga uno o mas generadores.

3.9 Cargas.

Las cargas se clasifican en cargas estaticas y cargas dinamicas, y su representacion matematica
se puede obtener de la relacion existente entre la potencia (activa y/o reactiva) y el voltaje
nodal (en magnitud y dngulo), o también por medio de la relacion entre el voltaje nodal y la

corriente que fluye hacia la carga [16].
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El modelo de cargas estaticas se realiza por medio de ecuaciones algebraicas que caracterizan
las potencias activas y reactivas demandadas en cualquier instante de tiempo en funcion del
voltaje nodal y frecuencia de operacion del sistema. Los modelos clasicos de cargas estaticas

son los siguientes [8],

» Impedancia Constante: es una carga donde la potencia demandada cambia

*°e

2
Vi

cte *
Zi

directamente con respecto al cuadrado de la magnitud de voltaje nodal, P =

s Corriente Constante. la potencia varia directamente con la magnitud del voltaje nodal,
P =V.*1,.

¢ Potencia Constante: en esta carga la potencia no varia con cambios en el valor voltaje
P =V, *].

¢ Modelo Polinomial: este tipo de carga estd representado por la relacion entre la

potencia y el voltaje en una ecuacion polinomial, tal como se muestra a continuacion:

(3.38)

donde las variables Vy, Pyy Qy, son la magnitud de voltaje, potencia activa y potencia
reactiva nominales, respectivamente.
Este tipo de carga es llamada modelo ZIP, ya que estan integrados los tres primeros

tipos de cargas: Impedancia constante (Z), Corriente constante (I) y Potencia constante

(P).

¢

Modelo Exponencial: esta carga se modela por relacion entre la potencia y el la

o
25

magnitud de voltaje nodal mediante una ecuacion exponencial, como se indica en las
ecuaciones (3.39). El valor de los exponentes puede ser cualquiera, incluso valores

negativos.
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(3.39)

s Modelo dependiente de la frecuencia: este tipo de modelo esta representado por el

producto del factor dado en la ecuacion (3.40) y un modelo polinomial o exponencial.
[1+a, (1= 14)] (3.40)

En este caso /' es el valor de la frecuencia del voltaje medido en el i-esimo nodo, f; es

la frecuencia nominal y a, es un término de la sensibilidad de la frecuencia en este

modelo. Este modelo no es muy utilizado ya que la frecuencia no es una variable de

estado en el estudio estatico convencional de redes eléctricas.

Las cargas dindmicas se representan por medio de ecuaciones diferenciales o de diferencias,
que en el caso de los SEP pueden ser variados. Ya que pueden mostrarnos los cambios de las
potencias activa y reactiva en un periodo de tiempo. Pero a su vez pueden estar en funcion del
voltaje y de la frecuencia, durante ese mismo periodo; asi como se puede llevar a cabo un
analisis en un instante de tiempo pasado. Una forma genérica de obtener un modelo de las
diferentes cargas es por medio de sustituir las ecuaciones de flujos de potencia en un modelo,

obteniendo una ecuacion de la forma (3.41).
2(t)=h[z(1),y(1)] (3.41)

Que en estos casos, z(t) es el vector de variables de estado del nodo de carga. Dos de estos

modelos dinamicos se describen a continuacion.
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% Modelo dindmico I: En este modelo representa una carga dinamica dependiente del

voltaje y la frecuencia de la siguiente manera[15],

L,(pf)+DO+aV =P,

LJ1-pf? +b0+kV =0,

(3.42)

Donde L, representa la demanda nominal (en MVA) en el nodo de carga, pf es el

factor de potencia de la carga, 9y V son el angulo de fase y magnitud de voltaje nodal;

respectivamente. Por ultimo, las variables D, a, b, k son coeficientes de carga.

% Modelo Dinamico II: Este modelo de carga es mixto, ya que incluye una combinacion
en paralelo de un modelo estatico de carga basado en potencia constante y un modelo
dinamico. En el caso de este trabajo se considera como carga dinamica a un motor de
induccion. El modelo a considerar es el propuesto por Walve [16], que representa las
potencias activa y reactiva como funcion de los valores de magnitud y angulo de fase

del voltaje nodal medido en el nodo de carga. La ecuacion es,

P,=R+R+K,0+K, (V+TV)

(3.43)
V2

0,=0,+0, +qu9+vaV+K

qv2

Donde B y O, son las potencias constantes, P, y O, son las potencias constantes del

motor de induccion, K, K ,T.K .K K, , son coeficientes de carga.

pw2 =T py? qwo Tt qvo

Debe aclararse que este ultimo modelo es el mas utilizado en el estudio del fenémeno

dinamico de los sistemas de potencia [2], [17-23].
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Capitulo 4

Simulacion de modelos dinamicos

“Un Matemdtico es un quijote moderno
que lucha en un mundo real con armas
imaginarias”.




Capitulo 4

Simulacion y analisis de inestabilidad de voltaje

4.1 Introduccion

En este capitulo se presenta el estudio de la inestabilidad de voltaje, mediante la teoria de
bifurcaciones, de un sistema eléctrico de potencia de tres nodos representado por un
conjunto de ecuaciones diferenciales obtenidas en base a los modelos matematicos
presentados en el capitulo 3. Como parte del analisis de los resultados obtenidos, se
discuten los diferentes tipos de bifurcaciones acontecidas y sus implicaciones en el

comportamiento de un pequefio sistema eléctrico.

El estudio de inestabilidad de voltaje se realiza de la siguiente manera, primeramente se
obtiene un punto de equilibrio estable al solucionar el conjunto de ecuaciones diferenciales
que representan el comportamiento del sistema bajo analisis. A partir de este punto de
equilibrio, se obtiene una rama de soluciones de puntos de equilibrio variando el parametro
de bifurcacion seleccionado. Simultdneamente se va realizando un anélisis de estabilidad de
cada punto de equilibrio obtenido, con la finalidad de determinar si se ha encontrado una
bifurcacion. Para la ejecucion de estas simulaciones, y su representacion grafica mediante
un diagrama de bifurcacion, se utiliza el programa del dominio publico llamado XPPAUT
[24-25]. Los archivos ODE que describen el sistema bajo andlisis se presentan en el

Apéndice A de esta tesis.

4.2 Herramienta computacional para simulacion de sistemas dinamicos

El Software XPPAUT (X-Windows Phase Plane Plus Auto) y su respectiva version para
Windows~ WINPP (Windows Phase Plane) son programas para simulacién numérica de
sistemas dinamicos, representados por ecuaciones diferenciales, ecuaciones de retardo,

integrales de Volterra, entre otras técnicas de modelado.
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Ambos programas consisten fundamentalmente de dos subprogramas: el primero llamado
XPP (X-Windows Phase Plane) que permite obtener el comportamiento dinamico de un
sistema con base a las condiciones iniciales o puntos de equilibrio. El segundo programa
llamado AUTO, o en el caso del WINPP el LOCBIF, obtiene los diagramas de
bifurcaciones y la estabilidad de los puntos de equilibrio de cada sistema simulado, con
base a un método de continuacion y los multiplicadores de Floquet, respectivamente. Estos
programas se usan de manera conjunta, ya que los resultados de un programa se usan en el

otro como parametros de simulacion y viceversa.

XPP tiene la capacidad de manejar hasta 1800 ecuaciones diferenciales. Se cuenta ademas
con 10 ventanas graficas que son visibles simultineamente con una cierta variedad de
colores. También, se incluyen varios subprocesos, tales como histogramas, transformada
rapida de Fourier, condiciones de equilibrio y estabilidad, flujo de campo, mapas de
Poincaré, entre otros. En el Apéndice B se explica brevemente las caracteristicas y

comandos de los dos programas, como sus ventajas y desventajas.

4.3 Simulacion y analisis de estabilidad de voltaje

En esta seccion se analiza en forma detallada el modelo que se muestra en la Figura 4.1 [2].

E,/0° E 78

m

@ I VZ& I @
L) @

Figura 4.1 Sistema Eléctrico de Potencia con carga dinamica.
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Este modelo esta conformado por 2 generadores, uno de ellos considerado como nodo de
referencia y el otro como una fuente de voltaje constante, cuya dindmica se describe por
medio de la ecuacion de oscilacion. Las lineas de transmision son modeladas como
admitancias serie y la carga eléctrica esta conformada por la conexion en paralelo de una
carga que demanda potencia eléctrica constante y un motor de inducciéon cuyo
comportamiento dindmico depende del valor de voltaje en terminales. Asimismo, se tiene
una compensacion capacitiva para ayudar al sistema eléctrico con la potencia reactiva total
demandada por la carga. A continuacién se muestran las ecuaciones matematicas que

representan al sistema eléctrico bajo estudio.

Las potencias demandadas por la combinacién de la carga dinamica y estatica conectada al

sistema es representada matematicamente por la ecuacion (4.1).

P=PR+B+K,5+K, (V+TV) )
0=0,+0+K,0+K V+K,V’ .

qv2

Debido al balance de potencia existente en el nodo de carga, la potencia suministrada desde
la red eléctrica es,

p= —VEO’YO’sen(a 16, ) VE

m

Y, sen(6—6,+6,)+V? (Yolsenﬁor +Y send, )
4.2)
Q=VE,Y, cos(5 +6, ) +VE,Y, cos(6-5,+6,)-V* (YO' cosd, +Y, cos Hm)

donde las variables E, y Y, son el voltaje y admitancia del equivalente de Thevenin del

sistema, tal como se explica en el Apéndice C. El generador conectado al nodo 0, lado
izquierdo en la red de transmision, es considerado como referencia, tal que sus ecuaciones
no entran en el modelo matematico. El generador restante es modelado por medio de las

ecuaciones de oscilacion definidas en el capitulo 3.

La combinacion de estas ecuaciones da como resultado el conjunto de ecuaciones

diferenciales (4.3), que describen la dinamica del sistema a simular.
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5)71 = a)

0] :L(Pm _Dma)+VEmYmsen(5_5m —Hm)+EiYmS€I’ZHm)
M

SZK;VIV(_KWZVZ _vaV+Q_Q0_Q1) (4.3)

1 _K (E)+P1_P)+(prva_quva)V-'-pr(QO-i_Q] _Q)

_ qw
X, K, |+K K.V’

qv2

La obtencion detallada de este conjunto de ecuaciones que se modelan en forma polar se

presenta en el Apéndice C.

En las ecuaciones (4.3), la variable E es la magnitud del voltaje interno del generador,

que para este ejemplo corresponde al voltaje en terminales del mismo, y se mantiene a un

valor constante. Mientras que o, representa el valor del dngulo que existe entre el campo

magnético del rotor y el campo magnético del estator o de referencia; y es mejor conocido
como angulo de carga. Un valor positivo de este angulo implica que la maquina sincrona
esta inyectando potencia eléctrica al sistema; sin embargo, si es negativo esta maquina
consume potencia. Lo anterior no es mas que el comportamiento de la maquina sincrona
como generador o como motor; respectivamente. Los posibles cambios en la velocidad del
rotor con referencia a la velocidad sincrona estdn descritos por la variable @, tal que si
@ =0, el generador esta en sincronismo. Si @ <0, el rotor se encuentra girando a una
velocidad menor que la velocidad sincrona, pero si @ >0 nos indica que el rotor tiene una
velocidad mayor que la de sincronismo; en donde la velocidad esta en términos de unidad
de radianes por segundo (rad/seg). El pardmetro 6 describe al d&ngulo de fase del voltaje en
el nodo de carga, medido en relacion al nodo de referencia; a su vez el valor de los angulos
esta en unidades de radianes (rad). El termino V es la magnitud el valor voltaje en el nodo
de carga y estd expresado en por unidad (pu). El parametro de bifurcacion que se varia de

manera cuasiestatica es la demanda de potencia reactiva O, en el nodo de carga. Los

parametros restantes que se utilizan en las simulaciones se listan en la Tabla 4.1.
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Tabla 4.1 Parametro utilizados en el sistema de potencia con carga dindmica.

Parametro de bifurcacion O, =10 hasta 12 pu
k,,=0.4pu k, =03pu k,, =—0.03pu k, =-2.8pu
K,,=21pu 1, =8.5pu p, =0.6 pu q,=1.3pu

P =0pu C=12pu E;=25pu E, =lpu

P =lpu | M =0.3seg’/rad | D, =0.05seg /rad | Y, =20pu

6, =-12° Y =5Spu E,=1pu Y, =8pu
6, =-5° 6,=-5°

Para obtener el diagrama de bifurcaciones que permita realizar un analisis de estabilidad de
voltaje es necesario obtener una condicion inicial definida por un punto de equilibrio
estable en el valor inicial del parametro de bifurcacion, Q,=10 pu. Este punto de equilibrio

queda definido por los siguientes valores: V' = 1.2295 pu, 6, = 0.2858 rad, @ =0 rad/seg,

0 =0.10662 rad. A partir de este punto, se inicia la simulacion por medio del utilizando el

software XPPAUT para obtener el diagrama de bifurcaciones mostrado en la Figura 4.2.

De este diagrama se observa que mientras se incrementa en forma cuasi-estatica el valor del

parametro de bifurcaciéon (,, la magnitud de voltaje en el nodo de carga comienza a

disminuir de forma monotodnica, siendo estables todos aquellos puntos de equilibrio del

sistema representados por la linea gruesa. En el instante en que el valor Q,=10.946 pu, las

soluciones del sistema son inestables, y se describen por medio de lineas delgadas y

discontinuas. En el instante en que (,=11.40 pu los puntos de equilibrio cambian

nuevamente de tipo de estabilidad, siendo estables hasta un valor de Q,=11.41 pu. Después
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de este punto las ecuaciones que representan al sistema no tienen solucién o punto de

equilibrio; presentandose una Bifurcacion Saddle-Node (SNB).

12 —

11+ - -

a9

a7 - i

ﬂﬁ | | | | | | 1
10 102 104 10.6 102 u 112 114
o

Figura 4.2 Diagrama de bifurcacion mostrando las regiones estables e inestables.

Una vez definidos los puntos de equilibrio, se puede saber cualitativamente como sera el
proceso dinamico del sistema bajo una pequena perturbacion. Por ejemplo, tomando como
condicion inicial del proceso dindmico un punto de equilibrio estable, bajo una pequena
perturbacion el sistema experimentara un comportamiento transitorio para converger a un
estado estable definido en el mejor de los casos por punto de equilibrio estable inicial. Este
caso se ejemplifica en las Figuras 4.3.1 y 4.3.2, donde se observa la evolucion del sistema
bajo condiciones iniciales definidas por el punto de equilibrio estable dado por V' =1.2295,

0=0.2858, ®=0y &,=0.10662.
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Figura 4.3.1 Dindmica de las variables V' y ¢ al solucionar (4.3) con condiciones iniciales
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Figura 4.3.2 Dinamica de las variables @ y ¢, al solucionar (4.3) con condiciones iniciales
dadas en Q,=10 pu..

De acuerdo a la definicion de bifurcacion, esta aparece cuando existe un cambio en la

estabilidad entre dos puntos de equilibrios sucesivos. De tal manera, la bifurcacion Saddle-

Node no es la tinica que se presente en el sistema bajo analisis. Por ejemplo, en el valor del

parametro de bifurcacion Q,=10.946 pu se tiene una bifurcacion Hopf Subcritica (UHB),
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emergiendo de esta bifurcacion una rama de soluciones periddicas inestables; que estan

identificadas por circulos blancos en la Figura 4.4.

Figura 4.4 Diagrama mostrando la bifurcacion Hopf subcritica.

En este diagrama detallado de bifurcaciones se muestra que la rama se extiende por el lado
izquierdo hasta llegar a a 0,=10.81689 pu, donde ahora aparece una bifurcacion Saddle-
Node de solucion periddica o también llamada bifurcacion de Doblez de Ciclos (CFB), tal
como se observa de manera mas precisa en la Figura 4.5. En este punto coexisten
soluciones periodicas estables representadas por circulos negros. Las soluciones estables
siguen encontrandose conforme se mueve el parametro de bifurcacion hacia el lado derecho

hasta llegar a O0,=10.8719 pu, en donde nuevamente el sistema cambia de estabilidad, en

una bifurcacion de Doble Periodo (PDB).
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Figura 4.5 Soluciones periddicas inestables que aparecen de la bifurcacion Hopf subcritica.

Para explicar la dindmica de las variables de estado cuando se presentan las bifurcaciones
descritas, se considera la solucién numérica de las ecuaciones (4.3) considerando como
condicién inicial los valores de las variables de estado en la bifurcacion Hopf Subcritica
(UHB), 0,=10.9442 pu. En este caso las variables del sistema no evolucionan hacia un
estado estable, sino que el valor de las variables oscila de manera periddica conforme

transcurre el tiempo, como se muestra en la Figura 4.6, hasta alcanzar un ciclo limite como

se observa en la Figura 4.7.
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Figura 4.6. Oscilacion periodica de las variables V' y ¢ en la bifurcacion Hopf subcritica..
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Figura 4.7. Ciclo limite para las variables V' y ¢ en la bifurcacion Hopf subcritica..

De acuerdo a la teoria de bifurcaciones, al aumentar el valor del pardmetro de bifurcacion
mas alld de la bifurcacion Hopf subcritica (UHB), la amplitud de las oscilaciones se
incrementa. Lo anterior se muestra numéricamente al resolver el conjunto de ecuaciones
(4.3) considerando condiciones iniciales iguales a los valores de las variables de estado

obtenidos en el pardmetro de bifurcacion Q,=10.995 pu. El resultado para la magnitud de

voltaje en el nodo de carga se muestra en la Figura 4.8, observandose que esta magnitud es
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oscilatoria con un valor de cresta que se incrementa al transcurrir un tiempo, hasta alcanzar

un maximo en un tiempo de simulacion grande.
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Figura 4.8 Oscilaciones de voltaje en 0,=10.995 pu..

Al repetir la simulacion anterior considerando condiciones iniciales obtenidas en un valor

de O =11.19 pu., se presenta el fendmeno de colapso de voltaje después de un proceso

oscilatorio; es decir, la magnitud de voltaje es nula después de experimentar un

comportamiento oscilatorio. Lo anterior se ejemplifica en la Figura 4.9.
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Figura 4.9 Colapso de voltaje en Q,=11.19 pu..
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Existe una regién denominada region de biestabilidad, comprendida entre los valores de
parametro de bifurcacion definidos por Q,=10.817 puy Q,10.87 pu, tal como se muestra
en la Figura 4.10. En este caso, un grupo de soluciones periddicas inestables rodean al

punto de equilibrio, y estas soluciones periodicas inestables estdn rodeadas a su vez por

soluciones periddicas estables.
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Figura 4.10. Region de biestabilidad. .

Al ocurrir una perturbacion en un punto de equilibrio d situado en la parte A del diagrama
de bifurcacion mostrado en la Figura 4.10, este es repelido por la trayectoria confirmada
por puntos de equilibrio periddicos inestables, tal que conforme transcurre el tiempo las
magnitudes de las variables de estado son atraidas a un estado estacionario definido por la
trayectoria de puntos de equilibrio estables. En caso de que el punto de equilibrio
perturbado este ubicado en el area B, su dindmica serd atraida hacia la trayectoria
conformada por puntos de equilibrio periddicos estables. Lo mismo ocurre si el punto de

equilibrio esta situado en el area C.

La dindmica de las variables de estado obtenida al integrar las ecuaciones (4.3) con

condiciones iniciales dadas al considerar el parametro de bifurcacion (Q,=10.84 pu se
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muestra en las Figuras 4.11 y 4.12 Este tipo de oscilaciones se mantienen siempre que el

sistema perturbado quede dentro de la zona de biestabilidad.
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Figuras 4.11 Oscilaciones estables de las variables V' 'y ¢, en Q,=10.84 pu.
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Figuras 4.12 Oscilaciones estables de las variables 6, y @, en Q,=10.84 pu.

Asumiendo que el sistema se encuentra operando en un ciclo limite dado por el punto de
equilibrio oscilatorio determinado por Q,=10.816 pu, y localizado en el lado izquierdo de
la region de biestabilidad, el sistema experimenta una bifurcacién de doblez de ciclos
(CFB) al reducir la demanda de potencia reactiva ligeramente a un valor de Q,=10.81213

pu. Esto ocasiona que las oscilaciones empiecen a reducirse en amplitud y periodo

conforme transcurre el tiempo hasta llegar a un punto de equilibrio estable donde las
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variables de estado tienen un valor fijo. La razon de este comportamiento es que solo existe
un atractor en este punto de operacion del sistema. El proceso dindmico descrito se muestra
en la Figura 4.13 para la variable de estado asociada a la magnitud de voltaje en el nodo de

carga, el cual se estabiliza en F=1.12948 pu.
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Figura 4.13 Proceso de estabilidad de voltaje del sistema en una bifurcacion de doblez.

Contrario al ejemplo asociado a la Figura 4.13, ahora se considera que el sistema se

encuentra oscilando periddicamente en el ciclo limite dado por Q,=10.8718, como se

muestra en la Figura 4.14, y que corresponde a un punto de operacion ubicado en la parte
derecha de la region de biestabilidad. A partir de este punto de operacion se desea saber
como se comporta la dindmica del sistema al incrementar de manera muy pequeiia el
parametro de bifurcacion. Primeramente se incrementa de la demanda de potencia reactiva

a un valor de Q,=10.876 pu, tal que el ciclo limite original se transforma en un ciclo limite

de doble periodo; es decir, se tiene una bifurcacion de Doble Periodo (PDB), tal como se

muestra en la Figura 4.15.
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Figura 4.14 Ciclo limite asociado a una valor de Q,=10.8718..

1.1 4

xS

Figuras 4.15 Ciclo limite en 10.876 pu..

En base a las figuras anteriores, en un inicio el sistema esta oscilando en forma estable en

0,=10.872 pu. Al incrementar en forma cuasi esttica el parametro de bifurcacién a un
valor de ,=10.876 pu, se forma una segunda orbita. Al aumentar un poco méas la potencia
reactiva a un valor de Q,=10.885 pu, aparece nuevamente una bifurcacion de doble periodo

(PDB), tal que el periodo de las orbitas se multiplica, como se ilustra en la Figura 4.16. Por
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ultimo, si la potencia reactiva se incrementa a ( =10.886 pu, el sistema presentara

oscilaciones de amplitud muy variable en forma aperiddica, como se observa en la Figura
4.17. A este fendmeno se le llama caos, ya que fisicamente es casi imposible de disefiar

alglin control para este tipo de fendémenos.

Figuras 4.17 Comportamiento caético en O, =10.886pu.
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El comportamiento oscilatorio de la magnitud de voltaje en el nodo de carga con respecto al

tiempo, para los diferentes niveles de potencia reactiva se muestran en las Figuras de la
4.18 a4.22.
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Figura 4.18 Oscilacion de voltaje de carga para Q,=10.872 pu. .
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Figura 4.19 Oscilacion de voltaje de carga para Q,=10.876 pu. .
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Figura 4.20 Oscilacion de voltaje de carga para Q,=10.885 pu. .
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Figura 4.21 Oscilacion de voltaje de carga para Q,=10.886 pu.

Estas oscilaciones cadticas puede permanecer mientras no haya algun cambio en el
parametro de bifurcacion, pero si ocurre nuevamente algun pequefio incremento en la

potencia reactiva, este ocasionaria el fendmeno de colapso de voltaje. A manera de
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ejemplo, la Figura 4.22 se muestra el comportamiento de la magnitud de voltaje de carga,
con respecto al tiempo, para un valor de demanda de potencia reactiva dado por

0,=10.887 pu. En este mismo nodo de carga se observa que conforme la magnitud de

voltaje se colapse, el angulo de fase del voltaje se incrementa indefinidamente, como se

ilustra en la Figura 4.22.
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Figura 4.22 Colapso de voltaje en el nodo de carga para Q,=10.887 pu. .
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Figura 4.23 Incremento de angulo de voltaje en el nodo de carga para Q,=10.887 pu.
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Conclusiones

“En un futuro proéximo veremos una

gran cantidad de aplicaciones de la
electricidad,...”

Nctoola Testa




Capitulo 5

Conclusiones

De esta tesis se pueden deducir y concluir muchas cosas que en su momento eran
desconocidas para mi, ya que en el estudio clasico de los Sistemas Eléctricos de Potencia

(SEP) no se consideran.

En base a lo comentado en el capitulo 1, y revisado en toda esta tesis, en el mundo real nada
es ideal ni mucho menos es lineal. Este efecto no lineal ocasiona inestabilidades de voltaje

debido a los excesos en el consumo de potencia reactiva.

Mientras un sistema contiene mas elementos en su modelo de estudio, mas complejo se
convierte su andlisis dinamico y la presencia de bifurcaciones tipo Saddle-Node (SNB) no
solo sera la unica dentro de la evolucion del sistema; es decir, se pueden presentar varias
bifurcaciones locales y globales. La interaccion de este tipo de bifurcaciones puede producir
la ocurrencia de la inestabilidad de voltaje de una manera muy compleja debido a la manera
en que van apareciendo puntos de equilibrio estables e inestables, ciclos limites estables e
inestables, oscilaciones estables e inestables que a su vez pueden ser periddicas o
aperiodicas. La manera en que evoluciona la inestabilidad de voltaje con respecto al tiempo
puede producir un colapso de voltaje, el cual es el mas claro ejemplo de la existencia de un

comportamiento caotico en los SEP.

Existen también secuencias de eventos cadticos que no solo se presentan en el nodo de carga

bajo andlisis, sino en cualquier nodo débil o carente de potencia reactiva, como:

+ El incremento cuasi periddico de carga reactiva en un nodo débil de un SEP
deteriora el perfil del voltaje en el mismo nodo. Por esto, se necesario mantener
dentro de ciertos limites la demanda de potencia reactiva para mantener el voltaje
dentro de sus margenes de estabilidad. En caso de no limitar este consumo de
potencia, se presenta un problema de estabilidad de voltaje local, como se observaron

en los resultados de las simulaciones y diagramas de bifurcacion.
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++ Conforme la carga reactiva se incrementa, el perfil del voltaje tiende a disminuir cada
vez mas y se puede llegar a un punto de bifurcacion. En el caso de las bifurcaciones
Hopf, la magnitud de voltaje oscilara con respecto al tiempo; sobrecargando las
lineas adyacentes. Consecuentemente los nodos adyacentes conectados a este nodo
débil, presentan el mismo problema. Debido al incremento de carga en dichos
nodos, nuevamente se reduce el perfil de voltaje en cada nodo afectado. Este tipo de
problema de estabilidad de voltaje se propaga a través de la red convirtiéndose en un
problema global sino se toman las medidas correctivas y adecuadas a un determinado

tiempo.

+» Para evitar que el efecto de inestabilidad de voltaje se propague a través de la red de
transmision, operan las protecciones contra sobrecarga de las lineas y bajo voltaje:
Sin embargo, el sistema comienza a perder elementos de transmision cambiando
drasticamente su topologia, hasta el punto en que queda completamente
desmantelado. De tal manera, se presenta un colapso total que afecta a miles de

usuarios.

Por esta razon las oscilaciones pueden ser estables desde el punto de vista matematico, pero
son indeseables en la operacion real de los sistemas eléctricos. Ya que estas oscilaciones
limitan la transferencia de potencia en las lineas de transmision y pueden ocasionar dafos
irreparables a los equipos eléctricos, de control e incluso provocar una reaccion en cadena
como anteriormente descrita. Por ultimo, para el estudio preciso de la inestabilidad de
voltaje es necesario recurrir a estudios un poco mas superiores, como: teorias de analisis de
sistemas no lineales, analisis cualitativos de las ecuaciones diferenciales, métodos de
integracion numérica, la teoria de bifurcaciones y la teoria del caos. Y asi poder ser un

estudio integral y eficiente de algin Sistema Eléctrico.

Trabajos futuros

Un trabajo futuro es el estudio de los efectos de algunos los dispositivos de control, si
realmente son eficientes en el estado dinamico de los SEP, cuando se presenta alguna

inestabilidad de voltaje.
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Otro topico de estudio de futuros trabajos es el control y el consumo eficiente de potencia
reactiva en algunas carga dinamicas, como: las maquinas de induccion ya sea operando
como generador o como motor y de algunos dispositivos electronicos como: inversores o

control de motores de AC y fuentes de conmutadas.

Por ultimo, un topico de trabajos a futuro seria el desarrollo de nuevas herramientas

computacionales como: XPPATU y MatLab®.
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Apéndices

“No supongas nada, verificalo todo”

Filosafin Newton




Apéndice A

Listado de archivos ODE

Aqui se muestran los dos archivos (*.ODE) de los modelos que se han estudiado en el
Capitulo 4. Estos archivos contiene los parametros del modelo, ecuaciones que describen

el sistema y condiciones iniciales para la simulacion que programa XPPAUT necesita.

En los siguientes archivos ODE, no importa si las letras son mayusculas o minusculas, el
programa XPPAUT reconoce a lo dos tipos como uno solo. Pero es bueno comentar que
para la version de Linux o UNIX es necesario limitar cada linea, ya que un espacio al final
de esta se detecta como alglin caracter o que no se a terminado esta linea para continuar con
la siguiente. Algunos parametros o variables en los listados tienen diferente nombre o letra
para no repetir las que ya han sido ocupadas. Las ecuaciones muy largas que estén en estos
archivos se escriben en el siguiente renglén, en el archivo ODE se debe escribir en un solo

renglon.

Modelo 2:

#Sistem2a.ode (Polar) Modelo 2 "Sistema eléctrico de potencia con carga dindmica"

par Q1=10,kpw=0.4,kpv=0.3, kqw=-0.03 ,kqv=-2.8,kqv2=2.1

par t1=8.5,p0=0.6,qo=1.3,p1=0,c=12,yop=8,top=-0.2094

par eop=2.5,ym=5,tm=-0.08726,em=1,pm=1,m=0.3,dmm=0.05
=-v*eop*yop*sin(d+top)-v¥em*ym*sin(d-dm+tm)+(v*2)*(yop*sin(top)+ym*sin(tm))

g=v*eop*yop*cos(d-+top)+v*em*ym*cos(d-dm+tm)-(v"*2)*(yop*cos(top)+ym*cos(tm))

v'=(1/(t1*kqw*kpv))*(-kqw* (po+p 1-p)Hkpw*kqv-kqw*kpv)*v+kpw*(qo+q1-
q)+kpw*kqv2*v"2)

dm'=w
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w'=(1/m)*(-dmm*w+pm+em*ym*v*sin(d-dm-tm)+em”2*ym*sin(tm))

d'=(1/kqw)*(-kqv2*v"2-kqv*v-qo-q1+q)

dm(0)=0.2858
w(0)=0
d(0)=0.1066
V(0)=1.2295

@ Dt=0.01, total=40

done

91



Apéndice B

XPPAUT
(X-Windows Phase Plane Plus Auto)

B.1 Introduccion

Este software es una herramienta para simular, animar y analizar sistemas dinamicos, como
resolver ecuaciones diferenciales, ecuaciones de diferencia, ecuaciones de retardo,
integrales de Volterra, sistemas discretos dindmicos, bifurcacion, entre otros. El programa
es desarrollado desde un programa de DOS que fue escrito originalmente para ilustrar
facilmente la dinamica de un modelo simple de una membrana excitable. Después el
programa en DOS, PHASEPLANE, se convirtid en un proyecto comercial y fue usado por
muchos afos por un nimero de pacientes personas. A principios de 1990 se traslado el
programa en DOS a X Window en ambiente UNIX. El programa tiene desarrollado un gran
convenio desde entonces y esta disponible sin costo para cualquiera que desee obtenerlo de
Internet. También se compild con éxito la version X para correrla bajo varias plataformas
de 32-bits de Windows y también sobre Mac OS X. Para las simulaciones de este trabajo se
utilizo XPPAUT, como su version WINPP sobre una plataforma para Windows XP; tanto

el XPPAUT para Linux en version superior a la version 5.0.

XPP contiene el codigo para un programa muy popular de bifurcacion llamado AUTO [33],
estos programas se usan de manera conjunta, ya que los valores de un programa se usan en
el otro y viceversa. XPPAUT tiene la capacidad de manejar hasta 1800 ecuaciones
diferenciales. Se cuenta ademads con 10 ventanas graficas visibles al mismo tiempo con una
variedad de colores. Ademas se incluyen varios subprocesos, tales como histogramas,
transformada rapida de Fourier, condiciones de equilibrio y estabilidad, flujos de campo,

mapas de Poincaré, entre otros.
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Existen otros programas disponibles para el estudio de ecuaciones diferenciales los cuales
requieren que el problema sea compilado antes de usarlos, XPP no necesita de esto, ya que
se basa en un compilador de formulas, por lo tanto las ecuaciones diferenciales,
condiciones de frontera o cualquier otra formula debe ser escrita en notacion algebraica.
Entonces la unidad basica para XPP es un simple archivo ASCII llamado archivo ODE, el
cual contiene las ecuaciones, parametros, variables, condiciones de frontera y funciones
para cierto modelo, puede incluir parametros numéricos como paso y método de
integracion, aunque estos pueden cambiarse dentro de XPP. Las graficas y subprocesos se
realizan dentro de este ultimo utilizando el raton y varios menus de botones. Si se desea
conocer este software de una manera mas completa se recomienda leer el tutorial que se

encuentra en la pagina Web [17].

B.2 Creando y corriendo un archivo ODE

La parte basica para XPP es un sencillo archivo en codigo ASCII que tiene las ecuaciones,
parametros, variables, condiciones iniciales, condiciones de frontera y funciones para su
modelo. Los métodos de solucion de ecuaciones, los graficos y el pos procesamiento, son

todos hechos dentro del programa usando el mouse, el teclado y varios menus y botones.

Se deberia apreciar que el archivo ODE como un esquema para explorar el sistema; Su
papel principal es configurar el nimero de variables, parametros y funciones. Algunos
parametros pueden ser cambiados dentro del programa, como son: valores de datos
iniciales, pardmetros y condiciones de frontera. Sin embargo, la dimension, los nombres de
las variables y los nombres de los parametros son siempre fijos, mas a un el orden no es

muy importante.

Estos archivos ODE el analizador sintactico de XPP lee para crear el codigo maquina
utilizable. Lo cual consiste de combinaciones de lineas, en cada comienzo con una letra
clave. Las lineas no pueden continuar sobre la siguiente linea pero la longitud de las lineas
es de 256 caracteres. Por convencion los archivos XPP terminan con la extension .ode.

Vale la pena aclarar que es el mismo formato para el WINPP de Windows.

B.3 FORMATO DE UN ARCHIVO ODE
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# Comentarios
d<name>/dt=<formula>
<name>’=<formula>
<name>(t)=<formula>
volt<name>=<formula>

<name>(t + 1)=<formula>

# Arreglos

x[nl..n2]’=...[j] [j-1]
markov <name> <nstates>
{t01} {t02} ... {tOk-1}
{t10} ...

t{.tk-l,O} SAtk-1 k-1%

aux <name>=<formula>

# Parametros definidos como férmula
I<name>=<formula>

<name>=<formula>

parameter <namel>=<valuel>,<name2>=<value2>, ...
# O también se escribe como:

par <namel>=<valuel> ,<name2>=<value2>, ...
wiener <namel>, <name2>, ...

number <namel>=<valuel>,<name2>=<value2>, ...
<name>(<x1>,<x2>,...,<xn>)=<formula>

table <name> <filename>

table <name> % <npts> <xlo> <xhi> <function(t)>
global sign {condition} {namel=forml;...}

init <name>=<value>,...

<name>(0)=<value> or <expr>

bdry <expression>

0= <expression> < Para DAE’s

94



solv <name>=<expression> < Para DAE’s
special <name>=conv(type,npts,ncon,wgt,rootname)
fconv(type,npts,ncon,wgt,rootname,root2,function)
sparse(npts,ncon,wgt,index,rootname)
fsparse(npts,ncon,wgt,index,rootname,root2,function)

# comments

@ <name>=<value>, ...

set <name> {x1=z1,x2=22,...,}

options <filename>

" Active comments

" {namel=vall,name2=val2,...} < algun texto particularmente detallado

done

El tipo de sistemas de ecuaciones que se obtienen de los sistemas eléctricos de potencia
modelados en forma dindmica y que se estudian en esta tesis son sistemas de ecuaciones
diferenciales y diferenciales-algebraicas, como ejemplo se tiene un sistema de ecuaciones
diferencial-algebraico en un archivo ODE, este sistema corresponde a un oscilador de

relajacion. Como ejemplos:

Se tiene la siguiente ecuacion:
w'=v
0=v(l-v)-o
(B.1)

Dado que el archivo*.ode es el siguiente:

Dae ex3.ode
w=v
0=v(1-v})-w
W(0)=0
solv v=1

aux vv=v
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@ NEWY ITER = 1000, NEW _TOL = le-3, JAC_EPS = le-5, METH=qualrk

done

Los parametros numéricos importantes para este tipo de sistemas son: el nimero méaximo
de iteraciones, la tolerancia para el método de Newton, el valor de épsilon para el célculo

del Jacobiano.

Otros ejemplos son los siguientes, el formato para ecuaciones integrales es:

La ecuacion integral general

se escribe de la siguiente forma en el archivo ODE
u=f(t) + int{K(t,t’,u)}

La ecuacion de convolucién
t
v(t)=exp(-t)+ Ie‘(’"“"zv(s)ds
0

se podria escribir como

v(t)=exp(-t) + int{exp (-t"2)#v}
B.4 PANTALLA PRINCIPAL (XPP)
La pantalla principal contiene una linea de comandos en la parte superior, a la izquierda se

tienen todos los ments, en el centro se tiene el area de graficos y en la parte inferior se

cuenta con una linea de informacion.
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Linea de comandos Barra de Titulo

=IXPP >> odebd.ode 1 [mlE3

EDmmand:‘ |

Initialconds
|Continue
Hullcline
qlir,field/flow
W indowszoom
pnhAsespace
K inescope
Graphic stuff
nlmerics
File
Paramsters
Erdse
e Makewindow
Text.etc
. Sing pts
Men Principal fViewaxes
Kl ows T
Restore
3cd-params
{Brndrywval

ParYar? PatYar? PatYar? .‘.

I ] | B5] I é ,
_ v Area de
.x=0.149826 y=-1,355016 xa gréﬁcos

Area de informacion

En la pantalla de WINPP es muy similar:

Barra de comandos

Barra de titulo

Flle Edit Run Graphics Mumetics  Phaseplane

_SToP | AENENENERENEREEENENENERENERENENENENENENEREEEN
Aibarally
v

I ows Y ws X

| theta=45 phi=45

Area de graficos
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Ademas de la pantalla principal existen otras pantallas, que son las siguientes:

Ventana de parametros: esta tiene los nombres y valores de los parametros, los cuales se
pueden cambiar en esta directamente o en la pantalla principal.

Ventana de condiciones iniciales: esta contiene nombres y valores de las condiciones
iniciales, estos se pueden cambiar en esta pantalla o en la pantalla principal.

Ventana de ecuaciones: esta contiene las ecuaciones diferenciales que describen el
sistema.

Ventana condiciones frontera: esta contiene las condiciones de frontera para el
revolvedor de problemas de valores frontera.

Ventana navegadora de los datos: esta permite examinar y manipular los nimeros
generados por la simulacion, también permite importar archivos para graficarlos, es como

una hoja de célculo.

B.5 DESCRIPCION DE ALGUNOS COMANDOS

Para cada elemento del ment principal asi como para los submenus hay un comando en el
teclado, este comando se trata de la letra mayuscula del comando en el menu, entonces para

realizar algiin proceso se puede hacer clic en el menu o usar el comando de teclado.

Salir de XPP: para salir de XPP solo se puede hacer mientras no este realizando ningun
calculo, entonces oprimir (F)ile,(Q)uit y contestar a la pregunta (Y)es, esta secuencia FQY
es equivalente a hacer clic en el menu principal y submenus correspondientes, cabe aclarar
que es mas facil utilizar los comandos de teclado.

Si el programa esta realizando algin célculo se debe utilizar la tecla (Esc). Esto detiene los

calculos, si las integraciones son demasiadas se utiliza la tecla slash (/).

Integrar las ecuaciones: oprimir (I) (G) para calcular la trayectoria, la solucion sera
graficada en la pantalla principal después de oprimir (X) y seleccionar la variable “x” la

cual sera graficada contra el tiempo.

Cambio de parametros: los parametros y las condiciones iniciales pueden ser cambiadas

esto puede hacerse directamente en las ventanas correspondientes, otra forma de hacer esto
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es oprimir (P) y escribir el nombre del parametro presionar (Enter), cambiarlo, presionar

(Enter) u (OK) en la ventana correspondiente después del cambio de parametros.

Para ver la nueva solucion es necesario integrar las ecuaciones, oprimir (I) (G) (X) como
antes, y también podemos usar el comando (W)indow (F)it para observar la trayectoria
completa, para poder ver solo cierta parte de la trayectoria de la solucion usar (W) (Z) y
definir el area con el raton, o si se desea definir el area manualmente usar (W) (W).

Para etiquetar los ejes de la grafica usar (V) (2) esto aparece una nueva ventana en donde se

pueden llenar los espacios correspondientes oprimir (OK) o (Tab) para aceptar.

Graficas: XPP siempre borra los datos de la integracion previa. Entonces para graficar las
curvas con varios parametros o condiciones iniciales se usa (G)raphic (F)reeze para poder
congelar la curva e incluso cambiar el color, ademas de grabar esta curva en un archivo

(Postscript) usando (G) (P).

Cambio de valores iniciales: estos se cambian de la misma manera que los pardmetros en
la ventana correspondiente a los valores iniciales. También se puede utilizar (I) (N), y en la
linea de comandos se introducen las nuevas condiciones iniciales. Si se utiliza (I) (G) el
programa integra las ecuaciones con las condiciones actuales. Pero si se utiliza (I) (L)
utiliza los valores finales de la ultima integracion como los iniciales de la siguiente.
Finalmente si se elige (C) el proceso de integracion pude continuar para un periodo de
tiempo mas grande. Podria usarse (I) (R) para variar un valor inicial en un rango

especificado.

Resultados numéricos: en la ventana navegadora de datos se pueden manipular los
resultados de salida usando simplemente las flechas del teclado o los botones de esa
ventana. Esta ventana es muy util si se requiere saber el valor de alguna variable en el

tiempo t y viceversa, oprimiendo el boton (Find).

Esta puede llegar a ser mucho mas 1til si se desea conocer el valor de una cantidad auxiliar
(Formula) que no esté4 en el archivo ODE simplemente oprimiendo el boton (add column).

Esto podria hacerse pero es necesario quitar XPP y modificar el archivo ODE, lo cual es
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mas tardado. Si no se requiere utilizar las opciones de graficacion para estos datos se puede

guardar un archivo ASCII para posteriormente ser graficados en otro software.

Puntos fijos y estabilidad: Existen puntos fijos o puntos de equilibrio para las ecuaciones
diferenciales. Cualquier grupo de variables para las cuales la razén de cambio es cero para
un sistema dinamico, se denomina punto fijo. Cuando se esta en este punto el sistema no
sufre cambio cuando t tiende a infinito. XPP linealiza el sistema alrededor de un punto fijo
obteniendo una matriz, si todos los eigenvalores tienen parte real negativa el punto fijo es
asintoticamente estable, pero si al menos un eigenvalor tiene parte real positiva el punto fijo
es inestable. Cuando los eigenvalores tienen parte real igual a cero no se puede decir nada

de las ecuaciones linealizadas.

Para encontrar un punto fijo usando XPP, oprimir (S) (G) y elegir si se quiere ver los
eigenvalores, ademés de tener la informaciéon del punto fijo y estabilidad que se
proporcionan en una ventana.

Menu de control numérico: este menu es de los mas importantes dentro de XPP, ya que
este grupo de parametros controla todos los algoritmos numéricos. Algunos de los mas
importantes son los que se mencionan junto con sus comandos:

Bound: previene una sobrecarga numérica deteniendo los calculos cuando cualquier
variable o ecuacion auxiliar excede este valor, (U) (B).

Total: es el tiempo maximo de integracion, (U) (T).

Dt es el paso de tiempo para la integracion, (U) (D).

nQOut: es muy importante, este valor indica la frecuencia con la que se desea se grafique o
se impriman los datos, (U) (O).

tRansient. este valor indica que tan largo integrar antes de guardar y graficar la solucion,
(U) (R).

Start time: indica al integrador el tiempo de inicio de integracion, (U) (S).

Method: sirve para seleccionar el método que se usard para integrar las ecuaciones, los
métodos disponibles son los que se pueden encontrar en cualquier libro de métodos
numéricos, ademds cuenta con un método muy robusto el método “Gear”, el cual es
utilizado cuando las ecuaciones son imposibles de integrar con métodos normales. (U) (M).

Esc: al oprimir este comando se regresa al ment principal.
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B.6 Pantalla secundaria (AUTO)

Uno de los objetivos principales de los sistemas dinamicos no lineales es el estudio de
como los sistemas dependen de sus parametros, el estudio de esta dependencia paramétrica
de ecuaciones diferenciales se llama (Continuacion) y el analisis de como las soluciones

aparecen y desaparecen cuando los pardmetros se varian es llamado (Teoria de

Bifurcacion).

El programa AUTO es uno de los mejores paquetes de continuacion disponibles para el
estudio del comportamiento de sistemas dindmicos no lineales como una funciéon de los
parametros. Este es parte de XPP y se puede pasar facilmente entre los dos programas

simplemente presionando la ventana correspondiente. La ventana de AUTO es la que se

muestra a continuacion.

Menu

Ventana de
Estabilidad

[Paranster]
[Axes]

Principal =~~~ _ [Humerics
Run

~

~ ;
~
~
~
~
N

Lineade ___----"7

informacion

Area de
graficos

o

2.5

[-t'Jé.'E- (n‘r.egr*al phase condn for homoclinics

Ahora se muestra la version de AUTO para WINPP, el LOCBIF:
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B Tts LOCBIF!

File Edit Mumerics Plots Run

&= El
%" E=sc
ABORT I

Que en realidad esta version es muy limitada al AUTO. Por lo cual la mayor parte de las

simulaciones se realizaron de XPPAUT version 5.0 y AUTO de la misma version.

Esta ventana de AUTO contiene un menu principal, el area de graficos, al area donde se
indica la estabilidad del sistema y una linea de informacioén. En el ment se encuentran
todos los controles de este programa, los cuales se mencionan brevemente, ademas de sus

comandos en mayusculas:

Parameter (P): es lo que se debe indicar primero al programa, cuales parametros se
utilizaran en el andlisis de bifurcacion.

Axes (A): en este se ajustan los ejes, y puede ser de 7 formas seglin sea necesario, la mas
conveniente si se trata de drbitas periddicas es hl-lo, (I).

Numerics (N): este es un nuevo menu, es el mas importante de todos porque controla todo
el andlisis de bifurcacion, es decir; aqui se controla el nimero de puntos para el analisis, el
paso inicial de bifurcacion, asi como el maximo y el minimo y los limites de del pardmetro
de bifurcacion, entre otros.

Run (R): ejecuta el andlisis de bifurcacion y dependiendo de la situacion se despliega otro

menq, en este se puede escoger entre un analisis de estado estable o periddico, (S) o (P).

Una ventana relacionada en este proceso es la de estabilidad, donde se indica esta ultima
para puntos fijos por medio de eigenvalores, y para Orbitas periddicas por medio de los
multiplicadores de Floquet, asi, los que estan dentro del circulo son estables y los que estan

fuera de este son inestables.
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Cuando se ha logrado obtener el diagrama de bifurcacion, se pueden tener dos tipos de
lineas y dos tipos de circulos, los puntos fijos son las lineas gruesas, soluciones periddicas
estables son circulos solidos, las lineas delgadas y circulos abiertos son puntos fijos
inestables y soluciones perioddicas inestables respectivamente. Adicionalmente se
encuentran cruces con numeros, estas representan puntos especiales entre los que se

encuentran son los siguientes:

< EP: Punto final de una rama.

< LP: Punto limite o de vuelta de una rama (Saddle Node bifurcation).
« TR: Bifurcacion Toroide de una solucidn periddica.

< PD: Bifurcacion de doble periodo.

¢ UZ: funcion definida de usuario.

« MX: Falla en la convergencia.

< BP: Bifurcacion o punto de rama.

+« HB: Bifurcacion Hopf.

Grabbing (G): este comando situa el cursor en todos los puntos de analisis del diagrama
usando (Tab) donde se encuentran los puntos anteriores, que pueden usarse para continuar
los céalculos con AUTO, buscando otras bifurcaciones o importando oOrbitas a XPP, se
puede leer la informacion del punto en la parte inferior de la ventana y también la

estabilidad en la ventana correspondiente para cada punto de el diagrama de bifurcacion.

File (F): este comando es muy importante, permite importar Orbitas a XPP, guardar y
cargar los diagramas, imprimir diagramas en archivos postscript y ASCII, limpiar

diagramas, y escribir toda la informacion de bifurcacion.

Cualquier célculo se puede detenerse elegantemente presionando el boton “Abort”, si el

numero de ramas es grande es necesario presionar varias veces este boton.
B.7 Recomendaciones para el manejo de XPPAUT

Estas recomendaciones de utilizacion del software se hacen debido a las dificultades que se

encontraron durante el manejo de este.
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Primeramente se recomienda instalar el software en una computadora con gran
capacidad de procesamiento y sobretodo bastante capacidad de memoria para evitar
la pérdida de tiempo durante las  simulaciones. Debido al bloqueo que
frecuentemente se presenta en el teclado, la tinica forma de acceder a los comandos

es por medio del raton dificultando el manejo.

Es importante que cuando este programa este operando hay que cerrar todas las
demas aplicaciones que se puedan utilizar, sobre todo los antivirus que en la mayor
parte de el tiempo estan en proceso, mas a un lo antivirus que dominan al sistema
como norton o panda, tiene uno la necesidad de desinstalar completamente del

sistema.- Ya que si no esto ocasionaria que no funcionara XPPAUT.

Cuando se trata de obtener los diagramas de bifurcacion, casi siempre es necesario
presionar los dos botones (Ok) en las ventanas de condiciones iniciales y

parametros.

Cuando ya se han obtenido los puntos de equilibrio preferentemente estables con los
comandos (S)(G). La forma de pasar estos valores a la ventana de condiciones

iniciales es con los comandos (I)(L).

Al importar la dindmica del sistema de algin punto del diagrama de bifurcacion, se
pueden obtener los valores de las variables de estado trasladandolas a la ventana de
condiciones iniciales con los comandos (I)(G) y usar estas como tales. Si solo se
desea obtener la dindmica en cierto punto del diagrama sin modificar las
condiciones iniciales, debe oprimirse el boton (Ok) de la ventana de condiciones

iniciales.

Para obtener la dindmica del sistema cuando ya es de tipo cadtico, las condiciones
iniciales para obtener esta deben ser de puntos del diagrama de bifurcacion muy
cercanos a este tipo de comportamiento, es decir; de puntos generalmente marcados
como de doble periodo o de algun otro tipo de medio por el cual el caos puede ser
generado. De esta forma solo es necesario variar el parametro de bifurcacion para

capturar la dindmica.
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Apéndice C

Obtencion de las ecuaciones diferenciales del modelo

El sistema eléctrico de potencia que se estudia en el modelo, fue propuesto originalmente
por lan Dobson, Hsian Dog Chaing, James S. Thorp, en su articulo “A Model Of Volatge

Collapse In Electric Power Systems” [2]. El sistema es el siguiente:

E, /0° E /8

m

@ I VZd I @

— | A+iQ

Figura A.1 Sistema eléctrico de potencia de tres buses con carga dinamica

El sistema estd formado por dos generadores, el de la izquierda es considerado como nodo
de referencia, y dos lineas de transmision que alimentan la carga en el nodo central. La
carga es una combinacion de cargas de tipo estatico y dindmico. La parte estatica esta
representada por una carga de potencia constante y la dinamica por un motor de induccion.

Ademas un capacitor que se encuentra conectado en paralelo con la carga.

Este sistema puede ser modelado con el siguiente diagrama.
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Y, 2{~8, - %} y_s(-8 -I)

-/
m
1l
I

E,20°(

CARGA C) E

Figura A.2 Modelo del sistema de potencia.

El capacitor en este modelo sirve para incrementar el voltaje en este nodo, este puede ser

incluido en un equivalente de Thevenin con el nodo slack, para incrementar el voltaje de
Thevenin E, al aumentar C. Entonces utilizando la identidlad de Euler:

e’ =cosx+ jsinx, las admitancias de las lineas de transmision se pueden expresar de la

misma forma:

}’()e_j(g+2) =Y, (cos(@ +£) —J sin(@ +£D
2 2

Yoe—j(€+ )

_foZ
Ye ]( 2) =Y, sin6 - j¥, cosf

IR

=Y, (—sin@— jcos6)

(A.1)

Tomando entonces a la linea de la izquierda y el capacitor para formar el equivalente de

Thevenin, la admitancia total es:

Y, ==Y, sin0—jY cosO+ jC
Y, ==Y,sin0+ j(C-Y,cos0)
Y, =G+ jB

(A.2)
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Obteniendo su magnitud y angulo:

|Y,,|=NG* + B

v, |—\/ Y,sin @)’ +(C ¥, cos 0)’

Y| = \/Yoz sin® 6+(C* =2CY, cos 0 +¥,’ cos’ 0)

Y| = \/YOZ (sin2 0 +cos’ 6’)+C2 —2CY, cos &

Y;,| =Y, + C* =2CY, cos 0

¥, =22 (14 C2,% = 2CY, ™ cos6)

1
1%, =Y, (1+C7Y,7 - 2CYO'1cosé?)E

0. — tan” C-Y,cost
Th —Y,sin@

(A.3)

Entonces el voltaje de Thevenin es:

-JE,C
Eth = ° 1
~JC +—
0
__EY, _E),
n = ST,
Y, +jC oy,
E
Ey, = : 1
(1+C?y, 7 -2y, 0050)2
(A4)

De esta forma todos los elementos del equivalente de Thevenin son:

E, = Eq

Th

1
(1 +C%, 7 =2CY, " cos6)?
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C-Y, cos@)

6, =tan™
" ( —Y, sin@

(A.5)

1
Y, =1, (1 +C%,? =2CY, " cosb)?

Estos elementos corresponden al diagrama siguiente:

E,z0° () CARGA () £,

Figura A.3 Modelo del sistema con el equivalente de Thevenin en la parte izquierda.

La admitancia de Thevenin de este nuevo modelo puede deducirse como las de la Figura

A2
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Y, A-8-— Y Z{-8 ——
i { [ 2} m { ut 2]

— 71

Ey2000) CARGA (O 5.4,

Figura A.4 Modelo del sistema con la admitancia izquierda remodelada

Donde:
00, Th 2
C Y, cosd oz
=—tan™ —
=¥, s1n<9 2
Eo = ETh
Y, =,
(A.6)

Una vez terminada esta simplificacion, se procede a establecer la ecuacion dinamica del

generador que no es referencia. Entonces, la ecuacion de oscilacion para el generador es:

M5, +d,o=P,—P
(A7)

Donde P, es la potencia eléctrica inyectada en ese nodo por el generador:

_ iVleYy cos(0,-5,-3,)
=1

(A.8)
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Para este caso la potencia eléctrica de salida en terminales del generador es:

Pe=VE,Y, cos(—@m —%—5"1 +0+ 72')+ E’Y, cos(—@m —%j

Pe=VE Y, cos(—@m ) +%) +EY, cos(—@m —%)
Pe=-VE,Y, sin(6—6,—0,)—E.Y,sin(6,)

(A.9)

Entonces la ecuacion de oscilacion se puede rescribir como sigue:

M$, +d,o=P,—(-VE,Y,sin(5-5,-0,)-E.Y,sin(6,))
Mé, +d,w=P,+VE,Y sin(6-35,-0,)+E.Y, sin(0,)

(A.10)

Las ecuaciones de potencia real y reactiva que entran hacia la red en el nodo de carga tiene

la forma (V*I):

Para nuestro modelo tomaremos el negativo de P y Q que corresponden a la potencias

demandadas por la carga:

P=VE,Y/ cos(—d -6, —%+7rj +VE Y, cos(—é +5, -6, —%+ 72')— V? (YO' sing, +Y, sin 6’m)
P=-VE,Y, sin(—5 g, ) _VE, Y, sin(-5+8,-0,)-V" (YO' sind, +7, sin em)

(A.12)
P=VE,Y/ sin(5 +6, ) +VE,Y, sin(6 -5, +6,)-V* (YO' sing, +Y, sin Hm)
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Q=-VE, Y, sin (—5—00' I 7;)— VE Y, sin (—5 +6 -0 -2+ 7;)+ V? (YO' cos@, +Y, cos Hm)
2 2

Q=-VE,Y, cos(—é‘—@o' ) —VE,Y, cos(-6+6, -0, )+V? (YO' cosd, +Y, cos Hm)
(A.13)

Q=-VE'Y/ cos(§ +6, ) —VE,Y, cos(6 -5, +0,)+V* (YO' cosé, +Y, cos Hm)

Entonces tomando el negativo de estas potencias se obtiene la potencia tolas de salida en el

nodo de carga:

P=—VEY, sin(5+90')—VEmYm sin(5-8,+6,)+1 (YO' sind, +7 sin em)

Q=VE,Y, cos(5 + 490')+ VE,Y, cos(6-6,+6,)-V* (YO' cos@, +Y, cos 6’m)
(A.14)

El modelo de la carga estatica y el motor de induccion propuesto por Walve [18], es el

siguiente:

P=P+R+K,5+K, (V+TV)
(A.15)
Q=Q0+Q1+KqW5+vaV+K y?

qv2

(A.16)

Donde P, y O, son las constantes real y reactiva del motor, P, y O, representan a la carga

modelada como potencia constante.

Despejando & de (A.16) y sustituyendo O de las ecuaciones (A.14) o (A.13) se obtiene:

s=K, (-K,,V’ -K,V+0-0,-0,)

qv2
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o=K, (A.17)

+VE,Y, cos(6 -5, +0,)-V? (YO' cos@, +Y cos, )
Despejando ¥ de (A.15) y sustituyendo en (A.14) y (A.17) se tiene:

K, K,V =-K,, (PO L P (—VEO’YO’ sin (5 +6, ) —VE,Y,sin(5-5,+6,)+ (YO’ sing, +, sind, )))

VE,Y, cos(5+6’0')+ VE,Y, cos(65-6,+6,)

pwe gy qw™ > pv

-’ (YO' cos@, +Y, cos Gm)

+K K V?

pwigv2

(A18)

De esta forma las ecuaciones (A.10), (A.17) y (A.18) describen en forma dindmica el
comportamiento del sistema de potencia. Para efectos de simulacion es necesario

reescribirlas como ecuaciones de primer orden recordando que 6, = @ en la ecuacion de
oscilacion. D esta forma se obtiene un sistema de cuatro dimensiones.

5,=0

m

m

5=K(-K,,*-K V+0-Q-Q) (A.19)

V= Yinva I:_qu(f(; +E—P) +(KPWva _KqWKPV) V+pr(g +J _Q) +KPWKW2V2:|

a'):i([fn —D,w+VE,Y, sin(5-8,—6,)+E.Y, sinf), |
M
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