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Resumen

En ingenieria eléctrica el analisis de circuitos eléctricos es la parte primordial, y para eso se
Ilevan a cabo distintos métodos para obtener sus expresiones matematicas que describen su

comportamiento.

En los sistemas eléctricos trifasicos se aplica un método para la simplificacion matematica
que describe a un sistema eléctrico que se obtiene mediante la transformacion de sus
variables, dicho método es la llamada transformacién de Park o dg0. Esta transformacion
expresa las variables tales como corrientes, voltajes o enlaces de flujo en términos de un
nuevo conjunto de variables. Las nuevas cantidades obtenidas con dicha transformacion, a
partir de la proyeccion de las variables actuales en los tres ejes; una a lo largo del eje d, una
segunda a lo largo del eje g, y una tercera en un eje estacionario.

El efecto de la transformacion de Park es simplemente transformar todas las cantidades a
partir de las fases abc de un sistema eléctrico en otras variables de referencia, este método
es detallado en el desarrollo de esta tesis, haciendo la conversion en voltajes y corrientes, se
aplica de la misma forma en el analisis de un sistema eléctrico. También se lleva a cabo el
procedimiento detallado para sistemas balanceados, se hace la demostracion que se puede
trabajar solamente con la transformacién dq, sin tomar en cuenta el eje 0, a esto se le llama
transformacion de Park reducida, la cual lleva a la reduccién de ecuaciones, que para fines
didacticos son mas faciles de dar solucion a problemas, se hacen simulaciones de las
ecuaciones finales para obtener la respuesta grafica y demostrar que los resultados son los

mismos en ambos casos.

La transformacion de Park reducida también es aplicada a un generador sincrono en el que
en su analisis se llega a un sistema de ecuaciones que describen su comportamiento, y

también se lleva a cabo la simulacion para apreciar sus respuestas graficamente.
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Capitulo 1

Introduccion

Los sistemas de potencia han sido tradicionalmente analizados usando matrices de
transformacion (Clark, Fortescue, Park, etc.). Los métodos de representacion modal
desacoplan las ecuaciones simétricas de los sistemas de potencia. Estas técnicas han sido
ampliamente usadas para modelar sistemas eléctricos en régimen permanente bajo
operaciones balanceadas y desbalanceadas y analizar transitorios, la dindmica y los

armonicos.

En ingenieria eléctrica, la transformacién dg0 es un método matematico que se utiliza para
simplificar el analisis de circuitos trifasicos. La idea que subyace a este procedimiento
procede del trabajo del fisico francés André Blondel (Chaumont, 1863 Paris, 1938), en
Francia; a veces se le Ilama a la técnica el método de blondel de dos reacciones. Gran parte
del desarrollo en la forma usada en lo sucesivo fue llevado a cabo por R. E. Doherty, C. A.
Nickle, R. H. Park en Estados Unidos.

En el afio de 1929 R. H. Park presenté un articulo en el American Institute of Electrical
Engineers (AIEE) titulado “two reactions theory of synchronous machines” (teoria de dos
reacciones de las maquinas sincronas). En este se present0 una generalizacion del trabajo de
Blondel, Doherty, Nickle, y establece métodos generales para calcular corriente, potencia, y
par en maquinas sincronas de polos salientes y de rotor liso tanto en condiciones de estado

estacionario como transitorio.


http://en.wikipedia.org/wiki/American_Institute_of_Electrical_Engineers
http://en.wikipedia.org/wiki/American_Institute_of_Electrical_Engineers

1.1 Las transformaciones en sistemas eléctricos

En el estudio de sistemas eléctricos, las transformaciones matematicas a menudo se utilizan
para desacoplar las variables, para facilitar la soluciéon de las ecuaciones dificiles con
coeficientes variables en el tiempo, o para referirse a todas las variables del marco de

referencia comun.

La transformacion de Park, permite expresar las magnitudes trifasicas en un sistema de
referencia ortogonal y giratorio (movil). También es conocida como transformada dq o
sincrona. Park permite ademas, ver magnitudes trifasicas que varian sinusoidalmente en el
tiempo, como constantes, siempre y cuando la frecuencia de la sefial coincida con la
frecuencia de giro de los ejes de frecuencia dg. Naturalmente, es méas facil trabajar con
valores de magnitudes constantes que con variaciones sinusoidales. No obstante, si las
magnitudes contienen armdnicos, las magnitudes transformadas se veran variables en el
tiempo, ya que contienen frecuencias distintas y en general superiores a la fundamental. En
concreto habrd oscilaciones respecto el promedio correspondiente a la componente
fundamental. Aun asi, es interesante expresar las magnitudes en dicha referencia ya que en
ellas quedara perfectamente perceptible el contenido arménico de las sefiales en cuestion:

todo lo que difiera del valor promedio correspondera a componentes armanicas indeseadas.

La figura 1.1 muestra una de las posibles relaciones graficas existentes entre un sistema de

referencia abc y un sistema de referencia dq.

<—~=I_;,\w

Y

Figura 1.1 Sistema de referencia dq y trifasico de secuencia directa



En la figura 1.1, el vector ¥ gira a la misma velocidad angular que el sistema de referencia
dg. De esta forma sera invariante en el tiempo, ya que gira solidariamente con el sistema

nuevo de referencia.

El sistema de ecuaciones diferenciales que modela el comportamiento de una maquina
eléctrica no es lineal. La dependencia en el angulo (0) de este modelo dificulta
notablemente la solucién de cualquier problema. La transformacién de las ecuaciones

diferenciales a nuevos sistemas de coordenadas simplifica en muchos casos este modelo.

Una de las dificultades inherentes en el estudio del comportamiento de las maquinas
eléctricas de rotacion es que las inductancias estan en funcion tanto del angulo eléctrico
como mecanico de las maquinas. Para simplificar este proceso, R. H. Park desplegd una
transformacion que hizo el analisis mas sencillo en el estudio de las maquinas, mediante la
transformacion de las ecuaciones del motor en un marco de referencia que gira de forma

sincrona con los campos de la maquina.

1.2 Objetivo

El objetivo de este trabajo de tesis radica en encontrar por medio del método de
transformacion de Park reducida, una solucién mas sencilla para el andlisis de sistemas
eléctricos trifasicos balanceados, haciendo una comprobacion mediante simulaciones y
comparando los resultados con la transformacion de Park y la de Park reducida, y a la vez
demostrando que se obtienen los mismos resultados, asi también, poder entender mejor el

comportamiento y dar solucion a problemas en dichos sistemas.



1.3 Justificacion

En el estudio de los sistemas eléctricos se abarca una infinidad de técnicas para el analisis
de diferentes dispositivos de potencia, y para ello se desarrollan distintas ecuaciones las
cuales proporcionan la informacién adecuada de su comportamiento; uno de los métodos
que se estudiard; para hacer un analisis mas sencillo es el método de transformacion de
Park, este método tiene aplicaciones para el analisis del comportamiento en los sistemas
trifasicos; por ejemplo, las maquinas rotatorias ocupan una amplia gama de aplicaciones y
son muy utilizadas en el campo industrial y para ello se necesita saber el comportamiento
para cada una de ellas. Para eso, la transformacion de Park es muy aplicada para el estudio
de las maquinas, este método simplifica su anélisis, como se analiza en el desarrollo de esta

tesis.

1.4 Estructura de la tesis

Esta tesis se divide en cinco capitulos

= Capitulo 1: Donde se da una idea general sobre las transformaciones en los sistemas
eléctricos trifasicos, el objetivo y justificacion del trabajo a realizar.

= Capitulo 2: Se introduce los antecedentes de los sistemas eléctricos, como esta
formado un sistema eléctrico y sus transformaciones matematicas.

= Capitulo 3: En esta parte de la tesis se realiza un procedimiento matematico para
obtener la transformacion de Park reducida, se aplica a un sistema de voltajes y
corrientes, se hace la simulacion para comprobar los resultados obtenidos.

= Capitulo 4: Se aplica la transformacion de Park reducida a un sistema trifasico, se
hacen las simulaciones para comprobar resultados, de igual forma se aplica también
a una maquina sincrona.

= Capitulo 5: Se describen las conclusiones del trabajo de tesis.



Capitulo 2

Antecedentes de sistemas eléctricos vy

transformaciones

2.1 Introduccion

En ingenieria eléctrica, la generalizacion en el uso de la corriente alterna en la que el
descubrimiento del transformador fue el elemento clave, ha propiciado la produccién a gran
escala de la energia eléctrica ligada a su transporte y distribucion. A partir de que la
potencia eléctrica puede ser producida en lugares alejados de los centros de mayor consumo
y transportada a los puntos donde la requieran los usuarios, se hace necesaria la eficiencia
del sistema. Esto es, que los distintos perfiles de consumo afecte o menos posible a la

calidad de la explotacion del sistema

El nacimiento de redes eléctricas en el mundo comprende el lapso de 1860 a 1885, época en
que se logré conjuntar los distintos componentes de un sistema eléctrico ya existentes o
inventar los que se requirieron en ese periodo a fin de poder armar una red de distribucion
que pudiera alimentar la carga comprendida por: el alumbrado, la calefaccién y los motores

eléctricos de las ciudades mas importantes del mundo de aquellos afios.



2.2 Un sistema eléctrico

Un sistema eléctrico es un conjunto de dispositivos cuya funcion es proveer la energia
necesaria a diferentes puntos para el arranque y correcto funcionamiento de los accesorios
eléctricos tales como luces, electrodomésticos y diversos instrumentos. Es el medio que se

utiliza para la distribucion de la energia generada hacia distintos usuarios.

Un sistema eléctrico esta compuesto, en términos generales, por los siguientes subsistemas:
» Generacion de energia

Transmision

Subestaciones

Distribucién

YV V VYV V

Consumo

Cada subsistema contiene, a su vez, diferentes componentes fisicos. Una de las

representaciones graficas de sistemas eléctricos es como se muestra en la figura 2.1.

baja ten=idn

o
L i l
Ze [ ]_Zg-
] alta tensidn nedia tensidn _L
'g ——— -||- -.'..
I 1 e 1 o 1
g LR, 7 < o L =
3 Z; 2Lz, I6
O
I 1

HH

Figura 2.1 Diagrama unifilar de un sistema eléctrico



El diagrama unifilar mostrado en la figura 2.1 representa la generacién, subestaciones de
alta tension, subestaciones de media tension y la distribucién en baja tension para los
usuarios; las impedancias (Z, y Z,) representan las pérdidas en los conductores, y las Z,. y

Z 4 son las impedancias de carga para el sistema de baja tension.

Un sistema eléctrico ideal debe proporcionar un voltaje con las siguientes caracteristicas:

» Amplitud constante
> Forma de onda sinusoidal
» Frecuencia constante

> Simetria en el caso de red constante

Bajo estas condiciones, las maquinas y equipos eléctricos conectados a este sistema no
deberian presentar un comportamiento anormal y deberian funcionar tal como se espera en

su disefio.

Sin embargo, un sistema eléctrico real no cumple con las caracteristicas ideales
mencionadas anteriormente. En la practica, las redes eléctricas presentan una serie de
alteraciones o perturbaciones que alteran la calidad del servicio, dentro de las cuales

destacan:

Variaciones de frecuencia
Variaciones de la amplitud de voltaje
Sobretensiones

Asimetria sobre las fases

YV V V VYV V

Deformaciones en voltajes y corrientes (armoénicas)

Dichas perturbaciones en una red eléctrica, ocasionan una menor calidad en la sefial de

alimentacion suministrada a los equipos; a esto se le conoce como calidad de la red



eléctrica. Mismas perturbaciones pueden ocasionar un mal funcionamiento de un equipo
eléctrico o electrénico y en ocasiones pueden llegar a dafiarlos permanentemente, trayendo
como consecuencia principalmente pérdidas econémicas importantes. Algunas sefiales con

distintos tipos de perturbaciones son presentadas en seguida.

La figura 2.2 muestra una forma de tension con perturbaciones frecuentes y de escaso valor

(decenas de volts mas o menos), llamado ruidos.

151
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Figura 2.2 Tension con ruido eléctrico.
Los ruidos eléctricos se producen debido al funcionamiento de maquinas eléctricas con
escobillas, soldadoras de arco, timbres, interruptores, etc., los cuales se encuentran
conectados en algun punto cercano a la carga utilizada. No producen dafios en los equipos,

pero si pueden causar un mal funcionamiento.

La figura 2.3 muestra otro tipo de perturbaciones, estos son esporadicos y de valor elevado

(cientos de volts), se denominan impulsos, es decir, cuando su duracion es inferior a 2 ms.
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Figura 2.3 Tension con impulso eléctrico.
Los impulsos eléctricos suelen producirse por conexion y desconexion de bancos de
condensadores, funcionamiento de hornos de arco, maquinas con escobillas, interruptores,
termostatos y por descargas eléctricas, son las més aleatorias y menos predecibles. Este tipo

de perturbaciones puede producir dafios muy serios en los equipos.

La figura 2.4 muestra una tension con perturbaciones de microcortes; son anulaciones en la

tension de la red eléctrica (o reducciones por debajo del 60% de su valor nominal) con una

duracién menor a un ciclo.

Valtaje (p.u.]

0 0005 00016 0.002% 0.0032 004 0045 0056 0064 0072 008
Tiempo (3]

Figura 2.4 Tension con perturbaciones de microcorte.

Este tipo de perturbaciones se debe principalmente a defectos en la red eléctrica o en la

propia instalacion del usuario. Pueden producir mal funcionamiento en cargas muy

sensibles y errores en las computadoras.



La figura 2.5 muestra una distorsion en la forma de onda de tensién, debida a la presencia

de armodnicos, su nombre técnico es distorsiéon armoénica total.

Voltaje (p.u.)

o @& @ @ oW ® w ® o
8 8 8 8 [ — — — — [
P = -
- - - - -
Tiempo (5]

Figura 2.5 Distorsion armonica en la forma de onda de tension.
La distorsion armonica se debe principalmente a la conexién a la red eléctrica de maquinas
con nucleo magnético saturado, convertidores estaticos (rectificadores controlados y no
controlados, sistemas de alimentacion interrumpida, fuentes conmutadas) y otras cargas no

lineales.

La figura 2.6 muestra una sefial con cambios en la frecuencia de sefial sinoidal

proporcionada por la red.
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T
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Figura 2.6 Sefial sinusoidal con variaciones de frecuencia.
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Normalmente resulta muy raro que se presente este problema en la red eléctrica en
condiciones normales y puede llegar a ocurrir debido a la interconexion de los centros de
generacion de energia eléctrica. Generalmente solo se producen en centros con generacion
aislada de tension, como lo pueden ser redes eléctricas rurales aisladas que obtienen energia
eléctrica a partir de generadores de combustion interna, paneles fotovoltaicos, generadores

eblicos o en plataformas de explotacion petrolera.

En el estudio de sistemas eléctricos es fundamental disponer de técnicas de representacion
de las variables eléctricas que permitan el analisis y disefio de dispositivos, circuitos y
equipamiento eléctrico. También las transformaciones matematicas de sistemas de
referencia facilitan el estudio de sistemas complejos, al desacoplar variables en maquinas
eléctricas o en la resolucion de sistemas de ecuaciones con coeficientes variables en el
tiempo. Teniendo en cuenta las representaciones y transformaciones de variables eléctricas
que es preciso conocer para el analisis de sistemas eléctricos de potencia, se introducen en
este apartado la representacion espacial de las sefiales trifasicas y las transformaciones de

Park reducida.

Una funcion sinusoidal puede ser representada por un vector giratorio como se representa
en la Figura 2.7, al que se le denomina fasor, que tendra las siguientes caracteristicas.
» Gira con una velocidad angular w.

» Su modulo serd el valor maximo o el eficaz, segiin convenga.

o

n @ 0-2=

o/ a2 z 372 2n
ot

372

Figura 2.7 Representacion fasorial de una onda sinusoidal.
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La razdn de utilizar una representacién fasorial estd en la simplificacién que ello supone.
Matematicamente, un fasor puede ser definido facilmente por un niamero complejo, por lo
que puede emplearse la teoria de calculo de estos nimeros para el anlisis de corriente

alterna.

La generacion trifasica de energia eléctrica es la forma mas comin y la que provee un uso
mas eficiente de los conductores. La utilizacion de electricidad en forma trifasica es comin
mayoritariamente para uso en industrias donde muchas de las maquinas funcionan con

motores para esta tension.

La corriente trifasica esta formada por un conjunto de tres formas de onda, desfasadas una

respecto a la otra 120 grados, segun el diagrama que se muestra en la figura 2.8.

Tres fases
T — T A~
200/ "\ il 'O 2B =T
l:l'I "-II I.' ‘l" ' {
~J00-/\ \ / \ \ . —
] [ A ' / I [

i E ﬂ I ! IIIIlI [ II'II I'ul ..'. T
= | \ L / \ \ 2
E 1 0 ﬂ o II.'-I Il'l,l "II .I'-. II".I I .l'll_

g \ ' / \ |
-200 LY \/ ]

Z Nt ) e

0 0.02 A \ 0.04
tiempo (s)

Figura 2.8 Representacion de una sefal trifasica.

El espacio temporal se puede representar mediante tres ejes ortogonales a, b, c. Cualquier
magnitud trifasica se puede definir a través de sus coordenadas x,(t), x;(t), x.(t) sobre

estos ejes, de modo que a cada valor de la variable t le corresponde un punto concreto,
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definiendo asi un vector espacial S(t) que tiene como origen el origen de coordenadas como

se muestra en la Figura 2.9.

b

Figura 2.9 Vector espacial S(t) en el sistema de ejes (a, b, ¢).

Todo vector se puede descomponer como suma de vectores. Resulta Util descomponer el
vector espacial S(t) como suma de dos vectores perpendiculares, S'(t) y H(t), donde H(t)

es un vector formado por componentes homopolares h(t) iguales. Entonces

S)=S'"(t) + H(t) (2.1)
donde:
x'(t) h(t)
S'(t) = |y' (O], H(t) = [h(t)
z'(t) h(t)

La componente homopolar h(t) se define como:

h(t) — x(t)+y§t)+z(t) (2.2)

Estos dos vectores permiten definir una nueva base de coordenadas: la direccion [1,1, 1]
en coordenadas a, b, ¢ del vector H(t) define el eje y del nuevo sistema, mientras que el

vector S'(t), puesto que es perpendicular a H(t), estara contenido un plano denominado IT,
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perpendicular al eje y y definido por los ejes «, 8, siendo « la proyeccion del eje a en el

plano IT y queda representada como se ilustra en la Figura 2.10.

[#]

Figura 2.10 Descomposicion vectorial del vector S(t).

Si se considera un sistema trifasico y equilibrado, se puede demostrar que las corrientes y
tensiones trifasicas del sistema se pueden representar mediante un vector espacial de
moddulo constante que gira a velocidad constante en el plano I1. En primer lugar, se define
una tension trifasica v(t) cuyas componentes a, b, ¢ son tensiones sinusoidales simétricas y
equilibradas, es decir, de igual médulo V,,,,, y desfasadas 120°, tal y como se muestra en la

ecuacion (2.3),

Vinax - cos(wt)
Ua

v(t) = [vb

Ve

21

= | Vinax - cos (wt - ?) (2.3)
Vinax - €OS (a)t + 2?”)

donde:

Vg+vp,+v.,=0
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Dado que el sistema es simétrico y equilibrado, la componente homopolar h(t) es nula, lo
cual implica que H(t) = 0y S(t) = S'(t), es decir, que el vector espacial esta contenido en
el plano I1. Para deducir la trayectoria que describe el vector v(t) en el plano es util realizar
un cambio de bases de los ejes a, b, ¢ a los ejes a, ,y mediante la aplicacion de la matriz

de cambio de base [T]qpc/qpy definida en la ecuacion (2.4)

Va Va
[vﬂ = [T]abc/aﬁy : [vb] (2.4)
vy b,
donde:
. -1 _t
2 2
2 V3 V3.
[T]abc/aﬂy = \/; ‘10 73 _?3 J
1 1 1
V2 V2 2
-1 T
‘ [T]a_bc =1; [T]abc/a/?y = [T]abc/a[)’y
aBy

Sustituyendo en el sistema anterior las componentes de v(t) por las expresiones dadas en

(2.3) se puede determinar v(t) en el nuevo sistema de coordenadas, ecuacion (2.5).

Vipax - cos(wt)

Va 21
[vﬁ = [T] abc/aBy * Vinaz - cos (wt B ?)
v-y 21

| Vinax - cos (wt + ?)

i . . _
Vinax * (COS(wt) -3 cos(wt — 277/3) -3 cos(wt + 271/3))

\E Vinas  (cos(wt = 27/3) — cos(wt +27/3))

Yy
0
Va cos(wt)
[Zﬁ]=\/§.vmax. sin%wt)] (2.5)
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A partir de este resultado se puede deducir que la tension trifasica v(t) sigue una

trayectoria circular de radio p = V. - \E y velocidad angular w sobre el plano II, tal y

como se muestra en la Figura 2.11.

I

Figura 2.11 Representacion de la trayectoria del vector v(t) en el plano I1.

En un sistema simétrico y equilibrado, este razonamiento es cierto tanto para tensiones
simples y compuestas, como para corrientes. No obstante, si el sistema no es equilibrado,
no se cumple la relacion de desfase de 120° entre las componentes de las tensiones fase-
neutro y las corrientes, por lo que las deducciones anteriores solo seran validas para

tensiones compuestas.

2.3 Transformaciones

Una vez hecho el cambio de base, las tensiones y corrientes del sistema girardn con
velocidad angular w sobre el plano I, definido por los ejes a, 8. No obstante, lo que
realmente interesa es que los vectores espaciales de tension y corrientes permanezcan fijos
en una determinada posicién, de modo que en régimen permanente sea un vector constante.

Esto se consigue definiendo un sistema de referencia que gire sobre el plano IT a la misma
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velocidad w que el vector espacial, de modo que el vector permanezca fijo en este nuevo

sistema.

La nueva base se define mediante dos ejes, d, q, que giran en el plano IT en torno a un

tercer eje, 0, coincidente con el eje y. La Figura 2.12 muestra como se realiza el cambio de

ejes sobre el plano I1.

q

Figura 2.12 Cambio de base entre los ejes «, 5, ¥ a los nuevos ejes d, g, 0.

A partir del angulo 6 de rotacion de los ejes d, q, se puede definir la matriz [T],z, /440 que

permite el cambio de base de a, 8,y a d, g, 0, definido en la ecuacion (2.6).

Va Vo
[UCI] = [T]aﬁy/dqo ’ [vﬂ] (2.6)
Uy b,

donde:
cos 6 sin6 0
[Tlapy = |—sin@® cos6 O0f;
dq0 0 0 1
H[T]a_ﬂy =1
dq0
[T]a,[?y/dqo_l = [T]a[)’y/quT
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Finalmente, se ha conseguido cambiar el sistema de referencia del vector espacial desde el
dominio temporal desde el dominio temporal abc, hasta el dominio de ejes giratorios dq.

Este cambio de ejes se conoce con el nombre de transformacién de Park.

La transformada de Park es la matriz ortonormal que combina las dos transformaciones
anteriores (2.4) y (2.6) para permitir el cambio de base directo desde abc a dq0. La matriz

P resultante, definida en la ecuacion (2.7) es la matriz de transformacién de Park.

P = [Tlapy - [T]abc =
dqo afy

cos(60) cos (9 — 2?”) cos (9 + 23—”)

2 . . 2T . 2n
= \/; —sin(#) —sin (9 - ?) — sin (9 + ?) (2.7)
kY 1 L
VZ vz V2

donde,
0= fot w(t)dt + 6,: es el &ngulo de rotacion de los ejes dq.
0, = 6(0): es el &ngulo inicial entre los ejes dq Yy el vector espacial de referencia.

w = 2nf: es la velocidad angular de los ejes dq.

En la nueva base los ejes dq giran sobre el plano IT a la misma velocidad angular w que el
vector espacial v, tal y como se muestra en la Figura 2.13. Este vector espacial aparecia
como rotante en la base abc, pero al girar ahora a igual velocidad que los nuevos ejes, se

transforma en un vector fijo en la base dqO.
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q

Figura 2.13 Representacion del vector espacial v en la nueva base dq0.

La transformacion de Park convierte las componentes ‘abc’ del sistema trifasico a otro
sistema de referencia ‘dq0’. El objetivo de la transformacidon consiste en convertir los
valores trifasicos ‘abc’, variables sinusoidalmente en el tiempo, a valores constantes ‘dq0’,
en régimen permanente. El vector con las componentes del nuevo sistema de referencia
[x,] se obtiene multiplicando el vector de coordenadas trifasicas [x] por la matriz de

transformacion [P], segun la expresion (2.8).

Xd Xa
[xq] =[x ] =[P]- [x] =[P]- [xb] (2.8)

Xo X

A partir de 0=f0tw(r)dr+90, cuando la velocidad angular w es constante, la

transformacion se puede expresar segun la expresion (2.9).

2m

2
cos(w -t + 6p) cos(a)-t+90—?n) Cos(w-t+90+?)
2 . : 2 : 2
[P]=\/;—sm(cu-t+90) —sm(w-t+90—?n) —sm(w-t+90+?n) (2.9)

1

L
V2 V2

sl
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De tal forma que en el espacio vectorial queda representada como se ilustra en la Figura
2.14

c

Figura 2.14 Sistemas de referencia trifasicos y D-Q

Si se considera el modelo de un sistema trifasico en el espacio de estado (2.10), que se

desea transformar al dominio ‘dq0’.

= [x] = [A] - [x] + [B] - [u] (2.10)

Si se consideran las variables transformadas (2.11), se obtiene la expresion en el espacio de
estado (2.12) en el dominio de Park.

e, ] =[P]- [x] = [x] = [PI" - [x,] 5 [w,] =1[P]-[u] = [ul = [P]" - [u,] (2.11)

Sl = (4,1 - [x,] + (B - ] (2.12)
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Se puede demostrar que las matrices transformadas [A, ] y [B,] se expresan segin (2.13).

0 -1 0
[4,] = [P]-[A]-[P]" — [P] -%[P]T =[P]-[A]- [P]" — w [1 0 0] (2.13)
0O 0 O

[B,] = [P]-[B]-[PI"

Suele ser comdn que en el andlisis de un sistema trifasico de tensiones sea simétrico y
equilibrado, y que la carga trifasica esté equilibrada. También es habitual encontrar
aplicaciones o cargas donde el neutro esta aislado. En estas condiciones, las componentes
homopolares son nulas y la aplicacion de la transformacion de Park o ‘dg’ reduce el
numero de variables del sistema, al pasar de tres variables trifasicas ‘abc’ a dos variables
‘dq’ (de valor constante en régimen permanente).

En el capitulo 3 se describe como la matriz de transformacién de Park puede ser reducida a

una matriz de rango 2 para sistemas eléctricos balanceados.
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Capitulo 3

La transformacion de Park reducida

3.1 Introduccidén

Debido al gran nimero de operaciones que se realizan con las magnitudes propias de un
sistema eléctrico, tensiones, intensidades, reactancias, etc., se realizard un cambio de
variable para facilitar las operaciones y poder realizar a su vez un célculo mas rapido y
directo.

En este capitulo se trabajara con dos ejes, retardado uno 90° respecto al otro, con un tercer
eje (6 secuencia) homopolar para posibles desequilibrios, como se comentara en el
desarrollo de este, en lugar de trabajar con los tres ejes solidarios a las tres fases, es decir,
separados 120°.

La finalidad de realizar un cambio de variables, es sustituir un sistema recorrido por tres

intensidades i, ip, i, por otro recorrido por dos, i4, iy, y €ventualmente una tercera ip. Un
sistema de referencia con una velocidad angular w 6 w = 0, iy, ig, iy, Si se trabaja con un
sistema de referencia estacionario, i, ig, io, €s decir, un caso particular del sistema anterior

‘dg’ pero con velocidad angular nula.

22



3.2 Transformacion en voltajes y corrientes

La herramienta esencial para el estudio de sistemas eléctricos trifasicos es la transformacion
de Park. Esta transformacién consiste en reemplazar las componentes trifasicas abc por tres
componentes ficticios como dq0. La transformacion de Park, como ya se ha visto, esta

expresada como se muestra en la ecuacion (3.1)

cos(0) cos (6 - 23—”) cos (0 + 23—”)

P= \E —sin(f) —sin (9 _23_n) —sin(@ +2?n) (3.1)

En el analisis de sistemas eléctricos trifasicos es muy comun trabajar con corrientes
eléctricas y voltajes, ya que de esto se parte para el céalculo de cualquier otro parametro
eléctrico, los voltajes para un sistema eléctrico de tres fases a, b, ¢, con magnitudes iguales,

se pueden expresar como se muestra en la ecuacion (3.2).

Va =Vp = V¢ (3.2)

Los voltajes v,, vy, v, estan desfasados 120° uno respecto del otro. La ecuacion (3.2)

también se puede expresar de forma vectorial como se muestra en la ecuacion (3.3).

Virax cos(wt)
— | Vinax €OS (a)t - 2?7:) (3.3)

Vinasx €OS (wt + z?ﬂ)

Va

v(t) = [Vb

Ve
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De la ecuacién (3.3) se puede aplicar la transformacion de Park para hacer la
transformacion de voltajes de abc a dq0, dicha transformacion se expresa como la ecuacion
(3.4)

- cosf cos (9 - 2?”) cos ( + 2?71') v
[Uq] = 2 —sin® —sin (0 - 2?”) —sin (9 + 23—”) [VZ] (3.4)
Vo 1 Ve

La expresion de las ecuaciones de voltaje dg0 quedan expresados como se muestra en la

ecuacion (3.5) para un sistema trifasico.

v, - cos(8) + vy, - cos (0 — ?) + v, - cos (6’ + )

[vq] f —Vq sen(H) — Vp - Sen (6 - ?n) —V, * COS (9 + ?) (3.5)
2 Ye
v e F V2

donde la v, es la representacion para posibles desequilibrios del sistema.
Tratandose de un sistema trifasico en equilibrio ¢ balanceado donde la suma de voltajes es

cero, es decir, v, + v, + v, = 0 se tiene entonces la expresion (3.6)

Ve = —Vg — Up (3.6)

Sustituyendo la expresion (3.6) en la ecuacion de voltajes (3.4), la transformacion de Park

queda como se expresa en la ecuacion (3.7).

cos O cos (9 - ?) cos (9 + ) v
+2) [ Vp ] (3.7)

[Uq] f —sinf# —sin (8 — —) —sin
1 Vg — Vp
vz

1

V2

NS
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Tomando en cuenta que para un sistema equilibrado, el voltaje v, = 0, por tanto, la

ecuacion (3.7) queda expresada como se muestra en la ecuacion (3.8).

i 21 21\
v, - cos(0) + v, - cos (6 — ?) + (—v, —vp) - cos (9 + ?)

Vol = |5] —va-sin®) — vy sin (0 = Z7) + (v + vp) -sin (04 5)
v, 3 3 3

Vg Up —Vq — VUp
— + =+ —
V2 V2 V2
Ya , Vb, “Va=Vh _ :
donde ﬁ+ﬁ+ N = 0, por lo tanto, se tiene

Va  cos(6) + v, - cos (6 - 2?11) + (=Vq — vp) - cOS (0 + 2—")

[11]7:] = 5 é)

(3.8)
3| —v, - sin(@) — v, - sin (8 - z?ﬂ) + (v + vp) - sin (8 +3

Aplicando reducciones algebraicas y algunas identidades trigonométricas, la ecuacion (3.8)
puede quedar representada en su expresion reducida tal y como se muestra en la ecuacion
(3.9).

: s .
sin (6 + 5) sin(6)

Va
cos (0 + g) cos(8) : [vb] (3.9)

La ecuacion (3.9) es la transformacion de Park reducida de voltajes, con la que se trabajara
en sistemas trifasicos balanceados, como se nota, esta transformacion no toma en cuenta el
término v,, ya que se supone un sistema ideal que no demuestra desequilibrio alguno, por
tanto la expresion (3.9) también puede representarse como se muestra en seguida.
sin (6 + g) sin(0)

[R] =2 cos (9 + g) cos(0)

(3.10)

De la expresion (3.8), se toman las ecuaciones para vy Y vy, las cuales estan expresadas en

la ecuacion (3.10)
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vo= o os0) = os (04 2] o s (0 2) - os (04 2

(3.11)

vy = \/é{va |~ sin(8) +sin (6 + %] + v, [ sin (6 — &) + sin (0 + Z) |}

De las expresiones mostradas en (3.11) se lleva a cabo la comprobacion para los resultados
de la transformacion de Park reducida, iniciando con v, y reduciendo para v, y vp.

Para v, se tiene

f[cos@—cos 9+ f[cos&—cos@ cos(3)+sm6 sm( )]
[ 21 21
cos @ (1 — cos (?» + sin @ - sin <?)]

3 3 3 1
EcosH +§sin9] = \/Z[%COS@ +Esingl

=2 :cos 6 - sin (g) +sin 6 - cos (g)] = V2sin (9 + g)

wiln

‘T

De la misma forma se obtiene para v,

2 Leos(0-5) —eos 0+ )]

3 CoS 3 COoS 3
_ 2[ P ( Zn) 0. ( Zn) P (211)
= 3 COS COS 3 Sin Sin 3 COS COS 3

) (27
+ sin O - sin (?)]

= \/é[— cos B - cos (g) + sin 6@ - sin (T[) + cos 8 - cos (T[)

+ sin 6 - sin (g)] = \/3[2 sin@ - sm fl sm 9

=+/2-sin#b
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De las demostraciones anteriores se puede expresar la ecuacion para vy, (3.12).

vd=va-\/§sin(9+§)+vb-\/§-sin0 (3.12)

Ahora resolviendo de la expresion (3.11) para v, y reduciendo de la misma forma para v,
y v, Se tiene la siguiente demostracion.

Para v, se tiene

2[ 0+ si
3|~ siné +sin

~/

0+ 3)| = f5lsme waina - cos(F)  cosaom ()]
3 = 3 Sin Sin Ccos 3 Cos Sin 3

= g :— sin@ — sin @ - cos (T[) + cos 6 - sin (n)]

= g —sm9<1+ +—cos l f —cosH——smHl

:\/E-lcosﬁ—ﬁsmgl \/E[COSH cos( )—SlnH sin(z)]
.2 2 3 3

2-cos(9+g)

De la misma forma se obtiene para v,

[sim(o-5) (0 + )]
3 sin 3 sin 3
- [ (- ) ot ) s o5
= I3 sin @ - cos 3 cos 0 - sin 3 sin @ - cos 3
2
+c059-sin(—n)]
3
271 T T T
=\/;[sm9-cos(3)+cosl9 sm( )—sm@ cos(3)—c059

- sin (g)] = \/5[2 cos @ - sm fl cos 9 =+/2-cos 6

De las demostraciones de v, Yy v}, se tiene la expresion para v, (3.13)
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vq=va-\/§-cos(0+§)+vb-\/§-cost9 (3.13)

Es claro observar de las ecuaciones (3.11) y (3.12) que son los mismos resultados que se
expresaron en la ecuacion de la transformacion de Park reducida de voltajes (3.10). De la
misma forma para la corriente se realiza el mismo procedimiento para la aplicacién de la
transformacion de Park, sabiendo que para un sistema trifasico balanceado las corrientes
estan dadas como se expresan en (3.14).

ig+i,+i,=0 (3.14)

De la misma forma como en el anélisis de voltajes, las corrientes también se pueden
expresar de forma vectorial, como se muestra en (3.15).
_ Ipax cos(wt + &)
la 2w
i(6) = ip | = | b cos (w8 + 6 = 5F) (315)
ke Inax cOS (a)t +4+ 2?7:)

. . 2 .
Como se observa, el desfase entre ellas es, al igual que en los voltajes, de ?” sin embargo el

defase entre las tensiones y corriente () depende de la impedancia de linea y de la carga.

Por tanto, la transformacion de Park para la corriente se expresa como en la ecuacion (3.16)

cos @ cos (8 — z?ﬂ) cos (0 + 2?”)

id ia
[iq] = \E —sinf —sin (0 - 2?11) —sin (0 + 2?”) [ib] (3.16)
Iy 1 1 1 J
V2

le

V2 V2

Tomando en cuenta que se esta tratando un sistema trifasico balanceado, donde se tiene que
i, = —ig — ip, Se lleva a cabo en mismo procedimiento que se llevo con los voltajes y, por

lo tanto, el resultado esta expresado en la ecuacion (3.17)

p (9 27'[) (9 Zn) ]
cos cos - 3 cos + 3

;d 2 o _ (6 Zn) _ (0+2n)
a|= |3|—sin sin 3 sin 3

1

1
L 2 V2 2 |

iq
ip
_ia - ib
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. . 21 . . , 27
—iq +sin(@) — iy - sin (9 - ?) + (ig + ip) - sin (0 + ?)

[EZ] _ \/élia - cos(@) + iy, - cos (9 — 2?7-[) + (—iqg — ip) - cOS (9 + 2?7-[)

[id] 5 sin(6+%)  sin(9) . [ia] (3.17)

(@)
o
w0
/N
Na)
-+
wl
N——
Q
o
%]
~
(N
—

Como se esperaba, el resultado es semejante al que se obtuvo en la expresién (3.9), con la
diferencia que ahora estd dado en corrientes eléctricas del sistema, y por lo tanto, es el
resultado para la transformacion de Park reducida de corrientes. Donde la comprobacion
para llegar a estos resultados es el mismo procedimiento que se llevo anteriormente con los

voltajes.

3.3 Transformacidén en enlaces de flujo

Los modelos empleados para la representacion de los elementos del sistema son un aspecto
importante que debe tenerse en cuenta cuando se estudia la dindmica de los sistemas
eléctricos de potencia. Debe darse un trato especial al modelo de los elementos rotativos, ya
que la dinamica se vera afectada por el comportamiento de sus masas rotativas. Entre mas
completo sea el modelo dinamico empleado, mas confiables seran los resultados obtenidos
en la simulacién. El principal elemento del sistema de potencia, dado su comportamiento
dinamico, es la maquina sincrona, de ahi la importancia de utilizar modelos detallados que
representen la forma mas exacta sus caracteristicas dinamicas.

Cuando se presenta una perturbacion en el sistema, existen interacciones dinamicas dentro
de las maquinas sincronas debido a los cambios producidos en la armadura y en los enlaces

de flujo.
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Es comdn al estudiar la maquina sincrona, realizar algunas suposiciones que facilitan la
obtencion del modelo matematico que describe la misma. Estas suposiciones pueden
resumirse en:

> El estator de la maquina estd compuesto por un devanado trifasico simétrico, y
en el cual cada devanado puede representarse como un devanado concentrado.

» La capacitancia de todos los devanados puede despreciarse, asi como las
pérdidas magnéticas debidas al ciclo de histéresis.

» Se considera que los circuitos magnéticos de la maquina son lineales y que las
inductancias no dependen de la corriente. Adicionalmente, se supone que el
cambio en la inductancia mutua entre estator y rotor es de forma senoidal pura,
es decir, no contiene componentes de frecuencias maltiplos de la fundamental.

» La velocidad del rotor de la maquina es aproximadamente igual a la velocidad
sincrona del campo magnético del entrehierro, en los estados transitorio y

subtransitorio.

Puesto que la méaquina sincrona puede verse como un conjunto de circuitos que se
encuentran acoplados mutuamente, los enlaces de flujo de cada devanado de cada circuito
(estator y rotor) dependen de las corrientes que circulan por los otros devanados. Existe
acoplamiento entre los devanados de estator y rotor, asi como entre los devanados de cada
circuito, es decir, entre los devanados del estator y los devanados del rotor. Una
caracteristica fundamental de las inductancias propias y mutuas del estator, asi como de las
inductancias del estator y rotor es que dependen de la posicién del rotor y por consiguiente
son funcion del tiempo. Por el contrario, las inductancias propias y mutuas de los
devanados del rotor no dependen de la posicion que tenga el rotor de la maquina. Esta
caracteristica de las inductancias del estator hace que las ecuaciones de enlaces de flujo
para cada una de las fases sea dificil de resolver, puesto que los coeficientes que relacionan
a estos flujos con las corrientes no son constantes. Una forma de resolver este
inconveniente es encontrar una transformacién que convierta los coeficientes de las
ecuaciones de enlace en cantidades constantes, es decir, que no dependan de la posicién del
rotor. Esto se logra empleando la transformacion de Park, cuyo fundamento matemético
estd basado en expresar las magnitudes eléctricas del estator (enlaces, tensiones y

corrientes) que se encuentran en el marco de referencia abc (tres fases) en el marco de
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referencia que tienen las magnitudes del rotor: ejes dg. Si esto se logra, las nuevas
cantidades referenciadas en este marco no dependeran de la posicion del rotor, ya que

estarian rotando a la misma velocidad de este.

La transformacion que se emplee para convertir las cantidades del estator al marco de
referencia del rotor debe permitir el proceso inverso: convertir cualquier cantidad del rotor
al marco de referencia del estator. Para que exista una transformacion unica que realice esta
conversion inversa, debe adicionarse las coordenadas d y ¢, otra coordenada Ilamada de
secuencia cero, la cual se define de igual forma que en el método de las componentes
simétricas. De esta forma el sistema coordenado del rotor estard compuesto por tres

coordenadas dqO.

La transformacion de Park, la cual presenta las caracteristicas anteriores mostradas en la
ecuacion (3.1); una de sus caracteristicas importantes de esta transformada es su
ortogonalidad, ya que la inversa de esta matriz es igual a su transpuesta, haciendo que se
cumpla [P]-[P]T = 1. La ecuacién matricial de los enlaces de flujo en funcién de
corrientes se obtiene expresando las corrientes de fase de estator (i, ip, i) en coordenadas

dqgO del rotor, obteniendo asi:

P/)o“ L, 0 0 0 o 01 o]
Yy 0 Lg O kMgkM, 0 | |ia
Ya| [0 0 Lg 0 0 kMg |ig (3.18)
Yp 0 kM, O Lep Lp 0 ip
Lpo_ L0 0 kMg o 0 Lol Ligl

donde:
Yo, Ya, Yq, io, 14, Lp: SON las componentes en eje 0, d y g de los flujos y corrientes
del estator.
Y, Yp, Yo, Y, ¥p, Po: son los enlaces de flujo y corrientes del devanado de
campo y de los devanados amortiguadores del eje d y g respectivamente.
Lo, Lgq, Lg: inductancia de los devanados 0, d y q. Dependen de las inductancias

propias y mutuas entre devanados del estator y rotor de la siguiente manera:
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v’ Ly =Ls— 2M, (Lg: valor minimo de la inductancia propia de un devanado
de fase del estator. M,: inductancia mutua entre devanados del estator).
v Ls=1Ls+ M, +3AL;/2 (ALg: amplitud de la parte variable de la

inductancia propia de un devanado de fase del estator).

3ALg

Y Lg=Ls+Mg—=

Ls, Lp, Lg: son las inductancias propias de los devanados de campo y de los
devanados amortiguadores de los ejes d y g, respectivamente.

Lsp: es la inductancia mutua entre el devanado de campo y el devanado
amortiguador del eje d.

Ms, Mp, My: es la inductancia mutua entre un devanado de fase del estator y el

devanado de campo, el devanado amortiguador del eje d y g, respectivamente.

k: es la constante escogida como /3/2. Este valor garantiza lo mencionado
anteriormente sobre la ortogonalidad de la transformacion, lo cual hace también que

la potencia calculada sea idéntica en los dos marcos de referencia (abc y dg0).

Todas las inductancias que acompafian a las corrientes constantes y demas, las cantidades
en un eje determinado forman un conjunto independiente de ecuaciones. Para el eje d se
tienen tres devanados: devanado de campo (“f”), devanado amortiguador del rotor en el eje
d (“D”) y devanado ficticio que representa el efecto del devanado del estator sobre el eje d
del rotor (“d”). Para el eje q existen dos devanados: el devanado amortiguador del rotor en
el eje g (“Q”) y un devanado ficticio, analogo al devanado d, para representar el efecto del
estator sobre el eje g del rotor (“q”). El eje O se encuentra perpendicular alosejesdy qa lo
largo del eje de rotacion del rotor. Sobre este eje se encuentra el devanado 0, que
Gnicamente lleva corriente cuando por el estator de la maqguina circulan corrientes
desvalanceadas, de forma que i, + i, +i. # 0. En este caso se analiza la operacion

balanceada de la maquina, por lo que el devanado 0 es omitido.
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3.4 Simulacion de la transformaciéon de Park

Una de las formas de comprobar las respuestas que se obtienen de la transformacién de
Park, es mediante la simulacién de sus ecuaciones, las cuales se llevaran a cabo con un
software que lleva por nombre Simnon. A continuacion se da un breve resumen del

software.

Simnon es un paquete de simulacion para sistemas dindmicos practicamente de cualquier
tipo, ya que es capaz de resolver ecuaciones diferenciales y en diferencias lineales y no
lineales con coeficientes variables o constantes. Es necesario mencionar que directamente

no resuelve ecuaciones en derivadas parciales.

En este paquete se pueden llevar a cabo la simulacion de sistemas en tiempo continuo,
tiempo discreto y de sistemas combinados (tiempo continuo y discreto a la vez).
e La pantalla de Simnon es como se muestra en la figura 3.1 y 3.2, con su respectiva

informacion.

TN LT R Sy e ErTis

e

1 scole Univorsitain @1 sgngeny Simnan Veesen 1 (WWegels |
Baroslons 1021156 13INGSIS |

Figura 3.1 Pantalla de inicio del Simnon.
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[Erovin Uniuarsiiosa FEngieyreia. Fastedens 1071

Figura 3.2 Algunas descripciones del Simnon

En la figura 3.2 se muestra algunas descripciones del Simnon, donde después de darle el
nombre al programa que se va a crear, aparece una ventana como se muestra en la
figura 3.3.

1.8
Escola Ueleersitaris @ Engingeris. Barcelsas 182110
RRFRR P AT

" leguts and eetpuls:
Inrul

nuTrey

* States, derlestes and thme:
STRIE

DER

TIHE

" Imitializatiees:
" Bgmations:

YO Parasator walues:

Figura 3.3 Inicio de la programacion en Simnon.
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La Figura 3.3 muestra una ventana con un cédigo en el cual pide datos para que se pueda
ejecutar la programacion 6 simulacion.

Después de haber dado una breve explicacion del software a utilizar para la simulaciéon, se
procede a la comprobacién de la transformacion de Park. Como inicio, se parte observando
la sefial de un sistema trifasico; ecuacién de voltajes (3.3), donde el codigo para el software
mencionado queda como se muestra en seguida.

TIME t

" Equations:

Ua=Um=*cos{w=t)

Ub=Um+*cos (w*t-(2+3 _1416)/3)
Uc=Um*cos{w=t+ {23 _1416)/3)
* Parameter values:

Um:-248

w377

EHD

El resultado de las sefiales del cddigo anterior esta representado en la figura 3.4

W
200
150
100-
50 == V3
0 m Vb
50 = \C
100+
1504
200

T T T I T T T T T
1] 0002 0004 0006 0003 001 001 004 00 0s tI::SEQ]

Figura 3.4 Sefial de tension trifasica.
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En la figura 3.4 se muestra una sefial trifasica senoidal pura, la transformacion de esta sefial

se lleva a cabo como se muestra en la figura 3.5.

va [P vd
_\\“ TRANSFORMAGION T
Vb | Pr > DE Vg

— PARK
Ve E/ 0

3.5 Diagrama de bloque de la transformacion de Park

Como se observa en la Figura 3.5, es el procedimiento que se lleva acabo para la
representacion de la transformacion de Park; ahora observaremos introduciendo las
ecuaciones obtenidas en el simulador; ecuacion (3.5), el codigo queda como se muestra en

seguida.

CONTIHUOUS SYSTEHM PARK

TIME t

" Equations:

Va=Um=cos (w=*t)

Ub=Um=cos{w=t-{2=*3_ 1416} /3)

Uc=Um=*cos{w=*t+{2*3 1416} /3)

“Aplicando la transformacion de Park
Ud=k={Ua=cos{w=L)+Ub*cos{w*t-2 _ A9439)+Ucxcos (w=t+2 09439} )
Ug=k={-Vaxsin{w=t)-Ubxsin{w=t-2_09439)-Ucxsin{w=t+2_09439})
UB=k={{Ua/=Z3+{UbSx)+{UC/X))

k=sqrt{2/2)
H=sqrt{2})

* Parameter values:

Um:248
w:37sr7

EHD
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Del codigo anterior se tienen los siguientes resultados de la transformacion de Park

representados en la Figura 3.6 y Figura 3.7.

vV

Vd

\Va
Vb
Ve

260

200+

150+

1004

0

100

1504

200

T T T 1 T T T T T
a ooz o004 0006 0008 oo 0.z 0.014 0.01e n.mz Esegj

Figura 3.6 Sefial de voltajes con transformacion de Park.

Como se observa en la Figura 3.6, tomando como referencia la sefial trifasica de entrada, al
aplicar la transformacion de Park se puede notar que el voltaje V,; es constante. En seguida

se muestran los resultados para los voltajes V; y V5.
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0.001

m vV
m /0

0.0005-

-0.0005-

-0.001

T T T T T T T T T
1] oooz 0004 0006 0002 oo iz 0.014 0.01e 0.0z t(SEQ]

Figura 3.7 Voltajes transformados, Vq y VO.

Donde se observa que los valores de la Figura 3.7 son practicamente cero. De la misma
forma se puede aplicar también la transformacion inversa de Park, para regresar a las
ecuaciones originales de nuestro sistema, dicha transformacion esta representada en (3.19).

cos(8) —sin(8)

[P]T=\/§ cos(H—z?ﬂ) —sin(e—z?n)

cos (0 + z?ﬂ) —sin (8 + 2?11)

(3.19)

sl Sl- sl
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Al aplicar la transformacion (3.19) a los voltajes Vg, V,, V, para regresar a los valores

originales (V,, V,, y V), la expresién queda representada en (3.20)

Vg
[Uq] (3.20)
Vo

Donde de forma gréafica la transformacion se puede representar como se muestra en la

cos(6) —sin(0)

i) s

cos 6+ ) —sm(9+ )

%l Sl sl

Figura 3.8.

Wa
TRANSFORMACION
Vg Hiivh

INVERSA DE

PARK
vo—""" hHMﬁﬁ“*HEIvc

Figura 3.8 diagrama de blogue de la transformacion inversa de Park.

La Figura 3.8 es una representacion grafica de cémo se aplica dicha transformacion para
regresar a los valores originales. El codigo para la expresion (3.20) queda de la siguiente

forma.

CONTINHUOUS SYSTEM IMUPARK
TIME t

' Equations:
Ua=Um=*cos{w=*t)

Ub=Um*cos (w*t- (23 .1416)/3)
Uc=Um*cos (w*t+ (23 . 14163 73)

"Aplicando la transformacion de Park
Ud=k={Uaxcos{w=*t)+Ub*cos{w=t-2 _09439)+Ucxcos{w=t+2_09439))

Ug=k+*(-Vaxsin(w=t)-Ub*sin{w*t-2_09439)-Ucxsin(w=t+2_09439))
UB=k={{Vasz3+{Ub/23+{UCS%1)
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“fAplicando la Transformacion inversa de Park

Ul=k+*{Ud=cos{w=t)-Ug*sin{uw=t}+UB/x)
U2=k+*(Ud=cos{w=t-2._09439)-Ug*sin{uw=t-2_89439)+UB/x)
U3=k+*(Ud=cos{w=t+2_09439)-Ug*sin{uw=t+2_B9439)+UB/x)

k=sqrt{2/3)
Z=sqrt{2)

* Parameter values:
Um:-248
w377

EMD

Donde del codigo anterior para la transformacion inversa de Park se tiene el resultado

mostrado en la Figura 3.8.

W
2004
150
100+
50 == /2
0 m Vb
50 == VC
00
150
2004

T T T T T T T T T
a 0ogz 0004 0008 o002 001 002 001 0ol 0018 t{seg)

Figura 3.9 Sefial de la transformacion inversa de Park.

Como se esperaba de la Figura 3.9 se observa que son las mismas sefiales (V,, V,, y V) que
se habian introducido al inicio para la transformacion de Park, ya que de esta forma es
como regresamos a los valores originales de nuestro sistema.

En el siguiente apartado se analiza la simulacion para la transformacion de Park reducida y

se comprobaran los valores obtenidos anteriormente.
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3.5 Simulacion de la transformacion de Park reducida.

De la misma forma como se realizd anteriormente con la transformacion de Park, ahora se
hara una simulacién para la transformacion de Park reducida, ecuacion (3.9), donde su

representacion grafica se muestra en la Figura 3.10.

Va \E 2| TRANSFORMACGION v
DE
Vh E . PARK Vg

Figura 3.10 Representacion grafica de la transformacion de Park reducida.

Como se puede ver en la Figura 3.10 solo se trabajaran con dos sefiales de entrada y su
respuesta sera de la misma forma, dos sefiales de salida. El cddigo para dicha

transformacion queda como se muestra en seguida.

CONTINUDUDS SY¥STEM REDPARK
TIHME t

" Initializations:

" Equations:

Va=Um=xcos (w*t)

Ub=Um=*cos (w*t-(2+3.1416)/3)

“Transformacion reducida de Park

Ud=K={Ua=sin{ws=t+1_04719)+Ubxsin{w=t))
Ug=K={Ua=xcos{uw=t+1_04719)+Ubxcos{w=t)})

K=sqrt{2})

" Parameter values:
Um:248

w:37r7

EHD
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Donde la respuesta del codigo anterior se representa en la Figura 3.11

2804

2004

150

1004

IR

-Ai4

-1004

-1504

200

IE
WA

Figura 3.11 Respuesta de la transformacion de Park reducida.

Como se puede ver en la Figura 3.11 las sefiales de voltaje de entrada ahora solo se refiere a

dos (V, y V), también se puede observar que se tiene el mismo resultado que en la

simulacion anterior (transformacion de Park) ya que Vg se hace constante y V, se hace cero,

sefialando que se trata de un sistema balanceado. De la misma forma, aplicando la

transformacion inversa de Park reducida se vuelve a los valores originales, tal y como se

muestra en la Figura 3.12.

vd
Vg

TRANSFORMACION
INVERSA DE
FPARK

Va
vh

Figura 3.12 Transformacion inversa de Park reducida
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Como se ha visto hasta ahora sélo se ha hecho la comprobacién de los resultados de la
transformacion de Park y Park reducida mediante simulaciones. Después de haber
comprobado que en ambos se llega al mismo resultado para sistemas balanceados, en el
capitulo 4 se hace el desarrollo para la aplicacién de la transformacion de Park reducida.
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Capitulo 4

Aplicacion de la transformacion de Park

reducida

4.1 Introduccion

Como se ha venido estudiando, anteriormente se ha dicho que la transformacion de Park
reducida facilita el estudio del comportamiento de un sistema de potencia. En esta seccion

se realiza la aplicacion de dicho método.

El modelo de los sistemas de potencia trifasicos, donde las maquinas rotatorias son sin duda
el elemento mas importante. Asi, el modelo matematico de una maquina rotativa esta
formado por un sistema de ecuaciones diferenciales que ligan entre si las diversas tensiones
e intensidades de los devanados del rotor y estator de la maquina con el &ngulo de giro y la
excitacion mecanica. Comenzando con el trabajo clasico de Park, tradicionalmente se
simplifican estas ecuaciones mediante una transformacion ortogonal de variables que
reduce el sistema a otro estacionario; como se ha venido diciendo anteriormente;
recogiéndose en la transformacion la dependencia de las variables eléctricas respecto al

angulo de giro.
La presentacion de la transformacion de Park suele hacerse con consideraciones de indole

geométrica, derivadas del comportamiento equilibrado de las variables ligadas al estator

cuando la maquina funciona en régimen de sincronismo.
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4.2 Un sistema eléctrico basico transformado

Como se ha visto anteriormente se ha hablado de un sistema trifasico del cual se hace el
analisis, en este capitulo se realiza un andlisis mas detallado en el que se trabajara con
voltajes y corrientes. Un sistema basico trifasico, se puede representar de forma grafica

como se muestra en la Figura 4.1.

Re Le
3 a1 R

Figura 4.1 Sistema basico trifasico.

Suponiendo que el sistema de la Figura 4.1 es un sistema trifasico balanceado, su analisis se
puede realizar por fases, es decir, de forma monofésica, en donde, de forma grafica puede

quedar representado como en la figura 4.2.

Figura 4.2 sistema monofasico.

Del circuito de la figura 4.2 se aplica las leyes de voltajes de kirchhoff donde su expresion

queda como se muestra en la ecuacién (4.1).

45



Vi =VZ+Reig+ Lo (4.1)

Partiendo de la expresion (4.1) para un sistema trifasico las ecuaciones de voltaje quedan

expresadas en la ecuacion (4.2).

vt /4 R, 0 07ri, L, 0 077l
Vi =|v2[+|0 R, Of[|ip|+]0 L 0”2,,] (4.2)
Vi V2 0 0 R.ILi, 0 0 Lyl

Aplicando la transformacion de Park al sistema de ecuaciones (4.2) 6 cambiando a un

sistema de referencia dqo, se tiene a continuacion la siguiente expresion.

d
[Vl]dqo = [P]- [Vl]abc = [P] - {[Vz]abc + R, I3 [i]abc + Lo 13- E[i]abc}

[Vl]dqo = [P] ’ [Vz]abc + [P] “Re - I3 [i]abc + [P] “Le- 13- E[i]abc
d
[Vl]dqo = [Vz]dq() + R I3+ [P] : [i]abc +Le-I3- [P] ’ E[i]abc
[V ago = [V¥aqo + Re + Is * [ilago + Le - Is - [P] - = [ilape (4.3)

donde, para [P] - [1] 45 de la ecuacion (4.3) se tiene,

d d d d
_[i]dq() = E[P] : [i]abc = [P]E[i]abc + % : [i]abc

dt
por lo que
P12 il = [0 — 1. 1]
o0 bien
[ilabe = [P) M ilago [P] - £ [{labe = = [1lago = 52 [iJape
[P]+ < [ilabe = == [ilaqo — b+ [P [{]aqo (4.4)

entonces sustituyendo la ecuacion (4.4) en la ecuacion (4.3) se tiene lo siguiente

d d|P
[V'aq0 = [V*]aqo + Re * Is - [i]ago + Le - I {E [iTaqo — % [P]~- [i]qu}
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d d|P
1V Jago = 1V2hago + Realilago + Lels e [ilaqn — Lels 20 [P il

d d
Lel3 PT: [i]ago = {Le13 C[lltj] [P]~t - Re13} [1ago + {[V*]ago — [V*]aqo}

d d
It —[ilaqo = {Lel3}™ {([Le]l?,% [P]™' — ReIS) [ilago + ([V'ago — [Vz]qu)}

d . d[P]
E [L]dqo = (? [P] —R 13) [l]qu + 13([V dq0 — [VZ]qu) (45)
Por otro lado, puesto que
1
0 in (0 —
—sin (8) —sm 0 —Z—H) —sin (9 +2—n) s @ sin () V2
d[P] ; 23 . E cos (9 - 2_7t> sin (6 - 2_1'[) i
cos (9) cos 6 - —ﬂ) cos (9 + _n) 3 3 3/ V2
o 3 2my 2my, 1
cos (9 + ?) sin (9 + ?) \/_7
dlP] 0 -1 0
T [P]_1 =w|l 0 O (4.6)
0O 0 O

Entonces, sustituyendo la ecuacion (4.6) en (4.5) el sistema de ecuaciones para [f] 440 queda

— R — _1 -
( -5 00 ) = 0 0
d g 0 —w 0 ¢ R iq ¢ 1 Vi —V§
—lizl={lwe 0o ol-| 0 —-——£ 0 io[+]0 — ol Vql_qu
dt|; 0 0 0 Le i Le 1_y2
0 Re 0 1 VO — Vo
0 ——< 0 0 —
L Ll i L,
, % _w 0] [- 0 o0
ld Le R ld Le Vd Vd
al: | _ _Re ; 1 2
N A B L e
io 0 o k| td ], 1) W = Vs
Le Le

En la expresion (4.7) se puede observar las corrientes de un sistema trifasico transformado
en dgo0, donde dicha expresion puede dar valores aln si el sistema estd desbalanceado,
mostrando los resultados en la componente 0. De igual forma, analizandose de forma ideal
y suponiendo que el sistema en ningin momento presentaria desbalance alguno, aplicamos

la transformacion de Park reducida donde dicha expresion esta dada en (3.10).
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sin (6 + g) sin(0)

[R]=+2 cos (0 + g) cos(8)

(3.10)

Entonces aplicando la transformacion de Park reducida a la expresion (4.2) se tiene

d
1] [ ] [Vl]ab = [ r] : {[Vz]ab +R,- I, [i]ab + L1y %[i]ab}

i =[]+ 6 Rl e [i] [ L]Iz 71 5[]
H H o O R o B A AR AR (48)

Analizando [P,] -% [i“] de la ecuacion (4.8)
b
Sl =geafie] = g [ie] + <2 ]
dt [iq] T dt L£] [ib [F] dt ip
resolviendo para [P]—[ ]

el =zl - [

i [ )
tomando en cuenta que [i“] =[P]? [id] entonces se tiene
b q

a [ia] Z afta] _ dlpd p -1 [l
L [ib] Tt [iq] a Al [iq] (4.9)
entonces sustituyendo la ecuacion (4.9) en (4.8) la expresion queda

I l I l B R] k2 [ld] s L] 2 {dt[ld] d[P [ld]}
val= el alelil s oleglil-Ts fe]b%m*[?ﬂ
resolviendo para & [id]

R I 4 e R T R
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[iZ]:[Lo LO] Als e =[5 o le ]+ [ L] [ ]

R 1
=< 0 : - 0 1 2
Vg =V

l“] Wipr— b b+ [ [Vl V‘Ql (4.20)
0o = q

e LE

por otro lado analizando [B.][P]*

T
d[B] i cos (9 + §) cos(6) f[ cos(6) —sin(0)
dt [B] 2w i (0 N g) _sin(9) cos (9 + g) sin (9 + g)
Bl . . _
a BT = 1 0 ]

entonces la ecuacion (4.10) queda

Re 0 ! 0
i[l:d] _ [0 —w] | Le [l:d]_l_ Le Vi —Vi
dtllq w 0 0 & tq 0 i Vql - VCI2
L,

e

f‘

[ 1t I

Comprobando los resultados mediante una simulacion para la transformaciéon de Park,

donde el codigo para la representacion grafica en el SIMNON, con las ecuaciones
desarrolladas, queda como se muestra en seguida.
CONTINUOUS SYSTEW PST

' States, derivates and time:
STATE id iq i®

DER did diq di®

TIHME t

' Initializations:

id:m@

iq:@

if:@

' Equations:
did={-R/L)*id-u=iq+{1/L)*{U1d-U2d)
dig=w=id-(R/L)=iqg+{1/L)={U1q-V2q)
dif={-RAL)=i@+{1/L)={U18-U208)
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U1a=U1m=cos{w*t)
U1b=U1m*cos{w*t-D}
MHMe=1m*cos {wxt+D)

U1d=k={U1axcos(wu=xt)+U1h=xcos(wxt-D)+Ulcxcos{uxt+D))
Udg=k={-Ula=sin{w*t)-U1b*sin{w=t-D)-Ulcxsin{w*t+D)})
a=k={{(U1asx)+{U1bs/x)+{U1cix))

U2a=UZm=cos{w=t)
U2b=UZm=cos{w=t-D}
U2c=U2m=cos{w=t+D)

U2d=k={U2a*cos{uxt)+U2bh*xcos{w=xt-D)+U2cxcos{uxt+D))
U2q=k=(-UZ2axsin{w*t)-U2b*sin{w=t-D)-U2cxsin{w*t+D})
UzZB=k={{(U2a/=)+(U2bs =)+ {U2CFix))

“Transformacion inversa
ia=k#*{cos{wst)=did-sin{w=t)=dig+diB/sqrt{2))
ib=k#*({cos{w*t-D)=did-sin{u=*t-D)=diq+diB/sqrt{2))
ic=k+*(cos{wxt+D)=xdid-sin{u=xt+D)=diq+diB/sqrt(2))

w=2%pi=f
pi=3.141592
D=2=pi/f3

k=sqrt(2/3)
H=sqrt{2)

" Parameter values:
R=5

L=8.1

Um:20808

U2m:188

=68

EHD
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Con esto obtenemos la respuesta de la corriente en dqgO representada en la Figura 4.3

i(a)

£

[ ] 1o

T
0 0.0z 0.04 0.05 0.0% 01 iz o t(seg)

Figura 4.3 Representacion de corriente en dg0 para un sistema trifésico.

De la misma forma, aplicando la transformacion inversa de Park a la corriente obtenida en
dgO obtenemos la corriente representada en abc, donde la respuesta grafica se tiene de la

siguiente forma, como se ilustra en la Figura 4.4
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i(a)
500
® /=
B0 .
® /s
400 ® lc
2004
0 =
200
400
00
500 U
T T T T T -
0 0.02 .04 0.06 0.08 01 t(seg)

Figura 4.4 Representacion de corriente en abc para un sistema trifasico.

Ahora se hace una comprobacion al sistema trifasico aplicando la transformacion de Park
reducida, donde el cédigo para dicha comprobacion queda de la siguiente forma, con las
ecuaciones desarrolladas

" States, deriwvates and time:
STATE id iq

DER did diq

TIHE t

" Initializations:
id:@
iq:@

" Equations:
did={-R/L)=id-w=xiq+{1/L)*{U1d-U2d)
dig=wxid- (R/L)=igq+{1/L)={U2d-U2q)

Ua=U1m*cos {w*t}
HMb=U1m*cos {w*t-D}
Mc=-U1a-U1b

Udd=k={U1axsin{w*t+{pis3))+U1b=sin{w=t))
Ulg=k=*={U1axcos (wxt+{pis3))+U1b*cos {u=xt))
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U2a=UZ2m=cos{w*t)

U2b=UZ2m*cos{w=t-D)
V2c=-U2a-Uz2b

U2d=k={U2a*sin{uw=xt+{pi/3))+U2b=sin{w=*t))
U2gq=k={U2ax*cos{uw=xt+(pi/3))+U2b=cos{w*t))

w=2%xpix=f

pi=3.141592

D=2x*pi/3
k=sqrt{2}

* Parameter values:

R=5
L=8.1
Uim:288
U2m:188
f=008

EHD

donde la respuesta en dq de dicha ecuacion queda representada en la Figura 4.5

1

]

T
ooz

T T T T
0.04 0.06 0.08 01 012 o4 tseg)

Figura 4.5 Representacion dq para un sistema trifasico balanceado

53



Ahora aplicando la transformacion inversa de Park reducida obtenemos los valores de las
corrientes en abc, donde el codigo que se agrega para dicha transformacion queda como se
muestra en seguida.

ia=P1=did+P2=diq
ib=P3=did+Ph=diq
ic=-ia-ib

P1=sqrt{2/3)={cos{uw*t})
P2=-sqrt{2/3)={sin{w=*t))
P3=-sqrt{2/3)={cos{ust+pi/3))
Ph=sqrt{2/3)*={sin{w*t+pi/3))

La representacion grafica para las corrientes en abc se muestra en la Figura 4.6

i(a)
800+
® /=
GO0+ .
® !
400+ ® !¢
200
0 ===
-200
-400
-00-
-00 U
T T T T T ~
1] 0.0z 0.04 0.05 0.0% 0 t{seg)

Figura 4.6 Representacion de corrientes en abc.

Como se puede observar se obtienen los valores abc del sistema, tomando en cuenta que
para un sistema balanceado se cumple que i, = —i, — i,. Se observa que esta es igual a la
Figura 4.4.

54



4.3 Otro caso de estudio de un sistema trifasico

Otro ejemplo para el andlisis de un sistema trifasico es como el que se muestra en la Figura
4.7.

O

Figura 4.7 Sistema trifasico.

Donde las ecuaciones que describen al sistema de la Figura 4.7 estan expresadas en (4.12),
(4.13)y (4.14).

V. R, la L, 0 0 i; Ry, 0 o07[&] 1Lz 0o o ig
[ + 0 L, o]i itl+|o Ry of[3|+|0 Ls o]:t i3 (4.12)

| O R] 0 L] C 0 0 R3 L'3 0 0 L3 C

V] [R, 0 0 ié R; 0 O 'a

V2 =lo R, O o L2 l,, +]l0 Ry O o L3 (4.13)

V2 0 0 R, 0 L2 0 0 R, 13 0 L3

Mediante un desarrollo algebraico, las ecuaciones (4.12), (4.13) y (4.14) pueden quedar
expresadas como ecuaciones diferénciales de la forma como se expresan en (4.15), (4.16) y
(4.17).

%[il]abc (415)

_ —(RyLy + RsLy + RyL3)[i']ape + (RyLs — R3Lo)[i%]ape + (Lo + L) [V ] ape — (L3) [V ape
- (L1Ly + LyLs + LyL3)

% [i]abe (4.16)

_ (RyLs — R3L)[i"lape — (R3Ly + RoLy + RyLg)[i]ape — (L3) [V ape + (Ly + L3) [V ] ape
B (L1Ly + L1Ls + L;yL3)
= % abe (4.17)

_ —(RyLy + RsLy + R3Ly)[i'lape — (R3Ly + RyLy + RsLp)[i%]ape + (L) [V ape + (L) [VZ ] apc
- (L1l + LyLs + LyL3)
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Aplicando la transformacion de Park a las ecuaciones (4.15), (4.16) y (4.17), estas quedan
expresadas como se muestran en (4.18), (4.19) y (4.20).
[P] d [il]abc (418)

dat
_ —(RiL; + R3L, + RyL3)I5 [il]dqo + (RyLz — R3L)I5 [iz]dqo + (Ly + L3)Is [Vl]dqo —(L3)Is [Vz]dqo
B (LiLy + LiLs + LyL3) 15

[P1-< 2] (4.19)

a

_ (RyiL3z — R3LyI5 [il]dqo — (R3Ly + RyLy + RyL3)15 [iZ]qu = (L3)I3 [Vl]dqo + (Lq + L3)1; [Vz]dqo
- (LyLy + LyLs + Ly L3)I5

[i3]abc (420)

_ —(RyLy + RsLy + R3L) 5[i"]aq0 — (RsLy + RyLy + R3Lo)I5[i%]ago + (L) I3[V g0 + (L) 15[V g0
- (L1Ly + LyLs + LyL3)ls

[P

dt

donde:
[iYabe [i%]ane ¥ [3]ape:SON las corrientes en abc en las ramas 1, 2 y 3 respectivamente.

I5: Es la matriz identidad.

Tomando en cuenta la propiedad demostrada en la ecuacion (4.4):

d . d . d[P]'

a [l]abc = [l]dqo - W

[P] - I

[P1[ilaqo

Entonces las ecuaciones (4.18), (4.19) y (4.20), con la transformacion de Park quedan
expresadas en (4.21), (4.22) y (4.23)
L1490 (4.21)

dat
_ —(RqLy + R3L, + RiL3)[i']aq0 + (RoLs — R3Lo)[i*]aq0 + (Ly + L3) [V ago — (L3)[V*]aqo
B (L1Ly + LyLs + LyL3)

N

12400 (4.22)

dt

_(Ryls — R3L)[i'1aqo — (RsLy + RyLy + RyL3)[i%]ago — (L3) [V ago + (L1 + L3) [V 4g0
B (L1l + LyL3 + LyL3)

d[P
P 12

- [i*]aqo (4.23)

dt
.1 .2 1 2
) —(RiLy + RsLy + R3Ly) [z ]dq0 — (RsLy + RyLy + R3lLy) [1 ]dqo + (Ly) [V ]dqo + (L) [V ]dqo
(LiLy + L1L3 + LyL3)

d[P]

+W' (P17 [i%] aq0
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puesto que

dlp 0 -1 0
%-[P]‘lzw[l 0 0]
0 0 O
Por tanto las ecuaciones (4.21), (4.22) y (4.23) quedan de la forma siguiente
=i ago (4.24)

0 —w O

RiL,+ R3L, + R{L R,L; — R3L

—(lo o ol- (RyLy + R3Ly + RyLs) [il]dq0+( 2b3 — R3ly )[iz]dqo
0 0 0 (LyLy 4+ LiLs + L,Ls) LiLy + LiLs + L,L;

1 2
Lo+ 1 V], = I [V,
(L1l + L1Lz + LyL3)

& 1%ago (4.25)

+

R,L, — R,;L
_ (RyL; 3Ly) [il]dq0+
(L1Lg + LiLg + LyL3)

g ?’g_mw+&h+&u)w]
0o o ol @latLlils+Lsls) dq0
_ (L3) [V aq0 + (L1 + L3) [V 4g0
(L1Ly + Lq1Ls + L,L3)
d .
ac [Plaqo (4.26)

_ —(RqLy + R3L, + R3L)[i']aqo — (RsLy + RyLy + R3Ly)[i%]ago + (L2) [V 4q0 + (L) [V ago

(Lily + LiL3 + LyL3)
0 —w 0
+{lo 0 o|)[*lage

0 0 0
De la misma forma como se ha llevado a cabo el procedimiento con la aplicacion de Park,

también se aplica la transformacion de Park reducida llevando a cabo el mismo
procedimiento anterior. Tomando como base las ecuaciones descritas en (4.15), (4.16) y
(4.17), entonces con la transformacion de Park reducida se tienen las expresiones (4.27),
(4.28) y (4.29).

[R5 [ ab (4.27)

_ —(RyLy + RsLy + Ry L3)1, [i'1aq + (RoLs — R3Ly) I [i%]4q + (Ly + L) [V 4g — (L3) 1, [V?] 44
B (Lily + LiLs + LyL3)1,

[P (%] (4.28)
_ (RiL3 — R3L)L[i"] 49 — (R3Ly + RyLy + RyLa) L [i%]4q — (L) L[V 4g + (Ly + L)1 [V?] 44
Bl (LyLy + LyLg + Ly L3)I,

[P (%] (4.29)

_ —(RyL, + R3L, + R3L1)12[i1]dq = (R3Ly + RLy + R3L2)12[i2]dq + (LI, [Vl]dq + (LI, [Vz]dq
B (L1Ly + LiLs + LyL)1,
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Tomando en cuenta la propiedad demostrada en la ecuacion (4.9):

o]l -k ]

y sabiendo que

d[F]

- 0 —1]

P17t =wl] 7

entonces las ecuaciones (4.27), (4.28) y (4.29) se convierten en las expresiones (4.30),
(4.31) y (4.32).
= [0 (4.30)

dt
_ [0 —a)] _ (RyLy + R3ly + RyLs) [, + ( RyL3 — R3L, ) 2]
o 01 (LiL,+L;Ly+L,Ls) 4 " \LiLy + LyLs + LyLs dq

L+ L[V, - da V7],
(L1Lly + L1Lz + Ly L3)

2 [i%] 4 (4.31)

_ (RiLs — R3Ly) [, + [0 —a)] _ (R3Ly + RyLy + R,yL3) [i2
(LyLy + LyLs + LyLy) -~ % w 0 (LyLy + LyLg + LyLg) dq

B (L3)[V']aq + Ly + L3)[V?]4q
(LyLy + LyLg + LyL3)

2 1i%]4q (4.32)

_ —(RyLy + R3L, + R3L)[i')4qg — (R3Ly + RyLy + R3Ly)[i%]4q + (L) [V + (L) [VP]4q
B (L1Ly + LyL3 + LyL3)

+[2) —Ow] [i3]dq

Comprobando estos resultados obtenidos de la transformacion de Park y la de Park
reducida respectivamente, mediante una simulacion con el Simnon, se obtienen los
siguientes resultados.
Para la transformacion de Park, después de haber desarrollado las ecuaciones, estas quedan
en el codigo para sus respuestas graficas como se muestra a continuacion.

CONTIMUOUS SYSTEM TRP

' States, derivates and time:

STATE i1d i1q i1@ i2d i2q i20 i3d i3q i30

DER di1d di1q di1@ di2?d di?q di2?8 di3dd di3q di3e
TIME t
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" Initializations:
i1d:8
i1q:8
i10:8

i2d:=8
i2q:8
i?e:e

idd:@
i3q:8
i3e:e

" Equations:
dit1d=-{A1/D)=i1d-wei1q+{A2/D)*=i2d+{A3=01d-L3=02d) /D
di1q=w=i1d- (A1/D)*i1q+(A2/D)*i2q+(A3*=U1q-L3*=U2q) /D
di18=-(A1/D)*i18+{A2/D) =128+ (A3=U18-L3=020) /D

D=(L1%L2)+{L2%L3)+(L1%L3)
A1=(L2*R1)+{L2*=R3}+{L3=R1)
A2={L3*R2)- (L2*R3)
AZ=(L2+L3)

dizd=(B1/D)*i1d- (B2/D)*i2d-wxi2q+( -L3*U1d+B3*U2d) /D
di2q=(B1/D)*i1q+w*i2d- (B2/D)*i2q+(-L3*U1q+B3*U2q) /D
diZ2B=(B1/D)*i10- (B2/D)*1i20+( -L3=U10+B3=U20) /D

B1=({L3*R1}- (L1*=R3)
B2={L1*R3)+(L1=R2)+(L3=R2)
B3=({L1+L3)

diBd=(-C1*i1d-C2*i2d+L2*U1d+L1=U2d)/D-w*idq
di3q=(-C1*i1q-C2*i2q+L2*U1q+L1=U2q) /D+u*idd
di38=( -C1%i10-C2%i20+L2xU10+L1xU28) /D

C1=(L2=R1)+{L2=R3)+{L1=H3)
C2=(L1*=R3)+{L1=R2)+{L2=H3)

teta=uw=t
w=2%pi=f
pi=3.141592

Ma=Mm=cos{teta)
Ub=U1mxcos{teta-{2=pi)/3)
Mc=Uim=cos{teta+{2=pi)/3)

Md=k={Ma*xcos{w=t)+U1b*cos{w=t-X)+U1cxcos{wxt+X})
Uig=k#={-UWaxsin{w=t)-U1b=sin{w*=t-%)-Ulc=sin{w*t+¥))
UHa=k={WMa/sqrt{2)+Ub/sqrt{2)+Mc/sqrt(2})

k=sqrt(2/3)
£=(2xpi}) /2

V2a=UZm=cos{teta)
UZ2b=U2m=cos(teta- (2=pi)/3)
U2c=UZm=cos{teta+{2=pi)/3)
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V2d=k={V2a*cos{w*t)+U2b*cos{w*t-X)+U2c*xcos(wxt+X))
U2q=k=({-UZ2a%sin{uw=t)-U2b=sin{w=t-K)-U2cesin{wet+X))
U2a=k=x{V2a/sqrt{2)+U2b/sqrt(2)+U2c/sqrt{2)}

* Parameter values:

U2m=188

EHD

Donde la respuesta para la corriente i;, i,, i3 en dgO se presenta en la Figura 4.8,

respectivamente.

i(ad 73
& Wﬂm—————————-—————-—-i
® 7
1 o ig
[\ /\/\/W‘ ® i
T
0 0. oz 03 ns t{seg)
igal
0
T3 22
0.2
0.3
0.4
e
0.6
0.7
=0.84
- W
EE
0 0. oz 03 nst(seg)
[
T

0z 0.3 04 tlseg)

Figura 4.8 Corrientes iy, i, € i3 en el sistema de referencia dqO.
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Asi, de la misma forma se aplica la transformacion inversa de Park a las corrientes
mencionadas para pasar del sistema de referencia de dq0 a abc. Se agrega el siguiente
codigo para dicha transformacion.
"Transformacion inversa:
ita=k#={di1d=*cos{w=t)-di1g=sin{w=t)+di18/5qrt{2))
itb=k#*{dild=*cos{w=t-R)-dilq=sin{w=t-K)+di18/s5qrt(2))
itc=k#*({dit1d=*cos{w=t+}i)-di1q=sin{w=t+¥)+di18/5qrt(2))
i2a=k=(di2d=cos{uxt)-di2q»sin{w=t)+di2B/sqrt{2})

i2b=kx*(di2d*cos{uxt-R)-di2q=sin{uw*t-K)+di2B/sqrt{2}))
i2c=kx*(di2d=cos{uxt+3)-di2q=sin{uw*t+5)+di2B8/sqrt{2}))

i3a=k#*{di3d=*cos{uw=t)-did3q=sin{w=t)+di3B8/sqrt{2))
i3b=k#*{di3d=*cos{w=t-R)-didq=sin{w=t-K)+di3@/sqrt(2))
i3c=k*{didd=»cos{w=t+}i)-didq=sin{w=t+X)+di3B/sqrt(2))

Por lo tanto, la representacion grafica para las corrientes i;, i, e i3 en abc estan mostradas
en la Figura 4.9, respectivamente.

i(a)
50D

Iiiﬂ
®
® i

0.2

0.z t(seg)

Figura 4.9 Representacion de las corrientes iq, i, € i; en abc.
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En la Figura 4.9 se pueden observar las corrientes dadas del sistema en abc, este mismo
procedimiento se lleva a cabo para la comprobacion con la transformacion de Park

reducida, donde el cédigo para la representacion grafica esta dada a continuacion.

CONTINHUOUS SYSTEM TRPR

' States, derivates and time:
STATE i1d i1q i2d i2q i3d i3q

DER diid di1q di2d di2q didd di3q
TIHME t

" Initializations:
i1d:8
i1q:8

i2d:=8
i2q:8

idd:@
idq:@

" Equations:
dit1d=-{A1/D)=i1d-weilq+{A2/D)=i2d+ (A3 =U1d-L3=02d) /D
ditq=wei1d- (A1/D)*=i1q+(A2/D)*i2q+{A3=U1q-L3=U2q) /D

D=(L1=L2)+{L2=xL3)+({L1=xL3)
A1=(L2*=R1)+{L2=R3)+{L3=R1)
A2=(L3=R2)-(L2=R3)
A3=(L2+L3)

di2d={B1/D)*i1d- (B2/D)*i2d-wxi2q+{-L3*U1d+B3=U2d}) /D
di2q=(B1/D)*i1q+w*i2d- (B2/D)*i2q+{-L3*U1q+B3=U2q) /D

B1=(L3=R1)-({L1=R3)
B2=(L1=R3)+{L1=R2)+{L3=R2)
B3=(L1+L3)

di3d=(-C1*i1d-C2#i2d+L2*U1d+L1=02d)/D-u=ilq
di3q=(-C1*i1q-C2*i2q+L2xU1q+L1=02q) /D+uxi3d

C1=(L2=R1)+{L2=R3)+{L1=H3)
C2=(L1*=R3)+{L1=R2)+{L2=H3)

teta=w=t
u=2x=pix*f
pi=3.141592

U1a=U1m=cos{teta)

U1b=U1m=cos{teta-{2*pi)/3)
Mc=-Ma-U1b
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UMd=k={Ulax*sin{w=t+X)+U1b=sin{w=t))
Ulg=k={U1a=cos{u=t+X)+U1b*cos{w=t})

k=sqrt{2})
X=pis3

V2a=UZm=cos{teta)

UZb=U2m=cos{teta-{2*pil)/3)
V2c=-U2a-VUz2b

UZ2d=k={U2axsin{wxt+X)+U2bxsin{w=xt))
U2q=k={U2a%xcos{wxt+X)+U2b*xcos{w=xt))
“Transformacion inversa:
i1a=Y={di1d*cos{u=t)-dilg=sin{w=t))
i1b=Y={-dild*cos{uwxt+X)+di1g*sin{u=xt+X))
i1c=-i1a-i1b
iZa=Y+*(diZ2d=cos{w*t)-di2q=sin{uw=t}))
iZb=Y={-di2d*cos{w*t+X)+diZg*sin{uw=t+X))
i2c=-i2a-i2b
ida=Y={didd=»cos{uw=t)-di3qg=sin{w=t)}
i3b=Y*(-di3d*xcos{wet+X)+di3q=sin{w*t+X))
i3c=-i3a-idb

¥=sqrt{2/3)

* Parameter values:

U2m=188

EHD

Donde la respuesta de las corrientes iy, i, € i; en el sistema de referencia dq, se presentan

en la Figura 4.10, respectivamente.
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Figura 4.10 Corrientes i, i, e i3 en el sistema de referencia dg.

Asi mismo, se aplica la transformacion inversa de Park reducida para obtener los valores de
las corrientes en abc. Entonces las corrientes iy, i, e i3 en abc estan representadas en la

Figura 4.11 respectivamente.
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Figura 4.11 corrientes iy, i, € i3 en abc.

Como se esperaba, los resultados obtenidos con la transformacion de Park reducida son los

mismos con los obtenidos con la transformacién de Park.
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4.4 La maguina sincrona transformada

Es necesario modelar la maquina sincrona a traves de un conjunto de ecuaciones no sélo
algebraicas, sino también diferenciales. Estas ecuaciones deben incluir no sélo una
descripcién del comportamiento de la maquina en relacion a las variables eléctricas
(corrientes, tensiones) intercambiadas con la red, sino también una descripcion del
comportamiento mecanico de la maquina al producirse la perturbacion.

De esta forma, es posible encontrar la literatura de la maquina sincrona modelada en forma
tan simple como una fuente de tensidn atras de una reactancia o tan compleja como un
conjunto de siete o mas bobinados acoplados electromagnéticamente a través de
coeficientes de induccion propia y mutua que dependen del tiempo.

El diagrama que se muestra en la Figura 4.12, muestra un corte simplificado de la maquina
sincrona de dos polos salientes, en que habitualmente el ndcleo del rotor es de hierro

laminado.

gje de fase b, &89
3

h

devanado de_armadura devanado de campo

entrehierm

. estator
Eje de fase ¢
Figura 4.12 Diagrama esquematico de una maquina sincrona.
En el rotor se suelen incorporar devanados adicionales en cortocircuito (devanados
amortiguadores) cuya funcién es amortiguar las oscilaciones del rotor durante

perturbaciones o desequilibrios de carga. Estos devanados suelen ser de tipo jaula de ardilla

en las maquinas de polos salientes. En las maquinas de polos lisos, estos devanados pueden
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existir o no. Aun en los casos que no existen, la circulacion de corrientes inducidas en los
rotores macizos de polos lisos genera efectos equivalentes a los devanados de
amortiguacion.

El eje del devanado de campo es el denominado eje directo (eje d) de la maquina, en tanto
que el eje ortogonal al eje directo es el eje en cuadratura (eje q).

Se hace notar que, incluso en las maquinas de rotor liso, la geometria de permeancias entre
el rotor y estator no es exactamente cilindrica, debido al efecto de las ranuras en donde se
aloja el devanado de campo.

En la Figura 4.13 se observa que los devanados amortiguadores se representan

convencionalmente por dos devanados concentrados (uno en el eje d, otro en el eje q).

.?L; a

Figura 4.13 Modelo abstracto de la maquina sincrona.

Se observa asimismo que las corrientes en los devanados del rotor se orientan

convencionalmente hacia adentro y en los devanados del estator hacia afuera.
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La maquina se supone totalmente lineal, y es de esperar que algunos de los coeficientes de
induccién varien con el tiempo (dado que varias de las bobinas ven una geometria de
entrehierros que va variando a medida que el rotor gira).

Los coeficientes de induccion del estator de la méquina sincrona estan expresadas en las

ecuaciones mostradas a continuacion.

Aaa = Laqo + Laqz - cos(20) (4.33)
Aob = Laqo + Laqz - cos 2(8 — 120) (4.34)
Ace = Lago + Laaz - cos 2(8 + 120) (4.35)
Aab = —(Lapo + Lapz * c0s 2(6 + 30)) (4.36)
Aac = —(Lapo + Laps - cos 2(6 + 150)) (4.37)
Ape = —(Lapo + Lapy * c0s 2(8 — 90)) (4.38)

Es intuitivo que estos coeficientes tengan una variacion periddica con el tiempo, y de
periodo de 180°, dado que la geometria de entrehierros se repite con este periodo. Es
razonable también imponer que los coeficientes nunca se anulen. Las expresiones explicitas
indicadas anteriormente pueden verse como los dos primeros términos de los desarrollos de
Fourier de estas funciones periddicas. Los coeficientes de induccion para el rotor se

expresan en seguida.

Arara = Lraga (4.39)
Akdkd = Lidka (4.40)
Akqkq = Lkqkq (4.41)
Arakq = Akdkqg =0 (4.42)
Afakd = Lraka (4.43)

Si consideramos los flujos por una de las bobinas del rotor y enlazados por otra, las
permeancias involuntarias no cambian con el tiempo, debido a la geometria cilindrica del
estator, de ahi que los coeficientes de induccion resulten constantes. Los coeficientes de
induccién mutua entre los devanados de eje d y eje g son obviamente nulos, por ser bobinas
a 90°. Mientras que los coeficientes de induccion entre rotor y estator son expresadas como
se muestra en las siguientes ecuaciones.

Aafa = Lqfq - cosO (4.44)

Apfa = Lagq - cos(8 — 120°) (4.45)
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)'Cfd = Lafd . COS(H + 1200) (446)

Aakd = Laqkq - cos @ (4.47)
Apka = Laka - cos(68 — 120°) (4.48)
Acka = Lakq - cos(8 + 120°) (4.49)
Aakq = —Lakq - Sin@ (4.50)
Apkq = —Lakq - sin(6 — 120°) (4.51)

Ackq = —Laiq - sin(6 + 120°) (4.52)

Las expresiones obtenidas obedecen en este caso al clasico ejemplo de un iméan girando en
el centro de una bobina fija (la geometria de entrehierros vista por los flujos es constante,
pero el campo magnético va cambiando su angulo respecto a la bobina fija del estator; de
ahi que se obtengan funciones periddicas de 360°).

Para el caso de una maquina de P pares de polos, las situaciones descritas se repiten cada
vez que un nuevo par de polos ocupa en el espacio la posicion del par de polos anterior.
Bastard, por lo tanto, con cambiar 6 por P8 en las expresiones anteriores. Esta situacion se
suele identificar de la siguiente forma: si 6,, es el angulo mecénico de la maquina, las
relaciones tension-corriente se expresan en funcién del angulo eléctrico 6 cuya relacion con
el anterior es 6 = P6,,.

Las ecuaciones de estado instantaneo en coordenadas de fase para cada uno de los seis

devanados de la maquina sincrona son los siguientes.
V=rith (4.53)
donde:
Yi = —Ajala — Ajplp — Ajclc + Ajralra + Ajkatka + Ajkqlrg
conj=a,b,c fd kd, kq
Los signos (-) se deben a la orientacion adoptada para las corrientes de estator
[a b c]t identifica al vector columna de coordenadas a,b,c
Vs =1V, V, V¢ tensiones del estator
V' =[Via Via Viql® (conViy = Vi, = 0): tensiones del rotor
V =[yst yrt]t: tensiones de toda la maquina
is=1[ig ip i.]¢: corrientes del estator

1T

i" =[~lfa —lka —lkq]®: corrientes de rotor
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i =[ist rt]t: corrientes de toda la maquina

VS =Y, Y, | flujos de corrientes del estator

Y" = [Wra WYka WYiql®: flujos de corrientes de rotor

Y =[St P )¢ flujos de corrientes de toda la maquina

Sisesuponer, =1, =1, =1, Y R® = r.l5; donde I5: es la matriz identidad

Por tanto, la resistencia del rotor puede quedar expresada de forma matricial como se

muestra en la ecuacion (4.54)

de 0 0
RT = 0 Tka 0 (454)
0 0 qu

De igual forma para las resistencias estator-rotor, se expresan en la ecuacion (4.55)
RS 0 ]

R=[o R

(4.55)

Las inductancias de la méaquina sincrona se expresan como queda en la ecuacion (4.56)

( Aaa Aap  Aac Aafd  Aakd  Aakq ]
Aba Abb  Abe Abra Abkd  Abkg
Aea Aeb  Acc Acra Ackd  Ackg (4.56)

Arda  Arab  Arac Ardra Ardkd 0 '

Akda Akab  Akac  Akdfd Akdka O

L/lkqa Akqb Ach 0 0 Aquq_

donde las inductancias de forma simplificada puede representarse como se muestra en la

ecuacion (4.57)

LSS LST
L=/ ] (4.57)
Con esta notacion las ecuaciones de estado en coordenadas de fase resultan:
v=%_p.; (4.58)

dt

donde:
Y=—L-i
Las ecuaciones diferenciales asi planteadas son dificiles de resolver debido a:
a) Que 27 de los coeficientes de la matriz L son dependientes del tiempo (no todos

distintos debido a la simetria de los coeficientes de induccion mutua)
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b) El sistema es fuertemente acoplado (solo 4 coeficientes de L son nulos)

Estas dificultades motivan la introduccion de una transformacion matematica que permita
simplificar las ecuaciones. La transformacion de Park (P) permite resolver completamente
a) y simultaneamente b), ya que esta transformacion deja invariantes las variables del rotor
y diagonaliza la matriz LS.

Entonces aplicando la transformacion P a las ecuaciones de voltaje, corriente y flujos de
corriente de la maquina sincrona, estas quedan expresadas como se muestran en las

ecuaciones (4.59), (4.60) y (4.61) respectivamente.

PVS =V, =V (4.59)

P-is=i50=|iq (4.60)
i,

Kz

P =vgq0 = [¥q (4.61)
Yo

De la misma forma aplicando la transformacion P para las ecuaciones de voltaje, corriente

y flujos de corriente de toda la maquina quedan dadas en las ecuaciones (4.62), (4.63) y
(4.64).

PV =Vyo=|"1 (4.62)

Poi=igg=|"1 (4.63)

P-p=1vag=|"1, (4.64)
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Si T es una matriz de forma T = [g 10] donde, I; es la matriz identidad, y la
3

multiplicamos por las ecuaciones en coordenadas de fase se tienen las ecuaciones (4.65) y

(4.66).
d [ N
Vago =T - (T YWaq0) = (T - R - T Yiggo

l/)dq() = _(T L T_l)idqo

donde:

Lago=T-L-T", Rygo=T-R-T"1=R

Desarrollando del primer término de la ecuacion (4.65)

d _ d _ do = dyg
T'E(T 11/’dq0) :T'E(T 1)¢’dqo'z+ o
donde:
d dé d
G=T-—((T™H, w=—, —p.—p-t
6T w=gr Ydw 6
G [gdqo 0
0 0
0 -1 0
Gdqo = 1 0 0
0 0 O

Entonces las ecuaciones de estado en las coordenadas de Park quedan
d .
quO = Elpdqo +tw- Gl/)dqo —R- laqo

lpdqo = _quo : idqo

Enlo que GYgq0 =

(4.65)
(4.66)

(4.67)

(4.68)
(4.69)

La formulacion a través de los flujos en la forma que se indica es mas util para introducir la

saturacion en la teoria. Entonces, la matriz de inductancias en coordenadas de Park se

expresa en la ecuacion (4.70).
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i L; 0 O Lafa  Laka 0 7
0 L O 0 0 Lakg
0 0 L, 0 0 0
Laqo =|/3/2" Lgsa 0 0 Ligra Liaka O (4.70)
3/2 - Laka 0 0 Lraka Lkaka O
i 0 3/2Lakqg O 0 0 qukq_

De la expresion (4.70), se observa que ninguno de sus elementos dependen del tiempo, por
tanto, si uno supone w = cte. las ecuaciones de Park son coeficientes constantes; es mucho
mas dispersa que la matriz original y a diferencia de la matriz original, no es simétrica.

Los devanados del estator de la maquina sincrona se sustituyen por 3 devanados ficticios
dqgO con las siguientes caracteristicas:

a) Larelacion flujo-corriente para el devanado d esta dada por:

VYa = —Lqiqg+ Lasa * ifqa + Laka * ixa, 10 cual nos dice que el devanado d esta
montado sobre el rotor (dado que los coeficientes de induccion propia y mutua
no dependen del tiempo), y con su eje sobre el eje directo (dado que interactia
con 2 devanados restantes del eje directo, y con ninguno del eje de cuadratura).

b) En forma analoga: el devanado g esta montado sobre el eje en cuadratura del
rotor.

c) La relaciéon flujo-corriente para el devanado 0 esta dada por ¥, = —L - iy, por
lo que el devanado O debe verse como un devanado ficticio ortogonal al
devanado dg. Si se realiza el calculo riguroso de los coeficientes de induccién,
se puede verificar que L, no es mas que la inductancia de dispersion L, de los
devanados del estator, resultado que es intuitivamente compatible con la idea de

que el devanado 0 no interactta con ninguno de los devanados del rotor.

La idea de sustituir los devanados del estator por devanados del rotor es analoga a la que se
usa en el analisis de transformadores, cuando las reactancias de cortocircuito del primario
se refieren al lado secundario. En nuestro caso hay que tener en cuenta adicionalmente que
estamos sustituyendo devanados fijos por devanados giratorios, y el precio de esta
sustitucion es introducir en las ecuaciones tension-flujo el termino w - Gy qq0.

Por tanto, las ecuaciones en coordenadas de Park desarrolladas quedan expresadas en las

siguientes ecuaciones
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Vq=%+w-lpd—rs iq
Vo d;pto—rs'lo
Vfd—df{d+rfd ifrq
O—dwkd‘l' Tkd * lkd
0= 4 1y - iiq

Ya=—Lg ig+Lasa ifa+ Lakd * ixa
l/)q = —Lq . iq + Lakq . ikq
Yo=—Lo- i

3 . . .
Yra = —\E' Laga - ia+ Lraga - ira + Lraka * ika
3
Yra = —f Laka *ia + Lraka * ifa + Lkdkd * lka
3 . .
l;bkq = _\/; : Lakq “lg + qukq *lkq

Alternativamente, eliminando los qujos se tiene:

_ dld digg . . .
V = _Ld + Lafd dt + Lakd? — Islg + a)Lqu - a)Lakqlkq
V — L dlq L 'kq _ s L . L . L .
q= “hag tlag—y —Tslg — Whala + Wlaralra + Whakalka

di .
VO = _Lod_: — Il
3 dld .kd .
Vea = —\[ Lara—, + Lfdfd " 4 Lraka =, + Traira
3 di difq di .
0= —\/; Laka—; + Lyaka _d]; + Lkaka -+ Tkalka

. 3 dig d'kq ,
0= _fLakq dt + qukq dt + rkqlkq

(4.71)
(4.72)
(4.73)
(4.74)
(4.75)

(4.76)

(4.77)
(4.78)
(4.79)

(4.80)

(4.81)

(4.82)

(4.83)
(4.84)

(4.85)

(4.86)

(4.87)

(4.88)

A partir de estas ecuaciones se analizan diversos casos de funcionamiento de la maquina

sincrona mediante el siguiente procedimiento standard:

a) Las condiciones de borde del problema se transforman al dominio de Park.
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b) Se resuelven las ecuaciones de Park.

¢) Mediante la transformacion inversa de Park se obtiene la solucion en coordenadas

de fase.

De la misma forma como se ha hecho, ahora se analiza un generador sincrono sin

devanados de amortiguamiento y aplicando la transformacion de Park reducida, donde sus

ecuaciones de voltajes y corrientes en los devanados del estator estdn por fase expresadas

en (4.89) y (4.90).
/4
Vp
V.

[V]abe =

iq]
ip

il

[i]abe =

(4.89)

(4.90)

Si se considera un generador en el que se tiene 4 bobinas acopladas mutuamente. La

ecuacion de enlace de flujo puede quedar como en la expresion (4.91)

Aa Laa Lab Lac LaF ia
Ap Lpa Lpp Lpc Lpr||i
/1(: Lca ch Lcc LCF

/11: LFa LFb LFc LFF

donde:
a, b, c: se refiere a los devanados de estator

F: se refiere al devanado de campo

Las inductancias propias de cada devanado del estator estan dadas por:

Lga =Ls+ L, cos2(6)

21
Lbb = LS + LmCOSZ(e —?)

21
Log =Ls+ me052<9 +?)

donde L, > L,,, y ambos son constantes.
Las inductancias propias del rotor son:

Lpp = Lp

(4.91)

Ya que en este caso no se estan tomando en cuenta los devanados de amortiguamiento y Lp

es constante.
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Las inductancias mutuas entre fases del estator son:

A
Lap = Lpa = =M — Ly cos 2(8 +g)

T
Lpe = Lep = =My = Ly cos 2 (0 +E)

5m
Leg =Lge =—Mg— Ly, cos2 (6 + ?)

donde |M,| > L,,
Las inductancias mutuas entre estator y rotor son:
Lar = Mg cos(8)

Ly =M (9 2”)
bb — fCOS 3

Lo =M (0+2n)
aa = My cos 3

Utilizando una notacion simplificada, la expresion (4.91) puede escribirse en el modelo
compacto

/‘labc] [Laa LaR] [labc] (4.92)

Lra Lgr
donde:
L., denota las inductancias estator-estator.
Lar Y Lgrq: son las inductancias estator-rotor.
Lgg: son las inductancias de rotor-rotor.
Aplicando la transformacion de Park reducida a la expresion (4.91) esta queda como se
muestra en (4.93).

A =] 0

Ap Mgyp

Aq Ly 0 Mys]rig
H (4.93)

De igual forma analizando sus voltajes en cada uno de los devanados de estator y de campo

se tiene la expresion (4.94).

Vabc Rabc Labe Aabc
A R e b e (494
Aplicando la transformacion de Park reducida a la ecuacion de voltajes tenemos:
Vag Ragq taq] , d [Aaq] _ [S(t)
vl =[5 Il +ali]-F9) (495)
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donde s(t) = w[Aa —44]7
Haciendo un andlisis para las corrientes de la m&quina como variables de estado, se tiene la

ventaja de ofrecer relaciones simples entre los voltajes y las variables de estado. Podemos

reemplazar los términos A(t) y dd—(tt) por términos en i(t) y % utilizando las siguientes

ecuaciones.
Aar = (Mgp)liar] (4.96)
A = (Mg)[iq] (4.97)
donde:
O I
Mg =Lq

Reescribiendo (4.95), para sustituir (4.96) y (4.97) en (4.95), seleccionando las cantidades
base para voltaje, corriente y tiempo en el sistema por unidad (pu) e incorporando todas las
ecuaciones normalizadas en una expresion matricial y conservando la misma notacion para
las variables en pu que para las variables en la base original, dado que todos los valores son

en pu, escribimos:

Vd Tq 0 G)Lq id Ld MdF 0 id
Vel=| 0 Ty 0 [|ir|+[Mar Lp O %H,enpu (4.98)
Vq —wly —wMgp Tq iq 0 0 Lq iq
donde:
_ rd 0
RdF_ 0 e
R, =r

q
Ty = w[-Lg —Mgr]
T, = wl,
Hay muchas formas de escribir la ecuacion de onda en la dindmica de un sistema de
potencia, mientras que el par esta dado casi siempre en pu, frecuentemente no es claro para
w(t) y t.
Empezando con w(t) en rad/seg, t en seg y T, en pu tenemos:

2o _pde_r, (4.99)

wpg dt dty,

77



donde: H denota la constante de inercia en pu, wg la velocidad angular base y T, el par

acelerante en pu. Siendo t,, = wgt; si t y w estan en pu, entonces,

d
Tjd—‘;’ =T, (4.100)
donde
T; = 2Hwp

Los pares aplicados a un rotor de una maquina sincrona se muestran en la Figura 4.14

Tw

“ /Te Td

Figura 4.14 Pares aplicados al rotor de la maquina sincrona.
donde T, denota el par electromagnético y T,, es el par mecanico de la maquina
sincrona.
De la figura 4.14, se tiene en pu:
To=Tn—T,— Ty (4.101)
donde:
T, = ighq — ialq
T, = wD
siendo D la constante de amortiguamiento.
Sustituyendo (4.96), (4.97), (4.101) en (4.100), tenemos:

Ig

d . . : }
TJ'E(‘) =T+ [—Lalg —Mgrig Lgia D] ;F (4.102)

q

w

Finalmente, podemos obtener la formulacion completa de corriente de la maquina sincrona

incluyendo la ecuacion angular de potencia la cual es:
d
S0=w (4.103)

Entonces el modelo completo esta dado por:
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Va wly 0 0ig Ly Mg O 0 0

Vi 0 0 0llip| |Mgr Ly 0 0 0] [ip

Vi = —de —deF w0 0ffig[+] 0 0 Lg 0 0 d— (4.104)
T Ldlq Mdplq —Lgiy D Of|lw 0 0 o T;0

0 o 1 olls 0 0 0 o0 1

Con esta ecuacion matricial es claro observar que el sistema no es lineal, donde la no
a|'F

linealidad se debe al producto de variables de estado. Resolviendo para — | iq | se tiene la
w

expresion (4.105).

iq Ly Mgz O 0 07" (Va T4 0 wly 0 0Yyig
d |ir Mgrg Lp 0 0 0 Ve 0 TF 0 0 0f]lig
|| =] 0 0 Lg 0 0 Vo |—|~@La —wMar 1T 0 0]iq
w 0 0 o0 T 0 T Lalq  Mariq  —Lgi; D Of|w
5 0o 0 o0 o0 1 0 0 0 o 1 olls
Lp —Mar o 0 ol
Lalp — (Mgp)?  LgLp — (Mgp)?
ig —Mgr Lg 0 0 o Vg Tq 0 wly 0 0]rig
d i LgLlp — (Mgp)?  LgLp — (Mgp)? . 42 OL T}};/I 0 0 ollip
Zlil= V,|—|—wlky —wMgyg T, 0 Off¢
dtl 0 0 = O Ml | tata Mariy —L(;iq p oflw
1) 1 0 0 0 0 1 o0lts
0 0 0 FJ 0
L 0 0 0o o0 1
Valp—VFEMgr1 [__ LrFTa —Mgrprp wLplq 0 0]
LgLlp—(Mgp)? LgLlp—(Mgp)?  Lglp—(Mgp)?  Lglp—(Mgp)?
Iq VrLa—VaMar —Marrq Lqrr —wMgrlq 0 0 ig
p ip Lalp—(MgF)? LqLp=(Mgp)?  Lqlp—(Mgp)?  LqLp—(MgFp)? ip
s Ya —| @l _ @Mar Tq 0 0]|iq| (4.105)
w Lq Lq Lq Lq w
6 T_m Ldl iqup Ldiq 2 0 5
Tj Tj Tj Tj Tj
L 0 4L 0 0 0 0 1

De la ecuacion (4.105) se hace la simulacion para ver la respuesta grafica del generador sincrono,

donde el codigo para dicha simulacion queda como se muestra en seguida:
CONTINUOUS SYSTEM HS

* States,

STATE id i iq w
DER did di dig dw

TIME t

derivates and time:
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" Initializations:
id:a
i:n
ig:@a
w:a

" Equations:
did={Ud*LF-UF*HdF+A} /%
di=(UF=Ld-Ud=MdF+B}/fx
dig={Ug+C)/Lq
dw={Tm+E}/Tj

x=Ld=LF - MdF =HdF
fi=-LF*rds*id+rF=HdF*i-weLFxLq*iq
B=rd+*HdF=id-Ld*rF*i+w=HdF*Lq#*iq
C=wxLd*id+w*HdF *i-rq*iq
E=-Ld*iq*id-iqu*i*HdF+Ld*iq*iq-Ds*uy

Va=Um=xcos{Ws*t})
Ub=Um*cos{Ws*t-y)
Uc=-Ua-Ub
y={(2%pi)/3

Ud=sqrt{2)={Vaxsin{Ws*t+z)+Ubxsin{Ws*t))
Ug=sqrt{2)=x{Uaxcos{WUs*xt+z)+Ub*xcos{WUs=*L}))
z=pisf3

pi=3.141592
Ws=2x*pix=f

“Transformacion inversa de corriente
ia=sqrt(2/3)=(id=cos{Ws=t)-iq=sin{Ws=t))

ib=sqrt(2/3)=(-id=*cos(Us=t+z)+iqg=sin{Ws=t+z}}

ic=-ia-ib

* Parameter values:
rd=8.1
rq=1
rF=1
Ld=1.7
Lg=1.64
LF=1.6%
MdF=1.5%
T§=2.37
Tm=188
D=1
UF=38
Um=20808
=68

EMD
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La respuesta grafica obtenida de este codigo se muestra en la Figura 4.15, donde se

representan las corrientes ig, i, € ir.

i(a2

2000

® i

® Ig

1501 i

ir
TR0
5 a)=

u —
s T T T T T T T
1] 20 &0 3] =] o0 20 Wp reg gl

Figura 4.15 Corrientes iy, i, € ir de la maquina sincrona.

En la Figura 4.16 se muestra la representacion grafica de la velocidad angular de la

maquina sincrona.

4
2
o
14
. [
14
2
2
4
5]
2 03 04 05 0E 07

1] 0.1 .

rod

05 0.9 1 tiseg)

Figura 4.16 Representacion de la velocidad angular w.
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Aplicando la transformacion inversa a las corrientes iy e i, se tienen las corrientes en el

sistema de referencia abc, como se ilustra en la Figura 4.17.

15104
i(a) .
9 1a
@l

o | ﬂ

50

-1004 V
a

T r
0 0.1 0z 03 na tiseg)

Figura 4.17 Representacion de las corrientes iy, i, € i, de la maquina sincrona.

82



En la Figura 4.18 se muestra el tiempo de establecimiento de las corrientes i, i € i,

T T T T T T T T T T
.52 2054 8058 8058 80E B0E2 064 80,66 B0ER 80.7

Figura 4.18 Tiempo de establecimiento de la corriente en abc.

Con esto se puede observar que aplicando la transformacion de Park reducida, trabajando
con los valores dg se puede regresar al sistema de referencia abc, esto solo se cumple si el
generador trabaja de forma ideal (de forma balanceada).
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Capitulo 5

Conclusiones y recomendaciones:

El presente trabajo, después de analizar la transformacion de Park y ser aplicado a
sistemas trifasicos, donde se cambia de un sistema de referencia a otro, y después de
haber cumplido el objetivo mencionado, me permite llegar a las siguientes

conclusiones.

Se demostrd que para un sistema trifasico, es necesario trabajar con la
transformacion de Park para simplificar su analisis. EsS muy comdn que al trabajar
con dichos sistemas estos se traten de forma balanceada, donde se cumple que la
suma de sus tensiones V, + V, + V. = 0 6 bien de sus corrientes i, + i, + i, =0,
para este caso, el sistema de ecuaciones que describen a la transformacion de Park
(sistema de referencias dg0) se puede reducir a un sistema de ecuaciones, donde, en
vez de tomar los valores iniciales abc del sistema en estudio, solo se tomarian los
valores de ab y el sistema nuevo de referencia seria solamente dg, ya que esto, para
fines didacticos facilitaria su solucion, ya que es mas facil resolver un sistema de

ecuaciones de menor tamafo.

Los resultados han sido comprobados mediante simulaciones, las cuales entregan
una respuesta grafica en la que se aprecia la similitud de los resultados en ambas
técnicas de conversion de sistemas de referencia (dq0 y dqg). En la transformacion de
Park reducida es necesario mencionar que al regresar de los valores dqg a los de abc,
esto solo es posible siempre y cuando se cumpla que i, +i, +i. = 0, ya que al

aplicar la transformacion inversa de Park reducida es necesario tener en cuenta que
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La transformacion de Park reducida también se aplic6 a un generador sincrono,
donde, mediante simulaciones también se muestra los resultados de forma gréfica
gue se puede llevar a cabo siempre y cuando el generador trabaje de forma
balanceada, y también se obtienen las corrientes en abc aplicando la transformacion

inversa de Park reducida.

Como recomendaciones, la transformacion de Park reducida también puede ser
aplicada en las ecuaciones que describen al comportamiento de una maquina de
induccion, siempre y cuando no se deje de tomar en cuenta que este debe trabajar de
forma balanceada, ya que en casos contrarios, para el analisis tanto para las
maquinas como para los sistemas trifasicos, este método no seria aplicable ya que no
cumpliria con las condiciones mencionadas anteriormente, por lo tanto, se trabajaria

con la tradicional transformacion de Park (dq0).

Las ventajas del método de la transformacion de Park reducida es que al analizar un
sistema trifasico el numero de ecuaciones a resolver es reducido, lo que genera que
la solucion sea mas facil y rapida, como desventaja es que si el sistema muestra
algun desbalance, la transformacion de Park reducida ya no seria aplicada, ya que es

una de las condiciones para que este metodo pueda ser aplicado.
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