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Resumen

En este trabajo de tesis se presenta el método de Lagrange para la obtencion del
modelo dindmico de sistemas mecanicos. Se comienza con el analisis del método de
Newton a partir de su segunda ley tanto en el caso lineal como en el caso rotacional.

Se da una introduccion a los conceptos de fuerza en un sistema de particulas,
desplazamientos virtuales y coordenadas generalizadas, esto para deducir a partir del
principio de d’Alembert las ecuaciones de Euler-Lagrange. Una vez obtenidas estas
ecuaciones podremos enunciar las ecuaciones canénicas de Hamilton.

Se obtienen las ecuaciones que rigen la dindmica de una serie de sistemas
mecanicos por el método de Lagrange con el fin de evidenciar las bondades del
formalismo matematico del que este método esta dotado.

A fin de poder interpretar las ecuaciones de movimiento obtenidas, se hace un
analisis en lazo abierto, asi como las animaciones para visualizar la dinamica de los
sistemas. Se formula el control en lazo cerrado de algunos sistemas y se anima el

comportamiento de los mismos.
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Capitulo 1

Introduccion

En este trabajo se describen los distintos métodos que existen para la obtencion de
modelos dindmicos de sistemas mecanicos como lo son el enfoque de Newton, Lagrange
y una breve introduccion al método de Hamilton. También se encontraran varios
ejemplos de la aplicacion del método de Lagrange para la obtencion de las ecuaciones de
movimiento, asi como la simulacion y animacién de los mismos en lazo abierto. Se
plantea el control PID asi como la animacion de algunos ejemplos selectos. El desarrollo
de esta tesis tiene la finalidad de evidenciar las bondades del enfoque de Lagrange para la
obtencion de modelos dindmicos de sistemas mecanicos, especialmente cuando estos
modelos van a ser utilizados con fines de simulacion, andlisis y control de dichos

sistemas.

1.1 Antecedentes

Desde que Newton establecid una base solida para la dindmica a partir de la
formulacion de las leyes de movimiento, la mecanica se desarrolld en dos vertientes. La
primera conocida como “mecdnica vectorial”, estd basada en las ecuaciones de
movimiento de Newton. El enfoque de esta mecanica cuyo nombre no necesariamente
implica la utilizacion de métodos vectoriales, estd fundamentada en dos cantidades
vectoriales: el “momentum™ y la “fuerza”. Por el otro lado la corriente conocida como
“mecanica analitica” fue desarrollada en un principio por el matematico aleméan Leibniz,
contemporaneo de Newton, quien abogaba por otra cantidad que él llamaba “vis viva”
(fuerza viviente) como un indicador adecuado de la accion dindmica de una fuerza. Esta
“vis viva” de Leibniz es lo que hoy en dia llamamos “energia cinética”. Leibniz
reemplazo al “momentum” de Newton con la “energia cinética” y a la “fuerza” con la
“funcion de trabajo”. La “mecénica analitica” basa el estudio completo del equilibrio y la
dinamica en dos cantidades escalares fundamentales: “la energia cinética” y “la funcion

de trabajo” la segunda frecuentemente reemplazable por la “energia potencial”. Euler,



Lagrange y Hamilton fueron los responsables de darle la extension requerida a esta rama
de la mecénica dotandola de un formalismo matematico.

Ya que el movimiento es por naturaleza un fendmeno bastante complejo, resulta
intrigante que dos cantidades escalares sean suficientes para determinarlo de acuerdo a la
“mecanica analitica”. El teorema de conservacion de la energia, expresa que la suma de
las energias cinéticas y potenciales se mantiene sin cambio durante el movimiento, lo que
produce una sola ecuacion. Esto contrasta con la “mecénica vectorial” que para describir
el movimiento de una particula en el espacio requiere dbe tres ecuaciones, ésta
discrepancia es mas evidente cuando hay dos o mas particulas en el sistema, y sin
embargo es un hecho que estas dos cantidades escalares fundamentales contienen la
dindmica completa de un sistema.

En el ambito de la ingenieria el modelado matematico de sistemas dinamicos es
de vital importancia, ya que éstos permiten representar el comportamiento de dichos
sistemas mediante un conjunto de ecuaciones. Un sistema puede representarse de muchas
formas diferentes, por lo que puede tener muchos modelos matematicos, dependiendo del
objetivo del modelo y la metodologia utilizada para obtenerlo. Dentro de las opciones que
podemos utilizar en la obtencion del modelo matematico de los sistemas mecanicos
encontramos los enfoques de Newton, Lagrange y Hamilton, siendo el enfoque de

Lagrange el de nuestro interés en esta tesis.

1.2 Objetivos de la tesis

El objetivo de esta tesis es el de mostrar a través del modelado dindmico de
diversos sistemas mecanicos y la simulacion de los mismos, el alcance y las ventajas del
método de Lagrange. Aunado a este objetivo también se hace la simulacidon, animaciéon y
control de los mismos con la finalidad de entender y visualizar el comportamiento de los

mismos de mejor manera.

1.3 Justificacion
En la curricula de los ingenieros electricistas, electronicos y mecanicos se
contemplan cursos bésicos de estdtica y dinamica basados fundamentalmente en la leyes

de Newton, lo cual permite abordar problemas de modelado relativamente sencillos, pero



al afrontar problemas mdas complejos, especialmente con propodsitos de control en el
campo de la mecatronica y la robodtica es esencial contar con una metodologia mas
poderosa para la obtencion de los modelos matematicos.

El tema que se trata en esta tesis, surge a partir de la necesidad de encontrar un
método que permita obtener de manera rapida y sistematizada las ecuaciones de
movimiento de sistemas mecanicos. El enfoque de Newton, requiere para su correcta
aplicacion de un alto grado de experiencia debido a la gran cantidad de consideraciones
que se deben tomar en cuenta en la solucioén de cada problema y conforme la complejidad
de los problemas aumenta, su aplicacion es cada vez mas dificil. La intencion de ésta
tesis es la de presentar una metodologia alternativa que permita la obtencion de las
ecuaciones de movimiento de sistemas medianamente complejos y que al mismo tiempo
pueda ser utilizada por cualquier persona que posea conocimientos basicos de calculo.
Dentro de las alternativas que podemos encontrar, estan el enfoque de Lagrange y de
Hamilton, haciendo énfasis para la solucion practica de los problemas el enfoque de

Lagrange.

1.4 Revision bibliografica

Dentro la bibliografia consultada podemos encontrar diferentes formas de abordar la
mecanica lagrangiana. Entre los libros que poseen un balance entre la teoria y la solucion
de ejemplos, podemos encontrar “Classical Mechanics™ de John R. Taylor y “Classical
Mechanics” tercera edicion de Goldstein, lo que permite ver conjuntamente la teoria del
calculo variacional con su representacion matemadtica. Al ser este un tema que puede
resultar bastante abstracto, se puede considerar necesaria una explicacion mas amigable
en el sentido teodrico, es decir, explicar con palabras el significado y las diversas
implicaciones que tienen estas ecuaciones, como se presenta en “The variational
Principles of Mechanics” de Cornelius Lanczos. En contraste a la forma tan amena en
que Lanczos nos habla del calculo variacional, la serie Schaum con sus materiales
titulados “Lagrangian Dynamics™ de D. A. Wells y “Theory and problems of theoretical
mechanics with and introduction to Lagrange’s equations and Hamiltonian theory” de
Murray R. Spiegel, son libros que estan dirigidos a las personas que ya poseen un grado

superior de conocimiento sobre el tema. En ellos podemos encontrar muy poca



explicacion de los conceptos, pero una gran diversidad de ejemplos resueltos que

muestran matematicamente el alcance de la formulacion de Lagrange.

1.5 Descripcion de los capitulos

En el capitulo uno se da una breve introduccion de este trabajo, se muestran los
antecedentes, se da la justificacion, se definen los objetivos del trabajo y se da una breve
resefa de la literatura consultada.

En el capitulo dos se hace la descripcion de los distintos enfoques que existen para el
modelado dindmico de sistemas mecénicos. El enfoque de Newton con su segunda ley,
tanto en el caso lineal como rotacional. El enfoque de Lagrange y una breve introduccion
al enfoque de Hamilton.

En el capitulo tres se presenta una gran variedad de sistemas mecéanicos resueltos
utilizando el enfoque de Lagrange, mostrando sus bondades.

En capitulo cuatro se presenta la construccion de los modelos no lineales en lazo
abierto de algunos sistemas mecénicos del capitulo anterior para su simulacion, asi como
una breve descripcion de la animacion de los mismos.

En el capitulo cinco se presenta la simulacién y animacion en lazo cerrado de algunos
ejemplos selectos, asi como del control PID aplicado a los sistemas a controlar y la
sintonizacion de los mismos.

En el capitulo seis se dan las conclusiones generales de la tesis.



Capitulo 2

Enfoques de modelado de sistemas

mecanicos

“El desarrollo teodrico de las leyes del movimiento de los cuerpos, es un
problema de tal interés e importancia que ha llamado la atencién de casi todos los
matematicos mas eminentes, desde la invencion de la dindmica como ciencia
matematica por Galileo, y especialmente desde la maravillosa extension dada a esta
ciencia por Newton. Por encima de todos los sucesores de estos hombres ilustres,
Lagrange extendio y le dio armonia a estas investigaciones deductivas quizads mas que
cualquier otro analista, demostrando que las mas variadas consecuencias concernientes
al movimiento de los cuerpos pueden ser derivadas de una formula radical; la belleza de
los métodos es apropiada para la dignidad de los resultados, haciendo parecer su gran
trabajo un tipo de poema cientifico.” (John R. Taylor, 2005 (p. 237))

-William Rowan Hamilton, 1834

2.1 Enfoque de Newton

La mecéanica Newtoniana fue formulada por el fisico, filésofo y matematico
inglés Isaac Newton (1642-1727), autor de “Philosophiae naturalis principia
mathematica” (1687) comunmente conocido como “Principia” en los cuales establece
las bases de la mecanica clasica mediante las leyes que llevan su nombre. Basada
principalmente en el tratamiento de dos magnitudes vectoriales fundamentales “Fuerza”

y “Momentum”.

2.1.1 Segunda ley de Newton caso lineal

De las 3 leyes de Newton, la que en realidad se utiliza mas es la segunda ley, la
cudl es a menudo conocida como la ecuaciéon de movimiento. Como ya sabemos la
primera tiene una gran importancia teérica para definir los marcos inerciales, pero
usualmente en la practica no se utiliza mas alld de esto. La tercera ley es de crucial
importancia en la clasificacion de las fuerzas internas de un sistema de varias particulas,
pero una vez que ya hemos conocido las fuerzas involucradas, lo que en realidad se

utiliza para calcular el movimiento del objeto de interés es la segunda ley.



La segunda ley de Newton aplicada al movimiento de un cuerpo de masa

m sobre el cual actua una fuerza neta Faplicada a su centro de masa (no produce

rotacion), esta dada por

F=dp

dt
Donde:

P = momento = mv
. : dr
v = velocidad neta del objeto = pry

r = vector de posicion del objeto

@.1)

En el caso de que la masa del cuerpo es constante, la segunda ley de Newton se

puede escribir como

F=mr

La situacion descrita por la ecuacion anterior se describe en la figura (2.1).

z

i

Fig. 2.1 Cuerpo de masa M al que se le aplica una fuerza neta F .

(2.2)

Como se puede ver la ecuacion (2.2) es una ecuacion vectorial diferencial de

segundo orden. La manera mas facil de escribir tal ecuacion para un sistema mecéanico

es casi siempre la de expresar los vectores en sus componentes relativas al sistema de

coordenadas escogido.

Conceptualmente el sistema de coordenadas mas facil de describir es el

cartesiano (o rectangular) con los vectores unitarios i, j y k en términos de los que la

fuerza neta F puede ser descrita como



F=Fi+F,j+Fk
Y el vector de posicion r como
r=xi+yj+zk
Viendo esta ultima ecuacion podemos ver que es facil obtener sus derivadas

debido a que los vectores unitarios son constantes i, j y k. Ademas podemos obtener

la segunda derivada para tener el resultado mas simple.
r=Xi+jyj+2k
Esto significa que las tres componentes de ¥ son las derivadas respectivas de las

tres coordenadas X,y yz der, y la segunda ley entonces se convierte en

Fi+F j+Fk=mxi+myj+mZk
Resolviendo esta ecuacion en cada una de sus componentes podemos ver que F, tiene
que ser igual que Mx y similarmente para Fy y F,. Esto significa en coordenadas

cartesianas que la ecuacion vectorial (2.2) es equivalente a las tres ecuaciones

separadas.
F, =mx
F=mr <& F), =my
F,=mz

Esta expresion muestra que en coordenadas cartesianas la segunda ley de
Newton que se encuentra en tres dimensiones es equivalente a tres versiones
unidimensionales de la misma ley, esto es la base de la solucion de casi todos los

problemas mecanicos en coordenadas cartesianas.

2.1.2 Segunda ley de Newton caso rotacional

Imaginemos ahora un cuerpo rigido sometido a la accion de fuerzas aplicadas en
distintos puntos sobre ¢l de manera que la fuerza neta no actia sobre su centro de masa
y por lo tanto produce rotacion. Calcularemos el momento de torsion neto sobre el
cuerpo rigido como el resultado de los momentos de torsion generados por estas fuerzas
alrededor del eje de rotacion del cuerpo.
Dicho esto la segunda ley de Newton para el caso rotacional es:

7=l (2.3)



Donde:
7 = momento de torsion neto (torque o par)
I = Momento de inercia total del objeto respecto al eje de rotacion

El miembro izquierdo de la ecuacion (2.3) es la suma de todos los momentos de
torsion en torno al eje de rotacion que actlia sobre todas las particulas. La parte derecha
es el momento de inercia total respecto al eje de rotacion, multiplicado por el vector de
aceleracion angular « , que es la misma para todas las particulas en el caso de un cuerpo

rigido.

2.1.3 Péndulo simple por el método de Newton
A continuacion se describe la obtencion de las ecuaciones de movimiento del

péndulo simple por medio del método de Newton, que se ilustra en la figura (2.2).

mg
Fig. 2.2 Diagrama de fuerzas del péndulo simple.

Resolveremos este problema por medio de la utilizacion de coordenadas polares

(véase Apéndice A). Resolviendo para el angulo ¢ .
0=90—-¢ (2.4)
Haciendo la suma de fuerzas externasen r :

—T +mgcosp = mar

—T +mgcosp= m(if'—ré)zj



Donde 7 es la aceleracion radial y r@”es la aceleracion centripeta debido al giro del
péndulo.
Considerando que r =1 y que ésta es constante:

—T +mg cos p =—ml&”
Derivando con respecto al tiempo la ecuacion (2.4) y sustituyendo € por ¢ obtenemos:

T =ml@* +mgcosgp
Esta ecuacion s6lo nos dice como calcular la fuerza interna de reaccion T una vez que
se conozca la dinamica de ¢ .
Haciendo la suma de fuerzas externas en 0 :
mgsing=ma,

mgsing = m(réi + 2#9)
Donde rd es la aceleracion tangencial y 276 es la aceleracion de Coriolis.
Considerando que r =1 (constante) y obteniendo la segunda derivada con respecto al
tiempo de la ecuacion (2.4) obtenemos ¢ la cual sustituimos por ¢ . Asi obtenemos la

ecuacion de movimiento del péndulo simple.

l¢p+gsinp=0 (2.5)

2.1.4 Péndulo invertido por el método de Newton
A continuacion se describe la obtencion de las ecuaciones de movimiento para el

péndulo invertido por medio del método de Newton, que se muestra en la figura (2.3).

JcosB

F— M

Fig. 2.3 Diagrama esquematico del péndulo invertido.



Considerando tanto al péndulo como al carro por separado, para el péndulo

consideremos la figura (2.4).

1] I
[ k]
¥ = .
i ——pmi
T
A -
mg

Yy
X

r

Fig. 2.4 Diagrama de fuerzas actuantes sobre el péndulo.

Resolviendo para el angulo ¢ .

Z Foxternas €N T
—T —mg cos p—Mxsin @ =ma,
~T —mg cosp—Miising = m(i‘ — réz)
Considerando r =1 (constante)
—T —mg cos @ —Mmisin g =-ml&?
Derivando con respecto al tiempo la ecuacion (2.4) y sustituyendo por ¢ obtenemos:
T =mlg? — misin p—mg cos @ (2.6)
Z Fexternas €N 0:
micos@—mgsing=ma,
MX cosp—mgsing = m(ré + 2;‘6")
Considerando r =1I (constante)
mi cosp—mgsing=mlé
Derivando con respecto al tiempo la ecuacion (2.4) y sustituyendo por ¢ obtenemos:
ml¢ = mg sin p—mx cos ¢ (2.7)

Siendo esta una de las ecuaciones de movimiento del sistema.
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lp—gsinp+Xcosp=0

Ahora para el carro consideramos que éste solamente tendra movimiento en la direccion

A

OO

Fig. 2.5 Diagrama de fuerzas actuantes sobre el carro.

Z Fexternas €N i
F+Tsing =My
Sustituyendo T de la ecuacion (2.6) en la ecuacion:
F +(m|¢2 — m¥sin @ —mg cos (p)sin(p = M
F +ml¢? sin ¢ —mg cos gsin ¢ —misin® ¢ = M5
Considerando la identidad trigonométrica sin’ @ =1—cos’¢. Sustituyendo y
factorizando.
F +mlg? sin g —m —cos (mg sin o —mx cos p) = M

Recordando de la ecuacion (2.7) podemos reescribir.

F +ml@? sin p—mi—mil@cosp= A

(M +m)x+mlpcosp—mlp*sing=F
Las ecuaciones de movimiento del sistema son entonces:

(M +m)x+mlpcosp—mlp*sinp=F (2.8)

|p—gsinp+Xcosp=0 (2.9)
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2.2 Enfoque de Lagrange

Joseph Louis Lagrange (1736-1813) fue un matematico, fisico y astronomo
italiano. Su obra mas importante llamada “Mécanique Analytique” (1788) salio a la luz
aproximadamente un siglo después de “Principia” de Newton. Lagrange establecid un
enfoque basado en energia para la dinamica (el analisis del movimiento).

Aunque la mecanica de Lagrange es equivalente a la mecénica de Newton y
Hamilton, el método de Lagrange provee de un formalismo matematico al modelado

dinamico de sistemas mecanicos para la obtencion de las ecuaciones de movimiento.

2.2.1 Introduccion
Antes de poder abordar la deduccion de la ecuacion de Euler-Lagrange, a partir
del principio de d’Alembert es necesario comentar algunos conceptos basicos que

faciliten la comprension del mismo.

2.2.1.1 Fuerza en un sistema de particulas
En un sistema de particulas estan involucradas fuerzas, las cuales son causantes

de la variacion del movimiento de las particulas, de donde llamaremos fuerzas aplicadas
0 activas (E) a aquellas que conocemos a priori. Estas estan determinadas

independientemente de cualquier otra fuerza, dando so6lo las posiciones de las particulas,

como se muestra en la figura (2.6).

1
| DY

Fig. 2.6 Fuerzas en un sistema de particulas.
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2.2.1.2 Desplazamientos virtuales

Se da el nombre de desplazamiento virtual a un desplazamiento infinitesimal de
la posicion de una particula realizado instantaneamente, es decir, a velocidad infinita,
sin que transcurra el tiempo durante el desplazamiento. Aparte de ser instantaneo, es

arbitrario, es decir no esta relacionado con el movimiento real de la particula.

z

A

1-ésima
particula

T

/-'_FF .
- “‘7< v
{ ; - ory // /
|

/ -/. Ly /
T //
-~

Fig. 2.7 Desplazamiento real dr y desplazamiento virtual Or .

2.2.1.3 Coordenadas generalizadas

En este trabajo consideraremos que las restricciones de los sistemas seran tnica
y exclusivamente de naturaleza holénomica, es decir, son aquellas restricciones que
pueden ser expresadas en funcion de las coordenadas de las particulas y el tiempo, no
dependen de las velocidades.

Siendo éste tipo de restricciones, conviene introducir un conjunto de
coordenadas independientes, llamadas coordenadas generalizadas.

Este conjunto de coordenadas no son necesariamente cartesianas y pueden no
tener el mismo tipo de unidades. El tinico requisito es que sean independientes entre si y
que sean capaces de caracterizar en su totalidad al sistema.

La traslacion de las coordenadas de las particulas r, al lenguaje de las

coordenadas generalizadas (; empieza en la transformacion de ecuaciones.
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r :rl(ql,qz,...,qn,_k,z)

ry =Ty (0 Ope oo Gyl
Donde:

N = particulas.
3N= coordenadas independientes.

k =restricciones.

X =10, g1 ) (2.10)
Donde n=3N —k = Numero de grados de libertad.

2.2.2 Principio de d’Alembert

Con el principio de d’Alembert dejamos el campo de la estatica y entramos al
campo de la dinamica al considerar que los cuerpos estdn en movimiento. En este
campo los problemas son mas complicados y sus soluciones requieren métodos mas
elaborados. Mientras que los problemas de sistemas estaticos de un nimero finito de
grados de libertad desembocan en ecuaciones algebraicas, los problemas dinamicos

producen ecuaciones diferenciales.

2.2.2.1 La fuerza de inercia

En un momento de genialidad el eminente matematico y filésofo francés
d’Alembert (1717-1783) logro extender la aplicacion del principio del trabajo virtual del
campo de la estdtica a la dinamica. La idea simple pero de gran alcance de d’Alembert
puede ser abordada de la siguiente manera. Daremos comienzo con la ley de

movimiento de Newton “masa por aceleracion es igual a la fuerza que produce el

movimiento”.
ma=F (2.11)
Reescribiendo la ecuacion de la siguiente manera.
F-ma=0
Definiendo ahora un vector I por la ecuacion:
I=—ma (2.12)
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Este vector I puede ser considerado como una fuerza, creada por el movimiento.
Llamémosla “Fuerza de inercia”. Con este concepto la ecuacion de Newton puede ser
formulada de la siguiente forma.

F+1=0 (2.13)

Aparentemente no hemos ganado nada, ya que en el paso intermedio (2.12)
solamente le hemos dado un nuevo nombre al producto negativo de la masa por la
aceleracion. Es exactamente ésta aparente trivialidad la que hace al principio de
d’Alembert una invencion tan ingeniosa y al mismo tiempo la hace vulnerable a la mala
interpretacion.

La importancia de la ecuacion (2.13) recae en el hecho de que es mas que una
reformulacion de la segunda ley de Newton. Es la expresion de un principio. Sabemos
que una particula estara en equilibrio si la fuerza resultante que actia sobre ella es cero
en la mecanica Newtoniana. Por lo tanto la ecuacion (2.13) dice que la adicion de la
fuerza de inercia a las otras fuerzas actuantes producira equilibrio. Esto significa que
tenemos un criterio de equilibrio para un sistema mecanico, nosotros podemos
inmediatamente extender ese criterio para un sistema que estd en movimiento. Todo lo
que tenemos que hacer es agregar la nueva “fuerza de inercia” a las fuerzas anteriores.
De esta forma el problema dinamico se reduce a un problema estatico.

Esto no significa que podamos resolver un problema dinamico, por métodos
estaticos. Las ecuaciones resultantes son ecuaciones diferenciales que tienen que ser
resueltas. Solamente hemos obtenido estas ecuaciones diferenciales mediante
consideraciones estaticas. La adicion de la fuerza de inercia Ia la fuerza actuante F
cambia el problema de movimiento a un problema de equilibrio.

Esto se puede objetar, debido a que la masa m realmente se estd moviendo, lo
que nos lleva a la interrogante. ;Por qué deberiamos considerarla como si estuviera en
equilibrio? Dos respuestas pueden darse a esta objecion: La primera es que el
movimiento es un fenomeno relativo. Podemos establecer un sistema de referencia que
se mueva junto con el cuerpo y observarlo, el cuerpo entonces se encontrara en reposo.
La segunda es que el principio de d’Alembert centra su atencion en las fuerzas, no en el
cuerpo que se estd moviendo, y el equilibrio de un sistema dado de fuerzas puede ser
tratado sin hacer referencia al movimiento del cuerpo en el que actian. El criterio de
equilibrio de un sistema arbitrario de fuerzas es que el trabajo virtual total de todas las
fuerzas sea nulo. Este criterio considera desplazamientos virtuales, no verdaderos y es

igualmente aplicable a masas en reposo que a masas que se encuentran en movimiento.
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Ya que el desplazamiento virtual es un experimento puramente matematico, éste puede
ser aplicado en un cierto momento determinado (incluso si tal desplazamiento
involucrara velocidades fisicas infinitas). En ese instante el movimiento real del cuerpo
no es considerado.

d’Alembert generalizé su condicion de equilibrio de una particula a cualquier
sistema mecanico arbitrario. Su principio enuncia que “cualquier sistema de fuerzas esta
en equilibrio si agregamos a las fuerzas actuantes las fuerzas de inercia”. Esto significa
que el “trabajo virtual total de las fuerzas actuantes, aumentado por las fuerzas de
inercia sera cero para desplazamientos reversibles”. Parece ser apropiado tener un
nombre especial para la fuerza que resulta si sumamos la fuerza de inercia I a la fuerza

actuante F, que actla en la particula. Llamaremos a esta fuerza “fuerza efectiva” y su
representacion sera F:
F’ =F +; (2.14)
El principio de d’Alembert ahora puede ser enunciado como: “El trabajo virtual

total de las fuerzas efectivas es cero para todas las variaciones reversibles que satisfagan

las condiciones cinematicas dadas.”
D F o1, = (F,—ma,)or, =0 (2.15)
1=1 =1

Notese que la fuerza actuante F, puede actuar en pocos puntos, mientras que la fuerza

efectiva F/ esta presente dondequiera que la masa esté en un movimiento acelerado.

Un sistema dado de fuerzas actuantes generalmente no estara en equilibrio. Esto
requiere el cumplimiento de condiciones especiales. El trabajo virtual total de las
fuerzas actuantes usualmente sera diferente de cero. En ese caso el movimiento del
sistema compensa esa deficiencia. El cuerpo se mueve de tal manera que las fuerzas
inerciales adicionales, producidas por el movimiento, hacen que el sistema se equilibre.
De esta forma el principio de d’Alembert da la ecuacion de movimiento de un sistema
mecanico arbitrario.

Podemos hacernos la pregunta de ;Cual es el significado fisico del principio de
d’Alambert? De la definicion de la “fuerza efectiva” por la ecuacioén (2.14) se puede
decir que esta fuerza es cero en el caso de una particula libre, mientras que es igual al

negativo de la fuerza de reaccion si la particula esta sujeta a restricciones. Por lo tanto,

la aplicacion del principio del trabajo virtual a la fuerza efectiva F° es equivalente a la
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suposicion de que “el trabajo virtual de las fuerzas de reaccion es cero para cualquier
desplazamiento virtual que esté en armonia con las restricciones dadas”. El principio de
d’Alembert generaliza este postulado del campo de la estatica al campo de la dinamica,
sin ninguna alteracion.

En resumen, el principio de d’Alembert hace uso de una nueva fuerza: la fuerza
de inercia, la cual esta definida como el producto negativo de la masa por la aceleracion.
Si esta fuerza es agregada a las fuerzas actuantes habra equilibrio, lo que significa que el
principio del trabajo virtual esta satisfecho. El principio del trabajo virtual es en

consecuencia extendido del reino de la estatica al reino de la dinamica.

2.2.2.2 Conservacion de la energia como consecuencia del principio de
D’Alembert

A pesar de que el principio de d’Alembert es generalmente de naturaleza
poligénica, es decir, su validez es independiente de la naturaleza u origen de las fuerzas
externas involucradas, en un caso especial se vuelve monogénico e integrable. Este caso
especial lleva hacia una de las leyes mas fundamentales de la mecanica, la ley de
conservacion de la energia.

Considerando la formulacion general del principio de d’Alembert dada por la

ecuacion:

F ma Or. =0

4

Mz

LEDE

1=1 |=1
Asumiendo que las fuerzas actuantes son monogénicas, es decir, originadas de una sola
causa y derivadas de una funcién de potencial de energia entonces el trabajo de las
fuerzas actuantes es igual a la variacion negativa del potencial de energia. El principio

de d’Alembert puede entonces ser escrito como:
N
OV +> ma, 5r,=0 (2.16)
=1

El segundo término, el trabajo negativo de las fuerzas de inercia, no puede en
general ser escrito como la variacion de algo. Pero ahora vamos a modificar Jr, (que es
una variacion arbitraria tentativa del vector de posicion r,) de una forma especial.

Dejemos que estos desplazamientos tentativos coincidan con los desplazamientos reales

mientras estos ocurren en el tiempo dt . Esto significa que reemplazaremos Jr; con dr;,

que es simplemente una aplicacion especial del principio de variacion (2.16).
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Para esta variacion especial el cambio virtual 6V del potencial de energia
coincidira con el cambio real dV que ocurre durante el tiempo dt . Ademas, el segundo
término también se convierte en la diferencial perfecta de una cantidad, como se puede

ver si la aceleracion a; es reemplazada por la segunda derivada del vector de posicion

r:

N N N
; MK, _dr, = ;111,-1”[1,-61’1 = 5; mii? |dt =dT 2.17)

Donde:

22220 2% 27
Fe=xTi+y j+i0k

I, 19
=1 =1

T es la energia cinética del sistema mecanico.

La ecuacion del principio de d’Alembert toma la forma:
dV +dT =d(V+T)=0 (2.19)

La cual puede ser integrada para asi obtener.
T +V =constante=E

La suma de la energia cinética y potencial se mantiene sin cambio durante el
movimiento. Este teorema fundamental es llamado “la ley de la conservacion de la
energia”. Es una funcion escalar y representa s6lo una de las ecuaciones de movimiento
que involucra todas las ecuaciones de movimiento. Aunque por si misma es insuficiente
para la soluciéon completa del problema de movimiento, a excepcion del caso en que se
tenga un solo grado de libertad, es una de las leyes mas fundamentales y universales de
la naturaleza y modificandola adecuadamente se puede utilizar no s6lo en mecanica sino
en todos los fendmenos naturales.

A primera vista podriamos pensar que siempre es permisible identificar or; con
dr, por que el desplazamiento real, sin duda debe estar entre los desplazamientos

cinematicamente posibles, y sin embargo este razonamiento no siempre es perfecto. Es
verdadero en el caso de las particulas libres, pero no siempre para sistemas mecanicos
con restricciones. Estd permitido variar la posicion del punto C en la configuracion

espacial de manera arbitraria, y ciertamente podemos hacer que ¢, coincida con ddg;.

Esto sin embargo no siempre significard que las variaciones or, de la posicion de las
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particulas coincidiran con los desplazamientos reales dr,. Debemos tener en cuenta que

la variacion sucede repentinamente, en un cierto instante, a velocidad infinita, mientras
que el movimiento real se produce a una velocidad finita.
Una observacion similar debemos hacer a la energia potencial V. Si V esta

solamente en funcion de @, ; entonces la opcion d¢; =dg, llevard a 6V =dV , pero esto

no sera verdad si V es redbnoma es decir que dependa explicitamente del tiempo.

Hemos visto que la ley de la conservacion de la energia esta limitada a sistemas
que sean esclerébnomos (sin dependencia explicita del tiempo) tanto la funcion de
trabajo como las condiciones cinematicas. Ademas nuestras deducciones consideran que

las masas m; son constantes.

En resumen si hacemos que las variaciones de posicion del principio de
d’Alembert coincidan con lo desplazamientos reales que ocurren durante el tiempo dt, la
ecuacion resultante puede ser integrada. Esto produce la ley de conservacion de la
energia, la cual expresa que la suma de la energia cinética y potencial se mantiene
constante durante el movimiento. Las condiciones para la validez de este procedimiento
es que la masa de las particulas sea constante y que tanto la funcién de trabajo del
sistema como las condiciones cinematicas sean escleronomas es decir que sean

independientes del tiempo.

2.2.3 Principio de D’ Alembert y las ecuaciones de Euler-Lagrange

Un desplazamiento (infinitesimal) virtual de un sistema se refiere a un cambio
en la configuracion de un sistema como resultado de cualquier cambio infinitesimal
arbitrario de las coordenadas or;, de acuerdo con las fuerzas y restricciones impuestas
en el sistema en un instante t. Este desplazamiento se llama virtual para distinguirlo del
verdadero desplazamiento del sistema que ocurre en el intervalo de tiempo dt, durante el
cual las fuerzas y restricciones se encuentran cambiando. Supongamos que el sistema

esta en equilibrio; es decir la fuerza total en cada particula es nula F, =0, por tanto
evidentemente el producto punto K. dr,, que es el trabajo virtual de la fuerza F, en el

desplazamiento Jr, también serd nulo. La suma de estos productos sobre todas las

particulas igualmente seran cero:

ZF— or, =0 (2.20)
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Descomponiendo F, en fuerza aplicada, F'* y la fuerza de restriccion f, :

F =F® +f, (2.21)
Asi la ecuacion (2.20) se convierte

Y E® 6+ ' 61, =0 (2.22)
I ]

Ahora nos enfocaremos solamente a los sistemas para los que el trabajo virtual
neto de las fuerzas de restriccion sea cero. Hemos visto que esta condicion es verdadera
para los cuerpos rigidos y es valida para un gran nimero de restricciones. Asi, si una
particula se encuentra confinada a moverse en una superficie, la fuerza de restriccion es
perpendicular a la superficie, mientras que el desplazamiento virtual debe ser tangente a
ésta, es por esta razon que el trabajo virtual desaparece. Esta condicién no es verdadera
si las fuerzas de friccion por deslizamiento estan presentes, por lo que debemos excluir
tales sistemas de nuestra formulacion. Esta restriccion no es un obsticulo excesivo, ya
que la friccion es esencialmente un fendémeno macroscopico. Por otra parte las fuerzas
de la friccion por rodamiento no violan esta condicion, debido a que las fuerzas actian
en un punto que se encuentra momentaneamente en reposo y en el cual no se realiza
trabajo en un desplazamiento virtual consecuente con las restricciones de rodamiento.
Debe notarse que si una particula esta restringida a una superficie que se estd moviendo
en el tiempo, la fuerza de restriccion es instantaneamente perpendicular a la superficie y
el trabajo durante el desplazamiento virtual seguira siendo cero a pesar de que el trabajo
durante un desplazamiento real en el tiempo dt, no necesariamente lo es.

Por lo tanto tenemos como condicion de equilibrio de un sistema, que el trabajo

virtual de la fuerza aplicada sea nulo.

> RS =0 (2.23)
1

La ecuacion (2.23) es conocida como “El principio del trabajo virtual”. Noétese que los
coeficientes de r, no pueden ser igualados a cero; por ejemplo, en general F® =0, ya
que los desplazamientos or; no son completamente independientes, pues se encuentran

conectados por las restricciones. Para igualar los coeficientes a cero, debemos
transformar este principio de tal forma que involucre los desplazamientos virtuales de
0; , los cuales son independientes. La ecuacion (2.23) corresponde al equilibrio estatico
del sistema. Si queremos considerar el movimiento del cuerpo, usamos el principio de

D’Alembert para obtener:
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> (K@ -p,) or,=0 (2.24)

1

En adelante el superindice  puede ahora ser desechado sin ambigiiedad ya que
las fuerzas de restriccion han sido eliminadas del analisis. Sin embargo (2.24) atin no es
una forma util para adecuar las ecuaciones de movimiento del sistema. Debemos
transformar este principio en una expresion que incluya el desplazamiento virtual de las
coordenadas generalizadas, las cuales son independientes de cada una (para
restricciones holénomas), de manera que los coeficientes de o0, puedan ser por
separado iguales a cero. Por lo que realizamos la traslacion a coordenadas generalizadas
sefialado en la seccion 2.2.1.3.
(Asumiendo n=3N —k coordenadas independientes), y llevando a cabo por medio de

la regla de la cadena, el calculo de diferenciacion parcial, v; es expresado en términos

de ¢, por la formula:

_dr, or; qu or, dt
VEG T A d A dt
_ O 0 . O

v, =E‘;aqk G+ (2.25)

Similarmente, el desplazamiento virtual arbitrario or; puede ser relacionado con

el desplazamiento virtual 60, por medio de una variacion infinitesimal total.
Z T 5qJ +—'5t (2.26)

El término de la derecha de la ecuacion (2.26) se desprecia porque el

desplazamiento virtual (or;) por definicion solo considera el desplazamiento de las

coordenadas. (Solo de esta forma el desplazamiento virtual es perpendicular a la fuerza
de restriccion si la restriccion misma esta cambiando en el tiempo).

Resultando la ecuacion (2.26) de la forma:

or. = Z—éq J (2.27)

En términos de coordenadas generalizadas el trabajo virtual de la fuerza de cada

particula (F,) se convierte en:

ZFﬁr =
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= ZQi5q j (2.28)
J

Donde los elementos de Q; son conocidos los componentes de la fuerza

generalizada definida como:

-or,
OL] j

(2.29)

Ahora nos concentraremos en el otro término involucrado en la ecuacion (2.24),

que puede escribirse de la forma:
D p,l6r,=> mi/ b,
i i

Expresando or, como en la ecuacion (2.27), obtenemos:

Zmr ’o.qj

- ¥[S0 |2

4j

) ) d dB  dA
. a _AdB . dA
Consideremos la relacion: gt (AB) T B
dA d aB
ot B-= o (A B) AE

or, .
Por analogia A=r, y B= ai . Sustituyendo:
i

or, d . O, ..d | or,
Zm (dt 1j~aqj Z E{mirjuaqj] m\x; d[{@q ]

Reescribiendo para poder tener la aceleracion en términos de velocidad:

L On | 8 ; or, . d| or
Zmir,;a—qj—Z d(( e J my, ul(aqj (2.30)

En el ultimo término de la ecuacidon (2.30) podemos cambiar las derivaciones

conrespectoa t y g;.

Ya que se asume que r; tiene derivadas parciales continuas de segundo orden, el

orden de diferenciacion no importa.
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dor, 0 [driJ_évi 231)

dtog; oqg;ldt) oq;
De la misma ecuacion (2.30) la expresion gi se puede transformar recordando
i
de (2.25).

i aqk Lk

Derivando ambas partes de la ecuacion con respecto a ¢, esta derivada existira

or,
o

siysolosi k= j:
%_ari

ﬁqj_éqj

(2.32)
Sustituyendo estos cambios en la ecuacion (2.30) obtenemos:
.. Or, d Ov, ov,

| —t= —| MV, mv, 2.33
17! aqj Z[d[{ (M aq ] [ aqj:l ( )

El segundo lado de la ecuacion (2.33) puede ser expandida mediante la siguiente

identidad:

d dA dA dA
2 (ATA)= A2 — A BA
d'[(A ) ul N ult A ult
Si
2
ATA = 4> entonces %—21&%—?
1dA? | dA
70 AW

Por analogia:

o) 1. o
Zm"aq, Z[dt{z Gq] ml‘a_qj]

Sustituyendo en la ecuacion (2.24).

sl ] ol
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Identificando al término Z:Emivi2 con la energia cinética total del sistema T , el
i

principio de D’ Alembert (2.24) se convierte en:

d| oT oT
S92 lsq; =0 (2.34)
; dt[@q}} oq, He

Hasta el momento, no hemos hecho ninguna limitaciéon en la naturaleza de
nuestras restricciones, mas que la de que efectGen un trabajo nulo en todo

desplazamiento virtual. Las variables q; pueden ser cualquier conjunto de coordenadas
usadas para describir el movimiento de un sistema. Sin embargo, si las restricciones son
holénomas, entonces es posible encontrar conjuntos de coordenadas independientes g

que contengan implicitamente las condiciones de restriccion en las ecuaciones de
transformacion como en el proceso que se ve para obtener la ecuacion (2.10). Cualquier

desplazamiento virtual 0q; es entonces independiente de 6q, , y por lo tanto la unica

manera de que (2.34) se cumpla es que se anulen por separado los coeficientes.

d{oT | oT
— | = |-=——=0. 2.
En total hay n ecuaciones.

Cuando las fuerzas se derivan de un potencial escalar V .

Fovyo [ NV v
o oy 0
Entonces las fuerzas generalizadas pueden ser escritas de la forma:
. .Or; -.or;
Q=>F —*+=->VJ
. Z ' oy j Z ay;

Que es exactamente la misma expresion de la derivada parcial de una funcién

-V (1, 1,,....7y.1) con respecto a a;:

oV

QjE—a—qj

(2.36)

La ecuacion (2.35) puede ser escrita de la forma:

dfoT| oT _ v
dt| 2,

_éqj B aq;
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dfov ] o(T-V)_
E[an 5 =0 (2.37)

Las ecuaciones de movimiento en la forma de ecuacion (2.37) no estan
necesariamente limitadas para sistemas conservativos, (solamente si V no estd en
funcion explicita del tiempo, el sistema es conservativo). En la forma en que aqui se
define el potencial V no depende de las velocidades generalizadas, luego entonces,

podemos incluir un término V en la derivada parcial con respecto a ¢ :

d (G(T —V)]_@(T —V):O

dt|  oq, aq,

O definiendo una nueva funcion, el lagrangiano L , como:

L=T-V (2.38)
La ecuacion (2.35) se convierte en:
d{ oL | oL
el e R 2.

Ecuacion conocida como la ecuacion Euler-Lagrange.

Observacion: Si es el sistema contiene tanto fuerzas que se derivan de un potencial

como fuerzas de otra naturaleza (poligénicas), entonces:
Q;=-WV +QlP
Entonces (B.19) toma la forma;
Donde Qgp) son las fuerzas generalizadas que no se pueden expresar como el gradiente

del potencial, tales como las fuerzas aplicadas por actuadores externos o las fuerzas de

friccion.

2.2.4 Funcion de disipacion de Rayleigh
Cuando en el sistema existen fuerzas de friccion o de amortiguacion
proporcionales y opuestas a la velocidad de las particulas, (friccion viscosa), por

ejemplo en la direccion X.
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F =-byv, (2.41)
Una manera de incorporarlas a la ecuacion de Euler-Lagrange es introduciendo
la llamada funcion de disipacion de Rayleigh, que es andloga en forma a la energia

potencial de un resorte, la funcion de Rayleigh esta definida como:

1 n
F=> > (v +byvg +b,v2 | (2.42)
i=1
De tal forma que:
OF
£ __OF
IX 6Vix
O en general:
f
F')=—v.F

Y la fuerza generalizada debida a este tipo de friccion es:

Q ——Zn:V P g ——iv p o (2.43)
S = N = G
. o ., or, or s
Para la segunda igualdad hemos utilizado la ecuacion 6‘_':8_'1’ la ultima
qj q]
ecuacion se reduce a:

OF

Qj == (2.44)
o4 ;

Entonces las ecuaciones de movimiento para sistemas con restricciones

holonémicas en su forma mas general son:

d[@LJ oL , OF _

&2, —aq‘_ aq;._Qf (2.45)

Donde:
L(qj,(f/_‘-,t):T—U
Con las siguientes definiciones:
U : Es el potencial incluyendo a los potenciales generalizados y escalares.
T : Energia cinética del sistema de particulas.

F : Es la funcion de disipacion de Rayleigh

Q: Son las fuerzas generalizadas que no son conservativas o que no se pueden escribir

como un potencial generalizado.
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2.3 Enfoque de Hamilton

La mecanica Hamiltoniana fue formulada por el matematico irlandés William R.
Hamilton (1805-1865). Al igual que la mecanica Lagrangiana, la Hamiltoniana es una
reformulacion de la mecanica clasica, sin embargo, el método de Hamilton no es
superior al método de Lagrange en lo que a la solucion directa de problemas mecanicos
se refiere. Mas bien la utilidad del enfoque de Hamilton radica, en que éste provee de un
marco de trabajo a otras ramas de la fisica y la teoria de control (teoria del caos,
mecanica cuantica, control 6ptimo, etc.).

En el enfoque de Hamilton buscamos describir el movimiento en términos de
ecuaciones de movimiento de primer orden, es posible lograr esto a partir de las
ecuaciones de movimiento de Lagrange, las cuales son ecuaciones diferenciales de
segundo orden (ver seccion 4.1). Mediante la transformada de Legendre podemos
obtener las ecuaciones candnicas de Hamilton las cuales producen un sistema

simultaneo de 2n ecuaciones diferenciales de segundo orden.

2.3.1 Obtencion del Hamiltoniano a partir del Lagrangiano.

Consideramos la funcion Lagrangiana.
L =L(0eees sy oGt ) (2.46)
Tomando como variables activas (ver apéndice C) las velocidades generalizadas ¢, y
como variables pasivas a las coordenadas generalizadas ¢, y el tiempo t. Introducimos

las nuevas variables, las cuales llamaremos “momentos” y seran denotadas por p;:

oL

=5 (2.47)

P

Introducimos la nueva funcién, la cual para este caso llamaremos “Hamiltoniano™ y

estara representado por H :
n
H=Y pg,-L (2.48)
1=1

Expresamos la nueva funcion H en términos de las nuevas variables

H =H (G s @3 Do Pl (2.49)

Obteniendo la variacion total de H de las ecuaciones (2.48) y (2.49):
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“OH o OH . OH o NN ;
5H:;a_%§qi+a_m5pi+ﬁ5t=izl(pi5qi+q,-5pj)—c>L (2:50)

Donde la variacion total de la funcion Lagrangiana de (2.46) es:
L oL
L= Z 5q, 8, + == o
Sustituyendo en la ecuacion (2.50) y ordenando:

zn:gzlaq, pap, M 5t - Z{q,ap,[ J }Z——(s L st
=1 i i

Considerando la ecuacion (2.47) obtenemos las siguientes relaciones:

. COH
e (2.51)
1 op;
OH _ aL
(2.52)
aq  og
OoH 8L
o (2.53)

Cabe hacer ¢énfasis en que la ecuacion (2.51) es igual a (2.47) debido a la
transformacion de Legendre (ver apéndice C). La siguiente tabla muestra un resumen la

transformacion de la funcion Lagrangiana.

Sistema viejo Sistema nuevo
Funcion: Lagrangiano (L) Hamiltoniano (H)
Variables activas:  velocidades (§,) momentos (P;)
Variables pasivas: coordenadas de posicion y el tiempo.
Transformacion
oL . CH
p. = - a ql' =—
og, ) oy
H:Z pitz, —L (2) LZijé]j—
i=1 i=1

=H (ql,...,qn;pl,...,pn;t) () L :L(ql,...,qn;q'l,...,q'n;t)
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2.3.2 Transformacion de las ecuaciones de movimiento de Lagrange
Las ecuaciones de movimiento de Lagrange son ecuaciones diferenciales de
segundo orden para las coordenadas generalizadas de posicion (. Estas pueden ser

escritas como ecuaciones diferenciales de primer orden si introducimos la relacion

intermedia de “momento” definida como:

oL

pi_a_qi

Sustituyendo en la ecuacion de Lagrange:

dfaL|_oL _,
dt\ o9, | dg;

d oL
a(pi)‘a—qizo
oL
pi_aqi

Y tomando en cuenta (2.51) y (2.52) podemos reemplazar las ecuaciones de movimiento
de Lagrange por un nuevo conjunto de ecuaciones diferenciales, las cuales son

conocidas como “ecuaciones candnicas de Hamilton™.

. COH
= (2.54)
! op;
) cH
= —— (2.55)
v oq;

Estas ecuaciones son completamente equivalentes las ecuaciones de Lagrange. Este
sistema de ecuaciones aparecid por primera vez en los trabajos de Lagrange (1809),
aunque ¢l no fue capaz de reconocer la conexion basica de estas ecuaciones con sus
ecuaciones de movimiento. Cauchy, en 1831 en un trabajo no publicado fue el primero
en entender el significado de estas ecuaciones, pero no es sino hasta 1835 que Hamilton
las utiliza como fundamento de sus trabajos en mecanica, por lo que esta completamente

justificado llamarlas “ecuaciones candnicas de Hamilton”.

29



2.3.3 Péndulo simple por el método de Hamilton
A continuacion se describe la obtencion de las ecuaciones de movimiento del péndulo

simple por medio del método de Hamilton, que se ilustra en la figura 2.8. (Terenzio

Soldovieri, 2011 (p. 257))

/cosH

Fig. 2.8 Diagrama esquematico del péndulo simple.

Las coordenadas de la masa m son:
r=(l sin@)i+(—| cos 6’)]
Calculando la velocidad v:

yodr_d
S dt dt

v:(l@sin@)i+(190059)j

(1 sin@)i+(—| cosé’)j

Definiendo a la energia cinética como:

T =%m|V|2 donde |V|=V

T :%mv2 =%m[\/(|9c059)2 +(lt9'sin¢9)2 T

T :%mlzél?2 (00526’+sin2 6’) (2.56)
Utilizando la identidad trigonométrica:
cos’ g+sin’ g=1

La energia cinética de la ecuacion (2.56) resulta:
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T :%mlzé2 (2.57)

Calculando la energia potencial.

V =mgh=-mgl cos& (2.58)
Formando el Lagrangiano como:
L=T-V (2.59)
Sustituyendo en la ecuacion (2.59) las ecuaciones (2.57) y (2.58):
L :%mlzé2 +mgl cosO
Obteniendo las expresiones de momento a partir de la ecuacion (2.47):
P, = AL _ 126
00
. pg
0=—% 2.60

Escribiendo el Hamiltoniano como la transformada de Legendre de la funcion

Lagrangiana.
n
H= Z pit; —L
1=1
H :mlzé(é)—%mlzéz—mglcos@ (2.61)

Sustituyendo € de la ecuacion (2.60) en (2.61):

2
H :%mlz(n?—e] —mgl cos@

Reescribiendo el Hamiltoniano queda definido como:

pz
_ Mo
= —mgl cos@
2ml? g
Utilizando las ecuaciones candnicas de Hamilton.
6= a_H = p_92 (2.62)
op, ml
. cH )
=——_=—-mglsin@ 2.63
=g~ (2.63)
De la ecuacion (2.62) se tiene:
p, =ml*0 (2.64)
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Derivando la ecuacion (2.64) con respecto al tiempo e igualandola con (2.63) tenemos

la ecuacion de movimiento del péndulo simple.

16+ gsind=0
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Capitulo 3

Ejemplos de modelado dinamico basados

en el método de Lagrange

En este capitulo se ilustra la metodologia de Lagrange obteniendo las ecuaciones
dinamicas de varios casos de estudio representativos. Se comienza con algunos ejemplos
sencillos en los que la metodologia de Newton es quiza el enfoque més adecuado, pero al
final se tratan casos como el péndulo doble, el péndulo invertido y el sistema bola-barra

en los que el enfoque de Lagrange muestra su facilidad como método paso por paso.

3.1 Notacion
Se ha tomado la siguiente notacién para la representacion de vectores: Los

simbolos que se encuentren resaltados en negritas son vectores, por ejemplo.

A=Ai+Aj+Ak

Y los simbolos en italicas representaran el médulo o magnitud del vector de tal forma:

A=|Al= A +A+A

En particular, el vector de posicion o radio vector r cuyo origen es el punto cero y cuyo

extremo es el punto (X, Y, Z), se escribe de la forma:
r=Xi+Yyj+zk

Que tiene de modulo I' = |l'| = sz + y2 +7?

3.2 Sistema masa-resorte

Consideremos el sistema masa-resorte mostrado en la figura (3.1) en el que se
debe de considerar el influjo de la fuerza de friccion.

A continuacién se describe la obtencion de las ecuaciones dinamicas de este

sistema.
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Fig. 3.1 Diagrama esquematico de un sistema masa-resorte.

Definiendo las coordenadas de la masa M.

r=xi
Calculando la velocidad v.

_dr _d ¢
V—E—E(X)l

vV=xi

Definiendo la energia cinética del sistema como:
1 2 .
T=§M|V| donde |V|=V='x

7=l G.1)

La energia potencial de un resorte V, viene dada por la integracion del trabajo realizado

en cada cambio infinitesimal.

vk=j|:(x)dx=jkxdx=%kx2
0 0

1

V, = 5 kx? (3.2)
Formando el Lagrangiano como:

L=T-V (3.3)
Sustituyendo las ecuaciones (3.1) y (3.2) en (3.3):

Lypr 1,5

L==Mx"—=kx-
2 2

La ecuacion de Lagrange ha utilizarse cuando existen fuerzas de friccion proporcionales a

la velocidad (Véase disipacion de Rayleigh).
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i a_L _8_L+5i.=0 (3.4)
dtl ox ] ox ox
Donde F es la funcion de funcion de Rayleigh, que para nuestro problema es:
..
F ==Db¥’
2
Realizando las derivaciones respectivas a la ecuacion (3.4).
F _po
ox
a_L — —kX
OX
oL .
=~ M
ox

4oL _yp
dtl ox
Siendo la ecuacién de movimiento para el sistema.

M+ kx+bx =0 (3.5)

Siendo el término bx el correspondiente a la fuerza de friccion.

3.3 Sistema de suspension

Consideremos el sistema simplificado de la suspension de un automovil mostrado

en la figura (3.2). :
| m: l |
k¢ ”.1 b
| T
| T |3
ki .f'z u
] +

e

Fig. 3.2 Diagrama esquematico de un sistema simplificado de la suspension de un automovil.
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Definiendo las coordenadas de la masa m, .

r=X]
Coordenadas de la masa m,.
rh=X]

Calculando la velocidad de v, :

dl’ d Ao
Vi =d_t1=a(xl).l =X)

Calculando la velocidad de v, :

d d AL
\F =%=E(X2)J=le

Definiendo la energia cinética total como:

1 1
T== mlvf +—= m2v§ donde V= |V|

2 2
T= I ., 1 .5 16
—Emlxl +§m2x2 ( . )
La energia potencial de los resortes, como se definid en el problema anterior, se tiene:
1 2 1 2
V=§kl(x1—u) +§k2(x2—x1) (3.7)
Formando el Lagrangiano.
I ., 1 5 1 2 1 2
L=T-V =3 M + 5 my _Ekl (x,—Uu) _Ekz (X,—X)

Definiendo la primera ecuacion de Lagrange para sistemas no conservativos con

amortiguacion viscosa con respecto a X, .

d (GLJ_(?LJF&F _ 58)

dilax o a9
Siendo F :
1,,. .32
F =§b(x2—x1)

Realizando las derivaciones respectivas de la ecuacion (3.8):
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oF ..
?\1 :—b(.x2 —ll)

oL

8—)(1=—k1(x1 —u)+k2(x2—x)
oL .

a—xl_mlx1

d aL)_
E(E =M,

/
/

Sustituyendo en la ecuacion (3.8).
mljé+k1(x1—u)—/cz(xz—xl)—b()l‘2—)€1):() (3.9)
La segunda ecuaciéon de Lagrange para sistemas no conservativos con

amortiguacion viscosa con respecto a X, .

%(%J_g +g§2 =0 (3.10)
Realizando las derivaciones respectivas de la ecuacion (3.10):
‘21;2 b (s, )
g_)](: =k, (%, —x)

d{oL | .
a(a_)ej—mz)‘z

Sustituyendo en la ecuacion (3.10).
M, %, +k, (x, —x, ) +b(x, - %, )=0 (3.11)

Siendo entonces las ecuaciones (3.9) y (3.11) las que determinan el movimiento del

sistema:

ml}é+/cl(xl—u)+k2(x1—x2)+b(xl—3&2)=0
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M3, +k, (x, —x, ) +b(X, %, )=0

3.4 Maquina de Atwood de una polea

Consideremos la maquina de Atwood de una polea mostrada en la figura (3.3).

(Terenzio Soldovieri, 2011 (p. 168))

SIS PP RSN S PN S SIS SRS S NSRS SRS T RSN IS RIS ES IS ISR RS TII

- - _

- ¥ _ __

Fig. 3.3 Diagrama esquematico de la maquina de Atwood de una polea.

Las coordenadas de la masa m; son:

r= _yl.i
Coordenadas de la masa m,:
r= _yzj

Considerando despreciable el radio de la polea y que la longitud total de la cuerda que

sostiene a las 2 masas es:

=y +Y,
Considerando que Yy, =y entonces Yy, =1-y

Calculando la velocidad v, :
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dr, d A A
V=gt T g
vV, = Vi
Calculando la energia cinética total como:
1 1

_ 2 2 _
T = 5 mv; +§ m,V; donde V= |V|

() 4 7

T=2(m+m,)? (3.12)

Calculando la energia potencial total como:
V =mgh,+m,gh,
V =-mgy-m,g(l-y) (3.13)
Formando el Lagrangiano como:
L=T-V
Sustituyendo en la ecuacion del Lagrangiano, las ecuaciones (3.12) y (3.13).

L =%(m1+m2)?2+”1183’+m29(| -Y)

Las ecuaciones de Lagrange son:

d(oL)| JL
| = |-==0 3.14
G 61
Realizando las derivaciones respectivas de la ecuacion (3.14).
oL
3y (Moo
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aL
oy

d (oL ..
E[E]:W*mﬁy

Regresando a la ecuacion de (3.14) y sustituyendo obtenemos la ecuacion de

:(m1+m2))>

movimiento:

(n]1+m2)j}_(n11_m2)g=0 (3.15)

3.5 Maquina de Atwood de dos poleas
Consideremos la maquina de Atwood de dos poleas mostrada en la figura (3.4). (Terenzio

Soldovieri, 2011 (p. 180))

T T A

_ -

Fig. 3.4 Diagrama esquematico de una maquina de Atwood de 2 poleas.

Las coordenadas de la masa m, son:

= _y1j

Coordenadas de la masa m,:
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Coordenadas de la masa m;:

Calculando la velocidad v, :

dr, d 3
@ T
Vi =—W]
Calculando la velocidad v,:
dr, d 3
V2 g gl h )]
\f) _(3"1 yz)j
Calculando la velocidad v;,:
dr, d

Definiendo la energia cinética total como:

T =%mlvf+%m2v§+%m3v§ donde V =|V| (3.16)
Sustituyendo en la ecuacion (3.16):
1 2, 1 RV | L2
Tzzml(_)ﬁ) +§m2(yl—y2) +§m3(y1+y2) (3.17)
Definiendo a la energia potencial total como:
V =mgh +m,gh, +m,gh, (3.18)
Sustituyendo en la ecuacion (3.18):
V =-m gy, —m,g (I1 —y, + yz)—m3g (Il —y,+l,- y2) (3.19)
Formando el Lagrangiano como:
L=T-V

Sustituyendo en la ecuacion del Lagrangiano, las ecuaciones (3.17) y (3.19):
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1 ) a2 P
Lzz(mﬂ'l +m2(,yl—y2)7+m3 ()'14‘)'2)2)4‘5’(’”13/1+m2(|1_y1+y2)+mz(|1_y1+lz_y2))

Las ecuaciones de Lagrange para Y, .

d{oL| oL
| = -==0 3.20
dt (8}‘}1 J oy, (3-20)
Realizando las derivaciones respectivas de la ecuacion (3.20).
oL
- (m,—m,—m,)
1
OL _ Lo i (5 Vs (s
E—E( my,+ mz(yl —y2)+ "y (}1 +l’2))
d(JL .. . .
a[a} =My +m, (}’1 ¥ ) T (}1 + }’2)
Regresando a la ecuacion (3.20) y sustituyendo obtenemos la primera ecuacion de
movimiento:
M3y +my (3 = 35 ) +ms (3 + 35 )= g (m —my —=my ) =0 (3.21)

Las ecuaciones de Lagrange para Yy, :

dfoL| JL
—| = |- =0 3.22
dt(a»J . o
Realizando las derivaciones respectivas de la ecuacion (3.22).
oL
Wz = (mz - m3)
oL 1 o .
a}_,z = 5(_2mz ()’1 —y2)+2m3 (}’1 T2 ))
d (oL -
5|5

Regresando a la ecuacion (3.22) y sustituyendo obtenemos la segunda ecuacion de

movimiento.

—m, (3, — 3 )+ ms (3 + 3 ) - g (my —my ) =0 (3.23)
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Siendo las ecuaciones (3.21) y (3.23) las ecuaciones que rigen el comportamiento del

sistema.
m, , +m, (M —j52)+n13 (yl +j}2)—g(ml —mz—m3)=0
—m, (3 = 3 )+ (3 + 3, ) - g (M, —my ) =0
3.6 Péndulo simple

Consideremos el péndulo simple que se muestra en la figura (3.5). (Murray R.

Spiegel, 1992 (p. 289))

lcosH

Fig. 3.5 Diagrama esquematico del péndulo simple.

Las coordenadas de la masa m son:
r=( sinﬁ)i+(—| cosH)j

Calculando la velocidad v:

V:%:%(I sin@)i+(—lcosd)]

v= (le'sine)i+(zécos9)j
Definiendo a la energia cinética como:

T=3m|v[" donde v =v
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1
T=—mv’=
2

N —

W{Joécmﬁﬂ2+véﬂn9r}z

T= % ml26> (cos2 6 +sin? 9)

Utilizando la identidad trigonométrica:
cos’ g+sin’ =1
La energia cinética de la ecuacion (3.24) resulta:

1 R
T =-ml*@*
> 0

Calculando la energia potencial.
V =mgh =-mgl cos &
Formando el Lagrangiano como:
L=T-V

Sustituyendo en la ecuacion del Lagrangiano las ecuaciones (3.26) y (3.27).

L =%m|292 +mglcos6

Utilizando la ecuacion de Lagrange que estd definida de la siguiente forma:

dfoL) oL _,
dt\og) o0
Calculando las derivadas respectivas de la ecuacion (3.28).
oL .
0 mgl sin &
L g
00
i(a—L] =ml20
dt{ 66

Regresando a la ecuacion de Lagrange (3.28) y sustituyendo.
mlI26 +mglsin@ =0
Reordenado, obtenemos la ecuacion de movimiento del péndulo simple.

16+ gsind=0

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)

(3.29)
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3.7 Péndulo sobre un anillo giratorio

En la figura (3.6) se muestra un sistema en el cual el punto de soporte para un
péndulo simple de longitud | y masa pendular m se mueve sobre un anillo (de masa
despreciable) de radio a con velocidad angular constante @. A continuacion se

obtendran las ecuaciones de movimiento de este sistema. (Terenzio Soldovieri, 2011 (p.
173))

P

)

/"

fsind m

Fig. 3.6 Diagrama esquematico de un péndulo simple que se mueve sobre un anillo giratorio.

Obteniendo las coordenadas de la masa m tenemos:
r= (acos(a)t)+ | sin@)f+(asin(a)t)— | cos H)j

Calculando la velocidad v:

_dr d
y=0r_

=gl (2cos(et)+sind)i+(asin (1) -1 cos6)]|

V= (—amsin(a)t)+ 16 cos 0)i+ (aa) cos(mt)+ 10sin 6?)3

Calculando la energia cinética total del sistema:
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1

2
T= §m|v| donde |V| =V
2
T= 1 mv2 = 1 m \/(—aa) sin(at)+ 10 cos 6’)2 + (aa) cos(mt)+ Zé"sint?’)2
2t 2
T= % m[a2a)2 sin’ (wt)—2awl@sin(wt)cos 6+ 1767 cos® 0.
‘ ' (3.30)
...+ a’0” cos® (wt)+2awl0 cos(wt)sin @+ 176 sin” 6’}
Usando las identidades trigonométricas (3.25) y
sin( A£B)=sin Acos B+ cos Asin B (3.31)
cos(Ai B)=cos AcosB¥sin Asin B (3.32)
Entonces la ecuacion (3.30) resulta ser:
_1 2.2 1202 3t
T —Em[a o’ +1°6 +2aa)lz9s1n(9—a)t)} (3.33)
La energia potencial es:
V =mgh=mg (asin(a)t)—l 0059) (3.34)

Formando el Lagrangiano como:
L=T-V

Sustituyendo en la ecuacion del Lagrangiano las ecuaciones (3.33) y (3.34).
L= % m [aza)2 +1260% + Zaa)lé?sin(é’ — a)z)} -mg (a sin(ot)—1cos 6’)

Utilizando la ecuacion de Lagrange que esta definida de la siguiente forma:

d(JL) oL
— | = |-==0 .
dt(agJ 20 (-39
Realizando las derivadas respectivas de la ecuacion (3.35).
oL - :
25" mawlé cos(6 - wt)—mglsin @
oL

= =120 + mawl sin(6’ —a)t)
06
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d (oL y .
i (Ej =ml*0+ maw[(@— w)cos(@—a)t)

Regresando a la ecuacion de Lagrange (3.35) y sustituyendo.

ml2é + maa)l(g—a))cos(ﬁ—a)t) —~mawl6 cos(6 - wt)+mglsinf =0

Reduciendo términos semejantes y simplificando, obtenemos la ecuaciéon de movimiento

de un péndulo simple sujeto a un anillo que esta girando a una velocidad angular

constante.

10— aw* cos(0—wt)+gsind=0

3.8 Péndulo esférico

(3.36)

Consideremos el péndulo esférico mostrado en la figura (3.7). (E. Yepez Mulia, 2007 (p.

192)) 3

fcosB

IsinB—

Cos(p %
~ \ |
X - \

Sme —~ v
\
\

Fig. 3.7 Diagrama esquematico del péndulo esférico.

/

Del diagrama podemos obtener las coordenadas de la masa m como sigue:

r =(| sichosgp)i+(| sin@sin(p)j+(—| cosé’)ﬁ
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Calculando la velocidad v:

v =% =%(I sin@cosgp)i+(| sin@singo)j+(—| cosé’)lA(

~
.

v=I (9c059c05(p—(/)sin95in(p)i+l(9c0595inq)+¢sinﬁcosq))J+(16"sin6?)l;

Calculando la energia cinética total del sistema:

T =%m|v|2 donde |V|=V

1
T=-mv?
2
1 2 2 2 2
T=§m|:\/|2(90089C08(O—¢)Siﬂ951ﬂ({)> +lz(9c056’sinq)+q§sin6’cosq)) +(Z6’sint9) }
T =%m[|2 (02 cos’ @cos’ p—20¢p cos B cospsinfsin g+ ¢ sin® fsin? gp) .

.+ 1207 cos?Osin® @+ 20¢p cosOcos psin@sinp+ ¢ sin’ @ cos’ ¢ | +1207 sin’ O
@ % % T P

Calculando términos semejantes:
T= % m[|2¢912 cos’ @cos® p+1%¢* sin’ Osin’ p+1°6” cos’ Osin’ ¢. ..
...+ 2@ sin’ @ cos? p+ 120 sin’ 9}
Factorizando:
T= % m [I 26" cos® 6’(cos2 @+sin? gp) +[%¢* sin? 6’(sin2 @+ cos” gp) +1°6°sin? 6]
Usando la identidad trigonométrica (3.25).

T= % m[l 26° cos® @+ 1*¢* sin® O +1°6° sin? 6;
Nuevamente usando (3.25)

T= m(l292 +12¢* sin? 0) (3.37)

N —

La energia potencial esta dada por:
V =mgh =-mgl cos & (3.38)

Formando el Lagrangiano como:

48



L=T-V

Sustituyendo en la ecuacion del Lagrangiano las ecuaciones (3.37) y (3.38).

L =%m(|2¢9'2 +1%¢? sin* 6’)+mg| cos®

La ecuacion de Lagrange para 9

d(oL) oL _
a[%j %_0 (3.39)
Realizando las derivadas respectivas de la ecuacion (3.39).
aL _ 2.2 . _ .
0 ml“¢p- cos@sind—mgl sin &
L _pi2g
00

d 8L oy 24
a(ﬁ]_mle

Regresando a la ecuacion (3.39) y sustituyendo.
ml26 —ml*@* cos@sin@+mglsind =0

Reduciendo términos semejantes y simplificando, obtenemos la primera ecuacion de

movimiento.
16 —1(* cosOsin@+gsinf =0 (3.40)

La ecuacion de Lagrange para ¢ :

E a—L - 8_L =0 (3.41)

dt\ o ) Jo

- , . oL . .
Observando la ecuacion (3.41) se puede notar que el término ™ es igual a cero debido a
®

que el lagrangiano no depende de la posicion angular ¢. Realizando las respectivas

derivadas de la ecuacion (3.41).

oL

Lo

o9

2—];) =ml?¢psin* @
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%{%J =ml? (2¢6’cos€sin9+ ¢sin? 9)
Regresando a la ecuacion (3.41) y sustituyendo obtenemos la segunda ecuacion de
movimiento.

296 cos @sin @+ gsin> @ =0 (3.42)
Por lo tanto las ecuaciones que describen el movimiento del péndulo esférico son las
ecuaciones (3.40) y (3.42).
16 -1 cos@sin@+gsinf =0

2¢O cosBsin @+ @psin’ 6 =0

3.9 Péndulo doble

Consideremos el péndulo doble mostrado en la figura (3.8). (Murray R. Spiegel,
1992 (p. 299)) y

licost

(2c086:

{2810 0-
Fig. 3.8 Diagrama esquematico del péndulo doble.

Las coordenadas de la masa m, estan dadas por:

r,=(I,sin8)i+ (-1, cos@,)j
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Coordenadas de la masa m,.
r,= (I1 sind, +1, sin@z)i+(—|1 cosd, -1, cos@z)j
Calculando la velocidad de v, :

d d ) 2 5
v, =d_?=a[(|1 sind, )i-(l, COS%)"]

v, = (16, cos6, i+(16sin )]
Calculando la velocidad de v,:

g _On _d
27 dt dt

v, = (Ilél cos 6, +1,60, cos b, )i +(119'1 sin@, +1,0, cos 6, )3

[(I1 sin g, +1,sind, )i—(1, cos 6, +1, cosﬁz)ﬂ

Calculando la energia cinética T, mediante:

T =%ml|vl|2 donde |v,[=V,
1 | 2 7
T=5my; ==m, N(ll.éw1 cos§, | +(16sin0) }
T =L m1202 (cos> 0 +sin* @) 3.43
1 =5 M l(c:os | +sin 1) (3.43)
Utilizando la identidad trigonométrica de la ecuacion (3.25). La ecuacion (3.43) resulta:
1 202

T, = > mll1 o, (3.44)

Calculando la energia cinética T, mediante:

1 2
T, =§m2 |V2| donde |V2| =V,
o) 2 2
T,= % m,v; = % m, N(Il@l cos8, +1,6, cos 92) + (1191 sin@, +1,6, sin 92> }
1 ; 2 3 ) )2 2
T,= 5M, [(Ifﬁf cos® 6, +2(,1,6,6, cos 6, cos 0, +1;6; cos* 0, ) :

(267 sin 6+ 24,60, 5in 6, 5in 0, + 1363 5in* 0, )]
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1

T,= 5 m, [Iféf (cos’—’ 6, + sin? 6, ) + 2111249192 (cos 0, cosd, +sin g, sinb, ) .. a5

1207 (cos2 0, +sin* 6, )]

Usando las identidades trigonométricas de las ecuaciones (3.25) y (3.32) la ecuacion

(3.45) resulta:

1 202 4 1292 ) A
T,=5m, (1767 + 563 + 211,66, cos(6, -6, ) (3.46)
Obteniendo la energia cinética total a partir de:

T=T+T, (3.47)
Sustituyendo (3.44) y (3.46) en la ecuacion (3.47):

T= % m 176} + % K (112 07 +505 +211,00, cos(6,~ 6, ))

Reordenando:
T= %(m1 +m,)1262 +%m2122922 rmlbO6,cos(6,-0,)  (3.48)
Calculando la energia potencial V, .
V, =mgh=-m,gl, cos 4, (3.49)

Calculando la energia potencial V, .
V, =m,gh, =m,g (-1, cos§ -1, cosb,
V, =—m2g](|1 cos, +1, 0056’2) (3.50)
Obteniendo la energia potencial total a partir de
V=V, +V, (3.51)
Es decir:
V =-mg, cos, —m,g(l, cos 6, +1, cosb, )
V =—(m, +m,)gl, cos6, —m,gl, cos b, (3.52)

Formando el Lagrangiano como:

L=T-V
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Sustituyendo en la ecuacion del Lagrangiano las ecuaciones (3.48) y (3.52):

L= %(m1 +m, 176} +%mzlzzézz + 111,00, 05 (6, =0, ...

,.,+(m1 +m, ) gl, cos, + m,gl, cos 6,

Siendo entonces la ecuacion de Lagrange para el angulo 6, .

d{ oL | oL
—| —|—=—==0 3.53
dt (591 J 20, (359

Realizando las derivadas respectivas de la ecuacion (3.53).

oL VI :

24 = —myl,L,6,0,sin(6,—6,)—(m +m,) gl sin6,

1
oL

i (ml +m, ) 126, + u1,1,1,0, cos(@1 — 92)
|

d( oL )
ﬁ[a_éj:(m' +m, 126, + myll, (672 cos(6,—6,)+6, (—sm(é»’l —6?2)(6?1 —Qz)b

= (M, +m, ) 126, + m,, 1,6, cos(6, - 0, )~ m, 1, 1,6,6, sin (6, - 6,)...
ot mzlllzézz sin(@l —492)
Regresando a la ecuacién de Lagrange (3.53) y sustituyendo:
(my+my)I26, +a,, 1,0, cos (6, - 6, ) —m, [ 1,6,6, sin (6, - 0, )....
R NN sin(@l —6,)+ m,11,6,6, sin(6, -6, ) +(m1 +m, ) gl sin6, =0
Reduciendo términos semejantes.

(M +m )76, +m,1, 1,6, cos (6, — 6, )+ m, 1,05 sin (6, — 6, ) +(m, +m, ) gl, sing, =0

Obtenemos asi la primera ecuacion de movimiento:
(my+m, )(176, + gl sin 6 )+ m,4 1, (6, cos(6, =6, )+ 6; sin(6,-6,))=0 (354

En forma similar obtenemos la ecuacién de Lagrange para 6,

d(oL ) oL _
E(a_éz]_@—o (3.55)
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Realizando las derivadas respectivas de la ecuacion (3.55).

% =myl,L,6,0, sin(6,—6,)—m,gl, sin 6,
2

oL . .

6_6?2 =m,130, + myl, 1,6, cos (6, - 0,)

%[%J —m 20, +myll, (0’1 c0s(6,~0,)~Oysin(0,-0,)(6, 6, ))

=my120, + my0 1,0 cos (6, — 6, )~ myl, 1,67 sin (6, = 0, )+ my11,6,6, 5in (6, - 6, )
Sustituyendo en la ecuacién (3.55).

m, 130, +m, 1,6, cos(6, -0, )—m, [ 6] sin (6, =6, ).

.ty 1,0,6, sin (6, — 6, ) - m,[,1,6,6, sin (6, — 6, )+ m, gl, sin 6, =0
Reduciendo términos semejantes.

M, 36, +myl, (6 cos(6,~6,) - 67 sin(6, 6,))+ m,gl, sin6, =0
Resultando asi la segunda ecuaciéon de movimiento:

m, (126, + gl,sin6, )+ my4, (6 cos(6,-60,) -G sin(6,-6,)) =0 (3.56)
Por lo tanto las ecuaciones que describen el movimiento del péndulo doble son las

ecuaciones (3.54) y (3.56).

(my+m, ) (176, + g 5in &, |+ rydl, (6, cos (6, 6, )+ 67 sin (6~ 6, )) = 0

m, (136, + g1, sin6, )+ m,4 1, (6 cos (6, 6, )6 sin (6, -6, )| =0
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3.10 Péndulo invertido

Consideremos el sistema de péndulo invertido mostrado en la figura (3.9).

() ()

Fig. 3.9 Diagrama esquematico del péndulo invertido.

Las coordenadas de la masa M estan dadas por:

~

r,=(x)i
Coordenadas de la masa m:
r, =(x—| sin@)i+(| cosé’)j
Calculando la velocidad v, :

d d 2
Vi =&r1 =&(X)l

vi=(9)i
Calculando la velocidad v,:

d d . A B
=3 =&(X—| sin@)i+(lcosb)j

v, =(i-10cos0)i-(10sin0)]

v,

55



Calculando energia cinética T,:

T, =%M |V1|2 donde |V1|=V1

M52 (3.57)
Calculando la energia cinética T, :

T =2 mjv.[" donde |v.[=V,

TE=lﬂW§=1ﬂ{J@%J@am9f+(J@ﬂn@f}z

T, =%m()'c2 —2x16cosO+1°0% cos® @+ 170 sin” 9)

T,= % m (X‘z —2x10cos O +1*6* (c:os2 0 +sin? 9))
Usando la identidad trigonométrica (3.25):

T, =%m(x~2—2xléc059+126}2) (3.58)

Obteniendo la energia cinética total a partir de:
T=T+T, (3.59)
Sustituyendo entonces las ecuaciones (3.57) y (3.58) en (3.59):

N SV N T ATy 242
T_EAm:+§m(x 2ﬂ9am8+18) (3.60)

Calculando la energia potencial V :
V =mgh=mgl cos@ (3.61)
Formando el Lagrangiano como:
L=T-V
Sustituyendo en la ecuacion del Lagrangiano, las ecuaciones (3.60) y (3.61):

L =%M§'c2 +%m(;»':2 —23&19c03«9+126’2)—mglc050
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La ecuacion de Lagrange para 6:

%(%)_ ig —0 (3.62)
Realizando las derivadas respectivas de la ecuacion (3.62).
% =ml ()‘césin9+gsin6’)
% = )20 — mxl cosd
%(g—gj =m)?6 - ml(—;&@ sin @ + X cos «9)
=ml (I§+x95in9—5fcost9)
Regresando a la ecuacion (3.62) y sustituyendo.
ml (Ié+x95i11<9—5écosl9—x9si11¢9—gsin9) =0
Reduciendo términos semejantes.
ml(lé—jc'cosé?—gsiné?)zo

Obtenemos asi la primera ecuacion de movimiento:

16 —xcos@—gsin@=0 (3.63)

Utilizando la ecuacion de Lagrange de sistemas no conservativos, debido a la fuerza (F)

que se imprime al carrito. La ecuacion con respecto a X queda entonces definida de la
siguiente forma:
L L
i @_ —a—:Qj (3.64)
dt\ ox ) ox

. . , . oL .
Observando la ecuacioén del Lagrangiano se puede notar que el término M es igual a
X

cero debido a que el lagrangiano no depende de la posicion lineal X. Realizando las

respectivas derivadas de la ecuacion (3.64).

oL

5—0
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a—_]f:(M +m)X—mlécosﬁ

ox
%(%) = (M + m)56+m192 sin@—mlé cos &
Reescribiendo la ecuacion de Lagrange.

(M +m)J'c'+mZ92 sin@—wml@cosf=F (3.65)

Por lo tanto, las ecuaciones que describen el movimiento del péndulo invertido
son las ecuaciones (3.63) y (3.65):
16— icos@—gsind=0

(M +m)5é+ml«92 sin@—mlBcos@=F

3.11 Sistema barra-bola

Consideremos el sistema barra-bola mostrado en la figura (3.10).

Fig. 3.10 Diagrama esquematico del sistema bola y barra.

Las coordenadas de la bola de masa m sin considerar el radio de la misma:
r=(qcosf— Dsiné’)i+(q sin@+ Dcos@)j

Calculando la velocidad v:

_dr

_a=%(qcosﬁ—Dsin¢9)i+(qSin9+ Dcos@)j
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V=(t}_cos@—q@sin@—D@cosﬁ)i+(chinH+q6’cos@—D95in9)j

Obteniendo la energia cinética de la bola considerando el movimiento de traslacion de la

misma y el movimiento de rotacion de la barra mediante:
1 2
T =§m|V| donde |V|=V

1 1,/
T=-mv+-16° 3.66
Donde | es el momento de inercia de la barra al girar respecto al eje del motor.
Utilizando el teorema de los ejes paralelos, tenemos:
1
| =—MI?>+MD?
12

Reescribiendo la ecuacion (3.66):

By
4

2
T=%m{\/(ﬁ/cosﬁ—qésiné’—Décosﬁ) +(c?sin¢9+q¢9cos¢9—Désiné?>2} +...
...+LM292+1MD23'2
24 2

T :%m[(rf cos’ @ —2g40sinBcosO—2Dgl cos® B+ g*0° sin> 0+ 2Dgl* sin@ cos O +. ..

...+ D6 cos’ 6’) + (cf sin® @+ 2¢¢6sin@cos @ —2D¢Bsin’ 0+ ¢*0% cos* O — ...
...=2Dg8*sinOcos @+ D% sin’ «9)}+ 2—14 MI?0% + % MD?*9?

Factorizando y reduciendo términos semejantes:

T=- % m[(6° =206+ D*6* (sin’ 0+ cos” 0)+ (o6 (sin* 0+...

| | (3.67)
40087 0) |[+=MI?0* + = MD*0”
+0s 8)}+24 0 ) 0
Usando la identidad trigonométrica (3.25) la ecuacion (3.67) resulta:
_1 2 - 7 2792 202 L 242 l 242
T—Em(q 2DG0+ D*6* +g%0 )+24Mze s MDO* Ge)

Calculando la energia potencial.

V =mg(qsin&d+ Dcos&)+MgDcosd
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V =mgqgsin€+(M +m)gDcosé (3.69)
Formando el Lagrangiano como:
L=T-V

Sustituyendo en la ecuacion del Lagrangiano las ecuaciones (3.68) y (3.69).

L =%m(q2 —~2Dgo+ D6’ +q292)+% MI*6> +%MD2¢9'2 —mgqgsin@—(M +m)gDcosé

Utilizando la ecuacion de Lagrange de sistemas no conservativos, debido al par (z') que

se aplica en el eje de rotacion. La ecuacion con respecto a € queda entonces definida de

la siguiente forma:

d(oL) JL
2= =0, 3.70
dt (aej 20~ G0
Realizando las derivaciones respectivas de la ecuacion (3.70).
g—]é =-mgq cose+(M +m)gDsin9
8L . 24 2/ 1 27 245
—=mDg+mD"0+mg’0+— M8+ MD0
Bl 12
%(g—gj = é[sz +mg’ +% MI* + MDZJ +mDi +2mgqo

Regresando a la ecuacion (3.70) y sustituyendo.

e \ -
9[!2sz2 +mg* +i MI* + MD2J+ mDqG +2mqql+mgqgcosd—...
12 (3.71)
...—(M+m)gDsinf =7

La ecuacion de Lagrange para ( estd definida de la siguiente forma:
i a—L —8—L =0 (3.72)
dtl og )] oqg

Realizando las derivaciones respectivas de la ecuacion (3.72).

oL _ mé&2g—mgsin &

aq

L _ g —mpo

G
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%(Z_I‘;] =mg—mDo
Regresando a la ecuacion (3.72) y sustituyendo:

Mé —mDEG —m@>g +mgsin@=0 (3.73)
Por lo tanto, las ecuaciones que describen el movimiento del sistema barra y bola son las

ecuaciones (3.71) y (3.73).

Q(sz +mg? +% MI? +MD2)+ch']'+2ch']9+mgqcos6’—(M +m)gDsinf =7

G—DO-60%q+ gsinf=0
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Capitulo 4

Simulacion de los modelos en lazo abierto

En este capitulo se describe la simulacion de algunos de los modelos dindmicos
obtenidos en el capitulo tres. Se describe la manera de introducir los modelos al ambiente
de simulaciéon SIMULINK, se dan algunas recomendaciones y se describen los resultados
obtenidos en simulacion. También se describe la manera de animar estos modelos para

una mayor comprension de la dinamica del sistema.

4.1 Generalidades de SIMULINK
SIMULINK es un software para el entorno de MATLAB que permite modelar,

simular y analizar sistemas dinamicos, los cuales pueden ser lineales o no lineales. Para
modelar sistemas, SIMULINK tiene una interfase grafica que sirve para construir
modelos mediante diagramas de bloques. Para éste propdsito SIMULINK incluye una
muy completa biblioteca de componentes predefinidos, también permite al usuario crear
sus propios componentes.

Como una manera de describir el uso del ambiente de desarrollo de SIMULINK,
se presenta a continuaciéon la manera como se introduce el modelo obtenido para el
péndulo invertido en el capitulo 3.

A partir de las ecuaciones (3.63) y (3.65) las cuales describen la dinamica del

sistema:
16 —xcos@—gsin@=0 (3.63)
(M +m)5c'+n116’2 sin@—mlfcosf=F (3.65)

Aunque no es indispensable, es recomendable obtener primero un modelo en espacio de

estado cambiando a las variables de estado las cuales se pueden definir de la siguiente

forma.
X, =0
X, =0
X, =X
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X, =X

Escribiendo las derivadas de las variables de estado: x,,x,, x;, x,.

X, =X,
X, =6
X, =X,
X, =X

Reescribiendo las ecuaciones (3.63) y (3.65) en funcién de las nuevas variables.

Ix, —x, cosx;, —gsinx, =0 (4.1)
(M +m)x, +mix; sinx, —mlx, cosx, = F (4.2)

Despejando de (4.1) y de (4.2) %, y X, respectivamente.

X, =%(>’c4 cos X, +gsin Xl) (4.3)
= fi— — (F +mlx, cosx, —mlx] sin Xl) (4.4)

Obtenemos un sistema de dos ecuaciones y dos incognitas, para eliminar las derivadas del
lado derecho de las ecuaciones sustituimos la ecuacion (4.3) en la ecuacion (4.4).

Después de una serie de manipulaciones algebraicas obtenemos la ecuacion:

. 2 .
. _ F+mgsinx cosx —mlx; sin X,

X 4.5
4 M +m—mcos® X, (%)
Sustituyendo (4.5) en (4.3) se obtiene el siguiente resultado.
2 . .
. Fcosx —mix; cosx sinx +(M +m)gsinx
%= (4.6)

I(M +m—mcos’ X1)

4.1.1 Creacion del modelo no lineal del péndulo invertido en
SIMULINK
Se utilizo la version 7.9.0 (R2009b) de MATLAB. En la figura (4.1) se muestra la
barra de herramientas de la pantalla principal de MATLAB
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Fig. 4.1 Icono de SIMULINK en la pantalla principal de MATLAB.

Al hacer clic en el icono de SIMULINK aparece el meni de SIMULINK library
browser en el cual se muestran las distintas bibliotecas de componentes que podemos
encontrar en SIMULINK, ver figura (4.2).
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Fig. 4.2 SIMULINK library browser y creacion de un nuevo modelo.

El primer paso para la creacion de nuestro modelo no lineal del péndulo invertido
es dar clic en el icono New model, como se muestra en la figura (4.2). Después de haber
hecho esto aparecerd la ventana de un nuevo modelo vacio (ver figura (4.3)), donde

iremos colocando los iconos de los componentes que formaran nuestro modelo.
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Fig. 4.3 Ventana vacia de un nuevo modelo.

Regresando a la ventana de SIMULINK library browser (Figura (4.2)) debemos
de abrir la biblioteca de Commonly Used Blocks, de la cual utilizaremos los bloques de

Constant, Scope, Integrator y Mux, ver figura (4.4)
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Fig. 4.4 Biblioteca: Commonly Used Blocks.
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También es necesario utilizar la biblioteca User-Defined Functions, de la cual
utilizaremos el bloque Fcn, como se ve en la figura (4.5).
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Fig. 4.5 Libreria: User-Defined Functions.

Una vez que hemos arrastrado todos los elementos a la ventana de New Model,

tendremos algo parecido a lo mostrado en la figura (4.6) (Obsérvese que se usaran tantos

integradores como variables de estado se tengan).
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Fig. 4.6 Componentes en la ventana de New Model.

La clave para dibujar el diagrama de simulacién es observar que las ecuaciones

(4.5) y (4.6) expresan las segundas derivadas ¥, y X, respectivamente, de esta manera

integrando cada una obtendremos X, =x,, X, = x, e integrando nuevamente obtendremos

X;, X; como se muestra en la figura (4.7).

|,

I.I'll—'-

—w T
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wa
1 A=
R

I.I'll—'-

R

xi

3

Fig. 4.7 Diagrama de simulacion del péndulo invertido.

Antes de realizar las siguientes conexiones es necesario introducir las ecuaciones

(4.5) y (4.6) en los bloques Fcn y Fenl. Haciendo doble clic en un bloque Fen nos

aparece la ventana mostrada en la figura (4.8):
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Fig. 4.8 Ventana del bloque Fcn.

Como podemos apreciar en la figura (4.8) es necesario introducir cada sefial de
entrada como “u (l) ” donde i es la posicion en la que se conecta con el bloque Mux de la

entrada del bloque Fcen. Eligiendo entonces.

X, =u(l)

X, =u(2)
M =u(3)
m=u(4)
I=u(5)

F=u(6)
g=u(7)

Viendo esto es necesario considerar que se van a utilizar 7 sefales de entrada que

se conectaran al bloque Mux, por lo que es necesario modificar el nimero de entradas

dando doble clic al bloque Mux.

Procedemos a escribir las ecuaciones (4.5) y (4.6) en funcion de “u (I) ”

u(6)cosu(l)—u(4)u(5) (2)2cosu( )sinu(1)+ (u(3)+u(4))u(7)sinu(1)

T U(5)(u(3)+u(4)-u(4)cos’u(1))

(4.7)
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L1(6)+u(4)u(7)cosu(l)sinu(1l)—u(4)u(5)u(2 ) sinu(1)

u(3)+u(4)—u(4)cos*u(1)

X, = (4.8)

Habiendo asignado las sefiales de entrada e introduciendo las ecuaciones (4.7) y
(4.8) en sus respectivos bloques Fcn, hacemos las conexiones necesarias, nombramos los
elementos de forma que nos sea mas facil identificarlos y considerando los siguientes

valores de los parametros:

Constantes del sistema
Masa carro 0.5 kg

Masa péndulo 0.2 kg

Longitud péndulo] 3 m
Gravedad  [9.81 m/seg

Tabla 4.1. Constantes del sistema péndulo invertido.

Es necesario introducir condiciones iniciales al sistema, esto se hace dando doble clic en

el bloque integrador. En este caso se usaron las siguientes condiciones iniciales:

X (0)=0.1
Xy (0) =
X,(0)=0

Xy (0) -

Para observar las respuestas en los puntos de interés se conecta un bloque
“Scope”. En la figura (4.9) se muestra el diagrama final del modelo.

La eleccion del tiempo final de simulacion, las escalas de las graficas, asi como la
resolucion de las graficas obtenidas se pueden ajustar a prueba y error mediante la opcion
“Configuration Parameters” del menu “Simulation”. Para mejorar la resolucién se
recomienda disminuir el parametro “Relative tolerance”, si esto no funciona disminuya

“Max step size” o ambos.
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Fig. 4.9 Modelo no lineal del péndulo invertido.

Con este modelo es posible obtener la respuesta en lazo abierto de la posicion

lineal y angular del péndulo invertido, las cuales son de nuestro interés.

Fosicidn angular del péndulo: (lazo- abierto)

Radianes

1] 5 10 15 20 25 30 35 40 45 a0
Tiempo (seq)

Fig. 4.10 Posicion angular del péndulo invertido en lazo abierto.
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De la figura (4.10) podemos observar el comportamiento del péndulo, el cual ird y

regresara a la condicion inicial 6’(0) repetidamente girando alrededor de su eje, debido a

que en este modelo no hemos considerado la friccion ni la presencia de “topes™ o limites

en el giro del péndulo.

FPosicidn lineal del carro (lazo abierto)

Distancia (metros)

b I N (S N S S R
o 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Tiempo (seq)

Fig. 4.11 Posicion lineal del carro del péndulo invertido en lazo abierto.

A pesar de la ausencia de fuerzas externas en el modelo, podemos observar de la
figura (4.11) que el carro sufrird un desplazamiento pequeiio, debido a la fuerza que se

produce por la condicidn inicial del angulo del péndulo.

4.2 Otros ejemplos de simulacion en lazo abierto
De los ejemplos que pertenecen al capitulo 3 construiremos los modelos en lazo
abierto correspondientes al péndulo simple, péndulo sobre un anillo giratorio, péndulo

esférico, péndulo doble y el sistema barra-bola.
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4.2.1 Modelado en lazo abierto del péndulo simple

Siendo entonces la ecuacion dindmica del péndulo simple la ecuacion (3.29):

16+ gsinf=0 (3.29)
Para obtener el modelo en espacio de estado elegimos las variables de estado de la
siguiente forma.
X, =0
X, =0
Escribiendo las derivadas de las variables de estado X, Xx,.

X =x

(58]

X, =6
Reescribiendo la ecuacion (3.29) en funcion de las nuevas variables.
Ix, + gsinx, =0 4.9)

Despejando de (4.9) x,.
‘)'cz:%<—gsinxl) (4.10)

Escribiendo las sefiales de entrada en términos de “u(i)”, eligiendo las siguientes
posiciones en el multiplexor:

x =u(l)

I=u(2)

g=u(3)

Reescribiendo la ecuacion (4.10) en términos de “u (i)™

—11(3)sinu(1
. _ul3)sinu(1)
u(2)

Considerando los siguientes valores de los parametros:

A.11)
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Constantes del sistema

Longitud péndulo| 3 m

Gravedad

9.81 m/seg

Tomando como condiciones iniciales:

x (0)=1

X,(0)=0

Tabla 4.2 Constantes del sistema péndulo simple.

Siendo el diagrama de final del modelo mostrado en la figura (4.12)
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=
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A B pEEE
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¥

Hu) » <

[

| =

i

posicicn enguar

Fig. 4.12 Diagrama de simulacion del péndulo simple.

Una vez construido el diagrama se hace la simulacion para obtener la respuesta en

lazo abierto de la posicion angular del péndulo la cual se muestra en la figura (4.13). De

la figura podemos ver que el péndulo oscilara de manera sinusoidal, siendo la amplitud

equivalente a la condicion inicial seleccionada, esta oscilacién no se amortigua ya que en

el modelo no se considero el efecto de la friccion.
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Fig. 4.13 Posicion angular del péndulo simple en lazo abierto.

4.2.2 Modelado en lazo abierto del péndulo sobre un anillo giratorio

Siendo entonces la ecuacion dinamica del péndulo sobre un anillo giratorio la ecuacién

(3.36):
10— ae® cos(0—wt)+gsind=0 (3.36)

Para obtener el modelo en espacio de estado elegimos las variables de estado de la

siguiente forma.

X =0
X, =0

Escribiendo las derivadas de las variables de estado X, ;.

Reescribiendo la ecuacion (3.36) en funcion de las nuevas variables.
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I‘)'cz—ara)2 cos(Xl—a)t)+gsinX1 =0 (4.12)
Despejando de (4.12) x,.

1 ’ .

xZ:?(aca cos(xl—a)t)—gsmxl) (4.13)
Escribiendo las sefales de entrada en términos de ““u (I) ”, con las posiciones elegidas en

el multiplexor como sigue:

x, =u(1)

a=u(2)
I=u(3)

w=u(4)
g=u(5)

t=u(6)
Reescribiendo la ecuacion (4.13) en términos de “u (i)™

u(2)u(4)" cos(u(1)-u(4)u(6))-u(s)sinu(1)

) (4.14)

Considerando los siguientes valores de los parametros:

X, =

Constantes del sistema
Radio I m
Longitud péndulo 3m
Velocidad Angular|l rad/seg
Gravedad 9.81 m/seg

Tabla 4.3 Constantes del sistema péndulo sobre un anillo giratorio.

Tomando como condiciones iniciales:
x (0)=1
X,(0)=0

Siendo el diagrama de final del modelo mostrado en la figura (4.14)
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Fig. 4.14 Diagrama de simulacion del péndulo sobre un anillo giratorio.

En la figura (4.15) se muestra la respuesta de la posicion angular del péndulo mientras el
punto de apoyo de éste se encuentra girando a una velocidad angular constante sobre un
anillo. Como se puede ver en la figura (4.15) la posicion angular se asemeja a una
funcioén sinusoidal distorsionada, esto debido a que el eje del péndulo se encuentra bajo el

influjo de un movimiento relativo que es la trayectoria circular que sigue.
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Fig. 4.15 Posicién angular del péndulo montado sobre anillo giratorio en lazo abierto.

4.2.3 Modelado en lazo abierto del péndulo esférico

Siendo entonces las ecuaciones dindmicas del péndulo esférico las ecuaciones (3.40) y

(3.42):

16 —1(* cosOsin@+ g sinf =0 (3.40)
2¢O cosBsin @+ @psin’ 6 =0 (3.42)

Para obtener el modelo en espacio de estado elegimos las variables de estado de la

siguiente forma.

X, =0
X, =0
X3 =@
X, =@

Escribiendo las derivadas de las variables de estado x,,x,,x;,%,.

X, =X,
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X, =@
Reescribiendo las ecuaciones (3.40) y (3.42) en funcién de las nuevas variables.
I, — Ix; cos X, sin X, + gsinX, =0 (4.15)
2X,X%, COS X, sin X, + X, sin® x, =0 (4.16)

Despejando de (4.15) y de (4.16) %, y %, respectivamente.

.1 . .
X, = 7(Zx42 cos X, sin X, —gsin X1) (4.17)
X, = %(—2X4X2 COS X, sin Xl) (4.18)
sin® X,

Escribiendo las sefiales de entrada en términos de “u(i)”, con las posiciones en el

multiplexor elegidas como sigue:
x, =u(1)

X, =u(2)

X, =Uu(3)

I =u(4)

9=u(5)

Reescribiendo las ecuaciones (4.17) y (4.18) en términos de “u (i)™

~u(4)u(3) cosu(1)sinu(1)~u(5)sinu(1)

X, = u(4) (4.19)
) _—2u(3)u(2)cosu(1)sinu(1)
X, = sin?u() (4.20)

Considerando los siguientes valores de los parametros:
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Constantes del sistema

Longitud péndulo| 3 m
Gravedad 9.81 m/seg

Tabla 4.4 Constantes del sistema péndulo esférico.

Tomando como condiciones iniciales:

% (0)=1
X,(0)=0
x,(0)=1
x,(0)=1

Siendo el diagrama de final del modelo mostrado en la figura (4.16)

| File  Edit: View Sirmulation Format Tools Help
10| Sd&| H BB |E= 4 |20k 800  |Nomal

3

YYYVYY

ST

posicion
281 angulo phi

Longitud del pendulo

Gravedad

Fig. 4.16 Diagrama de simulacion del péndulo esférico.

Recordando que el angulo € es el d&ngulo formado entre el péndulo y el eje z, la
respuesta en lazo abierto mostrada en la figura (4.17) nos indica que el péndulo se

encontrara oscilando alrededor del eje z .
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Fig. 4.17 Posicion angulo € del péndulo esférico.

El 4ngulo ¢ por su parte es el angulo formado entre los ejes X y Y, el cual
muestra un comportamiento creciente (ver figura (4.18)), debido a las condiciones

iniciales otorgadas al sistema (gb(O):l). Como se vera mas adelante el analisis

combinado nos permitira observar que el comportamiento del sistema es eliptico sobre el

plano formado por los ejes X y Y.
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Fig. 4.18 Posicion angulo ¢ del péndulo esférico.

4.2.4 Modelado en lazo abierto del péndulo doble
Siendo entonces las ecuaciones dindmicas del péndulo doble las ecuaciones (3.54) y

(3.56):
(my+m, )(176, + ¢l sin 6 )+ myby (6, c05(6, =6, ) + 67 sin(6,-6,)) =0 (354

m, (126, + g,sin 0, )+ m,4, (6 cos(6,-6,) -G sin(6,-6,)) =0 (3.56)

Para obtener el modelo en espacio de estado elegimos las variables de estado de la
siguiente forma.

X, =0,

X2 H‘l
X3 92
x, =0,
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Escribiendo las derivadas de las variables de estado X, x,,X;,x,.

X =X,
X, =6,
X, =X,
x, =6,

Reescribiendo las ecuaciones (3.54) y (3.56) en funcion de las nuevas variables.

(m1 +m, )(Ilz‘)'c2 + gl sinx, ) +myl (3%4 cos(x1 — X, ) +x; sin(x1 —X, )) =0 (421
m, (|22>'c4 + g/, sinx, ) +myl (3&2 cos(x; —x; )= x5 sin (X =X, )) =0 (4.22)

Despejando de (4.21) y de (4.22) %, y x, respectivamente.

L b, cos(x =X )-m,l,x] sin (X, =X, )—(m +m, ) gsinx,
Ea L (m,+m,)

(4.23)

—.%, cos{x; — X, )+, x2 sin (X, — X, ) — g sin X
%, = 172 (1 3) 1I2 (1 3) 3 (4.24)
2

Obtenemos un sistema de dos ecuaciones y dos incognitas, por lo cual pasamos a sustituir
la ecuacion (4.23) en la ecuacion (4.24). Después de una serie de manipulaciones
algebraicas obtenemos la ecuacion:
X, = ! —m | xZ sin( X, — X, )cos(X, —X
2—| 5 2142 (1 3) (1 3)+---
1((ml+m2)—m2cos (xl—x3))

(4.25)
g $IN X; €08 (X, —Xg ) =M, |, sin (X =X, )—(m, +m, ) gsin X1)

Sustituyendo la ecuacion (4.25) en la ecuacion (4.24) se tiene el siguiente resultado.

1 .
|.x? — —
I ((m1 + mz)—mz cos? (X1 _X3))(m2 . Sm(X1 X3)COS(X1 X3)+ (4.26)

A (m +m2)(g sin X, cos( X —X; )+, sin(x, —X;)—g sin x3))

X, =

Escribiendo las sefales de entrada en términos de “u(i)”, se elige la posicion de las

variables en el multiplexor como sigue:
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x, =u(1)
X, =u(2)
X, =u(3)
X, =U(4)
m, =u(5)
m, =u(6)
L, =u(7)
1, =u(8)
g=u(9)

Reescribiendo las ecuaciones (4.25) y (4.26) en términos de “Uu (I)

—u(6)u(7)u(2 ) s1n( (1)- u(3))c0s(u(1)—u(3))
—u(6)u(9 )smu(3)cos( (1)- u(3))
~u(6)u(8)u(4)"sin(u(1)-u(3))

%, = (4.27)

+(u(5)+u(6))| +u(7)u(2)"sin(u(1)-u(3))
)

Xy =

(4.28)

u(8)((u (5)+u(6 ) u(6)cos? (u(l)—u (3)))

Considerando los siguientes valores de los parametros:
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Constantes del sistema

Masa péndulo 1 S5kg
Masa péndulo 2 3 kg
Longitud péndulo 1| 2 m

Longitud péndulo 2| 2 m
Gravedad 9.81 m/seg

Tabla 4.5 Constantes del sistema péndulo doble.

Tomando como condiciones iniciales:

X, (0)=3.1416

X,(0)=0
X,(0)=0
x,(0)=0

Siendo el diagrama de final del modelo mostrado en la figura (4.19).

| == p— —
Pendulodoble

File Edit Wiew Sirnulation Format Tools Help
UDieda| s+B28|+= | S0

e e B
e ——— e

o

= *I=x1
K2 posicicn tetal
-
Lengitud-1 :
[ .
= 3
- RSN x (]
= k1 b =
Longitud 2 [= w4 posicion teted
HJ
Gravedad
Ready 1100% loded5

Fig. 4.19 Diagrama de simulacion del péndulo doble.
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Radianes

Radianes

Fasicidn angular 81 (lazo abierta)

4:] 5iD Elﬂ ?iD EiiD 9:] 100
Tiernpo (seg)
Fig. 4.20 Posicion angulo 6, del péndulo doble.
Faosicidn angular 82 (lazo abierto)
35 T T T | I | T T T
e e e e e e e S e e e e e N S e 1 S 4
e o R R O e e A e e o R O AR e o i i =
] IO OO MO . S SO . . SO DO | N . S0 WO .00 - SO - 1| -
S R R L O R P R S e R R e Rt b e e e R 2]
1T TR AR, TR UGN 1 TG | o A LU A B R e =
she i N SN N M |
REDVIE S S0 S SN ¢ ST TR SO SO S |
0 I I i | | | I i I
1] 10 20 a0 40 a0 G0 70 an a0 100

Tiermpo (seg)

Fig. 4.21 Posicién angulo @, del péndulo doble.
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La respuesta en lazo abierto tanto de &, como de €, que se muestran en las

figuras (4.20) y (4.21) respectivamente reflejan la naturaleza cadtica como se espera de
este sistema (http:/www.chaoticpendulums.com/chaos-theory-a9.html). Ambos

péndulos giran de manera impredecible debido a la condicidn inicial dada.

4.2.5 Modelado en lazo abierto del sistema barra-bola
Siendo entonces las ecuaciones dindmicas del sistema barra-bola las ecuaciones (3.71) y

(3.73):

(;(sz +mag’ +éMZ2 + MD2]+ch']’+2ch}6"+mgqcosﬁ—...

...~(M+m)gDsinf =7

(3.71)

G—Di—-6q+ gsinf=0 (3.73)
Para obtener el modelo en espacio de estado eligiendo las variables de estado de la

siguiente forma.

X =0
X, =6
X =
X, =4

Escribiendo las derivadas de las variables de estado X, X,, X, X,.

X, =X,
(0
X, =X,
X, =4

Reescribiendo las ecuaciones (3.71) y (3.73) en funcion de las nuevas variables.

1 :
% (sz +mx,* +— MI* + MD2)+ MDx, + 2mx,x, X, + MgX, coS X, —. ..

12 (4.29)

...—(M +m)gDsinx =7

x, —Dx, —x3x;+gsinx, =0 (4.30)
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Despejando de (4.29) y de (4.30) %, y x, respectivamente.

o - 7+(M +m)gDsin X, —mDx, — 2mx;x,X, —MQX, cos X, 431)
X .
mD2+mx§+% MI? +MD?

- . 2 .
x, = Dx, +x5x, — gsin X, (4.32)
Obtenemos un sistema de dos ecuaciones y dos incognitas, para eliminar las derivadas del

lado derecho de las ecuaciones sustituimos la ecuacion (4.32) en la ecuacion (4.31).

Después de una serie de manipulaciones algebraicas obtenemos la ecuacion:

. 7+(M +2m)gDsin X, —mDXx;X; —2MX;X,X, —MgX, cos X,

X, 1 (4.33)
2mD? +mx; T MI? +MD?
Sustituyendo (4.33) en (4.32) se obtiene el siguiente resultado.
) 7+(M +2m)gDsin X, —MDX; X; —2MX;X, X, — MQX; COS X,
X, = ...
2mD2+mx§+% MI2 + MD? (4.34)

2 .
ct XXy —gsIn X
Escribiendo las sefiales de entrada en términos de “u(i)”, con las posiciones en el

multiplexor elegidas como sigue:

x =u(l)

X, =u(2)
X, =u(3)
X, =u(4)
m=u(5)
M =u(6)
I =u(7)
D=u(8)
g=u(9)
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r=u(10)

Reescribiendo las ecuaciones (4.33) y (4.34) en términos de “u ( i) ”

U(10)+(u(6)+2u(5))u(9)u(8)sinu(1)

)
—u(5)u(8)u(2) u(3)-2u(5)u(3)u(4)u(2)
—u(5)u (9)u( )cosu(l)

%y = (4.35)
12
(10)+(u(6)+2u( )) (9)u(8)sinu(1)
~u(s)u(8)u(2) u(3)-2u(5)u(3)u(4)u(2)
e —u(5)u (9)u( )cosu(l)
| 2u(5)u(E) +u()u(3) pu(6)u(7) wu(eu(sy | 439

ot u(2) u(3)—u(9)sinu(1)

Considerando los siguientes valores de los pardmetros:

Constantes del sistema
Masa bola 0.1 kg
Masa barra 1 kg

Longitud barra 10 m

Distancia del
centro de masade| 0.3 m
la barra al pivote

Gravedad 9.81 m/seg

Tabla 4.6 Constantes del sistema barra-bola

Tomando como condiciones iniciales:
X (0)=0
X,(0)=0
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X,(0)=0.01
x,(0)=0

Siendo el diagrama de final del modelo mostrado en la figura (4.22)

'Sl bal beam? . e e S|
W ool [ )

File Edit View Simulation Format Tools Help

DEeE&E & 4| Z3eE| b o= [000 | |Nomal A BERE REE
0
masa bola {m) e
(|
1 1 w1
Masa bars (M) K “ BRI =S 'j
—T w2 Paosicion
. - > angulas {theta)
Longitud bema {L)
= -]
T
Aftura {0 v ¥ Posicicn
> linael {q)
|
Gravedad g
Pei (T}
I
Ready [100% loded5

Fig. 4.22 Diagrama de simulacion del sistema barra bola.
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Radianes

Fosicion de la barra {lazo abierto)
0 T T T T J !

a7 i 1 1 i L i
a 1 2 3 4 ] B 7
Tiempo (seq)
Fig. 4.23 Posicion de la barra en el sistema barra-bola.
Fosicidn de la bala (lazo abierta)
E T T T T T T

=

[S5]

Distancia (metros)

o]

5 ; i 5 ; i i
| 1 2 ) 4 o B i
Tiempo (sey)

Fig. 4.24 Posicion de la bola en el sistema barra-bola.
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A partir de la figura (4.23) podemos observar que en un principio la barra se
encontrara en una posicion completamente horizontal, y debido a la condicion inicial
dada a la posicion de la bola, se creard una desviacion a la inclinacioén original de la
barra. La bola se desplazard por la barra y una vez que ésta rebasa la verticalidad el
modelo ya no es valido ya que no se considera en el modelo el hecho de que la bola se ha
despegado. El comportamiento de la bola como se ve en la figura (4.24) indica que la
bola recorrera una gran distancia en muy poco tiempo, lo que se puede interpretar como
que la bola abandonara la barra, de igual manera el modelo deja de ser valido en este

instante.

4.3 Animaciones en SIMULINK

Una vez obtenidos los modelos en lazo abierto de los sistemas anteriores,
procederemos a animarlos, con la finalidad de entender de mejor manera las graficas de

respuesta en lazo abierto.

4.3.1 Creacion de la animacion del péndulo doble en SIMULINK

Para la creacion de la animaciéon de un modelo en el entorno de SIMULINK, es
necesaria la inclusiéon de un nuevo bloque de la biblioteca User-Defined Functions
recordando de la figura (4.5) se hara uso del bloque S-Function, este bloque tiene la
versatilidad de combinar un modelo del entorno SIMULINK con un bloque escrito en
algin lenguaje de programacion, en este caso sera un archivo .M (MATLAB).

A partir del modelo en lazo abierto del péndulo doble que se obtuvo en la seccion
(4.2.3) explicaremos de una manera detallada el proceso que permite animarlo.

Partiendo del diagrama de simulacién del péndulo doble (figura (4.19))
anexaremos a ¢éste el bloque S-Function que se menciond con anterioridad y haremos que

todo el sistema de simulacion del péndulo doble se encapsule en un sélo bloque.
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Copy

x|
Delete

— posidon fetsl

Connect Biocks

[ I_n mnnmgl;%é—__

Create Subsystem

Look Under Mask

Requirements >
Farmat 4
Text Alignment L2
Foreground Color 3
Background Coler 3
Align Blocks ¥
Distribute Blocks 3
Resize Blocks »

Place the selected blocks in a subsystem. [100% i odeds A

Fig. 4.25 Creacion del Subsystem.

Seleccionamos todo el modelo excepto los bloques de entrada y de salida y
hacemos clic derecho sobre lo seleccionado, donde aparecera un submenu que mostrara
las opciones que se pueden apreciar en la figura (4.25), se selecciona la opcion “Create
Subsystem”. Habiendo hecho esto se agregara al workspace donde se encuentra el bloque
Subsystem y el bloque S-Function un bloque Mux y haciendo las conexiones pertinentes

el modelo quedara como se puede ver en la figura (4.26).

rﬁ ariri Perdil Doble .
File Edit View Simulation Format Tools Help
OledHE&| 28| 4 |22 » = fioo [Hom )

Longitud 1
2

L
L
system
Longitud-2
S-Function
B
L

Fig. 4.26 Conexiones de los bloques Constant con Subsytem y S-Function.
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Hasta este punto solamente hemos trabajado en el bloque Subsytem al cual le

hemos cambiado el nombre por “Sistema péndulo doble” por obvias razones. Ahora

enfocaremos nuestra atencion al bloque S-Function (del cual se puede obtener mas

informacion en la documentacion que viene integrada al paquete MATLAB), el cual nos

permitira agregar la subrutina para realizar la animacion. Al hacer doble clic sobre este

bloque tendremos lo que se ve en la figura (4.27).

E Sink Block Parameters: S-Function

S-+Function

User-definable block, Blacks can be written in €, M {level-1), and Fortran and must
conform to S-function standards, The variables t, x, u, and flag are automatically
passed to the 5-function by Simulink. You can specify additional parameters in the
'S-function parameters' field. If the S-function block requires additional source files
for the RealTime Workshop build process, specify the filenames in the 'S-function
modules’ field. Enter the filenames anly; do not use extensions or full pathnames,
e.g., enter ‘src srcl’, not 'src.csrolc.

Parameters

S-function name: énimpendullocioiale

S-function parameters: 1

S-function modules: "

Fig. 4.27 Parametros del bloque S-Function.

De la figura (4.27)

introduciremos

el nombre que recibirda nuestra funcion

(anim_pendulodoble), asi como los parametros de entrada del bloque. Haciendo clic en la

opcion Edit, podremos abrir un editor de texto, en el cual introduciremos el algoritmo de

animacion.
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function [sys,x0]=anim_pendulodoble(t,x,u,flag,ts);

%anim_pendulodoble M-file

%Animacion del pendulo doble

global PendAnim1

if flag==2,

if (get(0,'Children')==PendAniml),
if stremp(get(PendAnim1,'Name'),'Pendulo doble'),

set(0,'currentfigure',PendAnim1);

hndlList=get(gca,'UserData');

Li=u(l);
L2=u(2);

% Coordenadas de la masa 1
x1=[0 LI*sin(u(3)) J;
y1=[0 -L1*cos(u(3)) ];

% Coordenadas de la masa 2
x2=[ L1*sin(u(3)) LI1*sin(u(3)) + L2*sin(u(4))];
y2=[-L1*cos(u(3)) -L1*cos(u(3)) - L2*cos(u(4))];
% Actualiza lista de coordenadas a graficar
set(hndlList(1),'XData',x1,'YData',y1);
set(hndlList(2),'XData',x2,'Y Data',y2);

drawnow; % Grafica

end

end

sys=[];

% Regresa el instante de ejecucion.

elseif flag ==

% ns guarda el nimero de muestras.

h=ts/10;

% Calcula el periodo de muestreo para ejecutar la animacion
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ns = t/h;

% Calcula el siguiente instante de ejecucion

sys = (1 + floor(ns + le-13*(1+ns)))*h;
elseif flag==0,

% Inicializa la figura que se utilizara en la simulacion
animinit('Pendulo doble");
[flag,PendAnim1] = figflag('Pendulo doble');
axis([-55-55]); % Inicializa los ¢jes.

hold on;

% Inicializa la figura, color, estilo y modo de actualizacion.
hndIList(1)=plot(0,0,"-0','MarkerSize',4,'LineWidth',5,'Color','red','EraseMode',' Normal');
hndIList(2)=plot(0,0,'-*','MarkerSize',12,'LineWidth',4,'Color','blue','EraseMode','Normal');
set(gca,'DataAspectRatio',[1 1 1]);
set(gca,'UserData’,hndIList);

sys=[0 004 00]; % Esta funcion usa 4 entradas
x0=[];

end;

Al inicializar, Simulink da automaticamente los siguientes argumentos de entrada

al bloque S-Function.

t: Tiempo actual

X: Vector de estados

u: Vector de entradas (cuyo valor vendra de otros bloques de Simulink)

flag : Valor entero que indica la accion que sera ejectutada por la S-Function

ts: Periodo de muestreo heredado del workspace del archivo .mdl
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En el codigo es necesario hacer uso de flags las cuales definen el orden en que se
gjecutaran las acciones como ya se menciond. Cuando (flag==0) inicializamos con la
subrutina del archivo animinit.m el cual pertenece a Matlab. Esta dibuja el recuadro en el
cual aparecera la animacion, el cual crea la ventana en la que aparece la animacién, en
¢sta misma se pueden mostrar los ejes y una cuadricula, también mostrard un boton
“close” (figura (4.30)). También en esta bandera se inicializara el punto del cual
partiremos para dibujar las partes del sistema de nuestro interés, las cuales se encuentran

especificadas en (flag==2).

L B B e L B P B Ty e

:
&

Fig. 4.28 Recuadro de animacion creado por animinit.m

En (flag==2) una vez inicializada la figura a partir del archivo animinit.m es
necesario describir los puntos iniciales y finales de cada elemento del sistema a animarse,

para que ¢éstos se estén actualizando de acuerdo a las sefales que reciben de las

coordenadas generalizadas (91,6?2) obtenidas en el modelo de lazo abierto. Recordando

de la figura (3.8) del péndulo doble, debemos de proporcionar las coordenadas tanto de la

masa M, como de la masa m,, cuyos argumentos deben de ser nombrados en funcion

96



“u(i)”, como se puede ver en el codigo. En esta bandera la animacion se estara

dibujando a cada instante debido al comando “drawnow” el cual estard actualizando una
y otra vez la configuracion geométrica.

En el (flag==4), a partir del tiempo ts se calculan el nimero de muestras asi
como el instante de ejecucion siguiente. Al disminuir el tiempo tS podemos controlar la
velocidad de la animacion.

En la figura (4.29) se muestra el diagrama final elaborado para la animacion del

péndulo doble y en la figura (4.30) se muestra un instante de la animacion lograda.

_jani,-h_pwaﬁi_déb,ﬁ

File Edit View Simulation Format Toels Help

2

Longitud 1

2

Longitud 2

Pendulo
doble

Masa 1 S-Function

5

3

Sisterna pandirlo doble

Fig. 4.29 Modelo de animacion del péndulo doble
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Fig. 4.30 Un instante en la animacion del péndulo doble.

4.3.2 Animacion del resto de los sistemas de lazo abierto

A continuaciéon simplemente se mostraran las imdagenes de los modelos de

simulacion asi como imagenes propias de la simulacion del resto de los ejemplos selectos

de la seccion 4.2. Tanto el codigo (.m) como los modelos (.mdl) usados en la animacion

se podran encontrar disponibles en la siguiente direccion de Internet.

http://lc.fie.umich.mx/~jrincon/animaciones
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4.3.2.1 Animacion del péndulo simple

L8
B anim_Pendulo_simple

file Edit View Simulation Format Tools Help

DeEHE| b2l |e ¢

P ® I'IE[F IN:Jn'nai ;”

a
longitud del 3
pendulo Fendulo
— Pasician simpls
angular S-Funeticn

=01 ) S—

hedelo pendulo simple

Fig. 4.32 Un instante en la animacion del péndulo simple.
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4.3.2.2 Animacion del péndulo sobre anillo giratorio

i

B anim_pendulo_anillo ‘
File Edit View Simulation Format Tools Help

LD|@EQ|5'[%@|"‘F"=D?|Q!T-‘

E =

Radio (a) =
Ll

b = Eﬂ |Norrna| _V_”

= e——

Longitud del pendulo Péndulo sobre
anillo giratorio

i

S-Function

Velocidad angular

/]

Tiempo

Angulo teta

sistamna pendulo schee
arillo giratorio

0 A T T e T e T T T

Fig. 4.34 Un instante en la animacion del péndulo sobre anillo giratorio.
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4.3.2.3 Animacion del péndulo esférico

B anim_pendulo_esferico
(File' Edit View Simulation  Format  Tools Help
D@EH&S +B=RB| e 4|5

3

Lengitud del pendulo
angulo teta E

Pendulo
esferico

S-Function

——

sistema pendulo esférico

8 1

3

TR R e TS P R e

o nands

Fig. 4.36 Un instante en la animacion del péndulo esférico.
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4.3.2.4 Animacion del péndulo invertido

B anim_pendulo_invertido

| File Edit

View Simulation Format  Tools  Help

DS S| BB e ¢

n'_"_‘. [..-L'

4 -|5mn | Nomal =] E

3

Longitud del pendulo

Fuerzs

Péndule
invertido

¥

0.5

S-Function

¥

posicign

0.z

Masa del camo
angular

B
-

Iasz del pe

ndulo

[
-

.81 posicion
Gravedad fines|

Modelo péndulo invertido

100%

e X T SO T S o Sy

Fig. 4.38 Un instante en la animacion del péndulo invertido.
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4.3.2.5 Animacion del sistema barra-bola

=

W anim_ball beam i
[ File Edit View Simulation Format Tools Help - ]
D @HS| tm@|e= 4o 2]y n o [N =&

Distancia C.M bama pivote

0

Ball and Beam

¥

posicidn angular
01 de |z bara

S-Function

Grevedad

[
L

Sisteme bars-bola

f100%

S e =

e

e R A PP PP |

=
i

Fig. 4.40 Un instante en la animacion del sistema barra-bola.
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Capitulo 5

Estrategias de control y simulacion en

lazo cerrado

En este capitulo se incorpora un controlador retroalimentado para lograr la
estabilizacion de un par de sistemas descritos en los capitulos tres y cuatro, los sistemas
péndulo invertido y barra-bola. Se describe la implementacion en simulacion de un
control PID, asi como su sintonizacion. Se simula y se anima la respuesta de los sistemas
en lazo cerrado a una referencia cero y para una referencia que puede ser modificada por

el usuario.

5.1 Control PID

El objetivo del disefio de un controlador es lograr que un sistema se comporte de
una manera determinada por el usuario, el problema esencialmente involucra el
determinar la manera de manipular la sefial de control de entrada al sistema. La mayoria
de los métodos de disefio de sistemas de control convencionales se basan en el disefio de
una configuracion fija, en el que en un principio se debe decidir la configuracion bésica
del sistema disefiado y el lugar en donde el controlador estard colocado con respecto al
proceso que se quiere controlar, entonces el problema de disefar un controlador involucra
el disefio de los elementos del controlador. En nuestro caso hemos optado por utilizar una
compensacion en serie, la cual es la configuracion mas comunmente utilizada como se

puede ver en la figura (5.1).

Referencia  + Error | Control Entrada | Planta Salida
PID :

v

Fig. 5.1 Sistema en lazo cerrado con un controlador PID
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El tipo de controlador que se utilizard es un controlador PID, el cual aplica una
sefial al proceso, la cual es una combinacion proporcional, integral y derivativa del error

de salida respecto a la referencia. Este controlador tiene la funcion de transferencia

siguiente:
G (S)—— K -I-—KI + K4S (5.1
c PTTg D

Donde:

K, = Ganancia proporcional
K, = Ganancia integral

K, = Ganancia derivativa

La ecuacion para la salida en el dominio del tiempo es:
de(t)

u(t)=Kee(t)+ K, fe(t)dt+Kp—-

(5.2)

Donde:
u (t) = Entrada
e(t) = Error = Referencia - Salida

Siendo entonces el diagrama de bloques para el controlador de la siguiente

= N\

Ky

manecra:

A 4

Error > Entrada

A 4

1]
S
Kp » S /

Fig. 5.2 Esquema del controlador PID

\ 4

Para nuestro caso ambos sistemas poseen dos variables de salida y una sola
variable controlable, siendo esto asi se implementara para cada una de las variables de

salida un control PID lo que nos modificara el esquema de control de la siguiente manera.
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Referencia +

Error > PID

A 4

O

» Salida
»Salida,

Entrada Planta

Referencia; +

A 4

O

Error,; > PID )

Fig. 5.3 Esquema de control PID propuesto para los ejemplos.

El proceso de seleccionar los parametros del controlador que cumplan con las
especificaciones de desempefio se conoce como sintonizacion del controlador. Existen
diversos métodos para lograr la sintonizacion de un sistema, dado que no es la parte

medular de esta tesis, la sintonizacion se realizo por prueba y error.

5.2 Control del péndulo invertido

A partir del modelo no lineal en lazo abierto obtenido en la seccion 4.1.1.
Definimos las variables de interés desde el punto de vista de control.
Salidas a controlar:

6 = Posicion angular del péndulo.

X = Posicion lineal del carro.
Entrada de control:

F = Fuerza producida por el motor que mueve el carro.

En bloques:

Fuerza Péndulo [~ 9

Invertido
X

Fig. 5.4 Variables de interés del sistema péndulo invertido en bloque.

Donde el bloque presentado en la figura (5.4) se colocara en la posicion de la

planta de la figura (5.3).
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A continuaciéon se agregaran simplemente los bloques que conforman los
controles PID, siendo entonces la senal de control la fuerza. Se han cambiado los

pardmetros del sistema de la siguiente manera:

Constantes del sistema

Masa carro 0.5 kg

Masa péndulo 0.5 kg

Longitud péndulo| 0.3 m
Gravedad  [9.81 m/seg

Tabla 5.1. Constantes para el control del sistema péndulo invertido.

Haciendo el arreglo de los controles PID de acuerdo al esquema mostrado en la

figura (5.3), el modelo del péndulo invertido con controlador PID queda de la siguiente

manera.
— - :
B T T E— =20t i
'EE“ﬁ cuntlg[_penl:l_ulp_lm_art_:_c_{g_.__‘b , e N — |
File Edit Yiew Simulation Format Tools Help |
= — |
bD=E=E& el m 115 jNorrnaI - 20 BRERE®

Longitud del pendulo

Referencia

<
Fendulo
invertido

S-Function

a

&
¥

Mssa del camo)

& - posicion
angular
=
hiesa del pendurle posicidn
a i - lineal
= 9.81
Raferencial
Gravedsd >
Modelo pérdule invertido Posicicn lines camc fx)
Pesicion pendule {thata)
Resdy [100% | | [oded5 )

Fig. 5.5 Modelo del péndulo invertido con PID y con referencia cero.
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Se colocan bloques Constant con valor cero para definir las entradas de

referencia. Las condiciones iniciales del sistema son las siguientes.

X, (0)=0.1
X, (0)=0
x,(0)=0
x,(0)=0

Se sintonizaron las constantes de los controladores PID por método de prueba y
error, siendo los valores obtenidos, para el controlador PID de la sefal de posicion lineal

del carro (X).

K, =14.32
K, =0.5
K, =1.6

Para la posicion angular del péndulo (9) se obtuvieron las siguientes constantes:

k, =—1.25
k, =—0.25
k, =—0.9

Obteniendo entonces la respuesta del sistema ya controlado con una referencia

igual a cero, se produjeron las siguientes graficas.
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Fig. 5.6 Posicion angular del péndulo invertido en lazo cerrado y con referencia cero.
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Tiempo (seq)
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Fig. 5.7 Posicion lineal del carro del péndulo invertido en lazo cerrado y con referencia cero.
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A partir del hecho de que el sistema ya estd controlado, agregaremos un bloque

que permita al usuario cambiar la sefal de referencia de la posicion angular (9), el

bloque que hace posible esto es el Slider Gain, el cual se encuentra en la biblioteca Math

Operation, como se puede ver en la figura (5.8).
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Fig. 5.8 Biblioteca: Math Operations.

Del bloque Slider gain se desprende un menu en el cual el usuario puede variar la

ganancia de acuerdo a la posicion del marcador como se puede ver en la figura (5.9):

Por defecto el limite inferior del Slider Gain es cero y el limite superior es dos.

Fig. 5.9 Slider Gain
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Fig. 5.10 Control del modelo no lineal del péndulo invertido.

Se ha definido como limite superior e inferior del bloque Slider Gain el valor de
+0.7. Esto debido a que si se escoge un valor superior a este y se realizan cambios
bruscos, el compensador no es capaz de mantener el control del sistema. Se realizaron
pruebas en las que se cambiaba el valor de referencia de manera arbitraria haciendo uso

del bloque Slider Gain, de lo que se obtuvieron las siguientes graficas.
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Fig. 5.11 Posicion angular del péndulo invertido en lazo cerrado y con referencia variable.
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Fig. 5.12 Posicion lineal del carro del péndulo invertido en lazo cerrado y con referencia variable.
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En lo que respecta a la animacion del sistema controlado a continuacion se
muestra un instante en la animacion del péndulo invertido con control PID.

Fig. 5.13 Un instante en la animacion del péndulo invertido con control PID.

5.3 Control del sistema barra-bola
A partir del modelo no lineal en lazo abierto obtenido en la seccion 4.2.5.
Definimos las variables de interés desde el punto de vista de control.
Salidas a controlar:
g = Posicion de la bola sobre la barra.
6 = Posicion angular de la barra.
Entrada de control:

7 = Par producido por el motor que mueve la barra.

En bloques:

Par Sistema Y

barra-bola

_ 5 0

Fig. 5.14 Variables de interés del sistema péndulo barra-bola en bloque.

Donde el bloque presentado en la figura (5.14) se colocara en la posicion de la
planta del esquema de control presentado en la figura (5.3).

Los parametros del sistema son los siguientes:
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Constantes del sistema
Masa bola 0.05 kg
Masa barra 0.1 kg

Longitud barra 1.8 m

Distancia del
centro de masade| 0.1 m
la barra al pivote

Gravedad 9.81 m/seg

Tabla 5.2 Constantes para el control del sistema barra-bola

Se agregan los esquemas de control de los compensadores PID, siendo entonces la
sefial de control el par, asi como las referencias a cero, quedando el sistema no lineal del

sistema barra-bola de la siguiente manera.

=t e — e e D s ——— —_——— e — |
DEFEWdS L I = S T D RMRe . REES
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E'_'ﬁ:,}' Ao 101 I ¥ e
- &
Falwu-cin it ame v | |
SFendion |
Pickin stglse I
- e ks bama —
ke BELE L) = = i = .{
o Posicion
) anguiar [iheta)
Referenn 1 i 1 > Posicién de
I bola i_|
a8t - » |
* Gravedad {g) Al Posicion
5 lineal (a)
Sistz=ma bars-bola
Ready 100% | |oded5 4

Fig. 5.15 Modelo del péndulo invertido con PID y con referencia cero.

Las condiciones iniciales del sistema son las siguientes.

x (0)=0
X,(0)=0
X,(0)=-0.1
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x,(0)=0
Sintonizamos los valores de las constantes de los controladores PID. Los valores

obtenidos para el control de la posicion de la bola son los siguientes.

Los valores de las constantes obtenidas para el control PID de la posicion angular

de la barra son los siguientes:

k, =10
k =0
k=1

Obteniendo entonces la respuesta del sistema ya controlado con una referencia

igual a cero, se produjeron las siguientes graficas.

Fosicidn de la barra (lazo cerrada) referencia 0

0.03

0.0z

0.0

-0.01

Fadianes

-0.02

-0.03

-0.04

-0.05

— S N SN N T N S
a
Tiempo (seq)

Fig. 5.16 Posicion de la barra en el sistema barra-bola en lazo cerrado y con referencia cero.
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-0.06

Distancia [metros)

-0.05

Tiempa (seq)

Fig. 5.17 Posicion de la bola en el sistema barra-bola en lazo cerrado y con referencia cero.

Agregando el bloque Slider Gain de la manera en que se hizo con anterioridad, el

control del modelo no lineal del sistema barra-bola resulta como se puede ver en la figura

(5.18).
Flw kgl View  Senulition  Fomsl Tooh Help
Dl EE L e o [emd SDaBbés REE®
.
»
L
g
=]
sneu:ﬁwl U
T '
g
!I:;iu:?
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Fig. 5.18 Control del modelo no lineal del sistema barra-bola.
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Se ha definido como limite superior e inferior del bloque Slider Gain el valor de
+0.5. Esto debido a que si se escoge un valor superior a éste y se realizan cambios
bruscos, el compensador no es capaz de mantener el control del sistema. Se realizaron

pruebas en las que se cambiaba el valor de referencia de manera arbitraria haciendo uso

del bloque Slider Gain, de lo que se obtuvieron las siguientes graficas.

Fosicion de la barra {lazo cerrado) referencia slider

ks ! ! ! ! ! ! ; ! 5
04 _ ........ ......... ....... R I - —
e e ........ ........ ........ e ................ 4
=
(=
&
| - S - - T 0 O SN SOV i
g | I S ........................... A AN N R S— -
05 | | | i 1 | 1 1 i
1] 10 20 a0 40 ald aH] 70 ad a0 100

Tiempo (seq)
Fig. 5.19 Posicion de la barra del sistema barra-bola en lazo cerrado y con referencia variable.
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Fig. 5.20 Posicion de la bola del sistema barra-bola en lazo cerrado y con referencia variable.

A continuacién se muestra un instante de la animacion del sistema barra-bola
controlado.

.—- Ball and beam

Fig. 5.21 Un instante en la animacion del sistema barra-bola con control PID.
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Capitulo 6

Conclusiones

A lo largo del trabajo desarrollado en esta tesis se ha descrito al lector los diversos
formalismos de la mecdanica para asi poder modelar algin sistema mecanico dado. La
segunda ley de Newton permite obtener las ecuaciones de movimiento de sistemas
mecanicos, sin embargo, su aplicacion se complica si la geometria del sistema no es
simple o por la presencia de las fuerzas de restriccion que en éste actien. Esto se trata de
evidenciar en los ejemplos que a través de la tesis son resueltos de manera detallada, sin
embargo, esto no es esta dirigido a desestimar el enfoque de Newton, de hecho se hacen
evidentes sus bondades en sistemas en los que la geometria de las particulas es simple,
haciendo ver al formalismo de Lagrange hasta en cierto punto rebuscado en estos casos.
La razon de que se haya escogido el formalismo lagrangiano como piedra angular de la
tesis radica en el hecho de que para aquellos sistemas mecéanicos cuya geometria sea mas
compleja, este formalismo resulta imprescindible ya que de manera natural se incluye en
el mismo las restricciones cinematicas dadas, ademas de que se basa en el concepto de
coordenadas generalizadas, las cuales permiten describir la dinamica del sistema en
términos de las variables asociadas con los grados de libertad del sistema.

De igual forma se hace mencion del método de Hamilton, el cual también puede
describir completamente la dinamica de un sistema, pero dada la naturaleza del mismo no
es muy recomendable para la descripcion de sistemas mecanicos complejos.

A partir de los modelos dindmicos obtenidos, lo cuales normalmente resultan en
ecuaciones diferenciales no lineales de segundo orden, es factible como se mostré en los
ejemplos hacer estudios del comportamiento de los sistemas en simulacion.

Las herramientas de simulacién en conjunto con las animaciones proporcionan
una visualizacion que permite entender mejor los diferentes escenarios de
comportamiento de estos sistemas e lazo abierto y en lazo cerrado, a través de

controladores adecuados.
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Algunas recomendaciones que se dan para trabajos futuros podria ser la extension
del método de Lagrange hacia el campo de la teoria electromagnética, el analisis de

sistemas mecanicos con restricciones holondémicas, los casos no conservativos, etc.
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Apéndice A

Coordenadas polares

Las coordenadas cartesianas, o rectangulares son adecuadas para describir el
movimiento de un cuerpo en linea recta, sin embargo, éste tipo de coordenadas no son tan
utiles para describir el movimiento circular.

El sistema de coordenadas polares estd basado en el sistema de coordenadas
esféricas o cilindricas. El eje de coordenadas z del sistema de coordenadas cilindricas es

igual al eje z de las coordenadas cartesianas, sin embargo la posicion en el plano Xy esta

descrita por la distancia rdel eje z y el &ngulo 8 que es el angulo que r hace con eje X

como se ve en la figura (A.1) -

A

Y

“zr‘\w

t p(r.0,z)
|
|
|
1'
|

Fig. A.1 Coordenadas cartesianas y polares en tres dimensiones.

De la figura (A.1) podemos obtener las siguientes relaciones entre las coordenadas

(x,y,2) y (r.0,2).

y

@ = arctan =+
X
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Ya que nuestro analisis estara enfocado en gran mayoria solamente al movimiento

en un plano omitiremos el eje z, y nos limitaremos a dos dimensiones como se muestra en

la figura (A.2).

Fig. A.2 Coordenadas cartesianas y polares en dos dimensiones.

Las coordenadas ry @ son llamadas coordenadas polares planas. La diferencia

entre el plano cartesiano y el plano polar se hace evidente, si comparamos los planos

manteniendo constante cada uno de los ejes como se muestra en la siguiente figura (A.3):

X =constante
y varia

6 =constante
y =constante r varia
X varia ¥

- ‘ # =constante

0 varia

Plano cartesiano

Plano polar

Fig. A.3 Comparacion entre el plano cartesiano y el plano polar.
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Las lineas de X constante y de Yy constante son lineas rectas y perpendiculares

unas de otras. Las lineas de & constante son lineas rectas dirigidas radialmente hacia
fuera del origen. En contraste las lineas de r constante son circulos concéntricos al
origen, sin embargo, la perpendicularidad se mantiene entre estas rectas y circulos en

cada punto de interseccion.

A.1 Vector de posicion en coordenadas polares

De la figura (A.4) definamos el vector de posicion de un punto que se mueve en el

plano del vector r en coordenadas cartesianas como:

r=(rcosl9)i+(rsin6?)j (A.1)

w

- Trayecloria de movimienlo

X
——

Fig. A.4 Vectores unitarios i,j y F,0 en un punto en el plano bidimensional.

Ahora introduciremos los vectores unitarios del plano polar r y 0, los cuales

aparecen junto con los vectores unitarios del plano cartesiano ;,j en la figura (A.4) las

direcciones de todos los vectores unitarios estan orientadas hacia donde estos se
incrementan conforme el punto se mueve por la trayectoria dada.

De la figura (A.4) podemos obtener las siguientes relaciones.
f = cosfi+sin Hj (A.2)

éz—sin9i+cosej (A3)
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Es facil verificar que estamos hablando del mismo vector r, independientemente

del tipo de coordenadas que estemos empleando. En coordenadas cartesianas tenemos:
r=xi+yj (A4)
Y en coordenadas polares:
r=Ir (A.5)
Comparando las (A.4), (A.5) y sustituyendo la relacion (A.2) en (A.5) tenemos:

rcoséi+rsin Hj' =r (cos Oi+sin 93)

Podemos comparar por separado los coeficientes de i y j )
X=rcos@ y=rsinf (A.6)
Sustituyendo (A.6) en (A.4) y comparandolo con (A.l) comprobamos que la
posicion de una particula en coordenadas polares r =(rf')es igual que en coordenadas

rectangulares.

A.2 Vector de velocidad en coordenadas polares

Definiendo entonces la velocidad en coordenadas polares, procedemos de la

siguiente manera.

d . .. d.
V=—Ir=rr+v—r A7
dt ut (&.7)
Sustituyendo la ecuacion (A.2) en el término de la derecha de la ecuacion (A.7).
r %f' =r %(cosé’i+sinﬁj) = r(—ésinei +9c0893)

Recordando de la ecuacion (A.3) y reordenando la ecuacion (A.7).

v="Ft+r00 (A.8)
Donde:
Fr = Velocidad en direccion radial

ré6 = Velocidad en direccion tangencial
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A.3 Vector de aceleracion en coordenadas polares

Antes de obtener la aceleracion en coordenadas polares es necesario definir dos

identidades, las cuales se pueden obtener derivando las ecuaciones (A.2) y (A.3).

d. a
am? o«

Derivando la ecuacion (A.8) para obtener la expresion de aceleracion.

=SS

0=—0F (A.9)

a=if‘f+r‘%f-+/;96+réé+r9%é (A.10)

Utilizando las identidades (A.9) y reordenando resulta:
a=(i”'—r¢9.2)f‘+(r§+2i;9.)é (A.11)

Donde:
#r = Aceleracion lineal en direccion radial.
ré0 = Aceleracion lineal en direccion tangencial.
—rO’r = Aceleracion centripeta.

2760 = Aceleracion de Coriolis (cuando r y @ cambian en el tiempo).
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Apéndice B

Ecuacion de Euler-Lagrange

Un camino tentativo que permite obtener las ecuaciones de Euler-Lagrange es
utilizar el “principio variacional”, lo cual permite tener otra interpretacion del significado
de estas ecuaciones.

El calculo variacional implica encontrar el minimo o el maximo de una cantidad
que sea expresable como una integral. Para ver como surge este problema veamos el

siguiente ejemplo.

B.1 El camino mas corto entre dos puntos

Dados dos puntos en un plano ;cudl es el camino mas corto entre ellos? Uno
puede decir que la respuesta es una linea recta (que es lo correcto) pero uno
probablemente nunca haya visto su deduccion mediante razonamiento matematico, a

menos que haya estudiado el célculo variacional. El problema se ilustra en la figura B.1,

la cual muestra dos puntos (X, Y,), (X,,¥,) y un camino y=y(X) que los une. Nuestra

mision es hallar el camino y(X) de tal forma que sea el de menor longitud.

2
¥ y=y(*) .
e i
AT e
e h ’
Ve S -~
Jds = V"dxl + a’y2
1/
yi- .
X
_ | »
X x>

Fig. B.1 Trayectoria arbitraria que une dos puntos.
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Sea ds la longitud de un pequeiio segmento de la trayectoria, entonces:

ds= «/dxz +dy? (B.1)

Utilizando la siguiente igualdad.
dy
dy =—=dx=y’(x)dx
Y=g *=Y'(¥)
Entonces podemos reescribir la ecuacion B.1 como:
ds = /dx* +dy?

2
ds = \/dxz +(y’(x)dx)
Elevando al cuadrado ambos términos.

ds= \/dxz +Yy"(x)dx’

ds = \/dxz (1 +y” (x))

Sacando del radical el término dx.

ds =«/1+ y' (x)dx (B.2)

Entonces la longitud total de la trayectoria entre el punto uno y el punto dos sera:

2 Xy
L =st = J 1+ y"?(x)dx (B.3)
1

X
La ecuacion B.3 pone nuestro problema en forma matematica: la “incégnita” es la

funcion y = y(X) que define cual es la trayectoria entre los puntos 1 y 2. El problema es

entonces encontrar la funcion Yy para la cual la integral de la ecuacion B.3 sea minima.

Resulta interesante contrastar este problema con el problema de minimizacion
estandar del célculo elemental, donde la incdgnita es el valor de la variable x en la que el

valor de la funcion f valuada en X sea un minimo. Obviamente, nuestro nuevo problema

es un poco mas complicado que este tltimo.

B.2 La ecuacion de Euler-Lagrange
En el ejemplo anterior hemos ilustrado una forma particular del llamado problema

variacional. En general se tiene una integral de la forma:
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X
S = . f[y(x),y'(x),x]dx (B.4)
Donde y(X) es una funcion desconocida que une dos puntos (X, Y,)y (X,,Y,) como en

la figura B.1. Esto es.
y(X1)= Yi y y(Xz)ZY2 (B.5)
De entre todas las posibles funciones que satisfacen a la ecuacion (B.5) (es decir
que unen los puntos 1 y 2), tenemos que encontrar a la que haga a la integral S un

minimo (o un maximo o al menos estacionaria). Supongamos que queremos encontrar un

minimo. Nétese que la funcion en (B.4) es una funciéon que depende de 3 variables

f = f(y,y.x), pero como la integral sigue la trayectoria y=y(x) el integrando de

f [y( x),y'(x), X] es en realidad una funcién de una sola variable X .

A

y2_|

yi-

v

| |
X1 X2

Fig. B.2. La trayectoria Yy = y(x) entre los puntos 1 y 2 es la “correcta” es decir la cual para la

que la integral S (B.4) es un minimo. Cualquier otra trayectoria Y (X) es “erronea” y da un

valor mas grande para S .
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Denotemos la solucién correcta (la que hace minimo el valor de S) a nuestro

problema con y = y(X). Entonces la integral S en (B.4) evaluada a lo largo de y = y(X)
es menor que a lo largo de cualquier otra trayectoria cercana. y =Y (X) , como se ve en la
figura (B.2). Resulta conveniente escribir la trayectoria “errénea™ Y (X) como:
Y (x)=y(x)+nr(x) (B.6)
Donde 77(x) es simplemente la diferencia entre la “erronea” Y (X)y la correcta y(x). Ya
que Y (X) debe pasar por los puntos 1y 2, 7(x)debe satisfacer:
n(x)=0 'y  n(x)=0 (B.7)
Como hay infinidad de trayectorias erroneas, existen maneras infinitas de escribir
la diferencia 7 (X): por ejemplo 77 = (X— Xl)(X2 - X) 0 77(X) =sin I:ﬂ'(X - X1)(X2 - X)]
Dependiendo de la forma especifica de 7(x) y el valor de la integral S a lo largo
de Y (X) sera distinto, para expresar la diferencia entre elegir una u otra forma para 7 (X) ,
introduciremos un parametro ¢ y redefiniremos Y (X) como:
Y (X)=y(X)+an(x) (B.8)
La integral Sa lo largo de la curva Y (X) ahora depende del parametro o,

entonces llamaremos a esta integral S(a). La curva “correcta” es obtenida de (B.8)

haciendo a o =0. Ademas el requisito de que S debe ser un minimo para la curva

“correcta” y(x) implica que S(«) es un minimo en & =0. Con este resultado, hemos

convertido nuestro problema a un problema tradicional del calculo elemental

asegurandonos que una funcion ordinaria S(«) tiene un minimo en un punto especifico
(a = O). Para ratificar esto, debemos comprobar que la derivada dS/da es cero cuando
a=0.

Si escribimos nuestra integral S (a) en detalle, veremos que.

S(a)=[ £ (Y.Y"x)d
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=I:2 f(y+an,y +an',x)dx (B.9)

Para derivar (B.9) con respecto a «, notamos que « aparece en el integrando de

f , asi que necesitamos evaluar of /0« : Ya que « aparece en dos de los argumentos de

f , esto arroja dos términos, (usando la regla de la cadena).

gf—a(y+m7,y'+m7',X)

Ysip=y+an
q=y'+an'
r=X

Podemos reescribir como:

i

of op , of oq  of or
ap’q,) op . qdaq,

op da 8q 8a ar da
Entonces calculando las derivadas:

op 0

%_8_()/+0m)=77
0 0
%— gV ran)=n
o 0
Sustituyendo los valores obtenidos:
o _,ot 0
oa Tap o

Sustituyendo los valores de p y q:

of of of
Ga_nﬁ(y+a77) 4 8(y +an')

Recordando que para poder obtener la solucion correcta el término o debe de ser igual a

cero, luego entonces la ecuacion queda:

of of . of

oa), , oy oy
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Y para dS/da (que tiene que ser igual a cero).

ds x Of X of of
R = JE— = _— '— = 1
da|  “)od| . dx le (77 8y+77 ay,de 0 (B.10)

La condicion de que dS/da tiene que ser igual a cero debe de ser verdadera para

cualquier valor de n(x) satisfaciendo asi la ecuacion (B.7): Esto es, para cualquier
trayectoria “erronea” escogida de Y (x) = y(X)+an(X).

Para tomar ventaja de la condicién hecha en la ecuacion (B.10), necesitamos

reescribir el segundo término de la derecha usando integracién por partes (recordando

que 7" es dn/dx) y que la integracion por partes ( I vdu =wvu —Iudv) puede ser escrita

de la forma ( J. vu'dx =vu —_[uv'dx) lo que nos facilita el procedimiento.

o of o [ ot [t e o od(of
le n de—[ﬂ(x)w]XI le n(x)&(ay,)dx

Debido a la condicion (B.7) el primer término de la derecha de la igualdad es cero.

Reescribiendo entonces la ecuacion.
% of % d(of

"(X)=—dx=— X)—| = |dx B.11
I () 2 k== )dx(ay,j B

Sustituyendo la identidad (B.11) en (B.10).

| of d ([ of X o dof

—OX—7n—| = |dx |= X)| —=———= [dx=0 B.12
J, {”ay ”dx(ay'J ] J, )(8y x 8y’] (512
Esta ultima condicion debe ser satisfecha para cualquier eleccion que se haga de la

funcion 77( X) y f . Siempre y cuando estas sean continuas. Es entonces que el factor en

el paréntesis mayor debe ser cero.

Y (Ecuacion de Euler-Lagrange) (B.13)

Para toda X (en el intervalo X, <X <X,). Esta es la llamada ecuacion de Euler-Lagrange

(nombrada asi por el matematico suizo Leonhard Euler, 1707-1783, y el fisico y

matematico italo-francés Joseph Lagrange 1736-1813).
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B.3 Aplicaciones de la ecuacion de Euler-Lagrange
Retomando el problema propuesto al principio, ya con la ecuacion de Euler-
Lagrange es posible demostrar que el camino mas corto entre un punto y otro es una linea

recta.

Como ya vimos la longitud de la trayectoria y(X) entre los puntos 1 y 2 esta dada

por la integral (B.3) como:

L=_2[ds=]'2 1+ Y% (x)dx
1 X

Esta tiene la forma estandar S = J i [y,y,x]dx con la funcion f dada como:
X

1/2

f(y, y’,x)=(1+ y’z) (B.14)
Utilizando la ecuacion (B.13), debemos evaluar las 2 derivadas parciales concernientes.
!

% ¥ iy

Ya que of /8y =0 la ecuacion de Euler-Lagrange implica que:

d of
&ay"o

Es decir, en otras palabras, of /0y’ es una constante C. De acuerdo a (B.15) podemos

reordenar como.
y2=C?2 (1+ yrz)
O con un pequefio reordenamiento, y'>= constante. Esto implica que y'(x) es igual a
una constante, a la que podemos llamar m. Integrando la ecuacion y'(x) =m.
I y'(X)= I mdx
Se obtiene entonces que la ecuacién queda en y(x) =mx+C,. Donde C, es una

constante de integracion, a la que podremos llamar b . Resultando la ecuacion de la recta:

y(X)=mx+b
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Es asi entonces que hemos probado que el camino mas corto entre 2 puntos es una linea

recta.
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Apéndice C

Transformada de Legendre

El matematico francés Legendre (1752-1833) descubri6 una importante
transformacion en sus estudios conectados con la soluciéon de ecuaciones diferenciales.
En la mecanica clésica esta transformacion permite concebir una nueva forma de las
ecuaciones de Lagrange, pero antes de poder aplicar esta transformada es necesario

hablar de sus propiedades matematicas. Empecemos con una funcion.
F=F (Up---:“n)
Ahora introduciremos un nuevo conjunto de variables (V,....,v,) por medio de la

siguiente transformacion.

oF
= C.1
Vi 2u, (C.1)
Asumimos que el Hessiano (definido como sigue):
F PF PF
ou?  ou,ou, du,du,
PF PF  OF
H =det| du,ou,  ou? du,duy,
OF  F  PF
| OUydu,  Ou,du, ouy |

es diferente de cero, garantizando la independencia de las n variables de Vv, . Siendo este
caso la ecuacion (C.1) tiene solucion para U, como funcion de V; .

Ahora definamos una nueva funcion G .
n

Expresamos U; en términos de V; y sustituimos en (C.2) la funciéon G puede ser entonces

expresada solamente en términos de las nuevas variables v, como.
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G=G(Vi,-..,,) (C.3)

Consideremos ahora la variacion infinitesimal de G producida por las variaciones

infinitesimales arbitrarias de v, . La combinacion de (C.2) y (C.3) produce:

vn):znluivi ~-F
=1
6G = Z Z (uiov; +viou; ) - SF (C.4)

Considerando de igual forma la variacion infinitesimal de la funcién F como:

- OF

oF =) —ou
;aui '
Sustituyendo en (C.4).
- 0G ! [ 8FJ
— OV, = Uov, +| V. — oy, (C.5)
- av le: 1 I 1 a
Sustituyendo Vv, como lo definimos en la ecuacion (C.1) y sustituyendo en (C.5),
obtenemos:
oG
U =— C.6
Ay (C.6)

Este resultado junto con la ecuacion (C.1) son equivalentes, lo que expresa una clara

dualidad de la transformada de Legendre. El siguiente esquema muestra esta dualidad.

Sistema viejo Sistema nuevo
Variables: Ups- sty ViseinsV,
Funcion: F =F(u1,...,un) G=G(V1,...,Vn)
Transformacion
oF 0G

G=iU,V,—F (b) F= n UiVi—G

i=1 i=1

G=G(V,....Va)  (¢) F=F(u,....u,)
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Asi entonces las nuevas variables son las derivadas parciales de la funcién vieja con
respecto a la variable vieja, por lo tanto las variables viejas son las derivadas parciales de
la nueva funcidn respecto a la nueva variable.
La transformacion es enteramente simétrica, lo que significa que los dos sistemas (viejo y
nuevo) son enteramente equivalentes.

Consideremos a continuacion la siguiente extension de la transformada de

Legendre. Asumamos que F es una funcion de dos conjuntos de variables u,,...,u, y

Wi, W,

0’

F=F(Up o2, Wpseos W, ) (C.7)

Considerando que W, es independiente de u,.Utilizando la transformada de Legendre

solo sobre el conjunto de variables U; tenemos:

n

G (Vi s Vs Wy ca W )=ZUM—F (C.8)

n

1=
Notamos que la nueva funcion G contiene también al conjunto de variables w,, las cuales
no intervienen en la transformacion. Este tipo de variables reciben el nombre de
(13 . 2 b b . . b 13 b 2
pasivas”, mientras que las variables que si intervienen son llamadas “activas”.
Regresando a la ecuacion (C.8) y encontrando la variacion total de G permitiendo que

W, y V; varien arbitrariamente:

5| 0G oG x
5G=;{Wi5vi +ﬂ5vvi}=;(ui5vi +V;0U; ) SF (C.9)
Considerando la variacion total de F de (C.7):
COF oF
OF = .leﬁ_uigui +M5Wi

Sustituyendo en (C.9) y ordenando.

—| 0G oG R OF " oF
;[M5V\4 +Wi5\/i:|_lz__1: ui5Vi+(Vi a—LhJaui . maw

Sustituyendo Vv, de la ecuacion (C.l1) obtenemos entonces la misma relacion que

obtuvimos en la ecuacion (C.6) mas una relacion adicional.
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oG

F_ .
o an (C.10)

I
Una transformacion de Legendre da como resultado una nueva funcién, en la que se
sustituye una o mas variables independientes con la derivada de la funcion original

respecto a esa variable.
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