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Resumen:

Los sistemas fisicos tienen una representacion matematica que modela su
comportamiento del sistema, a esto se le llama teoria clasica de modelado la cual utiliza
leyes, propiedades matematicas, teoremas, igualdades, teoremas matematicos, entre
otras propiedades con el objetivo de determinar el conjunto de ecuaciones que reflejan el
comportamiento del sistema. Desarrollar el modelado de cualquier sistema es complejo, y

solo basta un error para que el modelo matematico sea incorrecto.

Una de las técnicas que simplifica el desarrollo y la obtencion de modelos
matematicos es la técnica de modelado llamada Bond Graph, esta técnica reduce el
tiempo de espera para obtener las ecuaciones del modelo mateméatico del sistema, es
mas sencilla de comprender y de aplicar ya que se utiliza un sistema fisico y se

representa graficamente.

En este trabajo de tesis, la aplicacion de la técnica de Bond Graph permitira
modelar sistemas dinamicos, a través del enfoque en Bond Graph en causalidad integral
(BGI) y del Bond Graph en causalidad derivativa (BGD), demostrando a la vez las

relaciones de equivalencia para los sistemas propuestos.

Al utilizar la técnica de modelado de sistemas dinamicos con Bond Graph, se
podra observar que con un minimo numero de simbolos se hace posible la
representacion de dichos elementos para los sistemas propuestos, ademas de las
interacciones energéticas y las relaciones de causa y efecto que existen, debido a que
Bond Graph permite representar una gran variedad de medios de energia (eléctrica,

hidraulica, térmica, etc).

Posteriormente, se plantea un procedimiento para obtener la respuesta en estado
estacionario de los sistemas dinamicos propuestos, basados en un modelo de Bond
Graph en causalidad derivativa y en causalidad integral, para con ello demostrar que es

posible llegar a un mismo resultado para ambos enfoques de estudio.

Palabras Clave: Bond Graph, Bond Graph en Causalidad Derivativa (BGD), sistemas

dindmicos, estado estable.
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Abstract:

Physical systems have a mathematical representation that models the behavior of
the system, this is called classical theory of modeling which uses laws, mathematical
properties, theorems, equalities, mathematical theorems, among other properties in order
to determine the set of equations reflecting the behavior of the system. Develop the
modeling in any system is complex, and it is enough for an error that the mathematical

model is inaccurate.

One technique that simplifies the development and obtainment of mathematical
models is the modeling technique called Bond Graph, this technique reduces the waiting
time to obtain the equations of the mathematical model of the system, it is easier to

understand and to apply since a physical system is used and is plotted.

In this thesis, the application of the technique allow Bond Graph model dynamic
systems by focusing on Bond Graph integral causality (BGI) and Bond Graph in derivative

causality (BGD), demonstrating both relations equivalence for the proposed systems.

By using the art of modeling dynamic systems with Bond Graph, it will be seen
that a minimum number of symbols representing these elements for the proposed systems
is made possible, in addition to the energy interactions and relationships of cause and
effect relationships because Bond Graph can represent a variety of media power (electric,

hydraulic, thermal, etc.).

Subsequently, a method is proposed to obtain the steady-state response of the
proposed dynamical systems, based on a model of Bond Graph in derivative and integral
causality, to thereby demonstrate that it is possible to achieve the same result for both

approaches study.

Keywords: Bond Graph, Bond Graph Causality in Derivative (BGD), dynamical systems,

steady state.



Capitulo 1.- Introduccién

Capitulo 1

1.Introduccioén

1.1. Modelado de sistemas dinamicos

Los sistemas dinamicos [3; son sistemas cuyos parametros internos (variables

de estado) siguen una serie de reglas temporales. Se llaman sistema debido a que estan
descritos por un conjunto de ecuaciones (sistema) y dinamicos porque sus parametros
varian con respecto a alguna variable que generalmente es el tiempo. De manera que el
conocimiento de la situaciébn en un momento dado, permite reconstruir el pasado y
predecir el futuro.

Los sistemas dindmicos son un area joven de las matematicas, aunque se
remontan a Newton con sus estudios de mecanica celeste y a Henri Poincaré, quien inicio
el estudio cualitativo de las ecuaciones diferenciales. Sin embargo, fue hace apenas 40
afios que los sistemas dinAmicos se establecieron como un area propiamente dicha
debido al trabajo destacado de ingenieros y matematicos como S. Smale, V. Arnold,
Lyapunov.

El modelado de sistemas dindmicos se trata de la obtencién de un conjunto de

ecuaciones matematicas que describen el comportamiento de un sistema fisico.
El modelado de un sistema dinamico consta de tres fases:

e A partir de la utilidad que vaya a tener el modelo decidase que sefiales son las
de entrada o excitacion, las de respuesta o salida, que variables internas, y
cuales son los parametros (constantes) a tener en cuenta. Pueden dibujarse
inicialmente bloques (sin ecuaciones matematicas) para ayudar a describir la
interaccion de las variables.

e Escribir las relaciones matematicas que relacionan las variables de entrada y
salida de cada elemento del conjunto.

e Anadir las ecuaciones que ligan unos elementos con otros. Obtener un modelo

en espacio de estado o mediante funciones de transferencia del conjunto.
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Las ecuaciones que resultan del modelado de distintos sistemas tienen, a
menudo la misma forma, lo que hace posible el establecimiento de analogias. El estudio
de sistemas dindmicos es de gran importancia ya que estos estan relacionados con el

mundo real.

1.2. Objetivo.

El presente trabajo de tesis tiene como finalidad representar un sistema

dindmico, y posteriormente pasar a un sistema equivalente en la técnica de modelado
llamada Bond Graph [2; y a partir de dicha técnica obtener el modelo matematico que

permitira analizar y obtener el comportamiento del sistema mediante la obtencion de sus

ecuaciones de estado.

1.3. Justificacion

La utilizacién del método desarrollado por el profesor Henry Martyn Paynter es
una herramienta nueva y util en la implementacion de sistemas eléctricos como lo es
también para el modelado de un sistema dinamico, ya que aun no se ha explotado al
maximo este método en el area de la ingenieria eléctrica y en particular para dichos
sistemas dinamicos de tal forma que se pueda obtener el modelo matematico a partir del
modelo en Bond Graph, demostrando las facilidades de este método para encontrar
importantes caracteristicas como causalidad, vectores clave, estructura de unién y

ecuaciones de estado.
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1.4. Metodologia

La metodologia [3] a seguir para el presente trabajo de tesis consiste en una

investigacion acerca de modelado de sistemas dindmicos utilizando Bond Graph aplicar
este método y establecer las equivalencias de sistemas de Bond Graph en causalidad
integrativa y en causalidad derivativa y posteriormente proponer algunos casos de
estudio. Una vez obtenidos los resultados se analizaran para establecer dichas

equivalencias.

1.5. Contenido de la tesis

El presente trabajo de investigacion de tesis consta de 5 capitulos y esta

organizado de la siguiente:

Capitulo 1.- Introduccién del contenido global de la tesis, vision general de lo que

se pretende con la realizacion del presente proyecto de investigacion.

Capitulo 2.- Modelado de sistemas en Bond Graph, explicacion a detalle de esta
técnica, se da un procedimiento general para el modelado de sistemas fisicos y se
describe la estructura de unién para determinar el modelado matematico en espacio de

estado del sistema.

Capitulo 3.- Se estudiara el caso cuando se tiene la existencia de causalidad
derivativa en Bond Graph (BGD), y sus ecuaciones de variables de estado caracteristicas,
ademas se establecera la relacion que se tiene con un Bond Graph en causalidad integral
(BGI), mediante el analisis detallado de sus expresiones matematicas con el fin de
demostrar que son expresiones equivalentes y que se puede obtener el mismo resultado

ya sea realizando un analisis en BGI o en BGD.

Capitulo 4.- Se presentan algunos casos de estudio que se analizara utilizando el
BGl y el BGD y ademas se estudiara el caso de estado estacionario, que se presentan en

los sistemas dinamicos mediante la técnica de Bond Graph.

Capitulo 5.- Finalmente en este capitulo se tiene una serie de conclusiones,
recomendaciones y comentarios finales acerca de los resultados que se obtuvieron

durante el desarrollo de este trabajo de tesis.
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Capitulo 2

2. Modelado de Sistemas en Bond Graph

2.1. Introduccidén

Al tener un sistema fisico es primordial modelar este sistema a través de
ecuaciones matematicas que representen su comportamiento dinamico. Existen diversas
formas de obtener el modelo matematico y distintas metodologias para obtener su
solucion; los métodos mas empleados cominmente son el método de la funcién de
transferencia y el método de las variables de estado. EI método de la funcién de
transferencia es valido Unicamente para sistemas lineales, en tanto que el método de las
variables de estado es valido tanto para sistemas lineales como para sistemas no lineales.
Para el presente trabajo de tesis, en el modelado de sistemas dinAmicos se implementara
la técnica llamada Bond Graph que funciona tanto para sistemas lineales como para los
sistemas no lineales y que ademas representa un enfoque para modelar y manipular

sistemas dinamicos de ingenieria.

2.2. Bond Graph

La herramienta de Bond Graph permite capturar la estructura de los sistemas
fisicos que se desean modelar con flujos de energia entre los elementos del sistema.
Bond Graph ofrece una descripcién rapida y eficiente de sistemas muy complejos. Es
posible observar como se comporta la energia de los sistemas modelados en Bond Graph

debido a la notacion llamada causalidad en el esquema del sistema.

En el afio 1959, el profesor Henry M. Paynter dio una idea revolucionaria de la
interpretacion de los sistemas en términos de Bonds de potencia, mediante la conexion de

elementos de un sistema fisico limitadas por uniones. El intercambio de potencia en un
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sistema es descrito mediante los distintos componentes que interactlian con puertos de
energia formando de esta manera una representacion gréfico llamada modelo en Bond
Graph. Posteriormente, la teoria de Bond Graph sigui6é siendo desarrollada por muchos
investigadores como Karnopp (1983), Breedveld (1984), Rosenberg (1990) y Thoma
(1991), etc. Quienes trabajaron en esta técnica lo hicieron modelando sistemas
hidraulicos, mecatronicos, sistemas termodinamicos en general y actualmente en

sistemas electrénicos.

2.3. Elementos béasicos del Bond Graph

En la técnica de Bond Graph el flujo de potencia entre los sistemas y los
elementos del sistema se representa mediante por una linea llamada Bond, mostrada en
la Figura 2.1. La punta de la semiflecha del Bond indica el sentido de transmision de la

potencia.

Flujo de potencia

Figura 2.1. Representacién de un Bond.

Por otra parte la potencia instantanea variante en el tiempo es transmitida por un
Bond en patrticular y puede ser expresada por el producto de dos variables: El esfuerzo
e(t) vy el flujo f(t) siendo estas dos variables en funcién del tiempo, dando como

resultado la ecuacion siguiente:
Potencia = e(t) = f(t) (2.1)

Posteriormente se analizara el significado de las variables de esfuerzo y flujo las cuales

dependen del sistema fisico de estudio.

En los sistemas que almacenan energia se definen variables que representen el
estado del sistema llamadas variables de energia, estas reciben el nombre de momento

p(t) o esfuerzo acumulado e, (t) y desplazamiento q(t) o flujo acumulado f, (t).

Donde q(t) y p(t) se denominan como variables energéticas o dinamicas.
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A continuacion se muestra el comportamiento de la energia con respecto al flujo de
potencia y esfuerzo.

e{t) —  »

«— F(}

-

Figura 2.2. Variables de potencia de un Bond.

En la Tabla 2.1 se muestran las variables generalizadas utilizadas por Bond Graph en

las ecuaciones matematicas que representan el modelado de diversos sistemas.

Tabla 2.1. Variables generalizadas para distintos sistemas fisicos.

Mecanico Mecanico
Variable General Eléctrico | Traslacional Hidraulico
rotacional
Esfuerzo e(t)
v(t) F(t) T Pe(t)
Voltaje Fuerza Par Presion
© 70 @ o)
l .
Flujo f(® _ _ Velocidad
Corriente Velocidad Caudal
angular
A (t) Pr() H() Pp(t)
Momento p(t) = j e (t)dt Enlace de Momento Momento Integral de
flujo rotacional angular presion
Desplazamiento
q(t) X(t) 6(t) v(t)
q®) = | f(©)dt o
Carga Distancia Angulo Volumen
Potencia _
P() =e®f®) | v)i(o) FOV(E) | Tl | PeOVO
= [rea | [iwa | [vapar | e | [emar
Energia
E@=[e@ds | [eds | [reoar | [r@as | [ryay
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Para poder realizar el andlisis de modelado usando Bond Graph se debe conocer
diferentes elementos que ayudaran al sistema en diagramas de Bond, cuya descripcion se

tiene a continuacion.

2.3.1. Puertos -1 Pasivos

Los puertos pasivos representan elementos ideales de disipacién de potencia y
dos formas de almacenar energia. La resistencia, inductancia y capacitancia son

considerados como elementos pasivos.

La siguiente Tabla 2.2 muestra los elementos de disipacién R, de almacenamiento de flujo

C y de almacenamiento de esfuerzo I para sistemas eléctricos, mecéanicos e hidraulicos.

Tabla 2.2. Puertos pasivos.

Sistemas
Elemento Relacion Eléctricos Mecanicos Hidraulicos
R Lineal v (t) = Ri(t) F(t) = bV (¢) AP.(t) = RQ(D)
No lineal v = (i) F =) AP = ¢(Q)
Lineal _ _
C () = %fidt F(t) = kadt Pr(t) = CfAth
No lineal v (t) = ¢(q) F(t) = o(x) P.(t) = (V)
'(t)—lj dt V(t)—ldet Q(t)—IJAPdt
I Lineal E A M - "
No lineal i(t) =0l V (t) = (P) Q) =9(B)

Los elementos variantes en el tiempo, indican que la energia que se almacena o
dispersa segun sea el caso, cambia constantemente, por lo que es necesario analizar

todos los elementos del sistema en el mismo rango de tiempo.

La Figura 2.3 muestra el tetraedro de estado, este esquema facilitara el determinar la

determinacion existente entre las variables generalizadas por tres puertos-1 pasivos.
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Figura 2.3 Tetraedro de estado.

2.3.2. Puertos -1 Activos

Los elementos activos en Bond Graph son aquellos que proporcionan energia al
sistema, existen dos tipos de fuentes, fuentes de esfuerzo MSe (voltaje, fuerza o presion)

y fuentes de flujo MSf (corriente, velocidad o caudal) representados en la Figura 2.4.

MSe —— MSf  p—

a) Fuente de esfuerzo. b) Fuente de flujo.

Figura 2.4 Puertos-1 Activos.

2.3.3. Elementos ideales puertos-2

Unicamente existen dos tipos de elementos ideales puerto-2 estos dos
elementos son llamados transformador TF y girador GY que cambian la relacion entre las
variables de flujo y esfuerzo respectivamente. Ambos se caracterizan por tener dos

puertos y una relacion lineal entre esfuerzos y flujos.
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2.3.3.1. Transformador TF

El transformador representa un transformador eléctrico ideal, su funcion es la de
convertir la energia entre dos puertos. En el transformador no se crea ni se conserva

energia, solo se transforma para ser transferida con ciertas caracteristicas.

En la figura 2.5 se tiene el esquema de Bonds que representan al transformador.

Figura 2.5 Bond Graph del Transformador.

Las relaciones de las variables de Bond generalizadas para el transformador estan dadas

por:

e = ney(t) (2.2)

f1=1 f2(0) (2:3)

Para el modelo del transformador en Bond Graph, se tiene el mismo concepto de
relacion de transformacion que el de un transformador eléctrico real, la relacién de
transformacién para ambos casos indica como se ve afectada la transformacion de la

energia.

2.3.3.2. Girador GY

El girador establece la relacion que hay entre flujo-esfuerzo y el esfuerzo-flujo,
en el caso del transformador que establece la relacion entre flujo-flujo y el esfuerzo-
esfuerzo, para representar el elemento girador se hace mediante dos Bonds, donde 1 es

el moédulo del girador, que se muestra en la Figura 2.6.
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Figura 2.6 Bond Graph del Girador.

Las relaciones entre las variables de Bond generalizadas para el girador vienen dadas por

las ecuaciones siguientes:
e1(t) =1f,(t) (2.4)

f1®) =7 e; (1) (2.5)

2.3.4. Elementos de union Puertos-3

Los elementos de puerto-3 se utilizan para unir dos 0 mas Bonds, existen
Unicamente dos tipos de uniones, la unién 0 y la union 1. Estos conservan la potencia y
representan las ideas fundamentales de Bond Graph, es decir, los dos tipos de

conexiones (en referencia a la analogia de los circuitos eléctricos) serie y paralelo.

La unién 0, unién de flujo o esfuerzo comun representa a la conexién en paralelo

de los elementos de un sistema, en la Figura 2.7 se representa el esquema de la unién 0.

4 |2
40 —H

Figura 2.7 Union-0.

Las relaciones de interconexion estan representadas por:

10
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e1(t) = ex(t) = e3(t) (2.6)
f1) +f2(0) + f3()=0 (2.7)

La union 1, union de esfuerzo o flujo comdn representa la conexiéon serie,
mostrada en la Figura 2.8.

Figura 2.8 Union-1.

Las relaciones de interconexion se representan por:
f1(®) = f2(0) = f3(O) (2.8)

e1(t) +e,(t)+ e3(t) =0 (2.9)

2.4.Causalidad

La causalidad establece la relacion de causay efecto entre los distintos factores
de potencia. En Bond Graph, las entradas y salidas estan caracterizadas por un trazo
causal. El trazo causal indica la direccién en que el esfuerzo es dirigido, en tal caso, la

direccion del flujo seran en sentido contrario de este ultimo como se ve en la Figura 2.9.

11
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Figura 2.9 Causalidad para un Bond.

En la Figura 2.10 se puede observar los 4 distintos tipos de casos de causalidad
para el esfuerzo y el flujo.

e(t)—m (1) +—e(t) e(t) ——m

a——| s al—— 58 A k— 5 A ~—]B
) J@) —> Je)— «— @

Figura 2.10 Tipos de causalidad.

En la figura 2.10 se observa que el flujo viaja en sentido contrario que la direccion
del esfuerzo, cuando tiene lugar la transferencia de potencia que se da de un elemento a
otro el recorrido de esta indicara que elementos demandan o0 entregan potencia. En un
sistema existen distintos elementos de diferentes tipos, se debe considerar en donde el
ubica el causal ya que no se tiene la misma ubicacion siempre. Para el caso de los
diferentes elementos que existen en Bond Graph, el trazo causal se muestra en la Tabla
2.3

12
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Tabla 2.3 Condiciones para el trazo causal.

Causalidad | Mse MSf H
necesaria
A T || ™ |
n n
| l l l
| GYI [ GY %
r r
Causalidad
restrictiva

©—

Lﬁ S
J

ﬁ|<>

S|—

Causalidad ﬁl I Iﬁ C
integral

Causalidad F——>1 — ¢
derivativa

Causalidad ﬁ' R Iﬁ R
arbitraria
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2.5. Obtencion de ecuaciones diferenciales por asignacion de causalidad en
un multipuerto

1.- Asignar la causalidad requerida a todas las MSe y MSf, e
inmediatamente aplicar causalidad utilizando las restricciones de unién 0,1, y de TF y

GY.

2.- Asignar causalidad integrativa a elementos € e I en base a las

restricciones mencionadas en la Tabla 2.3.

3.- Asignar a los elementos R causalidad arbitraria, respetando las restricciones
al encontrarse uniones 0 y 1 y respetando también las restricciones cuando se tienen TF
y GY.

2.6. Causalidad derivativa en un Bond Graph

Se presenta cuando un sistema contiene elementos de almacenamiento de
energia que no son dindAmicamente independientes. Esto se presenta por ejemplo, cuando
en un sistema eléctrico, se encuentran dos capacitores en paralelo como se muestra en la

Figura 2.11.
R1

W

1

Figura 2.11 Circuito eléctrico en causalidad derivativa.

En el circuito se puede apreciar que el capacitor 1 y 2 se encuentran en conexion

paralelo, tipicamente los capacitores tienen causalidad integral sin embargo cuando se

14
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presenta un caso como este, a uno de los capacitores se le asigha causalidad integrativa

y a otro causalidad derivativa, como se ve a continuacion en la Figura 2.12.

MSe —

W

Figura 2.12 Elemento C2 en causalidad derivativa.

El numero de elementos que almacenan energia en la causalidad integral es el
namero de ecuaciones diferenciales linealmente independientes y el numero de
almacenadores en causalidad derivativa es el nimero de ecuaciones diferenciales

linealmente dependientes.
2.7 Procedimiento para el modelado de sistemas en Bond Graph

Existen diversos métodos para el modelado de sistemas y asi mismo obtener sus
ecuaciones matematicas, sin embargo para el modelado de sistemas en Bond Graph es
necesario seguir secuencias o procedimientos muy especificos, esta metodologia se

menciona a continuacion:
1.- Dibujar una unién 0 para cada nodo donde coincidan las trayectorias paralelas.

2.- Colocar una unién 1 para cada uno de los elementos que se encuentren en

serie y conectar a este mismo el bond o los bonds apropiados a dicho componente.

3.- Dibujar bonds entre las uniones adyacentes respetando la direccion del flujo

de potencia.

4.- Remover la union 0 que representa el punto de referencia y todos los bonds

que se encuentren conectados a esta union.

5.- Se reduce el sistema realizando algunas simplificaciones en las uniones,

siguiendo las condiciones de la Figura 2.13.

15
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/0 rd
/1 7

Eeduccion —

Figura 2.13 Reduccién de Bonds en las uniones.
2.8 Estructuras de union en sistemas multipuerto

Algunos sistemas de mayor complejidad como campos interconectados da como
resultado una estructura dindmica, la manipulacién, generacion y reduccion de diversas

ecuaciones, se realiza sistematicamente para una implementacién exitosa.
2.8.1 Vectores clave o vectores significativos

En Bond Graph se clasifican todos los bonds, estos pueden ser internos o
externos. Los bonds externos conectan elementos como R, C, I, MSe y MSf y los bonds
internos los que conectan elementos como 0,1, GY y TF. Los bonds externos se

clasifican de acuerdo a su uso y manifestacion de energia, la figura 2.14 muestra el

diagrama a bloques de una estructura uniéon de un Bond Graph.

Mse MSF

|

‘%d
LC z TF GY 0 1 R
Dout

Za

’|

D

Figura 2.14 Diagrama de bloques de la estructura de unién de un Bond Graph.
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Las variables Mse, Msf, L, C, y R denominados bonds externos denotan los
campos fuente, de almacenamiento y de disipacion respectivamente, D el detector, 0, 1,
TF y GY llamados bonds internos representan la estructura de union con transformadores

TF, giradores GY, uniones 0y 1.

Los vectores que representan al sistema son llamados vectores clave, los cuales
estan representados en la Figura 2.14 donde u(t) es una matriz que tiene una dimension
de p y esta contiene las variables de potencia o esfuerzos y flujos impuestos por los
elementos de las fuentes en la estructura de unién. Los estados del sistema x(t) tienen
una dimensién de ny x4 (t) tiene una dimension de m estdn compuestos o
representados por variables de energia momento generalizado p(t) en elementos I y
desplazamiento generalizado q(t) en € en causalidad integral y derivativa
respectivamente, D;,,(t) y D, (t) son matrices y tienen una dimensién r cada una, estas
variables muestran los intercambios energéticos de flujos que se presentan entre la

estructura de union y el campo de disipacion, también son variables que surgen de una

mezcla de flujos y esfuerzo.
2.8.2 Ecuaciones de estado y relacién de campo

Las relaciones de campo no lineales de la figura 2.14 son de almacenamiento y

de disipacion representadas por:

Z(t) = ®p(x) (2.10)
Z4(t) = Prq(xq) (2.11)
Dyt (t) = @1 (D) (2.12)
Donde:
D .- Funcién que relaciona a cada Z; con cada X; parai=1,...,n.
Dy .- Funcién que relaciona a cada Z4; con cada X4; parai=1,....m.
D, .- Funcién que relaciona a cada D, con cada D;,, parai=1,...,r.

17
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El comportamiento de un elemento especifico esta descrito por una ley fisica

la cual se le denomina relacién constitutiva. Si las relaciones constitutivas son lineales se

tiene:
Z(t) = Fx (t) (2.13)
Z4(t) = Faxq(t) (2.14)
Doy (t) = LD (1) (2.15)
Donde:
L .- Es una matriz real de dimensionr xr.
F .- Es una matriz real de dimensién n x n.
Fy4 .- Es una matriz real de dimension m x m.

Las relaciones de la estructura de union estan dadas por:

x(t) S11 S1z S13 Sy Dz(tgt)
Dy, (1) | = [Sn S22 S23 0 ;"u(tt) (2.16)
y(®) S31 S32 S33 0 ig()

Zy(t) = —S14Z(t) (2.17)

Los elementos de S toman valores dentro del conjunto (0, +1, +n +r), donde n y

r son médulos del transformador y girador respectivamente.

Donde la matriz de estructura unién S, esta formada por:

511 512 Sl3 514
S= 521 SZZ 523 0 (2.18)
S31 S32 S33 O

18
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2.8.3 Propiedades de la matriz S

A continuacién se listan las propiedades de la matriz estructura de uniéon § de

un sistema modelado en Bond Graph:

= P1l.-S541Y S22 son matrices cuadradas y anti simetricas.

= P2.- 54, es la matriz transpuesta negativa de $,; y viceversa.

Las propiedades P1y P2 estan basadas en el principio de conservacion de la energia.

Un sistema continuo invariante en el tiempo con multiples entradas y mdltiples

salidas (LTI MIMO) esta representado en variables de estado 4]. por:
x(t) = A, x(t) + B, u(t) (2.19)
y (@) = C,x(t) + D, u(t) (2.20)

Relacionando todas las ecuaciones y matrices se tiene:

A, = E7Y(S11 + S12MS;1)F (2.21)
B, = E~'(S13+ S12MS33) (2.22)
Cp = (S31 + S32MS21)F (2.23)
D, = S33 + S32MS>; (2.24)
Donde:
E=1+S,F;'S1,F (2.25)
M= (I—-LS,) L (2.26)
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Capitulo 2.- Modelado de Sistemas en Bond Graph

Las expresiones anteriormente presentadas son indispensables para la
representacion de sistemas en variables de estado utilizando Bond Graph y son
necesarias también para su representacion matematica, ademas para el modelo obtenido
en Bond Graph el sistema tiene relaciones causales que sirven para determinar las

propiedades estructurales como obsevabilidad y controlabilidad.

20



Capitulo 3.-Bond Graph en causalidad derivativa

Capitulo 3

Bond Graph en causalidad derivativa

3.1 Introduccidn

La causalidad es un concepto fundamental en el modelado, ya que muestra la
dependencia entre elementos. Esta queda determinada por las fuentes y por las uniones

entre elementos que conforman el sistema de estudio.

La causalidad derivativa [5) se presenta en sistemas donde los elementos de

almacenamiento no son dinamicamente independientes. El problema mateméatico debido
a la causalidad derivativa es que involucra la solucion de un conjunto implicito de
ecuaciones diferenciales. Los bucles algebraicos para un BGD, se originan en sistemas
donde el uso de ecuaciones algebraicas adicionales es necesario para obtener un

explicito conjunto de ecuaciones diferenciales independientes.

En un Bond Graph en causalidad derivativa no existen acoplamientos entre
capacitores e inductores. Se tiene entonces que el nimero de elementos almacenadores
en causalidad derivativa es el numero de ecuaciones diferenciales linealmente

dependientes.

3.2 Bond Graph en causalidad derivativa

Una de las propiedades fundamentales en el modelado de sistemas fisicos es la
causalidad. La causalidad en un bond permite establecer de manera precisa la direccion

del flujo y esfuerzo en cada bond.

Asi, la causalidad permite determinar las ecuaciones tanto algebraicas como
dinamicas de cada elemento del sistema. Las ecuaciones algebraicas son definidas por
las uniones, elementos disipativos, transformadores, giradores y fuentes. Las ecuaciones

dinamicas son descritas por los elementos de almacenamiento.
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Capitulo 3.-Bond Graph en causalidad derivativa

Por lo tanto, un sistema fisico que se modela en Bond Graph con una asighacion
de causalidad integral predefinida en los elementos de almacenamiento, permite definir
las variables linealmente independientes y para este caso de estudio se tienen elementos
de almacenamiento en causalidad derivativa, estas variables seran estados linealmente
dependientes.

Cuando a un sistema en Bond Graph se le asigna en forma predefinida
causalidad derivativa, al momento de realizar el modelado se pueden determinar las

propiedades estructurales de observabilidad, controlabilidad, y estado estacionario.

Entonces como se dijo anteriormente, la asignacion de la causalidad para los
elementos de almacenamiento es una de las caracteristicas importantes de la
metodologia de Bond Graph. Ya que al conocer la observabilidad, y controlabilidad,

propiedades de un sistema de Bond Graph, sus aproximaciones pueden ser obtenidas.

La representacion de un sistema con asignacion en causalidad derivativa se

muestra en la Figura 3.1.

Mse MSf

u

LC TF GY 0 1 : R

o

)7

—

Figura 3.1 Diagrama de bloques de la estructura de unién de un Bond Graph en

causalidad derivativa.
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Capitulo 3.-Bond Graph en causalidad derivativa

En la figura 3.1 las variables (Mse, Msf), (L,C) y (R) denotan los campos de
fuente, de almacenamiento y de disipacion respectivamente, (D) el detector y (0,1,TF y
GY) la estructura de unién con transformadores, TF, giradores, GY, uniones-0 y uniones-
1. La entrada y salida de los vectores clave hacia los elementos de almacenamiento Ly C
ha cambiado su orden para el andlisis con causalidad derivativa ahora el vector clave Z se
coloca en posicion de entrada mientras que el vector clave x queda en la posicion de

salida.

Considerando el esquema de la Figura 3.1 la estructura uniéon de un Bond Graph

con causalidad derivativa (BGD) esta dado por:

z(t) 1 Jiz Jiz]| *@©
DL (v = []21 J22 J23|| D%, () (3.1)

y(t) 31 J32 Jz3d| u(e)
D¢, = L D¢, (3.2)

Se puede observar en la estructura de la matriz Jig), la ubicacion de cada una de
las expresiones necesarias para este analisis, asi mismo la posicion de los vectores clave
z(t) y x(t) que cambian de lugar en relacion a la matriz S, para el caso de un BGl y la

expresion de salida; también se puede observar el vector y(t) el cual representa la salida

para cualquiera de los elementos que conforman el sistema de analisis en Bond Graph.

Los elementos de la matriz J para un BGD, tienen las mismas propiedades que
los elementos de la matriz § para el caso de un BGI. Los elementos que se encuentran
contenidos en la expresion (3.2) tienen causalidad derivativa, por lo tanto D?n y D2, se
definen del mismo modo que D;, y D,,; para un analisis de un BGI, pero ambas
expresiones son dependientes de la causalidad que le sea asignada a los elementos que

almacenan energia, dichas uniones deben de tener una adecuada asignacion de

causalidad en base al analisis que se deseé realizar.
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Capitulo 3.-Bond Graph en causalidad derivativa

Para el andlisis de un BGD se tienen las siguientes expresiones:

z= A% +B"u (3.3
y¢= Cx+ D*u (3.4)

Donde:
A =]+ Jio M ]y, (3.5)
B* =Ji3+ J12 M? 23 (3.6)
C* =J31+ Jgp M4 ]y, (3.7)
D* = J33 4 J3p M4 ], (3.8)

Siendo:
M =18 (- J,p L1 (3.9)

Es posible llegar a estas expresiones, si se realiza un analisis, al multiplicar la

matriz J, tomando como punto de inicio el orden del lugar que le corresponde al vector

clave de salida y(t) por los sucesivos vectores clave x(t), D%, (t), u(t) de la siguiente

manera:
Y =Js1% +J32 D + J33 u (3.10)
Sustituyendo la ecuacion (3.2) en la expresion se tiene que:
Y = Ja1X +J32 LTDG + J33 u (3.11)
Al sustituir la ecuacién D&, en la expresion anterior se tiene lo siguiente:

Siendo:
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Capitulo 3.-Bond Graph en causalidad derivativa

Di67i1 = (I —J22 Ld)_l(]nx + Jo3u) (3.12)
Sustituyendo el valor de D‘i’n en la expresion (3.11) se llega al resultado siguiente:
Yy =J31% +]32Ld(1 —J22 Ld)_l(lzﬂk +J23u) +/33u (3.13)
Reacomodando términos la expresion resultante es:
Yy =J31x +]32Ld(1 —J22 Ld)_1]2155 + J3, LY (1 —J22 Ld)_lfzz u+j33u (3.14)
Posteriormente se factorizan términos y la expresion queda reducida a lo siguiente:
y= (]31 +]32Md]21)55 + (J33 + J32M?23)u (3.15)

Para lo siguiente se tiene que tomar en cuenta la expresion (3.3) y mediante el

despeje de la variable x se llega al resultado que se muestra a continuacion:

%= (A4)"1z— (A" 1Bu (3.16)

Posteriormente, el valor de esta variable de estado, da como resultado la

siguiente expresién mediante la sustitucion de valores de la ecuacion (3.4) se tiene que:
Tomando en cuenta que:
ZY=FX (3.17)

Al realizar la sustitucion de valores se tiene:

y =C*(A")"Fx — C*(A*) ' B*'u + D*u (3.18)
Ordenando términos:
y =C*(4)"Fx +{D* — C*(A") 1 B*}u (3.19)

Sustituyendo el valor de A* en la siguiente expresion el resultado obtenido es:
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Capitulo 3.-Bond Graph en causalidad derivativa

y=C*(FA Y)Y Fx+{D* - C*(FA ™)™t (-FA™1B)}u (3.20)
Eliminando términos semejantes, a fin de reducir la expresion:
y=CAFEFx+ {D"+ C*AEPFA ' B}u (3.21)
El resultado que se tiene es:

y= C" Ax+ (D" + AA B}u (3.22)

El cual también es posible reducir y finalmente se llega al resultado que se muestra a
continuacion:
y=CAx+{D"+ C*B}u (3.23)

3.3 Relaciones de un BGl y de un BGD

Existen dos estructuras de uniéon generales en Bond Graph, una union con
causalidad integral (BGI) y una derivativa (BGD), como ya se mencion0 anteriormente;
con el fin de determinar la equivalencia de sistemas, las relaciones entre un BGI y un
BGD se estableceran a continuacién. Dicha equivalencia entre ambos tipos de sistemas
permitird considerar una matriz singular de estado, de un sistema representado por un
BGI.

La técnica de Bond Graph utiliza una aproximacioén grafica de acuerdo al sistema
que se modela, la caracteristica esencial de la aproximacién por medio de Bond Graph
reside en la representacion de interacciones de energia entre los sistemas y/o los
componentes del sistema. Los principales puntos clave de la metodologia de Bond Graph
son los siguientes: un modelo que contiene la estructura de union energética, la
arquitectura del sistema, los distintos dominios energéticos que han sido mencionados y
el acoplamiento de los subsistemas que esta permitido; las relaciones de causa y efecto
de cada elemento se obtienen graficamente, y las variables de estado tienen un

significado fisico.
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Capitulo 3.-Bond Graph en causalidad derivativa

Para este caso de estudio se propone un procedimiento general para analizar un
sistema usando la metodologia de Bond Graph. Es un procedimiento general debido a
que Bond Graph puede contener elementos de almacenamiento en cualquier asignacion

de causalidad.

Por lo tanto, la estructura de union de un Bond Graph en causalidad integral
(BGI) puede almacenar elementos en causalidad integral y/o derivativa con la cual se
puede producir una matriz de estado singular.

Una estructura union general de un Bond Graph en causalidad derivativa es
propuesta para este caso de estudio y de esta manera establecer las relaciones entre un
BGI y un BGD, su equivalencia de sistemas dependiendo del tipo de unién de estructura

gue se pueda obtener de un BGI o de un BGD.

Un sistema equivalente se define como un sistema que cuenta con una matriz de
estado no singular donde las variables de estado son linealmente independientes. Debido
a la dependencia de la causalidad ya sea que se trate de un BGI o de un BGD se puede
conocer la independencia o dependencia de las variables de estado. También dos
sistemas son llamados equivalentes si el conjunto de sus soluciones para las variables

externas es el mismo en ambos sistemas.

A continuacién se muestran las expresiones matematicas que relacionan un BGI
y un BGD.

A*=FA? (3.24)
B*=-FA'B (3.25)
C*=CA? (3.26)

D*=D-CA™'B (3.27)

Para un BGI se tiene que existe cierta relacion entre el valor de C
correspondiente a la variable de estado de salida y(t) de la ecuacion (2.19) y el valor de

C* definido para un BGD, esta relacion que existe se muestra enseguida:

Siendo:
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C=CA (3.28)

Al despejar C* se tiene que:
C*= CA™? (3.29)

Entonces al llegar a estos resultados es claro observar la relacion que existe
entre las expresiones (3.23) y (2.19).

El mismo caso se presenta con las con las expresiones de las ecuaciones de

estado D y D*, cuya relacion se establece enseguida.
Se tiene que:

D= D"+ C*B (3.30)
Pero D* a su vez, equivale a:

D*=D-C*B (3.31)

Para finalmente llegar a la expresién que se muestra enseguida, se puede

observar que el valor de C* es sustituido en esta nueva ecuacion.
D*=D—-CA™'B (3.32)

Es posible también encontrar una relacién para la ecuacién de estado A* la cual

se desarrolla enseguida:
A* =FA™? (3.33)
A su vez se tiene que existe la siguiente relacion:
A"l =F1p (3.34)

Entonces se puede establecer que existe una cierta relacién que entre un BGl y

un BGD, para el valor de A; para ello se realiza el siguiente procedimiento:
A= (F1AH™1 (3.35)

Finalmente se tiene que:
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A= (A")'F (3.36)
Ahora para el siguiente vector clave B la relacion que existe se describe enseguida:
B = —AF~1B* (3.37)
Al sustituir el valor de A en la siguiente expresion, se eliminan los términos siguientes:

B=—(4)"1BF 1R (3.38)

El resultado final es:
B= —(A")"lB* (3.39)

Como se puede observar entonces conociendo las expresiones 4, B, Cy D de un
BGI, es posible llegar a un sistema equivalente en BGD, mediante las relaciones
mostradas anteriormente y viceversa si se tienen A", B*, C* y D* para un BGD es

posible determinar un sistema equivalente para llegar a un BGI mediante 4, B, Cy D.

La siguiente ilustracion describe las variables utilizadas para el analisis en BGl y en BGD

al momento de realizar el modelado para un sistema fisico dado:

S
BGI
A, B
Sistema Fisico
J
BGD
A", B*

Figura 3.2 Expresiones que se utilizan para el caso de estudio en BGl y BGD.
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Capitulo 4

Casos de estudio de sistemas equivalentes

4.1 Introduccion

Para demostrar lo anteriormente propuesto acerca de la relacion que existe entre
el BGly el BGD [7], y que ademas las expresiones que se obtuvieron son equivalentes, se

tiene el siguiente analisis de algunos circuitos eléctricos que en este capitulo se proponen
y ademas se estudiara el caso del estado estable, ya que su desarrollo es una importante
caracteristica de un sistema ante una respuesta transitoria aplicada y que frecuentemente
presenta oscilaciones antes de alcanzar un estado de equilibrio, cuando su periodo
dinamico ha concluido y se logra estabilizar

4.2 El estado estable en Bond Graph

El comportamiento de estado estacionario es una caracteristica importante de un
sistema cuando la respuesta transitoria dinAmica ha terminado, actualmente algunos
equipos, tales como maquinas eléctricas en sistemas eléctricos de potencia requieren
conocer los valores de estado estacionario para calibracion y ajuste de protectores, etc.

En la figura 4.1 se ilustran los periodos transitorio y de estado estable de una sefial.

e(E
‘( 3
crror de estade
cstable
3 R S e e A e = —*— =
estado _ [0 transitorio —Dld. — estido
estable astable

Figura 4.1 Representacion grafica del estado estable.
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La respuesta de estado estacionario es Util para conocer el valor que alcanza

cada variable de estado de un sistema fisico; es la representacion en espacio de estado
cuando el periodo dinamico ha terminado [g] y ya no existen variaciones en la sefial de

entrada. Asi que mediante el BGI haciendo x = 0, y teniendo en cuenta que E=1Yy

S14 = 0 se tiene que:

X, =—-A1BU, (4.1)

P |

Periéddo Transitorio Estado Estacionario

AL AL

Figura 4.2 Representacion grafica del estado estacionario para una sefial de entrada.

La ecuacion (4.1) es valida siempre y cuando los valores de entrada no cambien,
ya que si la entrada esta variando la salida también lo hara, entonces matematicamente
hablando cuando ya no existe una variacion de la sefial de entrada, la derivada de esa
sefal es igual a cero ya que la derivada de una constante es cero, al llegar a este valor

se obtiene el estado estacionario, como se puede apreciar en la figura 4.2.

Se llega a la ecuacién anterior haciendo el siguiente andlisis y teniendo en cuenta que la

expresion (2.18) es igual a:

X =Ax + Bu

Entonces como se menciond, haciendo x = 0, se tiene:

AX,,+BU,=0 (4.2)
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De esta manera despejando X s, se obtiene la expresion (4.1). Asi de esta

manera, es posible calcular el estado estable [g], pero es necesario obtener Alyen

ocasiones nho es sencillo obtenerla para sistemas de 6rdenes mayores.

Con la siguiente expresion usando el BGD se resuelve el problema de encontrar

A~1y de esta manera obtener el estado estacionario directamente.
Xgs = (F)_l B* Uy, (4.3)

Para la expresion (4.3), la variable (F)~1 es una matriz diagonal que consiste en
elementos que contienen elementos es causalidad integral y derivativa como se ve en la

siguiente ilustracion:
4 _[F1 o
(F)™1 = l 0o F-! (4.4)
d

En la expresion (4.4) la F~! los elementos que en el BGI tienen causalidad
integral y en el BGD causalidad derivativa, en tanto que para la F‘}l, a los elementos en

causalidad derivativa en el BGD.

Se llega a la expresiéon (4.3) mediante el B* del BGD, entonces realizando el

proceso deductivo se define lo siguiente.

Utilizando la expresion (3.25) y realizando la sustituciébn de expresiones se

obtiene el resultado que se muestra a continuacion:
Siendo:

B*= —FA™1B

Entonces:
—-A"'B = F1pB* (4.5)

Y asi es como finalmente, se llega a la expresion (4.3) que define el estado
estacionario. Para obtener la Z se tiene el siguiente andlisis, en base a las expresiones

que se describen a continuacion:
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Al tener en cuenta que la expresion (2.13) es:

Z=FX

Entonces:
Z,=FXg (4.6)

En la expresion (4.6), F es una matriz constante y al realizar las sustituciones y

eliminar términos, se obtiene:
Zy = EF 1 B* Ug (4.7
y finalmente se puede deducir Z;; como resultado de la eliminacion de términos:
Zss =B Uss (4.8)

Ahora mediante el BGD sabiendoque E # 1y S44 # 0 ytomando en cuenta la
expresion (3.3) que se mencionaron anteriormente, se tiene que:
Z=A"x+ B'u

Se sabe que para el caso de estudio en el BGI existen algunos elementos en
causalidad integral y algunos elementos en causalidad derivativa, para el caso del BGD
todos los elementos estan en causalidad derivativa, esto se ilustra en las figuras 4.3 y 4.4:

Figura 4.3 Tipos de causalidades que se tienen en un BGI.
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Para el BGD se tiene lo siguiente:

Causalidad Derivativa

h=n+m

Figura 4.4 Elementos que involucran la causalidad derivativa en Bond Graph.

Entonces como se ilustra en la figura 4.4 la variable “h” involucra tanto
elementos en causalidad integral (n) y derivativa (m) entonces n + m es el nimero de

elementos en causalidad derivativa en el BGD (h).
Sabiendo esto la expresion para el caso del BGI:
Ex= Ax+ Bu (4.9)

Entonces si se tiene esta expresion se puede decir que:
X, =-A"1BU (4.10)

Con esta expresion, no se obtiene todo el vector de estado, para el resto del
vector se sabe que existe una relacion entre el BGl y el BGD, ya que la matriz 14 implica
gue hay elementos en causalidad derivativa en el BGI entonces, la relacién entre
elementos en causalidad integral y derivativa se da por la expresion (2.13) como se

muestra enseguida:
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Al realizar la sustitucion de Z; y Z se llega al resultado:
FyXy=-S,z (4.112)
Con estas expresiones, se tiene ya la relacion que existe entre el BGl y el BGD:
FyXy=-ST,FX (4.12)
Despejando a X;:
Xg= —-F;*ST,FXx (4.13)
Para finalmente obtener el (X;),, que forma la parte restante del vector de estado:
(Xa)ss = —Fg" S14 F X (4.14)

Entonces una vez que se obtienen las ecuaciones (4.10) y (4.14) se tiene ya el
vector de estado completo, el orden de las expresiones que es necesario seguir para

formar el vector de estado se muestra a continuacion:

X
X = 5S ] (4.15)
> (X d)ss

El orden de los elementos de almacenamiento es, primero los que se encuentran
en causalidad integral en el BGI y en causalidad derivativa en el BGD, estos valores se
encuentran contenidos en X,,, después al ordenar los que estan en causalidad derivativa
en el BGl y en el BGD, lo que se obtiene del BGD es el estado estacionario de todas las
variables de estado, en tanto que (Xg)ss Se refiere a la causalidad derivativa de los

elementos de almacenamiento, en él estdn contenidos los elementos con causalidad

derivativa en el BGl y en el BGD.
Como parte final se tiene la ecuacion de salida la cual se definié como la expresion (2.19):

y =Cx+ Du
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Por lo tanto, la expresion de salida del estado estacionario mediante el BGI es:
Y, =CX;s+ DUy (4.16)
Sustituyendo datos de la expresion 4.1 para X se tiene que:
Yoo =C(—A"1BU) + D Ug, (4.17)
Recordando la definicién (3.27) de D*:
D'=D—-CA'B (4.18)
Se tiene la expresion de salida mediante el BGD para el estado estacionario:
Yos =D" Ug (4.19)

Sustituyendo datos se obtiene lo siguiente:

Yo =(D—-CA1B) U (4.20)

Con la obtencion de las variables X, , y Y, mediante el BGI que se dan
cuando no se tienen elementos en causalidad derivativa y cumpliendo las condiciones
E=1y S;, =0, y las variables X, (Xg)ss ¥ Yss que existen cuando se tienen
elementos en causalidad derivativa bajo las condicionesde E #1 y $14 # 0, se da por
concluido el estudio para obtener el estado estable de una sefial para un sistema dado, en

los casos de estudio siguientes se podran obtener estas expresiones, ya sea mediante el
BGIl o BGD.
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4.3 Un caso basico de estudio

A continuacién en esta seccion, se presenta el andlisis en Bond Graph de un caso de
estudio basico, cuyo circuito estd conformado por dos elementos almacenadores de
energia, un inductor y un capacitor y dos resistencias donde se obtendra primeramente el
BGI y posteriormente el BGD ademas del estado estable del sistema que se propone de

la figura 4.5:
R1 R2

® T

Figura 4.5 Ejemplo de un sistema eléctrico simple.

Partiendo del circuito eléctrico propuesto ahora se puede obtener el Bond Graph de dicho

sistema, el cual se muestra en la figura 4.6.

R1 R2
R R
N\
2 6
1 3 5 L
MSe A 11 = =t 1

MSe

N
Q NO<—o
K
~

Figura 4.6 Bond Graph en causalidad integral del sistema eléctrico.

37



Capitulo 4.- Casos de estudio de sistemas equivalentes

Para comenzar a utilizar la técnica de Bond Graph, se deben obtener

primeramente los vectores clave, es posible apoyarse de la ilustracién 4.7:

X X Z
C —> q —p> f » o
L > p » e > f

Figura 4.7 Asignacion de variables para formar los vectores clave.

Como se puede observar en la figura 4.7 los primeros vectores clave que se
obtienen son X, X y Z. Posteriormente del lado izquierdo de la ilustracién se tienen los
elementos que almacenan energia, capacitores (C) e inductores (L), las variables que le
siguen a la derecha en cada fecha son las que se utilizan para cada vector clave que se

desee generar.

El vector X lo conforman elementos que almacenan energia, C para los
elementos capacitivos y L para los elementos inductivos. Entonces como ya se mencioné
en la tabla 2.1 la variable p hace referencia a un momento y eléctricamente se relaciona a
una variable de acoplamiento inductivo en tanto que para la variable g hace referencia a
un desplazamiento, y eléctricamente se relaciona con una carga, entonces cada vez que
se tiene un capacitor en el circuito eléctrico, se utiliza la variable g junto con su respectivo
subindice numérico del Bond, al que se hace referencia y lo mismo ocurre cada vez que
se tiene un inductor, para el vector X se utiliza la variable p y el subindice numérico del

Bond, esto se realiza sucesivamente para el resto de los vectores clave.

En el vector X la variable e se refiere a un esfuerzo y eléctricamente se puede
relacionar al voltaje, para la variable f se hace referencia a un flujo y eléctricamente se

relaciona a una corriente.
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El vector Z esta conformado por los elementos del vector X (e y f) y representan
el tipo de energia que proporcionan a los elementos C y L.

Para este caso los vectores clave generados son:

X = gj]; X = f;]; /= [;j] (4.21)

Los siguientes vectores clave son U, D;, y D,,. El vector clave U esta
compuesto por los elementos que proporcionan energia al sistema y en él se colocan
todas las fuentes de energia, tanto fuentes de esfuerzo (e) como fuentes de flujo (f), de

igual manera también un subindice numérico indicando el Bond al cual estan conectadas.

El vector clave D;, lo conforman los elementos que dispersan energia, los cuales
son los elementos resistivos R. Este vector indicard que tipo de energia de entrada tienen
los elementos R después de determinar la causalidad de todo el sistema, es decir si el
trazo causal del Bond va dirigido hacia un elemento R, entonces este recibe la entrada de
un esfuerzo (e), caso contrario si el trazo causal del Bond se sitta en el lado opuesto al
elemento R entonces este recibira la entrada de un flujo (f); es necesario también para
determinar este vector clave, la colocacion del subindice numérico el cual indicara el

numero del Bond donde reciben energia los elementos R.

El vector clave D,,;, estad formado también por elementos resistivos R, este
vector indicard el tipo de energia de salida que tienen dichos elementos R, una vez que se
tiene la causalidad de todo el sistema. Entonces si a través del trazo causal, un elemento
R esté recibiendo energia en forma de esfuerzo (e), la energia de salida sera energia en
forma de flujo (f) y viceversa; conservando también el subindice numérico de los Bonds

de los cuales la energia sale.

Los vectores clave siguientes son:

U= [e;]; D= [jfz] 5 Doue = l£2] (4.22)
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Una vez que ya tenemos todos los vectores clave podemos formar ahora las
relaciones constitutivas D,,; = L D;, a fin de obtener el valor de L y Z = F X para calcular
F, primeramente se obtiene D,,; , cuya expresion (2.15) se mencioné en el capitulo 2, y

se muestra enseguida:
D,y = LDy,

Al sustituir los datos de esta expresion se tiene que:

(-5 o) G

Para este caso se fue posible calcular f,siguiendo la expresion:

f= - 4.24
= = (4.24)
Donde:
f = Energia en forma de flujo.
€ = Energia en forma de esfuerzo.
R = Elemento resistivo del sistema.
Para el calculo de e4 se sigue la expresion que se muestra enseguida:
e=Rf (4.25)
Finalmente:
1
= 0
L= [R1 (4.26)
0 R,
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Posterior a obtener L se calcula ahora la relacién constitutiva Z = F X , cuya expresion

(2.13) se menciona en el capitulo 2:

Z=FX
Sustituyendo datos:
1
— 0
94] Cy [‘h]
= 4.27
f7 0 l‘ p7 (4.27)
Ly
Para conocer el valor de €4 se tiene que:
q
e = — 4.28
- (4.28)

Donde:

€ = Energia en forma de esfuerzo.
g = Energia en forma de carga.

C = Elemento capacitivo del sistema.
Con lo referente a f7 la expresion que se muestra enseguida determinara su valor:

f:

(4.29)

S

Donde:

f = Energia en forma de flujo.
P = Enlace de flujo.

L = Elemento inductivo del sistema.
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Y finalmente se tiene que:

1
- 0
F= %1 . (4.30)

Ly

Concluido el célculo de las relaciones constitutivas, se pasa ahora a la formacién de la

estructura unién del sistema cuya forma estructural es:

[ x ] = [S] |Dyys (4.31)

Sustituyendo datos:

- n S, 13",34

S -111 0| 0] ¢

el_|1 o0lo -1l0 ?.7—

el (-1 00 01 62 (4.32)
0 10 0|0|%
Sa %n Sn

Se puede observar que la matriz § se encuentra subdivida en varias partes como
lo son S$11, S12, S13 etc. para el célculo de cada una de estas expresiones es necesario
recordar lo referente a los tipos de unién 0 y unién 1, que se menciona en el capitulo 2 y

que se muestran nuevamente:

Figura 4.8 Union de flujo o unién 0.
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La unién de flujo o union 0 se rige de acuerdo a las expresiones (2.6) y (2.7) que

se mencionaron en el capitulo 2 y que se ven a continuacion:
61 - 62 - 63

L+t f=0

En esta union, los esfuerzos son iguales, y la suma de todos los flujos siempre

dan como resultado 0.

En tanto que para la unién de esfuerzo o union 1 se tiene que:

Figura 4.9 Union de esfuerzo o union 1.

Para la union 0 se tiene lo opuesto a la union anterior, los flujos son iguales, y la
suma de todos los esfuerzos siempre dan como resultado O como se ve en las

expresiones (2.8) y (2.9), respectivamente.

i=L=F
€1+€2+83=0

Entonces bajo estas condiciones es posible determinar cada una de las

subdivisiones de la matriz § cuyo primer renglén se determina por el valor de f4 del vector
clave X, tomando en cuenta todos los bonds que involucran a f4, y la expresion resultante
se iguala a 0, se puede observar que el flujo f3 esta entrando en la unién 0 en tanto que

los flujos f4 y f5 salen de esta union, entonces la expresion para este caso es:

fs=fa— fs =0 (4.33)
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Despejando f, de la expresién anterior entonces se tiene la siguiente ecuacion:

fa= fs3—fs (4.34)

Entonces se comienza por determinar los valores de f3 Y fs. Ya que f; esta
conectada a una unién 1 entonces todos los flujos involucrados en esa unién son iguales,

por lo tanto:

fz=hA=1 (4.35)

Entonces se tiene que:

f3= 12 (4.36)

Es necesario que el valor de f; este contenido dentro de alguno de los vectores
clave Z, D,,; y U, para este caso f, forma parte del vector clave D,,;, es por ello que es
necesario igualar las expresiones, ahora para fs se tiene que esta conectada a una union

1, entonces:

fs=fe=17 (4.37)

Al conocer el resultado de esta expresién podemos observar que f, forma parte

del vector clave Z entonces la expresién resultante es:

fs =17 (4.38)

Al sustituir datos para la expresion (4.28) se tiene que:

fa=fa—f7 (4.39)

Ya con esta expresion se forma el primer renglén de la matriz § cuya sustitucion
de datos se puede hacer transponiendo todo el vector que contiene a Z, D,,; y U, y
agregando 1’s en las posiciones donde se encuentren contenidas f, y f, y sustituyendo

con O’s el resto de la matriz como se ve en la expresion (4.32).

Para el renglén de la matriz S siguiente, se necesita obtener el valor de e; que

pertenece al vector clave X, se toman en consideracion todos los bonds que rodean a e-,
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se observa que el esfuerzo es entra por la union 1, en tanto que los esfuerzos eq y e

salen de dicha union, al igualando la ecuacion a 0 se tiene que:

es— e — e; =0 (4.40)
Despejando a e, se tiene:

€7 = €5~ € (4.41)

De esta expresion se tiene que e, pertenece al vector clave D,,; , por lo que
resta encontrar el valor de es, ya que esta se encuentra conectada a una union 0, los

esfuerzos conectados a esta union son todos iguales y la expresion resultante es:
es = e; = e, (4.42)
De esta ecuacion e, pertenece al vector clave Z , por lo tanto:
es = €4 (4.43)
Sustituyendo datos de la expresion (4.35) resulta:
e; = e4— € (4.44)

Como se menciond anteriormente en estas posiciones corresponde ubicar los 1’s
para llenar el segundo renglén de la matriz S, para el resto se colocan 0’s como se puede

apreciar en la expresion (4.32).

El mismo procedimiento se sigue para obtener el rengldn siguiente de la matriz §,
primeramente se define la ecuacion en donde se involucran los esfuerzos que rodean

a e,, quedando definida la ecuacion de la siguiente manera:
eg—e;—e3 =0 (4.45)
Despejando al esfuerzo e,:

e, = e;— ez (4.46)
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Debido a que e; se encuentra contenida en el vector clave U y ya que se conoce

el valor de ez, la expresion (4.42) quedo definida como:
e3= e,
Al sustituir datos de la expresion (4.46) se tiene:
e, = e — ey (4.47)

Y para el ultimo renglon de la matriz S, corresponde determinar f,, los bonds a su
alrededor son fz y f-, todos estan conectados a una union 1, y los flujos son todos iguales
en esta union, f, forma parte del vector clave Z, y por lo tanto el valor de f, queda

determinada por la expresion (4.37) la cual se determino con anterioridad:

fe=f7

Con esta ultima expresion, se completa la matriz § cuyas condiciones citadas en

el capitulo 2, deben de cumplirse y las cuales son:
1.- 511 Y S,, son matrices cuadradas y anti simetricas.
2.- S;, es la matriz transpuesta negativa de S, y viceversa.

Si se dan las condiciones anteriores, se procede ahora a determinar el valor de

las ecuaciones de estado del sistema propuesto.

Ya que:
0 o0
SZZ = [0 0 (448)
Entonces:
M=1L (4.49)

Se procede ahora al calculo de las variables de estado A y B. Obteniendo primeramente

la ecuacion de estado A mediante:
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A=(S11+S2M S F

Al sustituir datos de la matriz S en la expresién (4.50) se tiene:
0 —1.11 o[~ 0]r-1 op\ [& ©
= B R - 1
(e PR | e o B
Ly
Realizando las operaciones internas de multiplicacién y reduciendo términos:
1
1 — 0
— -— 0
Az([g 01]"'[ - D*Cl 1
0 —R, 0 o
Al sumar las matrices internas se tiene el resultado:
1
1 — 0
T |
1 -R, 0 —
Ly

Realizando las operaciones finales, el resultado de la ecuacion de estado 4 es:

1 1

R C L

A= i 1 R1
2

Cq Lq

Al obtener la inversa de A resulta que:

C1*R1*Ry C1*Rq

(A)_l — R{+ Ry R{+ R,
L1 *Rq Ly
Ri+ Ry R{+ Ry

(4.50)

(4.51)

(4.52)

(4.53)

(4.54)

(4.55)
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Ahora se realiza el célculo para obtener la variable de estado B, se requiere de la

expresion siguiente:
B = S13 + 512 MS23 (456)

Realizando la sustitucion de valores:

1
01,71 01 |5 O n
p=[o+[5 Ol+[x |-Gl 57
0 R,
Al realizar operaciones y multiplicar para reducir términos se tiene:
1
B=[0]+ H (4.59)
0

Entonces, al sumar ambos elementos se obtiene el valor de la ecuacién de

estado B, como se ve enseguida:

1
B = [m] (4.59)
0

Una vez que se obtienen los valores de las ecuaciones de estado A y B es

posible determinar A* mediante la expresion (3.24), entonces al sustituir datos se tiene:

0 __C1*R1*Ry C1* Ry
C1 R{+R, R{+R,
*
A = . 1 LRy L, (4.60)
Ly R1+R, R{+R;
Y finalmente:
Rl* Rz R1
R{+R, R{+Ry
* —
A= R, 1 (4.61)
R{+R, R{+R,
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Ahora se obtiene B* mediante la expresidén (3.25) y sustituyendo datos se tiene como

resultado:

_ Ly*Ry Ly Ry (4.62)

Ci*Ri xRy  C1*Rq 1
C R{+R R{+R —
B* = —|& 1+R; 1+R2 | ]
L1 R1+R2 R1+R2

Realizando la multiplicacion de matrices el resultado final es:

Ry
R{+Ry
1
R{+Ry

B*

(4.63)

Ahora se realiza el analisis en BGD del mismo circuito para determinar, los
vectores clave, relaciones constitutivas, la relacién de estructura union J y la obtencién de

A" y B* ademas de la determinacion del estado estacionario X y Z .

La figura 4.10 muestra la causalidad para el analisis en BGD del sistema:

p I
7 A 1

MSe =t 1t — 0 1 — 1

WMSe

i

Figura 4.10 Bond Graph en causalidad derivativa del sistema.

Obteniendo los vectores clave del mismo modo que se realiz6 para el caso de
estudio del BGI, los primeros vectores clave son los mismos de la expresion (4.21), sin

embargo el resto de los vectores, quedan determinados por:
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€2
U= [e,]; D& = [fe.] ; D&, = lZl (4.64)

Una vez determinadas las ecuaciones anteriores, se pueden obtener ahora las
relaciones constitutivas y realizando la sustitucién de las expresiones (3.2) y (3.17) se

llega al resultado mostrado enseguida:

1
— 0 €2
D2, = |r x [f ] (4.65)
0 R, 6
Donde:
1
L¢=|R: 0] (4.66)
0 R,
En tanto que:
1
— 0
d — |C1 q4
e N *[p7] (4.67)
Ly
Donde:
1
— 0
Fd = |1 (4.68)
o L

Posteriormente, se forma la relacion de estructura unién la cual se muestra en la siguiente

expresion:
7 b
[D.d] = [J] [Dgur (4.69)
mn U
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Sustituyendo datos para de esta manera formar la matriz de uniéon J entonces se tiene

que:
L Ji1 Jio dy f
? (0 110 150‘(,;‘ 4.70)
71|zl 041 0.0+
92 0 —-1:0 —151 ‘53
—1 0i1 0 0|6
_fé_ - B
J 21 Joo Jog

Las expresiones para formar el primer renglon de la matriz J se muestran enseguida:

e, = eg+ e, (4.71)
Para el renglon siguiente:
fr = f3— fa (4.72)
Para el tercer renglén se tiene:
e, = e — eg— ey (4.73)

Y finalmente para el cuarto renglon:

fo = fa— fa (4.74)

Ya que en la matriz J el elemento J,, # 0 entonces se tiene la siguiente expresion:
M= (I— L% J,5) 1 L4 (4.75)

Al sustituir datos la expresion resultante queda:
1 -1 1
— 0 _ — 0
M4 = <I — R ] * [O 1 ) [Rl ] (4.76)
0o R,J 1 0 0 R,
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Multiplicando y reduciendo términos internos:

11 1
M":(0 1]—[0 _R_l) Ry 0] 4.77)
1 00 |r, o 0 R,

Restando términos internos:

111
1 — — 0
M = ( [ R1]> [Rl ] (4.78)
—R, 1 0 R,
Invirtiendo la matriz:
R4 1
— 1 0
d _ R1+R2 R1+R2 _—

R{+ Ry Ri{+ R,

Y al multiplicar ambos términos, se obtiene el valor de M el cual se muestra en

la siguiente expresion:

1 Ry
d _ R1+ R, R1+ R
M® = Ry Ry* Ry (4.80)

R1+ RZ R1+ R2

Ahora una vez que se conoce el valor de M4 se puede calcular A* y B*, estos
valores mediante el BGD coinciden con el andlisis que se hizo para el BGI, primero se

calcula A* mediante la expresién (3.5) y sustituyendo los datos se tiene que:

1 R,
* 0 1 0 1 Ri+ Ry _R1+ R, 0 -1
A =1 o]+ 1 o]* R, Ry* R, *[—1 0] (4.81)

R{+ Ry R{+ Ry

Al realizar la multiplicacion de términos y reducir la expresion se obtiene:
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_R1*R2 _ RZ

* 0 1] R1+ R, R1+ R,

a=2 o WM (4.82)
R1+ R, R1+ R,

Obsérvese, que la A* resultante (4.83) utilizando el BGD es exactamente la misma que la

expresion (4.61) para el analisis en BGI del sistema propuesto:

_RixRy R4
x __ R1+ Ry R1+ Ry
A = R’ I (4.83)
R1+ Ry R1+ R,
Ahora se obtiene B* mediante la expresion (3.6) y sustituyendo datos se llega a:
1 __ R
. 0] [0 1] Ri+ R, Ri+ R, [1]
= * *
B [0 + 1 0 R, Ry+ Ry 0 (4.84)
Ri+ R, Ri1+ Ry
Realizando la multiplicacion y reduciendo términos:
R,
* 0 R1+R;
B* = [0] + [ (4.85)
R{+ Ry

Notese, que resultado de B* en BGD (4.86), al igual que el caso anterior, es la expresion
(4.63) para el analisis mediante el BGI del sistema:

Ri1+ Ry

B* (4.86)

Ri+ Ry
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Al coincidir A* y B*, tanto para el analisis en BGI como para el BGD se tiene la
certeza que los resultados obtenidos son los adecuados y se tiene un sistema

equivalente.

Mediante el BGD, es posible llegar a las ecuaciones de estado 4 y B que se
calcularon para el analisis del sistema en BGI, para ello debemos obtener (4*)71, cuya

ecuacion resultante es:

1
(A1 = [_R_l -1 ] (4.87)
1

Ahora a través de la sustitucion de datos de la expresion (3.36), el resultado que se tiene

es:

1 o [+ o
Az([ ¥ D ° (459

1 Rl o L

1

Obsérvese, que al realizar la multiplicacion para obtener el resultado final, la

expresion (4.89) mediante el BGD, es la misma que la (4.54) del analisis en BGI del

sistema;
1 1
C1* Ry Lq
A= 1 R, (4.89)
Cq Lq

R;

EER
B=— <[ Ry D " Rl’;RZ (4.90)
1 —R,

R{+ R,
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Nétese, que el valor de B para el BGD en la expresion (4.91), resulta el mismo

gue la expresion (4.59) para el andlisis en BGI del caso de estudio:

1
B = Rll (4.91)

0

Comprobando con esto que es posible llegar a un sistema equivalente en BGI del
sistema a través del BGD, mediante las relaciones mostradas anteriormente.

Ahora para encontrar el estado estable X ¢ y Z¢ del sistema propuesto mediante

el BGD, es necesario obtener (Fd)_l, cuya expresién resultante se muestra enseguida:
0
Fd 1 4.92
(k1) [ 0 L, (4.92)

Ahora, realizando la sustitucién de datos de la expresion (4.3) se obtiene lo siguiente:

Ri+ R
U272+ [eq] (4.93)

X = L] L R
1+ R2

Realizando las operaciones correspondientes, finalmente se obtiene:

Ci1*e1*R2
Ri{+ R,
e1*Lq
Ri+ R,

X5 = (4.94)

Posteriormente, se calcula Z a través de la expresion (4.8) y sustituyendo datos

se tiene la siguiente expresion:

R{+ R
Zss = B [el] (4.95)

R{+ R,y
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Y realizando operaciones se llega al resultado final:

Rz* e1

_ |R1t+ R2
Zg = ey (4.96)

R1+ Rz

Ahora a través del BGI se determina X ;s , mediante la expresion (4.1) y
retomando los datos para el andlisis que se realizé del sistema propuesto, tomando en

cuenta que Sq4 = 0 entonces E =1 se hace la sustitucion de datos, resultando la
expresion que se muestra enseguida:

_ C1*Ry*Ry C1* Ry

1
R1+ Rz R1+ R2 —

Xss ==  L«my L, |*|R]* el (4.97)
" R{+R; " Ri+R; 0

Obsérvese, que la expresion (4.98) para el caso de estudio mediante el BGI, es

la misma que la expresion (4.94) para el analisis en BGD que se realizé con anterioridad:

Cl* e1* Ry

R1+ RZ 4.8
eq* Lq (4.98)
R1+ RZ

Xgs =

De esta manera queda comprobado que se puede llegar a el mismo resultado del
estado estable tanto para el BGI como para el BGD. Para dejar mas claro el proceso y las

condiciones gque se tiene que dar para cada caso y de esta manera obtener un sistema
equivalente, se tiene la siguiente figura 4.11:
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Sistema
Fisico

BGI

Causalidad Derivativa Causalidad Derivativa
NO Sl
51420 E=I 5147‘:0 Ei]

BGD BGD

Xss
Xss X
(Xd)ss

Figura 4.11 Diagrama de bloques para el analisis de Bond Graph.

Se puede observar que existen dos formas para el analisis del sistema propuesto
ya sea mediante el BGI o0 mediante el BGD, si se pretende obtener el estado estacionario
y se cumple que Sq4 =0 entonces E =1 y que ademas no existen elementos en
causalidad derivativa al obtener el BGD se llega directamente al X, , siendo esta la forma

mas simple de obtener el estado estacionario en un sélo paso.
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Ahora al existir causalidad derivativa en el sistema de estudio y si se cumple que

S14 # 0 entonces E # I, y al obtener el BGD se puede obtener también el X, pero

adicionalmente para comprobar el resultado mediante el BGI, se necesita de X Y (X4)ss
para obtener el vector completo de las variables de estado estable y compararlos con los
resultados obtenidos con el BGD; al ser similares se tiene la certeza de que los resultados

son los correctos.

4.4 Un caso de unared eléctrica

Se realiza ahora el estudio del siguiente sistema propuesto que se muestra en la
figura 4.12, el cual consiste en un arreglo de resistencias, inductores y capacitores y una
fuente de voltaje, para formar una red eléctrica.

AN 2118

.- 2 2

Figura 4.12 Circuito de una red eléctrica.

Este sistema es ahora mas complejo que el anterior, ya que se puede observar
que existen elementos R y L en serie y elementos C y L en serie para ciertas rama del
circuito también se observan elementos R en paralelo. Se procedera su analisis primero
mediante el BGI y posteriormente mediante el BGD y finalmente obtener el estado estable

del mismo.
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Realizando el andlisis mediante el BGI, se comienza por obtener el Bond Graph del
sistema.

La representacion de esta red se ilustra en la figura 4.13:

Figura 4.13 Bond Graph de la red eléctrica.

Obteniendo los tres primeros vectores clave del sistema:

Q4 fa [ €47
q10 . fio €10
X=|pis|; X=les|; Z=|Vfis (4.99)
Ps ex fs
P9 €9 B fg i

El resto de los vectores clave es:

f1a €14
U= [61] ) Din — f7 ’ Dout = |€7 (4.100)
f12 €12
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Ahora se determinan las relaciones constitutivas D,,; =LD;, y Z =FX,
primeramente se calcula el valor de D,,; sustituyendo las variables de la ecuacion (2.15)

dando por resultado:

€14 Ry 0 O fia
€12 0 0 Rj f1z

Siendo:
R, 0 0
L=|0 R, O (4.102)
0 0 R,

Determinando el valor de la relacién constitutiva Z y sustituyendo datos de la ecuacion

(2.13) se tiene el siguiente resultado:

-e,7 L0 0 0 07 _ 4.

€10 Gt L 0 0 0 s
0 ¢ 19 0 410

fis | = 0 0 L, 1 0 * | P15 (4.103)

fs 0 0 0 Zi Ps

fol Lo o 0 0l “Po-

Siendo:
10 0 0 017
¢ L 0o 0
0 ¢ 1
F = 0 OZL—1 (1) 8 (4.104)

00 0L, 1
L0 0 0 O L3

Obteniendo la relacion de estructura union del sistema propuesto mediante el

BGI, a partir de la expresion (4.31), el resultado final se define a continuacion:
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f : S 11 i S12 43 84_
4170 001 0;0 0 0:i0]e,
Jol Jo 000110 0 ofofr,
“9s| |0 0 00 0 -1 0 -1/1)
% | |-1 0 00 0{0 -1 01”3

% |Tlo -100 0i0 1 —1i0|/ (440
Jul [000 1T 000 0 0/0]4%s
£ |0 001110 0 00
0 01010 0 00|
flz : e’1
S 21 S22 Sa3

Como se puede observar, en la matriz de estructura union § para este sistema;
S,,= 0 por lo tanto M = L, bajo estas condiciones se obtiene la ecuacién de estado A

mediante la expresion (4.50) y sustituyendo datos de la matriz § se obtiene el siguiente

resultado:
0 0 010 0 0 0
0 0 001 0 0 0 Ry, 0 O 0010 0
A=|l0o o0 o0o00]+[-1 0 -1 |«x|]0 R, O|x|0001—1][*
-1 0 000 0 -1 0 0 0 Ry 0010 1
0 -1000 0 1 -1
10 0 0 O
N I 0
0 ¢ 1 0
OOL_l(l)O (4.106)
0001 1
L0 0 0 O L3

Haciendo las operaciones correspondientes, el resultado final es:
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_ . _
0 0 0 = 0
L,
1
0 0 0 0 Sl
L,
A=| O 0 —ﬂ 0 —& (4.107)
L
1 R R
-— 0 0 2 2
C, B
o .1 R R R-R
¢ L L oL

Posteriormente, se obtiene A~! cuyo resultado se muestra enseguida en la siguiente

expresion:
_—Cl *R, C*R, 0 -C, 0
C.*R IRFR)+(R*R)+(R*R)I*C,  R*C, 0 -C
2 e R +R R +Rs ’
Al— 0 B R3*|_1 ~ |_1 0 0 (4.108)
R +Rs R +R
L, 0 0 0 O
0 L, 0 0 O

Ahora se determina la ecuacion de estado B mediante la expresion (4.56) y sustituyendo

datos se obtiene:

0 O 0 O

0 O 0 O R, 0 O 0
B=|1|+|-1 0 -1 *[0 R, 0= 0] (4.109)

1 0O -1 O 0 0 Rzl [0

0 0O 1 -1

Al realizar todas las operaciones que se tienen en la expresion anterior el resultado final
es:
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(4.110)

A continuacion se determinan ahora las expresiones de A* y B* se comienza por

determinar primeramente A* mediante la expresion (3.24), entonces al sustituir datos se

tiene:
-1 .
q O O O o
1
0] C_2 O O O
* 1
=| 0 O — 0O O |*
A L
1
0] O O '—_2 0]
1
0] 0O O 0 —
i =1
—C,*R, C,*R, 0 —C
cxn _LRTRITRRI+(R™R)[*C, Ry*C, |
2 02 R, + Ry R, +Rg
0 _RTL L
R, +R, R +R,
L, 0] 0] 0]
i 0 L, 0] 0]
Y al realizar las operaciones correspondientes, se tiene que:
-R, R, 0 -10
n IRFR)+R*R)+R*R)] R,
? R3+R R3+R
A*
o _ R ~ 1 00
R3+Ry R3+Ry
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0]

(4.111)

(4.112)
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Finalmente se obtiene B*, sustituyendo datos y mediante la expresion (3.25) se

tiene la siguiente expresion:

Ol

o

0

0

_Cl* Rz
C2 *R,

0

L,
0

OrPFk OO

0 0 0
1
c 00
1
0 = 0
L
1
0 0
L
0 0 0

0_
0
0 |*
0
1
)
C,*R, 0
_LR*R)+(R,™R) +(R,*R)] R*C,
R+ R Ry+Ry
R L
Ry+Ry Ry+Ry
0 0
L, 0

Al realizar operaciones, el resultado final es:

w
Il

|

o0

o O +

e
0

I

(4.113)

(4.114)
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Ahora se realiza el andlisis del sistema mediante el BGD, como se puede apreciar en la

siguiente figura 4.14:

MSe

NSe

Figura 4.14 BGD de la red eléctrica.

Los primeros cuatro vectores clave X, X Z U guedan definidos de la misma

manera que para el analisis de BGI, solo resta definir los vectores clave D?n y Dgut.

Los cuales son:

f14-

d _
Di, =|f~ (4.115)
€12
Y para el siguiente vector se tiene:
€14
D4, =|e; (4.116)
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Determinando las relaciones constitutivas D%, = L D?n y Z4=Fx;

primeramente se calcula el valor de Df,iut sustituyendo las variables de la ecuacion (3.2)

dando por resultado:

Ry 007 e,

€14
e7 = 0 Rz (1) k3 f7 (4117)
fi2 0 0 R €12
3
Donde:
R, 0 O
4-10 Ry (1) (4.118)
0 0o —
R3

Ahora se determina el valor de la relacién constitutiva Z¢ y sustituyendo datos de

la ecuacion (3.17) se tiene el siguiente resultado:

-esq7 [L 0 0 0 07 -Gy
€10 G~ 000 d10
0 ¢z 1 g 0
fis | = 0 0 L 1 * | P15 (4.119)
- 0 Ps
fs| o005 1
fod Lo 0 0 0 d TP
Donde:
1 0 0 0 O7
&G 1 0o O
0 ¢ 1
d _ 100
F¢ = 0 0 L i 0 (4.120)
0 0 0 Lz 1
L0 0 0 0 s
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Posteriormente, se forma la relacion de estructura union en la cual se sustituyen
datos de la expresion (4.69) para de esta manera formar la matriz J y obtener el siguiente

resultado:

(e, ] . 11 e iJ13_-f4
e, 100 0 -100-10/1]¢
£0100 1 0111 1 0-1]p7°
15//0-10 0 0.0 0 1,02
Js|_l1 0 00 0/0 00 0] o
fo|lo1 0 0 0lo 0olofl ©
.l [0-10 0 070 01024
Fl|1-100 070 0007
71100 =1 0 0i-1 0 0}1 ||/12
€a| - e
- J21 Jop Jpgl 1

Debido a que J,, # 0 se realiza la sustitucion de datos de la expresion (4.75) dando por

resultado:
-1
Ry 0 0] .o 4 1 R, 0 0
mMi=1[7-190 R: (1)*[0 0 0] « |0 Rz (1) (4.122)
0O O R -1 0 O 0O O R
Realizando operaciones se tiene que:
R4
Rl*RS 0 R3+Rq
M? = 0 R, O (4.123)
Ry 1
R3+Rq1 R3+Rq

Una vez obtenidas las variables anteriores, es posible calcular A* mediante la

expresion (3.5) y sustituyendo datos se tiene lo siguiente:
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0 00-10)]|0-1
0010 -1 11
A'=l0 -1 0 0 0[+0 O
1 000 0100
0100 0|00
R*R, o, R
Ry +R Re+R | [0 -1
0 R 0 [*1 -1
B |:\>1 0 1 00
- RHR T RyHRy

oOoPrr OOo
*

(4.124)

Nétese, que el resultado de la expresion (4.125) del andlisis en BGD, es el

mismo que el de la expresion (4.112) para el andlisis en BGI que se realizé anteriormente:

-R, R, 0 -10]

R _LRTR)+(R™R)+(R™R)] Ry
] R, +R, R+R;

A= 0 R __ 1 0
R*R, R+R

1 0 0 00

0 1 0 0 0

(4.125)

De esta manera se tiene la certeza de que los calculos son correctos, se

determina ahora B* a través de la expresion (3.6) al sustituir datos se llega a la expresién

gue se muestra a continuacion:
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0 -1 O] .
1 1 0| R™Ry O
0 0 1/ O R,
00O R,
OOO__—R3+R1

R
0

1
Ry+R

« 0 (4.126)

Obsérvese, que el resultado dado en la expresién (4.127) coincide con la

expresion (4.114) que se obtuvo para el andlisis de BGI:

1

R
Ry+Ry

1
Ryt Ry
0

0

(4.127)

Al seguir analizando este sistema es posible llegar a las ecuaciones de estado 4

y B mediante las expresiones (3.36) y (3.39) respectivamente, como ya se demostrd

anteriormente, para lo cual se requiere conocer antes el valor de (4*)~! que se muestra a

continuacion:

o OO o

(4.128)

Sustituyendo datos de la expresion (3.36) para determinar la ecuacion de estado

A, através del BGD se tiene que:
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1
c 0000
i i 1
00 o0 1 0 0 2 0 0 0
0 0 0 0 1 ° 1 (4.129)
A={0 0 -R,-R, 0 -R, [0 0 X 0 o0
10 0 -R R, L
0 -1 R R -R-RJ|0 0 o L o
- N 2
1
o o 0o 0 1
i Ls |

Notese, que al realizar operaciones el resultado de la expresion (4.130) del
analisis en BDG, es el mismo de la expresion (4.107) que se obtuvo para el analisis en

BGI con esto se comprueba la relacién que existe entre el BGl y el BGD:

1
0 0 0 — 0
L2
0 0 0 0 1
R.—R, L; (4.130)
A=| © 0o ——3_ 0 —=
L,
1 R R
. 0 0 ——2 2
C, L L
0 1 R R _R-R
L C, L L, L,

Ahora para obtener la ecuacion de estado B se utiliza la expresion (3.39) sustituyendo

datos se tiene la siguiente expresion:

1
0 0 O 1 0 | R,
0 O 0 0 1 R3,+F€l
B=— 0 0 -R,-R 0 R, |« 1 (4.131)
-1 0 0 -R, R, || R*R
0 -1 —R, R, RRJ| 0

0
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Obsérvese, que una vez realizadas las operaciones la expresion (4.132) es
similar a la expresion (4.110) que se realiz6 para el andlisis del sistema en BGI
demostrando nuevamente, que los resultados obtenidos son correctos y de que existe una
relacion entre el BGl y el BGD:

_0_
0
B=|1 (4.132)
1
nl

Ahora se realiza el calculo del estado estable, pero antes de ello, es necesario

-1, _ . . .
conocer (Fd) asi que realizando operaciones, se obtiene la expresion mostrada

enseguida:

(4.133)

|
ocooo0
coolo
ool oo
ol T ocooo

J oooo

Con todos los elementos anteriormente mencionados se obtiene el estado
estable X;¢ vy Zgg, primeramente mediante el BGD, sustituyendo datos de la expresion

(4.3) entonces se tiene que:

* 1 *[91] (4.134)

X
|
oo ool
ocool o
ol ooo
J O o oo
9
_|_
P

0
0
L,
0
0
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Al realizar las operaciones de multiplicacion de matrices, el resultado es:

C,*€&
_C*e "Ry
R+R,
&L
R+R,
0
0

(4.135)

Ahora para determinar Zgg, se realiza la sustitucion de datos de la expresion (4.8),

entonces se tiene que:

(4.136)

(4.137)

Ahora determinando X, a través del BGI, a fin de corroborar resultados y

mediante la expresion (4.1), se retoman los datos para el andlisis que se realiz6 del
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sistema propuesto tomando en cuenta que Sq4 = 0 entonces E =1 y haciendo la

sustituciéon de datos, se obtiene la expresion que se muestra enseguida:

-C,*R, C,*R, 0 —C, 0]
* [(R1*R2)+(R1*R3)+(R3*R2)}Cz R,*C,

C,*R, - . 20 G,
R+R; R +R,

XSSZ_ 0 _R3*L1 _ Ll 0 0 *
R+R, R +R,

L2 0 0 0
0 L, 0 0 |

(4.138)

"l&]

OrRrFLOO

Nétese, que el resultado final de la expresion (4.139) mediante el BGI, es exactamente el

mismo de la expresion (4.135) que se realiz6 para el caso de estudio en BGD:

C,™e
_ C2 *el* R3
R +R, (4.139)
Xs=| &*L
R, +R,

0

0
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Con estas expresiones similares, se comprueba que todos los resultados
obtenidos anteriormente son correctos, ademas de la equivalencia de sistemas que existe
entre BGl y el BGD.

4.5 Un caso electromecéanico

A continuacién se tiene el siguiente caso de estudio, el cual consiste en un
sistema electromecanico en el que se combinan partes eléctricas tales como una fuente
de voltaje (V4), una resistencia (R,) y un inductor (L,) y partes mecéanicas tales como un
motor de CD (ii), una inercia (J) [10] Y un cojinete (Rp), y cuya representacion se muestra

en la figura 4.15:

Ra La
MWA—TI

Figura 4.15 Representacion de un sistema electromecanico.

La representacion en Bond Graph del sistema anterior se muestra en la figura 4.16:

R ~= R =b
N N
> 5
1 L 4 5 L
MSe —t 1 | — GY —t 1
v n
3 7
7 Vg
1 i= 1 4

Figura 4.16 BGI del sistema electromecanico.
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Obteniendo los tres primeros vectores clave del sistema:

X = gj] X = [63] 7 = B:j] (4.140)

Los siguientes vectores clave son:

_ fz]

€2
U= [e] Din = £, Doue = [ ] (4.141)

€6

Ya que se obtienen los vectores clave el siguiente paso consiste en establecer
las relaciones constitutivas, para D,,; se realiza la sustitucion de datos de la expresion

(2.15) mostrando el siguiente resultado:

€2 _ Ra 0 f2
[eé] = lo R,,]* f6] (4.142)
Donde:
R, O
L = [ 0 Rb] (4.143)

Ahora para la relacién constitutiva Z, se realiza la sustitucién de datos en la

expresion (2.13) dando por resultado:

Lo
L, P
e e
]
Donde:
Li 0
F=[" | (4.145)
0 _
]
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Conociendo las relaciones constitutivas, el siguiente paso es obtener la matriz de

union S del sistema, cuya expresion resultante se muestra enseguida:

S S Si3 [ 2]
Rl 1 i 12 51-3 f3
e | |0 =L 0l g
Tl ln 010 =110[«27 (4.146)
S (1700 00 |%
£ 10110 00| |%
) N Y 24
- Sa1 Spp Syl L.

Con dichos valores que se obtuvieron de la matriz de unién S, ahora se puede

calcular la ecuacién de estado A mediante la expresion (4.50), y sustituyendo datos se

tiene:

1

2 (R Y B o R P B

Realizando operaciones, se llega al siguiente resultado de la ecuacién de estado A:

(4.147)

~ir QO

_Ra _n
L J
A= n a R, (4.148)
L, J
Al obtener A~1 se tiene que:
__ RpxLg n+Lg
2 2
-1 _ Rs*Rp+n Rs*Rp+n
A~ = ne] Ry (4.149)
R,*Rp+n? Rg*Rp+n?
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Determinando la ecuacién de estado B, mediante la expresion (4.56) y

sustituyendo los datos que se piden, se llega a la siguiente ecuacion:

B=[2+[5 Ol [o R[] e

Una vez que se realizan las operaciones de multiplicacién y suma, se tiene el siguiente

resultado:
1
B = [ O] (4.151)

Ahora se determina A* mediante la expresion (3.24), y sustituyendo datos se

obtiene la ecuacion siguiente:

1 0 Rp+Lg nxLg
« _ |La R,*Rp+n%? R *Rp+n?
Af = ] * e R, (4.152)
O - S A -7
J R *Rp+n? R, *Rp+n?

Al realizar operaciones de multiplicacion, el resultado final es:

Ry n
. R,*Rp+n?2 R, *Rp+n?
A = n R, (4.153)
B R,*Rp+n? B R, *Rp+n?

Y finalmente para el caso de estudio en BGI se obtiene B*, sustituyendo datos y mediante

la expresion (3.25) se tiene la siguiente expresion:

1 0 Rp* Ly nx*Lg
L Ry *Rp+n?2 Ry *Rp+n? 1
B =—|" b a’tb * (4.154)
0 1 Rg+J 0
J *Rb+n2 R,*Rp+n?
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El resultado final al realizar la operaciones correspondientes, es:

Ry

R *Rp+n?
B =|""") (4.155)

R,*Rp+n?

Habiendo concluido el andlisis en BGI del sistema, ahora se realiza su andlisis

mediante el BGD como se ve en la figura 4.17:

R r= R =»
N N
2 5]
1 . 4 5 <
MSe —t 1 —AGY | — 1
VT n T
3 7
4 4
| ia 1 4

Figura 4.17 BGD del sistema electromecanico.

Los primeros cuatro vectores clave X, X, Z, U quedan definidos de la misma

manera que para el analisis de BGI, solo resta definir los vectores clave D?n y Dgut.

Los cuales son:

D¢ = [;2] (4.156)
6
Y para el siguiente vector se tiene:
e
d _ 2
Doy = [e 6] (4.157)
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Se determinan ahora las relaciones constitutivas del sistema electromecanico,

Dpi, = LD% y Z% = F X; primeramente se calcula el valor de D%, sustituyendo las

variables de la ecuacion (3.2) dando por resultado:

€ _ Ra 0 fZ
[ee]‘[o Rb]* [fe] (4.159)
Donde:
R 0
d _ a
L —[0 Rb] (4.159)

Posteriormente, se obtiene el valor de la relacion constitutiva Z¢ y sustituyendo

datos de la ecuacion (3.17) se tiene el siguiente resultado:

Lo
f3] _ La P3
f7] B 0 1 i [p7] (4.160)
J
Donde:
Li 0
Fi =" 1 (4.161)
0 —
]

Ahora, al tener las relaciones constitutivas del sistema, se forma la relaciéon de
estructura unién en la cual se sustituyen datos de la expresion (4.69) para de esta manera

formar la matriz de unién J y obtener el siguiente resultado:
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] 1 1iAl . -

/3 O1 " O1 " (1) ;

e

f,}f | O — O - *_é_l

A 0 Lig Lipg ez (4.162)

f" 71 F7 __éQ_
6 1 | 1

RN 0 — O.ﬁ_ | 1]
J21 Jao  Jy3

Debido a que J,, # 0 se realiza la sustitucion de datos de la expresién (4.75) dando por

resultado:
o N\
R 0 n R 0
M= |1-]2¢ * n x| @ 4.163
[ 0 Ry *|_1 4 0 R, (4.163)
n
Realizando operaciones se tiene que:
n%x R, Ry *n+ Ry
Rg* Rp+ n? Rg* Rp+ n?
Mt = a” 7b ‘, b (4.164)
Rgxn * Ry n“* Ry

Ry* Rp+n?%  Rg* Rp+ n?

Una vez obtenidas las variables anteriores es posible calcular A* mediante la
expresion (3.5) y sustituyendo datos se llega a la expresibn que se muestra a

continuacion:

0o 1 0o 1 n’x Ry Rg*n*Rp 0o 1
A = n| 4 n Rg* Rp+ n? Rg* Rp+ n? n (4.165)
_1 0 _1 0 __ _Rgxn=*Ry n?x Ry, _1 0
n n Rg* Rp+n?  Rg* Rp+ n? n
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Obsérvese, que resultado la expresion (4.166) del analisis en BGD para este
sistema, es el mismo que la expresion (4.153) para el caso de estudio en BGI, como se

muestra enseguida:

Ry n
R, *Rp+n? R,*Rp+n?
A = . n . R, (4.166)
N R, *Rp+n? N R *Rp+n?

Ahora para obtener B* mediante la expresion (3.6) y al sustituir datos se llega al resultado

siguiente:
0 0 1 n *R Rg*n* Ry
% n R,* Rp+ n? *Rb+ n?
= |1 n
B [;] + 1 0 RysnsRy, 2« Ry (4.167)
Rya*Rp+n?% Ry Rp+n?

Noétese, que realizando las operaciones correspondientes se tiene que el
resultado de B* de la expresion (4.168) es el mismo que el de la expresion (4.155) para el

analisis del sistema en BGI:

Rp

Rg* Rp+n?
B ="} (4.168)

Rg* Rp+n?

Concluidos los célculos anteriores, se determina el estado estable pero antes de

: -1, . . :
ello, es necesario conocer (Fd) asi que realizando el céalculo correspondiente, se

obtiene la expresiébn mostrada enseguida:

(F“l)_1 = [LO“ ﬂ (4.169)

Con las expresiones anteriormente calculadas se obtiene el estado estable X, y
Z , primeramente mediante el BGD y sustituyendo datos de la expresion (4.3) entonces

se tiene que:
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Ra*R 2
Xss lo ]] l T x [eq] (4.170)

* Rb+n2
Realizando las operaciones, el resultado final es:

e1* Lg* Rp

Ry* Rp+n?
Jxnxey

R, * Rp+n?

Xgs =

(4.171)

Posteriormente se determina Zg, se realizando la sustitucion de datos de la expresion

(4.8), entonces se tiene que:

Rp

R,* Rp+n?
Zyg= """, * [eq] (4.172)

Rg* Rp+n?
Y finalmente al realizar la multiplicacién el resultado es:

e1* Ry
Rg* Rp+n?

e1*n
R,* Rp+n?

L = (4.173)

Una vez que se determina el Xy mediante el BGD, es posible determinarlo
también para el BGI con el fin de comprobar resultados, y mediante la expresion (4.1), se
retoman los datos para el andlisis que se realiz6 del sistema electromecéanico en BGI
haciendo la sustitucion de datos, y tomando en cuenta que S14 = 0 entonces E =1 se

obtiene la expresion que se muestra enseguida:

. Rb* La
R, *Rp+n? *Rb+n
Xes = — n+J el (4.174)
R, *Rp+n? *Rb+n
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Nétese, que realizando la multiplicacion, el resultado final de la expresion (4.175)
es exactamente el mismo de la expresion (4.171) para el caso de estudio en BGD,
comprobando con esto que los resultados son correctos:

e1* Lqg* Rp

R+ Rp+n?
Jxnxeq

R+ Rp+n?

Xgs =

(4.175)

4.6 Un caso general de estudio

El caso de estudio siguiente, consiste en un sistema electromecanico también, el
cual es un tanto mas complejo que el caso de estudio anterior, se combinan partes
eléctricas como lo son: una fuente de voltaje (V4), una resistencia (R,), y un inductor (L),
en tanto que para las partes mecanicas se tiene: un girador (i), un transformador (a),
dos inercias denominadas (J) y (J.) y dos cojinetes (b)y (b.), cuya representacion se

ilustra en la figura 4.18:

Ra La

Figura 4.18 Circuito electromecénico formado por un girador y un transformador.
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La representacion en Bond Graph de este sistema se muestra en la figura 4.19:

R Ra R b R e
N N N
2 6 11
1 4 4 5 4 8 9 L
MSe A1l - GY A1} — TF1 =1
MSe 3 n 7 a 10
4 1’4 Y/
| La | J | Je

Figura 4.19 Representacion en Bond Graph del sistema electromecénico.

Comenzando el analisis en BGI de este sistema se obtienen los tres primeros

vectores clave los cuales se muestran a continuacion:

X = [gj] X = [Zj]; / = ;j] (4.176)

Enseguida, se tienen el resto de los vectores clave de causalidad integral:

f2 €2
U= [61]; Dy = fe |; Doyt = | e (4.177)
fi1 €11

Al tener un elemento en causalidad derivativa se tienen los siguientes vectores clave:

Xq = [p1ol; Xd = lew; Zg = [fio] (4.178)

Con los vectores clave obtenidos, el siguiente paso consiste en establecer las
relaciones constitutivas, para D, se realiza la sustitucion de datos de la expresion (2.15)

mostrando el siguiente resultado:
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€6 |=10 b O0]|x]|fs (4.179)

Donde:

R, 0 O
L=|10 b O (4.180)
0 0 b,

Ahora para la relacion constitutiva Z se realiza la sustitucién de datos en la

expresion (2.13) dando por resultado:

L0
L, P
AR
I
Donde:
Li 0
F=[" | (4.182)
0 _
]

Y para la relacion constitutiva Z; cuyo elemento se encuentra con causalidad

derivativa, se realiza la sustitucion de datos en la expresion (2.14) dando por resultado:

[fiol = [ 7] * [P1o] -

Donde:

F% = [—] (4.184)
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Donde el valor de (F%)~1 se muestra en enseguida en la expresién siguiente:

(FH=' = [J,] (4.185)

Conociendo las relaciones constitutivas el siguiente paso es obtener la matriz de

estructura unién S del sistema, cuya expresion resultante se muestra enseguida:

(4.186)

1

01 |7e”

_fil_ B ' ! ! - .é_l__
S21 Sg9 Sy Sgq |10

Una vez que se tiene la matriz de estructura unién S, obsérvese que para este
caso la seccion S14 # 0y por lo tanto E # I entonces se obtiene ahora E de la expresion

(2.25), sustituyendo los datos obtenidos se tiene que:

L0
0 01" |z
E=I+[ ]* *[ ]* “ 4.187
_gl* Uel|_, . ! (4.187)
J
Realizando las operaciones correspondientes, el resultado final es:
1 0
E = o It a? (4.188)
J
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Ahora obteniendo E~1 se tiene la expresion siguiente:

1 0
E1= 0 J : (4.189)
J+]exa

Conociendo los valores anteriores, se puede calcular la ecuacién de estado A

mediante la expresion (2.21) y al sustituir datos se llega al resultado siguiente:

1 0 10 Lo
A:[O ] ] [" ‘"]+[‘1 0 ] 0 b o 0 1)«
J+Je+a? n 0 0 -1 0 0 bl lo a 0

Al realizar las operaciones pertinentes, el resultado final se tiene en la siguiente

(4.190)

S~ =

expresion:
R, n
Lq J
A= Jen _b-a?+b, (4.191)
J+Jexa®)xlqy ] +]e * a?
Y al calcular A71 se tiene::
(b+a?+by)Lg n*Lgx(J +Je* a?)
_ K * K
A1 = 1 Jx K1 ) (4.192)
nx*J Rg* (J + Jex a®)
Kq Kq

K,= R,+b+ R, *a* b, +n?

Con los resultados de las expresiones anteriores es posible ahora realizar el
célculo de A* pero en este caso se utiliza el término de A, el cual se denomina, A*
equivalente mediante la expresion (3.24), este término se refiere a que A* es singular, es

decir que la matriz es no invertible, y sustituyendo datos en dicha expresion se obtiene la

ecuacion siguiente:
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1 0 (b+a*be)L nxLgx (J +Jo* a?)
L * K
A, =" J> K1 ) (4.193)
0 _ n*] _Ra*U+]e*a)
J K4
K,= R,+b+ R, *a**b,+n?
Al realizar operaciones, el resultado final es:
__b+a*xb, n(J + Jo* a®)
K * K
AL = 1 Jx K1 ) (4.194)
n Ra(J +Jex a”)
K4 R *Rp+n?

K, = R,*b+ R, +a* «b, +n?

Al determinar el rango de A, con el fin de conocer el nimero elementos que es
posible invertir en una matriz, se obtiene como resultado 2, este nimero se traduce como
las variables linealmente independientes del sistema, es decir como los elementos

almacenadores de energia que conservan la causalidad integral.

Finalmente, para el caso de estudio en BGI se obtienen B y B, denominado B*
equivalente. Comenzando con la expresién (2.22) es posible determinar B y al sustituir los

datos se tiene que:

1 0 _
B=[0 ml*([;]+[ol R

R, 0 0 1 0] [0
0 b 0]*[0 1]*[0]) (4.195)
0 0 bl lo al lo

Al realizar las operaciones correspondientes, se tiene que:

B = l(l)] (4.196)
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Ahora para obtener el B, del sistema electromecanico, se sustituyen datos de la

expresion (3.25) y se tiene lo siguiente:

(b+a *bg)Lg n*La*(]+]e*a2)
J*Kq
1" n*l
J

1
rggrea|*lol @19
K4

K,= R,+b+ R, *a’*+b,+n?

El resultado final es:

B, = K1 (4.198)

K, = R,*b+ R, *a® b, +n?

Realizando ahora el andlisis del sistema mediante el BGD, como se puede

apreciar en la figura 4.20:

R ra R b R e
N N N
2 6 11
1 .8 4 5 ol 8 9 L
MSe A1 1GY | 11 — TF1 =1
MSe 3 n 7 a 10
/ / y/
| ta | J | Je

Figura 4.20 Representacion BGD para el sistema electromecanico.
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Los primeros tres vectores clave X, X, Z, se definen ahora como:

P3 . €3 f3
X=|p7|; X=\|¢e|;, Z=]|f7 (4.199)
P10 €10 f1o

Enseguida, se tienen el resto de los vectores clave de causalidad derivativa:

f2 €
U= [e]]; DE=1|fs|; D&, = |ées (4.200)
f11 €11

Con los vectores clave se establecen las relaciones constitutivas; para Dy, se
realiza la sustitucion de datos de la expresion (2.15) dando por resultado la expresion

(4.201) a fin de obtener L%, nétese que el resultado de L%, es el mismo de la expresion

(4.180) para el andlisis realizado en BGI del sistema:

R,

0 O
L% = b 0 (4.201)
0 b,

Para la relacién constitutiva Z se realiza la sustitucién de datos de la expresion

(2.13) dando por resultado:

= 0 0
f3 a 1 P3
f-1=1]0 7 0| P~ (4.202)
f10 1| P1o

0 0 -
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Donde:
— 0 0]
L
Fi=]0 } 0 (4.203)
0 0 —
Je

Conociendo las relaciones constitutivas, el siguiente paso es obtener la matriz de

estructura union J del sistema, cuya expresion resultante se muestra enseguida:

Ji Ji2 ,J13
£ 1 1 alnl [e]
f3 0 7% 0 770 63
1 1 1
/5 . 0 0 “ 0 0-g 6170
1 1 :
f2 0 71 % 0 7 %,0 86
1 1 1
Jo| |-s00-Lool e
A a a
_fll_ 7 00 7 0 O'ﬁ_ el_
J21 J22 J23

Ahora, debido a que J,, # 0 para calcular M% se puede hacer mediante la

expresion (4.75), se sustituyen datos y se tiene que:

o 1 ¢ o
R, 0 0 n n R, 0 O
Mé=11—-|0 b 0]* —i 00 x| 0 b 0] (4.205)
0 0 b, ~% 0 o 0 0 b,
n
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Realizando operaciones, se tiene el resultado final:

[ n?x R,
K1
Rga*n*b
K1

Rga*axnxb,

i Kq

Rg*n b Rg*ax*nxb,
K4 K4
b+ (n% + Ry * a® * b,) R ,+axbxb,
K4 B K4
R +ax*b+b, b, * (n®+ Rg* b)
B K4 K4

K, = R,*b+ R, *a® b, +n?

(4.206)

Obteniendo las variables anteriores, es posible calcular A* mediante la expresion

(3.5) y sustituyendo datos se llega al resultado que se muestra a continuacion:

o 1 ¢ o 1 ¢ o 1 ¢
n n n n n n
« 1 1 1
A=|-- 0 0[+|[-= 0 of[«M%x|—= 0 0
n n n
-2 0 of [-2 0 0 -2 0 0
n n n
Dando por resultado:
" b+a’+b, n a*n
K4 K4 K4
4| -2 _Fa  _Rava
K4 K4 K4
a*n R, *a Ra*az
B K4 K1q K{

K, = R,+b+R,*a*xb, +n®

(4.207)

(4.208)

Como se puede apreciar, el resultado final de A* es de distintas dimensiones al

obtenido para el caso de estudio en BGI, ya que se obtuvo un A; de 2 x 2 mientras que

para este Ultimo caso el resultado es una matriz de 3 x 3, esto se debe al enfoque de

estudio, mientras que en el BGI se tienen dos elementos en causalidad integral y un

elemento en causalidad derivativa o linealmente dependiente, este Ultimo provoca una

cierta pérdida de la informacion para completar la matriz, en el BGD todos los elementos
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se mantienen con causalidad derivativa y por lo tanto no hay perdida de elementos para
completar la matriz A*, al calcular nuevamente el rango se obtiene como resultado 2 y
comprobando que el resultado obtenido sea el correcto al comprobar el determinante de

A* se tiene como resultado 0.

Ahora para obtener B* mediante la expresion (3.6) y al sustituir datos se llega al resultado

siguiente:
1 a
0 o - - 0
1 1 non 1
B = [n|+|-- 0 o]« M%x|; (4.200)
a a a
n -—- 0 0 n
n
Realizando operaciones, finalmente se tiene que el resultado de B* es:
b + a%+ b,
K1
n
B* = — (4.210)
K4
ax*n
R 'SR

K;= R,*b+R,*a**b, +n®

Para iniciar con la determinaciéon del estado estable mediante el BGD, es

. -1 : . : .
necesario conocer (Fd) asi que realizando el calculo correspondiente, se obtiene la

expresion mostrada enseguida:

L [ka 00
(F) "=|0 J 0 (4.211)
0 0 J.
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Con las expresiones anteriormente calculadas se obtiene el estado estable X, y

Z, , sustituyendo datos de la expresion (4.3) entonces se tiene que:

b+ a’x b,
L, 0 0 Ky
Xes=|0 J O+ = [x[eq] (4.212)
0 0 J, aen
D 'S

K;= R,*b+R,*a**b, +n*
Al realizar la multiplicacion, resultado final es:

"eq * La(b + a%x b,)]
Ky

_ e1xJxn

X = Ky (4.213)

e1*Jex axn

: K4 i

K,= R,*b+R,*a®*xb,+n?

Posteriormente, se determina Zg, y realizando la sustitucion de datos de la

expresion (4.8), entonces se tiene que:

b+ a?x b,
K4
_ n
Z,, = P * [eq] (4.214)
1
axn
| K,

K,= R,+b+ R, *a**b,+n?

94



Capitulo 4.- Casos de estudio de sistemas equivalentes

Al realizar la multiplicacion de las matrices, el resultado final es:

"eq*(b + a%* b))
Kq

e1xn

Zeoo = _— (4.215)
SS K1

erxaxn

! K, |

K, = R,*b+ R, *a® b, +n?

Una vez que se determina X, mediante el BGD, es posible determinarlo

mediante el BGI, con a fin de comprobar resultados, y mediante la expresion (4.1), se

retoman los datos para el andlisis que se realiz6 del sistema electromecanico en BGI, asi
que al realizar la sustitucion de datos y tomando en cuenta que S14 # 0 entonces E # I,

se obtiene la expresidon que se muestra enseguida:

. (b+a?xby)Ly n*Lgx(J +Jeox a?)

¥ o Kq J K4 []
Xgs = g *U+]e*a 0 [eq] (4.216)
Ky

K, = R,*b+ R, +a* «b, +n?®
Realizando la multiplicacion de matrices, el resultado final es:

e1*Ly(b + a?x b,)
K1
epxJxn
K1

X o5 = (4.217)

* Ky = Ry*b+ R, *a?*b, +n?

La expresion anterior solo representa una parte del vector del estado estable,
para obtener el vector completo se utiliza la expresion (4.14) y al sustituir datos se tiene lo

siguiente:
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el*]*

1 e1*Lg (b+a *bg)
X =—[K,]*[0 —a]* La (4.218)
( d)ss e

~I=

K,= R,+b+ R, *a’*+b,+n?

Realizando las operaciones correspondientes, el resultado final que se obtiene es:
__|e1#fexaxn
(Xd)ss - K — (4.219)
1

K, = R,*b+ R, +a* «b, +n?

Obsérvese, que al ordenar las expresiones X, y (X4)ss de forma adecuada,
primero los elementos de almacenamiento en causalidad integral, y después aquellos
elementos que se encuentren en causalidad derivativa, como lo muestra la expresion
(4.220), se consigue el vector completo para el estado estable, el cual corresponde a la
expresion (4.213) para el caso de estudio en BGD:

"eq *Lg(b + a®x b,)T
K4
e1xJ*n
X = Ky (4.220)
e1*Jex axn
i K, i

K,= R,*b+R,*a®*xb,+n?

Como se puede apreciar entonces, se puede calcular el estado estacionario
mediante el enfoque del BGI o el BGD y es posible obtener los mismos resultados, en el
caso del BGD al determinar el X ; a través del B*, se logra conseguir el estado
estacionario de todas las variables de estado directamente en un solo calculo, mientras
gue para el caso del BGI, se requiere realizar operaciones adicionales para obtener el

vector completo del estado estable.
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Capitulo 5

Conclusiones y recomendaciones

5.1 Conclusiones

Con el desarrollo del presente trabajo de tesis, se ha demostrado que el uso del
modelado de sistemas mediante la técnica de modelado de Bond Graph es efectivo, en
este caso la técnica satisface el andlisis de sistemas dinamicos tales como los circuitos
eléctricos en los casos de estudio vistos en el capitulo anterior. Se logré obtener el
modelado mateméatico de los sistemas ademds, de observar que existen expresiones
equivalentes las cuales se obtuvieron mediante el BGl y mediante el BGD que permiten
obtener la equivalencia de sistemas, bajo la consideracion de que dos sistemas son

llamados equivalentes si el conjunto de soluciones es el mismo para ambos sistemas.

Cuando se realiza el estudio de Bond Graph con un enfoque de causalidad
puramente derivativa, éste nos permite determinar ciertas propiedades como
observabilidad, controlabilidad, estructurales y de estado estacionario mediante las

expresiones de A*,B*, la matriz de union J, X etc. por citar algunas.

Los sistemas dinamicos son sistemas cuyo comportamiento estd descrito por
ecuaciones matematicas que describen el comportamiento de un sistema fisico, lo que un
modelo matematico pretende es describir las relaciones existentes entre las magnitudes
caracteristicas del sistema a fin de encontrar o no un control para estos. Este trabajo de
investigacion no pretende abarcar el modelado de todos los posibles sistemas fisicos;
tampoco el modelado pretende ser exhaustivo. La exposicidén se centra principalmente en
el modelado de sistemas eléctricos basicos, asi como las sefiales mas utilizadas para
estos casos, ya sean tensiones, inductores, flujos etc. y algunos casos de estudio
electromecénicos ademas del procedimiento para obtener las expresiones dinamicas que
son descritas por los elementos de almacenamiento y llegar a la equivalencia que existen

en dichos sistemas a través del enfoque de analisis en BGl y BGD.
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Se explicd de una manera concisa la metodologia para obtener el Bond Graph de
un circuito eléctrico, las ecuaciones de estado, y la relacion que existe entre el BGl y el
BGD y poder comprobar la equivalencia de resultados para ambos casos. Se presentd
una manera alternativa para poder modelar circuitos eléctricos ademéas de comprender el
comportamiento de cada uno de los elementos béasicos que forman parte de la técnica
Bond Graph.

Los modelos son simplificaciones de la realidad, ya que son construcciones
simplificadas y abstractas utilizadas para estudiar y determinar el comportamiento de
sistemas, los modelos ideales son frecuentemente usados en ingenieria cuando no es
practico usar sistemas reales, a causa de que un modelo es una simplificacion de la
realidad, hay una gran cantidad de trabajo en la construccidon de modelos, uno que sea
excesivamente complejo y detallado puede contener pardmetro a veces imposibles o muy
dificiles de analizar, por el contrario un modelo excesivamente simplificado no es capaz
de exhibir caracteristicas importantes, entonces si se requiere modelar sistemas fisicos
muy grandes o complejos, la técnica de modelado Bond Graph satisface ampliamente el
desarrollo para la obtencién de los modelos matematicos de diversos tipos de sistemas,
reduciendo el tiempo y los errores que puedan presentarse siendo una herramienta (util

para conocer el desempefio del sistema.

Las variables de estado son el conjunto mas pequefio de variables que
representan al sistema dinamico, dichas variables de estado deben de ser linealmente
independientes, en los sistemas de circuitos eléctricos analizados, el nimero de variables
de estados es igual al nimero de elementos que almacenan energia como capacitores e
inductores. Esta representacion de variables e estados de un sistema se da con las
matrices Ay B ya que estas tienen que ver con la relacion entre entrada y estado, a este
par de matrices se les conoce como el par de controlabilidad, la determinacion de esta
caracteristica es importante ya que al crear un control sin determinar la controlabilidad del

sistema no se garantiza que este actué de forma adecuada o esperada.

El rango es una caracteristica de las matrices donde se tiene un nimero n que
es igual al numero de filas 0 columnas linealmente independientes, el rango se puede
hallar al encontrar la submatriz cuadrada del orden méas alto que no sea singular, es decir

gue no es invertible.
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Dado que en un sistema fisico se involucra almacenamiento de energia, la
salida del sistema relacionada con una entrada, no puede seguir a ésta inmediatamente
sino que presenta una respuesta transitoria antes de poder alcanzar un estado
estacionario, al realizar el analisis de estos sistemas fisicos, es importante examinar el
comportamiento del estado estable. La respuesta de estado estacionario es util para
conocer el valor que alcanza cada variable de estado de un sistema fisico en una

representacion en espacio de estado cuando el periodo dinamico ha terminado.

5.2 Recomendaciones

El uso de la técnica de Bond Graph en sistemas dinamicos facilita la obtencion
del modelo matematico, sin embargo, se debe tener cierto cuidado en la obtencién del
mismo, auxilidndose del las reglas basicas al momento de realizar la sustitucion de las
expresiones dadas y seguir adecuadamente la metodologia para asi mismo obtener

resultados confiables del modelo y comportamiento del sistema a estudiar.

Bond Graph no se limita a sélo estudiar y modelar sistemas eléctricos, también
es posible modelar elementos de conmutacion en circuitos, tales como diodos vy tiristores
encontrandose dicha informacién a detalle en la tesis de licenciatura llamada: “Analisis y
Modelado De Sistemas En Conmutaciéon En Bond Graph®, cuyo autor es, Rene Bautista

Gaspar, la fecha de publicacion de esta tesis se dio en septiembre del afio 2010.

Para definir correctamente las relaciones constitutivas de causa y efecto
mediante el trazo causal es importante seguir las leyes para asignar adecuadamente la
causalidad ya que no siempre es posible asignar causalidad integral como es preferente
hacerlo, a todos los elementos almacenadores de energia, permaneciendo estos
elementos almacenadores de energia en un caso dado con causalidad derivativa y

linealmente dependientes de algunos elementos con causalidad integral.

Para resolver las matrices generadas por las expresiones resultantes de la técnica
de Bond Graph es recomendable apoyarse de software computacional como MATLAB®
y SCIENTIFIC WORKPLACE® a fin de obtener rapidamente los resultados de las

expresiones dadas.
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