ifm

INSTITUTO DE FiSICA
Y MATEMATICAS

UNIVERSIDAD MicHoACANA DE SaN NicorLAs DeE HipaLGo

InstituTo DE FisicA Y MATEMATICAS

LA ESTRATEGIA DE REFINAMIENTO ADAPTATIVO DE MALLAS
APLICADA A LAS SIMULACIONES DE FiSICA SOLAR.

T E S 1 S

QUE PARA OBTENER EL. GRADO DE:

Doctor En Ciencias EN EL Area DE Fisica

PRESENTA:

RicaArRDO OCHOA ARMENTA

DIRECTOR DE TESIS:
Dr. Francisco SHIDARTHA GUZMAN MURILLO

MoREeLIA MicH. MARZO DE 2024






A mi familia.






AGRADECIMIENTOS

La realizacién de este trabajo ha requerido esfuerzo, dedicacién y constancia, pero hubiera sido
imposible de realizar sin el apoyo de las personas en mi entorno, las cuales se involucraron amplia-
mente en este trabajo.

A mi asesor, el Dr. Francisco S. Guzmdn, le agradezco sinceramente el apoyo, orientacién y
motivacion que ha sido una constante desde el inicio hasta el final de este trabajo. A los miembros
de mi comité tutorial, el Dr. Umberto Cotti, el Dr. José Antonio Gonzalez y el Dr. Ricardo Gonzélez,
les agradezco por los comentarios hechos a lo largo de esta investigacién que hicieron el trabajo
mads profundo y robusto. En particular agradezco al Dr. José Judn Gonzélez por el compromiso, e
involucramiento. Gracias a este equipo es que se ha llevado a buen término este trabajo.

Quiero agradecer principalmente a mi familia, la cual ha sido un gran apoyo en todo este pro-
ceso. Agradezco a Ana por compartir este tiempo en el cudl hemos crecido juntos, y finalmente a
mis compaifieros y amigos del doctorado y del tango, los cuales han sido un ejemplo de disciplina,
constancia y resistencia.

Morelia MEX., 8 de marzo de 2024






Indice

[Resumen|
[Abstract

general

(1. Introduccion|

[2. Magnetohidrodinamica|

[2.2. Leyes de conservacion| .

2 E

10N la MHD| .

231

Ley de induccion magnétical . . . . . . . ... .. ...

232,

Ley de conservaciondelamasal . . . . .. ... ... ... ... .....

n323.

Ley de conservacion del momento| . . . . . . . .. ... ... ...

[2.3.4. Conservacionde laenergial . . . . . . ... ... ... ... ........

[2.4. Teorema del campo congelado y los tubos de flujo| . . . . . . ... ... ... ...

[2.5.  Analisis perturbativo de las ecuactones MHD| . . . . . . ... ... ... ...

251

Ondas magnetohidrodinamicas|. . . . . . . . ... ... ... .......

[2.5.2." Choques MHD) .

kAR

B23.

Implementacion en 3 dimensiones| . . . . . . . .. ... ...

[3.3. Implementacion parala MHD| . . . ... ... ... ... ... ... .. ... ..

[3.5. Evolucion temporall

B332.

Implementacion del metodode Heun| . . . . . ... ... ... ......

B3.3.

Integracion CTU|

VII

O o0 I 3

10

11
12
13
14
14
17



II

INDICE GENERAL

[4. Estrategia de refinamiento de malla adaptativo y paralelizacion|

4.2, Estrategta AMR| . . . .. ...

i4.3. Descripcion del algoritmo de Berger-Oliger] . . . . . . . ... ... ... .....

|4.3.1.  Seleccionar una region pararefinar|. . . . . . . ... ... ... ...

|4.3.3. Interpolacion de los datos de una malla gruesa a una de refinamiento|. . . .
|4.3.4.  Evolucion temporal y sincronizacion|. . . . . . . . . .. ... ... ...
|4.3.5. Inyeccion de datos refinados dentro de la malla gruesal . . . . . . ... ..
|4.3.6. Correccion de flujos numéricos| . . . . . . ... .. ... ... ... ...

@.4. Estructura del codigo CAFE-AMR| . . . . ... ... ... o .

4.5.2. Controlde Flujo| . . . . .. ... ... .. ...
|4.5.3.  Comunicacion entre procesadores| . . . . . . . . .. ... ... ...
4.5.4. Tareasdelcodigo| . . . . . . . . . ..

Pruebas magnetohidrodinamicas.|

[5.1. Onda expansiva bidimensional| . . . . . ... ... ... ... ...........

[5.2. Vortice de Orszag-Tang| . . . . . . . . . . .. . ...

5.3, Rotor2D| . . . . .

[5.4. Tubode Choque 3D Rotado| . . . .. ... ... ... ... ............

[5.4.1. Interaccion nube-viento supersonico3D .| . . . . .. ... L.

[5.5. Discusion de resultados y comentarios finales| . . . . . ... ... ... L.

Inestabilidades magnetohidrodinamicas|

1. Intr 10N0]. . . . . e e e e

[6.3.2. Inestabilidad Rayleigh-Taylor| . . . . . . ... ... ... .. .......

|6.4.  Discusion de resultados y comentarios finales| . . . . . ... ... ... ... ...

Fulguracion solar|

1. Intr 10N]. . . . . e e

[7.2. Reconexion magnética y modelo de fulguracton CHSKP| . . . . . .. .. ... ..

[7.2.1. Hojasdecorriente| . . .. ... ... ... ... ... .. .. ...,
[7.2.2.  Modelo de Fulguracion Carmichael-Sturrock-Hirayama-Kopp-Pneuman| . .

{7.3. Especificaciones de las simulaciones| . . . . . . ... ... ... ... ... ...

[7.3.1. Hoja de corriente bidimensional| . . . . . ... ... ... ... ... ...

43
43
44
45
45
47
47
48
52
52
54
54
56
57
58
58
59
62

65
65
66
69
70
73
77

79
79
81
81
82
84
84
84
87

93



INDICE GENERAL m

[7.3.2. Hojadecorrientede Harris|. . . . . .. ... ... ... .......... 103

[7.3.3.  Fulguracion por resistividad anémala localizadal. . . . . . ... ... ... 104

[74. Resultados|. . . . . . . . . . 105
[7.4.1. Hoja de corriente bidimensional| . . . . . ... ... ... ......... 105

[7.4.2. Hojadecorrientede Harris|. . . . .. ... ... ... ... ........ 105

[7.4.3.  Fulguracion por resistividad andmala localizadal. . . . . . .. ... .. .. 105

[7.5. Discusion de resultados y comentarios finales| . . . . . ... .. ... ... .. .. 111
ien | 115

B.1. Introduccion|. . . . . . . . . . . e 115
[B.2. Modelos analiticos del vientosolarl . . . . . . . . .. ... ... ... ... .. 116
821 SoluciéndeParked . . . . . .. ... ... .. .. .. .. 117

[8.2.2.  Efectos de la rotacion y el campo magnético: espirales de Parker| . . . . . . 118

[8.3. Modelo numéricodel vientosolar. . . . . ... ... ... ... ... ... ... 121
[8.3.1.  Dominio numérico y frontera internal . . . . . . .. ... .. .. .. ... 121

[8.3.2. Viento solar hidrodinamicol. . . . . . . . ... ... Lo 123

[8.3.3. Viento solar magnetizado.| . . . . .. ... ... ... ... ... ... 125

[84. Resultados|. . . . . . .. . 130
[8.4.1. Viento solar hidrodindmicol. . . . . . . . .. ... ... L., 130

[8.4.2.  Viento solar magnetizado|. . . . . . ... ... ... ... ... .. ... 132

[8.5. Discusionde Resultadosl . . . . .. ... ... ... 133

9. Comentarios finales| 139
[A. Descomposicion caracteristical 141
|A.1. Descomposicion caracteristica para los flujos numéricos| . . . . . ... ... ... 141
|A.2. Descomposicion caracteristica para la integracion temporal CTU| . . . . . . . . .. 144

(B. Limitadores de pendiente| 147
B.I. Godunovl . . .. .. .. . 147
B2, Minmod . . . . . ... 147







Resumen

En este trabajo se desarroll6 la implementacion de la estrategia de refinamiento adaptativo de
mallas para simulaciones de la fisica solar culminando en el cédigo numérico CAFE-AMR. Este
codigo utiliza métodos estdndar de la dindmica de fluidos computacional, incluyendo discretiza-
ciones de volumenes finitos, formulas de flujo HLL y Roe, reconstructores lineales e integradores
temporales de segundo orden.

CAFE-AMR resuelve las ecuaciones de la magnetohidrodindmica en los regimenes ideal y re-
sistivo. Para validar la aplicacion en el contexto de la fisica solar, se presentan simulaciones de
las inestabilidades tipo Rayleigh-Taylor y Kelvin-Helmholtz; la simulacién de una fulguracién so-
lar basada en el modelo Carmichael-Sturrock-Hirayama-Kopp-Pneuman; una simulacién del viento
solar en el caso hidrodindmico en donde se propaga una eyeccién de masa coronal no magnetizada
y otra simulacién un viento solar inmerso en un campo magnético dipolar centrado en el sol.

Se argumenta que la aplicacion de la estrategia AMR permite hacer simulaciones solares a
diversas escalas, captura mejor las estructuras localizadas y distribuye mejor los recursos compu-
tacionales.

Palabras Clave: Estrategia AMR, Magnetohidrodinamica, Fisica Solar, Fisica Computacional,
Metodos de Volumenes finitos.






Abstract

In this thesis, the implementation of the adaptive mesh refinement strategy for solar physics si-
mulations was developed, culminating in the CAFE-AMR numerical code. This code uses standard
computational fluid dynamics methods, including finite volume discretizations, HLL and Roe flow
formulas, linear reconstructors, and second-order temporal integrators.

CAFE-AMR solves the equations of magnetohydrodynamics in the ideal and resistive regi-
mes. To validate the application in the context of solar physics, simulations of Rayleigh-Taylor
and Kelvin-Helmholtz type instabilities are presented; the simulation of a solar flare based on the
Carmichael-Sturrock-Hirayama-Kopp-Pneuman model; one simulations of a solar wind in the hy-
drodynamic case where a non-magnetized coronal mass ejection propagates and another simulation
of a solar wind immersed in a dipolar magnetic field centered on the Sun.

It is argued that the application of the AMR strategy allows solar simulations to be carried out
at various scales, better captures localized structures and better distributes computational resources.

Keywords: AMR Strategy, Magnetohidrodynamics, Solar Physics, Computational Physics, Fi-
nite Volume Methods.
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Capitulo 1

Introduccion

El Sol, 1a estrella mds cercana a nosotros, es un ente masivo y enorme, que presenta fendmenos
altamente energéticos y violentos, lo cual lo hace fascinante. Algunas culturas antiguas lo conside-
raban como un dios; simbdlicamente la bondad, la esperanza o la sabiduria se asocian con la luz
solar; y la historia de fcaro como referencia a lo pequefios que somos en comparacién con él, son
ejemplos que indican que la suprema importancia y respeto que le tenemos al Sol, es y serd una
constante en nuestra historia.

El clima espacial engloba los matices contempordneos del respeto y curiosidad que se le tiene.
Constantemente se monitorea al Sol y se predice qué tanto influird una fluctuacién solar local, a
minutos, horas y dias de que se generd, no solo en la tierra sino en el resto del sistema solar.

En este contexto, las simulaciones numéricas sofisticadas son de vital importancia, y su uso
adecuado en la descripcidn solar requiere un acercamiento cuidadoso. Con esto en mente se plantean
las siguientes dificultades.

1. El Sol presenta fendmenos multi-escala

Desde el enfoque del clima espacial se plantean diversas escalas temporales para apreciar
la dindmica de los fendmenos solares. La rotacion solar tiene un periodo de 27 dias; las
erupciones del Sol que llegan a la tierra se contemplan en horas; y los desequilibrios que
generan las fulguraciones duran minutos, por mencionar algunos. Estas escalas no son féciles
de apreciar; poniéndolo en perspectiva, una persona completa un ciclo de respiraciéon mas o
menos una vez cada tres segundos, y los ciclos midximos y minimos del Sol tienen un periodo
de once afios; un investigador del Sol presenciard, a lo més, tres ciclos solares a lo largo de su
vida académica.

Por otra parte, el Sol tiene una estructura estratificada. En el nicleo se dan los fendmenos
de fusién de los d4tomos de hidrégeno, en la zona de radiativa se transporta la luz altamente
energética del nicleo hacia afuera, la zona convectiva estd dominada por el flujo de la masa
de plasma solar transportando calor desde la zona radiativa en la fotosfera, que es la parte
visible en luz blanca, es donde comienza la atmodsfera solar.

La estructura atmosférica del Sol se habia inferido a partir de los eclipses y hoy en dia se sabe
que se compone de dos subcapas, la cromosfera y la corona solar, y de su zona de transicion.
Esto se esquematiza en la Figura Uno de los principales avances en el estudio del Sol fue
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Figura 1.1: Esquematizacion de la estructura estratificada del Sol. Las dimensiones de referencia
fueron tomadas de [Priest, 2014, en donde 1R; ~ 695.5Mm.

el descubrimiento de que, estrictamente hablando, éste no tiene una estructura compacta. Hay
una extension de la corona que permea todo el medio interplanetario. Esta extension de la
corona es debida a un viento solar que expulsan particulas cargadas a altisimas velocidades,
las cuales generan una estructura supersonica y rarificada conocida como la heliosfera que se
extiende hasta distancias cientos de radios solares.

Ahora bien, los eventos solares mayores dejan rastros centelleantes y luminosos en la fotosfe-
ra, se calientan y aceleran en la cromosfera, son expulsados desde la corona y se propagan por
la heliosfera, en el medio interplanetario. Es asi que este tipo de fendmenos se manifiestan a
diferentes escalas espaciales.

Con todo, la primera problematica que se presenta es: Los fendmenos solares se presentan en
muiltiples escalas.

2. Los métodos numéricos de las simulaciones difuminan las estructuras locales

El estudio de la fisica solar se ha desarrollado en una constante direccidén: las estructuras
solares y su dindmica deben su comportamiento al campo magnético. En cada capa de la
atmosfera solar, hay muchas preguntas relativas a la relacion entre el plasma que la compone
y el campo magnético.

La aproximacién magnetohidrodindmica (MHD) describe bien una gran cantidad de los ras-
gos dindmicos de este campo. Es uno de los principales modelos que se utiliizan en las simu-
laciones solares. La MHD se presenta como un conjunto de ecuaciones que expresan leyes de
conservacién y que, en general, describen la dindmica de un plasma.



Figura 1.2: Esquematizacién de la hoja de corriente heliosférica.

Abhora, los métodos numéricos que permiten resolver las ecuaciones MHD aplicados a las
simulaciones solares se basan en técnicas que capturan las ondas de choque y las disconti-
nuidades; pero tienen la desventaja de que aumentar su precision es dificil, de manera que
tienden a difuminar los gradientes en las cantidades que describen al plasma.

La segunda problemadtica es que de no atender esta difuminacion, ciertas estructuras se pier-
den en las simulaciones.

3. El uso apropiado de recursos computacionales

Esto no es solo propio del estudio del Sol, sino de las simulaciones en general. Dado que
los recursos son limitados, es necesario, por una parte, discriminar cudl es la informacién
relevante con la cual trabajar y, por otra, cudl requiere mayor atencion.

Un ejemplo de esto sucede al simular la hoja de corriente heliosférica. Esta es una sibana
de plasma que sale desde las latitudes ecuatoriales del Sol y se extiende en la heliosfera. Se
caracteriza por presentar un cambio de polaridad del campo magnético encima y debajo de
ella, lo cual se esquematiza en la Figura[I.2] Evidentemente esta es una estructura localizada
que no requiere la totalidad de los recursos numéricos disponibles para realizar la simulacién.

Se presenta entonces una tercera problemaética: Como administrar adecuadamente los recur-
sos computacionales.

La estrategia de Refinamiento adaptativo de mallas (AMR por sus siglas en inglés), presentado
inicialmente para simulaciones hidrodindmicas en los célebres trabajos [Berger and Oliger, |1984),
Berger et al., 1989, es un método que optimiza el uso de recursos computacionales en la solucién
de problemas de valores iniciales que involucren la dindmica de fluidos.

En sintesis, la estrategia AMR consiste en utilizar mayor cantidad de recursos sélo en las regio-
nes donde las funciones matematicas relativas al problema demanden mayor presicion. Fisicamente,
la estrategia AMR es una herramienta potente que evoluciona adecuadamente un fluido cuando gran-
des diferencias en las escalas espaciales y temporales ocurran simultaneamente, es decir, cuando la
dindmica del fluido tenga rasgos muy locales.

Existe una gran variedad de c6digos numéricos que emplean la estrategia AMR para resolver
las ecuaciones MHD. Algunos ejemplos son los siguientes: MPI-AMRVAC [Porth et al.| 2014]:
Este cédigo estd especificamente diseilado para resolver las ecuaciones MHD y Hall MHD, utili-
za metodos de volumenes finitos o de diferencias finitas y también puede manejar la evolucién de
polvo acoplado a un fluido hidrodindmico. Se cuenta con una segunda [Xia et al., 2018] y tercera
version [Keppens et al., 2023]]; PLUTO [Mignone et al., [2007]]: Cédigo que se ha utilizado prin-
cipalmente en simulaciones astrofisicas y que ha ganado atraccién en el campo de la fisica solar
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en los ultimos afios; FLASH [Fryxell et al.l [2000]: Un cdédigo astrofisico de amplio uso; los codi-
gos AstroBEAR [Cunningham et al., 2009], RAMSES [Teyssier, [2002]; NIRVANA [Ziegler, 2008];
ATHENA([Stone et al., 2008]; ENZO [ENZ, 2019] and BATS-R-US [Téth et al., |2012]] son conoci-
dos por su orientacién hacia el computo de alto rendimiento y que han sido extensamente utilizados
en varias disciplinas cientificas, las cuales incluyen a la astrofisica y las simulaciones MHD. Algu-
nos de estos c6digos se apoyan en bibliotecas especializadas tales como PARAMESH [MacNeice
et al.,|2000] y CHOMBO [LBNL! 2019]], las cuales proveen motores AMR paralelizados que pue-
den ser adaptados para resolver problemas de valores iniciales. En el reino de las simulaciones de
fisica solar, cédigos notables incluyen AMR-CESE-MHD |[Feng et al., |2012], ICARUS [Verbeke
et al., 2022], los cuales pueden utilizar mallas no rectangulares, y SFUMATO [Matsumoto et al.,
2019]], todos siendo exitosamente utilizados en las simulaciones de viento solar.

La estrategia AMR, cuando es integrada con esquemas de paralelizacién, significativamente
mejora la eficiencia computacional. Sistemas computacionales del estado del arte frecuentemente
adoptan una combinacién sofisticada de tecnologias. Por ejemplo el uso de OpenMP-MPI, como
fue demostrado en el cédigo BHAC GR-MHD [[Cielo et al., 2022]]. También, la creciente adopcion
de unidades de procesamiento grafico amplificard la capacidad de procesar enormes conjuntos de
datos de las simulaciones; un ejemplo notable de esta tendencia se encuentra en el cédigo H-AMR
code [Liska et al., 2022].

Aunque la mayoria de estos cédigos son de acceso abierto, la complejidad de su estructura
modular y su intrincada arquitectura los hace frecuentemente inaccesibles. Es asi que se presenta
una cuarta problematica: Los metodos de las simulaciones deben ser accessibles y controlables.

Como alternativa, el desarrollo de un cédigo original basado en esquemas numéricos estandar,
permite a uno tener una herramienta independiente que puede servir como laboratorio tedrico que
puede corroborar resultados de otras simulaciones y también para implementar soluciones de nuevos
problemas que serian dificiles de definir en la disposicién de los cédigos existentes que, debido a su
grado de sofisticacién, preveen ajustes simples.

Para abordar las cuatro problemadticas planteadas anteriormente, se ha creado el cédigo numéri-
co CAFE-AMR [Ochoa-Armenta and Guzman, |2023] el cual es presentado en esta tesis. El cédigo
CAFE-AMR, construido desde cero, utiliza métodos estdndar de la dindmica de fluidos computacio-
nal, incluyendo discretizaciones de volimenes finitos, férmulas de flujo HLL y Roe, reconstructores
lineales e integradores temporales de segundo orden.

Esta tesis estd dividida en dos partes.

La primera parte consiste en elaborar sobre el nicleo metodoldgico del cédigo CAFE-AMR y
su validacién. Los capitulos que comprenden esta parte son:

= Capitulo [2} En este capitulo se enuncian las ecuaciones de la aproximacién MHD y se desa-
rrolla sobre ellas.

= Capitulo|3 En este capitulo se describen los métodos numéricos utilizados para construir las
soluciones a las ecuaciones MHD.

= Capitulo f} En este capitulo se describe el nicleo de la implementacion de la estrategia de
refinamiento en el cédigo CAFE-AMR.



= Capitulo[5} En este capitulo se muestran pruebas numéricas estindar que permiten evaluar su
rendimiento y contrastar con otros c6digos.

La segunda parte de esta tesis consiste en simulaciones numéricas que corresponden a escenarios
de fisica solar. Los capitulos que comprenden esta parte son:

= Capitulo [6} En este capitulo se comenta sobre las inestabilidades, siendo estas ubicuas en
las simulaciones solares. Se presentan 2 simulaciones de inestabilidades en regimenes no
lineales.

= Capitulo[7} En este capitulo se estudia sobre las fulguraciones solares eruptivas y se muestran
simulaciones referentes a las hojas de corriente, terminando con el modelo de una fulguracién
CSHKP.

= Capitulo[8} En este capitulo se desarrolla sobre los vientos solares. Se presentan dos simula-
ciones; en la primera se simula un viento solar hidrodindmico, el cual interactda después con
un modelo no magnético de una eyeccién de masa coronal; después, se simula un viento solar
magnétizado por un dipolo magnético centrado en el Sol y que rota con éste.






Capitulo 2

Magnetohidrodinamica

Resumen

En este capitulo se exponen las ecuaciones de la MHD. En la introduccién se delimita el en-
foque de la MHD en la descripcién de plasmas. En la seccion se expone el comportamiento
conservativo de estas ecuaciones. En la seccién [2.3] se manifiestan explicitamente las ecuaciones de
la MHD, sus deducciones a partir de argumentos macroscépicos y algunos datos importantes. En la
secci6n [2.4] se enuncia el teorema del campo congelado y la implicacién que tiene para la descrip-
cién de los tubos de flujo. En la seccién[2.5]se hace un andlisis perturbativo de las ecuaciones MHD
y se encuentran los principales modos de propagacion para las ecuaciones MHD, encontrando las
velocidades alfvénicas y magnetosonicas, para después describir los tipos de choques MHD; siendo
esta informacidn relevante para los métodos numéricos que resuelven estas ecuaciones.

2.1. Introduccion

Para la descripcién tedrica de un plasma existen diversos acercamientos, con diferentes apro-
ximaciones y cada uno modelando circunstacias distintas. Adn con esta variabilidad, puesto que
un plasma consiste de un gran ndmero de particulas interactuantes, se puede otorgar una descrip-
cién macroscdpica utilizando un enfoque estadistico, del cual se derivan dos principales modelos
tedricos.

En circunstancias en las cuales las colisiones entre las particulas del plasma son frecuentes, se
tienen descripciones separadas para las diversas especies de particulas que constituyen al plasma, se
obtienen de esta manera, por ejemplo, descripciones para los electrones, iones y particulas neutras.
A estos acercamientos se les conoce como multi-fluido. Andlisis potentes pueden realizarse desde
esta perspectiva para fendmenos ondulatorios de alta frecuencia y aspectos de los plasmas de escala
microscépica.

Otro acercamiento derivado de éste anterior consiste en tratar todo el plasma como un sélo
fluido conductor el cual tiene variables macroscépicas que describen simultaneamente las especies
de particulas del plasma. Esta teoria simplificada puede aplicarse apropiadamente al estudio de
fendmenos de baja frecuencia en fluidos dltamente conductores inmersos en campos magnéticos y

7
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también en el caso de que las colisiones entre particulas es poco frecuente. A esta teoria se le conoce
como la aproximacién MHD.

Las ecuaciones que describen la MHD fueron planteadas a partir de la mecéanica de fluidos para
poder considerar apropiadamente las fuerzas de Lorentz. Para realizar esto fue necesario especificar
la corriente eléctrica como una funcién del campo eléctrico aplicado. Esto fue logrado a partir de la
ley de Ohm, la cual es utilizada para describir medios conductores.

Este bagaje determina dos aspectos para los sistemas descritos por la MHD, es decir para los
plasmas, y en particular para el Sol. El primer aspecto tiene que ver con que las ecuaciones que
describen al fluido se pueden presentar como relaciones de balance de flujos las cuales a su vez
pueden expresar leyes de conservacidn, por ejemplo la continuidad de masa y de la energia; el
segundo aspecto tiene que ver con la conductividad eléctrica.

Por definicion los plasmas son cuasi neutros, es decir que la densidad de carga (p,) es despre-
ciable a escalas macroscopicas; y esta caracteristica ya esta presente en el desarrollo de la MHD
dando como resultado que el campo eléctrico esté implicito en términos del campo magnético y de
la velocidad en el marco de referencia del fluido.

En este capitulo, se presentan las ecuaciones de la MHD. En primer lugar, se discutird el caracter
conservativo de estas ecuaciones. Después, se presentardn los argumentos macroscopicos que sus-
tentan su formulacién. Por dltimo, se discutir el teorema del campo congelado y los fendmenos
ondulatorios que se modelan con estas ecuaciones.

2.2. Leyes de conservacion

Las ecuaciones de la MHD se pueden expresar en términos de leyes de conservacion las cuales
operan de la siguiente manera.

Considérese una funcién escalar O(x, y, z, f). La razén de cambio de @ segiin un observador que
se mueve con la velocidad v del fluido, es decir la derivada total con respecto al tiempo, estd dada

por

D® 00
—_— = — -V, 2.1
Dt ot v ’ 21

ahora, sea ¥ una funcion definida como

Y() = f f f O(x, y, z, Hdx>,
Vv

D¥(¢) _o,
Dt
donde el volumen V estd definido como el interior de una superficie suave a trozos dV que se mueve
con el material en consideracion y @ representa una densidad de cierta cantidad. Evidentemente se
tiene que dentro de este volimen, la cantidad ¥ se conserva.

Se tiene entonces que
D¥ oD . 4
- = fi- O = 2.2
5 fffv o +fav(n v)da = 0 (2.2)

tal que
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donde fi es el vector unitario normal a la superficie da y que apunta hacia afuera de V. Nétese que
si @ y ¥ fuesen campos vectoriales, la ecuacion seguiria siendo la mismzﬂ

Usando el teorema de la divergencia de Gauss, se cambia la segunda integral de la parte izquier-
da de (2.2). Se tiene entonces que

9 . 3
f f fv ( =+ (¢v))dx = 0. 2.3)

Dado que esto es para un volumen V arbitrario, entonces se tiene que cumplir que

‘Zif +V-(ov) =0, 2.4)

Dando asi la estructura conservativa de las ecuaciones en el marco de referencia del fluido.

2.3. Ecuaciones de la MHD

Las ecuaciones de la MHD describen un plasma como un fluido compresible que interactia
con un campo electromagnético externo. Mateméticamente, estas ecuaciones describen la evolucién
temporal de las densidades de ciertas variables macroscopicas que describen al plasma, es decir la
densidad p; la densidad momento pv; la densidad de energia total E; y el campo magnético B:

B4V [pvev-BeB+(P+ 5| =0, (2.6)
Ly [(E+P+E)v-(v-B)|=0. 2.7)
Bi+v-veB-Bavl=Vx[y-Jl, (2.8)

donde P es la presién hidrodindmica, ;7 es el tensor de resistividad y J es la densidad de corriente
eléctrica. Estas ecuaciones tienen el nombre de Conservacion de masa ec. [2.5), Conservacion de
momento ec. (2.6), Conservacion de la densidad energia total ec. y la Induccion magnética
ec. 2.9).

El sistema de ecuaciones puede obtenerse de los momentos de la ecuacién de Bol-
tzmann; y por lo tanto se necesita una cerradura expresada con una ecuacién de estado. Desde la
atmosfera baja del Sol hasta la heliosfera interplanetaria, el plasma estd lo suficientemente rarificado
de manera que se puede utilizar la ecuacién de gas ideal:

P
= 2.9
Ty -1y 9

donde vy es el indice adiabatico que tiene un valor, salvo que se exprese lo contrario, de 5/3 y e es la
densidad de energia interna. Por otra parte, de las ecuaciones de Maxwell para la electrodindmica

'En este caso el producto ®v se referirfa al producto tensorial
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se tiene la constriccidn solenoidal del campo magnético, esto es
V-B=0. (2.10)

A continuacién se presenta una descripcién macroscépica de las ecuaciones MHD.

2.3.1. Ley de induccion magnética

En un plasma se pueden producir corrientes eléctricas que estan descritas por la Ley de Ohm:
J=0-[e+VvXxB] 2.11)

donde J es la corriente eléctrica, B el campo magnético, & el campo eléctrico y o el tensor de
conductividad.

Debido a que el plasma es cuasi-neutro, es decir que la densidad de carga p, es despreciable a
las escalas caracteristicas del sistemalﬂ, no es posible obtener el campo eléctrico partiendo de la ley
de Gauss, ya que

V.e=0= el—opq,

asi que para obtener el campo eléctrico, éste se despeja de (2.1T)

e=n-J-vxB, (2.12)

donde n = 0! es el tensor de resistividad.
Asi, de la ley de induccidn de Faraday,

0B
— =-Vx y 213
o € (2.13)
se obtiene la siguiente ecuacién
0B
E=VX[77'J—VXB]. (2.14)

Es posible reescribir (2.14) en forma conservativa utilizando el producto tensorial (®), de manera
que se obtenga la ecuacion de la induccion de las ecuaciones MHD, expresada en la ecuacion (2.8).

Es importante mencionar que la Ley de Ohm utilizada desprecia muchos tipos de fendmenos
asociados con el flujo y la temperatura de los electrones en un plasma, la justificacion principal al
porqué de este criterio es que la masa de los iones es mucho mayor que la de los electrones (vease
[Bittencourt, 2004]).

La ecuacion (2.8) define dos regimenes en los que se analiza un plasma desde la perspectiva
MHD:; estos son:

= MHD ideal: En este caso, la contribucidn de la resistividad del plasma es despreciable (7 — 0)
y se habla de un plasma completamente ionizado; es decir que la densidad de nimero de

2Con escalas caracteristicas se hace referencia a las dimensiones espaciales y temporales de los fenémenos a estudiar;
por ejemplo en la heliofisica puede hablarse de escalas espaciales de 10°m para la cromosfera y la corona y unidades
astronémicas (~ 10''m) para el medio interplanetario
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particulas neutras es despreciable. En particular, el estudio de la heliosfera y la corona se
considera apto para este tipo de anélisis.

= MHD resistiva: En este caso, la contribucién de la resistividad no es despreciable y por lo
tanto existen procesos de disipacién de energia magnética, por ejemplo la disipacién éhmica,
que convierte la energia magnética en energia calorifica y cinética.

Este tipo de plasmas se asocia con plasmas parcialmente ionizados y la resistividad esta aso-
ciada a que se generan corrientes eléctricas generadas por la pérdida local de la neutralidad
causada por colisiones entre particulas cargadas y neutras. Este enfoque es utilizado en el
estudio de la cromosfera.

2.3.2. Ley de conservacion de la masa

La ecuacién expresa el hecho de que la densidad en un punto incrementa si hay un flujo de
madsa dentro de la regidn que la rodea y decrece si hay un flujo hacia afuera.

Para obtener esta ecuacion se toma a ‘() de la ecuacion (2.2)) como la masa total en un elemento
de volumen V que se mueve con el fluido y a ®(x, f) como la densidad de masa p.

Un aspecto interesante de esta ecuacion es que en ciertos andlisis es conveniente relajar la con-
dicién de la compresibilidad, es decir hacer V-v = 0, lo cual permite encontrar soluciones analiticas,
por ejemplo la inestabilidad de desgarre presentada en [Furth et al., [1963].

2.3.3. Ley de conservacion del momento

La ecuacidn de la ley de conservacion del momento es similar al caso hidrodindmico, al que se
le afiaden los efectos de la fuerza electromagnética. Esto es que aunado a las fuerzas causadas por
las diferencias en presion, se sumen las componentes electromagnéticas.

Macroscopicamente esto se obtiene de la segunda ley de Newton, que queda expresada para los
elementos de volumen V como

%:—V-[P]+pqg+JxB. (2.15)

Debido a que el plasma es cuasi-neutro, p, = 0. Utilizando la ley de Ampere, J = p 'V xB,y
reescalando las unidadades de manera que o = 1, es posible reescribir la ecuacién (2.13) como

%:—V-[P]+[V><B]><B, (2.16)

el segundo término de la derecha puede reescribirse en términos de la identidad vectorial siguiente:

2
[VxB]xB=(B-V)B+(V-B)B—V(B7)

de manera que
2

[VxB]xB=V-(B®B—%I)—(V-B)B,



12 Capitulo 2. Magnetohidrodinamica

donde I es la matriz identidad.
Con todo, desarrollando la derivada total, se obtiene la ecuacion de conservacion de momento

p) B’
aLtV+V-pv®v—B®B+(P+7)I]=(V-B)B, (2.17)

y, puesto que V - B = 0, se llega a la ecuacion (2.6).

Puede observarse en esta ecuacion que el campo magnético tiene un efecto que opera matemati-
camente similar a la presién P que corresponde a la presiéon magnética. En este sentido, surge una
cantidad relevante para caracterizar las fuerzas del plasma, la cual se le llama beta del plasma que
estd definida como

2P
ﬁ=§,

donde se utiliza un sistema de unidades tal que la suceptibilidad magnética es yo = 1. La beta del
plasma permite determinar qué tipo de presién domina en la dindmica del plasma.

(2.18)

2.3.4. Conservacion de la energia

La conservacion de la densidad de energia en las ecuaciones MHD se obtiene al analizar el
comportamiento del trabajo W por unidad de tiempo. Este anélisis temporal comienza haciendo un
producto escalar con la velocidad (.. - v) con tédos los términos de la ecuacién (2.6). Despreciando
fuerzas externas y efectos de viscocidad, W estd producido por la presion hidrostética y por la fuerza
electromagnética. Puesto que el campo magnético no produce trabajo, se tiene que

dw
a7 = My pgs-vdr® = [ P(v-fyda

= [[|, I - edx® = [, P(v - R)da.

Se puede reescribir la primer integral de la parte derecha de la igualdad utilizando la ley de Ampere,
ley de Faraday, ley de Ohm y una identidad vectorial, pues

(2.19)

J-e g-(VxB)

=B-(Vxe) -V -(exB)

=-B- 2 -V.-(nJ-vxB)xB) (2.20)

-B- 2 -V [ xB) - (vxB) xB]

= 5% +V-[(v-BB-B| -V (7] xB).

Por otra parte, despreciando los flujo de calor, el trabajo por unidad de tiempo estd dado como la
densidad energia total E por unidad de tiempo menos la presion magnética (que no realiza trabajo),
por lo tanto
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[ 3fe-2)e

Desarrollando la derivada total para E — B?/2, se tiene que

T T | T S M

Sustituyendo (2.22) y (2.20) en (2.19) se obtiene

[ 5 (E=%)ae = [ [=5% + V[0 BB - B] -V -y x B ax
~ [y (E+P-5)vda,

que usando el teorema de la divergencia de Gauss y agrupando los términos correspondientes resulta
en la ecuacion (2.7) en su forma integral:

JIEGE

2.4. Teorema del campo congelado y los tubos de flujo

2
(E+P+B7)v—(v-B)B+V-(anB)

)dx3 =0. (2.23)

Para plasmas en los cuales la resistividad es despreciable, = 0, se tiene que la ecuacion (2.8)
se reduce a
B =V x (vxB). (2.24)
ot
Luego, si se considera una curva cerrada que se mueve con el plasma C, que acota la superfice
S; en un tiempo df un segmento infinitesimal dl de C barre un elemento de area dado por v x dldz.
Y la tasa de cambio del flujo magnético a través de C es

—f -dA = f— dA+fB-V><dl, (2.25)

donde dA es un elemento diferencial de area. Al usar que B - v x dl = —v X B - dl y aplicando el
teorema de Stokes al segundo término se obtiene

B
—fB dA = f[a——Vx(va) (2.26)
lo cual implica, usando la ecuacion (2.24)), que
d
— f B-dA =0. (2.27)
r Js

Este es el resultado que se conoce como teorema del campo congelado (frozen field theorem)
el cual dice que el flujo de campo magnético delimitado en una curva cerrada que se mueve con el
plasma es constante.
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L N I

Figura 2.1: Tubos de flujo magnético a tiempos ¢ (izquierda) y ¢’ (derecha)

Este teorema tiene una consecuencia principal. Sean Cy y C, dos curvas cerradas conectadas por
lineas de campo magnético a tiempo 7, como se muestra en la Figura [2.1] (izquierda). Las lineas de
campo magnético forman un tubo de flujo como flujo total magnético. Mientras el fluido se mueve
las las curvas Cy y C; se deforman pero el flujo de campo magnético se conserva en las superfices
que forman el tubo en un tiempo posterior ¢’ (derecha). Al tomar entonces C; y C infinitesimales, el
tubo de flujo se convierte en la linea de campo magnético, lo cual justifica que las lineas de campo
magnético estén congeladas con el fluido.

2.5. Analisis perturbativo de las ecuaciones MHD

El andlisis perturbativo en la MHD permite linealizar las ecuaciones y encontrar los modos
de propagacién; en el caso hidrodindmico este método permite, por ejemplo, definir la velocidad
del sonido. En las ecuaciones MHD se encuentran los modos de propagacién, de los cuales 5 son
necesarios para los métodos numéricos usados en este trabajo.

En esta seccidn las perturbaciones que se estudian son del tipo onda; éstas son de una longitud
mucho mayor que las longitudes caracteristicas del plasma y, por lo tanto el nimero de onda es
pequeiio.

2.5.1. Ondas magnetohidrodinamicas

Se consideraran las ondas de pequefia amplitud en un fluido MHD ideal (oo — oo, n — 0). Para
este caso se asumird que v, B, p y P estdn compuestas por una cantidad homogénea espacialmente
uniforme e independiente del tiempo mds una perturbacién pequeiia de primer orden, esto es:

V=vVy+Vy,
P =potp1,
B =B, + B,
P=Py+P,.

Usando el sistema de referencia en el cual vo = 0 entonces se tiene que, a primer orden, las

ecuaciones MHD (2.512.8)) son
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F)
P Vv, = 0, (2.28)
ot
3
p0§ - (VxB;)xBy—-VP,, (2.29)
oB
=L = Vvx(v; xBy), (2.30)
ot
y la presién estd dada por
P
P = y(—(’)pl. 2.31)
Lo

Es conveniente descomponer la soluciones a las ecuaciones (2.28}2.30) utilizando la transfor-
mada de Fourier.

La descomposicién de una funcién arbitraria f(r, 7), utilizando la transformada de Fourier esta
dada por

1 - .
r,t)=— ,we w. .
(0 =7 (k, w)e'® TV d3kd (2.32)
= J-o0
Por otra parte, aplicando los operadores % y V a f se obtiene

RN

Vi@ 1) =55 [T (k) fe* TN dPkdw,

es asi que hay una transformacién para los operadores diferenciales

pl .
g T

V > ik, (233)

y de esta manera es posible transformar una ecuacion diferencial lineal
DV, 0/onf =0,

en una matriz aplicada a f
D(ik, iw)f = 0.

Esta forma de la ecuacion diferencial nos revela que para tener una solucién no trivial, se debe

satisfacer que
Dk, w) =0 (2.34)

que se conoce como la relacion de dispersion, ésta relacion de dispersién para muchos casos tiene
raices discretas para w, representadas por w,, con @ = 1,2,...,N. Estas raices representan los
modos normales de oscilacion de las ondas presentes. Con excepcion de casos degenerados, el
nimero de modos normales es igual al orden de la ecuacién diferencial.

En el caso de las ecuaciones (2.2912.30) el objetivo es obtener sus correspondientes relaciones
de dispersién y los modos normales de oscilacién definirdn el tipo de onda presente. Ademads se
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podra decir algo con respecto a la propagacion de las ondas con respecto a las lineas de campo
magnético.

Las ecuaciones resultantes de aplicar la transformada de Fourier son

—iwp +ipok -V = 0, (2.35)
—iwpov = i(k xB)x By — ikP, (2.36)

—iwB = ik x(¥xBy), (2.37)

P = Vp, (2.38)

donde VZ =y (fj—g) se define como la velocidad del sonido y donde se ha dejado de usar un subindice

para describir la perturbacién a primer orden.
Utilizando (2.33)) para eliminar g de (2.38) se obtiene una ecuacién para la perturbacién de la
presién a primer orden

P=V?ZKk-V. (2.39)
w

La ecuacién (Z.39) es itil para eliminar P de la ecuacién (2.36), es asi que, multiplicando por
iw/pg se obtiene
—w
PO
y finalmente se puede eliminar la perturbacion del campo magnético B usando (2.37), que resulta
en

w* = —(k xB) x By + V*k(k - ¥), (2.40)

WV = pi {k X [k x (¥ x Bo)]} X By + V?Kk(k - ¥). (2.41)
0

Sin pérdida de generalidad, se escogeran coordenadas en las cuales
By = (0,0, By)

k = (ksin 6,0, kcos 6).
Desarrollando (2.41)) se obtiene

Vy Vy Vy sin 0 + ¥, sinfcos @
vi| % | =Vi| Pycos?O |+ V] 0 : (2.42)
v, 0 ¥, sin@cos 6 + ¥, cos’ 0
donde la cantidad
By
Vy=—

Nl

tiene unidades de velocidad (recordando que se estd considerando una escala en la cual g = 1) y se
le conoce como velocidad de Alfvén. A la cantidad v, = w/k se le conoce como velocidad fase y
es la que describe la velocidad con la que se propaga una onda con frecuencia w y nimero de onda
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Escribiendo la ecuacion (2.42)) en forma matricial

v2 = VZsin® 6 - V3 0 —V2sinfcosf |[ ¥,
0 V2 — V3 cos? 6 0 7, | =0, (2.43)
~V2sinfcos 0 vf, - V2cosh Vv,

se entiende que (2.43) tiene solucidn no trivial para ¥ si el determinante de la matriz es distinto de
cero, lo cual implica una relacién de dispersion:

Dk, w) = (v}, = Vx cos® O)[v — vi(Vi + Vi) + V3V; cos® 0] = 0, (2.44)

que tiene tres raices

1 1 1/2
Vo= VR4 VD) - S[(VE- V2P +4VRVEsin? o) 2 (2.45)
vy = Vicos®o, (2.46)
1 1 1/2
vio= E(vj +VH+ 3 |(Vi = VD + 4V Vi sin® 0] . (2.47)

La raiz (2.45)) es el modo normal de oscilacion de la onda que tiene por nombre magnetosonica
lenta, (2.47) es el modo de la magnetosénica rapida y es el modo transversal de Alfvén
(también conocido como modo de Alfvén de corte).

En el caso en el que la perturbacion tenga una propagacién perpendicular al campo magnético, es
decir, Bg - k = 0 (cos 8 = 0), se obtienen las velocidades caracteristicas para los métodos numéricos
utilizados en este trabajo.

2.5.2. Choques MHD

Al igual que las ondas sonoras en medios no magnétizados, los tres tipos de modos de pro-
pagacién pueden generar choques. Siguiendo el analisis presentado en [Priest and Forbes| 2007]]
se muestra el andlisis de las condiciones de discontinuidad en los choques. Primero se describirdn
los choques perpendiculares a la velocidad de propagacion y después los que tienen una direccién
oblicua.

Choques perpendiculares

Considerese un choque perpendicular en el cual B es paralelo al frente de choque y v es normal a
este. Las variables delante y detrds del choque se etiquetan con los subindices 1 y 2 respectivamente,
como se esquematiza en la Figura[2.2] La estructura conservativa de las ecuaciones MHD da unas
relaciones de salto para la masa, momento, energia y flujo magnético a través del frente de choque,
éstas son
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A T T A T A
V2 Vi
P2 P1
P2 P1
B- B1

Figura 2.2: Esquematizacion de un choque perpendicular. El frente de choque estd representado por
el rectdngulo sombreado. Las lineas de campo magnético son paralelas al frente de choque mientras
que la velocidad es perpendicular a este. La regién que no ha sido barrida por el frente de choque se
le etiqueta con el nimero 2, mientras que la regién que ya fue barrida se le etiqueta con el ndmero
1, como lo indican los subindices para los valores de las cantidades del plasma.

P1VI = pP2V2
2 2
2, Bl _ 2, B
P1+,01v1+71—P2+,02vz+72

B} 1o B
(P1 + 7)\11 + (plel + iplvl + T)Vl =

B 12 B
(Pz + 7)\}2 + (p2€2 + 50275 + 7)\/2

Bivi = Byvy, (2.48)

donde e es la energia interna. Las ecuaciones (2.48) implican que

1 By _ Py _ 3 1 1-X2
P meX m =M (1-g) -5

donde B, = 2P1/B%, M, = vi/csi, cs1 = AYP1/p1y X = p2/p1 es larazon entre las densidades, la
cual es la solucién positiva a

22 - P)X*+ |21+ (= DB, +2| yXy(y + DB, = 0 (2.49)
Las consecuencias de estas relaciones de brinco son:
1. La ecuacion (2.49) tiene s6lo una solucion real puesto que 1 <y < 2.
2. El efecto del campo magnético es reducir X debajo de su valor hidrodindmico.
3. El choque es compresivo si X > 1.

4. La velocidad del choque (v{) debe exceder la velocidad magnetosénica ripida c?l + V/241

delante del choque; donde v4; es la velocidad alfvénica.
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N

V2
N . ) e
B2\
\ Vi
P2 P
P2 P, v

Figura 2.3: Esquematizacién de un choque oblicuo. El frente de choque estd representado por el
rectangulo sombreado. La regién que no ha sido barrida por el frente de choque se le etiqueta con
el nimero 2, mientras que la regién que ya fue barrida se le etiqueta con el nimero dos, como lo
indican los subindices para los valores de las cantidades del plasma. La velocidad en la regiéon 1 y
la normal del frente de choque tienen un dngulo de interseccion 6.

5. La compresiéon magnética estd limitada al rango

+1
1<B /B, <X,
y—1

donde para y = 5/3 la cota superior es 4

Choques oblicuos

Para este caso se fija el sistema de referencia con los ejes moviéndose con el choque y asumiendo
vy B se encuentran en el plano x, y, como se esquematiza en la Figura[2.3] Las condiciones de brinco
en este sistema son

P1Vxl = P2Vx2

2 2 2 2
2 By By _ 2 B By
P1+p1VX1+7+ 3 —P2+p2V2+7+ 5

P1VixVly — B1xBily = p1vaxvay — BaxBay

BZ 1 2 BZ
(P1 + 7‘)V1x = B1x(By1-vi) + (plel + 301V + 3 | Vix =

B 12, B
Py + 5 vy = Box(By - v2) + (p1e2 + 502v5 + 5 | Vax
BZx = le
B1yvix = Bayvay, (2.50)

Escogiendo los ejes del sistema de cordenadas para que se desplacen paralelamente al choque a

tal velocidad que
v v Sy
Iy =Vixg >
Y ! B«

de tal manera que v es paralelo a B, entonces las ecuaciones se simplifican bastante y pueden ser
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resueltas, dando
2_.2
Yy _ V17Va By

vax — 1 Yy _ =1
Vix X’ Viy VI_XV,%H ’ Bix ’
By _ -2 )DX P_y (y-DXv? |- ﬁ
By v%—Xvil > P 2031 v% ’
donde ,
—, 2 ko By
X—p]. S o vAl—pl,vl—cosa,

y la componente X es una soucién a

2
(v = xv2,) (X2 + 32 cos? 0[X(y - 1) - (y + D))
+32 2 sin? 0X ([y + X2 - »)]vi = X3 [(y + 1) = X(y = D]) = 0. (2.51)
La ecuacién (2.57)) tiene tres soluciones, las cuales dan el choque de modo lento, el choque

de modo rapido y la onda de alfvén. Los choques rdpido y lento tienen, entre otras, las siguientes
propiedades

1. Son compresivos con X > 1y P, > P;.
2. Preservan el signo de By de manera que By,/By, > 0.

3. Para el choque de modo lento B, < By, asi que B refracta hacia la normal del choque y B
decrece con el paso del choque.

4. Para el choque de modo rapido B, > By, asi que B refracta lejos de la normal del choque y B
crece con el paso del choque.

5. En el limite B, — 0, el choque de modo rapido se convierte en un choque perpendicular,
mientras que el choque de modo lento se convierte en una discontinuidad tangencial, para la
cual v, y B, son despreciables y hay brincos arbitrarios en By y v,, sujetos s6lamente a un
balance total de la presion [Pz + B%/ 2=P + B% / 2].

En el limite cuando vi = va1, con X # 1, se tiene que B,=0y se tiene entonces lo que se conoce
como un choque de desconexion (switch-off en inglés).



Capitulo 3

Métodos numéricos

Resumen

En este capitulo se describe y expande sobre la aplicacién de los métodos de volimenes finitos
en la construccién de la solucién de las ecuaciones MHD.

En la seccion @] se explica la discretizacion de un problema, el funcionamiento del método
Godunov para aproximar las soluciones y su aplicacién en 3 dimensiones. En la seccién se
muestra la aplicacién del método Godunov para la MHD a través de las tres maneras de construir
flujos numéricos, esto es con los resolvedores de Riemann aproximados HLLE, HLLC,y los flu-
jos numéricos tipo Roe; ademads se describe la implementacién de la limpieza hiperbdlica de la
divergencia, la cual se utiliza para mantener la constriccion solenoidal del campo magnético. En la
seccion[3.4]se describen las estrategias de implementacion de las condiciones de frontera. Finalmen-
te, en la seccion [3.5]se habla de los métodos TVD que ayudan en la estabilidad de las simulaciones
y después se describen las dos estrategias de evolucién temporal que se han implementado en este
trabajo, por una parte el método de Heun y por otra la integraciéon del método Corner Transport
Upwind.

3.1. Introduccion

Las ecuaciones de la MHD son un conjunto de ecuaciones que describen el comportamiento de
los plasmas conductores, como el que se encuentra en el Sol. Estas ecuaciones son muy complejas
y no pueden ser resueltas analiticamente para la mayoria de los casos de interés. Por lo tanto, se
necesitan métodos numéricos para realizar simulaciones computacionales de los sistemas MHD.

Como se vio en el capitulo[2] la MHD expresa la conservacion de ciertas cantidades macroscopi-
cas del plasma. Es en este sentido que hay una gran tradicién en la aplicacién de métodos numéricos
conservativos para las simulaciones MHD, incluyendo las que son relativas a nuestro Sol. El para-
digma predilecto es el de volimenes finitos.

En este capitulo, se presenta una introduccién a los métodos numéricos utilizados para resolver
las ecuaciones de la MHD. El capitulo se divide en tres partes:

1. Métodos de volimenes finitos: Se presenta una descripcion de los métodos aplicados a los

21
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sistemas conservativos.
2. Implementacion para la MHD: Se describen aspectos técnicos en la implementacion.

3. Evolucién temporal: Se discuten los diferentes esquemas de integracion temporal y su estabi-
lidad.

Los métodos de volimenes finitos estdn intimamente relacionados con la estrategia de refinamiento
adaptativo de mallas, la cual serd descrita en el capitulo siguiente.

3.2. Volumenes finitos

El esquema de volimenes finitos es que se clasifica dentro de los Métodos Conservativos, dichos
métodos toman de base la forma integral de las leyes de conservacion.

Para ilustrar esto, considérese una ley de conservacion

ou , f(w) _

o " ox
u(x,0) = up(x).

0, 3.1

Ahora, para encontrar una aproximacién de la solucion a (3.1), hay que incluir las soluciones
débiles a esta ecuacién. Estas estdn definidas como todas las funciones u(x,t) que satisfacen la
forma integral de (3.1)), es decir, todas aquellas en las cuales, para cualquier volumen rectangular
[t1, 2] X [x1, x2] que esté contenido en el dominio del problema, se satisface que

220y Of(u)
— dxdr = 0. 3.2
ftlfxl[afax]“ ©2)
Distribuyendo y agrupando (3.2)), se obtiene que
X2 X2 53 5]
f u(x, r)dx = f u(x, f)dx — [f Ju(xz, 1)dt — f f(M(le))dl} ) (3.3)
X1 X1 3] n
se sigue de esta ecuacion que
() = i(t) + 42 [fi - £ (3.4)

donde Ax = x| — x5, At = t — tp; it es el promedio espacial de la variable u'y fi, /> son el promedio
temporal de los flujos en x; y en x;, respectivamente. Notablemente, las soluciones débiles admiten
funciones discontinuas a trozos y esto es fuertemente utilizado en el método.

La forma en la que se plantean los métodos numéricos para resolver el problema (3.1)) parte de
la ecuacion (3.4), como se vera a continuacién.
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Xi-1/2 Xi+1/2

Figura 3.1: Esquematizacién de la discretizacion del dominio numérico.

3.2.1. Discretizacion del problema

En el caso del problema unidimensional definido en una regién L, se comienza dividiéndolo en
N zonas, de manera que cada zona tiene tamafo

Ax = —,
N
definiendo de esta manera Celdas numéricas las cuales se etiquetan con la ubicacién del centro,
como puede observarse en la Figura[3.1] En este caso la distancia entre celdas es de Ax y entre cada
celda se encuentra una frontera ubicada en una distancia x; + Ax/2. Se tiene entonces que para la
celda ubicada en x; sus fronteras se ubican en x;.1,2. Ahora bien, la evolucion temporal también se
discretiza de manera que la separacién entre un tiempo " y £"*! es tal que

= Ar

Con todo esto, aplicando la operacién de la ecuacion (3.4)) al dominio de una celda numérica en
un intervalo At se tiene

W™ = ul = & [ fia = fici2l, (3.5)
donde
1 Xit1/2
uj = — u(x, 1)dx
Ax Xi-1/2

n+1

1 f
fxiil/Z = Ef f(u(xiil/Z,t)dt-
tn

La ecuacion (3.5) sirve como esténcil del método numérico de volimenes finitos al definirse
aproximaciones a los flujos numéricos en un tiempo ¢,

— n n n
Jiv12 = fir1 2 Wi g5 o5 Wi g5 Wikr),

como funciones que dependan de los valores de u en las celdas contiguas a la celda en x;. A los
valores de fi1/2 se les conoce como flujos numéricos y el método numérico recibe el nombre de
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volumenes finitos porque se calculan evoluciones en los “volimenes”de cada celda.
Ahora, considérese un sistema conservativo de varias cantidades, por ejemplo, un problema del
tipo:

oU oFU
=+ 3.6
ot Ox (36)
U(x, 0) = Up(x),
donde
uy fiur, ua, ..., uy)
up folur,uz, ... uy)
U=|.|; F= )
Ml’l f’l(ul,MZa'--’un)
Es posible aplicar el método de volimenes finitos siempre y cuando la matriz jacobiana
OF
A= — 3.7
30 (3.7

tenga eigen-valores reales.

Los eigen-valores A* de la matriz A* funcionan como velocidades de propagacién de los datos
iniciales en un método llamado descomposicion caracteristica del problema y a los eigen-
valores se les llama también velocidades caracteristicas.

3.2.2. Método de Godunov

A continuacién se describe el método de Godunov utilizado para construir los flujos numéricos.
Primero hay que encontrar la solucién al problema de Riemann de la ecuacion (3.6), el cual
consiste en tener condiciones iniciales dadas por

UL si x< X0
Up(x) = 3.8)
UR si x> X0,

donde Uy, y Uy son constantes y distintos.
Usando la descomposicién caracteristica y suponiendo que se tienen m eigen-valores distintos
ordenados de mayor a menor, se tiene que la solucién al problema de Riemann est4 dada por

UL si x—_txo < /10
Ul si A%< =0 < Al
Uxn={ U? si A<= <® (3.9)

Ugp si A< &0 < gm,
t

donde U*!,...,.U*"~! son estados compuestos por la informacién entre Uy y Ug, de manera que entre
U™ y U! al menos una de las cantidades u,, tiene un salto, es decir una discontinuidad. Por
ejemplo en las ondas de choque sonoras, la presién, densidad y velocidad del gas son discontinuas
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detrds y delante del choque.

Con la solucién exacta al problema de Riemann se pueden calcular los promedios temporales
de F, pues es claro que serd una combinacion de los estados Fy y Fg.

Con todo, el método Godunov consiste en aproximar los flujos numéricos para las fronteras
intercelda resolviendo el problema de Riemann centrado en las fronteras intercelda, es decir, xg =
xi—1/2 en la ecuacion (3.8)). Se tienen entonces dos pasos

1. Reconstruir los estados Uy y Ug de la frontera intercelda.

2. Resolver el problema de Riemann y construir la aproximacién numérica de los flujos numéri-
cos intercelda.

Finalmente, es necesario establecer una constriccién para que la evolucién sea estable, dado el
criterio de estabilidad CFL. En este trabajo se implementa con un parametro CFL que vincula At
con Ax de manera que

At = CFL X Ax; (3.10)

y se debe cumplir que
CFLx A" <1, 3.11)

donde 2™ es la velocidad caracteristica de mayor magnitud posible de la matriz A* evaluado en todo
el dominio numérico.

3.2.3. Implementacion en 3 dimensiones

En el caso de sistemas conservativos tridimensionales en coordenadas cartesianas, se tienen
problemas del tipo
ou oF
AN U) N 0G(U) N JH(U) _
ot ox ay 0z
U(x, 1) = Up(x)

S (3.12)

Donde F, G, H representan los flujos en la direccién x, y y z, respectivamente y S es un término
de una fuente de perturbacion de las leyes conservativas, que se le llamard simplemente término
fuente.

Para aplicar los métodos de volimenes finitos en tres dimensiones, primero debe discretizarse el
dominio espacial en cada direccién. Si el problema original estd definido en el volumen [ X, Xjqx]X
imins Ymax] X [Zmins Zmax], €ntonces el problema numérico se debe resolver sobre la malla

X; = xm,-n+(i—%)Ax i=1,...,N,
Vi=ymin+ (- 3)Ay = 1N,
2k 1= Zmin+(k— %)Az k=1,..,N,

con
— Xmax—Xmin
Ax = o
— Ymax"Ymin
Ay = B
AZ — Zmax—Zmin

Nz
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Las variables conservativas quedan definidas en cada punto de la malla como
Ui = Ulxiyjs 2k, 1°).

Al aplicar el método de volimenes finitos en tres dimensiones, la versién discretizada del pro-
blema es

U

1 _ym
ijk U

1 1
L TAI [E(Fi—l 2.k = Fis12,00) + 75(Gij-1/24 = Gijr1/24)

(3.13)
+ALZ(Hi,j7k—1/2 —Hijks12) + SZJ?"] ’

en donde los flujos numéricos en las direcciones x, y, z se obtienen de la misma manera que en el caso
unidimensional. En este trabajo se utiliza este acercamiento de construccién llamado operadores no
separados a causa de que los flujos se calculan al mismo tiempo.
En tres dimensiones el criterio de estabilidad CFL se impone al relacionar el paso temporal con
los pasos espaciales segin
At = CFL x min [Ax, Ay, Az] (3.14)

con |
CFL X max A7, A" A% < —, (3.15)
) <
con A} el maximo eigen-valor de la matriz jacobiana A" del flujo en direccidn 71; evaluado en la
totalidad del dominio numérico.

3.3. Implementacion para la MHD

3.3.1. Resolvedores de Riemann

En los tres resolvedores de Riemann aqui presentados se utilizan las mismas velocidades carac-
teristicas, las cuales se muestran en el Apéndice [A]

Aproximaciéon HLLE

Este es el resolvedor de Riemann més simple de implementar, su nombre viene de sus autores
Harten Lax, van Leer y Einfeldt, fue propuesto por primera vez en 1983 y descrito en [Einfeldt et al.,
1991]]. En este caso sélo se considera el maximo y el minimo de las velocidades caracteristicas. El
método consiste no en resolver el problema de Riemann sino en aproximar el promedio temporal
del flujo numérico en la frontera intercelda.

Los flujos numéricos se construyen segtin la férmula

MFri1p—AUFri At

HLLE i=1/2 Li-1/2

i = T + = WUri-12 = ULimi2) (3.16)
donde Fz ;12> = F(ULi-1)2), Fri-1/2 = F(Ugi-1,2); y A7 y A~ son el maximo y el minimo de las
velocidades caracteristicas, respectivamente, calculados tanto en los estados L como en los estados
R. Las velocidades caracteristicas se encuentran descritas en el apéndice
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Xi-1/2 X

Figura 3.2: Estructura caracteristica de la aproximacién HLLC. Ademads de los estados Uy y Ug, se
encuentran los estados Uxy y Uxg

Aproximaciéon HLLC

Similar a los flujos HLLE, solo que considera una tercera velocidad caracteristica intermedia,
que en el caso hidrodindmico corresponde a la discontinuidad de contacto.
El método consiste en

1. Calcular las velocidades caracteristicas méxima S g y minima S
2. Construir la velocidad intermedia S ...

3. Construir las soluciones el problema de Riemann, es decir las cantidades U= y Uxg; como

en la Figura
4. Calcular el flujo numérico.

La implementacién de la aproximacién HLLC en la MHD se realizé en [Li, |2005] y fue la
version que se ha implementado en este trabajo. A continuacién se muestran los valores de las
cantidades necesarias para el método, construyendo en direccion %; el resto de las direcciones se

construyen de manera analoga.

= Para la velocidad intermedia:

_ PRViR(SR = Var) = prvar(S L — Vi) + P — Pr = B2 + Bl

1= Vg = D (3.17)
PLSR = Var) — PL(SR — ViR) * "

c

= Para las componentes del campo magnético (constantes en las regiones *y y #g)

_ SrRBxr — S 1By

Bx 3.18
x Se—S, ( )
(SL_VxL_M)BL_(B* =B.) vy
pL(SL—vi)) 7Y X XLITY
By = TINE (3.19)
Sp=Sc- oL(SL—VxL)
(SL_VxL_ M)BL—(B*X B v
Si—ra)) % L) Ve
Bx, = PLOLT I e (3.20)
Sp=Sc- pL(SL—vxL)
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= Para la presion hidrodindmica Px (constante en las regiones *y y *g)

Ps = pr(SL—var)(Se — vxr) + PL — B, + (Bx,)? (3.21)

» Para el resto de las variables conservativas

. SL—vaL
P*L P S, —S. >
(pVx)*L = pP*L Se
_ Sp—va B#B *y _BxLByL
(ovy)xL = (pLVyL) S, 5. S, 5. ,
B Sp—va By Bx;—By By
(ov)=r = (pLvzL) S, 5. S, 5. ,
(3.22)
S, — (PS¢ —Prvxr) — (B =, BALE .ufLLEY) — B (By - vp)
Esxp = E 2L L ‘ W= (B )= 5. (3.23)

S L~ S c S L~ S c
donde, para cierta cantidad ¢, se define la aproximacién HLLE como

wiLe _ SRBxr = S 1By
SrR—=SL

y la construccion de los estados Uxg se realiza de manera andloga, haciendo el intercambio

en las ecuaciones (3.22}{3.23) de L < R.

Con todo, los flujos numéricos HLLC tienen la forma de

F; si 0S8,

FHLLC _ Fxp =F,  +S,(Ux,-Up) si S, <85,
i=1/2 Fixp =Fr+Sr(Uxp -Ug) si S.< Sk
Fgr si Sgr<0.

(3.24)

Flujos tipo Roe

El resolvedor de Riemann de Roe busca encontrar la solucion exacta al problema aproximado
de la MHD, a diferencia de los flujos HLL que buscan encontrar la solucién aproximada al problema
exacto. Por ejemplo

ou — 0U
— =A*(U)—, 3.25
Ey U5 (3.25)
donde la matriz jacobiana A* est4 evaluada en un estado promedio U apropiado, de manera que las
ecuaciones MHD son linealies.

Siguiendo el esquema propuesto por [Roel [1981]] y que fue extendido en [[Cargo and Gallice,
1997]]. Se evalda la matriz jacobiana para los flujos numéricos F, G, H en los estados
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VPL NPk,

(VoLve + Vorve) | (VoL VPR)

(VoLHL + NprHr) | (NpL VPR) -

(VoLBL + VorBr) / (VoL Ver) (3.26)

donde los subindices Ly R corresponden a los estados izquierdo y derecho de las fronteras intercelda
y H es la entalpia dada por

W T <« ol
TR

E+P+%
Je

La construccién de la matriz jacobiana, sus eigen-valores y eigen-vectores se encuentran en el
Apéndice[A]

Dados los eigen-valores ¥ y las matrices de eigen-vectores L y R, respectivamente, los flujos
tipo Roe son

i—

1
Fr, = 3 Frioi2+Fric12+ Z a’|" R, (3.27)
\4
donde
dlu=L"- (5U5_1/2,
0Ui—ij2 = Up,i—if2 = Uriip2

con L.V y R” las filas y las columnas de las matrices izquierda y derecha, respectivamente, corres-
pondientes al eigen-valor 4"

3.3.2. Limpieza hiperbolica de la divergencia

Siguiendo lo que se presenta en [Dedner et al., [2002]] para la limpieza hiperbdlica de la diver-
gencia, se utiliza una funcién escalar ¥ que funciona como multiplicador de Lagrange generalizado
(GLM por sus siglas en inglés) el cual modifica la ecuaciones de la MHD de la siguiente forma:

ap
—+V. = 0,
Frid (pv)
) B>
€?+V-pW—BB+GN~?ﬂ]: 0,
OFE B
4V HHE+P+=]|v=(v-B)| = 2
8t+ ( + P+ 2)v (v )} 0 (3.28)
oB
5t—+V.[v<x>B—B<x>v]+v‘P = 0,
Y , -C;
— V.-B = —V¥.
6t+Ch o
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Anadir ésta version modificada de la MHD al esquema numérico advecta V - B con el fluido y lo
hace decaer, lo cual es controlado por los coeficientes constantes Cj, y C,, respectivamente.

En [Dedner et al.,[2002], el sistema (3.28) tiene una extencién en la cual el término de la fuerza
de Lorentz se deriva directamente de las ecuaciénes GLM. En este caso el sistema se extiende por
un término fuente adicional Sggrys dado por

0
-(V-B)B
Seerm =| -B- VY |. (3.29)
0
0

Abhora bien la evolucién temporal de la parte hiperbdlica de la limpieza estd separada del resto
de las variables pues la evolucion esta definida, por ejemplo en la direccién %, como

0B, _ _ oY
ot - ox
(3.30)
o _ oY
o T Ch ox

El sistema (3.30)) tiene solucion exacta para el problema de Riemann, de manera que se pueden
calcular los flujos numéricos utilizando el valor exacto para By ;.12 y para W;.1,2; donde

B LT B R 1

Byiv12 = % - 2—Ch(‘I’R -¥p),
‘PL + lPR Ch

Yir10 = — " (Bxr + Byg) -

Por otra parte, el decaimiento, que sigue la ecuacién

o G,
2 = — Ly, (3.31)
t C b
tiene solucion exacta, la cual es, dado un paso temporal A¢
c
Pl = exp ——hAt] P (3.32)
Cp

En este trabajo se define el coeficiente C;, de manera que

ﬂ<1.
Cp

Con base en lo antes expuesto, no es necesario modificar los esquemas para construir las solu-
ciones al problema de Riemann para calcular los flujos numéricos.
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3.4. Condiciones de Frontera

Numéricamente es necesario definir el comportamiento de la funcién en las caras del cubo donde
se define el dominio del problema. Las condiciones de frontera utilizadas en esta tesis son de flujo
saliente, periddicas y fijas en el tiempo.

Para implementar las condiciones de frontera se utilizan las celdas fantasmas, que son celdas
virtuales que extienden el dominio numérico. Para este trabajo se establecieron 2 celdas fantasmas.

Flujo saliente

Este tipo de condiciones evita que el flujo que sale del dominio numérico regrese y contamine
la evolucion del sistema. Para satisfacer este comportamiento se define el valor de las variables en
las fronteras con el mismo valor que sus vecinos proximos, por ejemplo, para las caras x = Xy, ¥

X = Xmax
Uan+l, ik = U;le, ik
(3.33)
Ui, jk = Ui ke
donde !l =1, 2.

Condiciones periodicas

Estas condiciones consisten en identificar las caras del dominio para que los flujos fluyan pe-
riédicamente. Una analogia que se puede entender es que lo que sale por una cara, entra por la otra.
Para las fronteras en x = Xpin ¥ X = Xpax

n — n
UNx+l,j,k - Ul+l—1,j,k
(3.34)
n — n
Ui, ik = UNemit, ik
donde [ =1, 2.

Este tipo de condiciones de frontera es conveniente en sistemas que presenten cierto tipo de

simetria.

Condiciones fijas

Utiles para simulaciones en las cuales la informacién es propagada desde una regién de manera
constante. Se implementan de la siguiente forma

n _ 770
UNx+l,j,k - UNx+l,j,k
, (3.35)
n _ 7170
Ul—l,j,k - Ul—l,j,k

donde / = 1,2 y los valores U se especifican al inicio de la simulacién.
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Figura 3.3: Esquematizacion de la reconstruccion de las variables en las fronteras intercelda con el
reconstructor Godunov (izquierda) y Minmod (derecha). La grafica de la linea continua representa
la funcién exacta y la grafica de la linea punteada la aproximacion.

3.5. Evolucién temporal

A continuacidn se presentan los esquemas de evolucion temporal utilizados en este trabajo.

3.5.1. Métodos TVD

En los métodos de volimenes finitos, es importante para la evolucién temporal controlar la
solucién aproximada de manera que no se produzcan, o al menos se controlen, las oscilaciones
espurias cerca de regiones de gradientes altos. Para hacer esto se utilizan los métodos de disminucion
de la variacion total (TVD por sus siglas en inglés).

En este trabajo se implementan las estrategias TVD teniendo especial cuidado a la hora de cons-
truir los estados L y R por medio de aproximaciones lineales. Para esto se utilizan los limitadores de
pendientes que constrifien las aproximaciones por diferencias finitas a las derivadas espaciales en las
regiones de gradientes pronunciados, de manera que las aproximaciones preserven las verdaderas
discontinuidades.

Por ejemplo, en la Figura[3.3|se presenta una comparacién de cémo se reconstruye una funcién
en las fronteras intercelda para cierta discretizacién usando la reconstruccién constante a trozos
Godunov, y la reconstruccién Minmod, que es una aproximacion lineal que si tiene limitador. Puede
observarse que ambos esquemas tienen un buen comportamiento en la discontinuidad verdadera de
la funcién, mientras que la reconstruccién Minmod permite tener una mayor aproximacion en las
partes suaves de la funcién.

La lista completa de los limitadores de pendiente utilizados en este trabajo se ecuentra en el

Apéndice

3.5.2. Implementacion del metodo de Heun

En este trabajo se ha implementado, entre otras estrategias, el método de Heun para los proble-
mas de valores iniciales que dependen del tiempo, con un orden de precisién de O(A#?).

Las principales ventajas de este método es que preserva la estabilidad dada por las estrategias
TVD y que es de facil implementacién. En este trabajo se sigue el esquema:

| - _
U= 5 (U;.f L+ UL + At x Rhs (Uj}{)) (3.36)
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—n+1

Ui jx = U}, + At xRhs (U7, (3.37)

i,j-k i,
donde

1 1
Rhs (U? j,k) Ax (F?—l/z, Jk F?+1/2, j,k) + A_y (G? J=1/2k G? j+1/2,k) ’
1

g (Mo = M) + i (3.38)

3.5.3. Integracion CTU

El método CTU es una extension del método de discretizacion tipo Godunov para construir los
estados L y R mantieniendo la estrategia TVD y con un orden de precisién de O(A#?). Este méto-
do utiliza la estructura caracteristica de las ecuaciones en una dimensién para obtener un método
integrador que no dependa en la separacién de operadores.

Siguiendo el trabajo de [Colellal [{1990] para describir el algoritmo se hablard del caso de la
ecuacion de adveccion, el cual tiene una estructura caracteristica sencilla.

Ecuacion de adveccion

Considérese la ecuacion de adveccidn escalar en dos dimensiones

dp
Z+v-Vp=0 3.3
otV Ve (3.39)

0 0
- — v =
X =(xY), ¢=@X,1), (6x’ ay) ,

v =(u,v), u,v>0

Sea Ax, Ay el tamaio de los incrementos espaciales y At el incremento temporal. Se asume que
se conoce el promedio (,0;7]. definido como

1
p= ,1")dx,
$ii = Axhy LJ @(x, ")dx

aqui C; j es una celda de la malla que discretiza el dominio y cubre un drea de tamafio AxAy.

Un algoritmo para obtener go?’;fl, la solucion discretizada a (3.39), puede obtenerse al rastrear
hacia atréds en el tiempo desde " + At el conjunto de puntos en C; ; sobre las caracteristicas de la
ecuacién (3.39), de donde se obtiene el dominio C} ; como se muestra en la Figura

Explicitamente se tiene que

wil _ o VAL iy VAL i e
Cij =it AL (‘pi—l/2,j - 90i+1/2,j) + Ay (SDi,j—l/z - ‘pi,j+1/2) ; (3.40)
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-VAt

X

Figura 3.4: La celda i, j estd etiquetada con un punto rojo central. La regién C/ ; de donde se obtiene
la informacion para la variable ¢ en C; ; se encuentra en las celdas contiguas etiquetadas con puntos
azules.

X

Figura 3.5: La Figura barrida por las velocidades caracteristicas partiendo del borde i — 1/2, j.

donde

n+l/2 _ =n ult n n
Cijr12 =%t A% (‘Pi—l,j - 90i+1,j) (34D
n+1/2 _ n VAt n n
Pivijo,j = %ijt Z_Ay (Qoi,j—l N "Di,j+1)
Una manera de derivar las férmulas para w?jiﬁz y go:’:ll/; ; ©s notando que son los promedios

sobre las regiones barridas por las caracteristicas a través de los bordes de la celda, respectivamente
en (i +1/2)y (i, j + 1/2), como puede verse en la Figura[3.5]

Los esquemas anteriores reciben el nombre de Corner Transport Upwind (CTU), puesto que
toma en consideracion el efecto de propagacidn a través de las zonas en las esquinas para calcular
los flujos.

Los esquemas de las ecuaciones (3.40) y (3.41)) son de la clase predictor y corrector. El cilculo

n+1/2 n+1/2 © e . g . .
de Giiv12 Y Pir1)a corresponde a la fase predictiva, con la diferenciacidon conservativa siendo el
paso corrector.

n+1/2

i1/2, 3 segundo orden de presicion entonces se tiene que

Si se calculara ¢
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Atdp Ax Oy
n+1 n

i = YT T o

At 0 0 Ax

_ o _(_¢+ _¢)+_x_¢

Yiim 2 \"ax TVay) T 2 ox

Ax At\dp  Atdy
no (22,20 2 3.42
9"w+(2 ”2)ax "2 By (042)

Comparando la ecuacién ([3.40) con la ecuacién (3.42) se tiene que para que el flujo CTU sea de
segundo orden es necesario agregar una aproximacion a d,p, de manera que

Ax A\ Ao i VAt
+1/2 _ 1,j
Cirin = P (7 - ”7) Ax T 2Ay (€12 = €ljur) (3.43)

donde el operador A*/Ax debe representar una diferencia tal que limite las oscilaciones; por ejem-
plo acotado con los reconstructores tipo Minmod. Esta construccién de los valores en la frontera
intercelda aprovecha el comportemiento lineal del sistema de adveccidn, por eso es que recibe el
nombre de reconstruccion lineal.

Abhora se definen los flujos numéricos, F en direccién X y G en direccién y para la ecuacion de
adveccion de la siguiente manera:

F(p) = up, (3.44)
G(p) = vy,

se tiene que la ecuacion (3.40), puede reescribirse de la siguiente manera:

ot =l + i_i (Frs i F s j) + 2_; (G i G?fll//zz,j)’ (3:45)
donde los flujos numéricos se construyen en las fronteras interceldas segtin (3.44)).

Puede observarse que la reconstruccién lineal de los valores para ¢ en las fronteras intercelda
puede realizarse partiendo de dos valores; por ejemplo para la frontera i+ 1/2, j puede partir la apro-
ximacion tanto desde la celda C; ; como los valores de la celda Ciy 1 definiendo dos aproximaciones
las cuales se etiquetan en este trabajo con los subindices L y R. Explicitamente esto es

12 _ I At LA _
PrLisiyn =it 3 (1 - ”A_x) Agij+ 25y (G?,j—l/z GZJ+1/2)’
(3.46)
w2 | At A _
Privija) = Pirl, ~ 2 (1 - “E)AXSDHLJ N (G?+l,j—l/2 G7+1,j+1/2)'

Las ecuaciones (3.43) y (3.46) sirven como esténcil para la aplicacion de este método a sistemas
conservativos de varias variables

Método CTU aplicado a leyes de conservacion

Considérese un problema bidimensional de valores iniciales dado por
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U , FU) , 9GU) _
o + Ox + dy 0,

(3.47)

U(x,0) = Up(x).

El esquema numérico para resolver esta ecuacion esta dado por
At At
n+l _ yn n n n n

Ui =Ui,+ Ax (Fi—l/z,j - Fi+l/2,j) + Ay (Gi,j—l/z - Gi,j+1/2)' (3.48)

Similar a la ecuacién de adveccion, se tiene que la construccién de los flujos numéricos requiere
de la reconstruccién de los valores en las fronteras intercelda, es asi que se utiliza una reconstruccion
lineal, por ejemplo para la zona i + 1/2, j se tiene que:

AtoU  AxoU
Uiins = Uit 35t 2 o
(5 2
B2 \0x Oy 2 ox
Ax_gAx)aU At G

U;fj+(7 SA - -2 (3.49)

donde se ha utilizado la regla de la cadena para obtener la matriz A~

_OF

At = —.
ou

Es convieniente ver la ecuacién ((3.49) como una secuencia de dos pasos, el primero involucra
una aproximacion de diferencias finitas para el término 0,U

_ Ax Ar \dU
+1/2 _ )
Uiy = Uij * (7 - ij) ox’ (3-50)
y un segundo paso que involucra las derivadas transversales
U2 g A 9G (3.51)

i+1/2,j i+1/2,j ja_y’

y cada paso se desarrolla a a continuacién:

1. Enel caso de la ecuacion (3.50) se pueden descargar los componentes a d, U que corresponden
a las caracteristicas que no se propagan hacia la frontera inter refinamiento. Por otra parte se
puede proyectar la diferencia A*U; ; a los eigen-vectores de la matriz A*.

2. Para la parte transversal las aproximaciones de la ecuacién (3.50) en las regiones transversales
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deben utilizarse para manejar apropiadamente las discontinuidades oblicuas. Es asi que

oG +1/2 +1/2
3y = (GZj+1/2 - G?,j+1/2)’ (3.52)

En particular para los sistemas que presenten discontinuidades se tiene un esquema de evolucién
para los estados izquierdo y derecho similar al esténcil de la ecuacién de adveccién la ecuacion
(3.46) dado por la siguiente ecuacion

rn+1/2 _ 1 At .
Upivipn, = Ui+ 2 Zvy 0 (1 - Aiv,jﬁ) AU, (3.33)
(3.54)
cnrl/2 1 At
UR,i+1/2,j = U?+1,j 2 Zv:A{j<0 (1 - ”E) A'Uis1,j,

donde la variacién A*U de la ecuacién (3.50) se ha proyectado sobre los eigen-vectores de la
matriz A* de la siguiente manera

A"U}’J = AijRZj, (3.55)
donde R es el eigen-vector derecho correspondiente al eigen-valor 1" y

Aw;; = Lim (LZ]. AUi,50 L - AUi—l/z,j), (3.56)

con L” siendo el eigen-vector izquierdo; Lim(:, -) es un limitador de pendiente, por ejemplo minmod;

y
AUiy12,j = Uir,j — Uy ;.

Para el segundo paso se calculan los flujos numéricos transversales utilizando la solucién del
problema de Riemann en i + 1/2, j, es decir, si R(ur, ug) es la solucién del problema de Riemann,
entonces

con+l/2 Ftl/2 ptl/2
Gi,j - R(UL,:'+1/2,,/’ UR,i+1 /2, j) (3.57)

Se tiene entonces el esquema de construccion de los estados L,R dado por
i TC s (L VS At (Gn+l/2 _ fanrl)2 )
Lix1/2,j = FLix1/2,) T Ay \Pij-1/2 ij+1/2)°
(3.58)

- At [~ ~
n+l/2  _ pmtl)2 n+1/2 n+1/2
UR,i+1/2,j = UR,i+1/2,j 2Ay ( i+1,j-1/2 = Gi+1,j+1/2)'

La construccion de los estados Ly R se realiza en dos tiempos como se esquematiza en la Figura
Primero se calculan los estados usando las celdas contiguas a la frontera intercelda y después
se le anade la contribucién transversal.

En el caso de la MHD, la construccién de los estados debe hacerse en las variables primitivas,
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Figura 3.6: Esquematizacién de en qué momento se involucran las celdas cercanas a la frontera
intercelda a la hora de calcular los estados L y R. Para la celda central resaltada se muestra como se
transmite la informacién para construir el estado L.

es decir en el vector de cantidades
W = [ps vX’ Vy, vZ’ P7 B)Cs By’ BZ7 \P:I ;

donde W es la funcién escalar de la limpieza hiperbdlica de la divergencia. Ademads, segun [Powell,
1994, es necesario afiadir un término extra an al primer paso de la construccion de los estados en la
region intercelda y es debido a que numéricamente V - B no es siempre cero, esto introduce compor-
tamientos inestables en la solucién. Visto desde otra parspectiva, la nulidad de la divergencia se fija
en otra seccién de la evolucién, en CAFE-AMR esto se hace por medio de la limpieza hiperbdlica
después de que se han construido los estados Ly R.

En nuestro caso, siguiendo lo propuesto en [Mignone and Tzeferacos,|[2010], en donde se aplica
el esquema CTU jutno con la limpieza hiperbdlica de la divergencia, en el caso tridimensional se
tiene que

xn+1/2 _ n 1 ( _ v ﬁ) IW. .
Wieirtaie = Wi+ 7 2wy o0 (1= 43 ) AW (3-59)

At
o (SBoiikAByi i + Swi ik AW, i) o

sn+1/2 _ n 1 v At Axw. ..
WR,i+1/2,j,k - Wi+l,j,k 2 Zv:/l,YH,j,k<0(1 /li+1,j,k Ax)A Wit ik, (3.60)

At
+3A% (SBX,HL kDB vt jk + Swi jk AV, j,k) -
donde

y AByi, j,k y A¥; jx son aproximaciones de diferencias finitas centradas en la celda C; ;i y los
términos fuente S son los siguientes:

= Para el caso GLM

SB = O, ’ b ’_(y_l)V'B$O’vy7vZ90

|
© |=
> |
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S“P = [0$ O’ 0’ 0’ ('}’ - I)BX’ 0’ 0’ O’ 0]

= Para el caso EGLM
Sz, =[0,0,0,0,—(y — 1)v-B,0,0,0,0]

Sy =0

Los eigen-vectores y eigen-valores estdn dados en el apéndice

Calcular los estados Ly R

El algoritmo para construir los estados izquierdo y derecho de las fronteras intercelda que se ha
implementado sigue la misma secuencia propuesta en [Stone et al., 2008||. Esto esﬂ

1. Construir el vector de variables primitivas W
2. Computar los eigen-valores 17, L” y R” de la matriz A

3. Calcular las diferencias hacia la derecha (R), izquierda (L)y centrada (C), esto por ejemplo en
la direccion X es

AW ;= W; =Wy,
AWr;= Wi - W,
1
AWc,; = 3 (Wis1 —Wiip) (3.61)

4. Proyectar las diferencias en los eigen-vectores de los eigen-valores de la matriz A

oarp = Lpw AW,
oagy = Lapw, - AWg;,
oac = Law, - AWc,, (3.62)

Donde la matriz L v w, es la matriz construida poniendo los eigen-vectores L” como filas.

5. Aplicar limites de pendiente para forzar la monotonizidad de las diferencias proyectadas,
creando una proyeccién de las diferencias que sea TVD da. Por ejemplo se puede usar la
funcién Minmod de la siguiente manera

6a; = Minmod [Minmod (6ay ;, dag;),dac,] . (3.63)

6. Proyectar las diferencias monotonas de regreso a las variables primitivas

"Por sintesis se describird el modo de construir la frontera intercelda en direccién %, de manera que para los primeros
pasos sélo se utilizard la etiqueta 7, sin embargo este procedimiento es andlogo para las tres direcciones.
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5W,’ = 53,’ . RW,-,/IVy (364)

donde Rw,  es la matriz constuida poniendo a los eigen-vectores R” como columnas.

. Calcular una primera version los estados L y R de las fronteras intercelda segtin

A 1 At
+1/2 (M
Wit = Wi+ 5 ~max (/1,' ’0) m](Swi, (3.65)
(3.66)
Wit12 e 1 0 At -
Ri+1/2 i+~ E_mm(ﬁm’ )Ex Wiy,

donde A y 1° son los eigen-valores de mayor y menor magnitud, respectivamente, calculados
en la celda C; para el estado L y en la celda C;,; para el estado R.

. Hacer el rastreo de caracteristicas, es decir, restar de la ecuacion (3.65)) la parte de cada

familia de ondas que no llega la frontera intercelda en un tiempo Az/2, usando el esquema de
[Colellal (1990]:

xntl/2 _ +1/2
Wiiip = W21+1/2’
zA Z[ﬂM )L -6Wi|R), (3.67)
X
n+t1/2 _ yyntl/2
WZJH/Z - W;lei+1/2’
+ 2AXZ[ i+l l+1 z+1 5WI+I]RZ+1, (368)

donde las sumas se hacen solo sobre las ondas que se propagan hacia la frontera intercelda;
L” y R” son las filas y las columnas de las matrices izquierda y derecha, respectivamente
que correspondan al eigen-valor A1”. En el caso de las aproximaciones tipo HLL es necesario
sumar sobre todas los eigenvalores.

A estos estados es a los que se les debe aplicar las sumas de los términos fuente de las ecua-

ciones (3.59) y (3.60).

. Reconstruir los estados L y R de los vectores de variables conservativas U a partir de las

ecuaciones (3.67), (3.68). Utilizar esto para calcular los flujos transversales.

Es asi que los estados L y R tienen explicitamente la férmula
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n+1/2 _ oo, At [~n+1/2 _ G ]
Livl/2jk T ULisl2gk T gay [Pij-12e T Pzl
At 1eni1)2 )
Az H; D~ W) (3.69)
U2 _ gl + At [Gn+1/2 _ Gl ]
Ris1/2gk = URi/2k T oAy Pietj-12k T Do)
AV sntl)2
Az [Hi+1,j,k—1/2 - Hi+1,j,k+1/2] ) (3.70)

donde G y H son los flujos numéricos transversales calculados utilizando los estados de las
ecuaciones (3.67) y (3.68)) en las direcciones y y Z respectivamente.

Notablemente para realizar el esquema CTU es necesario resolver 6 problemas de Riemann para
cada frontera intercelda, que es un nimero similar de integraciones que se realizan al usar el método
de Heun.






Capitulo 4

Estrategia de refinamiento de malla
adaptativo y paralelizacion

Resumen

En este capitulo se hace una descripcion detallada de la estrategia de refinamiento adaptativo
de mallas. En la introduccién se expresa que la motivacién de la estrategia AMR es resolver tres
dificultades del método con el que se resuelven las ecuaciones MHD: El uso adecuado de recursos
computacionales; la mitigacién de disipacién del método numérico; y abordar problemas multies-
cala. En las secciones y se describe la estrategia AMR y su implementacién. En la seccién
[.4] se habla de la estructura del c6digo CAFE-AMR, es decir, las estructuras de datos, la jerarqui-
zaci6n y el control de los procesos. En la secciond.5]se describe cémo fue implementada la versién
paralelizada del c6digo CAFE-AMR.

4.1. Introduccion

Una de las dificultades que se presenta al momento de hacer simulaciones numéricas es el mane-
jo adecuado de los recursos computacionales. Desde que se inici6 el computo cientifico, la correcta
gestién de la memoria, asi como de los espacios de almacenamiento ha estado intimamente ligado
a la planeacién de los métodos numéricos. Quizds como muestra de esto es que los lenguajes anti-
guos de alto nivel, como FORTRAN y C, que necesitan una gestion explicita de la memoria, siguen
siendo ampliamente utilizados en aplicaciones cientificas y de ingenieria.

Por otra parte, la comunidad cientifica busca generalmente de manera exhaustiva encontrar las
soluciones analiticas a los sistemas de ecuaciones, de manera que se termina delimitando los es-
cenarios en los cuales los métodos numéricos son indispensables; a su vez los métodos numéricos
promueven cierto tipo de algoritmos y esquemas que sean mas orgdnicos con ellos.

En el caso de los sistemas hiperbdlicos de ecuaciones diferenciales parciales, el paradigma es,
al dia de hoy, bien definido: los métodos numéricos que permiten tener un alto nivel de precision,
como los de diferencias finitas, tienen la complejidad de que no pueden lidiar con soluciones de
tipo choque; los métodos numéricos que permiten lidiar con soluciones de choques, como los de

43
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volumenes finitos, tienden a ser disipativos y tener un bajo nivel de precisi(’)rﬂ

Aunado a estas dos probleméticas, se encuentra que los mismos sistemas reales que se simulan
imponen a su vez ciertas complejidades. En el caso del Sol, un evento eruptivo tiene diferentes
facetas que van desde centelleos en la fotosfera, chorros que se generan en la cromosfera, erupciones
de prominencias coronales y eyecciones de masa coronal; todo este evento estd estructurado por una
gran cantidad de fenémenos de alta variacion de escalas temporales y espaciales.

Con todo, la estrategia de refinamiento adaptativo de mallas se encarga de las tres problemaéticas
atrds mencionadas. Esta estrategia, desarrollada en la década de los ochenta para problemas hidro-
dindmicos [Berger and Oliger, (1984, Berger et al., [1989], consiste en implementar esquemas de
solucién que capturen choques y, para aumentar la precision, aumentar tanto espacial como tempo-
ralmente la resolucién que cubre las regiones que presentan mayor estructura y dindmica, lo cual
permite abordar sistemas multiescala; esta estrategia naturalmente gestiona de manera mejor el uso
de recursos que en el caso de tener una malla homogénea con la misma resolucién equivalente. Esto
ha fundamentado la realizacién del cédigo numérico de este trabajo.

En este capitulo se presentan los algoritmos y métodos que se utilizaron para implementar la
estrategia AMR en métodos numéricos que resuelven las ecuaciones MHD en los regimenes ideal y
resistivo.

4.2. Estrategia AMR

La estrategia AMR para resolver ecuaciones diferenciales parciales dependientes del tiempo en
mallas rectangulares consiste en cubrir el total del dominio espacial (D) con una malla gruesa, y
parches rectangulares que cubran ciertas regiones con mallas cuyas celdas son de dimensiones es-
paciales menores; de manera que se define una malla fina en cada parche. Con esta estrategia, el
esquema de integracién temporal puede ser aplicado indiscriminadamente a todos los parches, junto
con la malla gruesa global, tal que la evolucién de cada subdominio pueda hacerse independiente-
mente. Notablemente esta estrategia tiene un caricter recursivo.

La implementacion de este trabajo utiliza el algoritmo estdndar de Berger-Oliger [Berger and
Oliger, 1984 y consiste de los siguientes pasos:

1. Seleccionar las regiones de D por refinar.
2. Generar las mallas refinadas y adecuadamente anidadas en estas regiones.

3. Interpolar los valores numéricos de las variables conservativas en cada celda de las regiones
refinadas.

4. Una vez que todas las mallas refinadas han sido generadas, avanzar temporalmente el dominio
grueso D y las mallas refinadas anidadas de forma independiente hasta que todas las mallas
estén sincronizadas.

5. Inyectar los valores de las variables calculadas en los dominios refinados en las celdas de la
malla gruesa.

"Para una descripcién mas detallada de esto puede consultarse [|Gustafsson et al.,[2013].
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6. Para mantener el balance de flujos, corregir los flujos en las fronteras entre las regiones grue-
sas y finas.

Esta secuencia puede usarse recursivamente, todos los parches de refinamiento pueden ser re-
finados. Esto define naturalmentea los niveles de refinamiento, de tal manera que el nivel O corres-
ponda a la malla gruesa y los niveles de refinamiento superiores tengan mayor resolucién y, a su
vez, celdas de menor volumen. En este trabajo se utilizard la etiqueta £ como el superindice para
denotar los niveles de refinamiento. Otra cantidad importante es la razon de resolucion, r, la cual
se calcula entre niveles de refinamiento consecutivos £ y £ + 1; y establece que por cada celda de
la malla gruesa hay r* mallas refinadas que cubren el mismo volumen, donde n; es el nimero de
dimensiones del sistema. En el cédigo que se desarrollé para este trabajo se ha fijado r = 2, de
manera que por cada celda de la malla gruesa, habra cuatro celdas u ocho celdas de la malla fina
para los problemas bidimensionales y tridimensionales, respectivamente.

En este capitulo, al vector de variables conservativas se le asocia el vector U, de manera que

o
pv

donde p es la densidad, v es el vector de velocidades, E es la energia total del sistema, B es el campo
magnético y ¥ es la funcién escalar asociada a la limpieza hiperbdlica de la divergencia.

En el resto del capitulo para identificar una celda se utilizardn los subindices i, j, k, tales que
i€l,.,ny jel, .. ny kel,.. ng;donde ny,ny, n, fijan el volumen de una celda Ax X Ay X Az, a
través de

- L
Ax—nx,
Ly
Ay—n—y,
Az:li

n;’

donde L, X Ly X L; es el volumen del dominio numérico. Finalmente una cantidad cualquiera ¢
tendra un valor especifico gbfj . en la celda de nivel de refinamiento £.

4.3. Descripcion del algoritmo de Berger-Oliger

Acontinuacion se presenta una descripcion detallada de la implementacién del algoritmo de la

seccién 4.2

4.3.1. Seleccionar una region para refinar

La eleccion de sectores dentro del dominio numérico a ser refinado necesita un criterio de
refinamiento. Existe cierta libertad para definir este criterio convenientemente, en particular acorde
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con los escenarios fisicos a ser simulados. Tipicamente, un ndmero arbitrario de funciones escalares
positivas definidas y finitas, y(U’), se definen en cada celda de la malla gruesa, luego cada celda
i, j, k recibe una bandera l6gica que marca si sera refinada si esta funcién escalar supera cierto valor
umbral y,:

Xijk > Xr- 4.1)

En el cédigo desarrollado en este trabajo, se implementan dos principales criterios de refina-
miento:

= Escoger como funciones evaluadoras la misma aproximacién numérica del gradiente, V, de
las funciones para todas y cada una de las variables conservativas, que la que es usada para
interpolar linealmente los valores hacia nuevas mallas de refinamiento; esto es:

Xm = V(Up), (4.2)

donde U,, es la m-ésima variable conservativa.

= E] criterio de refinamiento usado en [Mignone et al., [ 2011]], basado en la segunda derivada de
la norma del error definido en [Lohner, [1987]], donde

Y |Ag+120 = Ag—1pp0f?
de{x,y,z}

Y (Au+17201 + |Ag—1 201 + €0 g ref)?
de{x,y,z}

x(U) = (4.3)

y o = 0(U) es una funcién de las variables conservativas, Ay 1120 son las diferencias finitas
indivisibles hacia adelante y hacia atrds a lo largo de la direccion d, por ejemplo

Ax 120 = £(0iz1 — 07).
El dltimo término que aparece en el denominador estd dado por :
Oxref = |oi1| + 2lo| + |oiil,

Tyref = |0 js1l + 2loj| + |oj-1l,
Ozref = lOks1l + 2|log] + log-1l,

sumar el término o ..y multiplicado por el factor € < 1 previene el refinamiento de regiones
donde pequeiias arrugaduras u 6ndas se generen.

Adicionalmente, cuando una simulacidén usa mas niveles de refinamiento, es necesario anidar
correctamente los refinamientos finos, de manera que las fronteras entre mallas de diferente refina-
miento solo sucedan entre, por ejemplo, niveles £y £+ 1 o niveles £ y £ — 1 pero nunca entre niveles
¢ — 1y ¢+ 1. Para hacer esto, después de que las celdas sean marcadas acorde con el criterio de
refinamiento, las celdas en el nivel £ + 1 que contengan a su vez celdas de nivel £ + 2 también son
marcadas y, por ultimo, las celdas de nivel £ que tengan celdas vecinas que serdn refinadas tam-
bién deberdn marcarse para refinarse. Este proceso debe realizarse de manera recursiva del nivel de
refinamiento méximo hasta el nivel 0.
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Figura 4.1: Esquema de cémo el volumen de una celda de nivel de refinamiento £ + 1, es decir V/*!
= Ax/2 X Ay/2, es un cuarto del de una celda de nivel ¢, a saber vt = AxAy, para una razén de
refinamiento de » = 2 y la dimensién del dominio de d = 2.

4.3.2. Generando una nueva malla de refinamiento

Como se ha mencionado, la razén de refinamiento que se ha escogido es r = 2, tal que una celda
gruesa serd cubierta con 24 celdas refinadas, donde d es la dimensién del dominio. En la Figura
se muestra cémo el volumen de la celda de nivel de refinamiento £ + 1 es 1/2¢ del de una celda de
nivel €. Las celdas refinadas estardn centradas en posiciones tales que la region cubierta por ellas
tenga las mismas fronteras que la celda gruesa. Por ejemplo, en dos dimensiones, las cuatro celdas
refinadas que cubran una gruesa deberan tener sus centros en las posiciones:

Crsigej =¥

Ax Ay .
l+1 1;’ )’y’ (4.4)

g

donde r’f ; es el centro de la celda gruesa. En lo que resta del capitulo, se usara D! para denotar el

dominio cubierto con la malla de nivel de refinamiento £.

4.3.3. Interpolacion de los datos de una malla gruesa a una de refinamiento

De la misma forma que en [Porth et al., 2014] y en [Matsumoto, [2007], la reconstruccién de los
datos en las mallas de refinamiento se hace por interpolacién lineal, la cual disminuye la difusién
numérica de las discontinuidades de choque, a la vez que previene la generacion de oscilaciones es-
purias en las celdas que colindan con otras mds gruesas. Explicitamente, las variables conservativas
U en el dominio D/*! son:

+1 _ 1l v 4 4 f+1
Uiw =V +V (U,’,’K) : (rl,J,K -r; j,k)’ 4.5)
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donde rf}r}c son las posiciones de las celdas de D/*!, y rf s ©s la posicion de la celda en DY; las
variables conservativas toman los valores U¢ La aproximacién del operador gradiente V que

LJK
actiia en una funcién escalar arbitraria ¢, es el que se presenta en [Matsumoto, 2007, y esta dado

por:
B Minmod (Ox+1/2¢, Ox—1/2¢)

V() = | Minmod (94120, y-12¢) | (4.6)
Minmod (9;+1/2¢, 0.—1/2¢)

y el operador derivada sigue una aproximacion de diferencias finitas de segundo orden de presicién
centrada dado por:

1
Oxs1/20ijk = A—x(90i+1, ik = Pijk)s 4.7)

y la funcién Minmod que se encuentra en el apéndice B]El tratamiento para las derivadas parciales
a lo largo de las direccidnes 9§ y Z es a través de féormulas similares.

Es posible utilizar férmulas de reconstruccion lineal mas robustasﬂ siempre y cuando tengan
la propiedad TVIfIlo cual en suma no debe afectar la estructura modular de la implementacién de
la estrategia AMR. No obstante, en este trabajo se ha decidido utilizar solamente el reconstructor
Minmod dado que es suficientemente preciso en las regiones de discontinuidades grandes, mientras
que es lo suficientemente difusivo. Esto ayuda a prevenir el crecimiento de perturbaciones creadas
por la generacién de fronteras entre mallas de diferentes niveles de refinamiento.

4.3.4. Evolucion temporal y sincronizacion

La estrategia AMR que se ha implementado genera mdltipes mallas auto-similares, cada una
de ellas evoluciona independientemente en el tiempo por el esquema del método de lineas y sé6lo
comparte informacién a través de sus fronteras al inicio de la evolucién del tiempo #* al tiempo
"*1. La evolucién temporal de voltiimenes finitos tipo Godunov usa para cada malla la condicién de
estabilidad (CFL) que relaciona el paso temporal Az con la resolucién de la malla a través de

in[Ax, Ay, A
At = CFL x MnIAx Ay, Az] 4.8)

max

donde A,,,,, se define como el maximo de las velocidades caracteristicas de la version linealizada de
las ecuaciones MHD calculadas en todo el dominio; la definicién de esta velocidad en problemas
tridimensionales se lee como:

Amax = mMax[|v,| + Cfm |Vy| + ny, [v| + sz]i,j,k 4.9)

2Férmulas de construccién de pendientes con limites pueden encontrarse en los libros de [Torol 2013} |Gustafsson
et al.| [2013] LeVeque et al., 2002].

*La propiedad TVD (disminucién de la variacion total en sus siglas en inglés) permite, entre otras cosas, prevenir el
surgimiento de oscilaciones espurias y satisfacer la estabilidad y convergencia de las soluciones, vease [Toro| [2013].



4.3. Descripcion del algoritmo de Berger-Oliger 49

0

Refinement \

N
Level 1 At/2 \ >
A

2 At/4

Figura 4.2: Ilustracién esquematica de los pasos temporales aplicados a cada malla de nivel de
refinamiento £ = 0, 1, 2 para avanzar de " a #**!. La misma esquematizacién puede aplicarse a un
numero de niveles de refinamiento mayor.

donde Cyy, Cyy y Cy; son las velocidades magnétosonicas rapidas en las direcciones £, y Z, respec-
tivamente; y

Cpym \/% la+ b+ via+ B —dab), (4.10)

cona=vyP/p,b= Bz/p, b, = B%/p, and s = x,y,z. Como se expresa en [[Toro, |2013], la condicién
CFL < 1.0 se necesita para preservar la estabilidad.

Siguiendo las indicaciones de [Berger and Oliger, 1984, Berger et al., [1989], el tamafio de los
pasos temporales At‘*! de los niveles de refinamiento £ + 1 se relaciona con el paso temporal A¢‘
del nivel de refinamiento ¢ a través de:

AT = lAt‘); (4.11)
r
donde r es la razén de refinamiento que en este trabajo se ha escogido como r = 2. Para obtener
@.1T)) usando (4.8) se obtiene A4, entre todas las submallas y se selecciona el maximo de ellas.
También en este paso, siguiendo a [Dedner et al., 2002]] se define el coeficiente Cj, = Ah4x usado en
las ecuaciones (3.28)) del método de limpieza hiperbélico de la divergencia.

Un ciclo de evolucién del sistema del tiempo " al tiempo #'*! se considera terminado una
vez que todas las mallas estén sincronizadas al tiempo #'*!. Esto requiere que el dominio D se
evolucione 2¢ veces para alcanzar al dominio de nivel de refinamiento 0. En la Fi gura se muestra
c6mo mallas de multiples niveles de refinamiento avanzan varias veces para lograr esto.

En [Keppens et al., 2003, se encontrdé que escoger una razén de refinamiento heterogénea in-
dependiente del esquema de evolucion puede optimizar ciertos aspectos de la simulacién, lo cual
lleva a tiempos de computo menores. Sin embargo, se decidié que la ganancia de una razén de refi-
namiento mayor que 2, no vale la pena en comparacién con los beneficios de utilizar una estructura
recursiva a la hora de escribir el cédigo. El enfoque recursivo facilita el control de anidar apropiada-
mente los refinamientos y también de tener un esquema de evolucion temporal jerarquico. Muchos
codigos que utilizan la estrategia AMR prueban que en varias simulaciones fisicas, tener un paso
de tiempo homogéneo se prefiere, como puede verse en el cddigo NIRVANA [Ziegler, [2008]], el
cual emplea un solo paso temporal, no solo para manejar mejor las simulaciones en las cuales los
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términos difusivos no son despreciables, pero también para lograr esquemas de paralelizacion de
alta velocidad. Sin embargo, en este trabajo el uso de pasos temporales jerarquizado ha dado buenos
resultados.

Con excepcién de las fronteras fisicas del dominio numérico, la evolucién de los dominios
refinados D’ comienza con la implementacién de condiciones de frontera. Esto se hace llenando
celdas fantasma las cuales extienden el dominio D, y se llenan con valores de flujos apropiados,
véase [LeVeque et al., 2002].

El llenado de las celdas fantasma depende del tipo de frontera que estd siendo extendida. Como
se muestra en la Figura se identifican tres tipos de fronteras en el dominio refinado D’:

= Fronteras compartidas con otro dominio cuyo nivel de refinamiento, £, es el mismo.

= Fronteras compartidas con otro dominio cuyo nivel de refinamiento es menor, £ — 1; esta
estructura es causada por la manera en la que se generan los refinamientos.

= Fronteras que comparten la frontera fisica.
De acuerdo al tipo de frontera, las celdas fantasma son rellenadas de la siguiente manera:

= Si las celdas fantasma tienen la misma posicién que las celdas contenidas en otra malla del
mismo nivel de refinamiento, simplemente copiar los valores de los datos contenidos en esas
celdas.

= Si las celdas fantasma de un dominio D’ est4n contenidas en una celda gruesa de un dominio
D! interpolar liealmente los valores de los datos.

= Si las celdas fantasma corresponden a fronteras fisicas, implementar las condiciones de fron-
tera apropiadas, tales como de flujo saliente o fijas, por mencionar algunas.

En el caso de fronteras entre niveles de refinamiento consecutivos, los valores de las variables en las
celdas fantasma de D’ son construidos usando una interpolacién linal de los valores de las celdas en
D! de 1a misma manera que en la ecuacién [@.3), es decir

€ _ g7l S #—-1) (-1 _ C
Ul = Uil + Y (U355) - (v — v ), (4.12)
donde es necesario definir los valores de la malla gruesa U*¢, como

Ul si sincronizada,

wf _
Y _{ %(U[(H' At +U£(f)) si desfasada (4.13)

A

y donde los gradientes numéricos V son aproximaciones de diferencias finitas hacia adelante o
hacia atrds dependiendo de cual cara de la malla del dominio grueso £ — 1 colinda con una refinada
¢. Por ejemplo, si la frontera perpendicular a la direccién +% del dominio D‘~! es compartida con el
dominio D’, entonces
Ox-1/2¢
V(g) = | Minmod (94126, 0y-1/260) | (4.14)
Minmod (0;+1/2¢, 0:-1/2¢)
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(b) Frontera compartida con dominios del
mismo nivel de refinamiento.

Dy

(c) Frontera compartida con dominios de
diferente nivel de refinamiento.

Figura 4.3: Esquematizacion bidimensional de la localizacién de las celdas fantasma de un dominio
arbitrario D; acorde con el tipo de frontera que comparte. Las celdas fantasma estdn marcadas con
- en cada caso.
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donde ¢ es una funcidn escalar arbitraria; si la frontera perpendicular a la direccién —X es la que es
compartida, entonces J,.1/2 se usa en su lugar. Férmulas similares se utilizan cuando las caras son
perpendiculares a las direcciones x5y, +Z.

4.3.5. Inyeccion de datos refinados dentro de la malla gruesa

Una vez que las variables en la malla gruesa y su refinamiento estdn sincronizadas, los valores de
las variables conservatiavas en la malla refinada deben ser inyectados dentro de la malla gruesa. Esto
se hace sobreescribiendo los valores de los datos contenidos en las celdas gruesas con el promedio
de los valores de los datos en las celdas refinadas que la cubren. En tres dimensiones esto se hace

utilizando la férmula s 4
1
¢ £+1
U= 300 D0k w19
i=1 j=1 k=1

donde U“i son los valores para los datos de las celdas refinadas que cubren a la celda gruesa en la

posicién ry .

4.3.6. Correccion de flujos numéricos

Los métodos de volimenes finitos se basan en la conservacién de cantidades en una celda dada.
Por ejemplo, de la ecuacién de conservacién de la masa en su férmula integral de volimenes finitos,
en la celda (i, j, k) puede ser escrita como:

At
omijk = AV X | <= (Frijojn = Froapoin)
At
+ Ay ( Lio1/2k Zj+1/2,k) (4.16)

At
L CATRP HZ./,k+1/2)] ’

donde AV = AxAyAz es el volumen de la celda, om; jx = AV(p; jx(t + At) — p; jx(1)) es la ganancia
total de masa en un paso temporal Aty F=pv*, G =pv’, H=pv* son los flujos numéricos a través de
las caras de la celda cuyas direcciones normales son respectivamente +X, +9, +Z.

La ecuacién (4.16) establecen que cada uno de los flujos numéricos introducen una ganancia o
pérdida de masa a través de las caras de una celda. Ahora, al enfocarse en la superficie de la frontera
en x = x;.1,2 puede verse que la ganancia de masa es

6m,~+1/2,j,k(t + At) = —At X AYAZFi+1/2,j,k(t)- “4.17)

Ahora bien, considerando la frontera entre dos dominios de distinto nivel de refinamiento. Cuando
una celda perteneciente a una malla gruesa colinda con celdas pertenecientes a mallas refinadas por
la derecha, a lo largo de la direccion £, la variacion de masa de la ecuacion debe ser igual en
ambos lados de la frontera, como se esquematiza en la Figura f.4} es asi que la siguiente relacién
debe cumplirse:



4.3. Descripcion del algoritmo de Berger-Oliger 53

[6m(t-+At/2)
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[6m{(t+At)
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om(t+At)

[6m™(t+At/2)

oM (t+at)

i+1/2

Figura 4.4: La ilustracién de la frontera entre los niveles de refinamiento y la transferencia de masa
de una celda de D! a través de su cara ubicada en x = x4 /2, hacia su celda vecina de D! durante
un paso temporal. Notese que 6m;, 1,2, jx tiene que ser computada en tiempos ¢ + Az/2 y a tiempos
1+ At

Smit,ju(t + A = DN (8120t + AL/2)
q r (4.18)
+ 6mp_1/2,q’r(t + Al‘)) ,

donde los subindices (i, j, k) etiquetan la celda de Dt y (p, g, r) las celdas de D! que colindan con
la celda gruesa por la derecha.

Al expresar la ecuacién (@.18)) en términos de {@.17), se expone una equivalencia de los flujos
numéricos de las celdas en el nivel de refinamiento ¢ — 1 y las celdas del nivel de refinamiento £ a
través de la frontera compartida

1
-1 _ ¢
—Fip 0= +3 Z Z (Fl—1/2,m.n(t)
m n

+ FL, ol + AL/2)).

(4.19)

Este argumento debe cumplirse no solo para todas las caras de la celda que colindan con mallas
refinadas, pero también para los flujos numéricos de cada variable conservativa en estas caras.
Para aplicar la ecuacion (@.19) se define una correccion de flujo, dada por

-1 _ -l 1 ¢
6Fi+1/2,j,k(t +Ar) = Fi+1/2,j,k(t) —§ 2m Zn (Fl—l/Z,m.n(t)

4
+ FL |t + At/2)),

(4.20)

la cual es sustraida o sumada, dependiendo de cudl es el lado de la frontera compartida en el que
se encuentran las celdas del refinamiento, una vez que las variables conservativas de la celda gruesa
han sido actualizados, esto es:

£-1 -1
Ui,j,k(’ + At) — Ui,j,k(t + Ar)

~AtAyAzOF( |, . (t+ AD).

(4.21)

Evidentemente, las correcciones de flujos a lo largo de las direcciones y y Z se implementan de
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forma andloga.

4.4. Estructura del codigo CAFE-AMR

En esta seccion se presenta una vista general del diagrama de flujo del cédigo numérico de-
sarrollado en este trabajo, CAFE-AMR. Este cdédigo fue escrito en el lenguaje de programacion
FORTRAN usando el estandar f90; utiliza la biblioteca mpich para la paralelizacién y la biblioteca
hdf5 para guardar datos; fuera de estos aspectos, CAFE-AMR contiene sus propias bibliotecas y
métodos.

4.4.1. Estructura de datos

CAFE-AMR funciona con una estructura de datos de bloques autosimilares; lo cual esta esque-
matizado en la Figura[d.5] donde cada bloque posee los siguientes datos:

= Una malla discretizada con un espaciado regular usando N, X N, X N, celdas mas las celdas
fantasma usadas para las fronteras.

= La ubicacién fisica del centro del bloque de datos.

= Arreglos de memoria dindmica. Estos pueden contener los valores de las variables conservati-
vas, o las correcciones de flujos dadas en (4.21)) para las celdas que colindan con las fronteras
del bloque.

= Una bandera que determina el nivel de refinamiento . Esto permite deducir el volumen fisico
de las celdas contenidas en el bloque de datos junto con el correspondiente paso temporal At’.

= Apuntadores a otros bloques que compartan fronteras fisicas los cuales tengan el mismo nivel
de refinamiento. Estos bloques reciben el nombre de vecinos, neighbors.

= Apuntadores a otros bloques que se conocen como hijos, children. Estos bloques en especifico
cubren un cuadrante, en dos dimensiones, o un octante, entres dimensiones, contenido en el
bloque de datos original.

= Apuntador a otro bloque, al cual se le refiere como padre father, el cual tiene una porcion de
su dominio cubierta por este bloque.

= Muchas banderas l6gicas, las cuales tienen varios usos, tales como definir condiciones de
frontera y decidir si la memoria serd utilizada para los arreglos; por mencionar algunos usos.

Todos los bloques estdn ordenados jerarquicamente en una estructura QuadTree, en simulacio-
nes de dos dimensiones y OcTree en simulaciones tridimensionales. En la Figura se presenta
una estructura tipo QuadTree. Para esta jerarquizacién de datos, los refinamientos del dominio se
generan de la siguiente manera. Primero, los bloques se analizan por cuadrantes:

1. Cada vez que una celda de cierto cuadrante satisfaga el criterio de refinamiento (#.1)), el
cuadrante total se marca para ser refinado.
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Figura 4.5: Estructura auto-similar de los bloques. En esta Figura, cualquier cuadrante de un subdo-
minio puede ser cubierto por un bloque que tenga la misma forma y estructura de datos.
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Figura 4.6: Estructura de datos QuadTree usada para ordenar los bloques de datos en un problema
bidimensional con dos niveles de refinamiento. Cada hoja del arbol representa un bloque de datos.

2. Si el bloque hijo asociado a un determinado cuadrante del bloque tiene hijos de refinamiento,
el cuadrante se marca como que debe ser refinado.

3. Siun cuadrante se marca para ser refinado, todos sus vecinos son refinados, incluso si corres-
ponden a bloques diferentes.

Después, todos los cuadrantes marcados se cubren por bloques de datos nuevos los cuales se unen
a la jerarquizacién Quadtree como hijos de los bloques que cubren. Mas tarde, todos los cuadrantes
que no fueron marcados para refinarse tendrédn a sus respectivos hijos suprimidos, es decir que se les
desalojard la memoria. Todo este proceso debe realizarse del nivel de refinamiento mas alto hasta
el nivel de refinamiento base, de manera que los bloques de datos estén apropiadamente anidados,
acorde con el esquema mostrado en la subseccién [#.3.1] Una vez que el proceso de refinamiento ha
terminado y que todos los datos han sido interpolados, toda la estructura de los apuntadores hacia
los vecinos se actualiza. El tratamiento de la jerarquizacién Octree es anilogo.

Finalmente, si un bloque de datos se marca por colindar con uno de nivel de refinamiento infe-
rior, se alberga memoria para un arreglo de correccion de flujos. Este arreglo acumula las correciones
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para poder calcular los términos de la ecuacion (@.21)). Marcas que indican si los datos seran utiliza-
dos para rellenar por interpolacién las celdas fantasmas de los bloques hijos también son activadas
al final.

4.4.2. Evolucion temporal

Como es sugerido por la estructura de datos, la evolucién temporal se efectiia de manera recur-
siva comenzando en todos los bloques de un nivel de refinamiento baseﬂ hasta un nivel de refina-
miento especificados por el usuario. El flujo de control de la evolucién temporal, el cual sostiene la
sincronizacion de todos los bloques es la siguiente:

1. Aplicar condiciones de frontera fisicas en el nivel de refinamiento ¢.

2. Copiar los valores de los datos proveninentes de los vecinos del mismo nivel de refinamiento
y pegar esta informacion en las celdas fantasma.

3. Rellenar las celdas fantasma de los bloques de nivel de refinamiento £ + 1 que linden con los
cuadrantes (u octantes) de los bloques de nivel de refinamiento £ por medio de la interpolacién
en una manera sincronica, es decir siguiendo la ecuacién (@.13).

4. Avanzar los bloques de nivel de refinamiento £ un paso temporal A#’.

5. Avanzar recursivamente los bloques de nivel de refinamiento £ + 1 un paso temporal Az¢/2.

6. Rellenar las celdas fantasma de los bloques de nivel de refinamiento £ + 1 que linden con los
cuadrantes (u octantes) de los bloques de nivel de refinamiento ¢ por medio de la interpolacién
en una manera sincrénica, es decir siguiendo la ecuacién (@.13).

7. Avanzar recursivamente los bloques de nivel de refinamiento £ + 1 un paso temporal Az¢/2.

8. Inyectar los valores de los bloques hijo en las correspondientes celdas gruesas de nivel de
refinamiento £ y que cubren la misma region numérica usando la ecuacién (4.13)).

9. Aplicar correcciones de flujos numéricos en bloques de nivel de refinamiento ¢ siguiendo la

ecuacion (@.21).

Las correcciones de flujo son implementadas primero recolectando en arreglos de memoria dindmi-
ca, tanto la informacién contenida en las celdas que colindan con bloques de nivel de refinamiento
¢ — 1y las correspondiente informacién contenida en las celdas gruesas de esos bloques; después de
esto, estos datos son usados para construir los términos 6F~! de la ecuacién ([#.20).

“El nivel de refinamiento base nos permite determinar una resolucién inicial dada en una profundidad mayor en el

bidimensional y en 64 uno volumétrico.
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4.5. Paralelizacion

La programacioén en paralelo involucra fragmentar un programa en partes que se puedan resolver
de manera concurrente. En ese sentido, se buscé que el nuevo cddigo tuviera una estructura funda-
mentalmente similar a la version serial y que minimizara la fraccién de cédigo correspondiente a la
distribucién y comunicacién entre procesos. Esto en beneficio tanto de la escritura del c6digo como
de velocidad de cémputo.

Abhora bien, es cierto que tanto las bibliotecas CHOMBO [LBNL!.[2019] como PARAMESH|[MacNeice
et al., |2000]] permiten paralelizar un c6digo ya escrito; se asumié como acercamiento mas eficaz di-
sefar estrategias, funciones y subrutinas propias, y no tener que aprender las rutinas de estas biblio-
tecas. Por lo tanto, aunque en un sentido no tan estricto, buena parte de las subrutinas son creaciones
originales. Al inicio del disefio de la paralelizacién del cédigo, iniciamos con la bisqueda de la es-
trategia mas natural posible. En el lenguaje de programacion FORTRAN, existen tres herramientas
para disefiar programas con paralelizacion:

= Open MP. De licencia gratuita y memoria compartida entre todos los procesadores. Es titil
para distribuir operaciones sobre arreglos definidas dentro de ciclos.

» COARRAY FORTRAN. También de licencia gratuita, memoria compartida. Se sirve de la
estructura nueva COARRAY implementada a partir del estdndar del 2008 de FORTRAN.

= MPI. Tiene versiones comerciales como open source. La version utilizada es Open MPI que
es open source y mantenida por diferentes instituciones académicas. La memoria no es com-
partida entre procesadores y debe definirse cémo y cuando compartir la informacién entre
ellos.

Se ha decidido utilizar MPI debido a que es la bibllioteca dominante para paralelizacién en
FORTRAN. Todos los cédigos estudiados que implementan paralelizacion asi como las bibliotecas
CHOMBO y PARAMESH utilizan MPI; lo cual facilit6 la seleccién y adaptacion de estratgegias
para la confeccion de la paralelizacion.

La paralelizacion se implementa utilizando la biblioteca MPI, donde la comunicacién entre hilos
se realiza de manera explicita. Y las funciones y los métodos utilizados se encuentran explicados en
las referencias [Chivers and Sleightholme, [2018, Ray, 2019]].

Cada hilo tiene una copia entera de la estructura de arbol, y no todas las hojas contienen datos.
Un bloque de datos tiene una bandera que especifica cudl hilo se encargara de su evolucion temporal.
Todos los hijos de este bloque heredarén el hilo que manejard a su vez la evolucién temporal. Cada
vez que un refinamiento es construido, todos los arboles de todos los hilos son actualizados.

La evolucién de los bloques de datos se realiza de manera casi independiente, pero ciertos
bloques deben ser compartidos entre hilos. Esto se hace mandando un arreglo unidimensional que
contiene toda la informacion del bloque que necesita ser compartida y luego estos bloques son
reconstruidos en el hilo que solicité la informacién.

Después de que la informacién ha sido compartida, y utilizada la memoria de los bloques re-
construidos es desalojada. Este algoritmo se describe a continuacién.
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Figura 4.7: Distribucién del dominio en 4 procesadores, cada color representa un procesador dife-
rente.

4.5.1. Paralelizar desde lo serial

El estdndar de MPI segmenta y restringe el acceso a la memoria disponible del sistema de ma-
nera que cada procesador tenga una parcela propia y realice cdlculos con los datos proporcionados
en ésta. Por otra parte, la estructura de datos que se ha utilizado en el esquema AMR divide el do-
minio numérico en regiones independientes, y auto similares, cuyos datos evolucionan por separado
y solo se comparten informacién a través de las fronteras; esta division se presenta en la Figura[4.5]
Con todo esto, existe una manera para paralelizar el c6digo casi directa y consiste en asignar a cada
procesador regiones autosimilares del dominio numérico. Esquematicamente esto es representado
en la Figura[d.7] De esta manera, la evolucién de los datos en cada procesador y el refinamiento de
las regiones se produce de manera independiente, casi serial, y s6lo es necesario que se comparta
la informacién de sus fronteras correspondientes, junto con la informacién de qué regiones estan
siendo refinadas.

Actualmente se ha podido definir la divisién de trabajo para cualquier nimero par de procesa-
doresﬂy es de notarse que la distribucién de trabajo es ﬁjzﬂ

4.5.2. Control de Flujo

La manera como MPI funciona es generando una copia del programa en cada uno de los proce-
sadores que participardn en el procesamiento de datos; asi que para tener un control del flujo y para
definir la transferencia de datos entre procesadores, se etiqueta a cada procesador segtin un contexto
que el usuario puede definir. En el c6digo, los procesadores corren casi todas las instrucciones de
manera independiente excepto en lo concerniente a:

» Compartir informacién entre fronteras de bloques de datos que pertenezcan a procesadores
diferentes.

5La distribucién dindmica de trabajo se vuelve relevante cuando la cantidad de procesadores es mucho mayor a la que
se podran utilizar en los equipos donde realizaremos las simulaciones, por ejemplo en clusters cuya cantidad de nodos es
del orden de 10°; este tema es debatible y actdial en la disciplina de ciencias computacionales.

®Gracias a la estructura modular del cédigo, es posible actualizarlo para tener una versién que distribuya el trabajo
dindmicamente.
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= Compartir el estado de la porcién del arbol de meta datos, es decir, qué regiones se refinan o
dejan de refinarse en cada procesador.

= Producir Output en un sélo archivo.

Para mantener un orden en flujo se utiliza la herramienta mpi_barrier que pone en pausa a los
procesadores hasta que todos concurran al mismo punto del flujo de instrucciones. De esta ma-
nera se garantiza que antes de que inicie la transferencia de datos, o las partes secuenciales, los
procesadores estén sincronizados.

4.5.3. Comunicacion entre procesadores

Para compartir la informacidén entre procesadores, se utilizaron dos entornos: comunicacién por
pares y broadcasting.

Comunicacion por pares

En MPI, la transfencia de datos entre dos procesadores se puede dar de manera
= Sincrénica: la transferencia termina cuando el destinatario recibe el mensaje.

» En Buffer: la transferencia termina cuando el remitente envia la informacién a un buffer, es
decir a una caja de datos de la cual el destinatario copiara la informacién en otro momento.

» Estdndar: independiente de si la informacién le llega o no al destinatario.

= Tipo envio Ready: Similar al envio de datos tipo buffer pero el remitente recibe una bandera
l6gica cuando el destinatario reciba el mensaje.

La ventaja de la manera sincrénica de la transferencia de datos es que es estable y explicita,
por lo tanto disminuye la cantidad de errores, la desventaja es que bloquea el flujo de instrucciones
en ambos procesadores de manera que si la comunicacién no finaliza, el programa queda colgado
y nunca termina. A este término en el que dos procesadores no pueden continuar con el flujo de
instrucciones por este problema de comunicacion se le conoce como Deadlock y se tienen algunas
estrategias para evitarlo. En las versiones estables del cédigo el Deadlock no se produce.

En el cédigo la transferencia de datos entre fronteras se realiza de manera sincronica, enviando
una copia de los bloques de datos que rocen bloques del procesador con el que estdn comunicando-
se. Esto se puede contemplar en la Figura las imdgenes presentan la evolucién de una onda
expansiva en la version sin refinamientos del c6digo; primero se muestran los datos que posee cada
procesador; el segundo bloque de imdgenes muestra cudles bloques de datos han sido copiados de
los diferentes procesadores. Para mandar los bloques de datos de un procesador a otro, se siguen las
siguientes instrucciones:

1. Se analiza el 4rbol de meta datos en cada procesador; se genera una lista de nodos que serdn
enviados, en el nodo remitente, y una lista de los que se recibirdn, en el nodo destinatario.
Estas listas deben ser exactamente iguales en miembros y en su ordenamiento. Los nodos
enviados forzosamente deben tener datos y ademds tener vecinos que se evolucionan en el
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Figura 4.8: Densidad en una Onda expansiva. Comunicacion en una evolucion para cuatro procesa-
dores; los procesadores en MPI se enlistan a partir del 0, en este caso el procesador 0 se conecta con
el procesador 1y el 3, y as{ sucesivamente.
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6.

procesador destinatario, los nodos recibidos no deben de tener datos y deben de tener la
bandera que indica que se evolucionan en el procesador remitente y ser vecinos de nodos del
destinatario.

En ambos procesadores se crea un arreglo de tamafio N X Bsize, donde N es el nimero de
elementos de la lista y Bsize el tamaiio del bloque de datos que se envfeﬂ este tamaio varia
dependiendo de la informacién que se enviard.

. En el procesador remitente, se llena este arreglo con los datos de cada miembro de la lista, esto

desdobla cada bloque de datos y genera un arreglo unidimensional con toda la informacién.

. Se envia y recibe el arreglo con la informacién segun corresponda.

En el procesador destinatario, se visita cada nodo de la lista y se le vierte la informacién del
arreglo recibido de manera reciproca a como fue llenado antes de enviarse.

Se eliminan las listas y los arreglos en ambos procesadores.

Para optimizar el uso de memoria, una vez que se ha terminado la operacién que requeria in-
formacién de otros procesadores —por ejemplo aplicar condiciones de frontera—, los nodos que
posean datos y que no se evolucionen en el procesador correspondiente son vaciados.

Ahora bien, surge la discusién de cdmo definir de manera 6ptima qué pareja de procesadores
van a comunicarse. Esto se ha resuelto de forma similar a como se define un torneo largo de varios
equipos. Por ejemplo, si se tienen 20 equipos, habrd 19 jornadas de enfrentamiento, y en cada
jornada se enfrentardn todos los equipos de manera que cada equipo (procesador) se enfrente (envie
datos) con cada uno de los demds equipos (procesadores).

En el c6digo las jornadas de comunicacion se definen llenando una matriz de N X N donde N es
el nimero de procesadores, de manera que cada entrada define en cual “jornada”se enfrentardn los
procesadores. En la tabla[4.9]se presenta, como ejemplo, la matriz para 10 procesadores.

| Procesadores [[ 1 [2 [3 |4 [5[6 |7 [8 ]9 [10]
1 ‘1)1 3[4 ]5]6[7[8]9
2 1 [-1]3[4]5]6[7[8]9 ]2
3 2 [3[-1[5]6[7[8]9]1 ][4
4 3[4 [5[-1[7[8]9]1]2]6
5 4156 |7 |-1]9]1]2][3]8
6 sle 789 [-1]2]3]4]1
7 6 [7[8 91 [2]-1]4]5]3
8 708 9 1 [2[3]4]-1]6]5
9 8 [9 |1 2 [3[4]5]6][-1]7
10 9 2 ]4]6 [8]1[3]5]7 -1

Figura 4.9: Tabla de comunicacién por pares para 10 procesadores.

"En el caso en el que se envien todas las variables conservativas Bsize = 9 X N, + gpts X N, + gpts
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Todo esto se refleja en que habra un ciclo de N — 1 iteraciones, en el que se envian y reciben
datos. También esto causa la restricciéon de que el nimero de procesadores que participen en la
simulacidn sea par.

Broadcasting

Dentro de las herramientas que se tienen en la biblioteca MPI, existe una para mandar un men-
saje desde un procesador a todos los demds al mismo tiempo, diferente a la comunicacion por pares,
esto se conoce como Broadcast y se hace mediante la instruccién mpi_bcast. Esta herramienta se
utiliza para compartir la informacién de los metadatos de la siguiente manera:

1. Se crea un arreglo de tamafio N de variables 16gicas, donde N es el nimero de nodos que se
evolucionan en el procesador.

2. Se llena el arreglo visitando cada nodo del procesador y guardando el estado de la bandera de
interés.

3. Se ejecuta el broadcast de este arreglo y todos los demds procesadores reciben esta informa-
cién.

4. En cada procesador se recorre el drbol de metadatos de la misma manera que en el procesador
emisor y se vacia la informacién de las banderas en cada nodo de manera reciproca a como
se llend el arreglo.

5. El arreglo con la informacion de las banderas se elimina.

En el cddigo, la rutina que hace el broadcast genera una matriz de tamafio N, X Ng,, donde N), es
el nimero de procesadores y Ng, es el numero de nodos pertenecientes al procesador, esta matriz
llena primero la fila que corresponde al procesador correspondiente y el resto de filas se llena por
medio de los pasos atréds descritos. Una vez llena la matriz, todo el drbol de metadatos se actualiza.

4.5.4. Tareas del codigo

A continuacién se presentan las tareas que realiza el programa AMR version paralela:

1. Evolucionar las variables. Se realiza del nivel de refinamiento inicial al nivel de refinamiento
maximo.
a) Condiciones de frontera a vecinos con dominio refinado.
b) Condiciones de frontera fisicas.
¢) Condiciones de frontera vecinos mismo nivel de refinamiento /.
d) Metodo de Lineas para avanzar los datos At.
e) Evolucionar recursivamente nivel [ + 1.
f) Condiciones de frontera a vecinos con dominio refinado.

g) Evolucionar recursivamente nivel / + 1.
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h) Inyectar datos del dominio refinado al dominio grueso.
i) Implementar correccion de flujos.
2. Refinar Dominio. Se realiza del nivel maximo de refinamiento en orden descendente hasta el
nivel de refinamiento inicial.
a) Limpiar las marcas de refinamiento.
b) Desalojar memoria de donde se guardan las correcciones de flujos.
¢) Marcar bloques de datos segtin cierto criterio de refinamiento.
d) Hacer broadcast de esta marcas.
e) Marcar bloques de datos si los vecinos estan marcados.
/) Marcar bloques de datos si contienen hijos que contienen dominios refinados.
g) Activar y desactivar bloques de datos si poseen 0 no marcas.

h) Rellenar los nodos con bloques de datos nuevos (s6lo si pertenecen procesador que
realiza los calculos).

i) Alojar memoria para las correcciones de flujos interrefinamiento.
3. Guardar datos de manera secuencial, es decir, proceso por proceso.

Las instrucciones marcadas en negrita son las tnicas en los cuales se necesita establecer comunica-
cién entre procesos. En todas las demds, el cédigo es andlogo a la versién serial.






Capitulo 5

Pruebas magnetohidrodinamicas.

Resumen

En este capitulo se presentan algunas resultados obtenidos al utilizar el c6digo CAFE-AMR para
las pruebas estandar de la MHD siguientes: Onda expansiva bidimensional; Vértice de Orszag-Tang;
Rotor 2D; Tubo de choque 3D rotado; Interaccidén nube-viento supersénico 3D. Aunque no todas
las pruebas son adecuadas para probar la estrategia AMR, éstas ayudan a contrastar los resultados
obtenidos con los de trabajos paralelos. Se argumenta al final de este capitulo que la herramienta
numérica es adecuada para realizar simulaciones robustas.

5.1. Onda expansiva bidimensional

Esta es una de las pruebas bdsicas de un c6digo hidrodindmico y se usé aqui para mostrar qué
también persigue la estrategia AMR de este trabajo a la geometria de una onda de choque esférica
expansiva, asi como las estructuras que deja detrds de ella. Para esta prueba se ha utilizado el criterio
dado por la ecuacién4.2]para activar el proceso de refinamiento. E1 dominio numérico estd dado por
[-1,1] x [-1, 1] usando las siguientes condiciones iniciales para la densidad, presioén y velocidad
del tubo de choque de Sod [Sod, [1978]]:

(1,1,0,0), x? +y? <0.5?

. p, V5V = {(0.125,0.1,0,0), 2 +y2 > 0.5, G-

considerando un valor para el indice adiabatico y = 1.4. Se ha fijado una resolucién base de dominio
discreto de 32 x 32 celdas con dos niveles de refinamiento resultado en una resolucién equivalente
de 128 x 128 celdas. El factor CFL se fija a 0.125 y se emplean condiciones de frontera de flujo
saliente. Los flujos numéricos se construyen con la férmula HLLE junto con el reconstructor lineal
Minmod.

Los resultados para la densidad y la estrategia de refinamiento en un tiempo ¢ = 0.2 se muestran
en la Figura Se usaron dos diferentes valores para el umbral de refinamiento y, = 5, 10 en
la ecuacion .1 La Figura ilustra qué tan bien es capturada la onda de choque por un cascarén de
celdas de alta resolucion, mientras que otro cascarén cubre estructuras dejadas detrds de éste. Los

65
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Figura 5.1: Perfil de densidad (izquierda) y cobertura del refinamiento (derecha) de la onda ex-
pansiva bidimensional, usando y, = 5 (parte superior), 10 (parte inferior) con el criterio (.2) en
un tiempo ¢ = 0.2. El gradiente de colores para la densidad va del rojo para p = 1 al azul para
p = 0.125, mientras que el gradiente de colores para la estructura de refinamiento va de azul para la
resolucién base al rojo para la resolucién mas alta.

resultados para los dos valores de y, indican como ajustar este pardmetro para poder manejar la
carga de las celdas refinadas y qué tan costoso seria en términos de la memoria. También se muestra
que los esquemas de refinamiento apropiadamente anidan cada nivel de refinamiento, de manera
que los dominios de nivel £ nunca lindan con dominios de nivel mayor que ¢ + 1.

En la Figura se muestra el tiempo de cdmputo para la simulacion de la onda expansiva
bidimensional en funcién de los procesadores utilizados. Se notan dos cosas: aumentar los niveles
de refinamiento incrementa el tiempo de cémputo, y que para este problema de simetria esférica, 16
procesadores tienden a reducir el tiempo de cémputo.

5.2. Vortice de Orszag-Tang

Este problema fue presentado en [Orszag and Tang, [1979]. Sirve para medir la robustez del
cddigo en el manejo de la formacién de choques y la transicion para la turbulencia supersénica en
la MHD de dos dimensiones. Con esta prueba se pueden hacer estimaciones de la contribucién de
los monopolos magnéticos en la simulacién, ya que se manifiestan regiones en las cuales V- B # 0.

Para construir el test se utilizan las siguientes especificaciones: Las dimensiones del dominio
numérico son de [0, 1] X [0, 1]; con una resolucién inicial de 64 x 64 celdas y tres niveles de refina-
miento dando como resolucién equivalente de 512 x 512 celdas; el criterio de refinamiento utilizado
es el de [4.3| con la densidad p como funcion escalar para evaluar y un umbral de refinamiento de
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Figura 5.2: Tiempo computacional utilizado para dos niveles de refinamiento (izquierda) y para tres
niveles de refinamiento (derecha), usando como umbral de refinamiento y, = 5 con el criterio (4.2)
en un tiempo ¢ = 0.06.

Xr = 0.1; el factor de estabilidad tiene un valor de CFL = 0.5; los flujos numéricos se construyeron
utilizando la férmula de Roe junto con el reconstructor lineal Minmod; las condiciones de frontera
son periddicas.

Para los valores iniciales se utilizan componentes periddicas dadas por la siguiente tabla

£0 25/36n
Py 5/12n
Vy | =V sin[27y]

Vy vo sin[27x]
By | —By sin[2my]
By | Bysin[4nrx]

dondevg =1y By =1/ Var y el indice adiabdtico tiene un valor de 5/3.
Los datos iniciales para p y P se calculan usando 8 = 10/3 y el nimero Mach M = 1, se

obtienen de la siguiente forma:
ﬁo =8 Po
_ P
¥Po
El campo magnético se calcula a través de un potencial vectorial A definido en dos dimensiones
como

A =By 4 2n
De manera que V X A = B. Esto garantiza que V - B = 0 inicialmente.

En la Figura se presentan las gréificas de la densidad, p, y de la divergencia del campo
magnético, V-B, a un tiempo ¢ = 0.5.Se aprecia que el perfil de la densidad es altamente estructurado
y posee varias regiones discontinuas y es precisamente en estas regiones donde la variacién de la
divergencia del campo magnético es no nula. No obstante puede verse que en la mayor parte del
dominio numérico la divergencia es cercana a cero.

4 2
cos(4mx) . cos( ny))i



68 Capitulo 5. Pruebas magnetohidrodinamicas.
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Figura 5.3: Perfil de la densidad (izquierda) y de la divergencia del campo magnético (derecha) de
la prueba del vortice de Orszag-Tang al tiempo ¢ = 0.5. Los valores de V - B han sido restringidos
de -1 a 1 para facilidad de observacion.

Pseudocolor
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Figura 5.4: Perfil de la magnitud de la velocidad normalizado con respecto a la velocidad del sonido
para la prueba del vértice de Orszag-Tang al tiempo ¢ = 0.5. Del lado izquierdo se muestran sélo
las regiones que poseen velocidades supersénicas (valores > 1 en la grafica); del lado derecho se
muestra como la estrategia AMR asigna la mayor resolucion a ciertas regiones.
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Figura 5.5: Tiempo computacional utilizado en funcién del niimero de procesadores para dos nive-
les de refinamiento(izquierda) y para tres niveles de refinamiento (derecha), en un tiempo ¢ = 0.5

En la Figura se puede observar que la velocidad del fluido es supersénica en regiones cer-
canas a ciertas discontinuidades. Es en estas zonas donde se podria desarrollar turbulencia. Por
otra parte se observa que la estrategia de refinamiento implementada cubre las regiones de mayor
magnitud de la velocidad, no obstante existen algunas zonas que no fueron cubiertas con la mayor
resolucion. El escoger la densidad como funcién escalar evaluadora del refinamiento permite obser-
var que ciertas cantidades no serdn cubiertas de la mejor manera. Por otra parte, ésta prueba tiene
muchas subestructuras finas a lo largo de todo el dominio lo cual lo convierte en un sistema poco
apropiado para resolverlo utilizando la estrategia AMR.

En la Figura [5.5] se muestra el tiempo de cémputo para la simulacién del vortice de Orszag-
Tang en funcién de los procesadores utilizados. Al aumentar los niveles de refinamiento crece el
tiempo de computo, para este problema dada la naturaleza periddica y ubicua de las subestructuras
complejas que componen a la simulacién, el nlimero que parece reducir el tiempo de computo es de
16 procesadores, al igual que en el caso esférico de la onda expansiva.

5.3. Rotor 2D

Esta inestabilidad sirve para probar al cédigo CAFE-AMR en un escenario donde fuertes ondas
alfvénicas torcionales se generen y propaguen en el dominio numérico. Se define el problema en el
dominio [0, 1] X [0, 1] el cual es cubierto con 128 x 128 celdas y utilizando un factor de estabilidad
de CFL = 0.125. Las simulaciones utilizan al férmula de flujos HLLE y el reconstructor lineal
Minmod. Las condiciones iniciales que disparan la simulacién para la densidad y la velocidad estan
dadas segtin el trabajo de [Balsara and Spicer, |1999]):

(10, — fup(y — 0.5)/rg, —fuo(x — 0.5)/ro) r<ry
O, Ve, vy) = (1 +9f(r), —fup(y —0.5)/r, fup(x —0.5)/r) ro<r<n
(1,0,0) r>r

donde los pardmetros numéricos se fijan como ry = 0.1, r; = 0.115. Las coordenas radiales se

miden del centro de simetrfa 7 = +/(x — 0.5)2 + (y — 0.5)? y usando la funcién f(r) = ;1_;; yug=1.

El campo magnético es horizontal inicialmente y se define como (By, By) = (5/ V4r,0). En todo el
dominio se fija la presién como p(x,y) = 1, y la prueba se calcula asumiendo un indice adiabético
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Figura 5.6: Instantdneas de la densidad (izquierda) y de la estructura de refinamiento(derecha) de la
prueba del Rotor 2D en un tiempo ¢ = 0.15 usando el criterio de refinamiento (4.2)) y con un umbral
de y, = 20. En la parte superior e inferior se muestran los resultados para dos y tres niveles de
refinamiento, respectivamente. Las lineas blancas representan un muestreo de las lineas de campo
magnético.

de ¥y = 1.4. En esta prueba, el campo magnético desacelera la velocidad de rotacién al impedir la
torsion de las lineas de campo magnético. Instantdneas de la evolucién aparecen en la Figura [5.6]
donde se usa el criterio de refinamiento (4.2)) con un umbral de y, = 20. La Figura muestra las
comparaciones para simulaciones con dos y tres niveles de refinamiento.

5.4. Tubo de Choque 3D Rotado

La version de una dimensién de esta prueba fue propuesta por [Ryu and Jones| [1994] para
evaluar los esquemas numéricos para métodos que capturen [Gardiner and Stone, 2008] al conjunto
de valores iniciales se le implementd una transformacién para poder producir una onda de choque
que se desplazara a lo largo de un plano no preferencial para un cédigo tres dimensional descrito en
coordenadas cartesianas. Esta prueba consisten en mostrar la invariancia traslacional de la solucién.
Por ejemplo, en [Mignone et al.,2011] esta prueba es usada para ponderar el rastreo de los diferentes
tipos de discontinuidades, asi como de su adecuada evolucién, usando la estrategia AMR.

Las condiciones iniciales consisten en un problema de Riemann con la discontinuidad definida
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en un plano oblicuo al dominio numérico. Esto se hace al escoger un sistema referencial cartesiano
apropiado, (x1,y1,21), con la interfaz ubicada en x; = 0; se definen, entonces, los estados izquierdo
(x1 < 0) y derecho (x; > 0) para la discontinuidad. Estas condiciones iniciales son luego mapeadas
al dominio computacional a través de transformaciones de rotacién dadas por

X = xjcosacosPB—y;sinf—zsinacosf

y

xjcosasinf +yjcosf —z; sinasinf (5.2)

= x;sina + 7 cosa,

donde los dngulos a y S son dngulos de rotacién alrededor de los ejes y y z, respectivamente. Al
tener celdas cuibicas, estos dngulos se escogen de tal manera que se logra tener un desplazamiento
entero de las celdas (n,, ny, n;), a partir de la disposicion en una dimension, donde

t
My + iy tan B + n s = 0, (5.3)
cosf
Las condiciones iniciales especificas estdn dadas por
- 2 36 _2 T
Vi =(1.08,1.2,0.01,0.5, I Ve m,0.95) (5.4)
Vi =(1,0,0,0, %=, =, =, 1), ‘
Var® Var® Van

donde los subindices L y R implican los estados iniciales izquierdo y derecho, respectivamente, y
V = (p,Vx, vy, V;, By, By, Bz, p) es el vector de variables primitivas. El dominio numérico es una caja
de tamafio [—0.75,0.75] x [-0.9375,0.9375] x [-0.9375,0.9375], que se ha discretizado con una
resolucion base de 192 x 24 x 24 celdas, y tres niveles de refinamiento para lograr una resolucién
equivalente de 3048 x 384 x 384 celdas. Para la evolucion se usé un factor de estabilidad de CFL =
0.125 y condiciones de frontera de flujo saliente. El criterio de refinamiento es (4.2)) con un umbral
de refinamiento de y, = 1.0. Los flujos numéricos estdn construidos utilizando la férmula de flujos
HLLC con el reconstructor lineal Minmod. Los dngulos de rotacion para el problema de Riemann,
ver la ecuacion (5.3)), fueron escogidos para sertan @ = —0.053, tan 3/ cos @ = 0.025.

La Figura [5.7] presenta la solucién a lo largo del eje x; del sistema de referencia no rotado con
y1 =z1 = 0ent = 0.1875. Para producir las graficas, se ha aplicado la rotacién inversa a la planteada
en la ecuacién (5.2). La solucién consiste de dos ondas de choque de modo répido separadas por
una discontinuidad rotacional y una discontinuidad de contacto, lo cual es conforme con la prueba
de una dimensién de [Ryu and Jones, [1994]. La solucién tiene una onda de baja amplitud y alta
frecuencia en By, ubicada en la discontinuidad de contacto y capturada por la férmula de flujos
HLLC, Ia cual puede ser producida por el error de aproximar el problema con un esquema de tres
ondas cuando el problema linealizados de las ecuaciones MHD corresponde a una solucién de 7
ondas. Se requiere en ese sentido analisis posteriores con los métodos de flujos tipo Roe, lo cual se
realizara en trabajos posteriores.

En la Figura|5.8|se muestra como la estrategia de refinamiento persigue las regiones del dominio
numérico que presentan mayor estructura, lo cual permite rastrear las ondas MHD con una mayor
resolucién
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Figura 5.7: Densidad, Presién, Campo magnético, y componentes de la velocidad de la prueba del
tubo de choque 3D rotado al tiempo ¢ = 0.1875. Las mediciones son realizadas a lo largo del eje x|
perteneciente al sistema no rotado.
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Figura 5.8: Estructura de refinamiento de la prueba del tubo de choque 3D Rotado al tiempo ¢ =
0.1875. La region en purpura tiene la resolucion mads alta, mientras que las regiones mas verdes son
de celdas mas voluminosas.
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5.4.1. Interacciéon nube-viento supersonico 3D .

Esta prueba ha sido presentada en [Agertz et al., 2007]] con la motivacién de conocer si una
implementacion de la estrategia AMR es capaz de capturar estructuras hidrodindmicas altamente
localizadas, cuyos altos gradientes de presién generen estructuras magnética en localizadas. Esta
prueba presenta procesos tipicamente astrofisicos importantes para un sistema multifase, tales co-
mo el arrancamiento por la presién de choque y la fragmentacion a través de inestabilidades tipo
Rayleigh-Taylor (RT) y Kelvin-Helmholtz (KH). En el contexto de la estrategia AMR, este proble-
ma se ha usado para validar qué tan bien se rastrean estructuras localizadas, como fue mostrado en
[Ziegler, [2008]]. Esta prueba simula la interaccion entre un fluido, caliente y supersénico, con una
nube de gas esférica de mayor densidad, fria y en reposo. Todo el sistema tiene una presion inicial
constante, y un campo magnético constante el cual tiene la misma direccién que la velocidad del
viento.

La disposicion de la prueba presenta varios procesos localizados, y cada uno posee su propia
escala temporal. Por ejemplo, la velocidad a la cual el viento es advectado, la formacién y propaga-
cién del arco de choque o también las velocidades alfvénicas del campo magnético inicial definen
escalas temporales; detrds del arco de choque, los procesos que estdn involucrados en la deforma-
ci6én de la nube y su subsecuente destruccion incluyen la propagacién de choques internos, fuera de
la nube la velocidad hacia abajo tiene una velocidad subsénica que produce inestabilidades tipo KH
y también, a causa de la aceleracion repentina de la nube estacionaria, inestabilidades RT son for-
madas, cada una teniendo su tasa de crecimiento. Esta prueba muestra qué tan bien son capturados
estos procesos.

Se utilizé un dominio numérico dado por [0, L,] X [0, L] x [0, L.], donde L, = 10, L, = 10,
L, = 40, condiciones de frontera periddicas, cinco niveles de refinamiento con el criterio dado por
(#@.3)) usando la densidad y la presién hidrodindmica como funciones de evaluacién y un umbral
de refinamiento de y,=0.1; se ha utilizado una resolucién base de 32 x 32 x 128 celdas y una
resolucién equivalente de 1024 x 1024 x 4096 celdas. La densidad del viento tiene un valor de
p = 1.67 x 1072'Kgm3, la temperatura T = 2621K, la velocidad inicial de v. = 2.7C;, donde
Cs = \JykgT/m, es la velocidad del sonido; el indice adiabdtico tiene un valor de y = 5/3, kg
es la constante de Boltzmann, m, la unidad de masa atdmica. La nube esférica tiene un radio de
R = 0.25, una densidad de p,; = 10 X p, y una temperatura de 7./ = T/10. El campo magnético
homogéneo tiene una magnitud de B, = 10> Tesla, lo cual resulta en una beta del plasma del orden
de 8 ~ 10°. Para mantener la inyeccién del viento y el campo magnético externo, se utilizaron
condiciones de frontera periddicas.

La Figura muestra cortes de la densidad y de la componente del campo magnético B, en
y = 0. Por encima de todo se presenta un estructura tipo filamento del campo magnético la cual
crece en direccién del flujo supersénico y que es causada por la compresion del gas que la rodea.
En el tiempo ¢ = 0.23, la presencia del arco de choque junto con el choque interno de la nube
pueden observarse; a t = 0.42 hay un aplanamiento de la nube que es producido por la diferencia
de presiones al frente del choque y a los lados de la nube; al tiempo ¢ = 0.70, una inestabilidad
RT comienza a formarse al mismo tiempo que las inestabilidades KH se presentan a los lados de la
nube.

La Figura [5.10] muestra una ampliacién de la densidad y de la componente B, del campo
magnético junto con la malla adaptativa al tiempo ¢ = 1.17, donde la inestabilidad RT ha creci-
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(a)

()

©

Figura 5.9: Instantaneas en el plano y = 0 de la densidad (parte superior), y en la componente B, del
campo magnético (parte inferior), en tiempos = 0.23, 0.42, 0.70, para la prueba de la interaccién
nube-viento supersénico 3D.
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Figura 5.10: Ampliacién de la densidad y campo magnético al tiempo ¢ = 1.17 de la interaccién of
nube-viento supersénico 3D, junto con la malla adaptada a la estructura de choque de los procesos.
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do lo suficiente para destruir a la nube. La malla recubre adecuadamente la estructura del arco de
choque, los choques internos de la nube y también la estructura de filamento del campo magnético.
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5.5. Discusion de resultados y comentarios finales

En la jerga de ciencias computacionales se utiliza el término speedup como medida del rendi-
miento [Banerjee, |1979]. Segtn [[Chivers and Sleightholmel 2018]], existen dos criterios principales
para definir el speedup. Por una parte se tiene la ley de Amdahl, [Amdahl,|1967], la cual asume que
el problema no crece al paralelizarlo y por otra parte se tiene la Ley de Gustaffson |Gustafson, 1988]],
la cual asume que se pueden resolver problemas mds grandes al paralelizar. Estos dos términos son
empiricos y tienen esta forma:

’ H Gustaffson ‘ Amdahl ‘
’ Speedup H N-S(N-1) ‘ (1_P)+P/N ‘

donde N representa el numero de procesadores, S es la fraccion del programa que permanece
serial, P la fraccién del programa que se paraleliza.

La forma de estas medidas permite ver que el aumento de speedup no es lineal con el aumento
de procesadores y se llega, inclusive en un caso idealizado, a una cota. Por ejemplo en el caso del
codigo NIRVANA [Stone et al., [2008]], en las primeras versiones presentadas de paralelizacién, al
aumentar de 128 a 256 procesadores aumenta el tiempo de computo para cierto tipo de simulaciones.

Con esto en mente, se tiene que el medir qué tanto mejora un cédigo al paralelizar sus procesos
resulta un poco complicado de definir; y el comportamiento a primera vista patoldgico del tiempo
de cémputo para las pruebas de onda expansiva y la prueba MHD de Orszag-Tang, es decir que a
partir de cierto punto el requerimiento crece, puede entenderse como algo normal. No obstante el
codigo CAFE-AMR puede implementar en trabajos futuros esquemas de distribucion dindmica de
trabajo, los cuales estdn siendo utilizados en la comunidad.

Ahora bien, con respecto a los demds aspectos de las pruebas numéricas presentadas en este
capitulo, podemos afirmar que los resultados obtenidos son consistentes con los presentados en las
referencias de manera cualitativa.

Con todo, en los capitulos siguientes se muestra como el cdigo CAFE-AMR ha sido utilizado
efectivamente para hacer simulaciones pertenecientes a la fisica solar utilizando la estrategia AMR.






Capitulo 6

Inestabilidades magnetohidrodinamicas

Resumen

En este capitulo se realizan simulaciones para inestabilidades tipo Kelvin-Helmholtz y del ti-
po Rayleigh-Taylor las cuales modelan la dindmica de la interfaz entre dos fases de un fluido. Se
observa que la interfaz tiene una estructura compleja la cudl es mejor capturada al utilizar la im-
plementacion de la estrategia AMR de este trabajo. En la introduccién se discute acerca de las
inestabilidades desde el punto de vista de las ecuaciones MHD. En la seccién de especificaciones
se establecen los pardmetros para realizar las simulaciones. En la seccién de resultados se muestran
algunas instantaneas de los resultados de las simulaciones. En la seccidn de discusion de resultados
y comentarios finales se argumenta la pertinencia de utilizar la estrategia AMR para el andlisis de
las inestabilidades.

6.1. Introduccion

El andlisis de un plasma en equilibrio y de su estabilidad es de gran interés no s6lo para contextos
relevantes a la fisica solar; sino que se extienden a aplicaciones de escalas astrofisicas mayores[]
también para sistemas de laboratoricﬂ

Como se aborda en [Gurnett and Bhattacharjee), 2005[], cuando un plasma se encuentra en una
configuracién en equilibrio, se refiere a que dicha configuracidn es estacionaria, es decir que no
varia en el tiempo; pero, los equilibrios se clasifican conforme a cémo se desarrollan en el tiem-
po después de sufrir perturbaciones en alguna de las cantidades macroscopicas, es asi que hay dos
categorias, equilibrios estables y equilibrios inestables. Los equilibrios estables oscilan alrededor
de la configuracién inicial y pueden presentar amortiguacién que desvanece exponencialmente la
perturbacion hasta retornar a la configuracion no perturbada; los equilibrios inestables o inestabili-
dades magnifican la perturbacién exponencialmente hasta que el sistema sale de su configuracién
en equilibrio.

Ademads, para los plasmas, los equilibrios presentan otra clasificacion particular:

"Por ejemplo las inestabilidades magneto rotacionales han sido utilizadas para describir los discos de acrecién de los
hoyos negros y [Yokosawa and Inui, [2005].
2El confinamiento estacionario del plasma es fundamental para los dispositivos de fusién.

79
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1. Equilibrio magnetostético: Donde la velocidad de bulto del plasma puede anularse bajo trans-
formaciones galileanas.

Existen algunos aspectos interesantes de los equilibrios magnetostaticos. De la ecuacién de
conservacién del momento puede verse que en estas configuraciones tanto el campo magnéti-
co como la corriente eléctrica deben ser tangentes a superficies isobdricas, pues

B-VP=0,
JXB=VP= 6.1)
J-VP=0.

donde J es la corriente eléctrica y B el campo magnético. Otro aspecto interesante es que el
teorema del virial asociado al plasma nos permite afirmar que es imposible tener confinamien-
to de plasma, por ejemplo en el caso de plasmoides, a menos de que actien fuerzas externas.
En ese sentido, en los libros de fundamentos de fisica de plasma (vease por ejemplo [Bit-
tencourt, 2004]), en las configuraciones magnetostaticas compactas se aborda siempre como
pueden generarse en el laboratorio.

Los equilibrios magnetostaticos a su vez pueden clasificarse en dos tipos:

a) Libres de fuerza: Equilibrios en los cuales la fuerza de Lorentz es nula, es decir JxB = 0.

b) Balance de fuerza: Equilibrios en los cuales la fuerza de Lorentz no es nula, es decir
JxB #0.

2. Equilibrio MHD: El perfil de velocidades del plasma es heterogéneo y no nulo.

Con respecto al Sol, algunos fenémenos tanto de la atmdsfera baja del sol como la heliosfera
estdn constituidos por estructuras de muy larga duracion, las cuales se pueden modelar como equi-
librios magnetostaticos. Tal es el caso de las cuerdas de flujo y los campos toroidales, los cuales
pueden modelar las lineas de campo abiertas, vease por ejemplo [Hu et al., 2015]], y los bucles de
fulguracion, vease por ejemplo [Kliem et al., [2004]], respectivamente.

Estudiar las configuraciones en equilibrio, desde el punto de vista de las ecuaciones MHD,
permite comprender que escenarios estacionarios son fisicamente posibles y entender la naturaleza
de su estabilidad.

Por ejemplo, el operador de fuerza lineal para equilibrios magnetostaticos se utiliza para este
fin. Este operador funciona de la siguiente manera:

Suponiendo que las variaciones de las cantidades macroscopicas del plasma son pequeiias, pue-
de escribirse

P =po+pi (6.2)
P= P() + Py (6.3)
B = By + By (6.4)

V=V (6.5)

donde p es la densidad, P es la presioén hidrodinamica y v es la velocidad; los subindices O indican
que son las cantidades para el sistema en equilibrio, mientras que los subindices 1 corresponden a
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los valores de la perturbacion. Sustituyendo en la ecuacion de conservacién de momento se obtiene

2
po7ast = F(v1.Bo. Po), (6.6)
t
donde F es el operador de fuerza lineal. En [Gurnett and Bhattacharjeel, 2005]] puede verse que este
operador es autoadjunto de manera que, descomponiendo en funcidénes armonicas a la perturbacién
de la velocidad, se puede encontrar los modos que llevan a regimenes oscilatorios, amortiguantes 6
de crecimiento exponencial.

Para las configuraciones de equilibrio MHD se puede hacer este mismo andlisis linealizado,
aunque el proceso es de mayor complejidad.

En el caso de una inestabilidad, una vez que ésta se dispara, rdpidamente escapa del andlisis
lineal y es necesario utilizar herramientas numéricas para las no-linearidades. Aunado a esto, la
precision con la que es capturada la perturbacién inicial puede tener efectos estructurales a pequefia
y gran escala; de manera que la estrategia de refinamiento adaptativo se posiciona como mecanismo
idéneo en la evolucién no lineal de estos sistemas.

En este capitulo, presentamos la simulacion de la version magnetohidrodindmica de dos inesta-
bilidades, la del tipo KH y la del tipo RT, las cuales presentan estructuras finas localizadas, idedles
para la evaluacién de la implentaci6n de la estrategia AMR. En la seccion [6.2] se establecen las es-
pecificaciones de la simulaciones; En la seccién se muestran los resultados de las simulaciones
y finalmente en la seccién [6.4]se discuten los resultados asi y se muestran los argumentos a favor de
la implementacién AMR para el estudio de las inestabilidades.

6.2. Especificaciones de la simulacion

Para abordar el comportamiento no lineal de las inestabilidades, en este trabajo se realizaron dos
configuraciones inestables; las inestabilidades de Kelvin-Helmholtz y las inestabilidades Raleygh-
Taylor. Los objetivos principales de as simulaciones son evaluar el efecto de la estrategia AMR en el
comportamiento no lineal de la inestabilidad y como afectan los criterios de refinamiento a la hora
de seleccionar las regiones que poseerdn mayor resolucion.

6.2.1. Inestabilidad Kelvin-Helmholtz

Las inestabilidades KH son pruebas estdndar para los cddigos hidrodindmicos, y en el contexto
de fisica solar, estas pueden ocurrir en las fronteras entre diferentes regiones del viento solar que
presenten variaciones pronunciadas en la velocidad o la densidad; pero también en chorros solares
de escalas pequeifias [Skirvin et al.,[2023]]. Como se muestra en [Mishin and Tomozov, 2016], estas
inestabilidades pueden generar la formacion de estructuras turbulentas y la mezcla de plasma, el
cual puede afectar la propagacién y las propiedades del viento solar.

La prueba que se presenta en este trabajo, en la cual las discontinuidades entre regiones con
flujos opuestos desarrollan patrones espirales, los cuales son un reto para que la estrategia de refi-
namiento adapativo pueda rastrearlas adecuadamente.

Las condiciones iniciales son las siguientes:
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(1,2.5,-0.5,0,0.2,0), [yl <0.52

(p’ P> Vx, Vy, Bx, By) = { (2’ 25’ 05, O, 02’ 0)’ |y| > 0.25 (67)

Donde el indice adiabdtico tiene un valor de y = 1.4. Para poder generar la inestabilidad, se inserta
una perturbacién en la velocidad dada por

Vy=Vy+0
(6.8)
Vy = vy + 0,

donde 6 = 0.1 cos(4nx) sin(4ny).

Esta prueba se define en un dominio de dimensiones [—0.5,0.5] x[—0.5, 0.5], con una resolucién
base de 160x 160 celdas, la resolucién temporal estd dada por un factor CFL de 0.75. Para esta prue-
ba se utiliz6 la férmula de flujos Roe y la evolucién temporal CTU. Para esta prueba se realizarion
tres simulaciones con diferentes criterios de refinamiento y diferentes niveles de refinamiento.

Simulacion 1

En la primera simulacién se utilizé el criterio (4.3]) con un umbral de y, = 0.1 usando la densidad
p como la funcion de evaluacién en Se utilizaron 5 niveles de refinamiento, los cuales dan una
resolucién equivalente de 5120 x 5120 celdas.

Simulacion 2

En la segunda simulacion se utiliz6 el criterio[d.2] don un umbral de y = 10. Se fijaron 4 niveles
de refinamiento los cuales dan una resolucién equivalente de 1024 x 1024 celdas.

Simulacion 3

En la segunda simulacién se utilizé el criterio con un umbral de y, = 0.05, usando la
densidad p como la funcién de evaluacién en Se fijaron 4 niveles de refinamiento los cuales dan
una resolucién equivalente de 1024 x 1024 celdas.

6.2.2. Inestabilidad Rayleigh-Taylor

En presencia de la aceleracion de la gravedacﬂ cuando un fluido que presenta una fase de
densidad baja y una densidad alta, con la regién de menor densidad soportando a la de mayor
densidad y todo el sistema inicialmente en un quilibrio hidrostético, pequefias perturbaciones dan
lugar al crecimineto de la inestabilidad tipo RT.

El anélisis de este tipo de inestabilidades es utilizado para mostrar como una perturbacion li-
neal desarrolla comportamientos no-lineales complejos. Por otra parte, las inestabilidades RT en el

3En general, pueden darse inestabilidades tipo Rayleigh-Taylor con cualquier aceleracién que se le imprima al fluido
como bulto, siempre que haya una separacion entre fases de densidad.
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contexto de fisica solar sirven para obtener una mayor comprension en los procesos fisicos de res-
ponsables para las erupciones solares, liberacion de energia en la atmosfera solar (véase por ejemplo
Jenkins and Keppens| [2022])).

Al inicio, en el régimen lineal de la evolucién de la perturbacion, la tasa de crecimiento de estas
inestabilidades depende del nimero de onda y la frecuencia de oscilacion de la perturbacién; por
ejemplo, la amplitud de la perturbacién crece mds répido para perturbaciones de nimero de onda
mads pequefias, como se ha analizado en [Stone and Gardiner, [2007]. Después, cuando la perturba-
cién evoluciona hacia el régimen nolineal, burbujas se forman de la regién de menor densidad y se
desplazan hacia arriba mientras que gotas caen de la regiéon de mayor densidad, de manera que hay
un cruce en la interfaz que separa estas regiones. Todo el proceso culmina en la mezcla de las dos
fases inciales y esta complejidad es la razén por la cudl es una prueba demandante para los cédigos
de dindmicas de fluidos.

En el caso de la MHD, el plasma se considera como un gas ideal que responde a perturbaciones
del campo magnético, el cual cambia la evolucién de la inestabilidad. En esta prueba, el campo
magnético se dispone de manera que inhibe el crecimiento de la inestabilidad. Para mostrar que el
codigo de este trabajo puede manejar estos escenarios inestables, ademds de que permite evaluar
qué también se lidia con la gravedad, se presenta la prueba bidimensional de inestabilidad RT.

El problema se restringe a un dominio numérico x € [-0.5,0.5], y € [-1.5,0.5] y se fija la
interfaz de las fases en yg = 0. Las condiciones inciales asumen la densidad debajo y encima de la
interfdz con un valor de p;, = 1 and py = 4p respectivamente. La constante gravitacional se fija a
un valor de g = —1.0 y el sistema se encuentra en equilibrio hidrostatico, consistente con el perfil
de la presion de

100
py) = > = PgYs (6.9)

el cual en turno define la velocidad del sonido como ¢y = 10 y un tiempo de cruce del fluido a través
la interfaz de t = 0.1.

A lo largo de la direccién * se utilizan condiciones de frontera periédicas, mientras que en la
direcciéon ¥ las condiciones de frontera son fijas. La resolucion base es de 64 x 128 celdas con
cinco niveles de refinamiento, lo cual resulta en una resolucién eugivalente de 2048 x 4096 celdas.
El criterio de refinamiento utilizado es el de (4.3) usando la presién hidrodindmica, densidad y la
componente vy, de la velocidad como funciones de evaluacion; el umbral de refinamiento se fija
como y, = 0.1. Se utilizan los flujos numéricos tipo Roe usando un reconstructor Minmod. La
resolucion temporal estd dada por un factor de estabilidad de CFL = 0.75.

La perturbacién que dispara la inestabilidad se afiade al campo de velocidades en la interfaz
asumiendo el perfil

Exp[—(5.0x)]
10cosh[(10y)2]’

la cual es la versién bidimenisonal de la prueba de la inestabilidad presentada en|Mignone et al.,
2011]]; también se define el campo magnético en direccid %, es decir, paralelo a la interfaz de sepa-
racién, de manera que B = (B,,0,0), donde

By = a (o - prlgl. (6.11)

Vy(x’ y) = (610)
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Para analizar la inestabilidad se realizaron dos simulaciones:

Simulacion 1

Este es el caso hidrodindmico en el cual @ = 0 en la ecuacién (6.11).

Simulacion 2

Este es el caso ligeramente magnetizado en el cual @ = 0.06 en la ecuacién (6.11).

6.3. Resultados

Ambas pruebas de inestabilidad se centran en la dindmica y la modificacién de la estructura de la
capa que separa dos fases de un fluido; en ese sentido se observé que las estrategias de refinamiento
implementadas son capaces de capturar la evolucion de las interfaces y esto a su vez modifica la
estructura fina de la solucion.

6.3.1. Inestabilidad Kelvin-Helmholtz

En la Figura se muestra una instantanea del perfil de la densidad a un tiempo ¢ = 0.25 junto
con un acercamiento hecho a una regién que comprende una subseccion de la interfaz del fluido. La
afladidura de resolucién extra a lo largo de la interfaz logra desarrollar patrones en forma de espi-
rales en escalas espaciales muy pequefias. En la Figura [6.2] se muestra como a tiempo ¢ = 1.0 esta
estrategia de refinamiento adaptativo consigue capturar la interfaz del fluido; por otra parte en las re-
giones alejadas a esta interfaz se puede observar que la baja resolucién no afecta el comportamiento
de las componentes menos dindmicas.

En la Figura se muestran los resultados de las simulaciones con diferentes criterios de re-
finamiento con el objetivo de comparar cémo modifican la estructura fina de la interfaz del fluido.
En la parte superior se muestran los resultados de la simulacién utilizando las especificaciones de
la susbeccién [6.2.1} dado que este criterio de refinamiento utiliza todas las cantidades conservati-
vas del plasma como funciones evaluadoras para refinar, se puede observar que no solo la interfaz
entre fluidos esta cubierta, sino que también se afiade mayor resolucién a algunas vecindades de
esta. En la parte inferior se muestran los resultados de la simulacién utilizando las especificaciones
de la subseccion en este caso las regiones de mayor resolucién estin localizadas en espacios
mads reducidos. Comparando el perfil de la presion magnética puede observarse que hay diferencias
sustanciales en la estructura fina de la interfaz.

6.3.2. Inestabilidad Rayleigh-Taylor

La Figura|6.4|presenta la evolucién de los perfiles de la densidad y la estructura de refinamiento
para la inestabilidad RT para el caso hidrodindmico a tiempos ¢ = 1.5, 2.0, 3.0. Puede observarse que
mientras la capa mas densa comienza a escurrir hacia abajo, debido a la diferencia en velocidades de
las regiones de baja y alta densidad, el flujo comienza a desarrollar inestabilidades KH, las cuales a
su vez generan una interfaz altamente estructurada a tiempos posteriores. Por otra parter se puede ver
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Figura 6.1: Perfil de densidad para la prueba de la inestabilidad KH en un tiempo ¢ = 0.24 en la
simulacién con 5 niveles de refinamiento (ver subseccion [6.2.1)). En la parte superior se muestra el
perfil del dominio completo con una caja sombreada sobre la cual se aplica un acercamiento, el cual
es mostrado en la parte inferior.
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Figura 6.2: Instantdnea de la inestabilidado KH en un tiempo ¢ = 1.0 en la simulacién con 5 niveles
de refinamiento (ver subseccién[6.2.1). A la izquierda se muestra el perfil de densidad mientras que
a la derecha se muestra la estructura de refinamiento.

Figura 6.3: Perfiles de la presién magnética (izquierda) y la estructura de refinamiento para la
inestabilidad KH en un tiempo ¢ = 1.0. En la parte superior se muestra la simulacion utilizando las
especificaciones de refinamiento de la subseccién[6.2.1] mientras que en la parte inferior se muestran
los resultados de la evolucién utilizando las especificaciones de refinamiento de la subseccién
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que la estrategia de refinamiento en este caso rastrea de manera precisa la dindmica de la interfaz
y su estructura subyacente. Dada la simetria de las condiciones iniciales y la perturbacién, es de
esperarse que la evolucién del sistema también se mantenga simétrica. No obstante para ¢ = 3.0
puede observarse que ya se presentan desviaciones fuertes de esta simetria. Es relevante para esta
observacién que a estos tiempos el comportamiento del sistema ya no es lineal.

En la Figura[6.5] se presenta la densidad y la estructura de refinamiento en el caso ligeramente
magnetizado @ = 0.06, para la inestabilidad RT a tiempos ¢ = 1.5, 2.0, 3.0. Puede observarse que a
diferencia del caso hidrodindmico, las inestabilidades KH fueron reprimidas a causa de la topologia
de las lineas de campo. Existe cierta tensién que se opone a la deformacion de estas lineas y esto en
su turno interrumpe la torsidn de la interfaz de fluidos; el campo magnético hace trabajo en contra
de la gravedad y ayuda aque la capa mas densa permanezca en la parte superior, la cual también
detiene la generacion de las inestabilidades KH. Por otra parte a lo largo de toda la evolucién se
puede observar que la estrategia de refinamiento implementada persigue adecuadamente la interfaz
del fluido.

En la Figura se muestra el perfil de la presién magnética en el tiempo ¢ = 0.3; Se observar
que las regidénes de mayor presion estan ubicadas en la interfaz del fluido. Por otra parte en la Figura
se muestra cdmo la estrategia AMR captura estructuras muy pequeiias en la parte mas baja de la
interfaz del fluido, se observa la variacion de pequefia escala tanto en la densidad como en la presién
de campo magnético.

6.4. Discusion de resultados y comentarios finales

Las simulaciones de los dos tipos de inestabilidades son contundentes al mostrar que la estructu-
ra fina es altamente suceptible a la resolucion que se tenga. Es notable de las ampliaciones de ciertas
regiones presentadas en las figuras[6.1]y[6.7] que aunque el comportamiento global de la simulacién
no es alterado, esta estrategia permite capturar dindmicas que por la disipacién inherente del método
numérico desaparecerian totalmente.

En las figuras y y puede observarse que hay una pérdida de la simetria, que aparece
después de cierto tiempo, la cual es muy probable sea causada por la estrategia AMR y a que una
vez que el sistema evoluciona al régimen no lineal, los sistemas son fuertemente susceptibles a las
variaciones.

A favor de la primera causa se tiene que las estrategias de refinamiento no necesariamente
respetan la simetria; por ejemplo el criterio de evaluacidn utiliza diferencias finitas hacia adelante,
en lugar de estar centradas. Quizas esto pueda ser remediado al evaluar de manera més educada al
sistema a la hora de escoger las regiones de refinamiento; en la Figura [6.3| puede observarse que la
estructura fina de la evolucion es menos simétrica en la estrategia de refinamiento {.3|que sf utiliza
diferencias finitas centradas, pero sélo se evalud con la densidad, mientras que en el otro caso se
utilizaron todas las cantidades conservativas del plasma. La Figura[6.6|deja en claro que para ciertos
sistemas, existe una regién delimitada donde suceden estructuras simples, mientras que las regiones
de mayor estructura pueden tener escalas muy pequefias en comparacion con el resto.

Ambas pruebas realizadas en este capitulo tomaron como referencia las mostradas en los codi-
gos PLUTO [Mignone et al., 2007]]; [Teyssier, 2002[]; NIRVANA [Ziegler, 2008]] y ATHENA[Stone
et al.l 2008]]. Y las evoluciones mostradas concuerdan con las ahi presentadas.
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Figura 6.4: Instantdneas del perfil de densidad (izquierda) y la estructura de refinamiento (derecha)
para la simulacién hidrodindamica (ver la subseccién6.2.2)) de la inestabilidad RT en tiempos 7 = 1.5,
t =2.0yt = 3.0, de arriba hacia abajo.
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Figura 6.5: Instantdneas del perfil de densidad (izquierda) y la estructura de refinamiento (derecha)
para la simulacién ligeramente magnetizada (ver la subseccién6.2.2)) de la inestabilidad RT en tiem-
post=1.5,¢t=2.0yt=3.0, de arriba hacia abajo.
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Figura 6.6: Perfil de la presién magnética en un tiempo ¢ = 3.0 para la prueba de la inestabilidad RT
en el caso ligéramente magnétizado (véase[6.2.2) .

Figura 6.7: Acercamientos de diversos perfiles de cantidades de plasma para la prueba de la inesta-
bilidad RT en el caso ligeramente magnetizado. En la parte superior se muestra el perfil de densidad
de la regién ubicada en la parte mas baja de la interfaz entre las dos fases del plasma. En la parte
inferior se muestra una compraracion de la densidad (izquierda) y de la presién magnética (derecha)
en la regién turbulenta de la parte mas baja de la interfaz.



6.4. Discusion de resultados y comentarios finales 91

Con todo, la implementacién de la estrategia AMR presentada en este trabajo muestra que logra
abordar los comportamientos no lineales que causan estructuras finas en las simulaciones MHD. En
lo cudl fue aplicado en las simulaciones que abordan escenarios reales de la fisica solar.






Capitulo 7

Fulguracion solar

Resumen

En este capitulo se presenta la simulacién de una fulguracién solar eruptiva con base en el
modelo bidimensional CSHKP. En la introduccién se da un contexto histdrico y se describe lo que
es una fulguracién eruptiva. Después se habla de la reconexién magnética en las hojas de corriente
y su relacién con el modelo de fuluguracién utilizado. Ademds de las simulacién de la fulguracién
solar, se presentan dos simulaciones de reconexidn magnética en hojas de corriente. El modelo de
fulguracién solar depende fuertemente de la resistividad andmala localizada, en este capitulo se
argumenta qué tan buena es la estrategia AMR al capturar esta estructura.

7.1. Introduccion

Para 1859 las lineas telegraficas estaban bien establecidas en buena parte de los paises desa-
rrollados. En estas épocas, era importante incrementar la estabilidad de la comunicacién, y se es-
taba trabajando activamente en mitigar los efectos de la induccién causados por las tormentas geo-
magnéticas. A finales de agosto de ese afio se registraron una serie de eventos mundiales relativos
a la suspension del servicio de las lineas. Por nombrar algunos; en la estacién Noyelle ubicada en
Bruselas, entre las 0 h hasta alrededor de las 1:30 h la comunicacién con cualquier otra capital eu-
ropea era imposible; en algunas estaciones americanas se aumenté la potencia de las baterias para
retomar el control de las lineas en contra de corrientes inducidas, lo cual llevo a ciertas chispas que
provocaron que ciertos papeles guardados inadecuadamente se incendiaran.

En estas mismas fechas, se realizaron varias observaciones del maximo solar de 1859, que ocu-
rri6 desde finales de agosto hasta el 6 de septiembre. Auroras boreales, manchas solares y tormentas
magnéticas ocurrieron cada dia frecuentemente, pero la mas espectacular de todas las observacio-
nes fue la fulguracion de luz blanca observada por Carrington el primero de septiembre de 1859
[Carringtonl [1859]] con su ahora asociada tormenta magnética registrada 18 horas después Iﬂ

Qué tan extremo sea un evento solar tiene una fuerte conexién con el impacto que tenga sobre
la tierra. En [Hudson, 2021]] se habla del concepto de geoefectividad, el cual ayuda a describir y

"Los datos histéricos de los primeros dos parrafos se tomaron de las referencias [Muller, 2014} [Hudson, [2021]

93
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clasificar los eventos solares mayores y su influencia terrestre. En sintesis, las mediciones que se
realizan para determinar la geoefectividad se efectian en tres sentidos principales:

= Emisién electromagnética (fulguraciones en rayos X El, rayos v, etc).

= Las particulas energéticas solares (SEP, por sus siglas en inglés), las cuales incluyen las
particulas relativistas inmediatas a la atmdsfera solar baja.

= [a nube de plasma magnetizado de la eyeccidon de masa coronal interplanetaria ICME por
sus siglas en inglés).

El evento Carrington tuvo la fortuna de desarrollar una geofectividad tan alta que podria decirse
inauguro la disciplina del clima espacial, sin embargo, eventos solares mayores se pueden observar
hoy en dia. Por ejemplo la fulguracién del evento de Octubre-Noviembre del afio 2003, SOL2003-
10-28 usando la nomenclatura de la unién internacional astronémica, tiene una clasificacion GOES
E]del orden de X100 [Hudson, [2021], lo cual es significativamente mayor que el evento Carrington.
Con todo, es notable que los eventos solares mayores poseen diferentes facetas fisicas y hay un
interés en el entendimiento de cada uno. Es aqui donde el estudio de las fulguraciones solares juega
un papel crucial.

En [Priest, 2014]] se menciona cémo las fulguraciones solares pueden variar desde simples cen-
telleos localizados en el sol hasta eventos salvajemente complejos, llegando a ser los mds violentos
en el sistema solar. Previo a la era espacial se definian como “centelleos rdpidos y transitorios en
H aﬁ] ” pero esta definicion se ha extendido y estirado conforme aumentan y se mejoran las técnicas
observacionales del Sol; por ejemplo abajo se presenta como en el trabajo de [Magara et al., | 1996]
se separaban las fulguraciones en dos casos dependiendo de qué técnica de observacion se utiliza
con los avances logrados hasta la década de los noventa:

= Observacion en Ha: Fulguraciones eruptivas o fulguraciones confinadas.
n Satélite Yohkokﬂ + rayos X suaves: Fulguraciones tipo ctispide o no cuspide.

= Andlisis de curva de rayos X Duros: Fulguraciones de eventos de larga duracién o Fulgura-
ciones Impulsivas.

= Observacién en Ha + rayos X suaves detectados en Skylakﬂ Fulguraciones de dos cintas o
fulguraciones de bucle simple.

2Segiin [Priest,2014] 1a radiacién de rayos X suaves tiene rangos energéticos de ~ 10KeV, mientras que para los rayos
X duros el rango de energia es de ~ 100 KeV.

3Las fulguraciones se clasifican como A, B, C, M o X dependiendo en el maximo del flujo de rayos X de 1 a 8 A
cerca de la tierra, siendo las mediciones realizadas por la red de satélites GOES|Priest, 2014]]. Cada clasificacidon tiene un
pico de flujo diez veces mayor que la clasificacién precedente con las fulguraciones tipo X alcanzando el oren de 107*
Wm™?2; esto es, a saber, 0.01 % de la luminosidad solar. Dentro de cada clase hay una escala de 1 a 9, tal que el flujo en
una fulguracién X3 es 50 % mayor que la X2.

*Los filtros Ha miden la luz generada cuya energia corresponde al brinco del tercer al segundo estado energético del
espectro de emision de Balmer para el atomo de hidrégeno.

SLas observaciones satélite yohkoh [Acton et al.,|1992] fueron un esfuerzo conjunto de Estados Unidos, Reino Unido
y Japén se realizaron de 1991 al 2001.

®Skylab fue una estacién espacial estadounidense que orbit6 la Tierra desde 1973 hasta 1979 [Johnson) 2007].
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= Rayos X suaves: Fulguraciones de arcadas o Fulguraciones de Bucle.

= Cordénografos de luz blanca + Ha: Fulguraciones relacionadas a CME o Fulguraciones com-
pactas.

Hoy en dia, hay un paradigma bien definido para la descripcién de los eventos eruptivos solares,
las fulguraciones eruptivas se analizan con el modelo de fulguraciones de dos cintas solares. En
[Priest, 2014] se menciona que alrededor de 90 % de las fulguraciones de clase X son asociadas a
erupciones. En este tipo de fulguraciones se observan 4 etapas bésicas de evolucion:

» Fase prefulguracion: Con una duracién entre 10 minutos a 1 hora, la intensidad de los rayos
X suaves incrementa, mientras que una prominencia de una regién activa se aviva y empieza
a elevar.

» Fase impulsiva: Con una duracion entre 100 a 1000 segundos, se indica por la aparicién de
un estallido desde energias de micro-ondas hasta rayos X duros(>30 KeV) con una estructura
interna causada por electrones altamente acelerados.

= Fase de elevacion (también conocida como fase flash): Con una duracién tipica de 5 minutos,
alcanzando en algunas ocasiones 1 hora. Estd marcada por un incremento rdpido tanto en la
intensidad y drea de emision de rayos X suaves y emision Ha, mientras que la prominencia
hace una erupcion rdpida. La aceleracion de particulas rdpidas continda y el plasma de la
corona es calentado a decenas de millones de grados.

» Fase principal: Con una duracién de 1 hora alcanzando en ocasiones hasta 2 dias. La intensi-
dad decae lentamente.

Las cintas solares son estructuras intrincadas vistas en Ha similares a las manchas solares . Durante
la fase de elevacion, dos de estas cintas se forman sobre el disco solar, uno de cada lado de una
prominencia localizada en una region activa; mientras ocurre la fase principal, los dos cintas se se-
paran. Ocasionalmente la prominencia permanece estacionaria pero tiende a elevarse y desaparecer.
Esto genera una erupcién de la prominencia y una CME. Esquemadticamente se presentan las partes
de la fulguracién eruptiva en la Figura[7.1] hay una arcada magnética constituida por bucles de ful-
guracion observables en rayos X los cuales soportan una prominencia. La porcién central acumula
energia magnética que eventualmente es liberada.

La primera pregunta fundamental que posan las fulguraciones desde el punto de vista de la MHD
es relativa al origen de la erupcioén en primer lugar. La explicacién generalmente aceptada es que
se produce una pérdida de la estabilidad o desequilibrio del campo magnético coronal[Priest, |1986,
Priest and Forbes, [2007]); el surgimiento continuo de nuevos flujos desde la zona de conveccién
causa movimientos de los puntos de anclaje de los bucles coronales desencadenando a su vez que
las lineas de campo magnético cerradas sufran tensiones y esfuerzos que se acumulan en el campo
magnético coronal. Esta situacion excede cierto umbral después del cual el equilibrio es imposible
y el campo erupciona, las lineas de campo magnético se abren y la energia magnética almacenada
se libera.

En este sentido, los primeros andlisis y estudios eran relativos a modelos linealizados de las
ecuaciones MHD sobre las cuales se estudiaba la estabilidad de configuraciones de bucles corona-
les o arcadas. Un ejemplo de esto se presenta en el modelo Rosner-Tucker-Vaiana (RTV) [Rosner
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Sol

Figura 7.1: Esquema tridimensional de los componentes de una fulguracién. Las cintas se represen-
tan como franjas ubicadas en el disco solar; la prominencia se posiciona como en situaciones en
las cuales se puede observar en el borde del disco solar, los bucles de rayos X tienen sus puntos de
anclaje en las cintas y se representa como la arcada soporta la prominencia.

et al.L [1978]] que aborda la estabilidad para un ingreso constante de energia en un bucle compacto
estacionario en términos de la temperatura en el punto més alto del bucle, la presidon sobre este
y la escala espacial; aunque los bucles coronales no obedecen la ley de escalamiento RTV, estos
trabajos llevaron a aproximaciones numéricas como la llamada EBTEL (por sus siglas en inglés
Enthalpy based thermal evolution of loops |Klimchuk et al., 2008]], el cual se utiliza para abordar el
calentamiento coronal asi como las emisiones dependientes del tiempo de los puntos de anclaje en
la cromosfera de los bucles coronales. Esta clase de descripciones aborda la estructura energética
de los bucles a través de modelos unidimensionales lo cual deja fuera los mecanismos que dispa-
ren inestabilidades que abordan la propia morfologia de los bucles, a saber las inestabilidades tipo
torcedura y de tipo toro; por ejemplo en [Jing et al., 2018] se realiz6 un andlisis estadistico de
38 fulguraciones, de las cuales habia tanto eruptivas como compactas, clasificindolas conforme a
parametros obtenidos previamente para inestabilidades tipo toro y de torcedura en experimentos de
laboratorio en regimenes de MHD ideal. La desventaja de este acercamiento es que los modelos an-
teriores no capturan otro tipo de inestabilidades que puede desequilibrar a los bucles de fulguracién,
es decir las inestabilidades resistivas.

La siguiente pregunta que posan las fulguraciones en la perspectiva de las ecuaciones MHD se
busca describir como evoluciona una fulguracién y, tanto para esto, como para las inestabilidades
resistivas en el contexto solar, la reconexién magnética juega un papel fundamental. La reconexién
magnética sucede cuando en una regién localizada del plasma los efectos no ideales de la MHD se
hacen importantes, lo cual cambia la conectividad de las lineas de campo magnético. En el contexto
de fisica solar, los efectos principales que manifiesta son los de convertir la energia magnética en
calor por disipacion 6hmica; acelerar el plasma al convertir energia magnética en cinética; crear
ondas de choque, filamentacién y turbulencia. Es notable que a causa de esta segunda cuestion,
buena parte de los codigos que resuelven las ecuaciones MHD y que se apoyan en la estrategia AMR
tienen un mddulo que resuelve la parte resistiva de las ecuaciones con un alto grado de sofisticacién
y en un contexto de fisica solar. Notablemente se encuentran los cddigos NIRVANA[Ziegler, 2008]],
la reciente tercer version de MPI-AMRVAC|Keppens et al., | 2023|] donde incluyen un médulo capaz
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de abordar los términos de corrientes de Hall’l

Con todo esto se tiene que la siguiente clase de modelos de plasma coronal y fulguraciones,
los cuales abordan aspectos dindmicos desde la perspectiva MHD, se apoyan fuertemente en la re-
conexion magnética, bien sea generdndola artificialmente o utilizdndola para la evolucién. Esto se
engloba en el altamente popular modelo de fulguracion CHSKP, el cual describe la geometria basica
de las fulguraciones, tales como las regiones de reconexién con un punto tipo x de campo magnético
neutro asociado con una onda de choque de modo lento MHD, chorros de reconexién bidireccional,
ondas de choque de modo rapido formadas encima de los bucles de reconexién y plasmas que se
eyectan hacia arriba de la region donde se estd dando la reconexién. Este modelo se ha utilizado
efectivamente para describir procesos de evaporacion cromosférica [[Yokoyama and Shibata, |[1994]
[Yokoyama and Shibata, |1997|] [Yokoyama and Shibatal, [2001]] por medio de simulaciones MHD las
cuales afiaden la conduccién de calor. Notablemente en el contexto de AMR [Ruan et al., 2020] se
utiliza este modelo usando el c6digo MPI-AMRVAC [Keppens et al., 2012]] para modelar la emi-
sién de rayos X producida en diversas ubicaciones del modelo, en particular los puntos de anclaje
cromosféricos.

En este capitulo se aborda la simulacién de una fulguracién, para esto se presentan dos simu-
laciones relativas a las configuraciones de hojas de corriente que muestran el aspecto resistivo de
las ecuaciones MHD y de reconexion; después se presentan los resultados que hemos desarrollado
el modelo de una fulguracién generada por un perfil de resistividad magnética andmala localizada
similar a los trabajos de [[Magara et al.,[1996]] [[Yokoyama and Shibatal [1997] de manera que se per-
turbe una hoja de corriente ubicada entre la cromosfera y la corona. Mostramos cémo evoluciona
la configuracién produciendo tanto chorros bidireccionales fuera de la region de reconexién como
las ondas de choque presentes en las configuraciones de reconexién magnética rdpida. En la seccién
describiremos el modelo CHSKP abordando la reconexién magnética como mecanismo funda-
mental. En la seccién se muestra la descripcién del modelo y la implementacién. En la seccién
se muestran los resultados de la simulacion para terminar en la seccion [7.5|con comentarios y
conclusiones.

7.2. Reconexion magnética y modelo de fulguracion CHSKP

La reconexion magnética es el mecanismo principal para explicar la liberacién de energia
magnética en la corona. Este fendmeno se ha utilizado efectivamente para modelar aspectos a gran
escala del calentamiento coronal; para describir, tanto de forma cualitativa como cuantitativa, a las
prominencias en la corona; y, no menos importante, en la descripcion de las fulguraciones solares.

La reconexién magnética es escencialmente una reestructuraciéon del campo magnético causa-
do por un cambio en la conectividad de las lineas de campo. Este cambio permite liberar energia
magnética almacenada, la cual, en muchas ocasiones, es la fuente dominante de energia libre en el
plasma.

Esta reestructuracion puede manifestarse a partir de diversas configuraciones y en diversas re-
giones. Por ejemplo en [Priest and Forbes, [2007]] muestran las complejas reconexiones de tipo espi-
na, abanico, en separatrices, por lineas singulares, mencionando algunas. No obstante el caso mas

"Los efectos de corrientes de Hall introducen la primera distincién entre las particulas con carga negativa y positiva
dentro de la descripcion de un fluido de plasma [Bittencourt, [2004].
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sencillo, y del cual se sirve el modelo CSHKP de fulguraciones, es el caso bidimensional de la
reconexion en las hojas de corriente.

7.2.1. Hojas de corriente

Las hojas de corriente se caracterizan como capas delgadas que transportan una corriente eléctri-
ca através de las cuales el campo magnético cambia en direccion y magnitud. Las hojas de corriente,
en el contexto de reconexion, ocurren en los puntos nulos tipo X, los cuales son regiones puntuales
donde el campo magnético desaparece y en cuyas vecindades pares de lineas de campo magnético
se juntan.

Como se muestra en [Priest and Forbes, [2007]], en el estudio de la reconexién en dos dimen-
siones las hojas de corriente y los puntos nulos tipo X en configuraciones estacionarias ayudan a
parametrizar los procesos de reconexién bidimensional, es asi que algunas de las cantidades que
frecuentemente se utilizan son:

= [a media longitud y la media anchura de la hoja de corriente. Son parametros utiles al mo-
mento del estudio perturbativo de la reconexion.

= La beta del plasma, 8 = 2uP/B?; donde B es la magnitud del campo magnético, u es la
suceptibilidad magnética, y P es la presion hidrodindmica. Permite rastrear los desequilibrios
en las hojas de corriente al ser perturbadas.

= Nimero de Reynolds magnético, R,, = v/v4. Razén entre la velocidad del fluido v y la velo-
cidad de discipacién v,.

= Numero de Lundquist, S = v4/v,. Este pardmetro es un cociente entre la velocidad alfvénica
va = B/ y/up y la velocidad de disipacién v4 = 17/Lo, donde p es la densidad del plasma, 1 es
la resistividad y Lg es la escala espacial base del sistema. Es un caso especial del nimero de
Reynolds magnético. Entre otras cosas, permite rastrear qué aspecto domina de las ecuaciones
MHD, ya sea el ideal (S > 1) o el resistivo (§ <« 1).

Las hojas de corriente que se asocian a procesos de reconexion frecuentemente se manifiestan
como discontinuidades tangenciales; es decir, que el campo magnético es tangencial a la disconti-
nuidad y no existe flujo de plasma a través de la capa de plasma.

Las discontinuidades tangenciales son altamente suceptibles a perturbaciones; frecuentemente
se presentan inestabilidades del tipo KH y de desgarre. En ese sentido las hojas de corriente se sirven
de esta caracteristica para promover procesos de reconexién magnética; esto se exhibe fuertemente
en el modelo de reconexion Sweet-Parker ([Sweet, |1958| |Parker, [1957]).

En la Figura se esquematiza este mecanismo de reconexion, el cual consiste en cefiir la
difusidn, con una resistividad dada 7, a una capa delgada de anchura media / y longitud media L.
Asumiendo una perturbacién en el sistema dado por una configuracién de campo magnético de una
hoja de corriente, existe una cantidad de plasma que ingresa a la regién de difusién arrastrando
consigo las lineas del campo magnético B; a una velocidad de entrada v;, que es expulsada fuera de
la regién de difusion con una intensidad B, y a una velocidad v,. Para una configuracion estacionaria
el resultado principal de este mecanismo se tiene bien estudiado (véase [Gurnett and Bhattacharjee,
2005])), y en este caso se tiene que:
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Figura 7.2: Modelo de reconexién de Sweet-Parker. La region de difusién se presenta rellenada de
purpura. Tiene una anchura media / y una longitud media L. B; es la intensidad de campo magnético
que entra en la regién de difusion a una velocidad v;, mientras que B, es la intensidad del campo
que se expulsa a una velocidad v,,.

La velocidad de expulsion fuera de la regién de difusion esta dada por

B:
V() = —l = VAia (71)

Vip

donde vy; es la velocidad alfvénica debida a B;.

La media anchura / y la media longitud L de la hoja de corriente estdn relacionadas por el
nimero de Lundquist, S = Lvg;/n, por medio de

L

= [a magnitud del campo magnético expulsado estd dada por
B;
0o = m (73)
= La velocidad de ingreso hacia la zona de difusion estd dada por
Vai
Vi = W (7.4)

Al cociente de v;/v, se le conoce como tasa de reconexion, M., donde el subindice e expresa que
vincula la regién exterior e interior de la zona de reconexién. Es evidente que, segin las ecuaciones
(1) y(7.4), para el mecanismo de Sweet-Parker la tasa de reconexién obtiene un valor de

M, =512 (7.5)

Segun [Priest and Forbes| [2007]], para los campos magnéticos de la corona solar el nimero
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de Lundquist se ubica en un valor entre 10° a 10'2, de manera que M, € [1073,107°], 1o cual es
demasiado lento para una fulguracién solar; es por razones como esta que a este mecanismo se
le denomina como reconexion lenta, aunque cabe mencionar que sigue siendo un mecanismo de
disipacién de velocidad mayor que la ohmica.

Seis afos después de la presentacion de este mecanismo, H.E. Petschek presenté una modifica-
cién que permite obtener tasas de reconexién mayores [Petschekl 1964, en esencia se asume que la
region de difusién estd limitada solo a un segmento de longitud menor en la frontera que define el
cambio de polaridad del campo magnético, de manera que el proceso de reconexién puede darse de
manera expedita.

Be
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Figura 7.3: Esquema del mecanismo de reconexién tipo Petschek. Las lineas violetas continuas
representan el campo magnético externo B, y el campo magnético interno B;. La region de central
de difusién estd rellenadas con un patrén de tablero de ajedrez. La regién rellena de color amarillo
es hacia donde el plasma es expulsado; ésta region estd delimitada por choques de modo lento,
representados por lineas violeta puntuadas, que actian como choques de desconexion, lo cual es
representado por el cambio de direccién del campo magnético aqui. El flujo de plasma se representa
por las flechas negras.

En la Figura se presenta esquematicamente el mecanismo de reconexion de Petschek, se
tiene que la region fuera de la zona de difusion se separa en una region interior y una region exterior
(representadas respectivamente con los subindices i y e) ; s6lo la region interior es la que experi-
menta el cdmbio de topologia de la reconexién magnética. Como se muestra en [Priest and Forbes),
2007 del analisis de esta configuracion, sirviéndose de aproximaciones similares al mecanismo de
Sweet-Parker, se determina que para un valor del campo magnético uniforme lejos de la region de
difusién B, la maxima tasa de reconexidn posible es

T

M, ~ ——, 7.6
8log S (7.6)

lo cual es significativamente mds rdpido para un nimero de Lundquist dado que el mecanismo de
Sweet-Parker, situando la tasa de reconexién en un rango de M, € [107!, 1072]. En este modelo se
encuentra la presencia de choques lentos que funcionan como choques de desconexién y delimitan
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la regién en la cual el plasma es expulsado.

El mecanismo de Petschek muestra cémo las dimensiones y la ubicacién de la regién de difusion
en configuraciones de campo magnético de las hojas de corriente afectan fuertemente la reconexién
magnética, de manera que los andlisis numéricos requieren que las técnicas puedan capturar re-
giones de aumento de resistividad localizada y precisamente es que el codigo desarrollado en ésta
investigacion se enfoca en realizar esto de manera efectiva.

Después del mecanismo de Petschek, gran nimero de modelos de regiones de difusién locali-
zada fueron desarrollados que aumentaron la tasa de reconexién y actualmente se engloban como
mecanismos de reconexion rdpida.

La caracteristica de restringir espacialmente la regién de difusién se menciona en varias ins-
tancias como resistividad ano’malaﬂ y esta generacién espontanea de la resistividad anémala puede
escapar el enfoque de las ecuaciones MHD; por ejemplos, se puede estudiar desde el enfoque multi-
especie de los plasmas que frecuentemente se sirve de la ecuacién de Vlasov, métodos estocasticos
para la ecuacién de Boltzmann o métodos numéricos de particulas virtuales para rastrear la dindmi-
ca de cada especie de particula. Por otra parte, la resistividad anémala evoluciona ficilmente en
dindmicas turbulentas las cuales requieren estudios mds sofisticados.

Los mecanismos de reconexion rdpida en dos dimensiones fueron utilizados efectivamente en
el modelo CSHKP el cual se describe a continuacion.

7.2.2. Modelo de Fulguraciéon Carmichael-Sturrock-Hirayama-Kopp-Pneuman

En la Figura[7.4]se muestra la imagen que pinta el modelo de fulguracién CSHKP, [Carmichaell
1964/, |Sturrock, (1966, Hirayama, (1974, [Kopp and Pneuman), [1976], con el cual se han recolectado
los rasgos geométricos relevantes de las fulguraciones eruptivas. En escencia puede considerarse
este modelo como un corte bidimensional del escenario representado en la Figura existe una
compresion de las lineas de campo magnético hacia la zona de difusién localizada lo cual reconecta
las lineas de campo alrededor de la prominencia, por una parte se produce una expulsién de plasma
similar el mecanismo de Petschek que, de manera simultdnea, empuja la prominencia hacia afuera
de la regién de difusiéon y comprime los bucles de fulguracién elevando su temperatura. Puede
observarse la presencia de choques lentos, los cuales son generados por el mecanismo de reconexién
répida a la vez que se encuentran choques de modo rdpido encima y debajo de la zona de difusién
que se encuentran entre la prominencia y el bucle de fulguracién.

7.3. Especificaciones de las simulaciones

Con todo, en este trabajo se utiliz6 el c6digo CAFE-AMR para simular una fulguracién eruptiva
con este modelo, el cudl es altamente suceptible a las variaciones de tamafio y forma de la zona de
difusidn, lo cuél lo hace un problema util para abordar la resolucion localizada en el contexto de fisi-
ca solar. En la siguiente seccion se presentan las especificaciones para simular aspectos pertinentes
a las fulguraciones eruptivas: la hoja de corriente bidimensional en el regimen ideal de la MHD que
debido a errores de truncamiento del método numérico generan resistividad artificial que promueve

8En el libro de texto de [Priest, 2014] puede encontrarse esta denominacién, como en los trabajos de [[Yokoyama and
Shibatal [1994] {1997, |2001].
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Figura 7.4: Modelo de fulguracion CSHKP. La regién amarilla representa la cromosfera alta. La
prominencia estd representada por la elipse superior sombreada por color violeta. Las cintas sola-
res se presentan como las dos regiones rojas delgadas. Las lineas continas purpuras representan las
lineas de campo magnético, mientras Ique las lineas punteadas representan los choques de modo
lento. La zona de difusion estd remarcada por un patrén de tablero de ajedrez. El bucle de fulgu-
racion estd ubicado debajo de la zona de difusién y estd resaltado con color naranja. Los choques
de modo rédpido se presentan como regiones delgadas posicionadas encima y debajo de la zona de
difusién. Las flechas semitransparentes indican el flujo de plasma del sistema.

la reconexion; la hoja de corriente de Harris, donde una configuracién de campo magnético de hoja
de corriente en una resistividad pequefia y homogenea genera reconexién al perturbar ligeramente
el sistema; finalmente, el modelo de fulguracién generado por medio de la resistividad andémala lo-
calizada encima de la zona de transicion entre la cromosfera y la corona, similar al modelo CSHKP.
A continuacién se presentan las especificaciones para las simulaciones de hoja de corriente bidi-
mensionales, la hoja de corriente de Harris y una fulguracién generada con resistividad localizada.

7.3.1. Hoja de corriente bidimensional

La prueba de hoja de corriente propuesta en [|Gardiner and Stone, [2005] y mas especificamente
probando la estrategia AMR en [Fromang et al., 2006], corresponde a la evolucién del plasma en
una configuraciéon de campo magnético de hoja de corriente apropiadamente discontinuo, puesto
que en el contexto de la MHD ideal no puede haber reconexidn, éste proceso es generado por los
errores de truncamiento de los métodos numéricos y puede actuar como una resistividad numérica
efectiva, la cual a suvez depende de la resolucién numérica.

El problema estd formulado en el dominio [0, 2] X [0, 2], llenado con un gas de densidad cons-



7.3. Especificaciones de las simulaciones 103

tante p = 1.0 y presiénb p = 0.1. El campo magnético discontinuo estéd definido por la expresion

B, =

{ -1, [x-11<05 7.7

1, > 0.5

y By = B, = 0. La dindmica de la reconexion se dispara por una perturbacién en el campo de
velocidades (v, vy, v;) = (0.1sin(rry),0,0), lo cual produce una inestabilidad en modo de desga-
rramiento al vincular el tamafio de la amplitud de la perturbacién con el de las dimensiones de la
hoja de corriete. Las condiciones de frontera utilizadas para el sistema son periddicas, las cuales
eventualmente amplificardn los efectos de la perturbacion.

Esta simulacidn utiliza una resolucién base de 80x 80 celdas con cuatro niveles de refinamiento,
dando como resultado una resolucién equivalente de 1024 x 1024, y el criterio de refinamiento .3
con un umbral de y, = 0.1 utilizando como funcién escalar para evaluar tanto a la presién P como
la componente By del campo magnético. La formula de flujos numéricos utilizé6 HLLC.

7.3.2. Hoja de corriente de Harris

La prueba de la hoja de corriente de Harris se present6 en [Birn et al., 2001]] en el contexto de
modelacién geoespacial, y basicamente ilustra como la reconexién magnética ocurre en la presencia
de una hoja de corriente en un dominio con resistividad uniforme y estacionaria. En escencia éste es
un mecanismo de reconexion lenta similar al de Sweet-Parker. Se utilizan pardmetros estdndar para
el dominio numérico y fisico de las cantidades del problema. El dominio numérico se define como
el rectangulo [-L,/2,Ly/2] X [-Ly/2,L,/2] con L, = 25.6 y L, = 12.8. Las condiciones iniciales
son las siguientes:

p = posech’(y/A) + po

32
0
= — =05
p 2
B, = Bptanh(y/A1) + 6By
B, = 6B, (7.8)

con el sistema inicialmente en reposo, y donde las perturbaciéns en las componentes del campo
magnético son

0B,

_lPOLi sin(my/Ly) cos(2mx/Ly),
y

0B, = ‘I’Oi—Jr sin(2zrx/Ly) cos(my/Ly). (7.9)
X

Los valores de los pardmetros son: para la densidad pg = 1, junto con un valor asintético de po, =
0.2; la intensidad del campo magnético estd dada por By = 1.0; la anchura media de la hoja de
corriente es 4 = 0.5; la amplitud de la perturbacién Wy = 0.1 y con un valor de la resistividad de
n = 8 x 1073, La simulacién usa una resolucién base de 128 x 64 celdas, una férmula de flujos
HLLE; criterio de refinamiento (4.2)) con un umbral de y, = 1 y dos niveles de refinamiento dando
una resolucioén equivalente de 512 x 256 celdas.
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7.3.3. Fulguracion por resistividad anémala localizada

El modelo para fulguraciones solares que se presenta en este trabajo tiene como base el utilizado
en [Yokoyama and Shibata, [2001[] en donde se muestra cémo el efecto de tener una regién localizada
de resistividad magnética tiene el efecto de disparar los procesos de reconexién en la fulguracién.
La simulacién que se realizé para este trabajo modela la generacién de fulugraciones en un perfil
de densidad estratitificado donde el campo magnético de una hoja de corriente se desarrolla en la
presencia de un perfil espacial de la resistividad gausiano.

La simulacién se lleva a cabo en un dominio numérico de (x,y) € [-10, 10][0, 20]; las condicio-
nes de frontera son de flujo saliente en el borde superior y los costados mientras que para el borde
inferior las condiciones sonf fijas. Se utiliza una resolucion inicial de 80 X 80 celdas con cuatro
niveles de refinamiento, dando como resolucién equivalente de 1280 x 1280 celdas; el criterio de
refinamiento usado es (d.2)) con un umbral de y, = 1; los flujos numéricos se construyeron usando
la férmula HLLE con un avance temporal de segundo orden dado por la estretagia CTU. El factor
CFL = 0.01 se escogi6 de manera que sean correctamente capturadas las escalas temporales de
difusion las cuales se obtienen de la ecuacion de induccién y numéricamente tienen la forma de

min [Ax, Ay, Az]?
, .

At <

La densidad tiene un perfil estratificado dado por

1
oY) = Penr + E(pcor = Pepr) tanh [(y = hy ) fwyr + 1], (7.10)

donde pcor = 1, Peir = Peor X 10°, by = 1, wy = 0.2. Debido a que la densidad entre la coro-
na y la cromosfera tiene una diferencia de 5 ordenes de magnitud, la ecuacién de estado de gas
ideal garantiza que la temperatura del sistema se cifia también a una corona mds caliente que la
cromosfera.

El campo magnético se define como

B, = 0, (7.11)
B, = Bytanh(x/w), (7.12)
B, = Bgcosh(x/w), (7.13)

donde By = 1 and w = 0.5; la resistividad localizada es la misma que en [Takasao et al., [2015], y
estd dada por
n(x,y) = no expl—(x* + (y — hy)*)/w} ], (7.14)

donde w, = 0.2, h;, = 6 y 79 = 1. La presion estd inicialmente fija y homogénea con un valor de
P = 1/y y un valor para el indice adiabatico de y = 5/3. Finalmente se tiene que el sistema estd
inicialmente en reposo. Las unidades fisicas se conectan con las unidades de cédigo siguiendo el
mismo esquema que en la prueba del viento solar hidrodindmico que se mostrard en la seccion([8.3.2]
Las constantes de normalizacion para este caso se muestran en la tabla Donde los valores de
escalamiento son similares a los de [[Gonzalez-Avilés et al., 2020].
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Cantidad Normalizacién
Tiempo fp=1s
Longitud Ly=Ro=1x10m
Campo Magnético By = 11.21 x 107* Tesla
Velocidad vo = Bo/ \topo ~ 1 x 10°m/s
Temperatura ,qu% Jkp ~ 7.269 x 10°K
Densidad po = 10712Kgm™

Tabla 7.1: Constantes de normalizacién para la prueba de la fulguracién solar dipolo magnético
inclinado, donde gy = 0.6x1.6726219x1072"kg es el peso medio de la molécula de hidrégeno, kg =
1.3806488 x 10~23J/K es la constante de Boltzmann, y i = 1.256637 x 10°N/A? la permeabilidad
magnética.

7.4. Resultados

En las pruebas siguientes mostramos cémo la estrategia de refinamiento adaptativo persigue las
regiones en las cuales se dan los procesos de reconexion magnética.

7.4.1. Hoja de corriente bidimensional

En esta prueba se puede observar que, dado que no existe una resistividad explicita en las ecua-
ciones, la discontinuidad del campo magnético tiende a producir un desgarre a lo largo de las hojas
de corriente y regiones de reconexidén localizada se generan. La evolucién promueve la formacién
de plasmoides, lo cual se muestra por las islas magnéticas localizadas. En la Figura se muestra
el perfil de la presién hidrodindmica y la estrategia de refinamiento los resultados para dos mo-
mentos temporales, uno previo a la formacién de islas y uno posterior a la formacion. Se observa la
formacion de estrucutras compactas de alta presion las cuales son caputradas por la estrategia AMR.

En la Figura se observa como las lineas de campo magnético son torcidas hasta que se
cierran y forman las islas magnéticas las cuales a su vez presentan islas anidadas.

7.4.2. Hoja de corriente de Harris

Los resultados de la solucién numérica para esta prueba se presentan por las instantdneas en la
Figura[7.7)a diferentes tiempos. Puede observarse como la corriente eléctrica comienza a localizarse
mientras que se generan unos plasmoides en los extremos del dominio numérico. En la Figura[7.8]
se muestra una instantanea de la densidad y el comportamiento del refinamiento adaptativo. En este
caso se muestra como las regiones con mayor resolucién coinciden con las regiones en las cuales el
sistema tiene mayor variacion.

7.4.3. Fulguracion por resistividad anémala localizada

Para el modelo de una fulguracién eruptiva por medio de la resisitividad localizada se obtuvo
un perfil que corresponde al presentado en la Figura A continuacién se muestran los obtenidos
parat = 15s. En la Figura se presenta la instantanea de la beta del plasma. Se puede observar
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Figura 7.5: Instantdneas a los tiempos ¢t = 0.75, 1.75 en la prueba de la hoja de corriente bidimen-
sional. A la izquierda se muestra el perfil de la presién, mientras que a la derecha se muestran los
correspondiente seguimiento de los refinamientos. En esta simulacién se utilizé un criterio de refi-
namiento @) con un umbral de y, = 0.1 y tres niveles de refinamiento.

Figura 7.6: Muestreo de las lineas decampo magnético a un tiempo ¢ = 1.75 en la prueba de la hoja
de corriente bidimensional.
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Figura 7.7: Instantaneas de la componente J, de la corriente eléctrica a tiempos ¢ = 7.5 (izquierda
parte superior), t = 12.5 (derecha parte superior) y ¢ = 25 (parte inferior) para la prueba de la hoja
de corriente de Harris. La gama de colores es color azil para el valor més negativo de la corriente
eléctrica, mientras que el amarillo es el més positivo; la regién naranja en general tiene un valor
nulo de la corriente eléctrica. Las lineas de campo magnético se superponen a cada una de las
instantdneas.
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Figura 7.8: Instantidnea de la densidad a ¢ = 23.5 para la hoja de corriente de Harris, se ha super-
puesto el refinamiento adaptativo y se muestra como cubre las regiones de interés.

que en las vecindades de la region donde la resistividad es mayor, el comportamiento de difusién
es mayor, llegando a ser ~ 1072 veces menor que en las regiones de beta pequefia; por otra parte se
muestra que donde se ubican los choques de modo lento existe una diferencia bastante pronunciada
en la beta definiendo de manera efectiva una region interna caliente y de caracter hidrodindmico y
una regién externa en la cual el comportamiento difusivo domina.

En la Figura se muestra como la temperatura tanto de la cromosfera como de la corona
presentan poca variacién con respecto a las regiones cercanas a la zona de difusién; dentro de
la regién difusiva puede observarse que las temperaturas llegan hasta ~ 3.31 x 107K lo cual es
muchisimo m4s caliente que en la region externa; puede observarse que en la parte inferior a la zona
de resistividad localizada el contacto con la cromosfera fria genera una estructura tipo cipula, la
cual corresponde a los bucles de fulguracién, mientras que la parte superior no estd delimitada y
asemeja a una mitad del mecanismo de reconexién de Petschek de la Figura En la Figura[7.12]
se encuentran que existen chorros de plasma verticales con velocidades méaximas de ~ 488 Km s~!.
Estos chorros estdn ubicados en la regién interior de difusién y tienen la caracteristica de expulsar
el plasma fuera de la zona de mayor resistividad; el contacto con la corona frena el flujo de plasma
de manera que el chorro inferior tiene una veolocidad de expulsién de magnitud menor.

En la Figura[7.11] se muestra la disposicion de las lineas de campo magnético, para obtenerlas
se utiliz6 el algoritmo integrador del paquete para visualizar datos Vislt [Childs et al., 2012]]. Se
tiene que las lineas de campo se comprimen y aumentan hacia la zona difusiva. En la regién interna
de difusion, las lineas de campo se reconectan de manera que los choques de modo lento presentan
la caracteristica de funcionar como choques de desconexidén. Por otra parte en se muestra que se
generan ciertas islas magnéticas en la region superior y en la regién inferior se presentan estructuras
del tipo bucle. Finalmente, en la Figura [7.13]se muestra que la estrategia de refinamiento que se ha
escogido promueve aumentar la resolucién en:
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Figura 7.9: Instantdnea de la beta del plasma a un tiempo ¢ = 15s para la simulacién de la fulgura-
cién por resistividad localizada; dado que la beta del plasma es un cociente entre presiones, es una
cantidad adimensional.
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Figura 7.10: Distribucién de la temperatura, en grados Kelvin, para la simualcién de la fulguracién
poir resistividad localizada a un tiempo ¢ = 15s.
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Figura 7.11: Muestreo de las lineas de campo mangético a un tiempo ¢ = 15s para la simulacién de
la fulguracion por resistividad localizada.
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Figura 7.12: Distribucién de la componente vy de la velocidad del plasma, en unidades de m s™!,

para la simulacién de la fulguracién por resistividad localizada a un tiempo ¢ = 15s.
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» Laregion de mayor difusién magnética

» Lacromosfera en general.
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Figura 7.13: Instantanea de la beta del plasma a un tiempo ¢ = 15s para la simulacién de la ful-
guracién por resistividad localizada, aqui se superpone la estructura de refinamiento mostrando las
regiones con mayor resolucion.

Con todo, los resultados muestran que existe una region interna y una externa difusiva, separadas
por choques de desconexidn. En la regién interna se presentan chorros verticales que expulsan el
plasma fuera de la zona de mayor resistividad. A causa de la presencia de la cromosfera, el chorro
inferior genera una estructura tipo cipula que puede identificarse como un bucle de fulguracién,
y finalmente se muestra que con la estrategia de refinamiento se gener6 mayor resolucion en las
vecindades de la discontinuidad que separa a las regiones de difusién e ideales, a la par que la
region de la cromosfera.

7.5. Discusion de resultados y comentarios finales

Los mecanismos de disipacién tienden a ser asociados con las ecuaciones diferenciales pa-
rabdlicas; la dificultad al abordar esto es que los métodos de volimenes finitos fueron desarrollados
principalmente para construir las soluciones a los problemas estrictamente hiperbdlicos. Aunado a
esto, las ecuaciones parabdlicas son suceptibles a variaciones globales en el dominio numérico don-
de se resuelven y el refinamiento adaptativo puede hacer mas dificil la construccién de la solucién.
No obstante, con las estrategias que se han desarrollado en este trabajo, se pudieron construir so-
luciones para los escenarios de fulguraciones solares de manera satisfactoria, lo cual sirve, cuando
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menos, como basen en la cual se pueden implementar estrategias mds sofisticadas como los métodos
implicitos y explfcitoﬂ

Con respecto a los resultados obtenidos para la hoja de corriente bidimensional y para la hoja
de corriente de Harris, se tiene que son comparables con las pruebas que se tienen para otros codi-
gos, por ejemplo, PLUTO [Mignone et al., 2007]]; ATHENA [Stone et al., [2008];FLASH [Fryxell
et al., 2000] y CAFE Newtoniano[Gonzalez-Avilés et al., 2015]]. En el caso de la hoja de corriente
bidimensional, la morfologia de las islas magnéticas tiene una estructura considerablemente de ma-
yor volimen que la presentada en las pruebas para estos cddigos y una posibilidad es que los flujos
numéricos HLLC no fueron utilizados para estos trabajos. Dado que las soluciones a la linearizacién
de las ecuaciones MHD tiene una solucién que se compone en 7 modos de propagacidn (a saber, las
dos velocidades magnetosénicas rdapidas las dos lentas y la velocidad del sonido), es probable que
el método HLLC introduzca diferencias al ser un método que se aproxima con 3 ondas.

Por otra parte, el refinamiento adaptativo se posicioné adecuadamente alrededor de las discon-
tinuidades de las hojas de corriente y fue capaz de rastrear el movimiento de la capa que separa la
polaridad del campo, lo cual promovid la creacion de subislas magnéticas.

Para la hoja de corriente de Harris, se tiene que la corriente eléctrica se comportd de la misma
manera que en las pruebas numéricas de los cédigos mencionados, localizdndose paulatinamente en
una capa cdda vez mds delgada y estrecha, como puede observarse en la Figura[7.7} el refinamiento
adaptativo para esta prueba persiguid las regiones de mayor dindmica, como era de esperarse.

Con respecto a los resultados para el modelo de la fulguracién solar, se puede observar que se
logrd conseguir los aspectos geométricos del modelo CSHKP de la Figura la zona de recone-
xi6n esta bien delimitada y las cantidades tipicas de los chorros de expulsion de las fulguraciones
eruptivas estdn dentro de los rangos de velocidad aceptables. En la estructura térmica de la solucién
puede observarse que se alcanzan temperaturas que corresponden fuertemente al canon actual, es
decir uno o dos 6rdenes de magnitud mayor que la corona que lo rodea. El refinamiento adaptativo
logré capturar adecuadamente los choques lentos que dividen a las regiones, de manera que la to-
pologia del campo magnético se establecié en la configuracién del model CHSKP; sin embargo, la
estrategia de refinamiento asigné la mdxima resolucién a la zéna correspondiente a la cromosfera,
sobre la cual, el sistema no varia fuertemente en comparacién con las demds zonas refinadas; en ese
sentido mds pruebas son necesarias. Por tltimo cabe mencionar que no se observo calentamiento de
las cintas coronales, lo cual si se ha generado en trabajos como los de [[Takasao et al., [2015]], [Ruan
et al.,|2020] y la diferencia estriba en que ahi se utiliza un médulo para abordar la parte calorifica de
las ecuaciones MHD aunado a la estrategia AMR. Con todo, el cédigo desarrollado para este trabajo
sirve como buena base para montar diversos médulos y estudiar este aspecto de las fulguraciones
eruptivas.

Aunque aun existen preguntas por responder, tales como el origen de la localizacién de la resis-
tividad, la teoria de reconexién magnética en dos dimensiones estd bien comprendida y desarrolla-
da. Se ha encontrado que el tipo de reconexién que se produce depende de la tasa de reconexion,
la configuracion de las lineas de campo y las condiciones de frontera. Por otra parte, en estudios
tridimensionales, estd menos desarrollada dado que la estructura topologica del campo magnético
se vuelve més intrincada, en los puntos nulos la reconexién pueden originarse en configuraciones
mads complejas que las hojas de corriente y estudios subsecuentes pueden realizarse con el cédigo

“Pueden consultarse las referencia de [Gustafsson et al., 2013]] donde se profundiza mds sobre este tema
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desarrollado en este trabajo.






Capitulo 8

Viento solar

Resumen

En este capitulo se presentan dos simulaciones de viento solar, un caso hidrodindmico estacio-
nario sobre el cudl se inyecta una perturbacion utilizando los pardmetros para una eyeccion de masa
coronal y un caso magnetizado en el cual se simula un viento inmerso en un campo magnético
producido por un dipolo magnético inclinado y con rotacién. Ambas pruebas tienen la motivacion
de abordar la efectividad de utilizar la estrategia AMR desarrollada en este trabajo en fendmenos
solares a escalas interplanetarias.

En la Introduccion se hace una breve descripcién de lo que es el viento solar y se describe
el estado del arte de las simulaciones de éste. Después, en la seccién de Modelos analiticos de
viento solar, se describen los modelos que ayudan a establecer caracteristicas importantes en las
simulaciones numéricas, por ejemplo, el punto sonicoy el radio alfvénico. En la seccién de Métodos
numéricos para modelar vientos solares se hace una descripcion técnica de las configuraciones
para las simulaciones realizadas. En la seccidn de Resultados se muestran perfiles de las cantidades
relevantes del plasma interplanetario. Finalmente, en la seccion de Discusion de resultados se evalia
la pertinencia de las simulaciones y argumentamos cémo la estrategia AMR captura estructuras
localizadas del viento solar, validando su aplicacién a simulaciones de escalas interplanetarias.

8.1. Introduccion

El clima espacial hace referencia al campo de investigacion que permite abordar las influen-
cias complejas que tienen los efectos del Sol y otras fuentes césmicas en el espacio interplanetario
y gran parte estd motivada (tanto fisica como econdémicamente) por la bisqueda de prediccién y
entendimiento de qué le sucederd a nuestro planeta al estar inmerso en este medio y su dindmica.

En las regiones interplanetarias los efectos del Sol y el medio interestelar compiten por quién
representa la mayor influencia fisica. En este contexto, el viento solar es un protagonista que genera
gran cantidad de la dindmica y cinematica en el medio interplanetario.

El viento solar se modela como un fluido de plasma supersénico completamente ionizado que
es expulsado del Sol y representa una extension de la corona a través del medio interplanetario.
Los inicios del estudio del viento comienzan desde 1900, cuando Bierkeland [Birkeland, 1913]] hizo
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modelos de radiacién corpuscular ionizante que llegaba a la Tierra, y en 1930, cuando Chapman y
Ferraro [Chapmanl [1929]] utilizaron ideas similares para explicar las tormentas geomagnéticas; los
modelos actuales tienen sus origenes en los trabajos realizados por Parker alrededor de la década
de 1960 [Parker, [1958]], en donde se abord¢ la idea de que una corona extendida con una densidad
estratificada a temperatura constante producia una eyeccion estacionaria solar de materia a velocida-
des supersoénicas, lo cual fue completamente corroborado observacionalmente en la misién venusina
de 1962, Mariner II [Snyder and Neugebauer, |1965].

Actualmente, para ahondar en el estudio del viento solar, de manera continua se generan datos
observacionales de la corona y el viento solar, por ejemplo con las misiones ULYSSES [Wenzel
et al., [1992]], SOHO [Domingo et al., [1995]], STEREO [Kaiser et al., [2008]] y mas recientemente
la Parker Solar Probe [Raouafi et al.l 2023]]; son necesarias en este contexto buenas simulaciones
numéricas para entender y mejorar los modelos que describan al viento solar.

Como caso gregario de la modelacion actual, se puede observar el acercamiento del Centro para
el modelado de clima espacial Integrado (CISM por sus siglas en inglés) [[Goodrich et al., [2004]], en
donde, entre otras aproximaciones, utilizan esquemas que representan soluciones en la corona y en
la heliosfera, todo esto contenido en un paradigma computacional denominado CORHEL en [Feng
et al.l [2021] y que fue originalmente desarrollado en [Linker et al., | 2009]]. La idea de este tipo de
esquemas es extender las soluciones que se obtienen para modelar cuantitativamente la corona solar
y generar informacién que inicie los modelos del viento solar en la heliosfera. Ejemplos notables
que utilizan éste tipo de esquemas son los de la aplicacion MAS [Linker et al., 1999, Mikic et al.,
1999] en heliofisica y el modelo empirico de la fuente superficial de campo potencial Wang-Sheley-
Arge (PFSS-WSA) [Wang and Sheeley Jr,[1992]], por ejemplo en el cédigo ENLIL [Odstrcil, 2003];
en ambos se realizan predicciones del clima espacial utilizando mapas sindpticos de la componente
radial del campo magnético en la fotosfera.

De importancia mayor para estas simulaciones es poder capturar subestructuras del viento solar
a diversas escalas. Ejemplos de estas subestructuras, mencionadas en [Burlaga and Burlagal [1995]],
son: la hoja de corriente heliosférica, que representa la region del viento solar localizada alrededor
del ecuador, tiene una velocidad de viento menor que el resto del dominio y presenta un cambio de
polaridad en el campo magnético; y las regiones de interaccion corrotantes causadas por chorros de
viento solar que rotan con el Sol y que presentan una discontinuidad de las cantidades del plasma.
En este contexto multiescala, la estrategia AMR ha sido efectivamente aplicada por los cédigos
AMR-CESE-MHD|Feng et al.l 2012], ICARUS [Verbeke et al., 2022] los cuales pueden realizar
simulaciones solares utilizando esta estrategia en mallas no cartesianas.

En este contexto, el codigo CAFE-AMR que se ha desarrollado con esta investigacién, im-
plementa la estrategia AMR para la solucién de las ecuaciones MHD en simulaciones de escalas
interplanetarias y puede capturar aspectos de alta resolucién localizada. En este capitulo efectua-
mos dos pruebas que validan que con la tecnologia desarrollada es posible desarrollar simulaciones
de viento solar con futuras aplicaciones a la prediccién de clima espacial.

8.2. Modelos analiticos del viento solar

Para comprender el modelado del viento solar, comenzaremos la discusién abordando los mo-
delos analiticos que fueron propuestos a mediados del siglo XX.
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Para comenzar hablaremos de modelos analiticos del viento solar los cuales manifiestan dos
parametros fisicos importantes a tener en cuenta; el punto sénico y el radio alfvénico. El primero
determina a partir de qué distancias el viento solar es supersonico mientras que el segundo deter-
mina por una parte a partir de qué punto el comportamiento de la MHD ideal del viento solar es
mas relevante, es decir que el campo magnético es arrastrado por el viento solar en las espirales
arquimedianas, y por otra la distancia a partir de la cual las ondas alfvénicas no regresan al Sol.

8.2.1. Solucion de Parker

El modelo de Parker de una corona extendida asume que existe un viento supersénico originado
desde la corona que se extiende hasta distancias interplanetarias ;Como se llegé a esta conclusién?

Brevemente describiremos la situacion previa al modelo de Parker. Antes de 1958, Alfvén y
Chapman [Alfvén,|1941,/Chapman|] mostraron que una de las consecuencias de la conduccién térmi-
ca de una corona que tenga una temperatura de millones de grados es extender esta corona. Fue as{
que se decidi6 explorar el caso de una atmésfera estacionaria.

Partiendo del equilibrio hidrostatico causado por la fuerza de gravedad:

dP  GMup
— = . 8.1
dr 2 @.1)

donde P es la presion del gas p es la densidad, My es la masa del Sol y r es la distancia radial
tomando como origen el centro del sol; dado que el plasma interplanetario es relativamente diluido,
a partir de la ley de gases ideales p(r) = P(r)/T(r), se obtiene que

T dr
P(r) = Pyexp [—a/ ﬁ@ —rZT(r)]’ (8.2)

donde « es la constante que deriva de la ecuacion de estado de gas ideal y las constantes Gy M de
la fuerza gravitacional. La ecuacion (8.2) muestra que en el modelo de equilibrio estacionario, si la
temperatura decae mds lento que 1/r entonces la presion a distancias r > Rg no es nula.

Hay dos argumentos que condenan este modelo. Por una parte, la presién obtenida de esta mane-
ra estd en desacuerdo con cualquier presion interestelar concebible, por otra parte, si la temperatura
del plasma decae con la distancia, de la ecuacién de gas ideal se tiene que p — oo lo cual es todavia
mads improbable. Ahora bien, Parker [Parker, |1958]|], propuso que en la ausencia de una presién ex-
terna en infinito que mantuviera a la corona, se debe eyectar hacia afuera un flujo conocido como
viento solar. El escenario que se analizard es el de un flujo estacionario isotérmico esféricamente
simétrico.

La ecuacién de continuidad de la masa en este sistema muestra que en los cascarones esféricos
de radio r 1a masa se conserva, es decir

47rr2pv = constante, (8.3)

por otra parte, de la conservacién de momento se tiene que

dv dP GMgp
V— = — —
dr dr r2

8.4)
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Figura 8.1: Esquema del comportamiento de la solucion implicita del viento solar isotérmico su-
personico. La linea punteada expresa la solucion en la cual el viento solar tiene como valor inicial
en la frontera interna un valor supersénico que decae, mientras que la linea continua expresa aquella
en la que el viento solar pasa de un régimen subsdnico a uno supersénico. Los puntos ., v, corres-
ponden a los puntos criticos de la ecuacién (3.6).

de la cual puede, usando la ecuacién de estado de gas ideal, sustituirse p y eliminar p dando como

resultado 5 )
d 2
v ) o 2oy, (8.5)
v/]dr 2

donde v, = (RT/,H)” 2 es la velocidad isotérmica del sonido yre = GMgji/ (2RT) es un punto critico
conocido como punto sonico. De manera implicita, la ecuacién (8.5) tiene como solucién

2 2
(1) ~log, (1) =4log, — +45 1 ¢, (8.6)
Ve Ve Te r
donde C es la constante de integracion.

La principal caracteristica de la solucion de Parker es que, a diferencia del modelo estético de
Chapman, a la presién a distancias muy lejanas al Sol, P, se le puede asignar cualquier valor
deseado. En particular, el caso en el que se fija P, = 0 es el que produce un viento supersénico,
como puede verse en la Figura[8.1] en la cual se observa el perfil de la velocidad del viento solar
en funcién de la distancia radial; en este caso, se observa como al fijar la presion la magnitud de la
velocidad del viento solar crece con la distancia en el caso de la linea continua; en el caso de la linea
punteada se descarta a causa de que no se observan velocidades supersénicas en regiones cercanas
al Sol.

Por ultimo, una de las caracteristicas de este modelo es que la presion y la densidad también
poseen un gradiente que decae en funcién de la distancia, lo cual quiere decir que se comporta
similar al modelo de Chapman.

8.2.2. Efectos de la rotacion y el campo magnético: espirales de Parker

El Sol tiene cierta rotacién cuyo periodo aproximado es de 27 dias. Esto quiere decir que el
viento solar también expresa esta rotacién en el medio interplanetario generando cierto tipo de
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espirales, tipicamente conocidas como espirales arquimedeanas. Dado que el viento solar transporta
al campo magnético del Sol, se tiene que las lineas de campo magnético del Sol tienen una curvatura
conectada con esta rotacion solar.

A continuacion se describe un modelo analitico en el caso de un sistema estacionario, es decir,
una estrella modelada como un sélido que rota y eyecta materia de manera estacionaria.

Para el caso estacionario de la MHD se obtienen las siguientes ecuaciones

= Ecuacion conservacion de la masa
V- (ov) =0. (8.7)

= Ecuacion de conservacion de momento

B? B GM,
p(V-V)V—V-(p+—)+(B-V—— P, (8.8)
210 Mo r
= Ecuacién de induccion
Vx(vxB)=0 (8.9)
En coordenadas esféricas (r, 0, ¢) , es posible escribir la ecuacién de masa (8.7) como
10
2o (pv,rz) =0; (8.10)

lo cual indica que la cantidad pv,r? es constante. Ahora bien, la componente azimutal ¢ de la ecua-
ci6n de momento (8.8), asumiendo que la presién depende sélo de la distancia r, se transforma

en
8V¢ Vr 1 8B¢ B,
— tyy— | = — — +By;—|,
p(vr(?r v¢r) ,uo(rar ¢y
o escrito de otra manera

1d 1 1
-— = —B,—(rBy). A1
PVr . dr(rvqﬁ) 1 r (r ¢) (8.11)
Multiplicando la ecuacién (8.11)) por * se obtiene que

B.r* 1
rrz —rBy = constante = L, (8.12)
Py Ho

donde L es el momento angular total por unidad de masa transportado por tanto el movimiento
del plasma como por las tensiones magnéticas. De la ecuacion de induccién (8.9) en coordenadas
esféricas se tiene que
;di,, (r(vBy ~ v4By)) = 0. (8.13)
En 1967 Weber y Davis modelaron la interaccién entre un viento solar y un campo magnético
radial uniforme [Weber and Davis Jr,|1967]]. Este modelo del campo tiene la ventaja de que aproxima
correctamente solo las lineas de campo magnético que tienen una topologia abierta, es decir que no
inicien ni terminen en la superficie del Sol. Usando esta aproximacién monopolar se tiene, a partir
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deV-B =0, que
BoR?
B = —2 (8.14)

72

donde Bg es la magnitud del campo magnético a un radio solar, Rg. a continuacién, de la ecuacién

(8.13)), se tiene que
r(v,By — vyB,) = constante ¥ —RovyBo = -Qr*B,, (8.15)

donde se esta asumiendo que el Sol rota como un cuerpo sélido con periodo Q.

De las ecuaciones (8.12) y (8.15) se obtiene un sistema de ecuaciones para v, y By que dan

como resultado 5 s
M (L/(r°Q)) — 1

Ve = 8.16
@ -1 (8.16)
Y 2
B.Qr|1-L/(r Q)| »
By, = — My, 8.17
¢ w[ W—l}A @17

donde ME\ = v% / vf‘ es el nimero mach alfvénico y v/z_‘ = B% /(uop) es la velocidad de Alfvén.

En ambas expresiones muestran que se debe tener que
1-L/(r*Q) =0

cuando
M;-1=0

de manera que se encuentra el radio alfvénico ry, como la distancia a la cual Mf‘ = 1 y entonces
L= rf‘Q. Con todo, se tiene los siguientes comportamientos asintoticos

m Parar > ry

2
Vg X Q—:A 0
(8.18)
B.Q
By ~ —==
m paraRo 27 <y
V¢ =~ QI’
(8.19)
By ~ _BQr

En otras palabras, el campo magnético y el viento solar tienen una rotacién similar a un cuerpo
sélicdo justo después del punto critico 74 en el cual la velocidad radial es igual a la velocidad de
Alfvén. Maés alla de este punto, el campo magnético es arrastrado a lo largo del viento en una espiral,
conocida como espiral de Parker; lejos del Sol, este fluido es aproximadamente radial.
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8.3. Modelo numérico del viento solar.

Existen diversos enfoques para al estudio de un plasma, inclusive el interplanetario; desde la
perspectiva de la MHD ideal, se tiene que los pardmetros relevantes para describir al viento solar
son el campo de velocidades, el campo magnético, la temperatura de los electrones y protones y
finalmente la densidad del fluido. Estos pardmetros estdn intimamente relacionados; por ejemplo,
a través de la ecuacion de continuidad, el campo de velocidades se relaciona con la densidad; el
campo magnético se relaciona con el campo de velocidades por el teorema de campo congelado; la
temperatura se relaciona con la densidad y la presién con la ecuacién de gas ideal. Estas conexiones
entre las cantidades relevantes del plasma representan una importancia mayor en los modelos que
describen al viento solar.

Con respecto a la prueba que se ha confeccionado para validar la capacidad del c6digo CAFE-
AMR para simular escenarios relativos a vientos solares, escogimos dos en concreto. Una prueba
de un viento solar isotérmico supersonico, el cudl es perturbado con una eyecciéon de materia mas
caliente y veloz de una regién localizada, a manera de simular algunos aspectos de las eyecciones
de masa coronal y por otra parte, un viento solar magnetizado cuyo campo magnético corresponde
a un dipolo magnético que rota con el Sol.

En esta seccidn, se abordan las especificaciones tanto de las condiciones iniciales, cambio de
unidades fisicas a unidades de cddigo, estrategias de refinamiento y también cémo se aborda la
frontera interna.

8.3.1. Dominio numérico y frontera interna

Para simular el viento solar a distancias interplanetarias se resuelven las ecuaciones MHD en
un dominio numérico cuyo origen esté en el centro del Sol y parte desde una esfera de radio R;, =
20R, centrada en el origen hasta las caras del cubo del dominio numérico cuyas distancias son
de r = 250Rg a partir del origen lo cual alcanza distancias del orden de una unidad astronémica
o r > 200Rs. Tipicamente esto es a razén de hacer predicciones del clima espacial en la Tierra
partiendo de las observaciones que se tengan en el Sol.

Las dos simulaciones que se presentan en este capitulo se realizan en dominios exteriores a una
frontera interna esférica, es decir distancias r > R;,, donde la frontera interna se define como la
esfera de radio

Rin ~ 20Rg; (8.20)

se ha escogido R;, conforme con los modelos analiticos del viento solar de manera que las simula-
ciones se realizan en distancias mayores al punto sonico r, y al radio alfvénico r4.

Dicho de otra manera, a distancias mayores que R;, se espera que el viento sea expulsado con
una velocidad supersénica con las velocidades caracteristicas dentro del dominio siempre apuntando
hacia afuera de la frontera interna. Esto determina en las simulaciones una condicién de frontera fija
en la frontera interna ya que a partir de esta distancia no se pierde informacion fisica del sistema.

La inyeccién permanente de plasma en la frontera interna puede simularse manteniendo inva-
riantes las variables fisicas del viento solar en r = R;,. Sin embargo existe el grave problema de
que en coordenadas cartesianas, la frontera interna no es una esfera, sino que estd compuesta de una
esfera lego compuesta por muchos cubos que recubren la regién delimitada por la ecuacién (8.20);
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en general, la implementacién de condiciones de frontera aqui es un asunto delicado.

Para sortear este problema, en estas simulaciones hemos implementado el método presentado
en [Kleimann et al., 2009]], el cual consiste en promediar el valor de las cantidades conservativas
en las celdas que estdn justo afuera de la frontera interna. Esto se ilustra esquemdticamente en la
Figura[8.2]en un caso bidimensional.

Figura 8.2: Esquema del método de promedios para la frontera interna delimitada por el circulo de
color magenta. Las celdas internas (purpura), tienen un valor fijo, mientras que las celdas externas
(verde) obtienen su valor del método numérico; la celda de transicidn (roja) obtiene su valor al hacer
un promedio de las cantidades conservativas pesado con las distancias de los centros de las celdas
vecinas.

El algoritmo utilizado consiste en los siguientes pasos:

1. Determinar si se trata de una celda de la frontera interna, celda externa a la frontera interna o
celda de transicién. Las celdas correspondientes a la frontera interna son aquellas que o bien
tocan a la frontera fisica interna o presentan una interseccién con el dominio que cubren. Las
celdas externas son aquellas que no cumplen el criterio de ser frontera interna. Las celdas de
transicion son celdas externas que tienen por vecino al menos una celda interna.

2. Fijar los valores de la frontera interna.
3. Evolucionar las celdas externas con el método numérico deseado.

4. Sustituir el valor en las celdas de transicién por un promedio pesado hecho con sus vecinos.
La manera de hacer esto es asignar como peso la distancia del centro de la celda de transicién
con los centros de las celdas vecinas. Esto es, si w;, es una cantidad conservativa en la celda
de transicion tr, entonces

-1
(Za It — ol Wa)
Za |rtr - ral_l
donde w, es el valor de la cantidad conservativa w en el vecino a, mientras que r;- y r, son
las posiciones de los centros de la celda de transicién y las celdas vecinas respectivamente.

, 8.21)

Wi =

Para las condiciones de frontera en los limites del dominio numérico se han implementado las
de flujo saliente.
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8.3.2. Viento solar hidrodinamico

La prueba de viento solar hidrodindmica que hemos realizado permite probar qué tan bién fun-
ciona el refinamiento adaptativo en la frontera interna a la par que el método de promediar dado
por la ecuacion (8.21)), por otra parte nos permite abordar la cuestiéon de qué tan bien se persiguen
las perturbaciones que se gesten en la frontera interna y que se propaguen en el resto del dominio
numérico, todo esto con vistas a simular las EMC.

Para conseguir el modelo de viento solar estacionario, se simula un bombeo de plasma desde
regiones cercanas al Sol hacia distancias cercanas a la Tierra a través de la heliosfera. Este modelo
produce una onda expansiva inicial tras la cual se obtiene el comportamiento supersénico estacio-
nario. A continuacién describimos las especificaciones de este modelo.

Dimensiones del dominio.

Como se estipuld en la seccion anterior, el dominio numérico sobre el cudl se realiza la simula-
cién parte desde una esfera de radio R;, = 20Rs centrada en el origen, hasta las caras del cubo del
dominio numérico cuyas distancias son de r = 250R a partir del origen. Este dominio numérico
tiene dimensiones utilizadas en varios trabajos, por ejemplo [Riley and Gosling, |1998| |Gonzalez-
Esparza et al., 2003 [Feng et al., |2021]]; tiene la ventaja de que abarca distancias superiores a la
distancia mdxima de la Tierra al Sol y a su vez el radio de la esfera de la frontera interna es superior
tanto a la localizacién del punto sénico . como al radio alfvénico r4, de manera que no se pierde
informacidn sobre la propagacion de la informacidn.

Cambio de unidades fisicas a unidades de codigo.

La transiciéon hacia unidades de cédigo se hace de la misma manera que en [[Guzman and
Mendoza-Mendoza, 2022f]. Tanto las unidades fisicas como las de cédigo se definen en términos
de escalas fijas para las variables de estado es decir que la densidad p, presién P, longitud /, tiempo
t, velocidad v y temperatura T son inversamente proporcionales a las unidades fisicas:

PPhys = P0P>

PPhys = Pyp,
Iphys = lol, (8.22)
Iphys = fof,

Tpnys = ToT,

donde el subindice Phys indica que son cantidades fisicas y el subindice O establece que son los
factores de escalamiento. En la Tabla [8.1] se muestran los valores de las escalas que conectan las
unidades.

Estrategia para obtener el viento solar estacionario

La inyeccién permanente de plasma en la frontera interna puede simularse al mantener las va-
riables fisicas del viento solar fijas en » = R;n. Se han utilizado los valores presentados en el trabajo
[Gonzalez-Esparza et al., 2003, es asi que obtenemos p;y, , Vin, Pin, @ ¥ = R;,, siguientes:
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Cantidad Constante de normalizacién
Tiempo to = 3600 s
Longitud Ip = Ro = 6.9634 x 108 m
Velocidad vo = lo/to ~ 1.93 x 10°m/s
Temperatura T = mHV%/kB ~ 2.73 x 10°K

Densidad  pg = C’%@ = 1.0003573 x 102'Kg m~3

Tabla 8.1: Constantes de normalizacion para el viento solar hidrodinamico. Para obtener los valores
mostrados se tiene que la masa media de la molécula de hidrégeno es my = 0.6 X 1.6726219 x
10~?’kg y que la constante de Boltzmann es kz = 1.3806488 x 10723J/K.

Psw sir <Ry
po(r) = ,
0.01p4,, sir> R,
ook, sir<Rp (8.23)
vo(r) = ,
0, sir> R,
To(l‘) = Ty

eyecciones de masa coronal donde se tiene densida de pgw = g X 2100kgem™, velocidad de
Ve = 2.5 % 10°ms™! y temperatura de T, = 5 X 10°K.

En este caso se ha optado por condiciones iniciales isotérmicas, lo cual tiene por referencia
el modelo analitico de Parker, no obstante, las ecuaciones que resuelve CAFE-AMR ademads de
ser adiabéticas capturan la evolucion de la energia total del sistema, de manera que la temperatura
tendrd un perfil que decae con la distancia radial. Para obtener, entonces la presién se utiliza la
ecuacion de estado de gas ideal con un indice adiabédtico de y = 1.4.

Estrategia para la formacion de la eyeccion de masa coronal.

Luego de que el viento solar se hace estacionario, propagamos una EMC. Los pardmetros de la
simulacién tienen como base el trabajo de [|Gonzalez-Esparza et al., 2003|]. Caracterizamos la EMC
lanzada desde la frontera interna en r = 20R, por su velocidad veyg, densidad peye = 2 X Psw,
temperatura Tcyg = 2 X T, y la apertura del dngulo 6 = n/6 que circunscribe la region de la
frontera interna sobre la cual se inyecta la EMC, lo cual se muestra en la Figura 8.3] Para lanzar
la CME se aumenta progresivamente la inyeccion en funcion del tiempo y posteriormente se hace
decaer hasta los valores del viento solar. Esto se realiza a través de una tangente hiperbdlica. Por

'Al trasladar las unidades a c6digo, se ha usado la densidad de nimero de particulas, pues la constante referente al
peso molecular del hidrégeno py puede incluirse de manera natural a las constante de normalizacion py.
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Figura 8.3: Esquema de la localizacién de la inyeccion de la CME en la frontera interna. Dentro del
cono de angulo 6 las cantidades fijas de la frontera interna tienen los valores de la CME, mientras
que fuera del cono, las cantidades permanecen invariantes a cuando se inyecto el viento solar.

ejemplo en el caso de la densidad se tiene que

1
pP=3 [CocmE + psw) £ (PcmEe = psw) tanh(D)] (8.24)

donde el signo + corresponde previo a la inyeccidn y — al decaimiento.

Después de 3.6 horas de que se ha activado el aumento a través de la ecuacién (8.24), se man-
tienen los valores maximos (por ejemplo p = pcyg en el caso de la densidad) durante 6 horas para
después activar la funcién de decaimiento.

Configuracion de la simulacion

Para la simulacién se define una resolucién base de 80> celdas con tres niveles de refinamiento,
dando como resultado una resolucién equivalente de 6403 celdas. Se utiliza como criterio de refina-
miento (4.2)) con un valor de umbral de y, = 10. En las fronteras del dominio numérico se utilizan
condiciones de frontera de flujo saliente. A lo largo de la simulacién se utiliz6 un factor CFL de
0.125 y los flujos numéricos computados fueron hechos utilizando la férmula HLLE.

8.3.3. Viento solar magnetizado.

El campo magnético del viento solar estd dominado por el momento dipolar, es decir que la
primera gran aproximacioén del campo magnético del Sol es un dipolo magnético. Con esto en
mente, la prueba que se ha disefiado para un viento solar magnetizado es aquella de un dipolo
magnético inclinado, es decir que su eje de simetria estd inclinado con respecto al eje de rotacion
del Sol como se muestra esquematicamente en la Figura|8.4!

Esta prueba consigue dos objetivos. Por una parte permite valorar la implementacién de mo-
delos empiricos de viento solar en el c6digo que se ha desarrollado; por otra parte permite evaluar
la estrategia AMR que hemos implementado para capturar la hoja de corriente heliosférica y las
espirales de Parker.

A continuacién se muestra una descripcion del modélo empirico que hemos implementado.



126 Capitulo 8. Viento solar

Figura 8.4: Esquema del Sol con un dipolo magnético, con momento magnético u, ubicado al centro
del Sol e inclinado con respecto al eje de rotacion, Q, un dngulo 6.

Descripcion del modelo empirico

Lejos de la corona solar, el viento solar estd bien modelado usando las ecuaciones de la MHD.
En este contexto, las cantidades macroscépicas del plasma, es decir la densidad, temperatura y ve-
locidad, pueden ligarse directamente a la topologia de las lineas de campo magnético. Al dia de hoy,
varias técnicas aplicadas en la simulacién de la heliosfera interplanetaria se apoyan en este hecho,
por ejemplo la aproximacion WSA [Arge et al., 2004] y su implementacién en el modelo ENLIL
[[Odstreill 2003[]. Nuestra implementacion del modelo empirico también utiliza esta estrategia.

Para la implementacién aqui mostrada, el dominio numérico se particiona en capas esféricas,
como se ha esquematizado en la Figura[8.3} estas capas se ubican aproximadamente en las divisiones
de las regiones solares: la fotosfera ubicada en Ryyy = 1Rg, la corona solar a Rgc = 2.5R0G, la
frontera interna de la simulacién a R;, = 20Rg y el resto del dominio numérico que incluye un
volumen que contenga al menos la érbita terrestre, de aproximadamente r = 1AU.

Para poder construir las cantidades a inyectar por la frontera interna se siguen una serie de
pasos. Lo primero consiste en determinar el campo magnético de la frontera interna y esto se hace
construyéndolo en cada una de las capas del dominio. Comenzando con la regién comprendida
entre la fotosfera Rsyy y la corona solar Ry.. En el contexto de la prediccién del clima espacial,
para encontrar una expresion del campo magnético en esta region, se tiene como datos iniciales
los mapas sindpticos de los magnetogramas. En esta region se asume que el campo magnético es
potencial, es decir que

B=VY, (8.25)

donde Y es una funcién escalar. Como se menciona en [Priest, 2014, esto es posible al asumir que
= [a mayor contribucién de la dindmica del plasma se debe a fuerza magnética.
= Las fuentes de campo magnético en la fotosfera han permanecido estacionarias.

= La helicida(ﬂ del campo magnético es despreciable.

?La helicidad se define sobre cierto volumen V como ﬁ/ A - BdV, donde A es el potencial vectorial magnético. Entre
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Dominio Numérico

Rsun

Figura 8.5: Esquema de las capas que dividen al dominio numérico: la fotosfera la definimos en
Rsyn, la corona en Rgc, la frontera interna en R;;,.

Ahora bien, al definir el campo magnético como potencial, se define la ecuacién de Laplace para el
potencial ¥
V2Y =0,

la cual puede resolverse utilizando diversas técnicas, por ejemplo en [Sakurai, [1982] se hace uti-
lizando funciones de Green. Una de las estrategias de mayor uso es mediante la superficie fuente
de campo potencial [Newkirk and Altschuler, [1969|], PFSS por sus siglas en ingles (potential field
source surface). Este método aproxima el campo magnetico global en una serie de ondas cuyos
coeficientes se obtienen al reconstruir los valores del campo magnético en la fotosfera. Este proceso
da como resultado una expresion analitica para el campo magnético a través de la fotosfera hasta la
corona.

Para la regién comprendida entre la corona y la frontera interna, lo primero que se hace es
discriminar las lineas de campo que tienen una topologia abierta hasta R, es decir, las lineas de
campo cuyos extremos estdn en Rsyy y Ry.. Sobre las lineas de campo magnético se puede calcular
el factor de expansion super-radial (f;) que se refiere a la variacion de la intensidad del campo
magnético a lo largo de un tubo de flujo de campo magnético. El modelo que se ha escogido para
esto es el presentado en [Shiota et al., [2014]:

Ro

2
fs(esc’ ¢sc) = (R_sc)

B,(Ro, 0, $o)

S A O 8.26
Br(Rye, Ogc, ¢sc) ( )

donde B, es la componente radial del campo magnético. En nuestro caso, para encontrar las coor-
denadas (Rg, 0o, ¢o) del punto de origen del tubo de flujo de campo magnético se ha utilizado una
integracioén a primer orden de las lineas de campo magnético a r = Ry, 0, ¢ como punto inicial;

otras cosas se utiliza para evaluar la torsién y qué tanto se enrollan sobre si las lineas de campo magnético. En el caso de
la MHD ideal, la helicidad es una cantidad que se conserva.
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si después de un ndmero finito de pasos, en nuestro caso 500 iteraciones, el punto de origen no es
encontrado, se considera que la linea de campo es cerrada y se fija f; a un valor predeterminado.

Una vez hecho esto, se modela al campo magnético como uno puramente radial discriminando
el resto de las componentes y ademds se fija que el flujo de campo magnético se conserve a lo largo
de tubos de flujo radial desde r = Ry, hasta r = R;;, lo cual se utiliza para encontrar que en la
frontera interna

Rin
El resto de las cantidades relevantes del viento solar en la frontera interna; la densidad y velocidad
radial; se ligan a los valores del campo magnético de la frontera interna de la siguiente manera. Para

la velocidad radial v, se utilizé el modelo empirico de Wang y Sheely dado por la férmula [Wang
and Sheeley Jr, (1990, |/Arge and Pizzo|, 2000]]

R 2
Br(Rin) = (i) Br(Rsc)- (827)

(8.28)

410
Vr(Rin, Hin’ ¢m) = [2675 + :|kmS_l,

1240, pin)

donde f; estd definido como en la ecuacién (8.26)), en el caso en el que el factor de expansion
correponda a una linea de campo cerrada, f; se escoge de manera que el valor de v, sea minimo.
La densidad de nimero de particulas, y por lo tanto la densidad, se obtienen utilizando la férmula
empirica, presentada en [Smith, 2009], que incluye una medida del flujo radial de densidad de
nimero a una distancia de 1AU dado por

Ro\* Vo
Riy) = — _ 8.2
i) =10 (Rin) 8 vr(Rin) (8.29)

donde np = 8.06 x 10°%cm™3, vy = 267.5kms™!, Ry = 1AU. Este perfil de densidad de niimero fija la
densidad del gas a través de
P = UHN, (8.30)

donde uy = 0.6 X 1.6726219 x 1072’Kg es el peso de la molécula de Hidrégeno.

Especificaciones de la prueba

Para asignar los valores iniciales de la prueba numérica, primero se fija el valor del campo

magretico en las ecuaciones (8.26[8.27) como
3r(u-r) p

7 73’

B(r) = (8.31)
donde i es el momento dipolar magnético. Se utiliza un sistema de referencia heliografico inercial
[Burlaga and Burlagal [1995]] que no presenta fuerzas de Coriolis causadas por rotaciones. En este
sentido, la frontera interna expresa una eyeccién de plasma caliente magnetizado a partir de una es-
fera que rota como un sélido. El eje z se alinea con el eje de rotacién del Sol el dngulo de inclinacién
del momento dipolar magnético con respecto a este eje se fija como 8 = /5.

Para aplicar la rotacion en la frontera interna, la cual fijamos con la misma frecuencia de rotacién
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Cantidad Normalizacién
Tiempo to = 3600 s
Longitud Ly = Ro = 6.9634 x 108 m
Velocidad vo = Lo/t ~ 1.93 x 10°m/s
Temperatura mHv%/kB ~ 2.73 x 10°K
Densidad de nimero No=1x10"m™3
Densidad po = myNg ~ 1.004 x 10718

Campo Magnético By = vo \/lopo = 2.1786 X 1077 Tesla

Tabla 8.2: Constantes de normalizacion para la prueba del dipolo magnético inclinado, donde uy =
0.6x1.6726219x1072"kg es el peso medio de la molécula de Hidrégeno, kg = 1.3806488x10723J/K
es la constante de Boltzmann, y g = 1.256637 x 107°N/A? la permeabilidad magnética.

a Qo = 27 dias, se aplica una transformacion de la componente i del momento magnético dipolar
dado por ¢ — ¢ + Qof; aplicar esta transformacién genera una rotaciéon del campo magnético
inyectado en la frontera interna dado por (8.31) y a su vez el resto de las cantidades del plasma,
dado que estan ligadas al campo magnético, experimentardn la misma rotacién.

La intensidad del dipolo magnético esta dada por |u| = 1 x 10~! Gm™. La temperatura inicial se
toma como constante, T = 10°K, en toda la frontera interna y la presién hidrodindmica se obtiene
utilizando la ecuacion de estado de gas ideal con el perfil de la densidad (8.30) la temperatura
constante y un indice adiabético de y = 5/3.

Cambio de unidades fisicas a unidades de codigo

Las unidades fisicas se conectan con las unidades de cédigo siguiendo el mismo esquema que
en la prueba del viento solar hidrodindmico mostrado en la seccién Las constantes de norma-
lizacion para este caso se muestran en la tabla[8.2]

Configuracion de la simulacién

El dominio numérico comprende una regién cibica de dimensiones de 2563Ré con el origen
ubicado al centro del Sol. La resolucién base estd dada por 1283 celdas usando tres niveles de
refinamiento, lo cual corresponde a una resolucién equivalente de 1024° celdas. La frontera interna
se fija a un radio de r = 20R, para las condiciones de frontera externas en las caras del dominio
numérico, se utilizan las de flujo saliente. El paso temporal se maneja utilizando un Runge-Kutta
de segundo orden con un factor CFL de 0.125. Los flujos numéricos se obtienen utilizando una
aproximacién HLLE.

Se utilizaron dos criterios de refinamientio, uno fijo y uno adaptativo. Para minimizar los efec-
tos de los errores geometricos hechos al aproximar la frontera interna esférica, definimos mallas
refinadas cerca de la frontera de manera que la resolucién temporal y espacial sea maxima. Para
definir el refinamiento adaptativo se ha implementado una estrategia que mezcla dos acercamientos;
por una parte el planetado en [Matsumoto et al., [2019]], donde se refina un bloque de datos si es
que existe un cambio en la polaridad del campo magnético, es decir si B, cambia de signo en algin
lugar del dominio; por otra parte, dado que se desea capturar el comportamiento tipo espiral en la
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componente radial de la velocidad, se escoge como funcién de evaluacion o(U) = v, en la ecuacién
#@3) con un umbral de y, < 0.1. Este refinamiento es aplicado en regiones donde |z| < 2R;, de
manera que sé6lo la hoja de corriente heliosférica sea refinada.

8.4. Resultados

En esta seccion mostramos los resultados obtenidos de las simulaciones para los dos escenarios
de viento solar planteados, el caso hidrodindmico y el caso del viento magnetizado. Estos resulta-
dos tienen un fuerte énfasis en mostrar la capacidad de capturar estructuras de diferentes escalas
utilizando la estrategia AMR que se implemento para esta investigacion.

8.4.1. Viento solar hidrodinamico

En esta prueba, a un tiempo inicial las variables del viento tienen valores constantes dentro de la
esfera de radio R;, lo cual simula un bombeo estacionario de plasma hacia la heliosfera. El gas llena
el dominio numérico r > R;, iniciando con una onda de choque frontal la cual se propaga hacia
las fronteras externas y debido a las condiciones de frontera este frente de choque es expulsado
del dominio a través de la frontera externa. En la Figura [8.6] se muestra un corte del perfil de la
densidad en el cual se observa como el criterio de refinamiento persigue este frente de la onda de
choque. Una vez que la onda de choque es expulsada del dominio numérico, el flujo del viento solar
se aproxima a un estado estacionario. El resultado de esta simulacién se muestra en la Figura 8.7

Figura 8.6: Instantdneas de la densidad y su seguimiento AMR a ¢ = 234 horas de la prueba del
viento solar hidrodindmico, antes de que el viento alcance un estado estacionario. La onda de choque
inicial, asi como las discontinuidades de contacto, estdn cubiertas por cuadriculas mas finas.

donde se presentan los perfiles de la densidad , la componente v, de la velocidad, y la temperatura
del gas a lo largo del eje x una vez que el flujo se ha estabilizado a lo largo de todo el dominio a
t ~ 1000h. Como referencia contextual sobre las dimensiones espaciales, en el sistema de referencia
escogido la posiciéon media donde estaria localizada la Tierra es xgqp, = 214.83452Rp%. Una vez
que el viento solar tiene caracter estacionario, se inyecta la EMC de la manera descrita en la seccién
[8:3.2] En la Figura [8.8] se muestran cortes del perfil de la densidad durante la propagacién de la



8.4. Resultados

131

Number Density

2000 +
1500 1
cm~3
1000
500 1
oA
0 50 100 150 200 250
Distance(Ro)
1le5 Radial Velocity
3.2
3.1+
3.0 1
2.91
ms™t
2.8+
2.7+
2.6
2.5
0 50 100 150 200 250
Distance(Ro)
le5 Temperature
54
44
34
K
24
14
0 50 100 150 200 250

Distance(Rs)

Figura 8.7: Densidad, velocidad radial y temperatura del viento solar hidrodindmico a lo largo del

eje x en la prueba del viento solar hidrodindmico.
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Figura 8.8: Cortes del perfil de densidad en el plano xy para la prueba del viento solar hidro-
dindmico. Las imdgenes corresponden a un escenario después de que la perturbacién inicial ha sido
inyectada en el viento solar estacionario a tiempos ¢ = 34, 8hr (parte superior), ¢t = 7.50hr, 13.98hr,
19.01hr (parte inferior).

eyeccion de masa coronal a distintos tiempos. Con este montaje, la erupcién inicial se propaga, su
perfil de densidad se difumina y se ensancha. En la Figura[8.9] mostramos que la estructura del nivel
de refinamiento més alto rastrea la perturbacién cubriendo todo el frente de choque.

8.4.2. Viento solar magnetizado

Para la prueba del viento solar que transporta el campo magnético de un dipolo, primero se
muestra en la Figura[8.I0]un corte meridional de la velocidad radial. Se puede observar que existen
dos regiones bien diferenciadas que corresponden al cinturén de serpentinas de viento solar lentoEl
donde las velocidades del viento tienen valores alrededor de ~ 2.8 X 10°m s~!, y regiones de viento
solar rapido, las cuales se localizan alrededor de los polos y cuya velocidad ronda ~ 5.56 x 10°m
s7h

3Traduccién de “slow streamer belt”.
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Figura 8.9: Estructura de refinamiento después de que la perturbacion del limite interno se haya
inyectado en la configuracidn estacionaria del viento solar hidrodindmico a ¢ = 33.8 horas. En esta
Figura también se ha superpuesto una seleccion de la densidad correspondiente a la frontera interna
y a la deformacién que ha experimentado la CME al propagarse en el dominio.

Los efectos de la rotacién se presentan en la Figura en donde se muestra un corte ceni-
tal (plano z = 0) de la velocidad radial, la cual desarrolla débilmente gradientes en la velocidad,
generando patrones tipo espiral asociados con las espirales de Parker y las regiones de interaccién
corrotantes.

Con respecto a los refinamientos de malla adaptativos, en la Figura|8.12|se muestra un corte de
varias regiones cubiertas por los parches de refinamiento en el plano x = 0. El refinamiento cubre la
region de viento lento que también corresponde a las regiones donde hay cambio de polaridad del
campo magnético.

A grandes distancias interplanetarias, el perfil magnético del viento solar estd dominado por el
momento dipolar. En la Figura [8.13] se muestran las lineas de campo magnético sobre el dominio
numérico superpuesto con un corte de la componente radial de la velocidad; se puede mostrar que
cerca del ecuador, la aparicién de lineas de campo es esporadica. Cierta torsién de la rotacién de las
lineas de campo asociada con la rotacién la frontera interna puede observarse también.

8.5. Discusion de Resultados

En el contexto de las simulaciones del viento solar, el asunto que se ha explorado con estas
pruebas es el de aumentar la resolucién espacial no sélo en la frontera interna, sino también capturar
las estructuras dindmicas en regiones de interés mas alejadas.

Ciertamente, el AMR en cuadriculas rectilineas no es la tnica estrategia. Por ejemplo, en el
proyecto de simulaciones de Sol a Tierra [Narechania et al., 2021]], se emplean estrategias AMR
utilizando bloques hexaédricos, obteniendo una alta resolucién en la formacién de hojas de co-
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Figura 8.10: Corte en el plano x = 0 del perfil de la distrubicén de la velocidad radial en un tiempo
t = 200h para la prueba del viento solar magnetizado. Los rangos de velocidad se encuentran de
entre ~ 2.8 x 10°m s™! (verde) hasta ~ 5.56 x 10°m s™! (rojo oscuro).
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F-Axis

Figura 8.11: Corte en el plano z = 0 del perfil de la distrubicén de la velocidad radial en un tiempo
t = 200h para la prueba del viento solar magnetizado. Los rangos de velocidad se encuentran de
entre ~ 2.8 x 10°m s~! (verde oscuro) hasta ~ 3.25 x 10°m s™! (verde claro).
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Figura 8.12: Corte en el plano x = 0 de la disposicion de la malla de refinamiento sobrepuesto al
perfil de velocidad radial + = 200h para la prueba de viento solar magnetizado. La zona refinada
tiene una estructura en forma de la letra z y se debe al cambio de polaridad de la componente radial
del campo magnético. Las trazas verticales refinadas fuera de la regién |z] < 2R;, son causadas por
el criterio que utiliza la componente radial de la velocidad como funcién evaluadora.
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Figura 8.13: Muestreo de las lineas de campo magnético para la prueba del viento solar magnetizado
a un tiempo t=200; se superpone el corte del plano definido por el dngulo azimutal constante ® =
3m/2 del perfil de velocidad radial. Los rangos de velocidad estan desde ~ 2.8 X 10°m s~ (verde)
hasta ~ 5.56 x 10°m s~! (rojo oscuro).

rriente, asi como en la propagaciéon de CME, a costa de tener que prestar especial atencion a los
flujos numéricos en las caras de los limites intercelulares. Otro caso es el codigo ICARUS
2022]), que logra simulaciones de alta resolucién utilizando AMR en cuadriculas esféricas,
que no tienen férmulas de flujo tan complejas como las simulaciones hexaédricas, pero debido a
la geometria de las ecuaciones es necesario prestar especial atencién a las singularidades de las
ecuaciones en los polos.

El AMR en cuadriculas rectilineas no tiene ninguno de los problemas antes mencionados, pero
el problema de tener una esfera lego en el limite interno es un problema que sobrecarga el uso de
los esquemas PFSS y el uso de marcos corrotantes también podria inducir fenémenos no fisicos; en
este sentido, se pueden hacer grandes mejoras en esta prueba aplicando correcciones que podrian
mitigar este problema geométrico, incluyendo al promedio que se realiza en la superficie de escicién
[Kleimann et al.,[2009]]; un ejemplo de esto seria utilizar el método de Frontera Inmersa (Immersed
Boundary) [Mittal and Taccarinol, 2005]], la cual en su versién aplicada a métodos de volimenes
finitos reconstruye los flujos numéricos en un poliedro construido a base de tridngulos que aproxima
mejor la superficie esférica interna.

Mejoras a la prueba del viento hidrodindmico pueden realizarse aumentando la cantidad de nive-
les de refinamiento y utilizando flujos numéricos de menor disipacion. En el trabajo de
[Esparza et al., 2003] se reportan como condiciones iniciales de viento solar quieto valores a r =
1AU ~ 215R;, de velocidad v, = 290Kms~!, densidad de nimero de particulas de n = 12.7cm™>
y temperaturas de 7 = 1.7 x 10*K lo cual concuerda fuertemente con el orden de la magnitud de
los valores presentados en la Figura[8.7] En la Figura[8.6] se pude observar que incluso al inicio de
la formacién del viento estacionario la estrategia de refinamiento persigue los escenarios sobre los
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cuales se presentan discontinuidades.

La inyeccién de la CME en el dominio numérico presenta una evolucién concordante con
[Guzman and Mendoza-Mendoza, 2022] al presentar un perfil localizado que se expande en for-
ma de arco al propagarse lejos de la frontera interna. A diferencia del refinamiento de malla fijo que
se utiliza en dicho trabajo la estrategia AMR que se ha empleado en este trabajo, como puede ob-
servarse en la Figura[8.9 extiende el refinamiento durante el transito, esparcimiento y difuminacién
de la CME.

En el caso del viento solar magnetizado se puede observar en la Figura[8.12]que la estrategia de
refinamiento se concentra fuertemente en la regién de viento solar lento. lo cual permite aumentar
la resolucién a latitudes cercanas al ecuador. Se observa en la Figura [8.11] que este aumento de
la resolucién permite capturar la estructura de las espirales de Parker aunque el método numérico
utilizado para la simulacién sea disipativo. Adicionalmente en esta simulacién se lograron obtener
las regiones diferenciadas de viento solar rapido y lento, como se muestra en la Figura y
también evolucionar una configuracién de campo magnético rotante, Figura[8.13] tanto en la torsién
de las lineas de campo como en la generacion de las espirales de parker.

Este tipo de pruebas también ayuda sentar las bases para simulaciones practicas de vientos
solares en contextos de prediccion de clima espacial y extender las simulaciones a situaciones atin
mas especificas; notablemente, se espera involucrar versiones especializadas de la técnica de PFSS
para simular vientos solares utilizando datos actualizados de los magnetogramas en la fotosfera.
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Comentarios finales

En esta tesis se ha mostrado la implementacién efectiva de la estrategia AMR. Se lograron
abordar las problemadticas planteadas en el inicio de este trabajo.

= Simulaciones multiescala.

Se mostré que se pueden simular los fendmenos multi-escala, en la simulacién de la ful-
guracién CSHKP, donde se logré simular un evento eruptivo que se da entre la cromosfera
y la corona, mientras que en las simulaciones de viento solar se simulé la propagacién de
informacidén proveniente del sol al medio interplanetario.

= Uso adecuado de recursos.

Con respecto a la distribucién adecuada de recursos, en la simulacién de viento solar se plan-
ted una estrategia de refinamiento que capturé la hoja de corriente heliosférica y se imple-
mento el refinamiento fijo para la esfera que cubre la frontera interna.

= Mejorar la precision del método numérico.

Con respecto a la disipacion de los métodos numéricos, en las simulaciones presentadas del
capitulo de inestabilidades se capturd de manera precisa la interfaz entre las fases del fluido,
tanto para la simulacién de la inestabilidad KH como para la inestabilidad RT, poniendo una
mayor resolucion solo en esta region generando multiples subestructuras.

Finalmente el c6digo CAFE-AMR es de facil implementacion, compilacién y utilizacién lo cual
lo convierte en una herramienta accesible.
En esta investigacidn se abrieron diferentes posibilidades para continuar.

= Con respecto al aspecto computacional:

o Implementar estrategias de paralelizacién mas sofisticadas.
¢ Generalizacion a geometrias no rectangulares.
¢ Implementacion de métodos disipativos para la resistividad y la conveccién de calor.

e Implementacién del cédigo a problemas conservativos no necesariamente solares.
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= Con respecto a la fisica solar:

e Simulaciones de las cuerdas de flujo cromosféricas tridimensionales.
e Simular las eyecciones de masa coronal con estructura magnética.
o Aplicacion del codigo en el clima espacial.

Futuras investigaciones se apoyaran la comunidad de simulaciones solares que es altamente
activa e involucrada.



Apéndice A

Descomposicion caracteristica

A.1. Descomposicion caracteristica para los flujos numéricos

Aqui se dan las formas explicitas de la matriz jacobiana A que resulta de linealizar las ecuacio-

nes dinimicas como 5U 5U
— +AU)— =0
o TAUG =0

fpara el vector de variables conservativas

fel
PVx
pVy
U=]pv,
E
b

~<

b

o~

donde b = B/ V4r. Esta descomposicién fue desarrollada en [Roe and Balsara, [1996]; en este
trabajo se sigue la implementacion de [Stone et al., 2008]].

La Matriz jacobiana estd dada por

0 1 0 0 0 0 0
2 ’ ’ ’ ’
VY E =X = =3 Yy Yve =Y by by

_V)va Vy Vx 0 0 _bx 0

AU) = —VxVz Vz 0 Vx 0 0 —bx
Asy Asy As3 Asy  yvx  Ase As7

byvy=byvy b_) _bx
be:Eszx é Op —(; 8 ‘g \f)
o p P !
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dondey =(y—1), X' =(y—-2)X,Y" =(y—2)Y,ypara el resto de las cantidades

(by,L — by’R)z + (bz,L — bZ’R)Z

X = s
2 (v )
y = PL +.0R’
2p
y’vxv2 b, ,
As; = —-v,H+ + — (bxvx + by + bzvz) —v,. X',
0
b2
A52 = —7’\})2( + H - _x’
As3 = —y'vo, —b,—,
Wy T,
Asy = —Y'vov,—b,—,
0
Asg = - (bxvy + byva’) ,
As; = — (b, + by, Y'),

donde H = (E + P + b*/2) /p es la entalpfa.

Las 7 velocidades caracteristicas, ordenadas de menor a mayor son
AT =y 7Cy, PO=vFCpp, BP=v,7C,, M=,

donde

2, = % ((a2 +C3) = \/ (a2 +C2)" - 4a2C2,

2 b2
d=yH-%-2)-x
2 p
by b2 s r_yr
Cie=73 CR=Ch += b2 =@/ =Y)by +b2).

Para construir las matrices de eigen valores es necesario definir las siguientes cantidades

az—Cz _ az—Cf _ by _
a’szm, a’f—m, S e Cff—Cfa’f,
Cys = Csa, Qf = Cfa’fS, 0 = Cyay, Af = aa’f\/ﬁ

) b

AS = aag \/ﬁa BZ = Wa B3 = I;%sz?’
y+bz yT0z

también
b2
H =H-—;
Jol
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finalmente P
Vifos =vars, Vyf,s=vags, V.f,s=vas,, Q;“, = /332

A

b b, 2 2 2 B

%« Yy %« _ bz % * * _ Pz

By = b1 Be = b1 TEBTHES O = B2

La matriz de eigen-valores derechos, R, donde cada columna corresponde a un eigen-valor, es

ar 0 g 1 ay 0 ar
fo—Cff 0 Vs — Vs Vy Vs + Cyg 0 fo+Cff
Vyf + Qsﬁ; _:81 Vys - Qfﬁ; Vy Vys + Qfﬁ;F ﬁz fo - Qsﬁ;
R(U) — sz + QSIBZ< :8)’ st - Qfﬂ; Vz st + Qfﬁ;< _ﬁy sz - Qsﬁ;k

Rs; Rs» Rs3 Rs4 Rss Rs6 Rs7
Asby _BS _ABy 0 _AB _BS Ak
o VP p p 2 P
AsP: BS _AsB: 0 _AB ByS Asp:
p Vo P p Ve p

donde

) . . A b*ZIB*Z
Rsi = ap(H' —viCp)+ Qs (nBy +v,Br) + — ; h
Rsy = _(Vyﬁz - Vzﬂy)

’ * % A b*ﬁJ-*z
Rs3 = as(H - Vsz) - Qf (Vyﬂy + VZJBZ) - flT
R _ V2 N X’

4 = 5 ¥

/ * % A b*BL*Z
Rss = ay(H —viCy)+0f (wh + ) - “T
Rss = —-Rs

) . . A b*Zﬁ*Z
Rs1 = ay(H' —viCp)— Qs (nB +vif) + =22 ; =

La matriz de eigenvalores izquierdos, L, donde cada fila corresponde a un eigen-valor, es

Ly =V =Crp =Vyp+ 0,0y ~Vip+ Q0% a5 AQ—ashy  AQ:—ayb,

Ly, 0 -& & 0 _ES AP B3 AP

L3y =V —Cys _Vys - QjQ; _st - QfQ*z d’s/ _Aj'Q;k»~_ a’sby _AfQZ~_ &sbz
L(U)| L4 2y 20y 2w -5 2 2b; .

Lsi —Vy + Css _Vys + QfQ; _st + QfQ*z @y _AfQ; - d’sby _AfQ; - &sbz

Le 0 % ) %A 0 A _B ZSZW ) ﬁySZ\/ﬁ

Ly =Vap+Cpp =Vyy = QsQ) —Vip = Q0% @y  AQy—ayby  AQ] —ayb:

donde un simbolo encima de una cantidad ¢ denota normalizacién a través de § = y'q/(2a%) o
q=q/Q2a);y



144 Capitulo A. Descomposicion caracteristica

) L o A
Ly, = af(vz—H)+Cff(cf+vx)_Qs(VyQy+VZQZ)_ ——

VB, —v,B
Ly = %

~ ’ A A * * AA b,
Ly = & (v’ = H')+ Coo(Cs +v2) + Of (v} +v:07) + pr
Ly = 1—\72+2)?/

~ ’ A A * * A |b |
Ls; = CYS(VZ—H)_Css(cs_Vx)+Qf(VyQy+vZQz)+ pr_
Loy = —Lp;

L o Adby

Ly = CVf(v _H)+Cff(cf_"x)+QS(VyQy+VZQZ)_

A.2. Descomposicion caracteristica para la integracion temporal CTU

Aqui se dan las formas explicitas de la matriz jacobiana A que resulta de linealizar las ecuacio-

nes dindmicas como . .
— +AW)— =0,
o TAWZL

para el vector de variables primitivas

e TS S RIS SR S

donde b = B/ V4r. Esta descomposicién fue tomada de [Stone et al., 2008] y extendida para la
GLM-MHD en [Mignone et al., 2010]
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La matriz jacobiana estd dada por

vo p 0 0 0 0O 0 00
0 vo 0 0 0 % E Lo
0 0 v, 0 0 —% 0 0 0
0 0 0 v, 0 0 —% 0 0
AW)=lo o o 0o 0 0 0 0 1
0 B, -B, 0 0 v, 0 0 0
0 B, 0 =B, 0 0 v, 0 0
0Oy 0 0 0 O 0 v O
0 0 0 0 ¢ O 0 00

Las 9 velocidades caracteristicas, ordenadas de menor a mayor son
A0 ==xC,, 2=y, 7 cf, BT =y, FCy, 0=y, FC,, P =v,,

donde

1 ) )
Cf,s = \/Z (')/P+b2 + \/(’}/P+b2) —4')/Pbx)

b
c, b
P
Para construir las matrices de eigen valores es necesario definir las siguientes cantidades
2 _ yP _ az—Cf _ az—C% _ by
“ = BT aer YT e S =n
Cff = CfCZf, Cys = Cyay, Qf = Cfa'fSa Qy = Cyay
- __ b _ _b
Af:aa(f\/ﬁa As_aa{S'\/ﬁ’ ﬁz_ Wa ﬁ3_b,%Th§
_ _ 1
Nf - NS - 2_‘127

en el caso degenerado en el cual Cy = Cy se fija ay = 1,a, = 0; por otra parte, si by, = b, = 0 se fija
B =pB3=1/V2.

La matriz de eigen-valores derechos, R, donde cada columna corresponde a un eigen-valor, es

0 pay 0 pas, 1 pag 0 pay 0

0 —Cyr 0 —Cys 0 Cg 0 Crr O

0 O -3 -0¢B2 0 Qb B3 -0 0

I O B2 -0iB3 0 QOsps B2 -0Op3 O

RW)=| 0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 Ay B3PS —-Agfa 0 —ABy B3PS Apr O

0 AB3 BopS Az 0 —As farpS ApBs O

0 pdta r 0 paay 0 pdlag 0 pa’a r 0
-Cp 0 0 0 0 0 0 0 Cy
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La matriz de eigenvalores izquierdos, L, donde cada fila corresponde a un eigen-valor, es

0 0 0 0 % 0 0 0 _ﬁ
NrAg NrAg N

0 -NCryp NjQSr  NjQpy 0 2 XAh T

0 0 _B L 0 _BS  BS o )
—NsAs, —NsA 7B sqs

0 —-N,Cgs - sQf,BZ _Nfoﬁ3 0 pjﬁ2 pf/h N;x 0

L(W) =11 0 0 0 0 0 0 ﬁ 0

_NVA —NSA

0 NCes -N,QsBy —NyQufs 0 =2 Db Mo

0 0 Bs _b 0 _BS B 0
Ny¢Aj N A N

0 NiCpp -NiQify -N;Qips 0“2 Dol J

0 0 0 0 : 0 0 0 ﬁ




Apéndice B
Limitadores de pendiente

A continuacion se expresan los reconstructores utilizados en esta tesis.

B.1. Godunov

Tiene este nombre debido a que se usa la aproximacién del primer método de volimenes finitos
en la literatura, que fue expuesto por este autor. Se tienen los valores aproximados de u en la celda
como

Ujr1/2 = Uj+1

Este reconstructor no tiene limitdores de pendiente.

B.2. Minmod

Este reconstructor utiliza aproximaciones lineales, es decir, se aproxima el valor de la funcién
como
A
Uisl2 = Ui + 05

donde o es una pendiente similar a la obtenida por una serie de Taylor. o se obtiene utilizando la
funcién minmod y el valor de las pendientes centradas en las fronteras intercelda:

o; = minmod(m;_1/2, Miy1/2)
donde minmod esta definida como

a si la|<lbl y ab>0
minmod(a,b) =< b si |b|<|al y ab>0
0 si ab<0

y la pendiente m;,1/2 es
_ Uy — U
Mip12 = —F——.
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B.3. MC (Monotonized Central)

. Aproximacion lineal similar a minmod pero obtiene la pendiente de otra manera:
o; = minmod[minmod(mc;, 2m;_1,2), minmod(mc;, 2m;1,2)]

donde
Uir] — Uji—1

2Ax

mc; =
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