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Sobre una familia de polinomios matriciales tipo
Hurwitz

Rafael Alejandro Blanco Sierra

Resumen

Para el pardmetro o € [0,00), sean h(t,«) y g(t, @) polinomios matricia-
les de la variable ¢ en la descomposicién f(t, o) = h(t?, ) + tg(t?, ) de la
matriz polinomial (¢, a). En este trabajo relacionamos la familia de polino-
mios matriciales tipo Hurwitz f(¢, ) con una familia finita de polinomios
ortogonales (Pj(t,a));., en t € [0,+00) para el pardmetro o € [0,+00)
y sus polinomios de segunda especie (Q);(t, a))j>0. También probamos que
cualquier solucion extremal del problema de momentos truncados matricial
de Stieltjes puede ser expresado como el cociente de h(t, ) y g(¢, ). Como
una aplicaciéon, verificamos que un sistema lineal de EDO con coeficientes
que dependen de un parametro es asintoticamente estable en el sentido de
Lyapunov si y solo si su polinomio caracteristico admite una representa-
cién mediante un miembro de una familia de polinomios ortogonales y su
polinomio de segunda especie.

Palabras Clave: PMTH, PMO, MMTS, Dyukarev-Stieltjes , Estabilidad .
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Abstract

For the parameter a € [0, 00), let h(t, «), the matrix polynomials h(¢, «)
and g(t, a) are matrix polynomials of the variable ¢ in the decomposition
f(t, ) = h(t?* a) +t g(t?, «) of the matrix polynomial f(¢, ). In this work,
we relate the family of Hurwitz-type matrix polynomials f(¢,«) with a
finite family of orthogonal polynomials (P;(t,@));., in ¢ € [0,+00) for the
parameter a € [0,+00) and their second kind polynomials (Q;(t, @)),.,.
We also prove that any extreme solution of the truncated matrix Stieltjes
moment problem can be expressed as the quotient of h(¢, ) and g(t, «).
As an application, we verify that a linear system of ODEs with coefficients
depending on a parameter is asymptotically stable in the Lyapunov sense
if and only if its characteristic polynomial can be represented by a member
of a family of orthogonal polynomials and its second kind polynomial.
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Introduccion

Los polinomios de Hurwitz son una herramienta fundamental en el estudio de sistemas
dindmicos y estabilidad de sistemas lineales. Se llama polinomio de Hurwitz al poli-
nomio que satisface que todas sus raices tienen parte real negativa. Estos polinomios,
introducidos por Adolf Hurwitz (1859-1919), pueden ser caracterizados por el criterio
que lleva su nombre, el cual consiste en una matriz formada por los coeficientes del
polinomio y la verificacion de que todos sus menores principales son positivos.

En esta tesis consideramos los polinomios matriciales tipo Hurwitz de la forma

£,(2,a) == Ag(a)z" + A1(a)2" ' + ...+ A, (a). (0.0.1)

Aqui Ap son matrices de ¢ x ¢. En este trabajo nos enfocamos en los poliniomios
matriciales tipo Hurwitz paramétricos (PMTH paramétricos) y su relacién con los
polinomios matriciales ortogonales (PMO) y los polinomios ortogonales segunda especie
que dependen de un parametro.

En el caso escalar los PMTH paramétricos son estudiados en la Teoria de control y
estabilidad (ver [1, capitulo 2, pagina 29]).

Motivacion

Una de las motivaciones principales es estudiar la estabilidad de los sistemas diferen-
ciales lineales con incertidumbre descritos por matrices bloque. Ver en el caso escalar
[1, pagina 25]. En el ejemplo 3, pagina 42 del presente trabajo analizamos la estabili-
dad de un sistema diferencial que depende de un parametro descrito por matrices de
dimensiéon 2.

También nos motiva el estudio de sistemas control lineales que involucran matrices
bloque y controles multientradas. Ver [24], [27] y [26]. En el caso escalar, en [9] y [10]
se aplicaron resultados relacionados con los polinomios tipo Hurwitz a problema de
estabilidad y estabilizacion.

Objetivo de la tesis

Sea f,,(t, @) una familia de PMTH con pardmetro a € [0,00). Sea h,, (¢, ) y g,(t, @) la
parte par e impar de f, (¢, o). Estos partes aparecen en la descomposicién

fu(t,a) = h, (£, @) + tg,. (1%, o)

del polinomio f(¢, «). En esta tesis consideramos una familia de polinomios f,,(¢, @) que
admite una representacion en términos de fracciones continuas (ver(1.1.5)) en la cual

vii



Introduccion

aparecen ciertos parametros (cj(a))i, v (di(a))i, dichos pardmetros se les conoce
como parametrizacién de Hurwitz. Por otro lado justificaremos que es posible relacionar
la parte par e impar de f,(¢,«) con polinomios ortogonales en el semieje [0, 00) (ver
Teorema 2.0.9) que dependen del parametro a € [0, 00).

Contribuciones de la tesis

En la presente tesis

a) Se desarrolla el concepto de matriz tipo Hurwitz f,(¢, @) para un pardmetro o €
[0,00). En [5] se considerd el caso a = 0.

b) Introducimos la parametrizaciéon Dyukarev-Stieltjes (DS) My(«) v Li(a) que
depende de un pardmetro o € [0,00) esta parametrizacién juega un papel im-
portante en la construccion de los polinomios tipo Hurwitz. Para @ = 0 estas
matrices fueron introducidas en [14].

¢) Mencionamos como aportacién el hecho que los momentos s;(a) usados en esta
tesis fueron definidos en [6]. De esta manera, el presente trabajo es una conti-
nuacién del trabajo [6] donde se estudiaron las ecuaciones de Toda en el caso
matricial.

Organizacion de la tesis

Este documento esta dividido en tres capitulos, a continuacién se dara una breve des-
cripciéon del contenido de cada uno.

(I) En el primer capitulo definiremos los objetos bésicos como lo son los polinomios
matriciales f,(z,«) junto con sus partes pares e impares [ver (1.1.2) y (1.1.3)].
Después introducimos seis subsecciones con el siguiente orden

(i) El problema matricial de momentos parametrico truncado de Stieltjes.
(ii) Polinomios matriciales ortogonales.

(iii) Solucién del problema de momentos matriciales truncado de Stieltjes,
Caso de un nimero de momentos par e impar.

(iv) Soluciones extremales del problema de momentos truncado de Stieltjes.
(v) Relaciones entre la férmula de recurrencia y los pardmetros de Stieltjes.
(vi) Polinomios ortogonales: caso escalar.
(IT) En el segundo capitulo se presenta una serie de resultados que nos llevan a la
construccién de los momentos mediante la parametrizacién DS. Ademas se jus-

tifica la igualdad entre la parametrizacion de Hurwitz y la parametrizacion de
Dyukarev-Stieltjes.

viil



Introduccion

(III) En el capitulo tres reproducimos el criterio de estabilidad segin Lyapunov junto
con el criterio de Routh-Hurwitz. Ademés proporcionamos un par de ejemplos
uno para el caso escalar y otro para el caso matricial, esto con la finalidad de
mostrar como usar los resultados obtenidos en este trabajo. Para finalizar con
un ejemplo aplicado a un sistema dinamico por bloques, en el que utilizamos los
polinomios matriciales tipo Hurwitz para hablar de la estabilidad del mismo.

X



Capitulo 1

Introduccion

A lo largo de este documento, sean q y p enteros positivos. Usaremos C, R, Ny y N para
denotar al conjunto de todos los niimeros complejos, el conjunto de los niimeros reales,
el conjunto de todos los niimeros enteros no negativos y el conjunto de los naturales,
respectivamente. La notacién C?*? denota el conjunto de todas las matrices complejas
de g x g. Para todas las matrices nulas que pertenecen a C?*? escribiremos 0,x4. De-
notaremos por 0, y I, la matriz nula y la matriz identidad en C?*9, respectivamente.
En casos donde los tamanos de la identidad o la matriz cero sean claras, omitiremos
los indices.

1.1 Polinomio matricial tipo Hurwitz

Para k =1,...,n y sea a € [0,00) un pardmetro, sea Ax(«) una matriz real de ¢ X q.
Consideramos la familia de polinomios matriciales
£.(2,a) == Ag(a)z" + Ay (a)z" 1 + ...+ Ay (a). (1.1.1)

cada polinomio matricial (1.1.1) tiene grado n en la variable z si Ay es una matriz no
nula. En el presente trabajo supondremos que det Ag(a) # 0.

Sean
. Ap(a)z™ + Ag(a)zm™ 1 —i— o+ Agp(a),  n=2m,
h,(z, @) ._{ Ara)em + Aol Lo A (@), ™ 2m 1, (1.1.2)
o (@) 2™ 4+ As(a) 2™ 2—1— 4 Agpi(a), n=2m,
gn(20) = { Ag(a)z™ + Ag(a)z™ 1 + ...+ Agp(a),  n=2m+1. (1.1.3)

Diremos que el polinomio h,(z,a) que aparece en (1.1.2) es la parte par y que el
polinomio g,(z,a) que aparece en (1.1.3) es la parte impar del polinomio matricial
f.(z, a) respectivamente.

Es sencillo verificar que

f.(2,0) = h, (2% ) + 2g.(2%, a). (1.1.4)

Para ver lo anterior con mas detenimiento tenemos el siguiente par de observaciones.
Estas observaciones practicamente reproducidas de [8] donde se considera el caso o = 0

1



Polinomio matricial tipo Hurwitz Introduccion

Observacion 1.1.1. Sea n € Ny a € [0,00) un pardmetro. Sea f,(z, @) un polinomio
matricial de ¢ x ¢ de grado n con respecto de la variable z. Denotamos a h,(z,«) y
g.(z, @) la parte par e impar de f,(z, a), respectivamente.

(a) Supongamos que n = 2m para algin m € N. Entonces los coeficientes principales
de f,(z, @) y h,(z, @) coinciden. En particular, f,(z, ) es ménico si y solo h,,(z, «)
es monico, y ademads f,(z, ) tiene coeficiente no singular si y solo si h,(z, «) tiene
coeficiente principal no singular.

(b) Supongamos que n = 2m — 1 para algin m € N. Entonces los coeficientes princi-
pales de f,(z,a) y gn(z, @) coinciden. En particular, f,(z, @) es ménico si y solo
g,(z,«) es monico, y ademads f,(z,«) tiene coeficiente no singular si y solo si
g.(z, ) tiene coeficiente principal no singular.

Observacion 1.1.2. Sea m € N.

(a) Sea h(z, a) una matriz polinomial de g x ¢ de grado m con respecto a la variable z
con parametro «a € [0,00) y sea g(z, &) un polinomio matricial de g x ¢ de grado a
lo mas m—1 con respecto a la variable z con parametro a € [0,00). Seaf : C — C
definida f(z, ) := h(2%, a)+2g(2?, ). Entonces f(z, @) es un polinomio matricial
de grado 2m con respecto de la variable z y pardmetro a € [0,00) con parte par
h(z,«) y parte impar g(z, ).

(b) Sea h(z, a) una matriz polinomial de ¢ x ¢ de grado a lo mas m — 1 con respecto
a la variable z con pardmetro a € [0,00) y sea g(z,a) un polinomio matricial
de g x q de grado a lo mas m — 1 con respecto a la variable z con pardmetro
a € [0,00). Sea f : C — C definida f(z, ) := h(z? a) + 2g(2% «). Entonces
f(z,«) es un polinomio matricial de grado 2m — 1 con respecto de la variable z
y parametro a € [0, 00) con parte par h(z,«) y parte impar g(z, a).

En el siguiente lema omitimos la dependencia del parametro « en f, y Ag. Para
a = 0 este lema aparece en [8, Lema 2.5]

Lema 1.1.3. Sea n € N y f, un polinomio matricial de grado n con coeficiente prin-
cipal no singular. Sea N, := {z € C : detf,(z) = 0}. Entonces N, es un subconjunto
finito de C.

Demostracion. Para z € C sea f,, dado por (1.1.1) y sea £ : C — C?*? definido por

£ro=3" Apz".
k=0
Entonces £(0) = Aj. De ahi, el det[f’(0)] = det Ay # 0. Asi, ya que detf’ es un
polinomio, el conjunto NV, := {z € C : detf(z) = 0} es un subconjunto finito de C.
Para z € C\ {0} la identidad



Polinomio matricial tipo Hurwitz Introduccion

se satisface. Por tanto :
det [f,(2)] = z"det {f}{ <>}
Z

Esto implica que det f,, no se anula en C. Ya que el det f,, es un polinomio el conjunto
N, es un subconjunto de C. [ |

n

Para A, B € C?%*? con B invertible, sea % := AB~!. La siguiente definicién es una
generalizacién de la Definicién 2.7 de [8].

Definicién 1.1.4. Sea « € [0, 00) un pardmetro. La familia de polinomios matriciales
f.(z,a) en (1.1.1) de ¢ x g es llamada polinomio matricial tipo Hurwitz si existen dos
secuencias de matrices definidas positivas de ¢ x q (cx(@))i, v (di())i' tal que,
para n = 2m,

= (1.1.5)

I

q
+z2Cm_1(a) +d;,1 (@)

"-dm_Q(a) +

para todo z € C y pardmetro « € [0,00) con det h,(z,«) # 0y, para n = 2m + 1,

h,(z, ) I,
- (1.1.6)
28n(2, ) zco(ar) + s

do(a) + 9

oz (a) +

I

q
dpo1(a) + 27 et (a)

para todo z € C\ {0} y pardmetro a € [0,00) con det g,(z,a) # 0 y « fijo.

Veamos un ejemplo que ilustre las formulas que aparecen en la Definicién 1.1.4.
Para ello, sean=2,m =1, ¢ =2y f, el siguiente polinomio

10 2 _ 1 __4da+3 0
fo(z,a) = (0 1) 22 4 <2a+11 %+1> o <2a2+23a+1 : ) .

T a1 a+1 2a+1 a+1

Usando (1.1.3) y (1.1.2) tenemos que, la parte par hy e impar g, de f5 tienen la siguiente
forma

10 satmery O 5 o
hQ(za OZ) = 0 1 Z+ 2 +23a+1 1 ) g?(zv O./) = 2aJi1 a1+1

2a+1 a+1 T afl a+1

Al usar (1.1.5) tenemos que
go(z, @) I
ho(z, )  zco + %

Donde
(a+1)2a+1) (a+1)(2a+1)

o) = ( (a+1)a+1) 2+ 1) )

3



Polinomio matricial tipo Hurwitz Introduccion

Aatl)
d — | 4013 )
(@) ( 1 1 >
Notemos que ¢q y dy son matrices positivo definidas para « € [0, 00). Ver Teorema 3,
Pagina 306 de [18].

Observacion 1.1.5. En el caso escalar, es decir para ¢ = 1 y para a = 0, los polinomios
de la Definicién 1.1.1 son los polinomios de Hurwitz clasicos; vea [19, Teorema 16].
En comparacién al caso escalar nosotros no establecemos ninguna condicién para las
raices de det f,, que estan en la mitad izquierda del plano C.

Observacion 1.1.6. En el articulo [28] se demostrd que los polinomios tipo Hurwitz son
Hurwitz (en la demostracién se usan las matrices de Bezout). El inverso no es cierto.

1.1.1 El problema matricial de momentos truncado paramé-
trico de Stieltjes

Sea (sj(a))fLy con a € [0,00) una secuencia finita de matrices Hermitianas de g x ¢
dada, las que llamaremos momentos. El problema de momentos matricial paramétrico
truncado de Stieltjes (que abreviaremos por problema MMTS) consiste en encontrar el
conjunto M,, todas las funciones ¢ no decrecientes de variacién acotada Hermitianas
de ¢ x g tal que

sj(a) = /OOO ezl do(x) (1.1.7)

para cada entero j con 0 < j < m. Asumimos que cada momento s;(«) estd definido
para cada a € [0, 00). Por ejemplo, para ¢ = 1, o = 1, s;(1) = j! la funcién distribucién
o(zx) es o(r)=x.

Notemos que con s;j(«) se pueden construir polinomios ortogonales en [0, 00) cuyos
coeficientes de recurrencia a tres términos satisfacen una ecuacion diferencial de Toda.
En el caso escalar ver padg 520 de [23] y en el caso matricial ver [6]. De esta manera,
una motivacion para considerar los momentos como en (1.1.7) es relacionar el presente
trabajo con la teoria de sistemas integrales al cual pertenece la ecuacion de Toda.
Para j > 0 y parametro a € [0, 00), sean

so(a)  si(a) ... sj(a)

Hy () = Sl(za) 82@ Sj+1:(a) , (1.1.8)
sj(a) sjp(a) ... sy(a)
s1(@) so(a) ... sjpi(a)

Hyy(t) = 82(:06) 83(:0() Sm:(a) . (1.1.9)
511(0) s42(0) .. saya(@)

Definicién 1.1.7. La secuencia (s;(a))?2, (resp. (s;(a))?2§") con a € [0, 00) se llama

secuencia positiva de Stieltjes si ambas matrices correspondientes Hy ,(a) y Ha—1(cx)
(resp. Hy () y Hap(a) ) son positivas definidas.

4



Polinomio matricial tipo Hurwitz Introduccion

Para cada o € M,,,, usualmente le asociamos la funcién matricial

s(z,a) = /OOO ¢ *do(z) (1.1.10)

r—z

la cual esta definida y es holomorfa en C\ [0, 400) y para cada « € [0, 00). La funcién
matricial s se dice que esta asociada al problema de momentos truncado de Stieltjes.
Denotamos por Z2 al conjunto de todas las funciones matriciales asociadas al problema
de momentos truncado paramétrico de Stieltjes.

Para a = 0 en [12] y [13], Yu. Dyukarev introduce el conjunto completo Z3 para

las secuencias positivas de Stieltjes (s;(0))2%, v (s;(0))724", respectivamente.

Para a = 0 y para el intervalo [a, b] en lugar de [0, 00) en [8, Lema 3.8] se introduce
y prueba el siguiente lema que explica el desarrollo de Laurent en z = oo de cierta f

holomorfa en C \ [0, c0)

Lema 1.1.8. Sea a,b € R con a < b y sea 0 € M%([a,b]). Entonces la funcion S,:
C\ [0,00) — C? dada por
b do(x)
Sy (2) ::/

r —z

admite para todo z € C y pardametro con |z| > max{|al|, |b|} la representacion

Se(z) ==>_ z_(jﬂ)sg-a).
=0

1.1.2 Polinomios matriciales ortogonales

Ahora introduciremos algunas de matrices que seran de utilidad para la obtenciéon dos

familias de polinomios matriciales ortogonales y sus polinomios de segunda especie. Sea
R; : C — CUtDax+1a dada por

Ri(2) = (Igunyg — 213),  j =0, (1.1.11)
con
Ty =0, T):= ( OQIXM OOQ ) ix1 (1.1.12)
J Jaxq

Notemos que para cada j € Ny, la funcién matricial evaluada R; tiene la siguiente
forma

I, 0, 0, ... 0, 0

2, I, 0, ... 0, 0
R(z) = 2, 2l Iy oo 0g O | (1.1.13)

A1, 27, 27, .0 20,

Sea
. I, .
vo =1, vi:=0,si (<0, v;:= para todo j € N. (1.1.14)
Ojgxq
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Ademas, sea

Sj((gé))

Sj+1 & .

wn(e) = : , 0SSk, (1.1.15)
sk(a)

Y Yk = Og si j > k. Ademds,

Oq
= . = _ . < <
o= O le) ( —Ypo.-11(a) ) - uzq(@) yoqi(e), 1<j<n

Sea
Yij(a) =ypo-y(a), 1<j<n, vy Yoj(a) :=yyri2(a), 2<j<n (1.1.17)

Mediante if\m (resp. fJ\QJ) denota el complemento de Schur del bloque H; ;_; en H; ;
(resp. del bloque Hy ;1 en Hy ;):

. (1.1.18)

Hio(a) == so(a), Hyj(a) i=s9j(a) = Y (@) Hi ! ()Y (a), j>1
i >1. (1.1.19)

Hyo(er) == s1(a), Haj(a) =spj1(er) = Y5 () Hyj oy (@)Ya(a),
Dichas matrices son Hermitianas positivas definidas, y también lo son H; j(«) y Ha j(a).

Definicién 1.1.9. Sea ¢ una funcién de variacién acotada no decreciente de ¢ X ¢ en
[0, +-00). Una secuencia de matrices polinomiales (FP)’_, es llamado polinomio matricial
ortogonal de Stieltjes con respecto a o si

i) deg P;j(t) = j para toda j € {0,...,n}

ii) [ Pn(t)do(t)P;(t) = 6mjCmy para todo m,j € {0,...,n}, donde §;; es la Delta
0
de Kronecker: 0, :=1sij =k yd;; :=0sij #k,y Cp; es una matriz constante
de ¢ X g no cero.
Estos son polinomios matriciales ortogonales (PMO) por la izquierda en [0, +00) y

que dependen de un pardmetro « € [0, 00) acorde a [11]. Definimos cuatro polinomios
monicos.

Definicién 1.1.10. Sean (sj(a))ifo y (sj(a))igrl secuencias positivas definidas de

Stieltjes como en la Definiciéon 1.1.7 y a € [0, 00) un pardmetro. Definimos
Pio(z,a) =1, Qio(z,a): =04 DPyo(z,a):=1, Qo(z,a):=so(a). (1.1.20)
Para j > 1y a € [0,00), sea

P (z,a) ::(—Ylfj(a)Hi;_l(oz), I,)R;(%)v;, (1.1.21)
Pyj(z,a) :=(=Y5; (@) Hyj_y (@), 1) Rj(2)vj, (1.1.22)
Quj(z,a) = — (=Y (@) Hyj_ (), 1) Rj(2)ur j(e), (1.1.23)
Qa,j(2,0) = — (=5} (@) Hy j_y (), 1) Rj(2)uzj(e). (1.1.24)
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Las matrices polinomiales Q)1 ; y @2, son llamadas polinomios de segunda especie
con respecto a Py ; y P»j, respectivamente. Aparentemente, las matrices polinomiales
(1.1.21)-(1.1.24) con o = 0 fueron introducidas por primera vez en [15]

Lema 1.1.11. Sea j > m, y

S0 S1 ... Sm
S1 So2 ... Sm+1

w=| . _ (1.1.25)
Sj—1 Sj -+ Sjtm+1

Entonces las siguientes identidades se satisfacen

W =H ;. ( Lm1yq ) (1.1.26)
0(j—m—1)gx (m+1)q
SO Sl .« Sm
81 82 oo Sm+1
(YHG )| r =0. (1.1.27)
Sj—1 S 1 Sjrm-1
Sj  Sj-1 "t Sjtm

Demostracion. La igualdad 1.1.26 se sigue mediante una serie de calculos. De 1.1.25 y
1.1.26 y 1.1.17, tenemos

w
—vy* H !
( Yl,]HLJ_la Iq) ( (Sj,Sj_l, . ’sj_i_m) )
= _}/vlfjHijlflw + (5j7 Sj—1y° " 75j+m)

* Im
Yy ( s ) + (85,851, Sjem)

O(jfmfl)qX(mH)q
= 0.

Lema 1.1.12. Sea 0 € M%([0,00)) y (s;)Ly una secuencia positiva definida de Stielt-
jes. Entonces las siguientes identidades se satisfacen

SO Sl e sm
o0 . R St 82t Sm —Hy Y7
/0 Prj()do(t) Pl () = (=Y Hij o 1) | . . : ( ) 1 o ) '
Sn Sp+1 7 Snem

(1.1.28)
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Demostracion.
I Al >da<t>Pf,m<t>
= Yy Hljl 1, 1g) Ry j(t)vs ;do(t) (( Yy leln 1 1g )Rl,m<t>vl,m)

Oy Hljl, (/O‘”le Jorsdo (O)(Ram()vrm)’ )
(Y Hio 1)

I, I,
o | 1] tI -1 .
= (= Y* Hljl ) / .q do(t) .q ( Hl,m—lyLm)
0 . : Iq
", tml,
Jo~ do(t) I t2d0(t) ce e tmclig(t)
- [ tdo(t) [ tPdo(t) - [Tt do(t)
= (=Y7,Hy) ) 1) | | ) |
fooo tndU(t) fooo tn+1d(7<t) N fooo tn+md0'(t)
. _Hl_yTlﬂflyvl#:m
I,
So  S1 ot Sm
* 1 S22  Smid —H_Tlnf Y.,
( Y Hljl lal) . . . . 17111’ .
: : . : ,
Sn Sn+1 e Sn—i-m

Cabe resaltar que los Lemas 1.1.11 y 1.1.12 corresponden al caso o = 0 pero también
se cumplen para o # 0. La demostracién para a € [0,00) de la siguiente proposicién
es andloga a la demostracién de [7, Proposicién 2.3]

Proposicién 1.1.13. a) Los polinomiales Py ; y Ps ; son PMO con respecto a e”**do (z)
y xe “*do(x), respectivamente. En forma mas precisa,

o0

- 0 j#1
g lem P (x, a)do(x) Pz, o :{ — 1 T , k=1,2. 1.1.29
0/ i@ @)do (@) Pylea) = 540 5L (1.1.29)

b) Se cumplen las siguientes identidades:

T P j(z,0) — P,
Q1(z, :/ 1(2: @) = Piy(7, @) e “do(1), 0<j<n, (1.1.30)
xr — T
0
T aP Py
Qo(z, q) :/x (@) =7 ZJ(T’O‘)e—Mrda(T), 0<j<n—1  (1.1.31)
r—T
0
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Demostracion. En esta demostraciéon omitiremos la dependencia de a de todas las
matrices. Para probar a) supongamos que j = [y k = 1 entonces por 1.1.28 tenemos

que
S0 S1 Sj
00 . . 1 S1 S9 Sj+1
| Pdo P, (6) = (<YiH 1) :
Sj Si+1r ot 82

I

q

= (=Y H{L L) ( Higs g ) ( ~Hi-Mg )
»J ) )

*
i sy

_ * —1 H Y* Y* H—l Y _Hi}*lelaj
= (_Yl,jHl,j—l INES R S P SW Y= ST END S Wi s $9;) 1,
R —H{; Y1,
= (04, =Y, Hy Y1)+ s25) < 1’_J7q1 " >
= (VH Y1+ 52)
- ]/-’[\17]'.
Por otro lado si j > m por (1.1.28) y (1.1.27) tenemos que
So S oo Sm
. . i} B S1 S9 T Sl _H_rlnf Y*m
[ PL@de B0 = (-¥iyHik 1) (i)
Sj Sj+1 t Sjtm
= 0,
Para probar b) tenemos lo siguiente
OOPLJ'(:U? Oé) — Pl,j(7-7 Oé) —ar T x 77—1 (Rj(x>vj — Rj<7—>vj) —ar
0/ P e “do(T) = 0/ (—Y’LjHu_l,Iq) - e “Tdo(T).

En adelante usaremos la siguiente notacién A := (—Yf’:jH 1 ]-1_1, [q>. Notemos que

0
]; Iy (x —7)I
Ry — Ry(ryws = | . | = | . | =&~
@’ o (xj_'Tj)]

)
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Utilizando el hecho de que % =2/ 42927 + ...+ 77971 tenemos que

/A(Rj(l‘)vj - Rj(T)Uj)e*Mda(r)

r—T
0
I
i x+T .
/A r? + 7+ 72 e “Tdo(7).
0 :

e T A I S

Al distribuir el signo de la integral

? 1 0 0 0 0
00 et x 1 0 0 So
/A 22 4 a7 + 72 e “do(T) = A v 0 51
0 . . .
D 2 g gri=? 4 i A

de donde el lado derecho de la ecuacién corresponde a —AR;(x)uy ; = Q1.
La segunda igualdad de b) se prueba de manera analoga. |

1.1.3 Solucién del problema de momentos matricial truncado
Stieltjes, caso de un niimero par e impar de momentos

En esta seccién reproducimos los resultados que se enuncian en [7] que corresponden
al caso a = 0. En esta secciéon omitiremos la dependencia de a en las matrices s;, M;

y L;. Mediante conjunto de pardmetros (p) se da la solucion del problema matricial

de momentos truncado de Stieltjes con un niimero par e impar de momentos.

En [12], la solucién del problema de MMTS se reformula en términos de la transformada
de Stieltjes s (ver [14, Definicién 3] ) con la ayuda del siguiente par de columnas no
negativas:

Definicién 1.1.14. Sea p y q matrices de ¢ x ¢ de funciones complejas meromorfas
en C\ [0,400). Entonces <2> se denomina par de Stieltjes si existe un subconjunto

discreto Dy, en C\ [0, 00) tal que se cumplen las siguientes condiciones:

(i) Para z € C\ ([0,00) UD,,),

P (2)p(2) + q*(2)q(z) > 0. (1.1.32)

10
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(ii) Para z € C\ (RUD,,)

1 <p(z)>* ) (p(2)> >0. (1.1.33)

(iii) 57— <p(z)>* (—Jy) (p(z)) >0,z€{z€C: Rez<0}\D,,, donde

T . Oq ‘[q
e (05,

Los pares <gl> y (22> se dice que son equivalentes si existe una funciéon matricial
1 2

Q(2) tal que las matrices Q(z), Q '(z) son ambas meromorfas en C \ [0, +00)
y p; = Qps, 4; = Qq,, esto es una relacion de equivalencia. Sea S, denota el
conjunto de clases equivalencias de los pares de Stieltjes.

Ahora definimos la matriz resolvente que juega un papel crucial en la descomposi-
cién de solucién del PMMS

Definicién 1.1.15. Sean (s3):, v (sx):20, secuencias positivas definidas de Stieltjes
como en 1.1.7 ademds, sean P,; y @, ; como en la Definicién 1.1.10. Se llama matriz
resolvente del problema de MMTS para el caso de un nimero par de momentos (sk)ijzo
a la matriz en la forma

oy [ @5,2)Q5; (00 —Qi,(@)P; (0)
U (z) = ( 2P (2)05(0) vaj(z>Pf7;f(0) ) (1.1.34)

De una manera similar la matriz resolvente para el problema de MMTS para el caso

de un nimero impar de momentos (sk)ijjol, se define como
‘ 2@, 0)  ~Qiy(B)PL L (0)
U(2j+1)(z) _ < Q2,]*(Z)7Q2717( *1,‘]—‘1-17 *l’f+1 ) (1135)
_ZPZ,j(Z)QZ,jl(O) Pl,j+1(Z)P1,j+1(O)

En adelante, vamos a usar la siguiente notacién abreviada de la matriz resolvente del
problema de MMTS

Uit yl2
U — ( J g+l ) 1.1.36

En [14] comprobaron que se cumplen las siguientes identidades
; I 0 I, L I, L;_ I 0
U@ () = q q qg 0 g Hj-1 q q
(2) ( —zMy 1, > ( 0, I, ) < 0, 1 ) ( —zM; 1, ) o (11.37)

4 I 0 I, L I 0 I, L;
{y(25+1) _ q q q 0 q q q J
(Z) —< —zMy I, ) ( 0, 14 > < —zM; 1, ) < 0, 1 > ’ (1'1'38)

11
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donde
My =s5* >0, (1.1.39)
Lo =507 's9 > 0, (1.1.40)
M; =viHy jv; —vi_ Hi )l v >0, (1.1.41)
Lj :u;’jHQ_’}UQJ — u;vjlei}il?JQ’j_l > 0. (1142)

La versién escalar de los pardmetros de Stieltjes fue introducido en 1894 por T. J.
Stieltjes en su célebre trabajo “Recherches sur les fractions continues-[25]:

A2
b= A
Aj Aj—l
AP
j = > 07
m] A]A]_l’ .]

con ’
Aj = det(SHk)g,k:o,
Aﬁ»” = det(Sz’+k+1>g,k:07
(A=Al =1).

Aqui usamos la notacion de Krein[20], [21] para los coeficientes no negativos [; y m;.
Al expandir los elementos de los bloques de Ufl para k,1 = 1,2 de U®) obtenemos lo
siguiente

U'z) =(=1Y LoMy - - - Lj M2 4+ ... + 1, (1.1.43)
UP(z) =(=1) 'LoMy -+ Lj 2+ o+ (Lo + ... L), (1.1.44)
UM (z) =(=1)*"'"MoLg -+ Lyt M2+ — 2(Mo + ... + M;), (1.1.45)
y
UP(2) = (=1 MoLo--- My Lj—1 27 + ... + 1, (1.1.46)

El siguiente lema prueba las relaciones explicitas entre la matriz de parametros de
Stieltjes y los polinomios P ; en z = 0.

Lema 1.1.16. Sean (sk)ijzo Y (sk)zj:%l secuencias positivas definidas de Stieltjes como
en la Definicion 1.1.7. Sean Py ;, Qy; definidos como en la Definicion 1.1.10 y los
pardmetros matriciales de Stieltjes M; y L; definidas en (1.1.72)-(1.1.74). Entonces

a) P1;(0),Q1,(0) son matrices invertibles para j = 0 y P, ;(0), Q2,;(0) son matrices
invertibles para 7 > 1.

b) Para j > 1 las siquientes identidades se satisfacen,

Pr(0) =(=1 My 'Lyt - ML L7, (1.1.47)
Qa4(0) =(=1) My 'Lg* - L4 M Y, (1.1.48)
Pyj(0) =(=1/ My 'Ly - L7 MY (Mo + ... + M), (1.1.49)
y
Qu(0) = (1) Mg Lyt ML (Lo + ..+ Lya). (1.1.50)

12
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La prueba de la siguiente observacion se hace mediante calculos directos. Usando
el Lema 1.1.16.

Observacion 1.1.17. Sea Py, Q,; definidos como en 1.1.10 y My, M;, L; como en
(1.1.72), (1.1.73) y (1.1.74). Para j > 1 las siguientes identidades se satisfacen,

Q2,;(0) = P ;(0) M (1.1.51)

P;(0) = @2,5(0 )(Mo + M+ ..+ M), (1.1.52)

Q1,;(0) = —P4(0 )(LO+L1+ 4 L), (1.1.53)

P (0) = P1;(0)M; 1(Mo + M+ ...+ M), (1.1.54)

Py;(0) = — Q2;-1(0) L}, (1.1.55)

! Q2,(0) = =Q2,;1(0) Ly M. (1.1.56)

La siguiente proposicién nos da una forma para expresar el producto de los polino-
mios Q ;(Z) y Py, con k= 1,2 en forma de sumatoria.

Proposicién 1.1.18. Sea Py ;, Q. ; definidos como en la Definicion 1.1.10 y sea H\k’j,
k=1,2 definidos en (1.1.18) y (1.1.19). Las siguientes identidades se satisfacen:

ng(z)QZl( =l + ZZQU Hll Pp,(0), (1.1.57)
7j—1
Qi,j(z)P Zsz HQZ Q2,(0), (1.1.58)
PQ*] QQJ Zpl*l H”P”(O) (1.1.59)
)
PP zZP;l )5} Qas(0). (1.1.60)

Las identidades que aparecen a continuacion nos dan las relaciones entre los poli-
nomios Py ;, Qr; para k = 1,2y Hy;, para k = 1,2 y los pardmetros matriciales de
Stieltjes M;, L; definidos en (1.1.72)-(1.1.74).

Observacion 1.1.19. Sea Py j, Q; definidos como en la Definicién 1.1.10 y sea f{\k,j,
k = 1,2 definidos como en (1.1.18), (1.1.19) y My, M;, L; definidos en (1.1.72), (1.1.73)
y (1.1.74). Entonces para j > 0 las siguientes identidades se satisfacen:

H, ; =Py;(0)Q5,(0) (1.1.61)
Hyj =~ Q25(0)P};,,(0), (1.1.62)
H\Lj =- Pl,j(O)Pl_j'1+1<O)ﬁ2,j~ (1.1.63)
Mas atin, para j > 1 las siguientes identidades se satisfacen:
Hyj =My 'Lyt My Lo ML M - LM, (1.1.64)
Hoy =My 'Ly M2\ Lo ML M L MY - Ly M (1.1.65)

13
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Demostracion. Las igualdades (1.1.61) y (1.1.62) son facilmente obtenidas de (1.1.59)
y (1.1.60), respectivamente. La igualdad (1.1.62) es una consecuencia de (1.1.61) y
(1.1.62). Se usa el Lema 1.1.16 para probar las igualdad (2.0.19) y (2.0.20). |

Empleando (1.1.61) y (1.1.62) se prueba la siguiente afirmacién.

Observacion 1.1.20. Bajo las condiciones de la Observacién 1.1.19, se sigue que las
siguientes identidades se satisfacen

P,;(0) :(_1>jﬁ2,j—1ﬁ1_,}71 e ﬁzoﬁié, (1.1.66)
Q2,;(0) :(_1>jﬁl,jﬁi}_1 T ﬁl,lﬁ{,éso- (1.1.67)

Note que las relaciones (1.1.66) y (1.1.67) fueron probadas en [5] usando las pro-
piedades de bloques de las matrices de informacion H; ; y Ho ;.

En el siguiente teorema se reescribe la solucién al problema de momentos s2"** con

k = 0,1, en términos de los polinomios ortogonales F; ; y sus polinomios de segunda
especie @Q; ;.

Teorema 1.1.21. Sea la secuencia (sj)?z;k, k = 0,1 positiva definida. Entonces la

transformacion fraccional lineal

() e _iaE)QROPE) — Q1 ()P O)a)
T P& O+ Py @R 0a)

Establece la correspondencia biyectiva entre Z5, ., k=0,1 y S.

(1.1.68)

6’) y g | ver Definicién 1.1.14, uno asocia las solu-
q
ciones extremales al problema de MMTS en el caso de un nimero par de momentos

(Sj )?207

Usando el par de Stieltjes (I

g 2P5,(2) P, (z)
Observacion 1.1.22. Tal funcién matricial extremal estdn dadas por Dyukarev en [15]

en términos de la matriz por bloques Ufl, para k,l = 1,2 de la matriz U?". Se probd
que s,(2) y su(2) son holomorfas y bien definidas en C \ [0, 00).

Observacion 1.1.23. En [14, Pégina 67, linea 1] se afirma que que cuando las secuen-
cias (s;)25y v (s;)755" son positivas definidas, entonces existe un conjunto infinito de

soluciones. Este conjunto de soluciones se parametriza mediante (1.1.68). El conjunto

p

de pares de Stieltjes como en la Definicién 1.1.14 juega el papel del conjunto de

soluciones del problema de MMTS. Por ejemplo, para los momentos
L 2 1
s; = j! ( 11 ) (1.1.69)

para j = 0,1,..., N, las funciones distribucion o,(x) y om(z) que corresponden a
las soluciones extremales s, y sj; son funciones matriciales no negativas constante a

14



Polinomio matricial tipo Hurwitz Introduccion

trozos con un numero finito de saltos. Por otro lado, se puede probar que la funciéon
distribucién )
4 —2e 2" e ”
= 1.1.70
o(r) ( 0 ) (1.1.70)

es solucion del problema MMTS para los momentos (1.1.69)

1.1.4 Soluciones extremales del problema truncado paramé-
trico de momentos de Stieltjes

En algunos resultados omitiremos la dependencia de « en las matrices utilizadas. Sean

(sj(a))iio y (sj(a))gfgl dos secuencias positivas definidas de Stieltjes como en la De-

finicion 1.1.7. Las matrices definidas positivas de ¢ X ¢

My(a) =55 (), (1.1.71)
Lo(a) :=s0(a)s] (a)sp(a), (1.1.72)
Mj(er) :==viHy }(a)v; —vi_ Hy )y (@)v_1, (1.1.73)
Lj(a) =3 4 () Hy j (@)uz (@) — us ;g (@) Hyj_y (@)uz,1(a) (1.1.74)

que dependen de « € [0, 00). Estos son conocidos como matrices de Dyukarev-Stieltjes
del problema de momentos truncado paramétrico de Stieltjes. Para o = 0 fueron pre-
sentadas en [14]

El lema siguiente proporciona una expresion para la solucién extrema del problema
MMTS en funcién de PMO y sus polinomios de segunda especie (tal como se define en

la Definicién 1.1.10 ) de acuerdo con los pardametros matriciales de Stieltjes (1.1.72)-
(1.1.74).

Definicién 1.1.24. Sean € {2,3,...} y sea (sj(a));:& una secuencia definida positiva
de Stieltjes con parametro a € [0, 00). Sea (%(a))?io una secuencia positiva definida
de Stieltjes con parametro a € [0, 00) elegida de tal forma que (@(a))?:—g = (sj(a));:&.
Entonces por la familia de PMTH asociada a (sj(a))?:_g nos referimos a la familia de

PMTH asociada con (%(a))?z_g

La prueba del siguiente lema es andloga a la prueba de [7, Teorema 3.4] con v = 0

Lema 1.1.25. Sea Py j, Qi j, k = 1,2, como en la Definicion 1.1.10, y My, Ly en
(1.1.72)-(1.1.74). Entonces las soluciones extremales del problema truncado de mo-
mentos de Stieltjes definido en z € C\ [0,00) y el parametro a € [0,00) tiene la

15
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siguiente forma:

Qi) I,

syu(z,a) == Proa) = s T : (1.1.75)
—z Mo
Lo + L 7
e Lnat Mn,1q+ T
su(z, a) __2152:*2((?,@)) = . s L . (1.1.76)
— M,
Lo+ s 7
o= 2M, o+ I . _ ;1—1]\/[11—1

En la parte derecha de (1.1.75) y ( 1.1.76) omitimos la dependencia de o de las matrices

De igual forma como en [14], usamos los indices M y p para distinguir las soluciones.
Ambas representaciones de las soluciones extremales del problema de momentos de
Stieltjes en dichas ecuaciones seran de vital importancia para la prueba del Teorema
2.0.9 y sus consecuencias.

1.1.5 Relaciones entre la férmula de recurrencia y los para-
metros de Stieltjes

En esta seccién reproducimos resultados de [7] que corresponden al caso cuando a = 0

Definicién 1.1.26. Define AI,O = 8180_17 A270 = 8281_1, Bk,—l = Oq, Mk,O = Sg,
k=12 Parak=1,2y 1< 7 <nsean

Ay = My ;Hg}, (1.1.77)
Byj = Hy Hy 41, (1.1.78)
con ,
A CH Y,
Myj = (=Y Hy iy, Lg) Hivnyg ( kJIq t )
y

j—2
Hj ;= (Sk+l+2)i,zzo-

En la siguiente proposicién se establece que los polinomios ortogonales P ; y sus poli-
nomios de segunda especie (), ; satisfacen la relacion de recurrencia a tres términos. Las
matrices Ay, ;, By ; se llaman coeficientes de la relacién de recurrencia a tres términos.
Esta definicién se justifica por la siguiente proposicion.

16



Polinomio matricial tipo Hurwitz Introduccion

Proposicién 1.1.27. Los polinomios Py, ;, k = 1,2 satisfacen la relacién de recurrencia
£Py() = B Pyoa(2) + AeyPy(x) + P (a), (1.1.79)

para j = 0 con condicion inicial Py o(x) = I, Pao(x) = 1.

Los polinomios ()1 ; para j > 1 satisfacen la relacion de recurrencia (1.1.79), para
k=1 con Q1(z) = so.

El polinomio de sequndo tipo Q)2 ; satisface la relacion

2Q20(x) = A2 0Q20(z) + Q21 (x) — s1, (1.1.80)

con Q20(z) = so y la relacion de recurrencia (1.1.79) para k =11y j > 1.

Demostracion. La demostracion de (1.1.79) para P j se puede encontrar en [16, Pro-
posicién 5.6, Teorema 5.5]; a su vez en [5, Proposicion 6.9 |, se demostré para @1 ;.
La igualdad (1.1.79) para P, ; puede ser demostrada de manera andloga para P ;
sustituyendo sy por Sky1. La igualdad (1.1.80) se puede probar mediante un célculo
directo. Para j > 1 se usa la identidad (2.0.38) y se repite el procedimiento como en la
demostracion de (1.1.79) sustituyendo si por Sgi1. [ |

Observacion 1.1.28. Los polinomios ortonormales P, ; y sus polinomios de segundo tipo
(1, para k = 1,2 satisfacen las relaciones de recurrencia de tres términos

wPy;(x) = By j_1Prj1(x) + A Pyj() + ByjPrjia(x), j=0 (1.1.81)
con Ek,,l =04, k=1,2,

—

H

~ —~_1 —~1 ~ —
.— 2 2 [—
Ayji=Hy i My ;HE;, Byj:= H,

Sl
[NIES

. i=0. (1.1.82)

I

, ,

Ahora que sabemos que Py, ; y Q) ; satisfacen la relacién de recurrencia tres términos, en
los siguientes lemas introducimos una serie de identidades que relacionan los coeficientes
de esta ultima con Py ;(0), Q;(0) y las matrices M;, L;.

Lema 1.1.29. Sea Py ; Qi , Lj, M;, Ay ; y Byj son definidos como en las Definicion
1.1.10, (1.1.72), (1.1.73), (1.1.74), y como en la Definicion 1.1.26, respectivamente.
Entonces se cumplen las siquientes identidades:

Arj == Prj1(0)(Lj—1 + Lj)L;_ﬂP;}(O), iz, (1.1.83)
By IPf,}l(O)LJILjHPfM( ), j (1.1.84)
Azj = - C22,J'+1(0)( Mj1) M 1QQJ( ), j >0, (1.1.85)

ng (0)M g+1 +2Q2]+2(0)7 Jj=0 (1.1.86)

17
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Demostracion. Para demostrar (1.1.83) uno usa (1.1.79) para P ; y (1, tomando
z = 0. Ademads, multiplicando (1.1.79) para P, ; por (Lo + ...+ L;_2) y sustituyendo
en (1.1.79) para Q1 ; ver [7, Proposicién 4.5], tenemos

By 1P1;-1(0)
+ Prj+
By 1P1j-1(0

Lo+ ...+ L 2)+ A1 ;P ;(0)(Lo+...4+ Lj_2)
0)(Lo+ ...+ Lj_s) =0,

Lo+ ...+ L o)+ AP ;(0)(Lo+...4+ Lj)
0)(Lo+ ...+ Lj) =0.

— =

De las ultimas igualdades obtenemos (1.1.83). La igualdad (1.1.84) se sigue de (1.1.79)
y (1.1.83). La demostracién de (1.1.85) y (1.1.86) se obtiene de manera similar. [ |

Teorema 1.1.30. Sea Ay, B, Lj, M;, y f-f\k,j son definidos como en la definicion
1.1.26, (1.1.72), (1.1.73), (1.1.74), (1.1.18) y (1.1.19), respectivamente. Entonces las
siguientes iqualdades son vdlidas

Ao =My"'Lyt, Big= Ly M 'Ly' Myt Bog = MMy 'Ly "MLy M, (1.1.87)
Al,j :M(;ILEI R MjflL‘;l(Lj_l + Lj)Mj—l e L()M(), j > 1, (1188)
Bij=MoLo-- M;_y Ly Ly "ML LTI M - Ly M > 1, (1.1.89)
A2,j :M(;ILEI e MjilL;lejrll(Mj + Mj+1>Lj_1Mj_1 A L()Mo, j = 1, (1190)
Bsj =MoLoMiLy ... M;M; oM ML MY o Lyt MG Tt > (1.1.91)
Por otra parte, las siguientes identidades se satisfacen,
Ay =Ho Hi} + HyHyl, j>1 (1.1.92)
Ag,j :H\l,j—l—lﬁi} + ﬁQJﬁi}, J 2 0. (1193)

Demostracion. La demostracion de las igualdades (1.1.87)—(1.1.91) se siguen de manera
inmediata del Lema 1.1.29 y [7, Proposicién 4.5]. La demostracién de (1.1.92) y (1.1.93)
se sigue del Lema 1.1.29 y [[7] , Proposicion 4.9]. [ |

Empleando la Definiciéon 1.1.26 y (1.1.82) obtenemos las siguientes identidades:

~ —_1_ _—_1 1 _— 1
_ I3 T3 3 7-1 3 -
Ay =H, fHy;H, f + H{;Hy 5 (Hiy, ]

WV

1 (1.1.94)
~ —~_1 ~ —_1 —~1 ~ - ~1
Agj =H, J Hyjia Hy f + H3 Hy jHS ;o > 0. (1.1.95)

El siguiente resultado muestra una representacion explicita de la n-convergencia, tam-
bién llamada, n—aproximacion del problema de MMTS en el caso de un niimero impar
de momentos. Una representacion similar puede ser escrita para el caso de un ntimero
par de momentos.

Observacion 1.1.31. En el articulo [6] se demuestra que los coeficientes de la relacién de
recurrencia a tres términos Ay ; y By j como en (1.1.77) y (1.1.78) satisfacen la ecuacion
diferencial matricial de Toda.

A continuacién reproducimos el Teorema 4.1 de [6].
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Teorema 1.1.32. Sean A,; y B,; como en (1.1.77) y (1.1.78). Para r = 1,2, se
satisfacen las siguientes identidades:

Aro == By, (1.1.96)
A =Bl; B, (1.1.97)
B:J :B:':jA""vj - AT]+1BTJ7 (1198)

para j > 1 ya € [0,00).

Cabe mencionar que la derivada que aparece en el (1.1.96), (1.1.97) y (1.1.98) es
con respecto del pardametro a.

Teorema 1.1.33. Sea la secuencia (s;)3%, definida positiva. Entonces para z € C\
[0,400) las siguientes identidades se satisfacen:

G
Pr,.(z)
S0
- 3 ,
—zl,+ Aj g — Big

1

—Z]q + Ail — Bl,l
RR— ZIq + AT,N—Q — Bl,an Iy

_ZIQ—’_A){,TL*I
(1.1.99)
o) = Zal®)
: Py (z)
—zly+ A3y — Bap 7
—zI,+ A5, — By, 1- 1
—ZI +A2n2 B2] 2#271_1
(1.1.100)
Por otra parte, para z € C\ [0, +00) las siguientes identidades se satisfacen:
= , (1.1.101)
Pl,n(z) [q
—ZM() + I
Lo + 2
Ly o+ /s
" My + L
QQ n( ) ]q
=— . 1.1.102
ZPQ*,L(Z) I, ( )
’ —ZM() —|— ]
Lo+ 1 -
ML q
SR
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Demostracion. La primera igualdad en (1.1.99) y (1.1.100) se siguen inmediatamen-

te por definicién sy/(z, @) = _4L ”((jz)) y su(z, @) == ii"((ia)) Para demostrar la

segunda igualdad, de (1.1.99), denota su lado derecho por 7*(%Z), se puede verificar
Qi,.(Z) = T (Z) P/, (Z). Ademas, se usa el hecho de que s,(z) esta bien definida en
z € C\ [0,00) , (véase la observacién 1.1.22). La segunda igualdad de (1.1.100) e

QQ n

demostrada usando [5, Proposicién 4.2 |, y el hecho de que % puede ser expresado

an

en fracciones continuas para £=* colocando s;;; en vez de s;.

Ahora demostremos (1.1.75). Nuevamente seguimos el enfoque usado en la demostra-
cién de [29, Teorema 1.4]. (1.1.75) Denota su lado derecho con G (%), después verifica-
mos la validez de la igualdad para n > 1

Qin()PY, (0) = GH(Z)PLL(2) P, (0) (1.1.103)
o equivalentemente por , [5, Proposicion 5.1, inciso (¢)]
Q11 (BP0 (0) = Q51 ()5 01 (0) L
=G, ()P n— 1(Z )Pl*:fl(o) + szinq(z)P;,;;l(o)Ln—l)‘ (1.1.104)
Para n =1 (1.1.103) es obvio. Sea 1 < k < n — 1. Supongamos que (1.1.103) Sea
Liy = Ly 4 (—2My_y + L 1) (1.1.105)

Gi(z) = (—2My+ (Lo + ... + (L) ™ H)7H. )7 (1.1.106)
entonces la siguente igualdad es valida,
* _ 1 * . *,1 ~
Q7 Ko 1 (2) Py k:—l(O) - Q2,k—1<Z>Q2,k—1(O)Lk*1
* *71 * - *71 o~
- gk( (P K— 1 (Z )Pl,k—l(o) + ZP2,1¢—1(Z)P271<;—1(0) k1) = 0. (1.1.107)

Usando (1.1.105), (1.1.106), [5, Proposicién 5.1, inciso (c¢)] y el hecho de que det([ -

zLy1My) # 0, obtenemos (QT,kH(z)Pf,;rl(O) - gZH(z Pl,k+1( )Pl*k-i-l(o))Lk: Iy —
2Ly 1 M,)™' = 0. Asi, (1.1.103) es demostrado. Esto tltimo implica que (1.1.75) es
valido.

De manera similar (1.1.76) es demostrado usando [5, Proposicién 5.1, inciso (d)]. W

1.1.6 Polinomios ortogonales caso escalar

En esta seccion reproduciremos parte de las notas del curso [4].

Definicién 1.1.34. Sean P, ) y R matrices de dimensién ¢ x q, ¢ x (m—q), (m—q) X q
y (m — q) x (m — q), respectivamente.

a) Sea
_ (P @
A= <QT R) , (1.1.108)
Si R es invertible, la matriz P — QT R7'Q se llama complemento de Schur de R
en A.
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b) Sea P invertible, la matriz R — QT P~'Q se llama Complemento de Schur de P
en A.

Observacion 1.1.35. Sean las matrices P, Q) y R como en la Definicién 1.1.34. Entonces,
para el caso inciso a) de la Definicién 1.1.34, tenemos:

det( g; g ) = det(P — Q"RQ) det R. (1.1.109)

De manera analoga, para el caso del inciso b) de la Definicién 1.1.34, tenemos:

QT R
Sea Hi, y H,, matrices positiva definidas como en (1.1.18) y (1.1.19).

det< PoQ ) =det(R — Q"P'Q) det P. (1.1.110)

Lema 1.1.36. Los polinomios (1.1.21) y (1.1.22) se pueden representar de la siguiente
manera:

S0 S1 ... Sj-1 Sj
S1 So ... Sj Sj+1
Sj—1  S; ... 82‘]'_2 82]“_1
1 x ... Tt ol
| Hyja]
S1 S9 Ce Sj Sj+1
S9 S3 e Si41 Sji42
S Sj41 .- 82‘?‘,1 ng
1 r ... 29t 4l
|Hj 1]

Demostracion. Sea k = 1. Tomando en cuenta que H; ;_; es positiva definida, tenemos

Pl,j(@ :(_YlfjHlj]lflﬂ 1>Rj<x>vj
=z + (_YlfjHlj}flv DR; 1 (7)vj
=2 — U;flefl(w)Hlj}fly’l,j
1 Hi }/lzj

B ’HLj—l’ v;—lR;—l () 2

En la tltima igualdad utilizamos el complemento de Schur de H;;_; en la matriz
( Hyj Y, ) [ ]
* * 7 .
i Ry (z) oz

Sean R; como en (1.1.13), u;; y u2; como en (1.1.16), denotemos

—uj ;Ri(x), fork=1,
(ek,O(x)7 €k,1(37)> .. ,ek,j(w)) = { et ](x) o

—us R (x), for k=2
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Lema 1.1.37.

Q(z) =

Q2,5(7) =

Demostracion. La demostracion de este lema es andloga la del Lema (1.1.36)

S0
S1

Sj—1

61’0 ([E) 61’1(‘@)

S1
52

Sj

Sj—1

S

5252

erj-1(z) e1;(z)

Sj

Sj+1

5251

S1
S2

Sj

8270(1') €21 (ZL‘)

S2
S3

Sj+1

|Hi |

Sj

Sj+1

5251

eaj-1(T) eg;(x)

Sj+1
Sj+2

ng

|Hyj 1

22

Los polinomios (1.1.23) y (1.1.24) se pueden representar como:

(1.1.113)

(1.1.114)



Capitulo 2

De los polinomios h;,, y g, a los
polinomios P ; y Q ;

Habiendo definido los PMO, en este capitulo estableceremos la conexién entre estos y
los PMTH paramétricos. Los resultados de este capitulo son analogos a los resultados

de [8].
Los resultados de [8] se corresponden al caso a = 0.
Sea « € [0, 00) un pardmetro y sean

so(a) si(a) ... sji(a)  sj(a)
0, sola) ... sj_2(a) sj—i(a)
S[o’j]<04) = O O ( () s
OZ OZ OOq 5(1)(04)
Asj(a)
Azj(a)

~—

Aj(a) = :
Aser1y (@)
Agk(a)
Agjir(a)
Agj_1(a)
AUK(q) = . , 0
A2k+3(04)
A2k+1(06)

IN
e
IN
.
N
3

Ademas, sea
Iy = diag{(=1)"" 1, (=1)"?1,,...,I,}.

Observe que

A —Jm-1 Ogim—1)xq — (=)™ Ogxgm-1) )
" Ogxq(m—1) 1 Og(m—1)xq Jm—1

(2.0.1)

(2.0.2)

(2.0.3)

(2.0.4)

(2.0.5)

En los siguientes resultados omitimos la dependencia de « de las matrices s; y las Ag.

Para oo = 0 este resultado se da en [8, Lema 2.9]
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Lema 2.0.1. Sea h,, y g, definidas como en (1.1.2) y (1.1.3). Sea |zp| = max{|\| :
deth,(\, ) = 0} (resp. |z0] = méx{|A\| : detg,(\, ) = 0}). Para |z| > |z], la

expansion en series de potencias de g, /h, (resp. h,/g,) en potencias negativas de z,

gn(z,a)  so(a) B s1() B snla) .
h(za) =2 2 +...+(-1) o T om, (2.0.6)
M:s a_sl(a) _ nw .

28n(2, Q) o(a) o +...+(-1) n + .., 2m + 1, (2.0.7)

Definicién 2.0.2. Sea n € N y sea f,, una familia de polinomios matriciales ¢ x ¢ de
grado n con coeficiente principal invertible. Denotemos por (5;(a)) 72 la secuencia del
Lema 2.0.1. Entonces (5;(a))’_, es llamada la secuencia de pardmetros de Markov de
f,, dependientes del pardmetro a € [0, )

El Lema 2.0.1 nos conduce a la siguiente relacion entre los coeficientes Ax(a) del
polinomio £,(t, ) y los pardmetros de Markov o la matriz de momentos si(«) para el
pardmetro a € [0,00) fijo. Sea Ao(a) = I, entonces

para n = 2m,

A[m_LO} = JmS[O,mfl]JmA[mfl,O]a
le,m = Hl,m—IJmA[m,l}u

Yy, paran = 2m + 1,

A = TS0 Tt Apmagls (2.0.10)
5/2,m - H2,m71JmA[m,1]- (2011)

Demostracion. Consideramos el caso n = 2m. Multiplicamos ambos lados de (2.0.7)
por h,, tenemos que

gn(z,a) = (SO(Q) G +...+ (—1)"M +.. ) h,(z, a). (2.0.12)

z 22 on+l

Igualando los coeficientes en potencias de en z en ambos lados de la identidad, tenemos
que

Ay = 5040,
Aot = S0Aom_o — 8149 + ...+ (—=1)" 1 Ay,
0= sgAom — Skr1lom—2+ ...+ (=1)"skm Ay, para todo k > 0. (2.0.14)

En (2.0.13) y (2.0.14) omitiremos la dependencia de . Ahora tomaremos el sistema y
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los reescribiremos en forma de matriz, donde & corre desde 0 a m — 1, obtenemos

Aoy So —S1 ... (_1)m_13m71 Aoy
A2m73 _ A2m74 (2015)
0 o0 o —5 N o
Al Oq 0q ce S0 AO
SmAO So S1 .. Sm—1 (_1>m—1A2m
S2m—140 Sm—1 Sm .- S2m-2 Ay

Con Ay = I, y usando (2.0.1)—(2.0.4), obtenemos (2.0.8) y (2.0.9). Para n = 2m + 1,
se prueba (2.0.11) de forma andloga. [ |

La siguiente proposicion es de suma importancia para probar el Teorema 2.0.9 dicho
teorema es el resultado central del presente trabajo.
Esta proposicién es una versién modificada de la Proposicién 8.27 de Fritzsche/Kirstei-
n/Médler en [17], que considera una secuencia infinita de pares [(L;(0))3°, (M;(0))5°]
en lugar del andlogo secuencia finita. Recordemos primero el siguiente resultado bien
conocido.

An A
Aly Az
na definida positiva de (n + m) X (n + m). Entonces los siguientes enunciados son
equivalentes:

Lema 2.0.3. /2, Proposicion 8.2.4] Sea A := ) una matriz Hermitia-

i) A>0.
ZZ) All >0 and AT2AI11A12 < A22.
ZZZ) A22 >0 and A12A2_21A>{2 < All-

Definicién 2.0.4. Sea que A € C?*? con kK =0,1,...,n. Definimos el producto hacia
la derecha de (Ay),_, como sigue

—
szoAk:AO'Al'-”'An

En ocasiones omitiremos la dependencia de o de las matrices M, L;,s;, H,;,Y, ; con
r =1,2. Para o =0 esta proposicion aparece en [7, Proposicion 2.7].

Proposicién 2.0.5. Sea (L;)7" y (M;)7' (resp. (L;)Thy and (M;)72') dos sucesio-
nes de matrices Hermitianas complejas de qx q. Sea la sucesion (s;)3™ (resp. (s;)775")

definida de manera recursiva por

My, si j=0

Soi(ar) 1= _ o o o B o 2.0.17
2]( ) { YlfjHl,Jl—lyl,j'{'(ﬁi::éMkLk)il Mkl(ﬁi;:%)MkLk) Vst j>1 ( )
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soj1(a) = {

(MoLo)~" Lo(MoLo) ™", if 7=0
Yy Hy Y ﬁﬂ' ML) -1 ﬁj -1
2,j772,j-1"2,] + (M=o MyLk) Lk( k:oMkLk) if 7>

1
(2.0.18)

para j =0,...,2m (resp. j =0,...,2m +1). Entonces (s;(@))2™ (resp. (s;())3=5")

es una sucesion positiva de Stieltjes.
Demostracion. De (2.0.17) y (1.1.18), obtenemos
ﬁ170<04) :MO_1>
_ = -1 = -1
ste) = (THZnte) g (THZanLe)
Respectivamente de (2.0.18) y (1.1.19) obtenemos
Hyo(a) =My Y Ly My
— —ay -1 g
Hy (o) = (Hi:oMkLk> Ly (Hi:oMkLk>

Ya que L; > 0y M; > 0 para todo j, entonces

-1

Myt >0,

i1 Y (T !

< koMkLk) Mk ( kOMkLk) > 0,
My Lyt Myt >0,

— 1 — =
(Hi_oMkLk) L (Hi_oMkLk> >0,

Por (2.0.19), (2.0.21) y (2.0.22) (resp. (2.0.20), (2.0.23) y (2.0.24)), tenemos

ﬁlyj(a) > 0, para todo j € Ny,
/H\QJ(OJ) >0, para todo j € Nj.

Sea

Hy(a) = ( H;%ES) 2}?(5)) ) |

Hayr(a) = ( Hyjo(a) Yy a(a) ) '

YQ’fj—l(O‘) S95-1(a)

(2.0.19)

(2.0.20)

(2.0.21)

(2.0.22)
(2.0.23)

(2.0.24)

(2.0.25)
(2.0.26)

(2.0.27)

(2.0.28)

Usando (2.0.25), (2.0.28) (resp. (2.0.26), (2.0.28)) y el Lema 2.0.3, obtenemos que
la matriz Hi,,(«) que es positiva definida; (resp. Ha,,(a) es positiva definida). Por
ende tenemos que, la secuencia (s;(a))?™) es una sucesion positiva de Stieltjes para

j=0
a=0.
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Definicién 2.0.6. Sea n € Ny sea (s;(a));_, una secuencia definida positiva de
Stieljtes con pardmetro a € [0,00). Sea (3;(ar))’_, una secuencia definida positiva
de Stieltjes con pardmetro a € [0,00), escogida tal que (s;j(@))_, = (5;(a))i_y ¥
sea [(Li(a))pzg, (Mi(@)),Zo la parametrizacién de DS de (sj(a));Z. Sea m € N es-
cogido tal que n = 2m o n = 2m — 1 se satisface. Entonces los pares ordenados
[(Lk(a))znzfol , (Mk(a))znzo} y [(Lk(&))zn;(} , (Mk(a))km:}” son llamados la parametriza-

cién de DS de (sj(a))?zo y (s (a))?zo_l respectivamente.

Note que las igualdades (2.0.19) y (2.0.20) para o = 0 fueron probadas primero en
[7, Observacién 5.7] bajo la condicién de que (s;)7., para m = 2n y m = 2n + 1 son
positivas definidas. Este resultado, se puede probar utilizando un método diferente, ver
8.28 en [17].
En la siguiente proposicién omitimos la dependencia del pardmetro a € [0, 00) de las
matrices Apy, 1), Alma1] Uy U2m, Azm s A2m1, Yi,m) Y Yom)- Para a = 0 la proposicién
(2.0.7) se considera en [8, Lema 7.9, Observacion 7.2, Observacién 7.3, Observacion
7.5, Lemas 7.6 y 7.7]

Proposicién 2.0.7. Paran = 2m (n = 2m+ 1), sea (s;)j—. Sea Ty, U, B, Ut m,
Usms Sjom)s Im Ayags AV, Yii y Yiow) sea como en (1.1.14), (1.1.14), (1.1.11),
(1.1.16), (2.0.1), (2.0.4), (2 0. 3) y (1.1.17), respectivamente. Entonces las siguientes
identidades se cumplen:

—JnA (—1)™A,
Tt Apmol = mmal ) = mo 2.0.29
Lm0 ( AO ) <JmA[m1,0] ( )
— J Al (-1)™A
Ty A0 = m = 2mt 2.0.30
1 ( Al ) < JmA[mfl,O] ’ ( )
T Jmt1 = —Jmi1L s (2.0.31)
R () Jmy1 = I R, (—1), (2.0.32)
Ui o (1) = =3, Ry, (017, So,m (2.0.33)
us mR* (t) = —vr R (t )S[O,m]7 (2.0.34)
UmT;;R:z< )JerlS[(]’m] Jm+1A[m’0] = ’U:n_lR:n_l(t)JmS[O,mfl}JmA[mfl,O]- (2035)
Si Ay = 1,, entonces
-1
Ims1 A = ( Hl’”}_lyl’m > , para m = 2m, (2.0.36)
q
-1
Ims1Apm) = ( H2’"}_1Y2’m > , para n=2m+ 1, (2.0.37)
q
* * % * _H_l— Y
Q1,0 = TS (), 2.0.39
* * % _H_‘l— Yo
05,0 = ;50150 | ). 2.0.39
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Demostracion. La demostracion sigue los paso de la demo en [8, Lema 7.6, Lema 7.7,
Lema 7.5] Las ecuaciones (2.0.29)—(2.0.34) se prueban mediante célculos directos. La
identidad (2.0.35) se prueba usando (1.1.15), la segunda igualdad de (2.0.5), (2.0.29) y

S0 Y
Sio = ] )
[0.m] < quxq S[O,m—l]
Las ecuaciones (2.0.36) y (2.0.37) se siguen de (2.0.8)—(2.0.9) y (2.0.10)—(2.0.11), respec-

tivamente. Las identidades (2.0.38) y (2.0.39) son probadas usando (2.0.33) y (2.0.34),
respectivamente. |

Proposiciéon 2.0.8. Sea n € 2,3,... y sea £,(t,a) una familia de polinomios matri-
ciales maonicos q X q de grado n con pardmetro « € [0,00) con secuencia de pardmetros
de Markov (sj());_, tal que (§j(a))?:_01 es una secuencia positiva definida de Stielt-
jes. Entonces f,(t,a) es una familia de PMTH de grado n con parametro o € [0, 00)
asociada con (§j(oz));:01

Teorema 2.0.9. a) Sea f,(t,«) la familia de PMTH definido como en la Defini-
cion 1.1.4 con Ag(a) = I,. Entonces existe una secuencia de Stieltjes (s;(cx))3™ (resp.
(s;())35™) y monicos PMO Py j, Py en [0,00] y sus polinomios de sequnda especie
correspondientes Q1 ; y Q2 tal que

f,(t = (_1)mP1*,m(_t27 a) + (_1)m+1t QT,m(_tzv a)? n =2m,
) = CmGs (<2, 0) + (“1)™E P (—,0),  n=2m + 1.
(2.0.40)

b) Sea (s;(a))3”y (resp. (s;())3™) una secuencia positiva de Stieltjes para el pa-
rametro a € [0,00), y sea Py, Pam el monico correspondiente PMO en [0, 00| y sus
polinomios de sequnda especie correspondientes Q1 Yy Q2.m definidos como en la De-
findcion 1.1.10 y construido por (s;())3™ (resp. (s;(@))3,). Entonces el polinomio
matricial en (2.0.40) es una familia polinomios matriciales tipo Hurwitz como en la
Definicion 1.1.1.

Demostracion. a) Sean = 2m 'y Ap(a) = I,. Por la Proposicién 2.0.5 via las secuencias

(c;(@)" and (d;(a))f," existe una secuencia positiva de Stieltjes (s;)37. Usando
estas secuencias probamos que

hn<t’a) = (—1)mP1*7m<—t,a) y gn<t7 Oé) = (_1)m+1QT,m<_tJO‘> (2'0‘41>
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con P, y Q1 dada por (1.1.21) y (1.1.23), respectivamente. Para este fin

Aoy ()

_ m—1 e
gn(t, o) =(1,, tly, ..., t" 1) As(a)
Ay(a)
:U:n—lR:n—1<t>JmS[0,m—l} JmA[m—l,O]
:v;:zT;LR;kn(t)Jm+ls[0,m](a)Jm+1A[m,0](a)

= = VI T Ry, (=) Sto,m) (@) Jin1 A,y ()
-1
(1) R (T S m(a) ( Hijy 1 (0)Yi (@) )

I
=(=1)""1Q1 (. ).

q
La primera igualdad se sigue de (1.1.3). La segunda igualdad se obtiene al utilizar
(1.1.13), (1.1.14) y (2.0.8). La tercera igualdad se sigue de (2.0.35). La cuarta igualdad
se obtiene de (2.0.31) y (2.0.32). La penultima igualdad se consecuencia de (1.1.14),
(2.0.4) y (2.0.36). La tltima igualdad es una consecuencia de (2.0.38). Andlogamente,

Ao ()
Bt @) =(ly thyse o™ 00) |y (2.0.42)
Iq
= B2 (1) ( im0 )
=v, Re () Tt ( —Hf,rln—l(lam,m(a) ) (2.0.43)

:(_1)mpl*,m(_t7 Oé),

donde las primeras tres igualdades se obtienen de (1.1.2), (1.1.13), (1.1.14), (2.0.36) y
(2.0.5), y la cuarta de (2.0.32), (2.0.4), (1.1.14) y (1.1.21). Esto finaliza la prueba de
las relaciones en (2.0.41).

Para n = 2m + 1 usando las secuencias (c;(@))7, v (d;(@))}', construimos una
secuencia(s; ()77 que debido a la Proposicién 2.0.5 es una secuencia positiva de
Stieltjes. Entonces los polinomios Pa,(t, ) v Qo (t, &) estan bien definidos. De ma-

nera similar como en el caso n = 2m para n = 2m + 1, obtenemos
gn(tva) = (_1)mp2*,m(_t7a)7 y hn(tva) = <_1)mQ;,m(_t7a)7 (2044>

donde usamos (2.0.8) y (2.0.37) en lugar de (2.0.36). Por (1.1.4), (2.0.41) y (2.0.44), la
parte a) esta probada.

b) Se usa la segunda igualdad de (1.1.75) y (1.1.76), asi como el hecho de que M («)
y Li(a) son matrices positivas definidas. [ |

Las siguientes observaciones son una consecuencia del Teorema 2.0.9 junto con el
Lema 1.1.25.
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Observacion 2.0.10. Sea f,(t, @) una familia de PMTH. Sean los polinomios h,, (¢, «) y
gn(t, ) estan definidas como en (1.1.2) y (1.1. 3)

a) Sin = 2m, la funcién racional matricial . g ; que esta definida en el Lema
2.0.1 es una solucion extremal para el problema de momentos truncado de Stieltjes de
la forma sys; ver (1.1.75).

b) Si n = 2m+1, la funcién racional matricial — gl:(( z;;)) definida en el Lema 2.0.1
es una soluciéon extremal del problema de momentos truncado de Stieljtes de la forma
su; ver (1.1.76).

Observacion 2.0.11. Sea f,(t,a) una familia de PMTH y h,(¢,«) v g,(f, «) definido
como en (1.1.2) y (1.1.3).

a) Sea o € [0,00) un pardmetro. Si n = 2m, entonces el polinomio matricial
h,(—t,a) es un miembro de la familia de PMO en [0, 00] de grado m con respec-
to a una medida matricial positiva e"*“o en [0,00), v g.(—t, @) es su polinomio de
segunda especie de grado m — 1.

b)Si n = 2m + 1, el polinomio matricial g, (—t, @) es un miembro de la familia de
PMO en [0,00] de grado m con respecto a una medida matricial positiva e **to en
[0,00], ¥ h,(—t, ) es su polinomio de segunda especie de grado m.

Teniendo en cuenta todo lo anterior, llegamos a los que seria dos de los resultados
mas importantes de todo el documento. Lo que nos dice el teorema es como a partir de
un PMTH y su secuencia de parametros de Markov es posible obtener una secuencia
definida positiva de Stieltjes asociada a nuestro PMTH.

Teorema 2.0.12. Sea n € {2,3,...}, a € [0,00) un pardmetro y sea f,(t,a) una
familia PMTH de grado n con secuencia de pardmetros de Markov (sj(c))7—y. Sea
m € N escogido tal que n =2m yn = 2m + 1 se satisfaga.

(a) Suponga n = 2m y sea [(cr(a)){=y, (dr(a))i=y] una parametrizacion de Hurwitz
de £,(t, o). Entonces (s;(0))iy es una secuencz’a positiva definida de Stieltjes
con parametrizacion de DS [(dp(a))7=', (cx())7='] y £.(¢, @) es una familia de
PMTH de grado n asociada a (5;(0))}=;

(b) Suponga n =2m+1 vy sea [(dr(a))7=y, (cr(a))i=y] una parametrizacion de Hur-
witz de £,(t, ). Entonces (5;(a))}=y secuencia positiva de Stieltjes con parame-
trizacion de DS [(di(a))py ’( (a))kzo] y £.(t, ) es una familia de PMTH de

n—1

grado n asociada a (8;());=

Demostracion. Denotaremos por h, y g, como la parte par e impar de f,, respectiva-
mente.

(a) Sea ¢(a) = I, y di(o) = I, para todo k € {m,m + 1,...}. Entonces (c(a))r,
y (di(a))ze, son secuencias de CL*?. Acorde a [[17], Proposicién 8.27] existe
una secuencia (s;(a));Z, definida positiva de Stieltjes con parametrizacién de
Dyukarev-Stieltjes [(di(a))re , (c(@)) o] Usando el Lema 1.1.25 y la Definicién
1.1.4 y 2.0.2 obtenemos

su(z, ) = ‘}qLQmE @ — YUtz
2m Z, j=0
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para todo z € C\ [0,00) con |z| > 7oy, donde 1, := méx {|z| : z € N}, }, donde
N, = {2z € C: dethy(z,a) = 0}. Ya que 0ymmar € MI[0,00), (s5;(c))37, <] ¥
esta concentrado sobre un conjunto finito de puntos y por tanto compactamente
soportado, por tanto via el Lema 1.1.8 concluimos que s;(«) = 5;j(«) para todo
J € Zopam—1. En particular (s]) 70 es una secuencia definida positiva de Stieltjes

con parametrizaciéon de Dyukarev Stieltjes [(dy(a))i=, (cx(a))iy]. De la Pro-

posicion 2.0.8 resulta entonces que f,, es una familia de PMTH de grado n con

parametro « € [0, 00) asociada con (%(a))ﬁ&

(b) Sea ¢y(a) = 1,y di(o) = I, para todo k € {m+1,m+2,...}. Entonces (cx(a))r—,
y (di(a))pe, son secuencias de CL*. Acorde a [[17],Proposicién 8.27] donde se
considera o = 0 existe una secuencia (s;(a));Z, definida positiva de Stieltjes con
parametrizacién de Dyukarev-Stieltjes [(di(a))—q , (ck(c))pey)- Usando el Lema
1.1.25 y la Definicién 1.1.4 y 2.0.2 obtenemos

hom >

—zgzm( el

para todo z € C\ [0,00) con |z| > popmi1, donde popi1 = max {|z] : 2 € Ny, ., }
donde N, ., = {z € C: det gopm+1(z, o) = 0}.

Ya que 09m1,min € M([0,00), (s;(a))?25", <] y esta concentrado sobre un con-
junto finito de puntos y por tanto compactamente soportado, por tanto via el
Lema 1.1.8 concluimos que s;(«) = 5; para todo j € Zg 2. En particular (%)?;&
es una secuencia definida positiva de Stieltjes con parametrizacion de Dyukarev
Stieltjes [(di())iy's (cx(@))]. De la Proposicién 2.0.8 resulta entonces que f,

es una familia de PMTH de grado n con pardmetro o € [0,00) asociada con
~ n—1
(Sj (a))jzo'

|

Ahora estamos en condiciones de enunciar una util caracterizacion de los polinomios
matriciales moénicos tipo Hurwitz en términos de la secuencia de parametros de Markov.

Teorema 2.0.13. Sea n € {2,3,...}. Dado el pardmetro o € [0,00) y sea £,(t, )
una familia de polinomios matriciales monicos de q X q de gmdo n con respecto a la
variable t con secuencia de pardmetros de Markov (s;(cr))7=). Entonces los siguientes
resultados son equivalentes:

(i) £.(t, ) es una familia de PMTH de grado n en la variable t, o € [0, 00) pardme-
tro.

(ii) (5;(@))}= es una secuencia positiva definida de Stieltjes.

Definicién 2.0.14. Sean € {2,3,...} y (sj(a));.:; una secuencia positiva definida de
Stieltjes, con « € [0, 00) un parametro. Sea (57(@))7Z, una secuencia positiva definida
de Stieltjes tal que (s;(a))"—) = (s?(oz))J - Entonces cuando hablamos de la familia

7=0
de PMTH de (sj(a))?;ol nos referimos a la familia de PMTH de (s;(«))>2

J=0
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Ahora probaremos que la correspondencia entre polinomios matriciales tipo Hur-
witz y secuencias finitas definidas positivas de Stieltjes es biyectiva.

Teorema 2.0.15. Sean € {2,3,...}. Dado el parametro o € [0,00) y sea f,(t, «) una
familia de PMTH de grado n en la variable t con secuencia de pardmetros de Markov
(55(0))i_y. Entonces existe una tinica secuencia positiva de Stieltjes (5;(a))7=; tal que

f,(t,@) es una familia de PMTH de grado n con respecto de t asociada con (5;(0))}=;

concretamente (s;(@))=5 = (5;())7=;

Demostracién. De (2.0.12) obtenemos que (5;(a))7Zy secuencia positiva definida de
Stieltjes y que f,(¢,@) es la PMTH de grado n asociado con (5;())}=5. Si (s;())}=;
es una secuencia arbitraria definida positiva de Stieltjes tal que f,.(t, a) es una familia
de PMTH de grado n en la variable ¢ asociada con (s;(a))i=), entonces la Definicién
2.0.14 y el Teorema 2.0.9 tenemos (s;())}=5 = (5;(a))7=, [ |

Ahora podemos demostrar que todo polinomio matricial tipo Hurwitz admite un
Unica parametrizacion de Hurwitz.

Teorema 2.0.16. Sean € {2,3,...}. Dado el pardametro o € [0,00) y sea f,(t, ) una
familia de PMTH de grado n con respecto a la variable t con secuencia de parametros
de Markov (sj(v))j—q. Sea m € N escogido tal que n = 2m yn = 2m+ 1 se satisfacen.

(a) Supongamos n =2m y sea

[(Li())iZy' s (Mi())io ]

la parametrizacion de DS de (5;(a))i=y. Entonces hay una tinica parametrizacion
de Hurwitz [(ci(a)){=g, (dp(a))i= 01] de £, concretamente

[(er(a))iZo', (dil@)iZa] = [(Mi(e))iZg , (Li(a))iy ]

(b) Supongamos n =2m + 1 y sea

[(Li(0))iZo' s (Mi(@))iL]

la parametrizacion de DS de (5())j= - Entonces hay una inica parametrizacion
de Hurwitz [(cr(a))7=y, (di(a ))Z1 01] de f,, concretamente

[(er(0))ios (di(@))iZg ] = [(Mi(e))ilo, (Li())io]-

Demostracion. Del Teorema 2.0.12 tenemos que (§j(a));.:01 es una secuencia definida

positiva de Stieltjes y que f,, es una familia de PMTH con pardmetro a € [0,00) de

grado n asociado con (Ej(a))?;ol :

(a) En vista de las Definiciones 2.0.14 y 2.0.6, podemos concluir de la parte (a) del

Teorema 2.0.9 que
[(Mye(e))iys (Li()iso ]
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es una parametrizaciéon de Hurwitz de f, (¢, «).

Si [(cx (@), (di())='] es una parametrizacion de Hurwitz arbitraria de f,, (¢, @),
entonces la parte (a) del Teorema 2.0.15 prueba que [(dy(a)){=, (cx(@))iZy] es
una parametrizaciéon de DS de (%(a))?;g y por tanto

[(My()iZo', (Li(@))ig ] = [(ex(a))iy s (di(a))isy]

En vista de las Definiciones 2.0.14 y 2.0.6, podemos concluir de la parte (b) del

Teorema 2.0.9 que
[(Mi(a))ito, (Li(a))iy ]

es una parametrizaciéon de Hurwitz de f, (¢, «).

Si [(cx(@))y, (dr(a))?=] es una parametrizacién de Hurwitz arbitraria de £, (£, ),

entonces la parte (a) del Teorema 2.0.15 prueba que [(dy(a)){=, (cx(a))i,] es
. ., ~ n—1

una parametrizacién de DS de (s;());_y y por tanto

[(My(0))io', (Li(@))i ] = [(ex(@))ilo, (di(a))iy]
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Capitulo 3

Sobre estabilidad asintotica de
EDOs y PMO

3.0.1 Estabilidad en el sentido de Lyapunov

La nocién de estabilidad que consideraremos en esta secciéon fue propuesta por el ma-
tematico ruso Aleksandr Mijailovich Lyapunov en su tesis de doctorado en 1884.

Consideremos el sistema de ecuaciones diferenciales:

i = f(a), (3.0.1)

donde x € R™, f : W — R™® W C R" abierto y f € C*(W). Donde W es una regién
de R™. La notacion f € C(W) significa que f es continua y diferenciable, con primera
derivada continua en W. Lo anterior garantiza la existencia y unicidad de la solucion
del sistema (3.0.1) en una vecindad de cualquier punto de WW.

Definicién 3.0.1. Un punto zg € W se llama punto de equilibrio del sistema (3.0.1)
si f(xg) =0.
Ejemplo 1

Sea n = 2 y consideremos el sistema (3.0.1) con

3 — x5 —1
21’2 '

o=
Claramente f(z) = 0 en los puntos x = (1,0)* y « = (—1,0)*, estos son los tinicos
puntos de equilibrio de (3,0,1).
Definicién 3.0.2. Sea 27 € W un punto de equilibrio del sistema (3,0,1) se dice:

m I es estable segin Lyapunov (6 simplemente estable) si para toda vecindad U
de z( existe una vecindad U; C U de x, tal que toda solucién x(t) con x(0) en
U, esta definida y permanece en U para todo t > 0.
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m 1) es asintoticamente estable, si es estable y cada vecindad U; se puede elegir de
modo que para toda solucién z(t) con zg en Uy se cumple

Jim x(t) = x.

m I( es inestable si no es estable.

El andlisis de las soluciones del sistema (3.0.1) cerca de los puntos de equilibrio es
uno de los principales objetivos en el estudio de sistemas de ecuaciones diferenciales y
sus aplicaciones. Un punto de equilibrio, sin embargo, ha de satisfacer un cierto criterio
de estabilidad para ser relevante fisicamente.

Para determinar la estabilidad de un punto de equilibrio xy del sistema (3.0.1), utili-
zaremos los métodos indirecto y directo de Lyapunov.

La estabilidad en el punto de equilibrio xy, mediante la linealizacién de (3.0.1)
alrededor de xg, esto es, considerando la estabilidad cerca del origen del sistema lineal

i = Az, (3.0.2)

donde A es una matriz constante. El sistema lineal (3.0.2) tiene al origen z = 0 como
punto de equilibrio y el comportamiento de las soluciones de este sistema esta comple-
tamente determinado por los valores propios de la matriz A. En particular se tiene que
el origen es asintéticamente estable si y s6lo si todos los valores propios de la matriz
A tienen parte real negativa.

Si una matriz A tiene todos sus valores propios con parte real negativa, entonces A es
llamada matriz de Hurwitz. Por lo tanto el origen del sistema (3.0.2) es asintéticamente
estable si y sélo si A es de Hurwitz.

3.1 Criterio de Routh-Hurwitz

Sea dada una ecuacion diferencial lineal de coeficientes reales constantes

agy™ + a4 ay =0, (ag,an,...,a, = const,ag > 0). (3.1.1)

La solucién nula y = 0 de la ecuacién (3.1.1) es asintéticamente estable, cuando las
partes reales de todas las raices de la ecuacion caracteristica

fO) = agA\™ + a A" .+ oa, (3.1.2)

son negativas.

Criterio de Routh-Hurwitz. Para que las partes reales de todas las raices de la ecuacion
(3.1.2) sean negativas es necesario y suficiente que sean positivos todos los menores
principales diagonales de la matriz de Hurwitz
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aq Qo 0 0 0 0 -0
az ay ay ayg 0 O --0
as a4 asz ay a; ag ---0

o 0 0 o0 0 0 ---a,
La matriz de Hurwitz se compone del modo siguiente: En la diagonal principal se
escriben los coeficientes del polinomio (3.1.2), comenzando por a; y terminando por a,,.

Las columnas, una tras otra, constan de los coeficientes de subindices solamente
impares o de subindices solamente pares. Entre estos tltimos va incluido el coeficiente
ag. Todos los demas elementos de la matriz, corresponden a subindices mayores que n
0 menores que cero, se suponen iguales a cero.

Los menores diagonales principales de la matriz de Hurwitz son de la forma:

aiy Qo 0
aiy Qo
A1=’CL1, Ay = ) Ag=|as ax ay, cee
as ag
as a4 das
aq ao 0 0 0 0 -0
as a2 aip Qo 0 0 -0
An =l|as a4 Az G Qi aop -0

o 0 0 o0 o0 0 ---a,
Por lo tanto, la condicion de Hurwitz dice: para que la solucion y = 0 de la ecuacion
(3.1.1) sea estable, es necesario y suficiente que se cumplan las relaciones:

A1 >0,A,>0,...,4, >0, (3.1.3)

como A, = a,A,_1, la condiciéon A,, > 0 puede sustituirse por a, > 0.

3.1.1 Estabilidad asintética mediante polinomios ortogonales

Como una aplicaciéon de los resultados obtenidos, consideraremos en esta seccion el
bien conocido criterio de estabilidad de Lyapunov [22] para un sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias lineales con coeficientes constantes en términos de polinomios
ortogonales sobre [0, 00) y sus polinomios de segunda especie.

Consideraremos la ecuacion diferencial

y = Ala)y, (3.1.4)

donde y es un vector de n X 1, y A es una matriz de n X n cuyas entradas dependen
de un pardmetro « € [0, 00).
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Observacion 3.1.1. Sea fa(A, «) := det(A — A(«)) el polinomio caracteristico de la
matriz A. Diremos que el sistema (3.1.4) es asintticamente estable en el sentido de
Lyapunov si y solo si todos los ceros del polinomio caracteristico f4 tienen parte real
negativa.

Teorema 3.1.2. Sea A una matriz real de n x n. El sistema (3.1.4) es asintéticamente
estable si y solo si el polinomio caracteristico fa de A admite la siguiente representa-
cion: ) )
| oA @) =A@ (A @), n=2m,
falA, @) = { G (=A%, Q) + Apan(—A% ), n=2m+1,
donde py m, (Tesp. pam) €s un polinomio monico ortogonal escalar en [0, 00) con respecto

a las funcion de variacion acotada no decreciente e”**do(x) (resp. e **xdo(x)) en
[0,00), ¥ G1.m Y G2.m SOn sus polinomios de sequnda especie correspondientes.

(3.1.5)

Demostracion. Supongamos que el sistema (3.1.4) es asintéticamente estable, entonces
por la Observacién 3.1.1 sabemos que todos los ceros del polinomio fa(A, ) tie-
nen parte real negativa, es decir, son polinomios de Hurwitz. Por tanto utilizando el
Teorema 2.0.9, sabemos existe polinomios p;,, (resp. ps,,) moénicos ortogonales en
[0,00) con respecto a las funciones de variacién acotada no decreciente e~ **do(x)
(resp. e~ **do(x)) tales que se satisface (3.1.5). El reciproco es directo. [ |

3.2 Ejemplos

3.2.1 Ejemplo 1

El siguiente ejemplo tiene la intencién de mostrar la construccién de los polinomios
matriciales tipo Hurwitz utilizando el Teorema 3.1.2.
Para ilustrar el caso escalar asumiremos que ¢ = 1. Los momentos se obtienen por

o _ !
) _ J ar j/ T\ __

Sj(a)_/o e *d(—e )—7(1_{_&)#1
para j = 0,...,6. Esta secuencia es una secuencia positiva de Stieltjes. Los polinomios
ortogonales correspondientes P, ; y P» ; para estos momentos tienen la siguiente forma:

1
P =1, P =z——
170(2’,0[) ) 171(2',0[) z a+17
4z 2
P = 2% -
12(2,0) = 2 oz+1+(oz—|—1)2’
922 182 6
P =25 - -
sz a) =2 04%—1+ (a+1)2 (a+1)%¥
2
P =1, P =z— —
5,0(2) ) 51(2) = 2 atl
62 6
P. =22
2a(2) = 2 OH—l+ (a+ 1)
1222 36 24
P273(Z) = 23 - i i —

a+1+(a+1)2 (a+1)%
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Por otro lado, tenemos los de segunda especie:

z 3

Ql,o(Z,Oé) =0, Ql,l(Z,Oé) = L» Q1,2<Z>CV) =

a+1 Oz—i—l_(O“"l)27
2
Q13(2) = aj_ 1 (v j-ZlP + (cv -1:1)37
Qul) =1, Quld)= 2o~ g
2
Q22(2) = aj_ 1 (o i—zl)Q + (cx j 1)37
Qa3(2) = & = 7 6

a+1 (a—|—1)2+(oz—|—1)3_ (a+1)*

Los polinomios de Hurwitz correspondientes son los siguientes

1 t 1
ta)=——+t t) =t
t? 2t 1
t,a) =1t ,
falt; ) +a+1+a+1+(a—|—1)2
3 4t? 3t 2
t.a) =t
Jalt o) a1t ol et ey
tt 613 5t2 6t 2
fs(t,a) = t° + +

otl atrl T arE Tare Tlar®
9 z 18 8z 11z 6
t,a) =18 t4( > t2
fotbo) =+t o 1) Y v T e ) T e o e
16 12¢° 114 363 26¢2 24t 6

ta) =t '
f2(t, @) +a+1+a+l+(a+l)2+(Oé+1)2+(04+1>3+(05+1)3+(O‘+1>4

3.2.2 Ejemplo 2

Para ejemplificar la construccién de los polinomios matriciales tipo Hurwitz con ¢ = 2
consideremos la distribucién matricial de 2 x 2 sobre [0,00) que se menciono en la
4 —2e3® e ”

e * 2—e"

dida positiva definida sobre [0, 00). Para detalles sobre medidas positivas, ver [11].
1 1
Tropt (Fap™
1 1

Observacién 1.1.23, o(z) = ( , la cual corresponde a una me-

Las matrices s;(a) = j!

) para j = 0 son los momentos co-
(ItayTl  (Ita)yitl

rrespondientes de (1.1.7). Uno puede verificar de manera inmediata que las matrices
por bloques H ;(a) y Hyj() para j = 0,...,2 son matrices definidas positivas. Los
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primeros complementos de Schur son los siguientes:

2 1 1 !
H 2041 o+l 122 at+l)’ a+1)2
Hyo(a) = < oyl g >  Hooa) = ( +21) (1 ) ,
a+1 a+1 —m W
- 2(4a*+6a+3) )
Hijo = | PR (arD? |,
(a41)3 (a+1)3
e 16(8a%+18a2+16a+5) )
H2,1 (Oz) = (a+1)2(2a+21)4(4t+3) _(a2+1)4
Gt eEE

Los polinomios matriciales ortogonales son los siguientes: Py g = Iy , Poo = 1o,

5 _ _4a+3 2 2(1202+18a+7) 8(a+1)
P, = ( 2a2+3a+1 2a+1 ) , Py = # 7 BaPt18a2+13a+3 _8a2+102a+3 ,
4(24a3+54a2+43a+12)z 2(96a4+288a3+336@2+180a+37) 4(162a4+4(13278a3+8(8279)a2+(352758)a+72716)
P172 _ " ~ T6aliisadisialiorars T (2a2+30+1)2 (8a2+12a+5) - (2a+1)2 (8L¥3+20a2+17a+5)
0 S e resy
(1,1) (1,2)
P, = Py Py
22 — 0 42 _ 62 + 6
a+1 (a+1)?
donde
pLD .2 6 (402 + 6 + 3) (4a + 3)3z
22 7% T 79206 + 86405 + 16320 + 165603 + 95002 + 291a + 37
6 (768a° + 3456a° + 66560 + 7008a° + 424002 + 1392¢ + 193)
(202 + 3a + 1)% (9604 + 28803 + 33602 + 180a + 37)
P2 24 (32za” 4 32(4z — 3)a* + 16(13z — 18)a® 4 2(85z — 172)a? + (692 — 188)a + 11z — 39)
22 (20 + 1)2 (960 + 28803 + 33602 + 180 + 37) .
2 S
Los polinomios de segunda especie estdn dados por Q1,9 = 02, Q2,0 = ( 2041 atl ) ,
Tatl  afl
9 1 2(820°+2(92—4)a?+(132—10)a+3z—4) Z(at1)—1
Qi1 = ( _%i i“ ) , Qo1 = (2a+_1),:(gii;rf?+3) z(a(ﬁ)lﬁ ?
atl atl (a+1)2 (at1)?
216201 +48(2—1)a®+2(272—52)a2+(272—82)a+52—24) 2(af1)—3
— 2a+1)2(8a3+20a2+17a+5 T (at1)2
Q2 = (at+D) (_(;(a+1§¥—3 oth) z(ogil)—)3 )
(o+1)? (o+1)?
num (a+1)222—5(a+1)2+2
Q _ (a+1)2(2aa+1)3(96a*+288a3 433602 +180a+37) (a+1)3
22 — (a+1)222—5(a+1)2+2 —(a+1)22245(at+1)z—2
(at+1)3 (at1)3
donde

num :=2 (3840° + 2304a” + 6048a° + 90720 + 85000 + 5088a° + 1897t + 402 + 37) z*
—4(960a" + 48960° + 10848a° + 13560a" + 103300° + 47890° + 1247ar + 140) =
+ 4 (3840 + 15360° + 2688a” + 26400° + 15400° + 5060 + 73) .
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Con P, ; y @, parar = 1,2y j = 1,2. Ahora ya contamos con todos los elementos
necesarios para poder construir nuestros PMTH, para ello recordemos que f,(z, «) se
puede escribir como en (1.1.4) y utilizando las relaciones de h,(z,a) y gn(z,a) con
Py vy Qk,m respectivamente (para k=0,...,2y j =0,...,2) tenemos que:

fi(z.0) = (-1)° [Qao(=2% )]+ 2(=1)° [Poo(—2% a)|

Sustituimos Q19 y Pi tenemos que

filz,a) = Qo+ 21y,

2 1
- 1 0
= (_%Hrll 01{+1> + (0 1> <
a+1 a+1

Para n =2 y m = 1 tenemos que

fa(z,0) = = [PLa(=72,0)] + 2(=1)? [Qua(—2%, )]

Sustituimos Q11 y Pi1 y obtenemos lo siguiente:

—Z2 __ 4a+3 0 2 1
_ 202 1 2a+1 1
f2<Z, Oé) _ B % +3a+ _22 o + 2z _oc—&i 01z+
2a+1 a+1 a+1 a+1
2 2
= 01 s _204—&11 til—i-l 2+ | 2 +23a+1 X ) (3.2.1)
a+1 a+1 20+1 a+1

Notemos que cada coeficiente matricial es una matriz definida positiva, por ende el
polinomio matricial es de Hurwitz.
Para n = 3 tenemos que m = 1 por tanto tenemos que

fa(z.0) = (-1) [Qui(=7% )] = 2 [Poa(—72 0)]

Sustituyendo P»; y (2,1 en lo anterior obtenemos lo siguiente

*

f3(z,a) = Ag(a)2® + Aj(a)2? + Ay(a)z + As(a).

Donde

1602 + 20 + 8 1
(2a+1)2(4a2+7a0+3) (2a+1)2(4a2+7a+3) (2a+1)2(4a2+7a+3) (a+1)2
1 1 )
(a+1)? (a+1)?

3602 26 16a3
( (2a+1)2(4a?+7a+3) + (2a+1)2(4a+7a+3) + (204+1) (4a2+7a+3) + (2a+1)2(4a2+7a+3)

a+1
12a2+18a+7)

a3+18a2+13a+3 0 ) ,
2

8a2+10a+3 a+1

)
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Continuamos con n = 4 m = 2 de manera que

filz,0) = (<17 [Pra(=2" a)] + 2(=1)* [Qua(—7", )]
Sustituyendo P2 y (12 obtenemos lo siguiente:
fa(z,0) = Ag(a)z* + A1(a) 2% + Ay(a)2® + As(a)z + Aya).
Donde

1 0

0o 1)’

2 __1
Ay(a) ={ 240 4
a+1 a+1
4(240°+5402+430+12)

_ 1602 +48a3 15402 +27at5
As(a) = 16(4a4+64a2+35a+26s

(2a+1)2(8a3+20a24+17a+5)  a+1
4240345202 +41a+12) 3
As (a) — | (2a+1)2(8a3+20a2+17a+5)  (a+1)2

3 3

(a+1)2 (a+1)2
2(96a4+288a3+336a2+180a+37)

2 2(802
A _ (2 +30{4+1) (8a2+12a+5)
a(@) 32(40®+3602+290-+8) 5
(2a+1)2(8a2 42002 +17a+5) (a+1)2

?

Para finalizar, sea n =5 y m = 2 de manera que
fo(z,0) = (1) [Qaa(=2% )|+ 2(=1)* [Pa(-7%, )] .
Sustituyendo Pa9 y ()22 obtenemos que
f5(z,a) = Ag(a)2® + Ar(a)z* + Ay(a)2® + As(a)2? + Ag(a)z + As(a).
Donde

1 0
0 1)’
2(384a8+2304a7+6048a6+9072a5+8500a4+5088a3+1897a2+402a+37) ( n 1)2
Ai(a) = (a+1)2(2a2+1)% (9604 +288a3+33602+180a+37) a
(v +1)? —(a+1)?
6(4a+3)3(4a2+6a+3)

Ay(a) = | 10205+86405+1632074165607495007201a+37 0
2 24(16a4+56a3+76a2+47a+1f§ 623

(2a+1) (962 +288a3+336a2+180a+37) a+1
4(960a7+4896a6+10848a5+13560a4+10330a3+4789a2+1247a+140) 5 ( n 1)
As(a) = (0+1)2(202+1)3 (9604 +28803 +3362 +1800+37) @

5(a+1) —5(a+1)
6(76805434560°+665601+70080° +42400%+13920+193)

A ( a) _ (202 +30+1)2 (9604428803 43362 +180+-37) 0
4 24(960+2880°+3440°+188a+39 ) 6 ’

(2a+1)2(96*+288c3 433602 +180+37) (a+1)2
4(38405+15360° 426880 +26400° +154002+5060+73) 9
A5(a) = (a4+1)2(20241)3 (96 +28803 +33602 +180a+37) (a+1)3

2 2

Ao(Oé> =

(a+1)? (a+1)?
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3.2.3 Ejemplo de un sistema dinamico en bloques

Sea « € [0, 00) un pardametro. Consideremos el siguiente sistema dindmico

X = AX (3.2.2)
donde
7 Ar Ap
A —
(5 52)
01
v (1)
dat3 1 | __2
B, = ( 2a2+3a+1 aTl 2041 ))
2a+1 T atl —1
B, — 2a+1 Tﬂ_l
i il o )

Aj puede ser cualquier matriz 2 x 2 invertible, para el ejemplo asumiremos Ay = Is.
Con el objetivo de analizar la estabilidad del sistema (3.2.2), usaremos el siguiente
cambio de variable

W =FX (3.2.3)
donde .
[ Ay 0
Po (). -
La inversa de la matriz F' esta dada por
A 0
-1 _ 2
F = <—A2_1A1A2 I)‘ (3.2.5)
Derivando (3.2.3) tenemos
W = FX
= F(AX)
= FAF'W.

Reescribimos la matriz FAEF~!, tenemos

FAF™ = (_%2 —[CH) . (3.2.6)

Haciendo los célculos de (3.2.6) tenemos la siguiente igualdad

0 0 1 0

A A _ 0 0 0 1
F<Bl BQ>F =1 s 0 2 ! (3.2.7)

1 2 202+3a+1 2041 a+1

__2 __1 1 1

2a+1 a+1 a+1 a+1
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De donde obtenemos que

4a+3 0 2 1
2

Cl _ 2a +23a+1 1 ’ 02 — _204—&11 (iz-i-l ) (328)
2a+1 a+1 a+1 a+1

De esta manera, tomando en cuenta la transformacion (3.2.3), la ecuacién diferencial
(3.2.2) se puede reescribir de la siguiente manera

W = (_002 —101> W. (3.2.9)

El sistema (3.2.9) es equivalente a la ecuacion diferencial de la forma

Iy" + Ciyf + Coy =0 (3.2.10)

A1 2
— e R2.
Y <yz>

El polinomio caracteristico de (3.2.10) es la parte izquierda de la siguiente igualdad

donde

IN 4+ Ci A+ Cy = 0. (3.2.11)
Sustituyendo (3.2.8) en (3.2.11), obtenemos

1 0 2 1 4043 0
(0 1) )\2 + <2a+11 olz+1> \ - <2a2+23a+1 1 =0.

T a1 a+1 2a+1 a+1

como pudimos ver en el ejemplo anterior, la parte izquierda de la tltima igualdad es

PMTH paramétrico, méas precisamente es el polinomio (3.2.1). Tomando en cuenta la
Observacion 1.1.6 el polinomio (3.2.1) es un polinomio de Hurwitz, es decir, todas las
raices del determinante de este polinomio tienen parte real negativa. Consecuentemente,
la ecuacién (3.2.10) o equivalentemente el sistema (3.2.2) es estable por [3, Teorema 1,
péag. 378].
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3.3 Conclusiones

El area del andlisis matematico y las ecuaciones diferenciales se adentra en problemas
que requieren herramientas cada vez mas complejas, por eso el estudio y la generali-
zacion de objetos matematicos como los polinomios matriciales tipo Hurwitz se hace
importante. En el presente trabajo se logré profundizar en el concepto de polinomio
matricial tipo Hurwitz paramétrico para un cierto pardmetro a € [0,00), mds ain
se introdujo la parametrizaciéon de Dyukarev-Stieltjes My (a) y Li(a) la cual resulta
ser muy importante para la construccién de los polinomios matriciales tipo Hurwitz
que dependen de un parametro, junto al resultado que se nos garantiza la igualdad que
existe entre las matrices My(«) v Li(«) y las matrices Cy(«) y Dy(c) (Teorema 2.0.16)
que aparecen en su representacion en términos de fraccion continua. Se reprodujo la
construccion de polinomios matriciales ortogonales y su uso al momento de construir
polinomios matriciales tipo Hurwitz (Teorema 2.0.9). Lo anterior fue utilizado en el
Ejemplo 3.2.3 que aprovecha los conceptos ya bien establecidos de estabilidad y las he-
rramientas obtenidas en el presente trabajo.
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