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Propiedades Distintivas de la Computaciéon Cuantica

Maria del Pilar Ramos Huila

Resumen

La computacién cudntica versus la computacion clésica, ofrece distintas capacidades que
superan a los actuales dispositivos de procesamiento clasicos. Tales diferencias tienen
como base la mecdnica cudntica, una teoria fisica que detalla fenémenos que clésica-
mente no son definibles ni comprensibles. Asi, fundamentada en la mecdnica cuédntica,
la computacién cudntica tal como se ha concebido en la década de los 90’s proporciona
una herramienta para disefiar y obtener solucién a problemas que no son solubles por la
computacion clasica, y a proponer nuevos problemas en distintos &mbitos de la ciencia
v la tecnologia. El objetivo de este trabajo es introducir tales conceptos béasicos, como
la unidad minima de informacién cudntica, el qubit de quantum bit y el lenguaje de los
circuitos cuanticos, determinados por un conjunto de operaciones universales que apro-
ximan a todas las operaciones posibles sobre los qubits, conceptos que fundamentan la
computaciéon cuantica y que la distinguen de la computacion clasica, por los algoritmos
que se derivan de ellos, en particular se estudia aqui la transformada de Fourier cuanti-
ca, su implementacién circuital y se discuten tres aplicaciones de ella destacadas en la
computacion cuantica, el algoritmo de estimacion de fase, el algoritmo de encontrar el
orden y el algoritmo de factorizacién, que tienen generalizaciones que se aplican a distin-
tas familias de problemas de la teoria de nimeros y del dlgebra. A partir de este trabajo
se puede dar paso al estudio de los algoritmos cuanticos y de la teorfa de la informacion
cuantica. La computaciéon cudntica es un area en auge, que tiene ya implementaciones
fisicas de algunos pocos qubits, y el reto es obtener una computadora de un ntimero de
qubits tal que supere el procesamiento actual de todas las supercomputadoras clasicas.

Palabras Clave: Mecanica Cudntica, Qubit, Circuitos Cudnticos, Transformada de Fou-
rier, Algoritmos Cudnticos.
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Abstract

Quantum computing versus classical computing offers distinct capabilities that surpass
current classical processing devices. These differences are based on quantum mechanics,
a physical theory that details phenomena that are neither classically definable nor com-
prehensible. Thus, based on quantum mechanics, quantum computing as it has been
conceived in the 90’s provides a tool to design and obtain solutions to problems that
are not solvable by classical computing, and to propose new problems in different fields
of science and technology. The aim of this work is to introduce such basic concepts as
the minimum unit of quantum information, the quantum bit qubit and the language of
quantum circuits, determined by a set of universal operations that approximate all pos-
sible operations on qubits, concepts that underlie quantum computation and distinguish
it from classical computation. In particular, we study here the quantum Fourier trans-
form, its circuital implementation and discuss three applications of it that stand out in
quantum computation, the phase estimation algorithm, the order finding algorithm and
the factorization algorithm, which have generalizations that apply to different families
of problems in number theory and algebra. From this work we can move on to the
study of quantum algorithms and quantum information theory. Quantum computing
is a booming area, which already has physical implementations of a few qubits, and
the challenge is to obtain a computer with a number of qubits that exceeds the current
processing of all classical supercomputers.



Introduccion

La mecanica cuantica es una teoria fisica que tiene como objeto de estudio los fenémenos mi-
croscopicos, es decir, estudia los fenémenos de los dtomos, electrones, fotones y deméas particulas
subatémicas, que en algunos casos se modelan como particulas y en otros, como ondas, sin ser lo
uno ni lo otro; describe su evolucion en el tiempo e interaccién con su ambiente de forma precisa, sin
esto significar que se puedan explicar con la intuicién educada por la mecanica clasica determinista.

La mecanica cuantica se fundamenta en diferentes formalismos matematicos entre ellos, el forma-
lismo de espacios de Hilbert complejos de dimensién infinita y de dimensién finita, y los operadores
lineales sobre estos espacios desarrollado por grandes fisicos matematicos como W. Heisenberg, E.
Schrédinger, P. Dirac y J. Von Neuman entre otros, en la década de los 30’s del siglo pasado, y
el formalismo de integrales de camino de R. Feynman desarrollado a finales de la década de los
40’s. En particular, la formalizacién matematica de la mecanica cudntica que vamos a utilizar es el
formalismo de operadores lineales sobre el espacio de Hilbert complejo.

Lo que podemos concluir sin entrar en detalles, es que el resultado de la fundamentacién ma-
tematica dio lugar a una descripcién cudntica que profundiza y amplia la comprension de la na-
turaleza, hasta alcances a los que no llega la descripcién clasica de ella; esto ha producido un
replanteamiento de la teoria fisica y ademads, en la visién de una construccién tecnolégica que haga
efectiva la fundamentacion matemaética y los desarrollos fisicos posteriores.

En este sentido, entre los primeros cientificos que comienzan a preguntarse por una tecnologia
cuantica, se encuentran el matematico ruso Y. Manin que en 1980 en su libro Computable and
Uncomputable menciona la idea del autémata! cudntico y el fisico teérico R. Feynman que en 1982
publica su articulo Simulating Physics with Computers [10], donde estudia las dificultades que tiene
la computacién clasica para simular un sistema cuantico. Una de las preguntas iniciales que plantea
es jqué tipos de computadores se van a utilizar para simular la fisica?, en otras palabras, ;qué tipos
de sistemas de procesamiento de informacién, pueden obtener exactamente los mismos resultados
de la naturaleza (entendida como cuantica)? Y desarrolla el siguiente problema: Los modelos ma-
tematicos de la computacién han sido llevados a un punto en el que se ignora la dependencia de la
implementacién fisica del computador, e incluso de las leyes fisicas que lo gobiernan, dando lugar al
modelo de maquinas de Turing o computador universal, por tanto, se plantea la pregunta ;puede
un computador universal simular un sistema cuantico? Feynman muestra como la simulacién de un
sistema cudntico, no es posible en una computadora clasica, incluso aunque esta sea probabilistica.
En consecuencia, propone la computacién universal cudntica, en el mismo sentido, en que se puede
simular cualquier sistema cudntico independiente de la implementacién, pero fundamentado en el
formalismo de la mecanica cuantica, esto es, por operaciones unitarias y reversibles, que conduci-
ran a diversos resultados que principalmente en la década de los 90’s fundamentan la teoria de la
computacion cuantica.

La computacién clasica, también se desarrollé ampliamente en el siglo pasado, definiendo nue-

!Un autémata es un modelo computacional que consiste en un conjunto de estados bien definidos, un estado inicial,
un alfabeto de entrada y una funcién de transicion.
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vas relaciones de producciéon en todos los &mbitos humanos, que generan una gran cantidad de
informacién a ser procesada diariamente, lo cual representa una necesidad de construir tecnologias
con una capacidad de procesamiento cada vez mayor que la actual. Se adjetiva clasica, en el sentido
de que los elementos que se utilizan para las operaciones y los fenémenos fisicos que suceden en
ellos se explican con la teoria fisica cldsica, y el procesamiento de informacién, es determinado
por limites teéricos que a su vez estan definidos por los limites de la fisica clasica. En el estudio
tedrico de la computacién, a saber, los algoritmos, que son un conjunto de instrucciones para ob-
tener un resultado deseado, observamos que el cambio de paradigma, la computaciéon basada en
los fundamentos de la mecanica cuantica, ofrece nuevos algoritmos que pueden resolver problemas
que no tienen aun solucién en la algoritmia clasica, o que resuelven con una gran diferencia en el
uso de recursos, como tiempo y espacio. Por ejemplo, en [16] en el 2010, obtienen mediante un
algoritmo clasico la factorizacién de un ntimero de 768 bits, utilizando cientos de computadores
en un periodo de 2 afos, con un esfuerzo computacional de 102 operaciones. En comparacién con
la estimacién de recursos que requeriria la factorizacién de un ntimero de 2000 bits realizada en
[11], una computadora cuéntica, utilizando el algoritmo de factorizacién propuesto por P. Shor
[26], utilizaria aproximadamente 3 x 10!! operaciones cudnticas y un billén de qubits, obtendria
el resultado en un dia. La ciencia computacional estudia en detalle la cuantificaciéon de recursos
requeridos por un algoritmo para resolver una tarea especifica, en términos de tiempo y espacio,
para ello, utilizan la notacién asintética, para definir el comportamiento esencial de una funcion, y
en esta cuantificacién de recursos se destacan las diferencias de la computacion clasica y cuantica,
descritas en el modelo de circuitos?. Este es un tema importante en la ciencia computacional, pero
en este trabajo no se realizan tales cuentas, sin embargo, la cuantificacién de recursos, se encuentra
explicitamente en las referencias principales de este trabajo [8], [21].

Esta gran diferencia en las posibilidades de la computacién es un tema importante, no solo
en el ambito cientifico, sino ademas, en el d&mbito tecnoldgico y de seguridad de los sistemas de
informacién, dado que se fundamentan en los limites de la computacién clasica, su seguridad o
encriptacién de la informacion. Entre esta y muchas razones mas, grandes empresas a nivel mundial,
invierten una gran cantidad de recursos en obtener una computadora cudntica, con todas los desafios
que representa. Se puede pensar que en algiin momento se conseguird, si consideramos la idea de
que “una tarea de procesamiento de informacién puede ser siempre traducida en un dispositivo
fisico” [20].

El trabajo presente introduce el estudio de la computacién cuantica, partiendo de la definicién
de la unidad minima de informacién en el contexto cuantico, que se nombra como ‘qubit’ y las
operaciones sobre los qubits, en el lenguaje de circuitos cuanticos. Con este lenguaje, se introduce
una importante herramienta en la computacién, que es la transformada de Fourier, que permitira
describir algunos de los mas importantes algoritmos cuanticos, como estimar la fase, y encontrar
el orden, los cuales conducen al algoritmo de factorizaciéon de P. Shor. Estudiar este algoritmo en
profundidad y lo que se sigue de él no se abordara aqui; no obstante, las ideas que se presentan
constituyen un fundamento para comprender este algoritmo, que es el resultado de aplicar el algo-
ritmo de encontrar el orden, donde el orden es definido como el menor entero positivo r, tal que
dados dos ntimeros enteros x y N se tiene que " = 1 mdéd N, se obtiene por tanto, el orden en
el grupo de enteros médulo N. Sin embargo, es posible traducir la aplicacion de este Gltimo para
encontrar el orden de elementos en un grupo en general [20].

Este trabajo se desarrolla en tres capitulos, como sigue:

m En el capitulo 1 se realiza una breve introduccién a la mecanica cuantica, donde, se introducen

2En computacién se pueden desatacar dos modelos, el modelo de la maquina de Turing, y el modelo circuital, en
este trabajo se estudia el modelo circuital.
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los conceptos y el lenguaje fundamental de la mecanica cuantica que se requieren para el
estudio de computacién cudntica.

m En el capitulo 2 se define la unidad minima de informacién cudntica llamada qubit como un
elemento en el espacio complejo de dimensién 2 denotado C?, y se estudia su respresentacién
en una 2-esfera; lo cual permite demostrar que las operaciones sobre un qubit corresponden
a rotaciones de puntos en la 2-esfera considerada como subconjunto del espacio euclideo R3.
Se definen las compuertas® cudnticas de un qubit como operadores unitarios U : C? — C?
esto es U € U(2) y se estudia su descomposicién en elementos del subgrupo especial unitario
SU(2) de U(2). Dado que se obtiene un conjunto infinito de operaciones sobre un qubit,
se determina un conjunto finito que aproxima cualquier elemento de SU(2) y, por tanto, a
cualquier operacién sobre un qubit. También se definen las compuertas de multiples qubits
controladas que se describen por cédigos de Gray y diagramas circuitales. Por ultimo se
obtiene un conjunto universal de compuertas de multiples qubits.

m En el capitulo 3 se describen algunos resultados que representan distinguidas diferencias con
respecto a la computacién clasica. Entre ellas, la aplicacién de la transformada de Fourier
traducida a los operadores unitarios, en dos algoritmos, el algoritmo de estimaciéon de fase y
un caso especial, el algoritmo de encontrar el orden, y una referencia a como se aplica en el
algoritmo de factorizacién de Shor.

m En el apéndice A se encuentra el estudio de la desigualdad de Bell, que permite destacar un
aspecto controversial en el surgimiento de la mecanica cuantica.

3En analogfa con la computacién clasica, donde se define una compuerta légica como una funcién de operaciones
légicas, con entradas y salidas binarias.



Capitulo 1

Introduccion a la Mecanica Cuantica

En este breve capitulo se introduce el lenguaje de la mecanica cuantica que permitird construir el
objeto de estudio.

1.1 Definiciones

Definicion 1.1.1. Un espacio de Hilbert es un espacio vectorial H sobre los complejos C con un
producto interno (-,-) : H x H — C, el cual determina una norma || - || : X — R definida por
||| := (z,z)'/? para todo = € H, tal que relativo a la métrica inducida por la norma es un espacio
métrico completo.

Definicién 1.1.2. Un estado cuantico® es un elemento 1) € H donde H es un espacio de Hilbert,
el cual debe cumplir que |[¢|? = 1.

El espacio de Hilbert que se considera en todo el trabajo serd de dimensién finita, por lo que
las transformaciones lineales u operadores lineales T': H — H son continuos [7]. Denotamos B(H)
el conjunto de transformaciones lineales acotadas de H en H.

Definicién 1.1.3. Si T' € B(H), entonces existe un tnico operador T* € B(H) tal que para
cualesquiera z,y € ‘H se cumple que

(z, Ty) = (T"x,y). (1.1.1)

T* es llamado el operador adjunto de 7T'. Si T* = T, entonces decimos que T es hermitiano o
autoadjunto.

Definiciéon 1.1.4. Un observable en la mecanica cuantica es un operador autoadjunto de H.

Proposicién 1.1.5. Un observable T € B(H) es diagonal con respecto a una base ortonormal de

H.
Demostracion. Véase [7], pag 55. [

Consideremos el caso especial de la Proposicién 1.1.5, la cual afirma que existe una base orto-
normal {b1,ba, -+ , by} CH y {A, 2, -, A\n} C R tal que Th; = \;b;. En mecénica cudntica, el
conjunto de los eigenvalores {A1, Aa, -+, A} C R son los valores posibles de medicién, es decir, el
experimentador obtiene al aplicar el operador u observable T' solamente los valores en este conjun-
to después de medir. Asi, si el sistema fisico estd en el estado b;, el experimentador mide \; con
probabilidad 1 o en otras palabras, mide siempre A;.

I También se conoce como funcién de onda.



Colapso de la funcién de onda 2

Definicion 1.1.6. Un estado cuantico ¥ € H que es superposicion de los eigenestados by, ..., b,
de T, se escribe de la siguiente forma

v=3 asb;, (1.1.2)
j=1

donde, a; € C se conocen como las amplitudes de probabilidad del estado v y satisfacen
n
>l = [l9f* = 1. (1.1.3)
j=1

Definicion 1.1.7. El valor esperado de T sobre el estado v se define como
<T >yp=<9,TY > . (1.1.4)

Observamos que el valor esperado del operador 1" sobre el estado 1 de la Definicién 1.1.6 es,

<T >yp=< P, Ty >= (zn: a;b;, T (zn: Ozjb])) (1.1.5)

i—1 j=1

= Z OTZ‘OJJ‘)\]‘ < bi,bj > (1.1.6)
ij=1

= Z OTZ'O[]')\]'(SZ‘]' (117)
ij=1

= Ao, (1.1.8)
=1

donde, @; es el complejo conjugado de o; y < b;, bj >= 0;; es la funcién delta de Kronecker. ;Qué
significa en (1.1.8) el factor |a;|?? Es la probabilidad de obtener ); al medir el operador T sobre el
estado .

Proposicién 1.1.8. Sea 0 € R, los estados v y €1 definen los mismos estados fisicos.

Demostracion. Notamos que si T'b; = \jb; entonces

T(e"b;) = \j(e®b;) (1.1.9)

v [[€”b;]* = [|b;]|* = 1; adems,
< T >g0y=< €9, T(e) >=e e < p, Tth >=< T >y, (1.1.10)
y las amplitudes de probabilidad son iguales. [ ]

En la proposicién anterior, el factor e? lo llamaremos fase global.

1.2 Colapso de la funciéon de onda

Observamos que medir en mecanica cuantica un sistema cuantico es obtener uno de los eigenvalores
del operador u observable que actia sobre él. Ademas, en (1.1.8) notamos que con probabilidad
|ozj|2 se obtiene A;. De forma méas general, que como se introdujo en la seccién 1.1, la Proposicién



Dinamica Cuantica 3

1.1.5 implica que el observable T" con eigenvalores A; distintos entre si, puede ser escrito de la
siguiente forma

T =Y APy, (1.2.1)
J

donde Py, denota la proyeccién ortogonal sobre el eigenespacio V;, = {b € H : Tb = \;b}, el cual
no es necesariamente de dimensién 1.

Dado que un sistema cudntico es descrito por un estado cuantico ¢ € H, la medicién del
observable T que actiia en H produce un efecto sobre el estado cudntico llamado el colapso de la
funcion de onda, y esto es, que inmediatamente después de medir donde el resultado obtenido es
Aj, se tiene que el estado 9 colapsa al estado

1
— Py 1. (1.2.2)
[ VR
Luego, colapsar significa que, el estado que antes de medir era una superposicion de eigenvectores del
operador 7', se proyecta o se convierte después de medir en uno de los eigenvectores del eigenespacio

correspondiente a ;.

1.3 Dinamica Cuantica

La dindmica cuédntica esta definida por la ecuacién de Schrodinger, en la cual el operador H = H*
es el hamiltoniano del sistema fisico, es decir, el observable asociado a la energia del sistema. Su
expresion es,

0
ihstb(t) = Hp (1) (1.3.1)

con condiciones iniciales 1(0) = 1y. En adelante £ la consideraremos 1. Se observa que la solucién
de la ecuacién diferencial es

b(t) = ey = 3 ED gy (13.2)
0 k! : "
k=0

dado que dim(H) < oo, se tiene una serie convergente.
Lema 1.3.1. El operador U(t) = e *H es un operador unitario.
Demostracion. Observamos que
UBU* () =~ HE(THHDT — o=t E — 1 — 101 (¢). (1.3.3)
[

En consecuencia, la dindmica ¢ (t) = U(t)1y siempre esta dada por operadores unitarios.

Lema 1.3.2. Sea ¢ un estado cudntico yU € B(H) un operador unitario entonces Up es un estado
cudntico.

Demostracion.
|| =< U, Up >=< o, UUY >=< 1,9 >= |9, (1.3.4)
por lo tanto U1 es un estado cuantico. ]

Los operadores unitarios son fundamentales en la mecénica cudntica porque envian estados
cuanticos en estados cuanticos.



Experimento de Stern-Gerlach 4

o >
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Colimador Campo Detector

magnético

Horno “‘. ““““

Figura 1.1: Esquema del Experimento de Stern-Gerlach

1.4 Experimento de Stern-Gerlach

El diagrama de la figura 1.1 describe un experimento que nos permitiremos introducir como un
ejemplo fisico al cual recurrir mas adelante. En el experimento de Stern-Gerlach (SG), se utilizaron
atomos de plata (Ag), obtenidos por la vaporizacién de plata en un horno, que salen por un
pequeno orificio sin ninguna direccién preferida, por lo que se ubica seguidamente un colimador el
cual produce un rayo de atomos que atraviesan un campo magnético, luego se mide en una placa
de vidrio o detector la direcciéon en que fueron desviados los d4tomos.

El experimento comprobé la cuantizacion de una importante propiedad cuantica que tienen
las particulas llamada espin (en inglés ‘spin’ que traduce ‘girar’). El resultado esperado era una
distribucién uniforme de los 4tomos en el detector; en el resultado obtenido se observaba que, si el
campo magnético estaba apagado median una mancha concentrada en z = 0; si, en cambio, estaba
encendido, la interaccién del campo con los dtomos los desviaba en solo dos rayos opuestos en el
eje z como en la figura 1.1.

El experimento es un ejemplo de un observable fisico sobre un estado cuantico, a saber: un
operador u observable en la direccién z, con dos valores posibles de medicién, en este caso: espin
“arriba” o espin “abajo” para cada atomo; por tanto, definimos una base de eigenestados: espin
arriba denotado [1) y espin abajo |]), donde la notacién es debida a Dirac; y las amplitudes de
probabilidad, estarian determinadas por las probabilidades de obtener cada estado, esto es, la
razon entre el nimero de atomos con espin arriba entre el niimero de particulas que participan del
experimento, y de forma analoga, se obtiene la probabilidad de medir espin abajo. Ademés podemos
definir los estados “derecha” y “izquierda” con otro observable, rotando en el eje x el experimento
de SG, y determinando una nueva base de eigenvectores.

1.5 Notacion de Dirac

Definicién 1.5.1. El simbolo |-), que se lee ket, denota un vector en el espacio de Hilbert C".

En C?, las siguientes notaciones son equivalentes:

G)ﬂﬂiMy<$ﬁmiH% (15.1)

donde las igualdades se dan por definicién.



Notacion de Dirac 5

El conjunto {|0),]|1)} es base canénica de C? como C—espacio vectorial, esto es, el vector
(21, 22) € C? se escribe de forma tinica en la base como

|z) = (2) =7z <(1)> + 22 (?) =21 10) +221). (1.5.2)

En C", si el conjunto {|v1),--- ,|vn)} es base, escribimos en general |[v) € C™ como la combinacién
lineal

= Zai lv;) (1.5.3)

con q; € C.

Definicién 1.5.2. El producto interno del espacio % = C? en la notacién de Dirac se escribe (-|-),
y es equivalente a escribir para v, w € H,

(vjw) = (v1 [0) + vz [1) w1 [0) +ws 1)) = (vf v3) (Z;) = viwy + viws (1.5.4)

En general, en C", el producto interno de |v) y |w) con respecto a la base ortonormal {|e;),i =
1,---,n} lo escribimos como:

= <Zaz |ez> ,Z bj |€j>> = ZZal 62|6] Zaibjéij = ZCTZZ)Z, (155)

donde (e;le;) = d;5.

Definicién 1.5.3. La norma del vector |v) € C™ en notacién de Dirac se escribe de la siguiente
forma:

1oy Il = /(o) = «Zam Z|)=¢z:¢z|\ (1.5.6)

Ejemplo 1.5.1. Definimos el observable Z que representa el espin de una particula en la direccién
del eje Z, con eigenvalores {—1, 1}. Consideramos los eigenestados [1) ,|}), de modo que Z |1) = |1),

y Z|}) = —||), con respecto a esta base
1 0
Z= (0 —1) '

Dado un estado [¢) = « [1) + B|}), donde |a|* +|3|*> = 1; entonces
< Z >y=|a]* |8

es el valor esperado de Z con respecto a [¢) donde |a|? = la probabilidad de medir +1, |3|> = la
probabilidad de medir —1, donde el observable Z representa el espin de una particula en direcciéon
del eje Z. En esta base, los observables de medir el espin en la direcciéon X, e Y respecto a |1))

estan dados por X = <(1) (1)> eY = (? _OZ> con eigenvalores A € {1, —1} como se muestra abajo

det(X — A1) =X —-1=0,
det(Y = A1) =X —1=
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Los valores esperados de X y Y con respecto al estado [¢)) son

<X >y =<alt)+B8), X(a[t) +B) >
=<al[t)+BL),81)+all)>
=ap + Ba € R,

<Y >y =<alt)+B8),Y(a[t) +B) >
—<alf)+BI, B —iall) >
=iaf —ifa €R

con base de valores propios |—) = % 1) + % 1), [«) = % ) — % [1) tal que, en el caso del

observable X,
X|=) ==,
X|e) == 1<)
con probabilidad 1.

1.6 Espacio de n particulas

Una herramienta importante en la mecanica cudntica para definir el espacio de n particulas es el
producto tensorial de matrices.

Definicion 1.6.1. El producto tensorial de dos espacios vectoriales V y W sobre C es un espacio
vectorial el cual tiene asociada una aplicacién bilineal u : VxW — VW definida por (v, w) — v®@w
donde v ® w denota un elemento V ® W que es llamado producto tensorial de v € V y w € W.

Proposicién 1.6.2. Dada una base {e1,...,en, } de un espacio vectorial V de dimensién ny y
{b1,...,bn,} base de un espacio vectorial W de dimension na. Entonces el conjunto
{ek®bj:1<k<n1,1§j<n2} (1.6.1)

es una base para V @ W el cual tiene dimension nins.

Demostracion. Véase [17], pag 306. |
La Proposicién 1.6.2 se puede generalizar al producto tensorial de k espacios vectoriales, donde

la dimensién del producto tensorial es el producto de las dimensiones de cada espacio vectorial.

Sea el conjunto {|0) ® [0),|0) ® [1),|1) ® |0),|1) ® |1)} una base para C* @ C?, en la base
escribimos los estados generales del producto tensorial como sigue

> apli) @ k) (1.6.2)
J3:k={0,1}

donde }; 1101} o |? = 1.
Ejemplo 1.6.1. Si consideramos los estados 1)) = aj |0) + ag |1) donde |a1|?> + |az|? = 1y |¢) =
c110) + ¢ |1) tal que |e1]? + |e2|? = 1, entonces el producto tensorial [1) ® |¢) € C? @ C? se obtiene

como sigue
[¥) ® lp) = (a1 |0) + a2 [1)) @ (c1 [0) + 2 [1)) (1.6.3)
=aic ’0) X ‘0> + ajco ’0) ® ‘1> + ascq ‘1> &® |0> + asco ‘1> & |1> (1.6.4)
= D aili)®lk), (1.6.5)
J3:k={0,1}

donde o, = ajck y 35 k—{01} Joyji|* = 1.
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Observamos que la expresién (1.6.2) describe todos los estados de C? ® C? que se obtienen,
como el producto tensorial de dos elementos independientes |1/) y |¢) de C? y aquellos que no se
obtienen de este forma, los cuales describimos en la siguiente seccion.

Consideramos A, B € M(2,C), donde M (n,C) es el conjunto de matrices n X n con coeficientes

en los complejos C,

a1l @19 bi1 bi2
A= . B= : 1.6.6
<a21 a22> <b21 b22> ( )
en particular, consideramos A, B unitarias, entonces el producto tensorial de A y B tiene la siguiente
representacion
an bi1 b2 a1 bi1 b2
annB apsB ba1  bao ba1  ba2 9 9
A® B = = e M(4,C) 2 End(C* ® C?),
(ang a223> a bi1 b1z a bi1 bi2 *.0 ( )
2\ ba1 boo 22 \bar boo

(1.6.7)
donde End(A) denota los endomorfismos del espacio A.

Ejemplo 1.6.2. Para |¢)) = a1 |0)+az|1) y [¢) = ¢1]0) +c2|1) del ejemplo 1.6.1 la representacion
matricial del producto tensorial es

ay C1 aici
a1 c1 & a1C2
ek =(1)e(0) =] p2 |- |0 (16:8)
a2
C2 asCy

Ahora calculamos la aplicacién del operador A sobre el ket [1)) producto tensorial el operador
B sobre el |p) respecto de la base, obtenemos

Y aili) ®Ik)

Jk={0,1}

(A® Id)(Id® B) |¥) ® |¢) = (A® B)

= Y apAlj)@Blk)
Jk={0,1}

= agA[0) ® B|0) + anA|0) ® B[1) + a10A[1) ® B|0) + a1 A1) ® B[1).  (1.6.9)
Hemos considerado que una particula o estado cudntico pertenece al espacio C? = gen{|0),|1)} y
sobre el cual se definen observables con dos valores propios distintos. Luego, el espacio de Hilbert
de n estados cudnticos estd dado por el espacio tensorial C? ® --- ® C% = ?:1 C2.

Modelamos estados de dos particulas en H = C? @ C2. Sean T}, Ty observables para estados
de una particula. Su producto tensorial, abajo definido, es una observable para estados de dos
particulas.

(T @ Ty)(z @ y) = (Thz) © (Toy) (1.6.10)

Si {|0),]1)} € C2 son vectores propios de T,
T110) = Ao |0) (1.6.11)
Ty (1) = M |1) (1.6.12)
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y {|0)",]1)"} C C? son vectores propios de T,
Ty 10) = X, |0) (1.6.13)
Ty 1) = N 1) (1.6.14)
entonces
0) ®10)',10) ® [1)", 1) @10)’, 1) @ [1)’

son una base de vectores propios de 11 @ Ts, con valores propios Ao\, AoA], A AG, A1}, respectiva-
mente.

1.7 Estados entrelazados

Definicién 1.7.1. Los estados entrelazados son los vectores |¢)) € H @ H tales que
[¥) =D aij i) @ 17) ¢ {lo) @ |y), |z) . ly) € H}. (1.7.1)
,J
Donde }_;; |a;j|* = 1. En palabras, no se obtienen como el producto tensorial de dos estados.
Un ejemplo de estados entrelazados son los estados de Bell
1 1
V2 V2

Los estados entrelazados tienen una propiedad distinguida, si se mide el observable T} en el primer
factor, el estado del segundo factor queda completamente determinado por el colapso de la funcién
de onda en el primer factor.

(1o 10) = 1) 1)), —= (lo) 1)’ = [1)[0)') (1.7.2)

Ejemplo 1.7.1. Consideramos el estado entrelazado de Bell |¢)) = % (|0)]0) + |1) 1)), y las obser-
vables 71 ® I y I ®T» del sistema cuantico. Si un observador mide 77 ® I y obtiene como eigenvalor
—1, entonces la funcién de onda colapsa en el primer factor a |0), por lo tanto, |1) colapsa a |0) |0),

luego, si se mide I ® T se obtiene —1 con probabilidad 1.

El entrelazamiento es uno de los fenémenos méas particulares de la mecanica cudntica, el cual
puso en controversia a grandes fisicos, como se describe en el apéndice A.



Capitulo 2

Circuitos Cuanticos

La teoria de la computacion clasica fue desarrollada sobre los fundamentos de la fisica cldsica; pero
desde que hubo el convencimiento en los fisicos de la validez de la teoria cuantica, iniciaron a suge-
rirse las posibilidades de codificar informacién de forma anéloga a los sistemas cldsicos en sistemas
cuanticos. Pero el paradigma de la computacién cuantica de ninguna forma podia ser equivalente
al procesamiento de bits cldsicos, de modo que se dio el paso por establecer los fundamentos de
una nueva computacion, de la cual describimos sus elementos fundamentales:

m El qubit o estado cudntico [1)) como unidad minima de informacién cuéntica.

m La evolucion del estado cudntico en el tiempo es descrita por un operador unitario 7'(¢) sobre
el espacio de Hilbert del estado, es decir, una transformacién lineal la cual es biyectiva y
preserva la longitud [21]. Debido a que los cambios de estados de la mecanica cudntica deben
ser reversibles, el operador unitario 7' = T* siempre existe.

m Compuertas cuanticas El formalismo descrito aqui para la computacién cuantica corres-
ponde con lo que se conoce como arreglo de compuertas cudnticas, del cual se obtendran
las compuertas universales para el desarrollo de la computacién cuantica. Las compuertas
cuanticas deben ser reversibles por tanto, tienen el mismo nimero de entradas que de salidas.
Una compuerta de n qubits de entrada lleva a cabo una operacién unitaria del grupo U(2"),
es decir, una rotaciéon generalizada en un espacio de Hilbert de dimensién 2". Puede ser la
aplicacién de un operador unitario definido por la evolucién en el tiempo del sistema dictada
por ell Hamiltoniano o una interaccién externa.

2.1 Esfera de Bloch

Definicién 2.1.1. Un qubit es un estado cudntico |)) € C?, el cual se define como la unidad
minima de informacién cudntica.

Por tanto, un qubit [¢) es un elemento de la 3-esfera S3, donde
S* = {a]0) + B[1) : |af* +|8)> = 1} C C2 (2.1.1)

Consideramos el grupo unitario U(1) = {z € C : |z] = 1}, y el espacio proyectivo complejo de
dimensién uno CP* = C? — {0}/ ~, dado por la relacién de equivalencia:

(21,22) ~ (€1,&2) <= 3A € C tal que (z1, 22) = A(&1,&2). (2.1.2)
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Proposicién 2.1.2. CP! parametriza los mismos estados de la 3-esfera S*, salvo la multiplicacion
por € € U(1), donde 0 € R, es decir:

[a]0) + B 11)] = [e"(a[0) + B |1))]. (2.1.3)

Demostracién. Reescribimos CP' como sigue

CP' = {[(21, 22)] : (21, 20) € C* — {O}} (2.1.4)

- { [M] :(21,2) € C2 — {0}} (2.1.5)
1(z1, 22)]]

= {[(21,22)] : (21,22) € §%}. (2.1.6)

Por tanto, para (z1, 22), (€1, &) € S3, se obtiene que (21, z2) ~ (€1, &) <= 3\ € C tal que (21, 22) =

A&1, &) como 1 = |[(z1,22)[| = [IA(E1, &)l = [AlI(€1,&2)]l, se obtiene que |A| = 1y por tanto
A € U(1). Consideramos A = ¢ € U(1) entonces definimos la accién:

m:U1) xS = §? (2.1.7)
(€, 9) — ey (2.1.8)
(€, (a, ) — (e’a,e”B), (2.1.9)

obtenemos que

S3
1 _

CP oy (2.1.10)
por (€21, e 2y) = [(21, 22)] para todo e € U(1). [ |

Proposicién 2.1.3. Sea [¢)) € S? un estado cudntico, entonces |1)) tiene un representante de la
forma cos §10) + € sin & 1) donde 6 € [0,7] y ¢ € [0,27), el cual es un punto en la 2-esfera S%.

Demostracién. Dado que un qubit |¢) = a[0) + (1) € 837 satisface ‘04‘2 + ‘5|2 = 1, escribimos
a=laley g = fﬁ‘ei(mﬁ) [8] v definimos

0 0
o = cos >0, 15| :sin§ >0 (2.1.11)
luego, nuestro qubit se reescribe de la siguiente forma
iy oo 0 i(6+) i,
|v) :670085’())4-6 L s1n§|1> (2.1.12)
- 0 - 0
:e”(cos§\O>+ewsin§|1)>, (2.1.13)

donde 0 € [0,7] y ¢,y € [0,27) [21]. El término €7 es la fase global del vector [¢), la cual podemos
descartar por la Proposiciéon 1.1.8 y 2.1.2; obtenemos un representante de nuestro estado o qubit
sin fase global

1)) :cosg 0) 4 €% sing 1) (2.1.14)

con esta expresion podemos representar un qubit mediante 8 y ¢ como un punto en la 2-esfera,
la cual se conoce como FEsfera de Bloch debida al fisico Felix Bloch, en la cual se describe la
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1)

Figura 2.1: Esfera de Bloch

representacion geométrica de un vector de estado encajada en el espacio R3, es decir, se puede
escribir en dos parametrizaciones, utilizando coordenadas esféricas, de la siguiente forma:

sin § cos 0 ' 0
sinfsing | € R® «— (0,¢) — cos 5 |0) + e'? sin 3 1) € S* CcC? (2.1.15)
cosf
donde 0 € [0,7] y ¢ € (—m, 7). |

Consideramos los estados en la esfera de Bloch sobre los ejes Z, X y Y, escritos explicitamente
como en la expresion (2.1.15) de la siguiente forma:

(0,0, )T < (0,¢) — |0) (2.1.16)
(0,0, —1)T « (7, 0) — € [1) — |1) (2.1.17)
(1,0,0)7 « (7/2,0) = |+) = W (2.1.18)

(=1,0,0)7 « (n/2,7) = |-) = !0>\;§\1> (2.1.19)
0,1,0)7 « (7/2,7/2) — |+i) = ‘OH\/;'D (2.1.20)

0) —i|1)

(0,-1,0)T « (n/2, —1/2) = |—i) = 7%

(2.1.21)
como se observa en la Figura 2.1.

Observamos que, si § = 0, obtenemos el estado |¢)) = [0), y si # = 7 obtenemos |¢)) = |1);
ademds, notamos que el intervalo en el cual varfan las amplitudes de probabilidad (2.1.11), g €
[0, 7/2], donde las funciones coseno y seno son no negativas. La ubicacion de los estados |0) y |1)
es definida sobre el eje Z, sin embargo, parece contradictorio dado que son estados ortogonales.

Debemos resaltar que al definir un qubit como la unidad minima de informacién cuantica, se
desea utilizar los qubits para realizar calculos o procesar informacién; en este sentido, observar un
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qubit en la esfera de Bloch, la cual es un conjunto infinito de puntos, nos sugiere que un qubit
podria almacenar informacion infinita. Sin embargo, nuestra limitacién es que requerimos medir;
esto es, utilizar un instrumento de medicién el cual colapsa el estado cudntico; si [¢) = « |0) + 5 [1)
es un qubit en la esfera de Bloch antes de medir, se obtiene despties de medir el estado |0) o |1),
segun el eigenvalor medido, de modo que, se pierde el qubit como superposicion de los dos estados;
asi que no tenemos informacién infinita, solo dos valores posibles; no obstante, el estado se puede
identificar si se preparan n veces el mismo estado, dado que al medir, obtenemos aproximadamente
las probabilidades |a|? y |B]? y, por tanto, el estado, salvo la fase €*.

Unidad de informacién clasica vs cuantica

En los sistemas clésicos la unidad de informacion bésica es el bit, abreviacién de digito binario; los
dispositivos de recepcién, transmision y procesamiento de informacion trabajan con bits y la légica
booleana, y toda nuestra tecnologia se fundamenta en ellos, los cuales se obtienen, o bien como
valores de voltaje, o como el paso o no de corriente eléctrica.

Pero ;qué significa informacién en los sistemas clasicos?, y jpor qué la medimos en bits? El
concepto de medida de informacién fue planteado por Claude Shannon [25], quien desarrolld la
teoria matematica de la informacion, definiéndola como medida de incertidumbre. Por ejemplo, en
cada lanzamiento de una moneda equilibrada, la incertidumbre es méaxima, no podemos afirmar
cudl serd el resultado, y dado que tenemos dos resultados posibles {cara, sello}, la cantidad de
informacién es logs 2 = 1 bit, pero si tenemos un moneda no equilibrada, de tal forma que la
probabilidad de que ocurra una de sus caras es p. = peara € (1/2,1), la medida de incertidumbre
definida por H = p.logy 1/p. + (1 — pc)logy 1/(1 — pe) < 1 bit, y la medida de informacién definida
por logy 1/p., muestra que la informacién es cero, cuando la probabilidad es uno, es decir, cuando
no hay incertidumbre y por lo tanto el resultado no aporta informacién, asi que la entropia de
la informacion H = Y, p;log1/p; es funcién de las probabilidades de cada resultado posible, es
medida en bits y determina la codificaciéon de la informacion.

En este sentido, en mecanica cudntica jcuanta informacién aporta un qubit?, de nuevo, un
qubit representado en la esfera de Bloch, no puede almacenar informacién infinita, ya que al medir
colapsa en uno de dos posibles resultados, entonces de cada medicién solo obtendremos un bit de
informacién.

Asi que al considerar los valores propios del observable T' como los bits clasicos, es decir,
{A1, A2} = {0, 1}, no habria diferencia entre la computacion cudntica y la clasica. Es decir, cuando
medimos estamos restringidos a los mismos resultados clasicos de un bit para un qubit, ya que en
su infinidad de estados, al introducir el dispositivo de medicién de un observable T', se proyectara la
medida inicamente en uno de sus dos eigenvectores, es decir, medimos uno de los dos valores propios,
a saber, 0 o 1. Concluimos que un qubit es un estado cuantico con una estructura matematica
compleja a diferencia del bit clasico; dado que en adelante, estudiaremos los qubits en el espacio de
Hilbert complejo, queda definida su distincién respecto a los bits cldsicos, a pesar de que al medir
no se distinguen.

Implementacion fisica de un Qubit

Un qubit es un sistema cudntico de dos niveles como, por ejemplo, el espin de un electrédn, el cual se
puede obtener fisicamente como se describié en el experimento de Stern Gerlach. Desde la década de
los 90’s en los que se fundament6 la teoria de la computacién cuantica, diversas implementaciones
que buscan obtener qubits tutiles para el procesamiento de informacién se han desarrollado, entre
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ellas, dispositivos superconductores' y trampas de iones. Entre otros sistemas fisicos que describen
a un qubit encontramos la polarizacién de un fotén o el espin nuclear [21].

2.2 Compuertas de un Qubit

2.2.1 Descomposicion de Operadores Unitarios

Definicién 2.2.1. Una compuerta de un qubit es un operador unitario U € B(C?).

Los operadores unitarios U € B(C?) son un conjunto infinito, por tanto, tenemos infinitas
compuertas de un qubit. A diferencia del computo clasico, donde solo se tiene una compuerta
l6gica para un bit, llamada compuerta NOT. Una compuerta cuantica que cambia el estado como
la compuerta NOT es el operador X, que intercambia los estados |0) y |1) del qubit [¢)) = «|0)+5 |1)
en X [¢) = 50) + a|1), el cual tiene la representacién matricial siguiente:

X_<g ;)_

La anterior es una de tres matrices importantes en la mecanica cudntica, llamadas matrices de

Pauli, a saber,
01 0 —1 1 0
O‘m—X—<1 0), O'y—Y—<Z, 0), O‘Z—Z—<O _1>. (2.2.1)

Observamos que X = X*Y =Y*y Z = Z*, por lo tanto, las matrices de Pauli son observables;
con las siguientes propiedades
or =1, o0i0j+0j0;=0

para todo ¢ # j. Las matrices de Pauli, seran centrales en el estudio de la computacion cuantica,
porque como se muestra mas adelante, al exponenciarlas corresponden a operadores de rotacién
sobre el espacio de estados y més aun, actian como momentos angulares.

Definicion 2.2.2. El operador X es la compuerta cudntica NOT'; la cual se escribe en notacion
de Dirac de la siguiente forma:
Xl =liel1), (2.2.2)

donde, j € {0,1} y & es la operacién suma moédulo 2.

La aplicacion de las matrices de Pauli, o también llamadas compuertas de Pauli, sobre un qubit

|1), es la siguiente:
(- oo

Z(a\0>+ml>>:2<ﬂ> - (_ﬁ> = al0) =8I,

Y(al0)+8]1) =Y (g) = (‘.Zﬂ> = —iB|0) +ia|l).

(187

X(]0) +811))

'Entre las empresas que utilizan superconductores se encuentran IBM, Google, Rigetti, Alibaba, Intel, Quantum
Circuits y Oxford Quantum Circuits.
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Para los algoritmos cudnticos mas notables que se implementan en el formalismo de circuitos
cuanticos, no seria eficiente considerar el diseno e implementacién de un conjunto infinito de com-
puertas, por tanto, un objetivo fundamental en el diseno de circuitos cuanticos es establecer un
modelo universal de compuertas cuanticas, es decir, definir un conjunto finito de ellas, de tal forma
que con combinaciones de este conjunto las aproximen a todas [3] [6]. Construimos a continuacién
la descomposicién que nos llevara a identificar un conjunto finito de compuertas universales de un
qubit.

Las compuertas cuanticas u operadores unitarios de un qubit U € B(C?) son representadas por
una matriz en el conjunto M(2,C), con la siguiente propiedad.

Teorema 2.2.3. Toda matriz unitaria U € B(C?), se puede escribir como:
U = eei@Z Y o2 (2.2.3)
donde 0,a, 8,7 € R, Z y Y matrices de Pauli.

Demostracion. El grupo especial unitario SU(2) es definido como:
su@) = [ AR o2+ 82 =1 (2.2.4)
_ﬁ a

_{ (g) cC22H" - H (g) H - 1} > §3, (2.2.5)

donde H* = H \ {0} es el grupo multiplicativo de cuaterniones no nulos. Por lo tanto, SU(2) = S3.
Sea U € M(2,C) unitaria, tal que el det(U) = ¢** € U(1). Si escribimos U = ¢/2(e~"¢/2U), el
determinante del término en paréntesis es

det e /20 =" det U = 1. (2.2.6)

Sea § = —¢/2, definimos V = U, dado que su determinante es 1, V € SU(2) = S3. Por lo tanto,
es suficiente obtener V = el Z giBY ¢ Z,

Sea V = (aﬁ g) donde a = re' y B =+/1—1r2e* conr € [0,1] y s,t € [0,27), esto es:

rett 1—r2eis
V= (_, /1 — T.Qeis Tefit ) (2.2.7)
B et 0 T V1 — r2e—ils+t)
- 0 e*it _ /1 — T2€i(s+t) r (228)
et 0
0 e*it

e i(s+1)/2 0 r V1—=72\ [eilstt)/2 0
= 0 i(s+t)/2 S ) r 0 e—i(s+t)/2 | - (2.2.9)

Luego,
. i(t—s)/2 0 . i(50)/2 0
—ei¢ [ € cosf3  sinf) (e
U =e ( 0 e—i(t—s)/2> <— sinf cos ﬂ) ( 0 e—i(s+t)/2> (2.2.10)

_ e 0 cosB sinf) (e 0
- (0 e_m> (— sin 3 cosﬁ) (O e~ )7 (2.2.11)
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donde a = T? r=cos [ para € [0,7/2],y v = H'S . Observamos que
plaZ _ i (ia)nzn _ i (i) 72k 4 Z 72k+1
= nl = (2k)! (2k —|— 1)!
' 01 = (2k + 1)! 0 -1
—cosa<1 0>+isina<1 0)
N 01 0 -1
_[cosa+isina 0
- 0 cosa — i sin «
e« 0
“\o e
Anéalogamente,
X (13" - 0\ 2k+1
iBY _ (@B)" © ) y 2k (i) 2k+1
¢ _g% Y Z() +§:2k+U}/
= 1 k : 2/<: +1 i 0
:cosﬁ<(1) 1>+zs1nﬁ<8 0)
[ cosB  sinf
-~ \—=sinB cospB)’
lo cual completa la prueba. |

Proposicién 2.2.4. Los operadores unitarios e'*% y e#Y

Demostracién. Consideramos la aplicacién ¢ como un encaje de R? < M(2,C), como sigue:

@ :R®— M(2,0),

T I3 I —ixg
(1,22, 23)" = A= ( , ;

Tl + 1T —Is3

donde A tiene determinante:
2

det A = — a5 — (2] +23) = —(af + 23 + 25) = — ||| 22
R3
Para toda U € SU(2), tenemos

det UAU™ = det U det U™ det A = det A,

definen una rotacion en R3.

entonces UAU* define una transformacién invertible e isométrica de R3. Definimos la siguiente

accion
T:SU(2) x M(2,C) - M(2,C)
(U, A) — UAU".
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Consideramos U = €'® actuando sobre A = (p(x) donde x = (x1,z2,73)7 € R? como sigue,

o1 o ; —ix
iaZ - iaZ (e 0 xs3 1 —iz9)\ (e 0
T(e"““ A) =e" > ig = ( 0 e"o‘> (331 Vizs  —ws > ( 0 e’“) (2.2.12)
3
B T3 e2% (21 — ixo)
— <ei2a(l,1 + ZZCQ) —x3 (2213)

Notamos que p~1(A4) € R3, asi que denotamos el vector que se obtiene de aplicar e’*% de la siguiente
forma,

' T x1 cos 2« + x9 sin 2« cos2a  sin2a 0 T
e g | = | —z1sin2a + z9cos2a | = [ —sin2a cos2a 0 x9 | . (2.2.14)
T3 3 0 0 1 x3

Por lo tanto, si consideramos 1, z2, z3 los ejes coordenados de R3, entonces la accién de e!*Z sobre
R3 corresponde a una rotacién en el plano z1,zs. De forma andloga obtenemos la accién de e?Y
sobre x,

I . . .
G o [y | = cqsﬁ sin 3 23 T1 — 1T C?Sﬁ sin 3 (2.2.15)
- —sinfB cosfB) \x1+ixo —T3 sin8 cospf
3
_ x18in 28 + x3cos 2 1 €082 — x3sin2 — ixy (2.2.16)
~ \z1c082B — x35in 283 + ixo —x18in28 — x3cos 28 -
por tanto,
' 1 x1cos2B — x3sin2p cos2f8 0 —sin2p 1
eV oy | = o = o 1 0 T2 |, (2.2.17)
T3 x1sin 253 4+ x3 cos 23 sin28 0 cos2p3 T3
obtenemos una rotacion en el plano x1, 3. |

Consideramos el momento angular L = (L, Ly, L,)T € R? de una rotacién definido por
L=mr xr, (2.2.18)

donde r(t) € R3 y 7 denota la derivada con respecto al tiempo de r(t), y x denota el producto
vectorial en R3.

1 cost
Si calculamos el momento angular de r,(t) = e #4225 |0]| = |sint y por tanto
0 0
—sint
7,(t) = cost |, obtenemos lo siguiente
0

o O

L = mrs(t) x 75(t) = (2.2.19)
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esto es, L = (0,0, L,) es paralelo al eje z, donde L, = m.

1 cost
Anélogamente, si consideramos () = e”™2 s 0] = 0 | se obtiene
0 sint
0
L=1m (2.2.20)
0
1 0
esto es, L = (0, Ly,0) es paralelo al eje y, donde L, = m. Y, si r,(t) = e X125 10| = | cost |,
0 sint
donde X = (C CTSt v t), se obtiene
18int  cost
m
L=10 (2.2.21)
0

esto es, L = (L,,0,0) es paralelo al eje x, donde L, = m. Por lo tanto X,Y y Z representan los
observables del momento angular L, L, y L., respectivamente.

Consideramos el grupo de rotaciones en R? definido por SO(3) = {R € M(3,R) : RTR =
I,det R =1}.

Corolario 2.2.5. Las compuertas cudnticas V € SU(2) son representadas sobre R? como elementos
de SO(3).

El corolario anterior es equivalente a mostrar que existe un homomorfismo sobreyectivo de
p: SU(2) — SO(3) con Ker(p) ={£I}, del cual se sigue que [24]

SU(2)
= 50(3). (2.2.22)

Denotamos R, (0) = e~0Z/2 1 rotacién por un dngulo @ alrededor del eje z, y de forma anéloga
R.(0) = e7X/2 y R,(0) = e=®Y/2, por el Teorema 2.2.3, se obtiene el siguiente resultado.

Corolario 2.2.6. El conjunto de todas las posibles puertas cudnticas de un solo qubit es el grupo
unitario de matrices 2 X 2,

U(2) = {e“R.(a)Ry(B)R-(7) : @, 8,7 € R}.

Observamos que se han elegido los ejes y y z para describir todo SU(2), sin embargo, basta
tomar dos ejes no paralelos.

Proposicién 2.2.7. Una rotacion A € SU(2) se puede escribir de la siguiente forma
—ifno /2 g —
R;(0)=e = cos 5] —isin §(nxX +nyY +n,Z), (2.2.23)

donde . = (ng,ny,n;) es un vector unitario, § es el dngulo de rotacion alrededor del eje 7 y
o= (X,Y,Z) denota el vector de matrices de Pauli.
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Ejemplo 2.2.1. Compuerta Hadamard, definida como la matriz unitaria:

X+7z 1 (1 1
H:ﬂ:ﬂ<1 _1>. (2.2.24)

Se verifica con facilidad que H es autoadjunta y unitaria, estoes, H = H*y HH* = H*H = 1. La
accién de H sobre el estado |0) es,

H|0)=H (é) = \}5 G _11) (é) = \}i (1) = \}5“‘” + 1)), (2.2.25)

notamos que H |0) = |+) definido en (2.1.18); de forma andloga H |1) = |—) definido en (2.1.19).
Por tanto, la accién de H sobre el qubit |1) es,

H|¢p) = H(a|0> +ﬁ|1>) =aH|0)+BH|1) =al+)+3]-). (2.2.26)

Luego, H se puede descomponer como el producto de una fase relativa § = 7/2 y rotaciones
alrededor de los ejes = y z, salvo fase global de la siguiente forma:s:

H = e™/?R,(/2)Rp(7/2)R.(/2).

Ejemplo 2.2.2. Compuerta 7/8 denotada por 7"

1 0 i 6—i7r/8 0 i
I= (o eifr/4> = e'™/8 ( 0 m/8> = ¢8R, (r/4) (2.2.27)

Ejemplo 2.2.3. Compuerta Fase denotada como P (Phase):

P= (é ?) = ™R, (n)2) = T2 (2.2.28)

Vamos a utilizar la siguiente notacién

)" =) @ -+ @ [1h)
N——

n veces

U )" =U )@ @ U |Y)

n veces

donde 1) es un qubit y U es una compuerta de un qubit.

Proposicién 2.2.8. Si consideramos un sistema de n qubits, con estado inicial o) = |0)%", y
aplicamos la compuerta Hadamard en cada qubit obtenemos el estado

. 1 2l
1) = HE™[0)*" = o2 2‘6 ), (2.2.29)

el cual es la superposicion de todas las palabras binarias de n bits.
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Demostracion.
1) = H0)*" = H[0) ® --- @ H |0)
1 1
=—(0)+ 1)) ®- - ® —=(|0) + |1
ﬂ(H 1)) \/5(|> 1))
1 1 1 1
~ (2 e oo (X ) e (3 )
Tp_—1=0 x1=0 zo=0
1 1 11
= 57 Z Z Z |Tn_1) ® - @ |21) @ |z0)
Tp—1=0 x1=02x0=0
1
= 5oz > |Tp_1 - z120) (2.2.30)
Tp—1,,20={0,1}
1 2l
= oo > ). (2.2.31)
=0
Donde x en (2.2.31) es un niimero en base decimal entre 0,...,2"~! y su representacién binaria
esta dada por los bits z,_1 - - z12¢ como se obtiene en (2.2.30). [ |

La proposicién anterior es un resultado de gran interés?, porque se obtiene una superposicién de
2" estados utilizando n compuertas al mismo tiempo. De esta manera, una computadora cuantica
puede actuar en paralelo sobre todas las posibles combinaciones de n qubits.

Proposicién 2.2.9 (Lema 4.3 [3]). Sea U € U(2) una compuerta unitaria de un solo qubit. Enton-
ces existen operadores unitarios A, B,C € SU(2) y un factor de fase global €'®, tales que ABC = I
yU =¢e“AXBXC.

Demostracién. Por el Teorema 2.2.3, existen «, 3,7y § tales que U = e"*R,(8) Ry (7)R.(9). Fijamos
A=R.(B)Ry(7/2), B= Ry(—/2)R:(—(6+ B)/2) y C = R.((6 — 8)/2). Tenemos que

ABC = R.(B)Ry(v/2)Ry(—7/2)R.(—(6 + B8)/2)R-((6 — B)/2)
_ o—BZ/2,—iVY /4 Y 4 ,i(5+B)Z/4 ,—i(6—B) Z /4

_ oiBZ/2,i82/2 _ .

ya que X = X* notamos que

. [0 1\ [eP2 0 0 1 -2
XR.(=P)X" = (1 0) <e 0 e—iﬂ/2> (1 0) = (e 0 eiﬁ/Q) = R.(B)
« (01 cosy/2 siny/2\ (0 1) [cosy/2 —sinvy/2) ‘
X By (=7) X" = (1 0) <—sin'y/2 cos7/2> (1 0) (sin7/2 cosy/2 ) = By (7);
ya que X2 = I, obtenemos lo siguiente
AXBXC = R.(B)Ry(v/2) X Ry(=7/2) XX R(—(0 + 8)/2) X R.((0 — 5)/2)

= R.(B)Ry(7/2)Ry(7v/2)R=((6 + B)/2) R=((6 — 5)/2)
= R.(6)Ry(7)R-(9),

lo cual completa la prueba. ]

2En algoritmos cudnticos, como el algoritmo de Deutsch y de Grover, el cual plantea el problema de encontrar el
valor de una funcién binaria de n bits [8], [21]. Un sistema clasico tendria que realizar 2" mediciones para determinar
el valor de la funcién; sin embargo, a nivel cuantico habria que realizar después de las n compuertas Hadamard una
operacién que se evaluaria en las 2" posibles combinaciones.
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A partir de esta proposicién consideramos la implementacién de una compuerta arbitraria
U € U(2), utilizando la descomposicién en factores que corresponden a una fase y compuertas
de un qubit; tal descomposicion la observaremos en un diagrama circuital cuantico, en el cual se
interconectan las compuertas por hilos o canales cudnticos que no necesariamente corresponden a
una conexion fisica a través de un cable, sino que pueden corresponder a la evolucién en el tiempo
o a una particula como un fotén moviéndose de un lugar a otro a través del espacio [21].

2.2.2 Compuertas Universales de un Qubit

Ahora, nos queda por mostrar que las compuertas de un qubit definidas en el Teorema 2.2.3, se
pueden obtener de un conjunto finito de elementos de U(2). Consideramos la descomposicién de U
en una fase e/¥ € U(1) y las matrices A € SU(2). En realidad nos interesa aproximar todo SU(2)
dado que la fase global la podemos descartar.

La idea general para proponer un conjunto que aproxime las rotaciones en SU(2) se fundamenta
en obtener un dngulo # mutiplo irracional de 7, el cual aproxima con un grado de precision arbitraria
cualquier angulo «, en el siguiente sentido, 3k € Z tal que k6 =~ o modd 27, o en otras palabras, la
sucesion kf mod 27 es densa en el intervalo [0, 27), lo cual implica el siguiente resultado [1].

Teorema 2.2.10. El conjunto {€" :n € Z} con § = xr y A € R\ Q, es denso en S'.

Por lo tanto, se puede aproximar cualquier fase e'® ~ (ew)n € U(1), para algin n.

En general, del Teorema 2.2.3 se sigue que, una rotacién arbitraria A € SU(2), es definida
por tres angilos que determinan la composicién de rotaciones sobre dos ejes no pararelos [21]; en
particular, como en el Teorema 2.2.3, si elegimos los ejes ortogonales z, y y fijamos un operador
R.(#) con # multiplo irracional de 7, si ademds contamos con una transformacién unitaria H, tal
que, la conjugaciéon Hy R, (G)H;j aproxime a una rotacién en el eje y por el mismo angulo 6, entonces
podemos aproximar todo SU(2).

Proposicién 2.2.11. El conjunto de rotaciones e™% € SU(2) con 6 miiltiplo irracional de 7 y
n € 7, determina un conjunto denso en el conjunto de rotaciones alrededor del eje z, esto es,

{emVZ :n e Z} = {eiaz ta €0, 27r)} . (2.2.32)
En otras palabras, la proposiciéon anterior afirma lo siguiente.

Corolario 2.2.12. Sea 6 maltiplo irracional de 7, entonces toda rotacion en el eje z por un dngulo
« se puede obtener como
(R-(0))" = R.(nf) ~ R.(c).

para algin n € Z.

Proposicién 2.2.13. Dada R.(6) con 6 miltiplo irracional de m, existe un operador unitario H,
talque Hy R, (0)H, = R,(0).
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Demostracién. Definimos Hy = Y—\}'ﬁz operador unitario, observamos que

., Y+2Z Y +2Z
Hy Ra(0)Hy = == Ra(0)~ 5

_ <Y+Z> o022 <Y+Z)
_ (Y@) (cos%iﬁﬁz) (re2)
vz 2 )\ "3

1 0 0
=3 (cos 5(3/2 +ZY +YZ + 7% —isin F(YZY + 7Y +YZ? + Z2Z)>

0 0
= cos 5[ —isin §Y = Ry(0)

donde Y2=2%2=1,2Y+YZ =0y YZY =—Z; Ry(0) es una rotacién en el eje y por un angulo
0 =Amcon\eR\Q. |

Corolario 2.2.14. Para cualquier V = e~ 10Z/2e=18Y/2g=172/2 ¢ SU(2), donde a, 3,y € [0,27), y
dado 0 maultiplo irracional de w, existen n,m, k tales que nf ~ o; mb =~ 5; y k0 ~ v con un grado
de precision arbitraria, tales que

(6—2‘92/2)” (6—wY/2>m (e—wzm)k s o—i0Z/2 ~iBY/[2 ~iZ/2
Lema 2.2.15. Un conjunto universal de compuertas de un qubit es {R.(0), Hy}.

En [6] [21] el conjunto universal de compuertas cudnticas de un qubit es {H = X2 7 — o/8e—inZ/ 8},
el cual permite construir un angulo irracional como sigue.

Proposicion 2.2.16. FEl conjunto {H = X—\%Z,T = e”/Se_mZ/S} determina un conjunto universal
de compuertas cudnticas de un qubit, tal que la composicion de elementos del conjunto produce un
dangulo irracional.

Demostracion. Observamos que, salvo fase el producto HT H es

- (S5 (55

= (X\2Z> (cosg — isingZ) (X\EZ)

1 .
=—cos E(X +2)% - ? sin E(X +2)Z( X+ Z)
2 8 2 8
=cos EI — 4 sin zX
8 8
— i X/8
Por lo tanto, se puede obtener la compuerta
THTH = e=i"2/8¢=imX/8 _ (52 %1 - isin% (cos %X +sin %Y + cos gz) . (2.2.33)

La expresion (2.2.33) en la notacion (2.2.23), tiene dos componentes, el dngulo de rotacién, el cual
se despeja del primer término cosmA = cos? /8, de donde se obtiene que \ es irracional, como
se demuestra en [6]; y del segundo término, el vector (cos7/8,sin /8, cos7/8) determina el eje de
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rotacién 71, por tanto, se escribe THTH = e~"™%93. Juego, se define una segunda compuerta, dada
por la conjugacion H(THTH)H = e~ ™7 ]a cual es una rotacién por el mismo angulo alrededor
del eje m, no paralelo a 7. Por lo tanto, se aproxima cualquier U € SU(2) de la siguiente forma

U~ (Ra(0))" (R (0))' (Ra(0))” ~ Ra(e) Rin(B)Ra(7),
para algunos k,l,p € Z donde 6 = Ax. |

La diferencia de considerar el conjunto {R.(#), H,} es que describe de una forma maés sencilla
SU(2) porque partimos de los ejes ortogonales z, y y no se requiere normalizar estos vectores.

2.3 Madltiples Qubits

En la anterior seccién se estudiaron las compuertas cuanticas de un qubit y su representacién mas
general (2.2.3); ahora consideramos miltiples qubits. De nuevo, en una analogia con la computacién
clasica, las principales compuertas légicas de dos bits son: AND, OR, XOR, NAND y NOR. Pero
una caracteristica fundamental para la implementacion fisica de los circuitos disenados con estas
compuertas es que todas ellas pueden ser obtenidas como configuraciones de tnicamente la com-
puerta NAND, esto la define como una compuerta universal en la computacién clésica, es decir,
una compuerta logica universal es aquella que permite obtener, en distintas configuraciones de ella
misma, todos los valores de las funciones légicas.

Definicién 2.3.1. Un estado de dos qubits es descrito por un vector |®) € C* de norma 1, donde
el espacio de Hilbert C* = C? ® C? = gen{|0) ® |0),[0) ® |1),]1) ® |0), 1) @ [1)}.

Recordamos que C? es el espacio de Hilbert de una particula, y C*" =2 C?®- - -®C? es el espacio
de n particulas.
Los elementos de la base que generan C* son denotados de la siguiente forma:

0) ©10) = =100), [0)@[1)= = 101),

(2.3.1)
1) ®|0) =

=[10), [ &|1) = =[11).

O oo O oo

O OO O oo

El producto tensorial |i) ® |j) con i,j € {0,1} nos permite reconocer el estado de cada qubit de
manera individual cuando las particulas no se entrelazan, es decir, una de las particulas estd en

3En este caso,

THTH—COSQE[—isinE,/1+cos2E COS% X + sin% Y + COS% VA
8 8 8 \ /1+cos®% /1+cos? ¢ /1+cos? %
cos(m0) = cos® % sin(7f) = sin g, /1+ cos? %
1

" T o.m 7r
il = ——=(cos —, sin —, cos <)

/1 +cos? g 8 8 8
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bl bg T
01010
0] 111
11011
11110

Tabla 2.1: Tabla de verdad de la compuerta légica XOR clasica.

el estado |i) y la otra particula en el estado |j). Un estado |®) € C* se escribe en la base de la
siguiente formas:

|[®) = ago |0) @ |0) + @01 [0) @ [1) + a0 [1) @ |0) + 11 [1) @ 1), (2.3.2)

donde agp, ap1, a10 ¥ @11 € C, tales que |ago|? + |01/ + |a1o|? + |a11|? = 1; de forma abreviada en
adelante escribiremos:

‘(I)> = Qo |00> + ap1 ‘01> + a9 |10> + a1 |11> = Z Oy |:C> R (233)
z€{0,1}2

donde z € {0,1}? = {00, 01,10, 11}.

2.3.1 Compuertas Reversibles

Estudiamos el proceso de sumar dos bits médulo 2, la compuerta légica que la implementa es
llamada XOR (eXclusive OR); la suma moédulo 2 clésica se observa en la tabla de verdad 2.1,
donde by y by son los bits clasicos a sumar y r es el bit resultado. Definimos la funcién r como la
operacion XOR sobre los bits by, bo, de la siguiente forma:s:

r:{0,1} x {0,1} — {0,1}
(bl,bz) —> bl D b2.

(Conociendo r € {0, 1}, podemos obtener la pareja (bi,b2) € {0,1} de la cual es resultado?, en
otras palabras, jexiste 7~ : {0,1} — {0,1} x {0,1}? Dado que r no es biyeccién, no es posible
definir 7~1. Por otro lado, consideramos la siguiente funcién:

R:{0,1} x {0,1} — {0,1} x {0,1}
(bl, bz) — (bl, b1 & bg),
los valores de R se observan en la tabla 2.2. R es biyeccién y por tanto, nos permite introducir
el concepto de reversibilidad: decimos que R es reversible, es decir, podemos obtener R~!(by,7) =

(b1,b2); y en el caso de r afirmar que es una funcién irreversible. La computacion clésica, en general,
es irreversible, sin embargo, se pueden modificar los circuitos de tal forma que se vuelva reversible.

m La computacion clasica reversible es determinada por aplicaciones biyectivas R : 2" — 2"
invertibles.

m Computacién cuéntica: Consideremos un qubit como el espin de un electrén en la base

{1, 14} y definamos dos qubits

b1,bs € gen{[1), [4)} = C? (2.3.4)
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Entradas | Salidas
b1 b2 bl r
0 0 010
0 1 0|1
1 0 1 1
1 1 110

Tabla 2.2: Valores de la funcién R

El estado inicial de los dos qubits se denota como Sipiciar € gen{|1),|})} @ gen{|1),[})} v el
estado final S¢ina € gen{|1), )} ® gen{|1),|])}. Definimos el operador Ur como sigue

Ur:C?*®C* = C?®C?
UR(Sinicial) = Sfinal~
Luego, Ur € M(4,C), tal que UpUg = Id = URU}, es decir, es una matriz unitaria.

Dado que la dindmica del sistema cuantico es definida por operadores unitarios, las puertas cuanticas
siempre son reversibles porque son una biyeccién en el espacio de estados. Para n qubits la matriz
U e M(2",C), siempre es una aplicacién unitaria

U:C?’®..0CC-C?®...0C2. (2.3.5)

n veces n veces

2.3.2 Compuertas Cuanticas de Dos Qubits

Definicién 2.3.2. Las compuertas cudnticas de dos qubits son operadores unitarios U € B(C2®C?)
y son representadas por matrices en M (22, C).

Consideraremos las compuertas principales de dos qubits, que permiten introducir operaciones
controladas sobre un qubit objetivo.
Compuerta CNOT

Definicién 2.3.3. El operador unitario U que actiia sobre los estados de la base de C2 ® C? de la
siguiente forma

U'100) = U(|0) 0)) = |0) ® |0) = |00)
U01) =U(|0) ®[1)) = |0) ® [1) = |01)
U10) =U(|1) @[0)) = [1) @ [1) = [11)
Ul = U(j1) © (1)) = [1) @ [0) = [10),

define la operacién o compuerta Control NOT o abreviada CNOT; de las expresiones anteriores se
obtiene la representacién matricial de CNOT en la base (2.3.1) como sigue

I 0
CNOT = = (0 X). (2.3.6)

o O O
O O = O
= o O O
O = O O
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L X

Figura 2.2: Simbolo circuital de CNOT (Izquierda). Compuerta X controlada (Derecha)

Consideramos las entradas y salidas en la tabla 2.2 como qubits, esto es, b; € {|0),|1)} con
i=1,2y by ®by € {|0),|1)}. Observamos que by ®@ by y by ® (b1 ® b2) € C?> ® C2. La compuerta
CNOT actua como R sobre la base computacional, es decir, al aplicar CNOT se obtienen las salidas
de la tabla 2.2 como qubits,

De (2.3.6) observamos que la accién de la compuerta CNOT esté definida por el primer qubit,
llamado el qubit de control, esto es, si by = |0), be queda idéntico; y si by = |1), entonces by cambia
de estado, en otros términos, CNOT intercambia los dos tltimos vectores de la base y by es llamado
el qubit objetivo. El simbolo de CNOT se presenta en la figura 2.2. También podemos escribir
CNOT de la siguiente forma:

‘bl, b2> — ‘bl, by ® bg) , (2.3.7)

donde el qubit objetivo by es invertido o se le aplica la compuerta X cuando b; es el estado |1).

La figura 2.2 del lado izquierdo presenta el simbolo estandar de la compuerta CNOT vy el lado
derecho la operacién explicita que realiza, dado que es el primer circuito de mas de un qubit que
presentamos, se describen en detalle sus elementos a continuacion. El diagrama se lee de izquierda
a derecha, y por lo tanto, las entradas se ubican en los dos extremos del lado izquierdo, y cada
linea es un qubit. Seguidamente, se muestra la operacion a ser aplicada al sistema de dos qubits,
en este caso, el circulo lleno de color negro sobre la primera linea y el cuadrado con la letra X
que se refiere a la compuerta X de un qubit de la Definiciéon 2.2.2 sobre la segunda linea. Sin
embargo, el punto negro sobre el primer qubit y la compuerta X sobre el segundo qubit no son
independientes, estan unidas por una linea. Después de la operacién, tenemos dos lineas que indican
los dos qubits de salida. En este punto hay que destacar que a diferencia de un circuito clasico,
el resultado es decir, el estado del sistema a la derecha puede corresponder a un estado que es
superposicién y, por tanto, aunque se sefiala como dos lineas independientes no son necesariamente
qubits independientes dado que pueden estar entrelazados. Dibujar el circulo negro indica que la
linea sobre la cual este se encuentra es un qubit de control y no hay ninguna operacién sobre su
estado, pero su estado si activa o no la operacién sobre el segundo qubit.

Proposicién 2.3.4. La compuerta CNOT no se puede escribir como el producto tensorial de dos
compuertas unitarias, es decir, no hay compuertas U,V € U(2) tales que CNOT =U @V

Demostracion. Un circuito de dos qubits con una compuerta W = U ® V', se observa en la figura
2.3, y se obtiene como

V11 V12 V11 V12
U U v v e V21 V22 2 V21 V22
UgV ="t M2 g (U %12) - (2.3.8)
U1 U222 V21 V22 V11 V12 V11 V12
U21 U22
V21 V22 V21 V22

en la base (2.3.1). Observamos que de la representacion de CNOT en la misma base dada en (2.3.6)
se puede concluir directamente que CNOT AU ® V. [ ]
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w =

Figura 2.3: Circuito de dos qubits con compuertas separables.

qo — |0> ] H
q1 = [0) &
@ ®q =10)®|0) = )

xZ

Figura 2.4: Circuito de dos qubits y las compuertas Hadamard y CNOT.

De la proposicién anterior podemos decir que C NOT es una compuerta entrelazada [23].

Ejemplo 2.3.1. Consideremos el circuito de la figura 2.4 y los qubits qg,¢1 en las entradas del
circuito con valor inicial ¢o ® g1 = |0) ® |0). El estado que se obtiene del circuito es

CNOT(H |0) @ |0)) = CNOT(\}OO) )@ yo>)

(CNOT(|0) ®0)) + CNOT(]1) ® |0)))

3\

(|0> ®0) +[1) @ [1))

%\

(!00> +[11)), (2.3.9)

I
Sl

el cual es un estado entrelazado de los estados de Bell. De forma andaloga, modificando los estados
iniciales obtenemos los demas estados de Bell, como sigue:

CNOT(H|0) ® |1)) = (|01> +110)), (2.3.10)

%\

CNOT(H|1) ®|0)) = (|00) 111Y), (2.3.11)

%\

CNOT(H|1) ® 1)) = (|01) 110)). (2.3.12)

%\

Compuertas de un qubit activadas por un qubit de control

Observamos que CNOT activa la compuerta X sobre el qubit objetivo, si el qubit de control es el
estado |1). Pero podemos controlar cualquier compuerta de un qubit, a saber, el operador U € U(2),
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Figura 2.5: Compuerta U controlada.

1 0
0 61;&

U c U1 B U] 4

Figura 2.6: Descomposiciéon de la compuerta U controlada en un circuito de dos qubits.

representado por el circuito de la figura 2.5.

Lema 2.3.5. Dado el operador unitario U € U(2). Entonces el diagrama circuital de la figura 2.6
implementa la operacién de la compuerta U controlada por un qubit.

Demostracion. Por la Proposicién 2.2.9, existen compuertas A, B, C, y una fase « tales que U =
e “AXBXC y ABC = I. Se obtiene directamente el diagrama circuital de la descomposicién de
U, como se observa en la figura 2.6. El cual implementa las siguientes operaciones, donde el primer
factor es el qubit de control

|0) ® |z) — |0) ® ABC |z) = |0) ® |x)
1) @ |z) — [1) @ " AXBXC|z) = 1) @ U |x),

lo cual es el resultado deseado. [ |

Compuerta Control Cero

En general, el qubit de control no debe ser necesariamente el estado |1), definimos la compuerta
que es activada por el estado |0).

Definicién 2.3.6. La compuerta X activada por el qubit |0), es definida por la matriz unitaria

0100
1000| (X0
0o0o1o0| \o I/
0001

El diagrama circuital que representa las compuertas controladas por el qubit |0) utiliza un
circulo vacio en el qubit de control, como en la figura 2.7.
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\L/

Figura 2.7: Simbolo circuital de la compuerta Control Cero

2.3.3 Compuertas Controladas por Multiples Qubits

La técnica para establecer un circuito que modela una compuerta cuantica de un qubit U controlada
por n qubits, se describe en dos partes; primero, para cualquier compuerta U unitaria, existe su
raiz m-ésima V unitaria, es decir, existe V tal que U = V™, por tanto, obtenemos la aplicacion
de U sobre un estado objetivo por la aplicacion de V', m veces. Segundo, construir un circuito
que codifique la secuencia de control, de tal forma que la palabra binaria de los bits de control
que activan U, sea la tnica que aplique U al estado objetivo, y cualquier otra combinacién de las
entradas aplique la identidad. Para ello en computacién cudntica como en computacion clasica es de
gran utilidad el codigo Gray, dado que permite implementar eficientemente compuertas controladas
3], [19]

Lema 2.3.7. Para cada V. € M(N,C) unitaria, 3U € M(N,C) con UU* = U*U = I y
AL, An € U(L), tal que
A1

UVU = , (2.3.13)
AN

o lo que es equivalente,

A1
V=U U*. (2.3.14)
AN

Demostracion. Dado que V' es matriz unitaria, entonces VV* = V*V = [. Como det(V — A\I) =0
tiene solucién en C, entonces existe un estado e; € CV tal que Ve = ey, |[Ver| = |Mei] =
|IA\1] = 1. Ademss,

V*61 = X1V*Vel = Xlel.
Entonces Ce; es invariante, es decir,

V. C61 — (Cel, (2.3.15)
V*. (C61 — (Cel. (2.3.16)

Consideramos el complemento ortogonal de Ce;
Hy_ 1= (Cep)t ={heCV :< he; >=0}; (2.3.17)
entonces Vh € Hy_1 tenemos

<Vh,e1 >=<h,V*e¢; >= X\ < h,e; >=0, (2.3.18)
<V*h,e1 > =< h,Ve; >= A\ < h,e; >= 0, (2.3.19)
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por lo tanto, Vh, V*h € Hy_1, y definimos

VN1 =VN T HN-1 : Hy-1 — HN-
V1=V T HN-1:HN-1 — Hyo

Por induccién, V es diagonalizable en CV = gen{ey,--- ,en} tal que Ver = Aper, V¥er = Mier,
Ak = 1, < e, e; >= 0p;. En la base {e1,--- ,en} obtenemos
A1
V=
AN

Sea U : CV — CV una matriz unitaria tal que

1 0
0
U . = €1, " ,U . = €N, (2.3.20)
0 1
tenemos lo siguiente:
1 1 0 0
0 0 0 0
uvu |l . =M., UVU|.|=Mnv]|.]. (2.3.21)
0 0 1 1
En la base candnica,
A
Uvu = ,
AN
por lo tanto,
A
V=U U~
AN
en la base canénica de CV. ]

Proposicién 2.3.8. Sea V € M(N,C) unitaria y m € N, entonces V' tiene una raiz m-ésima.
Demostracion. Elegimos p1,---, pn € U(1) tales que:

pPT = A1, -, PN = AN
Sea U la matriz unitaria del Lema 2.3.7. Definimos

P1
W=U U*.

PN
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Tenemos lo siguiente:

P1 P1 P1
wmn=U uu uu---Uru U
PN PN PN
P1 AL
=U Ur=U us="V. (2.3.22)
PN AN
Por lo tanto, W es una raiz m-ésima de V. |

Cédigo Gray

Un codigo Gray conecta dos nimeros binarios , j, mediante una secuencia de palabras binarias que
se distinguen en dos términos cualesquiera adyacentes solo por un bit, tal secuencia no es tnica.

Definicion 2.3.9. Un cédigo Gray de n bits denotado G, es un conjunto de m palabras binarias,
el cual se escribe escribe de la siguiente forma

gn - (917927' o 7gm)

donde g; es una palabra binaria de n bits, la cual puede ser expandida como g; = g;09i.1--- Gin—1,
que se distinguen en dos términos cualesquiera adyacentes solo por un bit, y las m palabras binarias
son distintas. Y definimos la reflexién de G,, como el conjunto

g7n - (gm7 o 792791)-

Ejemplo 2.3.2. Un codigo gray con g; = 01001 y g,,, = 11010 se obtiene de la secuencia

01001 — 01000 — 01010 — 11010 (2.3.23)
esto es

Gs = (01001, 01000, 01010, 11010) (2.3.24)

de 4 elementos.

A partir de la Definicién 2.3.9 del codigo Gray, se encuentran otras construcciones particulares
del cédigo Gray y algunas atin mas generales; aqui nos interesa definir una construccién conocida
como cédigo Gray reflectivo [19].

Utilizamos en particular un cédigo Gray de k bits, de longitud m = 2¥, esto es una 2*-tupla

(91792) s )g2k)7

de todas las secuencias posibles de k bits ordenadas de tal manera que se distinguen en sus adya-
centes solo por un bit.

Definicién 2.3.10 ([19]). Para un cédigo Gray G, 1 de n — 1 bits y m = 2"~ y su reflexién G,,_;
se construye el codigo Gray reflectivo de n bits de la siguiente forma

Rn — (gnfl . 07 gnfl : 1)7

donde, - indica concatenacién.
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L 2 ® L 4
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Figura 2.8: Compuerta de un qubit V' controlada de 3 qubits (Izquierda). Diagrama circuital del
codigo Gray reflectivo(Derecha).

La Definicion 2.3.10 nos permitira disenar un diagrama circuital de un sistema de n qubits de
control y un qubit objetivo, que implemente la aplicacion de la compuerta V sobre el qubit objetivo
cuando todos los qubits de control estén en el estado |1) y en caso contrario, para cualquier otra
combinacién de los estados de control se aplique la compuerta I, que corresponde a la identidad.

Ejemplo 2.3.3. Consideramos la puerta controlada por 3 qubits V' descrita por la figura 2.8 del
lado izquierdo y un qubit objetivo que es el qubit al cual se aplica V, el objetivo es obtener el
diagrama circuital del lado derecho de V' utilizando la Proposicion 2.3.8, el Lema 2.3.5, y un codigo
Gray reflectivo que permita la activacion de la compuerta V' sobre el qubit objetivo cuando los tres
qubits de control sean el estado |111) y en otro caso, se aplique la identidad.

Fijamos W unitaria tal que V = W*. Y definimos el cédigo Gray reflectivo de 3 bits para el
codigo Gray de 2 bits Go = (00,10, 11,01) siguiente

R3 = (000,100, 110,010,011, 111, 101, 001). (2.3.25)

En el diagrama a la derecha de la figura 2.8 nombramos a los bits de control z1,x2, z3 los cuales
corresponden a los tres bits del cédigo Gray reflectivo (2.3.25), asignados de la siguiente forma

000 , 100 ,---, 001 .
~— |~~~ ~—~
T1T2T3 T1T2T3 T1T2x3

El diagrama circuital que va a implementar la compuerta controlada por 3 qubits V' se obtiene como
la descomposicién en compuertas controladas por un qubit, a saber W o W*, de tal forma que se
implementaria como en el Lema 2.3.5 para cada compuerta controlada por un qubit. El c6digo R3 lo
que indica es, cudles son los bits* que, combinindolos con la suma médulo 2 determina el qubit que
controla la compuerta W o W*. Por ejemplo, partiendo® de 100, significa que el qubit z; determina
la aplicacion de W, esto es, si es 1 = 1 se aplica la compuerta W, en caso contrario la identidad
como en el Lema 2.3.5. La siguiente palabra binaria del c6digo 110 significa que intervienen los bits
x1T9, vy el bit de control es x1 @ 2, de tal forma que si z1 @ x2 = 1 se aplica la compuerta W*, en
caso contrario, la identidad. Se continta de la siguiente forma: si la palabra binaria del codigo R3
tiene una paridad impar de unos, entonces la suma médulo 2 de sus bits controla la aplicacién de
W, de lo contrario, si la paridad de 1’s es par, la suma mddulo 2 de sus bits controla la aplicacion

4Los estados de entrada y en el diagrama circuital siempre son qubits, sin embargo, en vistas que se identifica
la base computacional clésica 0,1 con los estados |0),|1), se utilizara por razones de la escritura y descripcién del
ejemplo bits y qubits indistintamente, y cuando se quiera enfatizar se nombraran los estados como qubits.

5Dado que la primera palabra binaria del c6digo R3 es 000 no hay ningiin qubit que ocurra, por tanto, la omitimos.
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de W*. Lo dicho anteriormente se resume en el siguiente esquema [3]:

(100) Wisiiz; =1

(110) W*siix; @y =1
(010) Wsiizg=1

(011) W*siiza @z =1
(111) Wsiiz; @xe®axg =1
(101) W*siiz; a3 =1
(001) W sii 23 = 1

El qubit z; @ x2 se obtiene por la aplicacién de una compuerta CNOT con qubit de control z; y
qubit objetivo x9, tal como en la Definicion 2.3.3, y asi para las otras operaciones entre los qubits
de control. Luego, el diagrama del lado derecho en la figura 2.8 es una descomposicién circuital en
compuertas controladas por un qubit W y W* que implementa la operacion deseada. Otra forma
de verificar el diagrama circuital que se encuentra establecida en la literatura de la teoria de la
computacion cudntica [3], es considerar la siguiente expresién: si tomamos por un lado la suma
aritmética de los términos al lado derecho del esquema anterior, tal que los terminos que controlan
W son positivos y los términos que controlan W* son negativos, se obtiene que

T+ T+t a3+ (v1 Dz D a3) — (21 Dae) — (11 Das) — (va @ xg) =4(x1 Az Axs)  (2.3.26)

donde A indica la conjuncién légica, esto es, si x1xoxrs = 111 entonces 1 A o2 A x3 = 1, de lo
contrario z1 A 2 A x3 = 0. Por lo tanto, si se cumplen las condiciones de aplicacion de W sera
exactamente el lado izquierdo igual a 4, lo que significa 4 veces se ha aplicado W o W* =V, si
no se cumplen las condiciones el resultado del lado derecho siempre sera cero, lo cual significa que
se ha aplicado la identidad; lo cual coincide con multiplicar 4 por el valor binario de la conjuncién
logica de x1, x2, x3.

En el caso general, se siguen los mismos pasos del ejemplo anterior.

Proposicién 2.3.11. Una compuerta cualquiera V' de un qubit controlada por n qubits, tiene una
descomposicion en compuertas unitarias de un qubit W y W*, donde V = w2t y compuertas
CNOT, definida por un codigo Gray reflectivo de n bits Ry, del cual se obtiene la siguiente expresion

[3];

Zxkl_ Z Tky D Tgy + Z Tky D Ty @xk‘g_"'+(_1)n71(351EBx?@"‘@xn)
k1

k1<ko k1<ko<ks
="l Az A Aay) (2.3.27)
donde, k; € {1,...,n}, que aplica la compuerta W 2"~ veces cuando los qubits de control son todos

1’s y de lo contrario aplica la identidad.

2.4 Compuertas Universales

De forma andloga a un sistema de un qubit, tenemos infinitas compuertas para un sistema cuantico
de n qubits, por lo tanto, queremos demostrar que existe un conjunto finito de compuertas que
aproxime cualquier operacién deseada con un grado de precisién arbitrario. Para un sistema de n
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qubits el espacio de estados es H,, = C?® - -- ® C?, elegimos la base computacional que denotamos
de la siguiente forma:

1 0 0
0 1 0
0) =eg =10...0) = LoD e =010 = ||, 2" = 1) Zegn_y =[1...11) =
0 0 0
0 0 1
(2.4.1)

De manera compacta
7)) = €j = |jn—1-""J1jo)

donde, el indice j € {0,1,...,2" — 1}, y en términos de su expansién binaria es j = Zz;é j12F con
Jr€{0,1} yk=0,...n— 1.

El objetivo de esta seccién es mostrar que cualquier operaciéon unitaria para cualquier ntimero
de qubits puede ser aproximada con arbitraria precisién por las compuertas universales de un qubit
del Lema 2.2.15 y compuertas CNOT.

Proposicién 2.4.1. La matriz asociada a un operador unitario arbitrario U € B(H,,) de dimension
2" respecto de la base {e; ?lal se obtiene exactamente como un producto de matrices unitarias E;;,
tales que cada una, actiua unica y no trivialmente sobre el subespacio generado por dos estados de
la base, e;,ej, siempre que © # j.

Demostracion. Dada A € M(n,R) y utilizando el algoritmo de eliminacién gaussiana para la trian-
gulacién de matrices [27], obtenemos la triangulacién de A por la aplicacién de matrices elementales
Qij, donde los subindices indican que sustrae de la fila 7 un multiplo de la fila j y lo asigna a la fila
i, y ademds produce un cero en la entrada (i, j), sobre la matriz a la cual se aplica; por lo tanto, se
obtiene que Q.. - - - Qi j, A es una matriz triangular superior, donde m € N. Para U € M(n,C)
unitaria, se utiliza una descomposicién similar, donde cada paso del algoritmo determina una ma-
triz Qi;(a, B) que representa la operacién de sustraer de m por la fila ¢ de W por la
fija j y lo asigna a la fila j, y eso produce un 1 en la entrada (i,7) y un cero en la entrada (7,17).
Puesto que es unitaria, se obtiene al final una matriz diagonal D. Dado que cada matriz Q;;(a, )

es unitaria, su producto es unitario, y definimos Ej; = Q7; = Qi_jl, por tanto podemos escribir las
descomposicion de U en matrices unitarias como sigue:
U= Eil,jl (041761) o 'Eim7jm(am7ﬁm)Da (242)
donde
1 0 0 0
1 0 0 0
1 00 - ap - _Bk e 0
B (ag, By) = ———= | . . . ] (2.4.3)
e |k + [ Bk |? :
0 0 Bk ay 0
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~Y

para cada k € {1,---,m}. Por tanto, E;; actia sobre el subespacio C* & gen{e;,e;} con i,j €
{1, ..., N}, se le conocen como matrices unitarias de dos niveles. Observamos la accién de E;; sobre
los estados de la base:

_ 1 . - . L 1 Bo. L me.)-
Ei ‘(a, ﬁ)ez = m(aez + Bej), E’L (a, /6)6] = m(_ﬂez + 0(6]), (244)
y para k # i, j, se tiene que Eyj(a, 5)ey = eg. [ |

Ejemplo 2.4.1. Para ilustrar, consideramos dos electrones y su espin, una compuerta para este
sistema es el SWAP € M(4,C) que intercambia las direcciones del espin, como sigue: si se en-
cuentran los dos espines en direcciones iguales, no cambia nada; si se encuentran en direcciones
opuestas las intercambia, es decir,

|01) — |10) ; |10) — |01)

lo cual se traduce en la matriz F23(0,1), definida de la siguiente forma

SWAP = E»3(0,1) = (2.4.5)

o O O
o= O O
o O = O
_ o O O

Notamos lo siguiente, E5 3(0, 1) no acttia sobre qubits aislados, y en general, Es 3(, 3) € End(C*) =
End(C? ® C?), pero Ey3 # E; ® Ep, donde Ej significa una matriz que acttia sobre el qubit de la
izquierda y analogamente F'p una matriz que actia sobre el qubit de la derecha.

Proposicién 2.4.2. Un operador unitario arbitrario, definido por su descomposicion en maltrices
E;;, puede ser expresado eractamente usando compuertas de un solo qubit y compuertas CNOT.

La proposicién anterior determina el conjunto de compuertas universales para un sistema de n
qubits. Antes de su demostracion delinearemos algunas ideas importantes para su desarrollo.

Como observamos anteriormente, F;j(c, ) actia sobre el subespacio generado por {e;, e;},
queremos transformar la representacién de esta matriz, utilizando la matriz 2 x 2 que actta no
trivialmente, a saber

Ung = <O‘ _ﬁ> € M(2,0). (2.4.6)
b @

La idea es, dada Ejj(c, (), codificar e;, e; en un estado de un solo qubit, y aplicar la submatriz
2 x 2 no trivial U,g sobre un qubit, de forma que se obtiene el mismo resultado que al aplicar Ej;;.

En la seccién 2.3.3 estudiamos las puertas controladas por n qubits. Y utilizamos el codigo Gray
Reflectivo de n bits para definir un diagrama circuital que evalta todas las posibles combinaciones
de los qubits de control, de modo que, controla la aplicacién de la compuerta U de un qubit
sobre el qubit objetivo, cuando los estados de control son todos el estado |1). Observamos que,
de forma andloga podemos utilizar la Definicién 2.3.9 general del cédigo Gray para transformar
un estado cualquiera |es) en un estado |e,) donde s,p € {0,1,...,2" — 1}. Para desarrollar esta
idea, consideramos primero como definir el diagrama circuital para una puerta controlada por una
secuencia distinta de 1’s.

Lema 2.4.3. En un sistema de k qubits. Sean e; y e; dos estados de la base tal que difieren
unicamente por un qubit. Llevar el estado e; en el estado e; es aplicar la compuerta X al qubit
distinto, controlado por los demds qubits.
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— i1} = ld1} }—
[

— liz} = li2} —

i) Ay Xlia)
g

—Hlik—1) = ldp—1}

— lix) = lix} [—

Figura 2.9: Diagrama Circuital general para el cambio de un qubit controlado por las demés entra-
das.

Demostracion. Sea a € {1,--- ,k} tal que iy # ja ¥ im = jm para todo m # a, escribimos

ei = |jr) ® -+ @ |Jar1) ® lia) ® |ja—1) @ -+ @ |71),
ej = k) ® -+ @ |at1) ® lJa) @ Ja-1) ® -+~ @ |71) .

Proponemos una compuerta controlada por k—1 qubits, donde, las entradas |ig - - - iq+1)®|iq—1, - , 1),
son los qubits de control, y |i,) es el qubit objetivo. La compuerta que requerimos actie sobre el
qubit objetivo es X, de tal modo, que si [if -+ ia41) @ lia—1s--- 1i1) = i+ Jar1) ® [acts--- 1)
el digito binario i, = 0/1 cambie a 1/0. [

El diagrama circuital que describe el lema anterior se observa en la figura 2.9.

Ejemplo 2.4.2. Consideramos e; = |0i2001) y e; = |0j2001), y aplicamos el Lema 2.4.3. El
diagrama circuital se representa en la figura 2.10 donde del lado izquierdo, el diagrama representa
la verificacion en cada linea del qubit deseado, esto es, que 7; = j; para todo ! # 2 dondel =1,...,5,
en ese caso, cuando todas las entradas justo antes del circulo negro son |1), entonces se activa la
operacion X sobre el qubit i, de lo contrario, se aplica la identidad al qubit i, y cada estado
posterior a verificar el control, se devuelve a su estado inicial (por ello la aplicacion de X antes y
después del control para los estados |0)). La figura del lado derecho, simplifica las operaciones de
control, resumiendo que, en cada linea donde el circulo es vacio el qubit requerido es el estado |0)
y si el circulo es negro entonces el qubit de control es el estado |1), de forma que si la condicién
en los qubits de entrada se satisface, se activa la compuerta X sobre el qubit i, de lo contrario,
cualquier otra entrada al circuito, aplica la identidad.

A continuacion la demostracion de la Proposicion 2.4.2.

Demostracion. Observamos que por la Proposicién 2.4.1 basta considerar puertas que actian entre
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0 < X e+ X Ho) |0>—i—0>
li2) T lj2) = X]i2) [ia) lj2) = Xlia)
0~ X o X [I0) = 0) )4 0)
04 X e X (o) 10) I 10)
®

by 1) I 1)

Figura 2.10: Diagrama circuital de la implementacién de un paso en un codigo de Gray, e; =
|0i2001> — ej = ‘0j2001>.

1)

dos qubits. Por ejemplo

10 0 0 0
01 0 0 0
o0 ---0 ---1 --- 0

Eij(0,1)=1. . e (2.4.7)
00 1 0 0
00 ---0 --- 0 --- 1

la cual intercambia dos vectores de la base, como en el ejemplo 2.4.1.

Consideramos un sistema de k qubits y una compuerta unitaria E;;(c, ) : c? - (CQk, definida
en (2.4.3), la cual actiia no trivialmente sobre e; y e;. Queremos implementar F;;. Introducimos el
siguiente algoritmo de codificacién de Gray para e; y e; definidos como sigue. Sea a € {1,--- ,k}
tal que ig # jo ¥ im = jm para todo m > a, es decir,

ei = k) ® - @ |Jat1) ® lia) ® lig—1) ® - @ |i1) = |jr - Jar1iafa—1"" 1) (2.4.8)

ej = ljk) ® -+ @ ljat1) @ lja) @ Ja—1) © -+ @ |j1) = k- Ja+1Jaja—1 - J1) (2.4.9)

Descripciéon de la aplicacion del codigo Gray
m Sié; = j; no se cambia nada en el primer factor tensorial de la derecha.

m Si i1 # j; se actiia con CNOT’s controlados por las entradas io, - - - , i para lograr iy = ji;
se sigue por induccién, si 44 = ji, - ,0p—1 = Jp—1,% F Jb, con b < a — 1, aplicamos una
transformacién construida por CNOTs controlados por ji,- -, jp—1,%11, - , %k para lograr
1 =71, i = Jb-

m Se termina el proceso cuando i1 = j1, - ,i4—1 = Ja—1, la F Ja, batl = Jat+ls " >0k = Jk, lO
cual se codifica en el operador V : C?>* — C?" unitario, tal que Ve; = |7k -+ Ja+1%ada—1 " J1);
construido por una composiciéon de CNOTs controlados por las entradas de e; y e;.
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) -

. Elie= i
|ia> V Eiaja(a! 3) V* —

- fe— [
i) — |
(i =3t

Figura 2.11: Diagrama General de la implementacién de la compuerta E;;(«, ) unitaria.

m Actuamos con una matriz unitaria en el a-ésimo qubit controlado por ji1, - -, ja—1,Jat1," " ,Jk
Ei,j.(a, B) : C? — C? definida en (2.4.6) con respecto a V |ig) ¥ |7a), esto es,

Eioja (, B)V |ia) = aV |ia) + Bja) ¥ Ei.ja (o, B) |ja) = @lja) — BV lia) -

m Luego, aplicamos la matriz V* construida inviertiendo el orden de las CNOTs controlados de
V. Obtenemos que,

VI Ei.j. (o, B)Vei = V'E; j, (. B)V |jk -+ Jat1,as la—1 - 1)
=V{Id®---®1d® E;,j,(a,3) @ Id® --- @ Id)V |ji - - - jat1,Tarta—1 " 11)
=V*(a|jr - Jar1tada—1 - J1) + B ik -+ Jar1JaJa—1 - J1))
=aV* |jr - Jar1iafa—1- - J1) + BV Jk -+ Jar1dafa—1 - J1)

aljk - Jat1s tasGa—1 - i1) + B gk 1)

= ae; + Be;y,

donde Ve; = |ji -+ - jat19aja—1--J1); Vej =€ y V¥ |jr -+ jatr1iaja—1- - J1) = €i. Luego
V*E’iaja(aa ﬁ)Vej = V*(Id® e ® Id & Eiaja(a,ﬁ) ® Id Q@ Id) |]k o 'jaJrljaja—l o ]1>
=aV* ‘]k o .71> - BV* ’]k o 'ja—i—liaja—l c .71>
= aej — Bei
m Ademids V*E; ;. (o, B)Ve; = e, por la accién de la matriz V*Ve; = e, para todo | ¢ {7, j}.

Luego, la operacién de FEj;; se obtiene por su descomposicién en las operaciones V' y V* definidas
por compuertas CNOT y las comparaciones de qubits, que se obtienen a su vez por compuertas de
un qubit. Lo cual completa la prueba. |

Observamos un esquema de la implementacion de E;j(c, §) en la figura 2.11. Se presenta el
siguiente ejemplo para ilustrar el algoritmo.

Ejemplo 2.4.3. Describimos el cédigo Gray para la siguiente matriz unitaria en un sistema de 3
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Figura 2.12: Diagrama Circuital de Ey7(af) (lzquierda). Descomposicién en compuertas X del
codigo Gray (Derecha).

qubits:
a 000000 -8
01 0 0O0O0OO0O O
0010O0O0O0 O
Eoz(a, B) = 8 8 8 (1) (1) 8 8 8 (2.4.10)
000 O0O0O1TO0 O
000 O0O0OO0ODT1 O
6 0 0 0 000 @

donde, U, es la matriz de dimensién 2 x 2 formada como en (2.4.6) por los valores de la matriz
Ey 7 que actiian no trivialmente sobre los estados de la base ey = |000) y e; = |111). Escribimos un
c6digo Gray utilizando la Definicién 2.3.9 que lleva eg en e7, como sigue

A B C
0 0 0
0 0 1 (2.4.11)
0 1 1
1 1 1

el codigo anterior es definido para ey y e7, es decir, las compuertas CNOT que implementan el
codigo (2.4.11) activan unicamente la puerta U, si la entrada es uno de estos dos estados. El
diagrama circuital se presenta en la figura 2.12, donde A es el qubit objetivo y B, C los qubits de
control, obtenemos lo siguiente para el estado de entrada |ABC) = [000) y |[ABC) = [111):
|000) — |001) — |011) — («|0) + B |1)) ® |11) = «|011) + S |111)
— «]001) + B |111) — «|000) + B ]111)

|111) — |111) — [111) — (=B|0) + @ 1)) ® |11) = —3|011) + @ |111)
— —B001) +@|111) — —F]000) + @ |111)
Por tanto, resumimos:
E0,7(Oé,,8)60 = E077(Oé, 5) |000> =« |000> + 8 ‘111> = aeg + fer
Eo (e, B)er = Eoz(a, B) [111) = @ [111) — 3]000) = aer — feg
Eo7(a, B)er = ey,
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donde [ # 0,7. Conseguimos la implementacién de Ep 7 con compuertas CNOT y una compuerta
controlada de un qubit.

La Proposicion 2.4.1 y 2.4.2, y el Lema 2.2.15 demuestran el siguiente teorema.

Teorema 2.4.4. R.(0), H,, CNOT son un conjunto de compuertas cudnticas universales, es decir,
toda compuerta unitaria U de n qubits se puede aproximar por composiciones de este conjunto.



Capitulo 3

Superioridad Cuantica

Se han estudiado los fundamentos basicos de la computaciéon cuantica, en términos de compuertas
u operaciones cuanticas unitarias. Ahora, se expone brevemente uno de los fundamentos de los
algoritmos cudnticos desarrollados en la década de los 90’s [15] [26], los cuales representaron la su-
perioridad que puede ofrecer la computacién cuantica respecto a la computacién clasica; entre estos
algoritmos se encuentran el algoritmo de Deutsch, Grover y Shor. Hasta la fecha, 30 anos después
del desarrollo de estos algoritmos, se encuentran una gran cantidad de propuestas y aplicaciones de
algoritmos cuanticos en diferentes campos, tales como problemas algebraicos [29]', en el campo de
la teoria de la informacién cuéntica [30], complejidad computacional, y recientemente una mejora
del reconocido algoritmo de Shor para la factorizaciéon en nimeros primos [22]. Resaltamos que el
objetivo de este capitulo es presentar algunos resultados destacados en el &mbito de la computacién
cuantica de una forma bésica.

3.1 Transformada de Fourier Cuantica

Definicion 3.1.1. La transformacién lineal

TF:CY —C)
x = (xg,...,eN-1) =~ Y = (Yo,---,YN—1)
tal que
R T S
Y = N ;} xje , (3.1.1)
pa;a todo k € {0,...,N — 1} y N fijo, se le conoce como la transformada de Fourier discreta de
CH.

La transformada de Fourier discreta, se traduce directamente en términos de los estados cuén-
ticos, como sigue.

Definicion 3.1.2. El operador lineal QF en el espacio de estados H de dimensién N, que actia

sobre los estados de la base denotados |0),...,|N — 1) de la siguiente forma
1 N-1
1) > TN g, (3.1.2)

_
\/Nk()

'Hidden Subgroup Problem.
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para todo |j) € {|0),...,|N — 1)}, y sobre un estado |¢)) = Zév o i |j) actiia como sigue

7=0

N—-1 N-—1 —
Z zjlj) — Z [Z xje anjk/N] k) = Z vk k), (3.1.3)

se le conoce como la transformada de Fourier cuantica.

Observamos que y son las amplitudes de la transformacién de Fourier clasica de las amplitudes
N=1
z; tales que Y1 ykl? = 1.
De forma andloga, el operador de la transformada de Fourier cuantica inversa QF !, actiia

sobre los estados de la base denotados |0),...,|N — 1) de la siguiente forma
N—
Z —2milN gy (3.1.4)
1=0

Lema 3.1.3. El operador lineal QF es unitario.

Demostracion. Para demostrar que QQF es un operador unitario, se muestra que preserva el producto
interno entre los vectores de la base transformados. Sean |m),|n) € {0,..., N — 1} estados base.
Calculamos el siguiente producto interno

N-1 ) N—-1 )
(QF |m),QF |n)) (Z TN |y N e2minkIN rk>> (3.1.5)
=0 k=0
—1

Z 2mi(n—m k/N (316)

Observamos que, si m = n, entonces (QF |n),QF |n)) = (n|QF*QF|n) = (n|n) = 1. Por otro lado,
si m # n, entonces x = e2™("=m)/N -L ] ¢g una N-ésima raiz de la unidad, ademads

. N
I+z4.. . +2"Hl-z)=1-2V=1- (€2M(n—m)/N) —0,

lo cual implica que

1 N-1
Z 2riln=m)k/N _ (), (3.1.7)
N3
Lo que completa la prueba. ]
Lema 3.1.4. La transformada de Fourier (3.1.2) para un sistema de n qubits, donde los estados
base del espacio de Hilbert se denotan nimeros decimales |0),|1),...]2" — 1), es equivalente a
escribir

39 g [(10) + 709 1)) @ (10) + @013 1)) @ - © ([0) + AmOI )], (3..8)

donde, se ha realizado un cambio en la representacion de los estados base de la forma decimal a la
forma binaria, esto es, j = j1ja...jn y k = kika ...k, donde j;,k; € {0,1} yl e {1,--- ,n}
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Demostracion.
A
) = 57 Z e2mIk/2" | k) (3.1.9)
n/2 Z Z Q2T Dy k ] “+ k) (3.1.10)
2 k:l 0 k:n—O
n/2 Z Z 2mijk 271 |]€1> 27rzjkn2 ‘kn> (3‘1.11)
2 k1 0 kn=0
1 1 I,
— 2n/2 Z 2mijk127 |k51 ‘® Z 27T’ijn2 ‘kn> (3112)
k1=0 kn=0
= 2n/2 [’0) 27rij2*1 ‘1>} R R [’0) + e?rrijzfn ‘1>} (3113)
T !
= zn/g ® [|0 S| >] (3.1.14)
Qn/z [|0> 2 )] - @ [j0) + 7 )] (3.1.15)
Dado que j = j1jo - jn = j12" L+ - + jn2°, donde j; = 0, 1 se obtiene
G2 =2V 4 a2 = e net G = Gid2 e Jaet + 0 (3.1.16)
J27" =527 4+ gn27 = 05152 e (3.1.17)
Lo cual conduce al resultado deseado. ]
Ahora, considerando el estado ﬁ Zév 01 2™k |k con w = % para algin entero j, al aplicar la

transformada de Fourier inversa QF ! se produce el estado |j).

Definicién 3.1.5 (Definicién 3. [20]). Para cualquier real w se define

N
o )

Lema 3.1.6 (Lema 4. [20]). Para N fijo, si w =
para cualquier otro real w € (0,1), se tiene que |©) = Z ot ld), donde

_ sinT(Nw — j) '
Nsinm(w—j/N)|

Lc onj € {0,...,N — 1}, entonces |@) = |j);

(3.1.18)
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Demostracion. La segunda parte del lema se prueba de la siguiente forma

!aj!=|<j®>!=\/1ﬁ (JlQF~ (Z 2’”“”%)’

1|y
=% 3 2T UW=UNIE 11y (3.1.19)
k,1=0
L=
== Z e2mi(w—3/N)k (3.1.20)
k=0
1 |1 — e2miN(w—i/N)
— (3.1.21)
1 |sinT(Nw — j)
" N |sinm(w— j/N) ’ (3.1.22)

donde, (3.1.19) se obtiene de aplicar la Definicién (3.1.4), y es distinto de cero si j = I, como se
obtiene en la prueba del Lema 3.1.3. Dado que w # %, se tiene que en (3.1.20) el término de la

suma r = 2mHw=3/N) # 1, por lo tanto en (3.1.21) se expresa el valor de la suma de los primeros N
términos de la serie geométrica; y en (3.1.22) se aplica lo siguiente |1 — e2™| = 2| —isin (73)e’™| =

2| sinwf3|. |

De la representaciéon de la transformada de Fourier en Lema 3.1.4 se puede construir el diagrama
circuital de la transformada de Fourier cuantica a partir de las siguientes compuertas elementales.

Lema 3.1.7. La operacion de la compuerta Hadamard definida en 2.2.1, se puede escribir siquiente
forma:

la) [|o> i) |1)] (3.1.23)

Sl =
e
_l_
E

%\

donde a € {0,1}.

Definicién 3.1.8. La compuerta de un qubit controlada por el qubit |j;), [ = 2,...,n,

10
Ry = (0 62m/2k>, (3.1.24)

donde k =2,....,n

Observamos que, cuando el qubit |j;) = |1) entonces al aplicar la compuerta Ry ; al qubit
%(lm +|1)) obtenemos,

Rt | 75000+ 1)] = [F500)+ 2 ).

Proposicién 3.1.9. La transformada de Fourier cudntica aplicada al estado |j) = |j1 ... jn), €s im-
plementada por el diagrama circuital de figura 3.1 descrito por la siguiente secuencia de operaciones
(aplicada de izquierda a derecha)

HiRoo...Ry_1pn1RpnHoRo3... Ry 9pn1Ry_1n... Hy_1Ropn_1Hp.

donde Hy, es la compuerta H aplicada al qubit jj.
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1 7i0.41. .
" 0+ )
J1) — H, H R2,2 = Rnfl,nfl _Rn,n
1 i0.o. . i
. 2n/2 (|0> + 627r O.]z.“]n|1>)
|72) Hy; HRas| -~ Ra-2n-1 - Rp1 |—--
1 2mi0.j -1
L (10) + i)
|Jn—1) *— s H, g —R2p1
1 710.5;
—=(10) + €™ 1))
) o 2 H, {2
i L2

Figura 3.1: Diagrama Circuital de la Transformada de Fourier Cuantica.

Demostracion. La demostracion de que esta secuencia de operaciones implementa la transforma de
Fourier se encuentra en [26] y [21]. |

Proposicién 3.1.10. El nimero de compuertas requeridas para implementar el circuito es n(n +

1)/2.

Demostracion. Notamos que primero aplicamos la compuerta H en el qubit j; y n — 1 compuertas
de rotacion de un qubit Ry, ;, tenemos n compuertas, luego aplicamos una compuerta H en el qubit
jo vy n— 2 compuertas de rotacién, por tanto, obtenemos n — 1 y el total se expresa por la suma
n+n—14+...+1. [ ]

Ahora, observamos la construccion de la transformada de Fourier inversa en un sistema de 3
qubits.

Ejemplo 3.1.1. [20] Consideramos el estado
1 i 7 T
) = 575 [(10) + 7 0) @ (j0) + 7 1) @ (J0) + % 1))

para algiin real ¢ € [0,1) desconocido. Supongamos ¢ = k273 para algtin k entero, el cual se
puede escribir de forma binaria como k = kikoks = k122 + k22! + k320 donde? cada k; € {0,1} y
observamos que
4o = k271 = kyko + 0.k3
20 = k272 = ki + 0.kgks
© = k273 = 0.k koks.

Reescribiendo el estado anterior, obtenemos lo siguiente

1

S {(|0> 1 e2mi(0.ks) |1>> ® (\O> + ¢2mi(0-k2ks) |1>) ® (|0> | o2mi0.kykzks |1>>} . (3.1.25)

El objetivo es determinar kj, k2, k3 y por tanto ¢. Por (3.1.23), y dado que H = H* = H™!, se
tiene que al aplicar H al primer término del producto tensorial (3.1.25) y se obtiene lo siguiente

% [Ik3) @ ([0} + e2ORE3) 1)) @ (|0) 4 e2mi0hkaks 1)) | (3.1.26)

2El entero k puede tener mas digitos binarios, pero solamente interesan los tiltimos tres, por el cociente k/23, ya
que se puede ignorar multiplos enteros de 27 en el exponente de e.
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1 .
— (|0} + eZ‘mO.k;g 1 k . .
93/2 (10) 1)) H ® s —O—9—|k)
L(lo) 4 e27fio.k2k3|1>) |k > : E
23/2 —R;,?) 1 H x 2 : : |k2>
i(lo) + 621ri0.k1k2k3|1)) |k1) E .
23/2 Ry R, 1 H -D—e—d— [k3)

Figura 3.2: Diagrama Circuital de la Transformada de Fourier Inversa de un sistema de 3 qubits.

Ahora, tomando la rotacién controlada

N 1 0
Rz,g = (0 e—27ri22>

y al aplicarla sobre el segundo término, produce el estado
1 . _ .
5 [’k3> ) (’0> + 627rz(0.k2k3—k32 2) |1>> ® (’O> + e27r10.k1k2k3 ‘1>)} (3127)
1 ) .
-2 [1ks) @ ([0} + 2Ok 1)) @ (|0) + e2riORikaka 1)) (3.1.28)

Al aplicar de nuevo la compuerta H al segundo término del estado anterior, obtenemos
1
V2

Ahora conseguimos k; de la siguiente forma; aplicamos la rotaciéon Rj 5 controlada por el primer
término |k3) y aplicada al tercer término del producto tensorial, seguido por la rotacién R3
controlada por el segundo término |keo) y aplicada al tercer término, y por tltimo, la compuerta
H al tercer término. Obtenemos el estado |k3) ® |k2) ® |k1), el cual notamos estd en orden inverso
con respecto a |k). El diagrama circuital se presenta en la figura 3.2, se observa que el orden se
puede restablecer aplicando una compocisiéon de compuertas CNOT que invierta el orden, esta
composicién es una compuerta llamada SWAP.

[\k3> ® ko) ® (yo> 4 2mi0-kikzks y1>)} (3.1.29)

La generalizacion del ejemplo anterior a partir del estado (3.1.8) que codifica el estado |j) en
la fase es una construccién circuital de la transformada de Fourier cudntica inversa que permite
encontrar la fase relativa entre los estados cuanticos.

3.2 Aplicaciones de la Transformada de Fourier Cuantica

La transformada de Fourier es una herramienta fundamental en la formulacion de algoritmos cuan-
ticos [20], [26]. A partir de sus caracteristicas, como encontrar la periodicidad funciones, va a
determinar la posibilidad de encontrar el orden de x mdédulo N, es decir, determinar el menor
r € Z%, tal que " =1 méd N, donde z, N € Z son coprimos; ademaés, el problema de encontrar
el orden conduce directamente al algoritmo de factorizacién de enteros compuestos, es decir, el
problema de encontrar dos factores que lo producen. Aunque el algoritmo de Shor para la facto-
rizacién representa concretamente la superioridad de la computaciéon cuantica, se tienen grandes
retos en la fisica experimental para implementar este y demas algoritmos. Otra dificultad, que no
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se presenta en detalle aqui, es la cantidad de recursos requeridos en un algoritmo, este es un punto
de comparacion y de medida de desempeio que determina que tan eficiente un algoritmo cuédntico
es con respecto a un algoritmo clasico que resuelva el mismo problema.

Otra consideracién es el uso de “cajas negras” u “oraculos”, en algunos pasos de los algoritmos
cuanticos. Un oraculo es un circuito que realiza una tarea especifica, sin decir explicitamente como
funciona. En particular, en el algoritmo de estimacién de fase descrito a continuacion, se utiliza un
oraculo para la definicién de un operador controlado, en este caso el oraculo se puede implementar
con el método de exponenciaciéon modular, el cual se encuentra descrito en [21, Box 5.2], [26].

3.2.1 Estimacion de Fase

Sea U un operador unitario sobre M (2",C), donde n es el nimero de qubits y |u) € C2" un
eigenestado de U, tal que U |u) = €2™¥ |u), con ¢ € [0,1). Escribimos la expansiéon binaria de ¢
como
p=0.p10003 = Y @27
1=1,2,...

con ¢; € {0,1}. El objetivo del algoritmo de estimacién de fase es encontrar ¢. Dado que no podemos
determinar un numero infinito de términos, consideramos el caso especial donde la representacion
de ¢ es finita, esto es ¢ = 0.¢1p2...¢; para un t fijo. El paso clave, como se vio en el ejemplo
3.1.1, es utilizar la transformada de Fourier inversa, cuando se tiene a ¢ codificada en la fase de
una combinacién lineal de todos los estados.

Definicién 3.2.1. Un registro de n qubits es un estado |¢/) € C2". Si todos los n qubits son
el mismo estado, entonces podemos escribir |)*". En particular, si # = 0 entonces denotamos
10)®™ = |0), cuando no hay lugar a confusién.

Definicién 3.2.2. Dado U un operador unitario en M(2",C) y |u) € C?" un eigenestado de U, tal
que U |u) = > |u), con ¢ € [0,1). Se definen las potencias de dos del operador U controladas,
por la compuerta controlada U?" por un qubit, para algin m € Z, tal que, cuando el qubit de
control aplica la compuerta U™ sobre el eigenestado |u) el estado que se obtiene es €272 |u), en
caso contrario, se aplica la identidad, esto es |u).

Supongamos que la compuerta controlada U?" tiene como qubit de control el estado %(|O> + (1)),
como se observa en el diagrama circuital de la figura 3.3 el estado que se obtiene es

1 1 om 1 .
—=(10) + 1)) Ju) = —=(|0) Ju) + ™2™ 1) [u)) = —=(]0) + e*™2" |1)) |u) . 3.2.1
\/i(H 1)) [u) \/i(HH 1) u)) \/i(H 1)) [w) (3.2.1)
Utilizamos los estados [1g) , [11), ... para denotar cada registro de todos los qubits del sistema

que intervienen en las diferentes operaciones, ordenados por cada paso del procedimiento para la
estimacién de fase descrito a continuacion.

Descripcion del procedimiento de la Estimacion de Fase ¢

m Se utilizan dos registros de entrada. El primero de ¢ qubits, inicializado en |O>®t, y el segundo
de n qubits, inicializado en el eigenestado |u) de U. Por tanto, se tiene el estado inicial

[%0) = 10)*" @ [uw).

m El nimero ¢ determina, 1) el nimero de términos en la expansién binaria de ¢, y 2) la
probabilidad de éxito en la estimacién de ¢.
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. 1 2mip2™
o —# |- () + ")
) ———— U )
L (j0) + 1)
NG}

Figura 3.3: Diagrama circuital de la compuerta U?" controlada por un qubit.

.1 ’ . .z m . .
m Se utiliza el ordculo que implementa la operacién controlada U?" con eigenvector |u) y ei-
y m
genvalor e2™%2" conm =0,...,t— 1.

m Tenemos los siguientes pasos
1. Aplicar a cada qubit del registro de entrada \O>®t la compuerta H. Obtenemos el estado

1
vz

2. De la expresion anterior los ¢ primeros qubits van a controlar cada uno la compuerta
U2 "™ conm =0,...,t—1, que actiia sobre el segundo registro |u). El qubit de control
de U27'™™ es el qubit m-ésimo. Se obtiene el siguiente estado

n) = (HE[0)*) ® |u) = —= (10) + 1)) ® -+ @ ([0} +[1)) @ [u) . (3.2.2)

1

V2t

3. Aplicar la transformada de Fourier inversa QF ! al primer registro del ket |t), esto es,

wa) = —= [(10) + e 1)) @ ([0) + 2™ 1)) @+ @ (j0) + 2% 1)) | @ [u)

9t—1
QF~1 (\/127 Z p2mick |k‘>) ® |u) = [@) @ |u). (3.2.3)
k=0

donde se ha utilizado que (3.1.8) es equivalente a (3.1.2), y @) = [0.p1--- ) es la
aproximacién de |p) de ¢ bits.

4. Leer el estado del primer registro para obtener la estimacién .

El procedimiento descrito para obtener la fase, evidentemente estima con probabilidad 1 una fase
de exactamente ¢ bits; més atn, si ¢ no tiene una expansiéon binaria finita, el resultado del algoritmo
de estimacion de fase, que depende de la transformada de Fourier inversa, es con alta probabilidad
una muy buena aproximacion a ¢ [20, Corolario 6.]. Enfatizamos que la fase que se estd estimando
es una fase observable, a diferencia de la fase global, dado que la tltima no la podemos medir por
la Proposicién 1.1.8.

Aplicaciones del Algoritmo de Estimacion de Fase

La estimacion de fase es un algoritmo cuédntico, el cual no tiene contraparte clasica. Principalmente
se aplica para obtener los eigenvalores de operadores unitarios como se describe en [20]. Y también
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tiene aplicacion en el algoritmo de estimaciéon de la energia del estado basico de un Hamiltoniano y
la estimacién de amplitud de probabilidad de un qubit [18]. Basado en el algoritmo de estimacién
de fase se encuentra el algoritmo cudntico para sistemas lineales de ecuaciones [12]. Y dado que esta
intrinsecamente relacionado con la transformada de Fourier cuantica, hace parte de otros algoritmos
como un paso para obtener el resultado, esto en el lenguaje de la computacion es llamado una
subrutina® de otros algoritmos que resuelven problemas basados en la transformada de Fourier.
Por ejemplo, junto con el algoritmo de encontrar el orden, hacen parte de las subrutinas para
resolver el problema del subgrupo oculto que tiene como caso especial el problema del logaritmo
discreto. Mas aun, los algoritmos cuanticos estan divididos en dos partes principalmente, los que
utilizan la transforma de Fourier cuantica de manera principal y los algoritmos de busqueda, que
utilizan otras técnicas; el algoritmo de estimacion de fase puede ser combinado con el algoritmo de
busqueda cuantica para resolver el problema de contar las distintas soluciones en un problema de
busqueda, lo cual es muy 1til para abordar problemas tales como la biisqueda cudntica en una base
de datos no estructurada [21].

3.2.2 Encontrar el Orden

En esta seccién, consideramos x y N € Z% enteros positivos, tales que x < N, y sin factores
comunes.

Definicion 3.2.3. El orden de z médulo N es definido como el menor entero positivo r, tal que
" =1 mod N.

El problema consiste en estimar r de la definicién anterior. A continuacién se describe un caso
especial del algoritmo de encontrar el orden, que ofrece la idea esencial del algoritmo.

Observamos que el nimero de bits que especifican a N es n = [log N'| y el orden de x satisface
r < N.

Definicion 3.2.4. Definimos el operador unitario V, de la siguiente forma:
Vi li) k) = [4) |k + 27 méd N, (3.2.4)
donde |7) y |k) son dos registros.

En el algoritmo siguiente vamos a utilizar el operador V, unitario, el cual es fundamental en
producir el resultado deseado a nivel cudntico, por ello comentamos algunos detalles de su imple-
mentacion. El operador V. tiene una relacién o es equivalente en su definicién con el operador
controlado U?" de la Definicién 3.2.2 para el algoritmo de estimacion de fase, ya que, tales opera-
dores se pueden construir eficientemente aplicando principios de la computacién cldsica reversible,
en particular, utilizando el algoritmo de exponenciacién modular [21].

Definicién 3.2.5. Se define el operador V' unitario que actia sobre dos registros |m) y |k) de la
siguiente forma

Vim)|k) = |m)|k+2 méd N) (3.2.5)

donde el primer registro es de ¢ qubits, por lo tanto, |m) = |my...my).

3Es un término que hace parte de la arquitectura de los procesos computacionales. El algoritmo principal es
llamado la rutina, que internamente se apoya en otros algoritmos, que son llamados las subrutinas.
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Definicién 3.2.6. Dados dos registros |m) y |k), donde el primer registro es de ¢ qubits, por lo
tanto, |m) = |my¢...mq). Se define el operador controlado V2™ por el qubit my, con l € 1,...,
como las potencias de dos del operador V' de la Definicién 3.2.5, el cual actiia de la siguiente forma,
cuando m; =1

im) |k) — [m) VZ k) = |m) |k + 22 méd N) (3.2.6)
y cuando my; =0
im) [k) = [m) I |k) = [m) |k). (3.2.7)

Proposicion 3.2.7. El operador V, de la Definicion 3.2.4 se obtiene de la aplicacion sucesiva de
operadores de potencia de dos V2™ controladas por el qubit |m;) para todol =1,...,t ym; € {0,1}.

s a1 . . ., -1 -1
Demostracion. Utilizamos la siguiente notaciéon V™2 para la compuerta controlada V2 por

el qubit |m;), dado que si m; = 0 se aplica la identidad al qubit objetivo, y si m; = 1 se aplica al
qubit objetivo la compuerta v

La compuerta V2T se construye utilizando el algoritmo de exponenciacién modular, de tal
forma que la aplicacion sucesiva de operaciones V2™ da como resultado el producto de las potencias
de dos de x. Tenemos lo siguiente:

Im) |k) — [m) V2T ym2 k) (3.2.8)

=mylk+ (+™* 7). (a™%) méd N) (3.2.9)

= |m) |k +a2i= ™27 med N) (3.2.10)

=|m)|k+2™ méd N). (3.2.11)

Lo cual completa la prueba. |

El algoritmo de exponenciacion modular es una algoritmo de la computacién clasica reversible
y se encuentra desarrollado introductoriamente en [21]. A partir de este algoritmo se obtiene la
construccién de los operadores controlados U?" de la Definicién 3.2.2 y del operador V2" de la
Definiciéon 3.2.6 para algin m € Z, en otras palabras, el algoritmo de exponenciacién modular
permite obtener operadores que son potencias de dos, de cualquier operador unitario.

Descripcion del algoritmo para encontrar el orden r

m Dado N, se elige aleatoriamente z < IV, y se calcula de forma clésica, utilizando el algoritmo
de Euclides que tiene una eficiencia polinomial, el mecd(z, N), donde med denota el maximo
comun divisor de = y N. Si d = med(z, N) # 1, entonces d es un factor no trivial de N. Si
d = 1, entonces se dice que x y N son coprimos, por lo tanto se ejecuta el algoritmo para
encontrar el orden.

m Se utilizan dos registros. El primero de t qubits, tal que ¢ satisface N? < 2! < 2N? por
razones de eficiencia [21]. El segundo registro de n qubits. El estado inicial del sistema es

o) = [0)®"0)®™ denotado |0) |0).*

m Hay una caso especial, cuando r es una potencia de dos, entonces t = n. Estudiamos este caso
donde el algoritmo que se obtiene es exacto [8].

“Se enfatiza que en esta seccién utilizamos registros y el estado inicial denotado |0) |0) indica dos registros, el
primero de t qubits y el segundo de n qubits.
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m Tenemos los siguientes pasos

1. Aplicar al primer registro en cada qubit la compuerta H, lo cual produce el estado®

2t—1

) = (HE'10)™") [0) = Z 3o (3:2.12)

2. Aplicar el operador V, de la Definicién 3.2.4 al estado |¢1), lo cual produce

2t—1 2t—1

[p2) = Va |¢h1) = Z Ve |5} 10) = \F Z ) |27 mod N) (3.2.13)

Observamos que V; actia sobre todos los estados base |j) |0) asi que en una sola cuenta,
obtenemos todas las potencias de 7 méd N. Consideramos el caso especial, cuando 7
es una potencia de 2 y por tanto, divide a 2¢. Para los valores de j multiplos de r, se
tiene que algunos términos del estado [i2) son

|0) [1) + 7 [1) 4 [2r) (1) 4. 4+ 28 =) [1) = (J0) + |r) + [2r) + ...+ |28 — ) [1).

Dado que J:j mod N es una funcién periédica con periodo r, se escribe j = ar+b donde
0<a<Z® -1y0<b<r—1. Sustituyendo j en el estado |3), se obtiene que

r— 17 1

[1e) = Z Z lar +b) |z T*  méd N) (3.2.14)
b 0 a=0
121

Z Z lar +b) |2° méd N). (3.2.15)

bOaO

3. Medir el segundo registro. Supongamos que el resultado es |2%), entonces el estado se
convierte en

t
21

[3) = \/> Z |ar + bg) |z%) (3.2.16)

donde, el factor /7 se introduce para renormalizar el estado después de la medicion.
Como se observo en el paso anterior, se quiere determinar el periodo r de los estados del
primer registro, por ello, se aplica la transformada de Fourier.

4. Aplicar la transformada de Fourier al primer registro. Recordamos que QF es un ope-

5Ver Proposicién 2.2.8.
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rador lineal, por tanto, se obtiene el siguiente estado

2t—1

[a) = QF |h3) e2mislar+h) /20 5y | |gbo) (3.2.17)
. ; \f ZO \r zo v

\/; 2t_1 7_1 . . t ;- t
= YIS |5 et | gz o) (3.2.18)
jZO a=0
2t 1 Z1
_ i 2t/ Z 627rw]/2t/7" 27”Jb0/2t |]> ‘;I;b0> (3219)
r “ T
7=0
1 Til 2mi(k2t /)b /2t | V4 k2! ‘ b0> (3 2 20)
\/* . 2.
1 2mibok/r kzt bo
_ 15, B2 oy | 3.2.21
N k; — ) la™) ( )

donde, en (3.2.19) se aplico (3.1.7), es decir, el término entre paréntesis es 1 cuando
j=k(2'/r) con k=0,1,...,7 — 1y 0 de lo contrario. Observamos que esto es posible,
porque r divide a 2!, en el caso general, este término no se desvanece y contribuye a la
probabilidad del estado |j). La distribucién de probabilidad del primer registro del [i4)
medida en la base computacional es una distribucién equiprobable como se observa en
la figura 3.4.

5. Medir el primer registro del estado [14), del cual se obtendréd kg con probabilidad % Si
ko = 0 entonces no tenemos informaciéon de r, por lo que hay que repetir el algoritmo.

Si kg # 0 entonces dividimos koz entre 2!, para obtener ]%0

6. Aplicar el algoritmo de fraccnones continuas al ntimero ]%0 Considerando que ni kg ni
r son conocidos, el algoritmo produce una aproximacion racional de ellos. Por tanto,
tenemos los dos casos siguientes: 1) ko y 7 sean coprimos, entonces el denominador es el
resultado deseado. 2) ko y r tienen un factor comun.

7. Estudio del caso 2). El denominador de la fraccién reducida kg /7 es un factor de r pero no
r, digamos r = r1ro y se ha conseguido r;. Entonces el objetivo es encontrar ro, esto es,
encontrar el orden de z"'. Por lo tanto, se vuelve a aplicar el algoritmo hasta encontrar
ro. Si lo encuentra, termina el algoritmo; si no, se sigue aplicando recursivamente.

El procedimiento descrito ha considerado el caso cuando r divide a 2¢, esta situacién es muy
favorable, porque como se observa en la figura 3.4 la distribucién de probabilidad plantea que el
problema es encontrar el periodo entre los resultados posibles, y por tanto, la aplicacién de la
transformada de Fourier en el estado |¢3) codifica la informacién de r en el primer registro, sin
embargo, no se obtiene directamente al medir, por ello, los pasos siguientes para obtener r o un
factor de 7.

En el paso 6, el algortimo de fracciones continuas, representa un nimero real por una secuencia
de ntimeros enteros, se encuentra descrito en [21, Box 5.3] y mds ampliamente en [14]. La aproxi-
macién racional que se obtiene, a saber, k(/r’, se verifica, haciendo un célculo clasico si =1
moéd N, entonces, si es cierto, 7 = /. En el caso contrario, r’ es un factor de r y se sigue el paso 7.

En el paso 7 la recursividad es eficiente en el sentido que el niimero de repeticiones necesarias
para encontrar r es menor que logr [21].
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Figura 3.4: Distribucién de Probabilidad del estado [¢4) en el algoritmo de encontrar el orden.

El caso general del algoritmo cuando r no divide a 2! es muy parecido, y se obtienen muy buenas
aproximaciones en la estimacién del orden utilizando el algoritmo de fracciones continuas [21] [26].

3.2.3 Algoritmo de Factorizacion

Hemos considerado /N un nimero entero positivo, por lo tanto, se puede descomponer de la siguiente
forma N = pi' ---p;’, donde los p; son primos distintos y los r; son enteros positivos coni = 0,. .., L.
El problema de la factorizacién de nimeros enteros positivos, consiste en determinar los p; y r; para
un N dado.

Al resolver el problema de encontrar el orden se consigue un algoritmo que con alta probabilidad
produce un factor primo no trivial de un entero N positivo, como se describe a continuacion.
Observamos que los casos donde clasicamente se pueden determinar los factores de N son los
siguientes: si N es par. Si N es de la forma N = 2™ con x > 1 y m > 2 y por tanto, obtener
x [21]. Otra forma de encontrar un factor de N, es eligiendo aleatoriamente = € {0,..., N — 1},
y aplicando el algoritmo de Euclides, determinar el mcd(x, N), si es mayor que 1, entonces el
med(xz, N) es un factor de N, por definicién. El caso dificil, es cuando no ocurren ninguna de las
situaciones anteriores y el nimero es muy grande. Describimos como el algoritmo de encontrar el
orden se traduce en un algoritmo de factorizacion.

Dados = y N, si el med(xz, N) = 1 entonces se utiliza el algoritmo de encontrar el orden de x
modulo V. Si el orden r es par, entonces

2" =1 méd N (3.2.22)
lo cual es equivalente a escribir
2" —1=0 méd N, (3.2.23)
por lo tanto, z" — 1 = kN con k € Z, y dado que r es par, se tiene que
(27?2 —1 = (2"? = 1)(2"/? + 1) = kN. (3.2.24)
Luego N divide a (27/2 — 1)(2"/2 +1)% y si 1 < 2"/ < N — 1, entonces los factores satisfacen

0<z'/?—1<2"?+1<N, (3.2.25)

SPara x,y enteros, se dice que z divide a y si existe un entero k tal que y = kz.
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/241 no son miltiplos de N y por lo tanto z'/2 41 y 2™/2 — 1 tienen factores

lo cual implica que x
de N.

Por lo tanto, calculando el med(x"/2+1, N) y med(z™/?—1, N') obtenemos factores no triviales de

N con alta probabilidad. Un estudio del algoritmo de Factorizacién de Shor se encuentra detallado
n [8], [21], [26].

Este problema es fundamental en los sistemas de seguridad clasicos tales como el sistema crip-
tografico de clave publica RSA que se fundamenta en utilizar dos factores primos de 1024 bits (309
digitos decimales), y la seguridad se basa en que encontrar tales nimeros primos es un problema
para la computacién clasica practicamente insoluble.

Algunos de los algoritmos clasicos mas eficientes como la Criba General de Campos Numéricos
que factoriza enteros de mas de 100 digitos, no logran romper el sistema, es decir, encontrar tales
factores primos, dado que la cantidad de tiempo de ejecucion depende exponencialmente del nimero
de bits que definen el tamafio del niimero a ser factorizado. El algoritmo cudntico de factorizacién,
creado en 1994 por Peter Shor, lograria un tiempo de ejecuciéon polinomial en el tamafio de la
entrada. Tal diferencia en el tiempo de ejecucion revela la potencia de un computador cudntico con
respecto a un computador clésico.

7

" Algoritmo de John M. Pollard creado en 1988.



Capitulo 4

Conclusiones

El estudio de cada capitulo del presente trabajo desarrolla de forma bésica las ideas principales
que fundamentan la teoria de la computacion cuantica. Por lo tanto, son una base importante
para introducirse en el estudio de esta area, que se encuentra en su punto de mayor investigacién
y experimentacién, y en el que ademads, se encuentran gran cantidad de desafios. En Estados
Unidos, las principales empresas que han demostrado la supremacia cudntica son IBM y Google;
sin embargo, hay muchas mas alrededor del mundo, que se encuentran en la carrera por desarrollar
una computadora cudntica. Uno de los resultados interesantes que, afirma obtuvo Google en el
2019, es realizar célculos en menos de cinco minutos que le tomaria a un computador clésico, el
mas avanzado de esa fecha, aproximadamente 10.000 anos. Y computadoras cuanticas por IBM
han sido puestas en la nube para que cualquier persona interesada pueda comenzar a programar
circuitos cuanticos.

El interés de este trabajo consistié en presentar las propiedades de la computacién cudntica
que la distinguen de la computacién clasica, se presentaron algunas de estas caracteristicas basadas
en los fundamentos matematicos que modelan lo que se puede lograr a nivel cudntico, teniendo
en cuenta que los resultados presentados no tienen equivalente clasico y por eso son distintivos
o propios de la computacion cudntica. En este estudio, se desarroll6 el formalismo de operadores
unitarios para la computaciéon cuantica, los cuales determinan un sistema fisico con caracteristicas
totalmente en oposiciéon al determinismo de la computacién clasica. Entre las ideas principales
que se han presentado de la computacién cudntica y que la distinguen de la computacién clasica
son: el qubit el cual define la unidad minima de informacién en un computador cudntico, y es
un estado cudntico -descrito por un sistema cudntico de dos niveles, como el que se obtiene en el
experimento de Stern-Gerlach- elemento de un espacio Hilbert complejo; las operaciones cuanticas
son operadores unitarios, que implican reversibilidad. La potencia de la computacién cuantica
se encuentra manifiesta en los algoritmos cudnticos'. Presentamos dos algoritmos en detalle que
utilizan la transformada de Fourier cudntica; tales algoritmos se pueden generalizar para obtener
resultados en problemas de teoria de nimeros y del algebra que no tenian una solucién clasica,
como el problema del subgrupo oculto y el logaritmo discreto, que se encuentran ampliamente
discutidos en la literatura [20] [21], y que utilizan las herramientas desarrolladas por el algoritmo
de estimacion de fase y de encontrar el orden. El resultado indudable de maxima comparacion que
distingue la computacién cuantica de la clasica es el algoritmo de Shor, el cual fue implementado
por primera vez en una computadora de 7 qubits desarrollada por IBM en 2001, para factorizar el
ntmero 15. Tales empresas afirman que en unos cuantos anos obtendran una computadora cuantica

!Se  encuentra un catdlogo exhaustivo de algoritmos cudnticos en el siguiente enlace
https://quantumalgorithmzoo.org
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con la cantidad suficiente de qubits para obtener resultados a problemas de mayor capacidad que
clasicamente son insolubles.

La computacién cuantica implica grandes dificultades, que son el reto de las actuales investi-
gaciones, debido a las condiciones que determinan su implementacion, tales como, la temperatura
para conseguir un sistema de qubits lo suficientemente aislado, que al mismo tiempo sea un sistema
cuantico robusto, en el sentido de la conectividad de qubits, el cual permita mantener en un espacio
de tiempo los estados cuanticos y proveer de las condiciones éptimas para su evolucion deseada en
el tiempo. En este sentido, otro requisito actual es la preparacién de estados iniciales y la medicién
final en los estados de salida, donde problemas tales como la decoherencia y el ruido, sean mitigados
por medio de técnicas de la teoria de correccion de errores cudntica, que hace parte de la teoria de
la informacién cuantica.

Es importante destacar que en los procesos de computacion cuantica, que se predice ofrecen
una mayor eficiencia en cuanto al uso de recursos y al tiempo de ejecucién, para ciertos problemas
que implican costos gigantescos para la computacion clasica, hay apoyo de operaciones clasicas
que ya son eficientemente implementadas y que en comparacién con los costos de hacer todas las
operaciones cuanticas, resulta mas util un sistema hibrido. Por ejemplo, en el algoritmo de Shor, la
primera parte, utilizar el algoritmo de encontrar el orden es cudntica, y la segunda parte, calcular
el maximo comun divisor para obtener los factores, y verificar que los resultados son los correctos,
implementada clasicamente, ofrece una solucién eficiente. Asi que lo mas evidente es que el desarrollo
tecnologico de estas décadas, apueste a una aplicacién hibrida de los sistemas de cémputo, esto
es, un mundo con mas posibilidades en términos de investigacién cientifica, simulacién de sistemas
cuanticos, etc., y en el desarrollo de nuevos sistemas de seguridad y de comunicaciones.



Apéndice A

Desigualdad de Bell

En la teoria de la computacién e informacién cuantica, se evidencia y es vital entender las diferencias
de los fenémenos en la mecanica clasica y la mecénica cuantica, no con el propésito de explicar en
el sentido en que se explica en la mecénica clasica [28], si no con el propédsito de comprender como
procesar la informacién en sistemas fisicos cuanticos y como resolver problemas que los sistemas
de procesamiento de informacién clasicos no pueden resolver. Aqui queremos destacar uno de los
aspectos mas controversiales en el desarrollo de la mecanica cudntica, planteado por Albert Einstein,
un notable opositor a la interpretaciéon probabilistica de la teoria cuantica. Por ejemplo, en 1927,
después de proponer a W. Heisenberg y N. Bohr muchos experimentos mentales para refutar el
principio de incertidumbre, no obtuvo ningin resultado, y las demostraciones de ellos no lograban
convencerle de que la interpretaciéon de la mecanica cudntica era correcta. En [13], Heisenberg
describe un encuentro que tuvo con Einstein poco antes de su muerte:

“La frase -Pero mo va a creer usted que Dios juega a los dados- la proferia una y otra vez
casi como un reproche. Las diferencias entre las dos concepciones yacian en realidad mds hondo.
En la fisica anterior, Einstein podia arrancar siempre de la imagen de un mundo objetivo que se
desenvuelve en el espacio y en el tiempo y que nosotros, en cuanto fisicos, solo observamos desde
afuera, por asi decirlo. Las leyes de la naturaleza determinan su transcurso en el tiempo. En la
teoria cudntica ya no era posible esa idealizacion. Las leyes de la naturaleza versaban aqui sobre la
modificacion temporal de lo posible y de lo probable. Pero las decisiones que conducen de lo posible
a lo factico solo cabe registrarlas estadisticamente, no predecirlas. Lo cual es, en el fondo, como
quitarle el suelo de debajo de los pies a la representacion de la realidad de la fisica cldsica. A una
modificacion tan radical no se podia acostumbrar Einstein.”

La idea de Einstein quedo plasmada en el articulo [9] de 1935 que, en conjunto con B. Podolsky y
N. Rosen, imponian algunas nociones comunes de como deberia obrar la ‘Naturaleza’, para mostrar
que la teoria cuantica no era una teoria completa, por lo que existian variables ocultas que ain
no se habfan descubierto y harian de la teoria cudntica una teoria completa. Sin embargo, 30 anos
después de planteada la paradoja EPR (Eistein, Podolsky, Rosen) quedo demostrada su invalidez [5].
Nombraremos algunos conceptos que introdujeron, los cuales permitiran comprender la diferencia
esencial del mundo clasico y cudntico. La causalidad, que se refiere a que no puede haber transmisién
de informacién con velocidad mas rapida que la velocidad de la luz; la localidad, que afirma que el
resultado de una medicién sobre un sistema no es afectado por las operaciones que se realizan en
un sistema espacialmente aislado con el cual tuvo interaccion en el pasado, y el realismo que afirma
que independientemente de la observacién las propiedades fisicas tienen un valor definido.

La caracteristica de los experimentos que demostraron la invalidez de las hipétesis que asumia
la paradoja EPR de variables ocultas locales, es un resultado conocido como la desigualdad de Bell;
para obtenerla realizaremos un experimento del cual haremos dos analisis, primero, desde el sentido
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comun, y luego un andlisis mecanico cudntico. El resultado experimental demostré que el analisis
correcto coincide con el analisis cuantico y ademds, revelo que las hipétesis que condujeron a la
desigualdad de Bell son incorrectas.

Descripcion del Experimento Cuantico

m Consideramos tres personajes, Charlie, Alice y Bob, que representan tres puntos distintos
de manipulacién de los estados cudnticos. Se quiere realizar un experimento de probabilidad
descartando que Alice y Bob se puedan comunicar y que puedan deducir el resultado de
medir por leyes de conservacién. Nos interesa definir una variable aleatoria en el caso clasico
y un observable en el caso cudntico, que determine la correlacién de las medidas realizadas
individualmente por Alice y Bob.

m Charlie prepara un estado entrelazado |¢)) € C?> @ C2, de tal forma que puede repetir el
procedimiento experimental para obtener de nuevo el mismo estado. Supongamos que el estado
de las dos particulas es descrito por el espin de dos electrones, es decir, por superposiciones
de la base {|1) @), L) @), 1) @), [1) @1}, por lo tanto, el estado entrelazado se escribe
en la base anterior de la siguiente forma

Mo - . 1) -l
V2 V2o

donde, el ket del lado izquierdo del producto tensorial corresponde a una particula y el ket del
lado derecho a la otra; en la base computacional {|0),|1)}, obtenemos de forma equivalente!:

0= (0-0-0)- ()2

En A.0.1 el espin tiene valores {£1} en la direccién del eje z.

) = (A.0.1)

m Charlie envia una particula del par a Alice, y la otra particula a Bob, y consideramos el punto
A como Alice y B como Bob.

m Consideramos las matrices de Pauli Q = o, = (é _01> vyvR=0, = <(1) (1)> y definimos los

operadores

o —1
S=5Q+R), (A.0.2)

1
P=—
V2

Las matrices de Pauli 0, y 0, son operadores autoadjuntos, esto es, satisfacen que o;0; =
ofo; = I para i = {z, z}, y son llamados observables. Luego, por propiedades del producto
tensorial ((A® B)* = A* ® B*) se obtiene que S, P son observables. Denotamos el espectro
del observable T, es decir, el conjunto de valores propios de T' como &(T')?.

(@ —R). (A.0.3)

1 Utilizando la notacién de Dirac descrita en la seccién 1.5.
2Que en este caso coincide el espectro con el conjunto de valores propios por ser un operador autoadjunto.
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Descripcion de la medicién un observable

m En A tenemos dos aparatos de medicién, que miden los observables @ y R. Medir @ en la
esfera de Bloch (ver seccién 2.1) es considerar un aparato, digamos un iman alineado con el
eje z, donde el norte del iman se encuentra en z > 0. Una rotacién del instrumento en el
plano zz por 7/2 lleva el imén en alineacién con el eje = y, por tanto, medimos R, donde el
instrumento tiene ahora el norte en la direccién de x > 0. Afirmamos, que es posible alternar
las dos posiciones del aparato de forma vertical y horizontal en el plano zz aleatoriamente.
Los valores que se obtienen de medir QQ y R, son los valores propios del observable, en este

caso, £(Q) = E(R) = {x1}.

m En B se quiere medir S'y P. Para medir .S inclinamos el aparato de medicién R por un angulo
de m/4 en el plano xz en sentido positivo, Se obtiene el norte del aparato en z > 0,z > 0.
Y para medir P inclinamos el aparato por un dngulo de 37/4 en el plano zz, el norte del
aparato se ubica en x < 0,z > 0. De forma andloga, los valores que medimos son los valores
propios en el espectro de cada observable, que en este caso son, £(S) = E(P) = {£1}.

m No hay causalidad por la separacién espacial entre A y B, y la inclinacién del aparato de
medicién es totalmente aleatoria El experimento es disenado para que al recibir A y B su
particula, realicen mediciones con sus aparatos al mismo tiempo y la elecciéon del aparato que
va a realizar la medicién sea de forma aleatoria. Por lo tanto, las mediciones que realiza A no
pueden modificar el resultado que obtenga B (o viceversa), ya que las influencias fisicas no
se pueden propagar a una velocidad mayor que la de la luz.

Analisis Clasico

m En el caso clésico, las variables @), R, .S, P corresponden a numeros reales y no a operadores.
Consideramos que A va a medir las propiedades fisicas @), R y B mide las propiedades fisicas
S y P, las cuales tienen los siguientes valores posibles:

Q€ &(o,) ={£1},
R e &(oy) = {£1},
1
Seé& (\/5(02 + am)> = {£1}
Pefs (%(Uz — Ux)> = {:l:l}.

En el caso clésico se define la variable aleatoria T', que mediria las correlaciones de las variables
aleatorias @, R, S, P como sigue

T=QS+RP+RS—QP=Q(S—P)+R(S+P). (A.0.4)

Observamos que, si S =P =S —-—P=0,ysi S# P =S+ P =0, ademds max(S + P) =
max(S — P) = 2, obtenemos que los valores posibles de T, son {—2,2}. En consecuencia, el
valor promedio de T, calculado como el valor esperado de la variable aleatoria 7', es

E[T] = E[QS + RP — RS — QP] = E[QS] + E[RP] + E[RS] — E[QP] < 2. (A.0.5)

A.0.5 es conocida como la desigualdad de Bell, y es parte de un conjunto de desigualdades
conocidas como desigualdades de Bell, debido a quien la formulé por primera vez [4],[21].
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Analisis Cuantico
m Ahora, consideramos de nuevo @, R, S y P como observables y se define el operador

T=Q®S+RP+R®S—-Q®P=QS+RP+RS—-QP

m Calculamos el valor esperado de los observables QS, RP, RS y QP en el sentido de la mecéanica
cuantica; en detalle para (QS)y:

1 1 (1 0 -1 -1
(QS)y = <ﬁ‘7z ® =0 - ‘7“?>¢ - <ﬂ (0 —1> N (‘1 1 ) >w

De forma andloga, obtenemos

(RS)y = (RP)y = \}5 (QP)y = —

Por tanto,

4
(T)y = (QS)y + (RS)y + (RP)y — (QP)y = Vol 2v/2 A 2,8284. (A.0.6)
Observamos que en A.0.5 el valor promedio de T" no puede exceder dos, pero la mecénica
cuantica predice que el valor promedio serd mayor que dos.

;, Cual de los dos andlisis se verifica en la naturaleza? Se disené un experimento real para resolver
la pregunta en [2], el cual verifico la prediccién A.0.6, es decir, un valor superior a 2. Asi que las
hipdtesis que fueron planteadas por EPR y que han llevado a las desigualdades de Bell deben ser
incorrectas. Las hipétesis que definieron A.0.5 fueron:

m El realismo, es decir, las propiedades fisicas @, R, P y S se asumen como cantidades con
valores definidos independientes de la medicién.

m La localidad, es decir, la hipétesis de que la medicién en A no tiene efectos sobre la medicién
realizada en B.
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Concluimos, primero, que el mundo no es localmente realistico [9], que estas dos concepciones de la
realidad deben ser transformadas para conducirnos a una mejor comprensiéon de la mecanica cuanti-
ca. Y segundo, que el fenémeno de entrelazamiento sugiere un interés particular por ser totalmente
ajeno a los fenémenos clasicos y a nuestra comprension intuitiva de cémo deberia funcionar el
mundo, nos damos cuenta de que no podemos imponer ninguna regla basada en nuestro sentido
comun (sentido comun entrenado por la fisica cldsica) en los fenémenos de la mecénica cuéntica,
pero mas aun, nos sugiere pensar en que aprovechar esta propiedad de la naturaleza puede llevarnos
a enfrentar problemas complejos de la actual computacién clasica y plantearnos nuevas formas de
concebir y procesar la informacién.
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