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Resumen

Las matemáticas nos permiten interpretar los fenómenos físicos de la naturaleza mediante
un lenguaje abstracto pero sumamente poderoso. Al construir modelos matemáticos, podemos
comprender estos fenómenos y desarrollar una intuición sobre su comportamiento. Dado que la
realidad es compleja, los modelos son simplificaciones que omiten factores con poca influencia en
el comportamiento general. Sin embargo, estas simplificaciones no implican que los modelos sean
ineficaces; a menudo resultan muy útiles para predecir situaciones reales.

El cálculo diferencial establece relaciones entre dos variables, donde un cambio en una afecta
a la otra. A esta relación la denominamos derivada, la cual representa movimiento. Por ejemplo,
las poblaciones crecen, las divisas fluctúan, la Tierra gira alrededor del Sol, y la presión y la gra-
vedad hacen que el agua fluya. Si estas relaciones entre variables se expresan mediante ecuaciones,
obtenemos lo que se conoce como ecuaciones diferenciales.

Los fenómenos físicos donde existe movimiento pueden expresarse mediante sistemas de ecua-
ciones diferenciales parciales. Al resolver estos sistemas, obtenemos las funciones que describen el
comportamiento del fenómeno. En muchos casos, debido a su complejidad, no es posible encontrar
una solución analítica, por lo que se recurre a métodos numéricos. Esta dificultad aumenta cuando
las ecuaciones están acopladas o son no lineales.

En este trabajo, se implementa el Método de Diferencias Finitas Generalizadas para resolver
sistemas de ecuaciones diferenciales que modelan fenómenos como la difusión de temperatura, la
difusión de concentración y el movimiento de un fluido incompresible. Esto se aborda dentro de
un dominio lleno de un medio poroso saturado, donde se simula la intrusión de agua salada y el
cambio de temperatura a lo largo del tiempo.

Palabras clave: Ecuaciones diferenciales, solución numérica, métodos numéricos, flujo de agua
subterránea, difusión.
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Abstract

Mathematics allows us to interpret physical phenomena in nature through an abstract yet
highly powerful language. By constructing mathematical models, we can understand these pheno-
mena and develop an intuition about their behavior. Since reality is complex, models are simplifica-
tions that omit factors with little influence on the general behavior. However, these simplifications
do not imply that the models are ineffective; in fact, they are often very useful in predicting
real-world situations.

Differential calculus establishes relationships between two variables, where a change in one
affects the other. This relationship is called a derivative, which represents movement. For example,
populations grow, currencies fluctuate, the Earth orbits the Sun, and pressure and gravity cause
water to flow. If these relationships between variables are expressed through equations, we obtain
what is known as differential equations.

Physical phenomena involving motion can be expressed in terms of systems of partial diffe-
rential equations. By solving these systems, we obtain the functions that describe the behavior of
the phenomenon. In many cases, due to their complexity, it is not possible to find an analytical
solution, so numerical methods are commonly used. This challenge becomes especially pronounced
when the equations are coupled or nonlinear.

In this work, the Generalized Finite Differences Method is implemented to solve systems of
differential equations that model phenomena such as temperature diffusion, concentration diffusion,
and the movement of an incompressible fluid. This is addressed within a domain filled with a
saturated porous medium, where the intrusion of saltwater and temperature changes over time are
simulated.
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Notación

En la Tabla 1 se describen brevemente los símbolos utilizados en las ecuaciones que se presentan
a lo largo de este trabajo.

Tabla 1: Notación.

Símbolo Significado
a Parámetro de descarga.
b Inverso del número de Peclet.

Le Número de Lewis.
Ra Número de Rayleigh.
N Tasa de flotabilidad.

x, y Dimensiones espaciales.
t Tiempo, o dimensión temporal.

Ψ = Ψ(x, y) Función de flujo.
T Temperatura.
C Concentración.

∇ = ∂
∂x

ı̂ + ∂
∂y

ȷ̂ Operador vectorial nabla.
∇2 = ∂2

∂x2 +
∂2

∂y2
Operador laplaciano.

v = (vx, vy) Velocidad de flujo.
Ω Dominio.
∂Ω Fronteras.
θ Ángulo de inclinación del dominio respecto del eje hori-

zontal.
N , Nnodes Número de nodos.

hi Distancia horizontal entre el nodo central con coordena-
das p0 y el iésimo nodo con coordenadas pi.

ki Distancia vertical entre el nodo central con coordenadas
p0 y el iésimo nodo con coordenadas pi.

pi = (xi, yi) Coordenadas en 2D de un nodo cualquiera i.
p0 = (x0, y0) Coordenadas del nodo central.
pg = (xg, yg) Coordenadas del nodo fantasma.

∂u
∂n

Derivada normal de la función u.
n̂ = (nx, ny) Vector normal.

L Operador diferencial lineal.
L0 Aproximación con GFDM al operador diferencial lineal.
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M Matriz de distancias.
Γ Vector de pesos.
L Vector de coeficientes.
Dx Operador matricial que aproxima a la derivada en direc-

ción x.
Dy Operador matricial que aproxima a la derivada en direc-

ción y.
D2 Operador matricial que aproxima al operador laplaciano

∇2.
Lx, Ly, L2 Vectores de coeficientes usados para ensamblar las ma-

trices Dx, Dy y D2, respectivamente.
U Vector solución.

dU
dt

, U̇ Derivada temporal del vector solución.

NOTACIÓN
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Introducción

“Los científicos estudian la naturaleza no porque sea útil, sino porque encuentran placer en ello,
y encuentran placer porque es hermosa. Si no lo fuera, no merecería la pena conocerla, y si la

naturaleza no mereciera la pena, la vida tampoco.”
- Henry Poincaré.

A lo largo de la historia, las matemáticas han experimentado una constante evolución. En los
primeros años de la humanidad, los problemas matemáticos se centraban en cuestiones básicas de
conteo, como determinar la cantidad de tierras disponibles para el cultivo, el número de cabezas de
ganado o las bolsas de arroz y maíz que se poseían. Estas eran las preocupaciones fundamentales
de aquellos tiempos, donde las matemáticas contribuían al desarrollo de la vida cotidiana y la
organización social.

Sin embargo, a medida que la humanidad ha avanzado y superado obstáculos, nuestras inquie-
tudes y dificultades matemáticas han evolucionado en complejidad y cantidad. Hoy en día, nos
enfrentamos a desafíos mucho más intrincados y diversos. Nuestro interés se ha expandido hacia el
estudio y la aplicación de las matemáticas en campos tan variados como la predicción del clima,
la comprensión de las corrientes marinas, el análisis de los movimientos de las placas tectónicas y
el estudio de los objetos cercanos a la Tierra (NEOs1 [CNEOS, 2022]), por mencionar algunos.

En la naturaleza, los fenómenos físicos son el resultado de la interacción compleja de diversas
fuerzas y variables. Desde el movimiento de los planetas en el sistema solar hasta el flujo de agua
en un río. Estos fenómenos exhiben patrones y comportamientos que pueden ser capturados y
estudiados mediante el uso de ecuaciones diferenciales.

Las ecuaciones diferenciales son una poderosa herramienta matemática que nos permite com-
prender y predecir el cambio y la evolución de las funciones en relación con otras funciones o
variables. Dentro de estas ecuaciones se expresa la tasa de cambio de una función dependiente
(función de interés) respecto de una o más variables independientes. En cálculo diferencial, esta
“tasa de cambio” se conoce como derivada. Si la función de interés depende de una sola variable, la
ecuación diferencial tendrá únicamente derivadas totales. Por otro lado, si la función depende de
más variables, entonces la ecuación diferencial tendrá derivadas parciales. Además, si el problema
tiene dos o más variables dependientes (funciones de interés), se pueden presentar derivadas entre
las diferentes variables dependientes [MathWorld, 2022].

1Siglas en inglés de “Near-Earth Objects”.
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Los sistemas de ecuaciones diferenciales parciales2, junto con sus valores iniciales y condicio-
nes de frontera, constituyen la columna vertebral de los modelos matemáticos que nos permiten
describir y entender sistemas continuos en diversas áreas del conocimiento [Hutter, 2004].

La resolución de problemas mediante sistemas de ecuaciones diferenciales es de vital impor-
tancia en muchos campos de la ciencia y la ingeniería. Nos brinda la capacidad de comprender y
analizar el comportamiento de diversos fenómenos físicos presentes en la naturaleza, permitiendo
predecir el comportamiento de sistemas complejos y entender las interacciones fundamentales que
moldean nuestro entorno. Esta comprensión profunda y detallada de los fenómenos proporciona
una base sólida para la toma de decisiones en una amplia variedad de áreas. Además, nos capacita
para proponer soluciones innovadoras y eficientes a problemas prácticos y aplicaciones tecnológi-
cas. Esto, a su vez, juega un papel crucial en el impulso del desarrollo y progreso de la sociedad
en general.

Dentro de los fenómenos que pueden ser modelados mediante sistemas de ecuaciones diferencia-
les, encontramos una diversidad de casos de estudio fascinantes. Algunos ejemplos notables son el
estudio de campos eléctricos y magnéticos, la vibración de estructuras de diversa índole, el análisis
de fenómenos sísmicos, el flujo de agua subterránea, la turbulencia en fluidos y las interacciones
entre fluidos y estructuras. Estos fenómenos, junto con muchos otros, desempeñan un papel esen-
cial en nuestra comprensión del mundo físico y encuentran aplicaciones en disciplinas como la física
teórica, la ingeniería civil, la oceanografía y la aerodinámica.

Obtener una solución analítica para estos sistemas de ecuaciones diferenciales es generalmen-
te un desafío considerable y, en muchos casos, incluso imposible. Esto se debe en gran medida al
elevado número de grados de libertad que presentan estos sistemas. Además, es común encontrarse
con ecuaciones no lineales, acoplamientos entre las ecuaciones y, en la actualidad, problemas
que combinan ambas características. Sumado también a las no linealidades que pueden presentarse
en el dominio y en las condiciones de frontera. Por esta razón, en ocasiones resulta más prácti-
co y conveniente utilizar métodos numéricos para obtener una aproximación de la solución de
estos sistemas. Es importante destacar que los métodos numéricos han experimentado un constan-
te desarrollo y optimización, lo cual ha permitido obtener soluciones más precisas en tiempos de
cómputo más reducidos. También es notable la capacidad de los ordenadores actuales para abordar
problemas cada vez más complejos, gracias al constante avance y optimización tecnológica.

Algunos de los métodos numéricos más populares para resolver sistemas de ecuaciones diferen-
ciales son:

• Método de la Ecuación Integral (IEM3) [Na, 1980].

• Método de los Elementos Finitos (FEM4) [Gockenbach, 2006].

• Método de Diferencias Finitas (FDM5) [LeVeque, 2007].

2También conocidos como sistemas simultáneos de ecuaciones.
3Siglas en inglés de “Integral Element Method”.
4Siglas en inglés de “Finite Element Method”.
5Siglas en inglés de “Finite Differences Method”
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A partir del último mencionado en la lista, se logra una generalización que da lugar al Método
de Diferencias Finitas Generalizadas (GFDM6) [Li et al., 2018,Chávez-Negrete et al., 2018],
el cual será utilizado para abordar distintos problemas en el presente trabajo de investigación.

En este trabajo, se resuelven varios problemas relacionados con la convección natural y la
difusión. Entre ellos, se destacan los problemas conocidos como flujo de agua subterránea7, que
incluyen el problema de Elder [Elder, 1967,Elder et al., 2017] y el problema de Henry [Cooper Jr.
et al., ,Henry, 1960]. Además, se resolvió el desafiante problema de convección natural difusiva
doble en un medio poroso saturado (CNDD-MPS) en dos dimensiones.

Estos problemas presentan retos significativos en la obtención de soluciones numéricas debido
a su naturaleza no lineal y la presencia de acoplamientos entre las ecuaciones. La resolución exitosa
de estos desafíos es esencial para lograr una comprensión precisa y una predicción adecuada del
comportamiento del flujo de agua en el subsuelo. A través de este estudio, se busca contribuir al
avance del conocimiento en el campo de la convección natural y la difusión, proporcionando nuevas
perspectivas y soluciones numéricas efectivas para estos problemas complejos.

Para resolver este problema, diversos autores han utilizado diferentes métodos numéricos. En
el estudio de [Bourich et al., 2004], se emplean diferencias finitas centradas para la discretización
espacial y el método de direcciones alternas implícitas (ADI8) para la discretización temporal.
Además, se utiliza el método de sobre-relajación sucesiva (SOR9) para calcular la función de flujo.
Por otro lado, los autores de [Costa, 2004] adaptan una versión bidimensional laminar del método
de elementos finitos basado en el volumen de control para obtener la solución. En [Fan et al., 2013],
se combina el método de colocación de funciones de base radial (LRBFCM10) para la discretización
espacial con un algoritmo de homotopía escalar exponencialmente convergente (ECSHA11) para
la discretización temporal. En contraste, [Li et al., 2018] emplea un esquema de GFDM diferente
al propuesto en este trabajo para la discretización espacial, complementado con el método de
Newton-Raphson.

En este estudio, se implementa un esquema de GFDM distinto al presentado en [Li et al.,
2018], cuyos detalles completos se describen en la sección 2.4. GFDM ha demostrado su robustez
al abordar una variedad de problemas en diferentes estudios. Por ejemplo, en [Chávez-Negrete
et al., 2018] se resolvió la ecuación de Richards, que modela el flujo de agua subterránea, en
la geometría de una presa utilizando GFDM. En [Tinoco-Guerrero et al., 2022], se presentaron
diversos ejemplos de la ecuación de difusión en regiones irregulares, donde se utilizó un método de
líneas para resolver la parte temporal del problema. Asimismo, el problema de Motz, ampliamente
reconocido para evaluar métodos numéricos de solución de ecuaciones diferenciales, fue resuelto
en [Chávez et al., 2021]. En [Tinoco-Guerrero et al., 2018], se resolvió la ecuación de advección
en dos regiones irregulares diferentes, empleando un método de líneas para la parte temporal del
problema. Existen numerosos casos más en los que se ha implementado el esquema de GFDM,
obteniendo resultados satisfactorios en cada uno de ellos.

6Siglas en inglés de “Generalized Finite Differences Method”.
7En inglés son mejor conocidos como “Groundwater Flow Problems”.
8Siglas en inglés de “Alternating Direction Implicit method”.
9Siglas en inglés de “Successive Over-Relaxation”.

10Siglas en inglés de “Local Radial-Basis-Function Collocation Method”.
11Siglas en inglés de “Exponentially Convergent Scalar Homotopy Algorithm”.
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Para la solución numérica de los problemas mencionados anteriormente, se empleó el lenguaje
de programación python [Van Rossum et al., 2007], en conjunto con varias librerías. A continuación,
se presenta una lista de algunas de las librerías utilizadas:

• numpy [Harris et al., 2020]: Una librería de Python ampliamente utilizada para realizar cálcu-
los numéricos y operaciones matemáticas en arreglos multidimensionales. Proporciona una
amplia gama de funciones y operadores eficientes para manipular y analizar datos numéricos.

• scipy [Virtanen et al., 2020]: Una librería de Python que se basa en NumPy y proporciona
funcionalidades adicionales para la computación científica y técnica. Contiene módulos para
optimización, álgebra lineal, procesamiento de señales, estadística y más.

• matplotlib [Barrett et al., 2005, Hunter, 2007, Ari and Ustazhanov, 2014]: Una librería de
visualización de Python que se utiliza para crear gráficos y visualizaciones de datos. Propor-
ciona una interfaz similar a MATLAB y permite crear gráficos de alta calidad en diferentes
formatos.

• calfem-python [Edholm, 2013,Forsman, 2017]: Una librería de Python que se utiliza para el
análisis y la simulación de problemas de mecánica estructural y de elementos finitos. Propor-
ciona funciones y herramientas para resolver problemas de elasticidad lineal, transferencia
de calor, dinámica estructural y otros fenómenos físicos, utilizando el método de elementos
finitos. En este trabajo fue utilizada para la discretización del dominio en mallas triangulares.

Estructura de la tesis

En el capitulo 1 se realiza una descripción detallada de los problemas que resolvimos en es-
te trabajo, con el fin de comprender mejor el comportamiento físico descrito por las ecuaciones
diferenciales que definen dichos problemas.

En el capitulo 2 se explican los conceptos básicos para comprender el esquema de GFDM
propuesto e implementado para resolver los problemas planteados. Además, se proporciona una
breve explicación del método de diferencias finitas clásicas (FDM), a partir del cual se deduce el
método de diferencias finitas generalizadas (GFDM).

Los detalles de la implementación del esquema de GFDM propuesto, así como las soluciones
obtenidas a los problemas, se presentan en el capitulo 3. Sobre todo se hace un análisis a detalle para
poder entender el planteamiento de las condiciones de frontera, y se presentan diferentes ejemplos
para comprender mejor el comportamiento de la solución, además de demostrar las capacidades
del esquema de GFDM propuesto.

Por último, se presenta un capítulo dedicado a las conclusiones planteadas y al trabajo futuro
que se desea realizar, enfatizando las posibilidades de extender las capacidades del esquema GFDM
utilizado.

ESTRUCTURA DE LA TESIS
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Nota: Todos los códigos desarrollados para la solución de los diferentes problemas presenta-
dos en este trabajo son de acceso abierto y están disponibles en el repositorio de GitHub: Ricar-
doRG73/TesisDoctorado.

ESTRUCTURA DE LA TESIS

https://github.com/RicardoRG73/TesisDoctorado
https://github.com/RicardoRG73/TesisDoctorado


Esta página ha sido dejada en blanco intencionalmente.



Capítulo 1

Descripción del problema

“La belleza de las matemáticas sólo se muestra a sus seguidores más pacientes.”
- Maryam Mirzakhani.

En este capítulo, exploraremos algunos de los fundamentos para comprender el problema co-
nocido como Convección Natural Difusiva Doble en un Medio Poroso Saturado (CNDD-MPS). Se
presentarán de manera concisa algunos conceptos fundamentales esenciales para entender estos
fenómenos. Además, se abordarán brevemente las constantes principales que influyen en este tipo
de fenómenos, junto con las ecuaciones gobernantes que rigen estos problemas. Estas ecuaciones,
como su nombre indica, son las que gobiernan el comportamiento físico del problema en cuestión.

También se proporcionará una descripción de los conocidos problemas de flujo de agua
subterránea, los cuales comparten notables similitudes con el problema de CNDD-MPS. Estos
problemas comprenden el problema de Henry y el problema de Elder. Ambos describen fenóme-
nos de transporte de agua salada hacia el interior de un dominio saturado con agua dulce. Estos
problemas ofrecen perspectivas valiosas para comprender los aspectos fundamentales del flujo sub-
terráneo y brindan un contexto esencial para abordar los desafíos asociados con el problema de
CNDD-MPS.

Estos problemas (Henry, Elder, CNDD-MPS) presentan un potencial significativo para investi-
gar la vulnerabilidad y explotación de acuíferos. Al analizar detalladamente el comportamiento del
flujo de agua subterránea en situaciones como las planteadas en el problema de Henry y el problema
de Elder, se puede obtener información valiosa sobre cómo ciertos factores pueden afectar la cali-
dad y cantidad del agua subterránea. Este conocimiento es esencial para evaluar la sostenibilidad
de los acuíferos y desarrollar estrategias efectivas para su gestión.

Al comprender en profundidad el movimiento del flujo subterráneo en estos contextos específi-
cos, se obtienen perspectivas clave sobre la dinámica de los sistemas acuíferos. Este conocimiento
contribuye a mejorar la predicción de impactos ambientales y establece las bases para políticas y
prácticas de gestión más informadas y adaptativas en relación con los recursos hídricos subterrá-
neos.
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1.1. Conceptos básicos

Antes de comenzar el estudio de los fenómenos que nos ocupan, es esencial establecer una
comprensión clara de algunos conceptos básicos. Estos conceptos nos proporcionarán una base
sólida para entender mejor los aspectos fundamentales relacionados con dichos fenómenos. Al
familiarizarnos con estos conceptos clave, estaremos mejor preparados para explorar y analizar los
problemas propuestos de manera más práctica y concreta, lo que nos permitirá obtener una visión
más precisa de su funcionamiento y características.

1.1.1. Grupos adimensionales

En las ecuaciones gobernantes de los problemas que nos interesan, encontramos algunas cons-
tantes que describen las relaciones existentes entre las diferentes fuerzas presentes en el fenómeno;
así como las relaciones entre las propiedades físicas de los materiales.

Los grupos adimensionales son herramientas matemáticas que nos permiten simplificar las
ecuaciones y expresar las relaciones entre las variables físicas del problema de manera más general.
Esta técnica se conoce como Análisis Dimensional y resulta especialmente útil para la escalabilidad
de modelos. Si los grupos adimensionales inherentes al fenómeno en estudio se mantienen constantes
al escalar los modelos, entonces los modelos en diferentes escalas exhibirán comportamientos muy
similares [Fox et al., 1995].

Algunos de estos grupos adimensionales se describen a continuación.

Número de Lewis

El número de Lewis (Le) correlaciona la difusión de masa D con la conductividad térmica α
de un fluido, y se define como

Le =
D

α
,

donde la interpretación física se refiere a la relación entre el transporte de la concentración de
algún componente en el fluido (D) y el transporte de calor debido a la conducción dentro del
mismo (α),

Le =
transporte de masa
transporte de calor

.

El número de Lewis es una constante intrínseca del fluido, la cual varía según el material del
que esté compuesto. Algunos valores del número de Lewis, de fluidos comunes, se muestran en la
Tabla 1.1 [Rapp, 2022].

1.1. CONCEPTOS BÁSICOS
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Fluido Le
Metanol 127.13
Tolueno 95.55
Etanol 164.47
Glicerol 108.97
Agua 95.55

Tabla 1.1: Valores del número de Lewis para algunos fluidos comunes [Rapp, 2022].

Número de Prandtl

Dentro de los fluidos, ocurren dos procesos de transferencia de calor: la conducción y la convec-
ción. Ambos mecanismos compiten en el transporte de calor, siendo impulsados por los gradientes
de temperatura presentes en el fluido. El número de Prandtl Pr es un parámetro clave que define
cuál de los dos procesos tiene una mayor influencia.

Este número fue nombrado en honor a su inventor, el ingeniero alemán Ludwig Prandtl (1875-
1953), quien también es conocido por identificar el concepto de capa límite en la mecánica de
fluidos [Anderson, 2005,Prandtl, 1923].

Este número relaciona la viscosidad cinemática ν de un fluido con su conductividad térmica α,
y se define como

Pr =
ν

α
=

µ

ρα
=
µcp
k
,

donde la difusividad térmica está dada por

α =
k

ρcp
,

y la viscosidad cinemática por

ν =
µ

ρ
,

donde k es la conductividad térmica, cp es el calor específico, ρ es la densidad, y µ es la viscosidad
dinámica [Rapp, 2022,Xie, 2023]. La interpretación física es la relación que hay entre el trasporte
de momento y el transporte de calor,

Pr =
transporte de momento

transporte de calor
.

Cuando la viscosidad del fluido es alta, el transporte de momento también es alto. En otras
palabras, en un flujo laminar, la velocidad de una capa afecta de manera más significativa a
la velocidad de la capa siguiente. Por otro lado, si el transporte de calor es alto, la conducción de
temperatura también lo es. Este número nos indica si hay un mayor transporte de velocidad en el
flujo (transporte de momento) o un mayor transporte de calor por conducción.

1.1. CONCEPTOS BÁSICOS
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Número de Grashof

Nombrado en honor a Franz Grashof (1826-1893), quien fue profesor de mecánica aplicada en
la ciudad de Karlsruhe y uno de los fundadores de la “Verein Deutscher Ingenieure” (Asociación
de Ingenieros Alemanes) en 1856. El número de Grashof representa la relación entre las fuerzas
de flotabilidad y las fuerzas viscosas en un sistema. Este número se utiliza para determinar el
régimen de flujo de una capa límite en sistemas laminares. Para un fluido compresible, el número
de Grashof Gr se define como

Gr =
gL3

cρ∆ρ

µ2
=

(fuerza de inercia)(fuerza flotante)
(fuerza viscosa)

,

o como

Gr =
gL3

c∆ρ

ν2ρ
Grashof para fluidos compresibles ,

donde g es la aceleración de la gravedad, Lc es la longitud característica que generalmente se
encuentra en la dirección vertical, ya que es en esta dirección donde ocurre la flotabilidad. El
número Gr se vuelve importante cuando el número de Reynolds Re es bajo (Re < 2100). Un
número Gr de aproximadamente 4 × 108 señala el umbral entre una capa límite laminar (Gr
menor) y una capa límite turbulenta (Gr mayor).

En fluidos en los que se pueden considerar como incompresibles, la definición del número Gr
puede simplificarse reemplazando la diferencia de densidad ∆ρ por la diferencia de temperatura
∆T y multiplicada por el coeficiente de expansión térmica βT , quedando entonces como

Gr =
gL3

cβT∆T

ν2
Grashof para fluidos incompresibles ,

donde el coeficiente de expansión térmica se expresa como

βT =
1

V

∂V

∂T
,

el cual representa el cambio en el volumen causado por una variación en la temperatura ∂V
∂T

.

Los valores de βT son usualmente del orden de 10−4 a 10−3 K−1 para muchos líquidos [Bird
et al., 2015, Smith et al., 2013]. Debido al gradiente de temperatura, se genera un gradiente de
densidad, lo cual resulta en las fuerzas de flotabilidad. Por otro lado, la viscosidad actúa como
fricción, oponiéndose a la flotabilidad. Por lo tanto, un número de Grashof grande indica una mayor
fuerza de flotación, mientras que un número de Grashof pequeño indica una mayor viscosidad. El
gradiente de densidad también puede originarse a partir de un gradiente de concentración en el
fluido.

Número de Rayleigh

El número de Rayleigh lleva el nombre de John William Strutt (1842-1919), tercer barón de
Rayleigh. Lord Rayleigh fue un físico británico que realizó importantes contribuciones en el campo

1.1. CONCEPTOS BÁSICOS
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de la óptica y la acústica. Fue galardonado con el Premio Nobel de Física en 1904 por su trabajo
sobre los gases y el descubrimiento del argón [Strutt et al., 2005].

El número de Rayleigh Ra se interpreta como la relación entre las fuerzas gravitacionales y las
fuerzas generadas por la difusión térmica. Este número se utiliza en condiciones de flujo laminar
para determinar la naturaleza de la capa límite, de manera similar al número de Grashof Gr. Se
obtiene comparando el flujo de calor por convección dado por βTg∆T 2L2

c/ν con el flujo de calor
por conducción expresado como α∆T/Lc. En consecuencia, el número de Rayleigh está definido
como

Ra =
flujo de calor por convección
flujo de calor por conducción

=
βTg∆T

2L2
c/ν

α∆T/Lc

=
βTg∆TL

3
c

να
= Gr · Pr .

Cuando el Ra es pequeño, las fuerzas de difusión térmica dominan, y el flujo tiende a ser
laminar y ordenado. En este caso, el transporte de calor se produce principalmente a través de
la conducción térmica. A medida que el Ra aumenta, las fuerzas gravitacionales se vuelven más
significativas y se producen corrientes de convección más intensas. En valores elevados de Ra, el
flujo puede volverse turbulento con la formación de estructuras más complejas y caóticas.

Es particularmente relevante en situaciones de convección natural, donde los fluidos se mueven
debido a las diferencias de densidad causadas por gradientes de temperatura, siendo especialmente
útil para prever la transición entre flujos laminar y turbulento en la transferencia de calor por
convección.

Un número de Rayleigh Ra de aproximadamente 1× 109 marca el umbral de una capa límite
en flujo laminar (Ra menor) y una capa límite en flujo turbulento (Ra mayor) [Cushman-Roisin
and Beckers, 2011,Smith et al., 2013].

Tasa de Flotabilidad (Buoyancy Ratio)

La tasa de flotabilidad, representada por la constante N , se emplea comúnmente en la carac-
terización de problemas de Difusión Doble. Llamados así debido a que estos problemas modelan
de manera simultánea la difusión de la temperatura T del fluido y la difusión de la concentración
C de algún compuesto en el interior del fluido.

La tasa de flotabilidad N se define como el cociente entre el número de Rayleigh de concen-
tración RaC y el número de Rayleigh térmico RaT . Así, la tasa de flotabilidad N queda definida
como

N =
RaC
RaT

=
βC∆C

βT∆T
,

donde los números de Rayleigh están dados por

RaC =
βCg∆CL

3
c

να
,

RaT =
βTg∆TL

3
c

να
,

1.1. CONCEPTOS BÁSICOS
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donde βT y βC son los coeficientes de expansión térmica y de concentración, respectivamente. El
término βT determina la expansión causada por el gradiente de temperatura, mientras que βC
describe la expansión provocada por el gradiente de concentración [Trevisan and Bejan, 1985].

Una forma alternativa de interpretarlo es como la relación entre las fuerzas de flotabilidad
generadas por el soluto y las fuerzas de flotabilidad térmica. Este parámetro puede adoptar valores
positivos o negativos según los coeficientes de expansión térmica βT y de concentración βC . Si el
signo es negativo, indica que estas fuerzas actúan en direcciones opuestas; mientras que un signo
positivo implica una combinación de los efectos de flotabilidad [Costa, 2004].

1.1.2. Ley de Darcy

La ley de Darcy recibe su nombre en honor al ingeniero francés Henry Darcy (1803-1858). En
1856, Darcy fue responsable de estudiar la red de abastecimiento de agua en la ciudad de Dijon,
Francia. Además, lideró el diseño de filtros de arena para la purificación del agua. Este contexto
lo llevó a investigar el flujo de agua a través de materiales arenosos.

En la actualidad, se emplean dispositivos llamados permeámetros de carga constante, que guar-
dan similitud con los dispositivos que Darcy utilizaba en su época. El esquema de uno de estos
dispositivos se presenta en la Figura 1.1. Este sistema incorpora un depósito elevado con un nivel
constante que suministra agua al recipiente contenedor del material arenoso. Al circular agua a
través del material poroso saturado, se mide la diferencia de presión (altura piezométrica) ∆h en
una longitud determinada ∆l del material.

Figura 1.1: Permeámetro de carga constante, utilizado para obtener la permeabilidad de materiales porosos
saturados empleando la ley de Darcy.

Darcy comprobó que el caudal Q que se hace circular a través del material poroso saturado es

1.1. CONCEPTOS BÁSICOS
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proporcional al área A y a la diferencia de altura ∆h dividida por la longitud ∆l, tal que

Q = kA
∆h

∆l
,

donde la constante k es conocida como permeabilidad o conductividad hidráulica, y representa una
propiedad intrínseca de cada tipo de material. En la actualidad, la ley de Darcy se expresa de la
siguiente manera:

q = −kdh
dl
,

donde q representa el caudal dividido por el área transversal, es decir, q = Q
A
, mientras que dh

dl

denota el gradiente hidráulico (a veces también llamado gradiente de carga hidráulica o gradiente
de presión) en una dimensión. La presencia del signo negativo se debe a que el flujo ocurre en la
dirección del descenso del gradiente. La ley de Darcy puede ser expresada de manera vectorial de
la siguiente forma

q = −K · ∇h .

En dos dimensiones, tenemos el vector de conductividad hidráulica K = Kx̂ı + Ky ȷ̂ y el
gradiente de presión ∇h = ∂h

∂x
ı̂+ ∂h

∂y
ȷ̂, donde el operador ∇ se define como ∇ = ∂

∂x
ı̂+ ∂

∂y
ȷ̂ [Sánchez

San Román, 2023].

1.1.3. Función de Flujo

La función de flujo Ψ = Ψ(x, y) define un flujo potencial, mediante la cual se puede representar
el campo de velocidades, con la condición de que sea un flujo irrotacional y que sea un fluido
incompresible [UNAM, 2023]. Ψ es constante a lo largo de una línea de flujo (línea de contorno).
Entonces el flujo puede ser representado por una serie de líneas de flujo a incrementos iguales de
Ψ (líneas de contorno), al igual que las curvas de nivel en un mapa topográfico.

Para ver de donde surge consideremos el esquema mostrado en la Figura 1.2. Considerando el
punto fijo en el plano A (usualmente en el origen) y cualquier punto en el plano P se tiene una
cierta cantidad de flujo que cruza la curva AP . Si se traza un punto P ′ en la misma dirección
del flujo entonces el flujo que pasa por la curva AP ′ es el mismo que pasa por AP . Ahora si se
considera otro punto P ′′ tal que PP ′′ es una distancia pequeña δn perpendicular a la línea de flujo
en P , y AP ′′ > AP . El flujo que hay en AP ′′ es mayor que el que pasa por AP por un incremento
δΨ que pasa por PP ′′. Si la velocidad promedio perpendicular a δn es v, entonces δΨ = vδn, y
como δn→ 0 entonces

v =
∂ψ

∂n
.

La dirección positiva de la velocidad normal a una línea es obtenida girando 90◦ en dirección
anti-horaria, respecto a la dirección en que la línea incrementa su longitud. Entonces se pueden

1.1. CONCEPTOS BÁSICOS
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Figura 1.2: Flujo en las curvas AP y AP’.

obtener las expresiones para las componentes de la velocidad vx y vy como [Massey and Ward-
Smith, 1998]

vx = +
∂Ψ

∂y
,

vy = −∂Ψ
∂x

.

En la resolución de problemas de flujo bidimensional o flujo plano de un fluido incompresible,
a veces es conveniente expresar la velocidad en función de la función de flujo [Landau and Lifshitz,
2013].

1.2. Problemas de flujo de agua subterránea

Los problemas de flujo de agua subterránea, como su nombre indica, modelan el comporta-
miento del agua en el subsuelo. Específicamente, estudian las velocidades de flujo utilizando la
función de flujo Ψ para representarlas como un campo potencial. Al mismo tiempo, examinan el
transporte de concentración C o temperatura T , ya que la difusión de masa y la difusión de calor
se comportan de manera similar. Estos problemas se describen mediante sistemas de ecuaciones
diferenciales parciales. La dificultad en su resolución radica en que son ecuaciones no lineales y
están acopladas.

En el estudio de los flujos de agua subterránea, existen dos problemas de referencia principales:
el problema de Henry [Henry, 1960,Henry, 1964a] y el problema de Elder [Elder, 1967,Elder et al.,
2017]. A continuación, se describen estos problemas en detalle.

1.2. PROBLEMAS DE FLUJO DE AGUA SUBTERRÁNEA
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1.2.1. Problema de Henry

El problema de Henry lleva ese nombre en honor a Harold R. Henry, quien en 1960 estaba
estudiando la interfaz entre agua salada y agua dulce en acuíferos costeros [Henry, 1960]. En años
posteriores, también continuó su trabajo en relación con la intrusión de agua salada en este tipo de
acuíferos [Henry, 1964a,Henry, 1964b]. El problema de Henry modela la intrusión de agua salada
del mar en un manto acuífero de agua dulce. Específicamente, analiza una sección transversal
rectangular de este acuífero costero, donde la frontera derecha tiene contacto directo con el agua
salada del mar. Un esquema representativo del problema de Henry se puede observar en la Figura
1.3.

Figura 1.3: Esquema representativo del problema de Henry.

Este problema modela un acuífero costero en el que un flujo constante de agua dulce hacia
el océano limita la intrusión de agua salada. Se asume que no existe difusión entre el agua dulce
y el agua salada, lo que genera una interfaz bien definida. El flujo se analiza en dos dimensiones
bajo condiciones estacionarias. La ubicación de esta interfaz es crucial para el uso práctico del
agua subterránea, ya que el flujo de agua dulce hacia el mar es esencial para prevenir una mayor
infiltración de agua salada en el acuífero. Se han desarrollado soluciones exactas para determinar
la posición de la interfaz en diversas condiciones de contorno, partiendo de la suposición de un
flujo constante, sin mezcla entre el agua dulce y la salada, y sin tensión interfacial.

Los primeros estudios [Badon-Ghyben, 1889, Herzberg, 1901] abordaron el fenómeno de la
intrusión salina como un problema de flotabilidad, donde el agua dulce estática flota sobre el agua
salada, que es más densa. Este enfoque se basa en la suposición de que las condiciones hidrostáticas

1.2. PROBLEMAS DE FLUJO DE AGUA SUBTERRÁNEA
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se aplican verticalmente bajo un punto de observación del nivel piezométrico del agua dulce [Henry,
1960].

La extensión de la intrusión de agua de mar y la ubicación de la zona de agua salobre son
factores significativos para determinar el uso del agua subterránea en áreas costeras. Utilizando
una descripción de las condiciones en la interfaz en términos del potencial de velocidad del agua
dulce, [Hubbert, 1940] estableció las condiciones de contorno en esta interfaz [Henry, 1964a].

La Figura 1.4 presenta una simulación obtenida por Henry de las líneas de concentración de
agua salada en Cutler, una zona costera cerca de Miami, Florida. Muestra las isocloras del 18 de
septiembre de 1958 y las interfaces calculadas suponiendo condiciones estables durante las mareas
alta, media y baja.

Figura 1.4: Sección a través del área de Cutler cerca de Miami, Florida, que muestra las isocloras del 18 de
septiembre de 1958, y las interfaces calculadas suponiendo las condiciones como si fueran estables durante
las mareas alta, media y baja.

Las ecuaciones gobernantes que rigen este problema son muy parecidas a las ecuaciones go-
bernantes del problema de Elder y describen fenómenos similares, aunque con condiciones de
frontera muy diferentes. Debido a sus similitudes tanto en las ecuaciones gobernantes como en los
fenómenos que modelan, es que estos problemas son conocidos como problemas de flujo de agua
subterránea. En ambas situaciones, hay un movimiento del fluido, también denominado convección,
que está descrito por la función de flujo Ψ. Además, simultáneamente se presenta la difusión de
concentración de agua salada C = 1 en agua dulce C = 0.

1.2. PROBLEMAS DE FLUJO DE AGUA SUBTERRÁNEA
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Las ecuaciones gobernantes para el problema de Henry son

∂2Ψ

∂x2
+
∂2Ψ

∂y2
=
1

a

∂C

∂x
(1.1)

∂2C

∂x2
+
∂2C

∂y2
− 1

b

(
∂Ψ

∂y

∂C

∂x
− ∂Ψ

∂x

∂C

∂y

)
=
∂C

∂t
(1.2)

donde a representa el parámetro de descarga y b es el inverso del número de Peclet de filtración.
El término parámetro de descarga generalmente se refiere a un coeficiente o valor que describe la
cantidad de agua que fluye a través de una unidad de área y tiempo en un acuífero, a menudo se
asocia con la Ley de Darcy modificada para el flujo en acuíferos no confinados.

El número de Peclet es un parámetro adimensional utilizado en el estudio del transporte de
solutos en medios porosos. Se define como la relación entre la velocidad de advección y la tasa de
difusión. Su valor proporciona información sobre la predominancia de la advección y la difusión en
el transporte de sustancias. Cuando Pe≪ 1, la difusión domina; cuando Pe≫ 1, la advección es
predominante; y cuando Pe ≈ 1, ambos procesos son significativos en el transporte de solutos.

Se puede observar que la ecuación (1.1) define el comportamiento de la función de flujo Ψ. Los
dos términos del lado izquierdo de la ecuación pueden expresarse como ∇2Ψ, donde el operador
∇ se define como ∇ = ∂

∂x
ı̂ + ∂

∂y
ȷ̂, y su cuadrado es ∇2 = ∇ · ∇ = ∂2

∂x2 +
∂2

∂y2
. Este operador ∇2 es

conocido como el operador laplaciano.

Por otro lado la ecuación (1.2) gobierna el comportamiento de la concentración C, y los dos
primeros términos pueden ser expresados como ∇2C. El operador laplaciano ∇2 tiene la propiedad
de suavizar las variaciones espaciales de una función. Por esta razón, el término que involucra al
laplaciano comúnmente se denomina término de difusión.

Volviendo a la ecuación (1.1), además del término de difusión, también se presenta el término
∂C
∂x

, que al trasladarse al lado izquierdo de la ecuación adquiere un signo negativo. Este término
actúa como fuente para la función de flujo Ψ, pero también representa la componente en la dirección
x del gradiente de la concentración C. Por lo tanto, el gradiente de concentración influirá en las
velocidades del flujo, y debido al signo negativo, las velocidades se verán afectadas en la dirección
del descenso del gradiente, pero únicamente en la dirección x.

Por otro lado en la ecuación (1.2) se presenta una derivada temporal ∂C
∂t

, la cual indica que la
concentración C cambiará con el tiempo t acorde al término de difusión ∇2C y a los términos de
advección que están entre paréntesis. En este contexto, el término advección se refiere al proceso
de difusión causado por alteraciones en la velocidad del flujo. Por definición las componentes de la
velocidad del flujo están dadas por vx = ∂Ψ

∂y
y vy = −∂Ψ

∂x
, entonces los términos entre paréntesis se

pueden escribir como vx ∂C
∂x

+ vy
∂C
∂y

, de aquí se puede interpretar que la concentración en dirección
x se verá modificada por la velocidad vx y la concentración en dirección y se modificará debido al
efecto de la velocidad vy. A este proceso de difusión debido a los cambios en la velocidad de flujo
se le llama advección.

Como se había mencionado anteriormente, este problema describe un dominio rectangular
dentro de un acuífero de agua dulce. Este dominio está en contacto con agua salada en la frontera
derecha x = 2, que es donde se presenta la máxima concentración de sal C = 1; mientras que

1.2. PROBLEMAS DE FLUJO DE AGUA SUBTERRÁNEA
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la frontera izquierda x = 0 se asume que tienen la concentración mínima C = 0. Además, en el
dominio se establece un flujo constante de izquierda a derecha, denotado como vx. Este flujo es el
resultado del flujo natural del propio acuífero. Dado que la componente horizontal de la velocidad
vx = ∂Ψ

∂y
es generada por el gradiente vertical de la función de flujo Ψ, se asigna un valor Ψ = 1 en

la frontera superior y = 1 y un valor Ψ = 0 en la frontera inferior y = 0, con el objetivo de que se
genere una velocidad horizontal vx positiva. Estas condiciones de frontera pueden expresarse como

Ψx(x = 0, y, t) = 0 , C(x = 0, y, t) = 0 ,
Ψx(x = 2, y, t) = 0 , C(x = 2, y, t) = 1 ,
Ψ(x, y = 0, t) = 0 , Cy(x, y = 0, t) = 0 ,
Ψ(x, y = 1, t) = 1 , Cy(x, y = 1, t) = 0 .

(1.3)

Las condiciones de frontera (1.3) se pueden observar a detalle en la Figura 1.5.

Figura 1.5: Condiciones de frontera del problema de Henry.

Se supone un dominio inicialmente saturado con agua dulce, con lo cual las condiciones iniciales
de este problema quedan definidas como [Pinder and Cooper Jr, 1970, Segol et al., 1975,Gotovac
et al., 2003]

Ψ(x, y, t = 0) = 0 , (1.4)
C(x, y, t = 0) = 0 . (1.5)

Con las ecuaciones gobernantes del problema (1.1)-(1.2), las condiciones de frontera para la
función de flujo Ψ y concentración C (1.3). Así como las condiciones iniciales para ambas funciones
(1.4)-(1.5) es posible emplear métodos numéricos para obtener la solución del problema.

1.2.2. Problema de Elder

John W. Elder [Elder, 1967] estaba estudiando la convección libre (térmica) en una celda Hele-
Shaw, en el viejo sótano de la Prensa de la Universidad de Cambridge (CUP1), en el laboratorio de

1Siglas en inglés de “Cambridge University Press”.
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mecánica de fluidos del Departamento de Matemáticas Aplicadas y Física Teórica (DAMTOP2).
Este experimento fundó las bases del conocido Problema de Elder, el cual se ha convertido en un
punto de referencia para los códigos de modelación de flujos de densidad variable y transporte de
masa [Elder et al., 2017].

En el trabajo de [Elder et al., 2017] se presenta un relato histórigo autobiográfico y biográfico,
referente al nacimiento, evolución y solución del problema de Elder. De este trabajo se tomaron las
fotografías mostradas en las Figuras 1.6 y 1.7. En la Figura 1.6 se muestra una fotografía actual
de John W. Elder sosteniendo la placa Hele-Shaw de los experimentos que realizó originalmente
en el año 1967 en Cambridge [Elder et al., 2017]. En la Figura 1.7 se muestran dos fotografías de
las líneas de flujo obtenidas en el experimento que realizó en 1967 [Elder, 1967,Elder et al., 2017].

Figura 1.6: John W. Elder con la placa Hele-Shaw que utilizó para sus experimentos de 1967 en Cambridge
(Fotografía tomada el 5 de enero de 2017) [Elder et al., 2017].

En la Figura 1.8 se ilustra el esquema del problema. En la parte superior, se muestra el gradiente
de temperatura generado dentro de la placa Hele-Shaw al aplicar calor en la zona inferior-central
del dominio; mientras que se mantiene la frontera superior a temperatura ambiente. Las demás
fronteras están aisladas, lo que puede lograrse mediante el uso de un material aislante, como algún
tipo de polímero. En la parte inferior de la Figura 1.8 se representa el Problema de Elder de
infiltración. Aquí, se introduce agua salada en la zona superior-central del dominio, lo que resulta
en una concentración máxima en esa área. Por otro lado, en la frontera inferior se establece la
presencia de agua dulce, lo que lleva a una concentración mínima. Las demás fronteras están
aisladas al flujo de concentración. Es importante notar que en la Figura 1.8, las unidades están
normalizadas.

El experimento de Elder se planteó inicialmente para temperatura, donde las ecuaciones go-

2Siglas en inglés de “Department of Applied Mathematics and Theoretical Physics.”
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(a)

(b)

Figura 1.7: Fotografías de las líneas de corriente en la placa de Hele-Shaw de 1967 [Elder, 1967, Elder
et al., 2017].

Figura 1.8: Esquema representativo del Problema de Elder.
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bernantes propuesta eran3

∇2Ψ = RaTx , ω = RaTx ,

∂T

∂t
= ∇2T − J(Ψ, θ) ,

donde J es el operador jacobiano, la velocidad del flujo es v = (−Ψy,Ψx), la vorticidad es ω =

∇ × v = k̂ω. Las condiciones de frontera se pueden observar en la Figura 1.9(a), donde se nota
que el fluido es calentado en la frontera inferior, pero solo en la parte central de dicha frontera.
Las condiciones de frontera están dadas por

Ψ|∂Ω = 0 ,

T |∂Ω = 0 , excepto que T = 1 en
(
|x| ≤ 1

4
L, y = 0

)
,

donde L es la longitud del dominio en dirección x, y H = L
4

es la altura del dominio en dirección
y [Elder, 1967,Elder et al., 2017].

(a) Originales [Elder, 1967,Elder et al., 2017]. (b) En la actualidad [Li et al., 2014,Meca et al., 2007,Sim-
pson and Clement, 2004].

Figura 1.9: Condiciones de frontera del problema de Elder.

Este problema describe el flujo de temperatura T desde la frontera inferior, donde está ubicado
el calentador, hacia la superficie más fría en la parte superior de la celda Hele-Shaw. La densidad
del fluido será inversamente proporcional a la temperatura, ya que el líquido se expande con el
calor. Esto da lugar a un gradiente de densidad que induce el movimiento del fluido, debido a que
el líquido de menor densidad flota.

En la actualidad, las ecuaciones que rigen el problema de Elder se expresan en función de la
concentración C, en lugar de la temperatura T . Esto permite modelar difusión de masa en lugar
de difusión térmica. Además, las condiciones de frontera se reflejan verticalmente, debido a que
ahora C representa la concentración de sal, la cual aumenta la densidad del fluido. Esto genera un
gradiente en la densidad que provoca el movimiento del fluido, debido al hundimiento del fluido
más denso.

Este movimiento inducido por el gradiente en la densidad del fluido, el cual se mencionó que
puede ser provocado por un gradiente de temperatura T o de concentración C, se conoce como

3Se utilizó la notación del presente trabajo para describir estas ecuaciones.
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convección natural, ya que la fuerza impulsora que induce el movimiento es provocada por las
condiciones internas del fluido y no por un agente externo.

Las ecuaciones gobernantes de este problema están definidas por

∂2Ψ

∂x2
+
∂2Ψ

∂y2
=Ra

∂C

∂x
, (1.6)

∂2C

∂x2
+
∂2C

∂y2
−
(
∂Ψ

∂y

∂C

∂x
− ∂Ψ

∂x

∂C

∂y

)
=
∂C

∂t
. (1.7)

En la ecuación (1.6), Ra representa el número de Rayleigh. Las condiciones iniciales para la función
de flujo y la concentración en el problema son

Ψ(x, y, 0) = 0 , (1.8)
C(x, y, 0) = 0 , (1.9)

respectivamente, lo cual representa que inicialmente el dominio se encuentra saturado con agua
dulce y que la velocidad de flujo inicial es cero.

Respecto a las condiciones de frontera, la función de flujo Ψ es igual a 0 en las cuatro fronteras.
En cuanto a la concentración C, es 0 en la parte inferior y 1 en la parte central superior. En las
demás fronteras, el flujo de concentración es nulo (∂C

∂n
= 0). Pueden observarse las condiciones

de frontera con mayor detalle en la Figura 1.9(b) [Li et al., 2014,Meca et al., 2007, Simpson and
Clement, 2004].

La ecuación (1.6) describe la difusión de las velocidades dentro del fluido, las cuales se verán
modificadas por el término de advección dado por la derivada de la concentración Cx. Por otro lado,
la ecuación (1.7) describe la difusión de la concentración, la cual se ve afectada por los términos
de advección no lineales. Estos términos hacen referencia al desplazamiento de la concentración
con el fluido, siendo este movimiento del fluido dado por la velocidad del flujo v = (Ψy,−Ψx). La
ecuación (1.7) también tiene la derivada temporal Ct, la cual representa que es un problema no
estacionario. Por lo tanto, en cada paso de tiempo, la solución se ve afectada por los términos de
difusión y advección mencionados anteriormente.

1.3. Convección Natural Difusiva Doble en un Medio Poroso
Saturado

El problema de la Convección Natural Difusiva Doble (CNDD) en un Medio Poroso Saturado
(MPS) ha sido utilizado como un punto de referencia para evaluar el comportamiento de diversos
métodos numéricos. Como su nombre indica, en este problema ocurre el fenómeno de convección
natural, que implica el movimiento del fluido dentro del dominio debido a fuerzas impulsoras
creadas por gradientes de densidad, provocados en este caso por gradientes de temperatura T y
concentración C. Además, se presenta el fenómeno de difusión, que en este caso es doble, ya que
abarca tanto la difusión de temperatura como la de concentración. Los fenómenos de difusión
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ocurren de manera simultánea junto con la convección [Khanafer and Vafai, 2002,Costa, 2004,Li
et al., 2018].

El estudio de la CNDD-MPS ha recibido considerable atención en diversas áreas. Se han
identificado aplicaciones específicas en campos como el procesamiento de alimentos, los sistemas
geofísicos, el transporte de contaminantes en aguas subterráneas y el almacenamiento de granos,
lo que subraya su relevancia en la investigación y la práctica [Coulter and Güçeri, 1987].

Las aplicaciones de la CNDD se extienden tanto a contextos naturales como tecnológicos. Por
ejemplo, este fenómeno es fundamental en el crecimiento de cristales, los sistemas de energía solar,
los procesos de soldadura y los aislamientos térmicos, destacando su versatilidad en diferentes
sectores [Khanafer and Vafai, 2002,Coulter and Güçeri, 1987,Nishimura et al., 1994,Markham and
Rosenberger, 1984,Bergman et al., 1986,Carlsson, 1985].

En el ámbito de la energía solar, la convección natural desempeña un papel crucial en el
transporte de energía. Se manifiesta en diversas aplicaciones, como unidades de almacenamiento
térmico y colectores solares inclinados, donde su efecto es significativo para el rendimiento del
sistema.

Para el diseño de sistemas solares eficientes, es esencial contar con información detallada sobre
el movimiento del fluido y la distribución de temperatura. Esta información es clave no solo para
el diseño adecuado de los sistemas, sino también para evaluar con precisión las pérdidas de calor y
medir el rendimiento global del sistema. Así, la comprensión de la convección natural se convierte en
un elemento fundamental para optimizar las aplicaciones en el ámbito de la energía solar [Coulter
and Güçeri, 1987].

Las ecuaciones gobernantes que rigen este problema son similares a aquellas que gobiernan los
problemas de flujo de agua subterránea. Sin embargo, la diferencia radica en que ahora se considera
tanto la difusión de temperatura T como la de concentración C, lo que requiere la incorporación
de una ecuación adicional para describir completamente este fenómeno.

Las ecuaciones gobernantes del problema CNDD-MPS son [Li et al., 2018, Fan et al., 2013,
Bourich et al., 2004,Costa, 2004]

∂2Ψ

∂x2
+
∂2Ψ

∂y2
+Ra

∂

∂x
(T +NC) =0 , (1.10)

∂2T

∂x2
+
∂2T

∂y2
− ∂Ψ

∂y

∂T

∂x
+
∂Ψ

∂x

∂T

∂y
=0 , (1.11)

∂2C

∂x2
+
∂2C

∂y2
− Le

(
∂Ψ

∂y

∂C

∂x
− ∂Ψ

∂x

∂C

∂y

)
=
∂C

∂t
, (1.12)

donde Ra es el número de Rayleigh, N es la tasa de flotabilidad, y Le es el número de Lewis.

El dominio computacional de este problema puede verse en la Figura 1.10(a). Por otro lado,
las condiciones de frontera pueden observarse detalladamente en la Figura 1.10(b).

Inicialmente se asume que el dominio tiene velocidad cero, además de temperatura y concen-
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(a) Dominio. (b) Condiciones de frontera.

Figura 1.10: Especificaciones del dominio y de las condiciones de frontera del problema CNDD-MPS.

tración cero. Por lo cual las condiciones iniciales pueden expresarse de la forma

Ψ(x, y, t = 0) = 0 , (1.13)
T (x, y, t = 0) = 0 , (1.14)
C(x, y, t = 0) = 0 . (1.15)

Para abordar este problema, varios autores han empleado diversos métodos numéricos para
obtener soluciones. En [Bourich et al., 2004], se utilizan diferencias finitas centradas para discreti-
zar la parte espacial y el método de direcciones alternas implícitas (ADI4) para discretizar la parte
temporal del problema. Además, implementan el método de sobre-relajación sucesiva (SOR5) para
calcular la función de flujo. Los autores de [Costa, 2004] obtienen la solución mediante una adapta-
ción de una versión bidimensional laminar del método de elementos finitos basados en el volumen
de control. En [Fan et al., 2013], se emplea el método de colocación de funciones de base radial
(LRBFCM6) para la discretización de la parte espacial, combinado con un algoritmo de homotopía
escalar exponencialmente convergente (ECSHA7) para la discretización de la parte temporal. En
contraste, en [Li et al., 2018], los autores emplean un esquema de GFDM distinto al propuesto
en este trabajo para discretizar la parte espacial del problema, complementando con el método de
Newton-Raphson. En este estudio, se implementa un esquema de GFDM diferente al presentado
en [Li et al., 2018]. Detalles completos sobre este esquema se describen en la sección 2.4. Cabe
resaltar que este enfoque ha demostrado su robustez al resolver una amplia gama de problemas
definidos por sistemas de ecuaciones diferenciales parciales [Chávez-Negrete et al., 2018, Chávez
et al., 2021, Tinoco-Guerrero et al., 2018, Tinoco-Guerrero et al., 2022, Tinoco-Guerrero et al.,
2023,Román-Gutiérrez et al., 2022].

4Siglas en inglés de “Alternating Direction Implicit method”.
5Siglas en ingés de “Successive Over-Relaxation”.
6Siglas en inglés de “Local Radial-Basis-Function Collocation Method”.
7Siglas en inglés de “Exponentially Convergent Scalar Homotopy Algorith”.
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El problema de CNDD-MPS tiene potencial para simular diodos térmicos, los cuales permiten
el paso de calor en una dirección preferente. Tales diodos tienen una gran variedad de aplicaciones
para el manejo y control de temperatura en diversos sistemas, como paneles solares, refrigeración,
calefacción, entre otros [Wong et al., 2021]. En la Figura 1.11 se presenta un esquema en 2D de un
diodo térmico, el cual presenta un ángulo de inclinación θ respecto del eje horizontal.

Figura 1.11: Esquema de un diodo térmico, con inclinación respecto al eje horizontal.

1.3. CONVECCIÓN NATURAL DIFUSIVA DOBLE EN UN MEDIO POROSO SATURADO
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Capítulo 2

Metodología

“El gran arquitecto parece ser un matemático; a aquellos que no saben matemáticas les resulta
realmente difícil sentir la profunda belleza de la naturaleza.”

- Richard Feynman.

2.1. Expansión en serie de Taylor

Podemos aproximar una función dada f = f(x), centrada en un punto de su dominio x0,
utilizando una serie de potencias. La serie de potencias es una representación matemática que
nos permite expresar una función como una suma infinita de términos de potencias de (x − x0).
Esta serie es especialmente útil cuando queremos obtener una aproximación precisa de la función
alrededor de un punto específico. La serie de potencias se define como

f(x) =
∞∑
n=0

an(x− x0)
n , (2.1)

o de forma expandida como

f(x) = a0 + a1(x− x0) + a2(x− x0)
2 + a3(x− x0)

3 + · · · . (2.2)

Para que la serie sea igual a f en el punto x0 evaluamos f(x0), lo cual provoca que se anulen todos
los términos entre paréntesis, de esta manera se obtiene

f(x0) = a0 ,

con lo cual ahora ya se conoce el valor del primer coeficiente de la serie a0. Para que la aproximación
tenga la misma pendiente que f , es necesario derivar la ecuación (2.2), lo cual nos arroja

f ′(x) = a1 + 2a2(x− x0) + 3a3(x− x0)
2 + · · · ,
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y al evaluar la derivada en el punto de interés f ′(x0) podemos observar que nuevamente todos los
términos entre paréntesis se anulan, con lo cual se obtiene

f ′(x0) = a1 ,

de esta manera ya se conoce el segundo coeficiente de la serie a1. Para que la aproximación tenga
también la misma convexidad en ese punto, entonces volvemos a derivar, dando como resultado

f ′′(x) = 2a2 + 6a3(x− x0) + · · · ,

al evaluar la segunda derivada f ′′(x) en el punto de interés x0, denotado como f ′′(x0), se anulan
los términos entre paréntesis. Al realizar la evaluación y despejando se obtiene

f ′′(x0) = 2a2 ,

a2 =
1

2
f ′′(x0) ,

entonces tenemos el valor del tercer coeficiente de la serie a2. Si se continúa haciendo este proceso
de derivar y evaluar en x0 se pueden obtener los siguientes coeficientes, los cuales siguen un patrón.
De manera general estos coeficientes tienen la forma

an =
1

n!
f (n)(x0) . (2.3)

Sustituyendo los coeficientes an, descritos por la ecuación (2.3), en la ecuación de la serie de
potencias (2.2) obtenemos

f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) +
1

2!
f ′′(x0)(x− x0)

2 +
1

3!
f ′′′(x0)(x− x0)

3 + · · · . (2.4)

De forma compacta se puede escribir como

f(x) =
∞∑
n=0

1

n!
f (n)(x0)(x− x0)

n . (2.5)

A las ecuaciones (2.4) y (2.5) se les conoce como serie de Taylor [Kreyszig, 2009]. Esta
serie nos proporciona una aproximación de una función f en un punto específico x0 mediante una
combinación de sus derivadas en un polinomio de grado n. Es útil para diversos propósitos, como
la estimación de valores de una función en puntos cercanos al punto de interés o para la obtención
de valores aproximados de funciones cuando no tenemos una expresión exacta para ellas.

Al truncar la serie de Taylor después de un cierto número finito de términos, obtenemos una
aproximación de la función original alrededor del punto x0. Cuantos más términos se utilicen en la
serie, más precisa será la aproximación. Es crucial considerar que una serie de potencias únicamente
converge dentro de un determinado radio de convergencia, el cual depende de las propiedades de
la función f [Kreyszig, 2009].

2.1. EXPANSIÓN EN SERIE DE TAYLOR
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Algunas de las series de Taylor de funciones comunes son [Weisstein, 2023b]:

1

1− x
=

1

1− x0
+

x− x0
(1− x0)2

+
(x− x0)

2

(1− x0)3
+ · · · ,

cos(x) = cos(x0)− sin(x0)(x− x0)−
1

2
cos(x0)(x− x0)

2 +
1

6
sin(x0)(x− x0)

3 + · · · ,

sin(x) = sin(x0) + cos(x0)(x− x0)−
1

2
sin(x0)(x− x0)

2 − 1

6
cos(x0)(x− x0)

3 + · · · ,

ex = ex0

(
1 + (x− x0) +

1

2
(x− x0)

2 +
1

6
(x− x0)

3 + · · ·
)
,

ln(x) = ln(x0) +
x− x0
x0

− (x− x0)
2

2x20
+

(x− x0)
3

3x30
+ · · · ,

tan(x) = tan(x0) + sec2(x0)(x− x0) + sec2(x0) tan(x0)(x− x0)
2

+ sec2(x0)

(
sec2(x0)−

2

3

)
(x− x0)

3 + · · · .

Si centramos la serie de Taylor en el origen (x0 = 0), entonces se obtiene la serie de Maclaurin

f(x) =
∞∑
n=0

1

n!
f (n)(0)xn ,

f(x) = f(0) + f ′(0)x+
1

2!
f ′′(0)x2 +

1

3!
f ′′′(0)x3 + · · · .

Algunas series de Maclaurin de funciones comunes son [Weisstein, 2023a]:

1

1− x
= 1 + x+ x2 + x3 + x4 + x5 + · · · , para − 1 < x < 1 ,

cos(x) = 1− 1

2
x2 +

1

24
x4 − 1

720
x6 + · · · , para −∞ < x <∞ ,

sin(x) = x− 1

6
x3 +

1

120
x5 − 1

5040
x7 + · · · , para −∞ < x <∞ ,

ex = 1 + x+
1

2
x2 +

1

6
x3 +

1

24
x4 + · · · , para −∞ < x <∞ .

La aproximación mediante la serie de Taylor tiene aplicaciones fundamentales en ingeniería, ya
que permite analizar y comprender el comportamiento de sistemas complejos en los que es difícil
obtener soluciones exactas. En este campo, la serie de Taylor se utiliza para aproximar funciones no
lineales y resolver ecuaciones diferenciales que describen el comportamiento de sistemas dinámicos.
Al convertir una ecuación diferencial en una ecuación algebraica mediante la sustitución de la serie
de Taylor, podemos “simplificar” el problema y obtener soluciones aproximadas que facilitan el
análisis y diseño de sistemas ingenieriles en diversas áreas.

2.1. EXPANSIÓN EN SERIE DE TAYLOR
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2.2. Método de Diferencias Finitas (FDM) en 1D

Nuestro principal objetivo es resolver sistemas de ecuaciones diferenciales parciales, en un
cierto dominio del espacio Ω = (x, y) y/o del tiempo t. Debido a la complejidad de muchos de estos
sistemas, los métodos tradicionales suelen ser insuficientes para encontrar una solución exacta. En
su lugar, es común emplear métodos numéricos que permiten obtener una aproximación precisa
de la solución. En este caso, el método de diferencias finitas (FDM1) se utiliza para reemplazar
las derivadas en el sistema de PDEs2 por aproximaciones basadas en diferencias finitas. Esto
nos permite obtener un sistema, grande pero en un espacio de dimensión finita, de ecuaciones
algebraicas, el cual puede ser adecuadamente resuelto por una computadora. Evitando así resolver
el sistema de PDEs de forma analítica [LeVeque, 2007].

Surge entonces la pregunta ¿cómo podemos aproximar las derivadas de una función utilizando
únicamente los valores discretos de dicha función en un conjunto discreto de puntos específicos?
Estas aproximaciones son conocidas como diferencias finitas y podemos explorar su origen a
través del cálculo diferencial [Godunov and Bohachevsky, 1959].

2.2.1. Obtención de las aproximaciones en diferencias finitas

Supongamos que tenemos una función de una sola variable, denotada como u(x), la cual se
considera suave a menos que se indique lo contrario. Esto implica que podemos diferenciar dicha
función varias veces, y cada derivada resultante es una función bien definida en un intervalo que
incluye un punto específico xi. A este punto, comúnmente se le conoce como nodo central.

Si deseamos estimar la derivada de primer orden u′(xi), que representa la pendiente de la
tangente a la curva de la función en el punto xi, utilizando solamente un número finito de puntos
cercanos a xi (también conocidos como nodos de soporte o nodos vecinos), una opción lógica sería
utilizar

D+u(xi) ≈
u(xi + h)− u(xi)

h
, (2.6)

para un valor pequeño de h. Se utilizan dos nodos de soporte: el nodo central y el nodo adelante.
Esto se debe a la definición estándar de la derivada, donde se toma el límite de la expresión cuando
h tiende a cero. Sin embargo, en lugar de tomar h como un infinitesimal, se elige un valor finito,
lo que da origen al término diferencias finitas. En la ecuación (2.6), se emplea la denominada
diferencia hacia adelante. Es importante destacar que D+u(xi) representa la pendiente de la
línea que interpola a la función u en los puntos xi y xi + h (ver Figura 2.1). A medida que h se
aproxima a cero, esta recta secante se acerca cada vez más a la tangente en el punto xi.

La ecuación (2.6) ofrece una estimación unilateral de u′, ya que sólo se tienen en cuenta valores

1Siglas en inglés de “Finite Differences Method”.
2Siglas en inglés de “Partial Differential Equations”.

2.2. MÉTODO DE DIFERENCIAS FINITAS (FDM) EN 1D
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Figura 2.1: Varias aproximaciones a u′(xi) interpretadas como la pendiente de líneas entre dos puntos.

de x ≥ xi al evaluar u. Otra aproximación unilateral (x ≤ xi) sería la diferencia hacia atrás

D−u(xi) ≈
u(xi)− u(xi − h)

h
, (2.7)

la cual se puede ver que también utiliza dos nodos de soporte, pero en este caso utilizan el nodo
central y el nodo de atrás. Estas fórmulas proporcionan una estimación de primer orden de
precisión para u′(xi), lo que significa que la magnitud del error está acotada por un múltiplo de
h. En otras palabras, a medida que h disminuye el error de la aproximación también disminuye
proporcionalmente.

Otra opción es utilizar la diferencia centrada, que utiliza tanto el nodo vecino anterior como
el nodo vecino posterior, junto con el nodo central, como nodos de soporte

D0u(xi) ≈
u(xi + h)− u(xi − h)

2h
=
D+u(xi) +D−u(xi)

2
. (2.8)

La ecuación (2.8) representa la pendiente de la línea que interpola la función u en los puntos xi−h
y xi + h. Esta aproximación es el promedio de las dos aproximaciones unilaterales definidas en las
(2.6) y (2.7). Observando la Figura 2.1, podemos apreciar que esta aproximación es más precisa
que las aproximaciones unilaterales. De hecho, se trata de una aproximación con precisión de
segundo orden, lo que significa que la magnitud del error está acotada por un múltiplo de h2.
Por lo tanto, si h es pequeño, el error en esta aproximación será mucho menor que el error en una
aproximación de primer orden [Strang, 2007,LeVeque, 2007].

Si dividimos el intervalo de interés [a, b], en el que se encuentra definida nuestra función, en
N + 1 nodos equidistantes, obtendremos N intervalos de tamaño h. La longitud de cada intervalo
se puede calcular como h = b−a

N
. Por ejemplo, si el intervalo de interés es [0, 1], entonces h = 1

N
.

Se puede observar un esquema ilustrativo en la Figura 2.2.

Podemos escribir de forma compacta las coordenadas utilizando xi−1 = xi − h y xi+1 = xi + h.
Del mismo modo, podemos expresar las evaluaciones de la función u como ui−1 = u(xi−1) y

2.2. MÉTODO DE DIFERENCIAS FINITAS (FDM) EN 1D
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Figura 2.2: Discretización del dominio en 1D.

ui+1 = u(xi+1). Utilizando estas notaciones compactas, las fórmulas de las diferencias anteriores
(2.6)-(2.8) se pueden expresar como

D+ui ≈
ui+1 − ui

h
Diferencia hacia adelante.

D−ui ≈
ui − ui−1

h
Diferencia hacia atrás.

D0ui ≈
ui+1 − ui−1

2h
=
D+ui +D−ui

2
Diferencia centrada.

Otra manera de obtener estas aproximaciones es mediante la expansión en serie de Taylor (2.5)
de la función u hasta segundo orden. Para ello, se requiere la expansión en el nodo con coordenadas
xi+1 y también la expansión en el nodo con coordenadas xi−1

u(xi+1) = u(xi) + hu′(xi) +
h2

2
u′′(xi) +O(h3) , (2.9)

u(xi−1) = u(xi)− hu′(xi) +
h2

2
u′′(xi) +O(h3) . (2.10)

La notación “big-oh” se utiliza para representar el orden de los términos restantes en la expansión,
en este caso O(h3). A medida que h disminuye, los términos siguientes se vuelven cada vez más
pequeños. Esto se debe a que el término de orden n tiene una magnitud de hn, y al ser h pequeña,
estos términos se vuelven cada vez más insignificantes. Si cortamos la expansión hasta segundo
orden se obtendrá una aproximación con un cierto error τ = O(h3). A este error τ se le conoce
como error de truncamiento.

2.2. MÉTODO DE DIFERENCIAS FINITAS (FDM) EN 1D
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Si despejamos u′ de la ecuación (2.9), obtenemos nuevamente la diferencia hacia adelante

u(xi+1)− u(xi)

h
= u′(xi) +

O(h2)

h
,

u(xi+1)− u(xi)

h
= u′(xi) +O(h) ,

u′i ≈
ui+1 − ui

h
= D+ui ,

la cual ya se había obtenido en la ecuación (2.6). Podemos observar que el error de truncamiento
en esta aproximación es de orden O(h). De manera análoga, al despejar u′ de la ecuación (2.10),
obtenemos la diferencia hacia atrás

u(xi−1)− u(xi)

−h
= u′(xi)−O(h) ,

u′i ≈
ui − ui−1

h
= D−ui ,

la cual puede observarse también en la ecuación (2.7). Se puede observar que el error local de
truncamiento resulta de orden O(h), al igual que en la diferencia hacia adelante. Esto se debe a
que ambas aproximaciones son unilaterales, resultado de que solamente tienen apoyo en un nodo
aparte del nodo central (hacia adelante xi+1 o hacia atrás xi−1).

Por otro lado, si restamos las ecuaciones (2.9) y (2.10), obtenemos la diferencia centrada

u(xi+1)− u(xi−1) = 2hu′(xi) +O(h3) ,

u(xi+1)− u(xi−1)

2h
= u′(xi) +O(h2) ,

u′i ≈
ui+1 − ui−1

2h
= D0ui .

la cual también se obtuvo como el promedio de las dos diferencias unilaterales en la ecuación
(2.8). En esta aproximación, podemos observar que el error de truncamiento es de orden O(h2).
Si comparamos el orden del error, por ejemplo, tomando h = 1

10
, las aproximaciones unilaterales

tendrían un error del orden del 10%, mientras que en la aproximación centrada el error sería del
orden del 1%. Esto indica que la aproximación centrada es mucho más precisa y ofrece una mejor
estimación de la derivada en comparación con las aproximaciones unilaterales.

Al aplicar estas aproximaciones a todos los nodos del dominio, obtenemos un sistema de ecua-

2.2. MÉTODO DE DIFERENCIAS FINITAS (FDM) EN 1D
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ciones algebraicas que puede ser expresado en forma matricial como [Strang, 2007]:

Diferencia hacia adelante
1

h


. . .
0 −1 1

0 −1 1
. . .



ui−1

ui
ui+1

ui+2

 =
1

h


...

ui+1 − ui
ui+2 − ui+1

...

 ,

Diferencia hacia atrás
1

h


. . .
−1 1 0

−1 1 0
. . .



ui−1

ui
ui+1

ui+2

 =
1

h


...

ui − ui−1

ui+1 − ui
...

 ,

Diferencia centrada
1

2h


. . .
−1 0 1

−1 0 1
. . .



ui−1

ui
ui+1

ui+2

 =
1

2h


...

ui − ui−1

ui+1 − ui
...

 .

Podemos decir que las matrices de la izquierda aproximan la primer derivada; es decir, representan
diferencias de primer orden.

2.2.2. Diferencia de segundo orden

Utilizando las mismas expansiones que antes, dadas por las ecuaciones (2.9) y (2.10), pero esta
vez sumándolas, obtenemos

u(xi+1) + u(xi−1) = 2u(xi) + h2u′′(xi) +O(h4) .

A partir de esta ecuación, podemos despejar la segunda derivada u′′, obteniendo así la siguiente
expresión

u(xi+1)− 2u(xi) + u(xi−1)

h2
=+ u′′(xi) +O(h2) ,

u′′i ≈
ui+1 − 2ui + ui−1

h2
= D2ui , (2.11)

donde se puede observar que el error de truncamiento es de orden O(h2). A la ecuación (2.11) se
le conoce como segunda diferencia. Al aplicar la ecuación (2.11) a todos los nodos del dominio,
obtenemos un sistema de ecuaciones que puede ser representado de forma matricial como

Segunda Diferencia
1

h2


. . .
1 −2 1

1 −2 1
. . .



ui−1

ui
ui+1

ui+2

 =
1

h2


...

ui+1 − 2ui + ui−1

ui+2 − 2ui+1 + ui
...

 ,
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donde la matriz de la izquierda aproxima una segunda derivada en todos los nodos del dominio
discretizado. Una alternativa para obtener la ecuación (2.11) es realizar una operación conocida
como “diferencia de diferencia”

d2u

dx2
≈ 1

h

(
du

dx

∣∣∣∣
xi+1

− du

dx

∣∣∣∣
xi

)
,

donde se ha utilizado una diferencia hacia adelante en primer lugar. Después, se emplea una
diferencia hacia atrás para reemplazar las derivadas dentro de los paréntesis, resultando entonces
como

d2u

dx2
≈ 1

h

(
ui+1 − ui

h
− ui − ui−1

h

)
=
ui+1 − 2ui + ui−1

h2
= D2ui .

2.2.3. Ecuaciones en diferencias en 1D

En la sección anterior, obtuvimos una aproximación de la segunda derivada d2u
dx2 , la cual se

conoce como segunda diferencia D2ui. A partir de esto, podemos crear de manera sencilla una
forma discreta de la ecuación diferencial

d2u

dx2
= f(x) . (2.12)

A la ecuación (2.12) se le conoce comúnmente como la ecuación de Poisson, donde la función f se
denomina la fuente. La función u es la solución y comúnmente se utiliza para modelar temperatura
o concentración.

El propósito es calcular aproximaciones u1, . . . , uN para los valores u(x1), . . . , u(xN). Si dividi-
mos el intervalo [0, 1] en N+1 nodos, las fronteras se sitúan en los extremos: izquierdo (x = a = 0)
y derecho (x = a +Nh = b = 1). Para discretizar el lado izquierdo de la ecuación, reemplazamos
la segunda derivada d2

dx2 con la segunda diferencia D2ui, como se define en la ecuación (2.11). Por
otro lado, en el lado derecho asumimos que f(x) es una función suave o puntual, y se puede evaluar
en cada nodo como f(xi) = fi. De esta manera, obtenemos la ecuación en diferencias

ui+1 − 2ui + ui−1

h2
= fi . (2.13)

Con el fin de obtener una solución única en esta ecuación de segundo orden, es fundamen-
tal establecer dos condiciones de frontera (sin embargo estas dos condiciones, por sí mismas, no
garantizan la unicidad de la solución). Expresamos estas condiciones de frontera como:

u(0) = α , u(1) = β . (2.14)

A estas condiciones de frontera (2.14) se les conoce como condiciones de frontera de tipo Dirichlet.
Por otro lado, en el caso de la ecuación en diferencias, las condiciones de frontera de Dirichlet
pueden expresarse como [Strang, 2007,LeVeque, 2007]

u0 = α , uN+1 = β . (2.15)
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Si consideramos los nodos interiores que están directamente a un lado de las fronteras (nodos
de índices 1 y N), al emplear la ecuación discretizada (2.13) se obtienen las ecuaciones

u2 − 2u1 + u0
h2

= f1 , (2.16)

uN+1 − 2uN + uN−1

h2
= fN . (2.17)

Podemos observar que se presentan los valores u0 y uN+1, los cuales son valores conocidos y están
dados por las condiciones de frontera (2.15), por lo que podemos sustituir estos valores conocidos
en las ecuaciones (2.16) y (2.17), quedando entonces como

u2 − 2u1 + α

h2
= f1 ,

β − 2uN + uN−1

h2
= fN ,

de las cuales se puede despejar al lado derecho los valores conocidos, con lo que se obtiene
u2 − 2u1

h2
= f1 −

α

h2
, (2.18)

−2uN + uN−1

h2
= fN − β

h2
. (2.19)

Al emplear las ecuaciones (2.13), (2.18) y (2.19) para ensamblar el sistema completo, y además
expresándolo de forma matricial, se obtiene

1

h2



1
−2 1
1 −2 1

. . .
1 −2 1

1 −2
1





u0
u1
u2
...

uN−1

uN
uN+1


=



α
h2

f1 − α
h2

f2
...

fN−1

fN − β
h2

β
h2


, (2.20)

donde se puede observar que los valores conocidos, dados por las fronteras, han pasado al lado
derecho del sistema. Este sistema suele escribirse de manera abreviada como

KU = F ,

donde

K =
1

h2



1
−2 1
1 −2 1

. . .
1 −2 1

1 −2
1


; U =



u0
u1
u2
...

uN−1

uN
uN+1


; F =



α
h2

f1 − α
h2

f2
...

fN−1

fN − β
h2

β
h2


.
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En mecánica computacional, a la matriz K se le conoce como matriz de rigideces, al vector U
como el vector de desplazamientos, y al vector F como el vector de cargas. Al resolver el sistema
se obtiene el vector U , el cual es la aproximación a la solución u en el dominio discretizado. De
aquí en adelante llamaremos a U la solución.

Ejemplo: Ecuación de Poisson en 1D con condiciones de frontera de Dirichlet en las
dos fronteras.

Supongamos entonces que queremos resolver la ecuación de Poisson (2.12), en el dominio [0, 1],
con condiciones de frontera de Dirichlet dadas por

u(0) = 0 ,

u(1) = 0 ,

y empleando una fuente constante

f(x) = 1 .

Podemos reemplazar directamente en la ecuación (2.20) los valores de f(xi), α, β y h. Aquí, la
distancia entre los nodos h varía en función del número total de nodos utilizados para discretizar
el dominio. Si empleamos un total de 11 nodos, obtenemos h = 0.1. De esta forma, el sistema se
expresa como

102



1
−2 1
1 −2 1

. . .
1 −2 1

1 −2
1





u0
u1
u2
...
u8
u9
u10


=



0
1− 0
1
...
1

1− 0
0


.

Al resolver el sistema, obtenemos la solución numérica del problema U . En la Figura 2.3 se aprecia la
comparación entre la gráfica de la solución numérica y la solución exacta. Para comparar obtenemos
la solución analítica del problema, el cual está dado por

d2u

dx2
= 1 , con condiciones u(0) = 0 , u(1) = 0 .

Integrando una vez la ecuación diferencial

du

dx
= x+ c1 .

Integrando por segunda vez

u =
x2

2
+ c1x+ c2 .
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Empleando la primer condición de frontera para obtener el valor de una de las constantes de
integración

u(0) =
(0)2

2
+ c1(0) + c2

= c2

0 = c2 ,

entonces

u =
x2

2
+ c1x .

Utilizando la segunda condición de frontera

u(1) =
(1)2

2
+ c1(1)

0 =
1

2
+ c1

c1 = −1

2
.

Finalmente la solución exacta de este problema es

u =
x2

2
− 1

2
x

=
1

2
(x2 − x) .

La solución exacta se puede ver en la Figura 2.3 junto con la solución numérica.

2.2.4. Cambio de la condición de frontera del lado derecho (Condición
de frontera de Neumann)

Ahora realizamos una modificación en la condición de frontera en el lado derecho del dominio
de la siguiente manera

ux(1) = β . (2.21)

La función u ya no tiene un valor preestablecido, sino que el valor asignado por esta condición
de frontera es para la derivada ux. A esta condición de frontera (2.21) se le denomina condición
de frontera de tipo Neumann. Desde una perspectiva física, esta condición representa la entrada o
salida de flujo de la cantidad u en el dominio; por ejemplo, puede interpretarse como concentración
o temperatura. Debido a que la función u no está definida en el último nodo N + 1, aplicamos la
discretización de la ecuación de Poisson (2.13) también en este nodo, lo que nos conduce a

uN − 2uN+1 + ug
h2

= fN+1 , (2.22)
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Figura 2.3: Solución de la ecuación de Poisson 1D, con fuente f(x) = 1, y con condiciones de frontera
u(0) = 0 y u(1) = 0.

Figura 2.4: Nodo fantasma a la derecha del dominio discretizado en 1D para soporte de la ecuación en el
último nodo N + 1 con coordenada x = 1.

donde ug es la función evaluada en las coordenadas del nodo fantasma pg. El nodo fantasma es un
nodo que no está incluido en la discretización del dominio como puede observarse en la Figura 2.4.

Para sustituir el valor de la función en el nodo fantasma ug en la ecuación (2.22), utilizamos la
diferencia centrada3 para aproximar la condición de frontera de Neumann (2.21) en el nodo N +1.

3Por lo general, se emplea la diferencia centrada debido a que su error es de O(h2), lo cual coincide con el error
de la segunda diferencia que hemos utilizado. Si optáramos por una de las diferencias laterales que tienen un error
de O(h), entonces el error total del método sería de O(h). Esto conduciría a un error más significativo, ya que un
error de orden O(h) es más relevante que un error de orden O(h2).
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De esta manera, obtenemos

ug − uN
2h

= β ,

y despejando el valor de la función en el nodo fantasma ug se obtiene

ug = uN + 2hβ ,

este valor se reemplaza en la ecuación (2.22), lo que nos lleva a una ecuación expresada única-
mente en términos de los valores de u en nodos que se encuentran dentro del dominio (ui con i =
{0, 1, · · · , N + 1}).

uN − 2uN+1 + (uN + 2hβ)

h2
= fN+1 ,

2uN − 2uN+1

h2
= fN+1 −

2β

h
. (2.23)

Al utilizar la ecuación (2.23), que representa la modificación debida a la condición de frontera de
Neumann en el nodo N + 1, se modifica la última fila del sistema (2.20), lo que resulta en

1

h2



1
−2 1
1 −2 1

. . .
1 −2 1

1 −2 1
2 −2





u0
u1
u2
...

uN−1

uN
uN+1


=



α
h2

f1 − α
h2

f2
...

fN−1

fN
fN+1 − 2β

h


. (2.24)

Ejemplo: Ecuación de Poisson 1D con condición de frontera de Neumann en x = 1
usando FDM

Resolviendo el mismo ejemplo que antes, pero cambiando la condición de frontera derecha
(x = 1) por una condición de frontera de Neumman tenemos el siguiente problema

d2u

dx2
= f(x) ,

con fuente

f(x) = 1 ,

y condiciones de frontera

u(0) = 0 ,

ux(1) = 0 .
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Utilizando un total de 11 nodos en el dominio, y sustituyendo los valores correspondientes (h,
α, β, fi) en el sistema modificado (2.24) se obtiene

102



1
−2 1
1 −2 1

. . .
1 −2 1

1 −2 1
2 −2





u0
u1
u2
...
u8
u9
u10


=



0
1− 0
1
...
1
1

1− 0


. (2.25)

Al resolver el sistema KU = F , obtenemos la solución de la ecuación diferencial U . La represen-
tación gráfica de la solución U se puede observar en la Figura 2.5.

Para comparar obtenemos la solución exacta de este problema. Primero, consideramos la ecua-
ción diferencial junto con sus condiciones de frontera:

d2u

dx2
= 1 , con u(0) = 0 , ux(1) = 0 .

Integrando una primera vez la ecuación diferencial
du

dx
= x+ c1 .

Utilizando la segunda condición de frontera, que define la derivada de la función u en x = 1,
podemos obtener el valor de la primer constante de integración c1,

ux(1) = 1 + c1 ,

0 = 1 + c1 ,

c1 = −1 .

Sustituyendo el valor de c1, la ecuación diferencial resulta como
du

dx
= x− 1 .

Integrando por segunda vez se obtiene

u =
x2

2
− x+ c2 .

Utilizando la primer condición de frontera, que define el valor de u en x = 0, se obtiene el valor de
la segunda constante de integración c2

u(0) =
(0)2

2
− (0) + c2 ,

0 = c2 .

Entonces la solución exacta de este problema queda como

u =
x2

2
− x .

La gráfica de la solución exacta se puede observar en la Figura 2.5, comparada con la solución
numérica U , obtenida de resolver la ecuación (2.25).
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Figura 2.5: Solución de la ecuación de Poisson en 1D, con fuente f(x) = 1, y con condiciones de frontera
u(0) = 0 y ux(1) = 0, utilizando FDM.

2.3. Método de Diferencias Finitas (FDM) en 2D

En la sección 2.2 se presentan varios ejemplos de diferencias finitas en una dimensión. Ahora,
ampliaremos este método para resolver problemas en dos dimensiones. El primer paso es discretizar
el dominio en ambas direcciones, x y y, utilizando n nodos en la dirección x y m nodos en la
dirección y, lo que resulta en un total de N = n×m nodos. La Figura 2.6 muestra un ejemplo de
la discretización del dominio Ω = [0, 2] × [0, 1], utilizando n = 13 nodos en x y m = 11 nodos en
y.

Las coordenadas de un nodo cualquiera dentro del dominio se pueden expresar de la forma

pi = (xi, yi) .

Ahora cada nodo central utiliza cinco nodos de soporte para aproximar las derivadas, el nodo
central y los cuatro nodos vecinos. El esquema general de los nodos de soporte para un nodo
cualquiera con coordenadas pi,j se puede observar en la Figura 2.7. Las coordenadas de estos
nodos son

nodo central pi = (xi, yi) ,
nodo derecha pi+m = (xi + h, yj) ,
nodo izquierda pi−m = (xi − h, yj) ,
nodo superior pi+1 = (xi, yj + k) ,
nodo inferior pi−1 = (xi, yj − k) ,

donde h es la distancia horizontal entre dos nodos adyacentes horizontalmente, y k es la distancia
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Figura 2.6: Dominio en 2D discretizado con n = 13 nodos en x y m = 11 nodos en y.

vertical entre dos nodos adyacentes verticalmente. Estas longitudes pueden expresarse de la forma

h =
L

n
,

k =
H

m
,

donde L representa la longitud del dominio y H su altura, como puede observarse en la Figura 2.6.

Figura 2.7: Nodos de soporte para diferencias clásicas (FDM) en 2D.

La generalización de la diferencia centrada (2.8) para 2 dimensiones puede expresarse de la
forma

∂u

∂x
≈ ui+m − ui−m

2h
, (2.26)

∂u

∂y
≈ ui+1 − ui−1

2k
, (2.27)
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donde la ecuación (2.26) aproxima la derivada parcial en dirección x, utilizando como nodos de
soporte el nodo a la izquierda (con índice i−m) y el nodo a la derecha (con índice i+m). Mientras
que la ecuación (2.27) aproxima la derivada parcial en dirección y, utilizando como nodos de
soporte el nodo superior (con índice i+ 1) y el nodo inferior (con índice i− 1).

Por otro lado la generalización de la diferencia de segundo orden (2.11), se puede expresar de
la forma

∂2u

∂x2
≈ ui+m − 2ui + ui−m

h2
, (2.28)

∂2u

∂y2
≈ ui+1 − 2ui + ui−1

k2
, (2.29)

donde la ecuación (2.28) aproxima la segunda derivada parcial en dirección x usando los nodos
central (i), izquierda (i− 1), y derecha (i+ 1), y la ecuación (2.29) aproxima la segunda derivada
parcial en y usando los nodos central (i), superior (i+ 1), e inferior (i− 1).

2.3.1. Ecuación en diferencias en 2D

Ahora para entender como construir una ecuación en diferencias utilizando las aproximaciones
a las derivadas parciales (2.26)-(2.29), veremos el ejemplo de la ecuación de Poisson en 2D,

∇2u = f , (2.30)

donde ∇ es el operador diferencial nabla en 2 dimensiones, el cual se puede expresar en coordenadas
cartesianas como ∇ = ı̂ ∂

∂x
+ȷ̂ ∂

∂y
. Con lo cual la ecuación de Poisson compacta (2.30) se puede escribir

también en forma extendida como
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= f , (2.31)

donde f y u representan funciones bidimensionales, es decir, f = f(x, y) y u = u(x, y).

Podemos emplear las ecuaciones (2.28) y (2.29) para substituir las derivadas en la ecuación de
Poisson (2.31) obteniendo así la ecuación de Poisson discretizada

ui+m − 2ui + ui−m

h2
+
ui+1 − 2ui + ui−1

k2
= fi . (2.32)

Aplicando la ecuación (2.32) a todos los nodos al interior del dominio, se ensambla el sistema
KU = F . Un ejemplo de una ecuación de este sistema (un renglón de K por U igual a fi),
correspondiente al nodo de coordenadas pi, se presenta como sigue

[
i−m i−1 i i+1 i+m

· · · 0 1
h2 0 · · · 0 1

k2
−2
h2 + −2

k2
1
k2

0 · · · 0 1
h2 0 · · ·

]
...
ui
...

 = fi ,

donde se señala en azul el índice de la columna correspondiente a cada nodo de soporte. Es
importante recordar que los valores conocidos, los cuales son dados por las condiciones de frontera,
deben pasar al lado derecho del sistema.
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Ejemplo: Poisson 2D en dominio rectangular con condiciones de frontera de Dirichlet
usando FDM.

Supongamos que se quiere resolver la ecuación de Poisson (2.31), en el dominio [0, 2] × [0, 1],
el cual puede observarse en la Figura 2.6. Para la discretización del dominio, se emplearon n = 13
nodos en la dirección x y m = 11 nodos en la dirección y. Esto da lugar a un total de N = 13×11 =
143 nodos en la discretización.

Para este problema las condiciones de frontera están dadas por

u(x = 0, y) = 0 ,

u(x = 2, y) = 2 + sin(πy) ,

u(x, y = 0) = x ,

u(x, y = 1) = x ,

utilizando la fuente

f(x, y) = −5 .

Los nodos correspondientes a las diferentes fronteras pueden identificarse en la Figura 2.8 y
cada nodo identificado con el color asignado a cada frontera.

Figura 2.8: Nodos de frontera identificados por color para el problema de Poisson usando FDM, con n = 13
nodos en dirección x, y m = 11 nodos en dirección y.

Se ensambla el sistema de ecuaciones KU = F aplicando la ecuación (2.32) a todos los nodos
incógnita (en este ejemplo son todos los nodos interiores), teniendo especial cuidado con los valores
que pasan al lado derecho debido a las condiciones de frontera. Una vez ensamblado el sistema
KU = F , este se resuelve para obtener la solución numérica U . Para este ejemplo la solución se
puede observar como líneas de contorno en la Figura 2.9(a) y como una superficie tridimensional
en la Figura 2.9(b).
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(a) Líneas de contorno. (b) Superficie.

Figura 2.9: Solución numérica U del problema de Poisson ∇2u = −5, con condiciones de frontera: u(x =
0, y) = 0, u(x = 2, y) = 2 + sin(πy), u(x, y = 0) = x, u(x, y = 1) = x, utilizando FDM y empleando un
total de N = 13× 11 = 143 nodos.

Como se mencionó previamente, la función u puede entenderse como la temperatura en una
placa rectangular. En esta situación, la temperatura permanece constante en los bordes de la placa,
mientras que una fuente de calor uniforme f se distribuye por todo el dominio. Otra interpretación
válida es que u representa la deformación de un material elástico. Bajo esta perspectiva, el material
se encuentra restringido en sus límites debido a las condiciones de Dirichlet, y una carga f (en este
caso uniforme) se aplica al material lo que da como resultado su deformación.

Además, u puede también representar la presión (altura piezométrica) en un medio poroso
saturado. Esta presión se disipa debido a la porosidad del material. En este caso, la presión se
mantiene a una cierta altura debido a las condiciones de frontera, y una presión uniforme f se
aplica en todo el dominio como carga adicional.

2.3.2. Cambio de la condición en una de las fronteras (Condición de
frontera de Neumann)

¿Qué ocurriría si surgiera la necesidad de modelar la entrada o salida de flujo de la cantidad u
en alguna de las fronteras? Esto se puede lograr mediante la aplicación de la condición de frontera
de Neumann

∂u

∂n

∣∣∣∣
∂ΩNeu

= α(p) , (2.33)

donde ∂u/∂n es la derivada normal, ∂ΩNeu son las fronteras con condición de frontera de Neumann,
α(x) es una función que describe la cantidad de flujo que entra o sale del dominio por estas fronteras.
Si consideramos que u representa la temperatura, entonces α denota la cantidad de calor que entra
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o sale de la placa bidimensional. En el caso de α = 0, esto indicaría que la frontera está aislada, lo
que resultaría en la ausencia de flujo de calor a través de dicha frontera.

Por otro lado, si interpretamos u como la deformación elástica, la función α representa una
fuerza adicional en esa frontera. Si esta fuerza adicional fuera nula (α = 0), ello implicaría que
la frontera se encuentra libre, sin restricciones como en las fronteras de Dirichlet, y por tanto, no
estaría sometida a ninguna fuerza.

La derivada normal en coordenadas cartesianas está definida por

∂u

∂n
= ∇u · n̂ = nx

∂u

∂x
+ ny

∂u

∂y
, (2.34)

donde nx y ny son las componentes del vector normal (2.35)

n̂ = (nx, ny) . (2.35)

Condición de frontera de Neumann en la frontera inferior de un dominio rectangular

Se va a cambiar entonces la frontera inferior del dominio mostrado en la Figura 2.6, para que
tenga una condición de frontera de Neumann (2.33). Como la frontera inferior está alineada con
el eje horizontal, entonces el vector normal en esta frontera es −ȷ̂ = (0,−1). Entonces podemos-
escribir la condición de frontera de Neumann (2.33) como

−∂u
∂y

= α(p) . (2.36)

Podemos ahora sustituir la derivada por la aproximación en diferencias (diferencia centrada)
de la ecuación (2.27) en la ecuación de la condición de frontera de Neumann en dirección −ȷ̂ (2.36)
con lo que se obtiene

−ui+1 − ui−1

2k
= αi , (2.37)

donde αi es la función evaluada en las coordenadas del iésimo nodo αi = α(pi). En este caso se
tiene un nodo fantasma en dirección (0,−k) respecto del nodo central, como se muestra en la
Figura 2.10, donde pg representa las coordenadas del nodo fantasma pi−1.

Despejando el valor ui−1, que corresponde al nodo fantasma, de la ecuación (2.37)

ui−1 = 2kαi + ui+1 .

Sustituyendo este resultado en la ecuación de Poisson discretizada (2.32), agrupando términos, y
despejando al lado derecho de la ecuación los valores conocidos, se obtiene

ui+m − 2ui + ui−m

h2
+
ui+1 − 2ui + ui−1

k2
= fi ,

ui+m − 2ui + ui−m

h2
+
ui+1 − 2ui + (2kαi + ui+1)

k2
= fi ,

ui+m − 2ui + ui−m

h2
+

2ui+1 − 2ui
k2

= fi −
2αi

k
. (2.38)
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Figura 2.10: Esténcil de un nodo de frontera de Neumann, para una frontera en la parte inferior de un
dominio rectangular utilizando nodo fantasma con el método FDM.

Utilizando la ecuación (2.38), se ajusta el sistema KU = F en las filas correspondientes a los nodos
ubicados en la frontera con condiciones de Neumann. La ecuación (2.38) representa la extensión
bidimensional de la ecuación (2.23), la cual resuelve un problema unidimensional.

Ejemplo: Ecuación de Poisson en 2D, cambiando la frontera inferior por condición de
frontera de Neumann usando FDM.

Resolviendo el mismo problema que antes, utilizando la misma fuente f(x, y) = −5, en el
mismo dominio rectangular Ω = [0, 2]× [0, 1]. La ecuación a resolver es

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= −5 .

Lo único que se modifica es la frontera inferior en y = 0, en la cual previamente existía una
condición de frontera de Dirichlet; sin embargo, ahora esta se convierte en una condición de frontera
de Neumann. Con este ajuste, las condiciones de frontera se establecen de la siguiente manera

u(x = 0, y) = 0 ,

u(x = 2, y) = 2 + sin(πy) ,

un(x, y = 0) = −10x ,

u(x, y = 1) = x .

En la frontera inferior, ahora no se define el valor de la función u, sino el de su derivada normal
un.

Es necesario ajustar el sistema KU = F al aplicar la ecuación (2.38) en los nodos correspon-
dientes a las fronteras de Neumann. En este caso particular, la frontera inferior (y = 0) es la que
se ve afectada. Una vez que el sistema KU = F ha sido ensamblado con las modificaciones nece-
sarias, se procede a resolverlo para obtener la solución numérica U . En este ejemplo, se utilizaron
también n = 13 nodos en la dirección x y m = 11 nodos en la dirección y, tal como se representa
en la Figura 2.8. La solución numérica U se puede observar en la Figura 2.11(a) mediante líneas
de contorno y en la Figura 2.11(b) como una superficie tridimensional.
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(a) Líneas de contorno. (b) Superficie.

Figura 2.11: Solución numérica U del problema de Poisson ∇2u = −5, con condiciones de frontera:
u(x = 0, y) = 0, u(x = 2, y) = 2 + sin(πy), un(x, y = 0) = −10x, u(x, y = 1) = x utilizando FDM, y
empleando un total de N = 13× 11 = 143 nodos.

2.4. Diferencias Finitas Generalizadas (GFDM)

El método GFDM presenta algunas ventajas respecto al método FDM mostrado en la sección
2.3. Las principales ventajas son:

• Mallas no estructuradas: Las mallas no necesitan tener una estructura predefinida para
resolver el problema, sino que pueden tener cualquier distribución de nodos. Incluso es posible
prescindir de mallas y emplear solamente nubes de puntos.

• Dominios irregulares: Debido a la falta de necesidad de estructura en la malla, tampoco se
requiere que el dominio presente una estructura específica. Esto permite abordar problemas
en dominios irregulares.

• Mayor precisión: La utilización de más nodos de soporte en torno a un nodo central resulta
en una precisión superior en la solución. Esto contrasta con el método clásico que emplea
únicamente 4 nodos de soporte (Figura 2.7).

La principal desventaja sería que al usar más nodos de soporte aumenta el costo computacional.
No obstante, al no emplear una cantidad excesiva de nodos de soporte para cada nodo central, el
impacto computacional es un problema con poca relevancia.

2.4.1. Discretizando un operador diferencial lineal con GFDM

Podemos definir, de forma general, un operador diferencial lineal de segundo orden en 2D
denotado como L, el cual es aplicado a la función u, y posteriormente evaluado en las coordenadas
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p0 (que corresponden a un nodo central cualquiera), de tal forma que se obtiene

Lu|p0 = A|p0 u|p0 + B|p0
∂u

∂x

∣∣∣∣
p0

+ C|p0
∂u

∂y

∣∣∣∣
p0

+ D|p0
∂2u

∂x2

∣∣∣∣
p0

+ E|p0
∂2u

∂x∂y

∣∣∣∣
p0

+ F |p0
∂2u

∂y2

∣∣∣∣
p0

,

(2.39)

donde A = A(x, y), B = B(x, y), C = C(x, y), D = D(x, y), E = E(x, y) y F = F (x, y), son
funciones dadas por la ecuación diferencial a resolver.

Supongamos que podemos aproximar este operador diferencial utilizando un esquema de GFDM.
Para realizar esta aproximación en un nodo central con coordenadas p0, se emplea un total de q
nodos de soporte con posiciones arbitrarias y coordenadas pi = (xi, yi), donde i = 0, 1, · · · , q. Un
esquema representativo de un nodo central p0 junto con sus nodos de soporte pi se muestra en la
Figura 2.12.

Figura 2.12: Nodo central y nodos de soporte para el esquema de GFDM.

El esquema GFDM puede visualizarse como una combinación lineal de valores de la función u
evaluada en las coordenadas de los nodos de soporte pi, los cuales son multiplicados por su peso
correspondiente de cada nodo Γi, con lo cual se obtiene

L0u|p0 = Γ0u0 + Γ1u1 + · · ·+ Γquq =

q∑
i=0

Γiui , (2.40)

donde L0 representa la aproximación del operador L utilizando el esquema GFDM.

Por otro lado, haciendo la expansión en serie de Taylor de la función u hasta segundo orden
(mismo orden que el operador L), centrada en p0 con dirección pi, se tiene

ui ≈ u|p0 + hi
∂u

∂x

∣∣∣∣
p0

+ ki
∂u

∂y

∣∣∣∣
p0

+
h2i
2

∂2u

∂x2

∣∣∣∣
p0

+ hiki
∂2u

∂x∂y

∣∣∣∣
p0

+
k2i
2

∂2u

∂y2

∣∣∣∣
p0

, (2.41)

donde hi = xi − x0 es la distancia horizontal entre el nodo central y el iésimo nodo, mientras que
ki = yi− y0 es la distancia vertical entre estos nodos. Sustituyendo la expansión en serie de Taylor
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(2.41) en la ecuación del esquema GFDM (2.40) tenemos

L0u|p0 =
q∑

i=0

Γi

(
u|p0 + hi

∂u

∂x

∣∣∣∣
p0

+ ki
∂u

∂y

∣∣∣∣
p0

+
h2i
2

∂2u

∂x2

∣∣∣∣
p0

+ hiki
∂2u

∂x∂y

∣∣∣∣
p0

+
k2i
2

∂2u

∂y2

∣∣∣∣
p0

)
,

L0u|p0 =
q∑

i=0

Γi u|p0 +
q∑

i=0

Γihi
∂u

∂x

∣∣∣∣
p0

+

q∑
i=0

Γiki
∂u

∂y

∣∣∣∣
p0

+

q∑
i=0

Γi
h2i
2

∂2u

∂x2

∣∣∣∣
p0

+

q∑
i=0

Γihiki
∂2u

∂x∂y

∣∣∣∣
p0

+

q∑
i=0

Γi
k2i
2

∂2u

∂y2

∣∣∣∣
p0

. (2.42)

Entonces tenemos la aproximación al operador diferencial L, empleando el esquema GFDM
propuesto, con lo que se obtiene L0. Ambos operadores se aplican a la función u y están evaluados
en las coordenadas del nodo central p0. Con todo esto podemos expresar la aproximación

L0u|p0 ≈ Lu|p0 ,

de aquí obtenemos el error local de truncamiento τ , el cual se quiere que tienda a cero. Esto puede
expresarse de la forma

τ = Lu|p0 − L0u|p0 → 0 . (2.43)

Sustituyendo la ecuación del operador diferencial L (2.39) y la ecuación de la aproximación con
GFDM L0 (2.42) en el error local de truncamiento τ de la ecuación (2.43), y agrupando términos
obtenemos

(
A|p0 −

q∑
i=0

Γi

)
u|p0 +

(
B|p0 −

q∑
i=0

Γihi

)
∂u

∂x

∣∣∣∣
p0

+

(
C|p0 −

q∑
i=0

Γiki

)
∂u

∂y

∣∣∣∣
p0

+

(
D|p0 −

q∑
i=0

Γi
h2i
2

)
∂2u

∂x2

∣∣∣∣
p0

+

(
E|p0 −

q∑
i=0

Γihiki

)
∂2u

∂x∂y

∣∣∣∣
p0

+

(
F |p0 −

q∑
i=0

Γi
k2i
2

)
∂2u

∂y2

∣∣∣∣
p0

→ 0 . (2.44)

Para que el error local de truncamiento (2.44) tienda a cero, asumiremos que los pesos Γi

están elegidos de tal manera que todos los términos entre paréntesis se anulen. Esto resultará en
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el sistema de ecuaciones:
q∑

i=0

Γi = A|p0 ,

q∑
i=0

Γihi = B|p0 ,

q∑
i=0

Γiki = C|p0 ,

q∑
i=0

Γih
2
i = 2D|p0 ,

q∑
i=0

Γihiki = E|p0 ,

q∑
i=0

Γik
2
i = 2F |p0 .

Este sistema se puede expresar de forma matricial como
1 1 1 · · · 1
0 h1 h2 · · · hq
0 k1 k2 · · · kq
0 h21 h22 · · · h2q
0 h1k1 h2k2 · · · hqkq
0 k21 k22 · · · k2q




Γ0

Γ1

Γ2
...
Γq

 =


A(p0)
B(p0)
C(p0)
2D(p0)
E(p0)
2F (p0)

 , (2.45)

donde al resolver se obtienen los pesos Γi que anulan el error local de truncamiento τ .

Definiendo el vector de pesos Γ, el vector de coeficientes L y la matriz M que caracteriza las
distancias horizontales y verticales, de la forma

M =


1 1 1 · · · 1
0 h1 h2 · · · hq
0 k1 k2 · · · kq
0 h21 h22 · · · h2q
0 h1k1 h2k2 · · · hqkq
0 k21 k22 · · · k2q

 , Γ =


Γ0

Γ1

Γ2
...
Γq

 , L =


A(p0)
B(p0)
C(p0)
2D(p0)
E(p0)
2F (p0)

 ,

se puede escribir el sistema (2.45) de forma compacta como

MΓ = L . (2.46)

Se puede observar que en la ecuación (2.45) tenemos un total de 6 ecuaciones independientes
(renglones de la matriz M). Por lo tanto, buscamos que el número de nodos de soporte sea q = 6,
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para que el número de incógnitas q sea igual al número de ecuaciones. Sin embargo, si esta condición
no se cumple, a pesar de algunos inconvenientes, aún se puede obtener una aproximación a la
solución de este sistema. Si hay menos nodos de soporte, la precisión de la solución disminuye;
si hay más, entonces el sistema queda subdeterminado, lo cual indica que no habrá una solución
única del sistema. En estos casos, lo que se hace es utilizar la pseudoinversa para obtener una
aproximación a la solución del sistema.

Al resolver el sistema (2.46), encontramos los pesos Γi que minimizan el error local de trunca-
miento τ (2.43). Estos pesos son los que permiten una aproximación precisa al operador diferencial
lineal (2.39). Esta aproximación, para un nodo central de coordenadas p0, se logra al reemplazar
los valores Γi en la suma proporcionada por el esquema GFDM dado por la ecuación (2.40).

Siguiendo un recorrido por todos los nodos en los cuales no se posea un valor especificado para
u (nodos que carecen de condiciones de Dirichlet), calculamos los pesos Γ al resolver el sistema
dado por la ecuación (2.46) para dichos nodos. Se modifican los valores en la matriz M para que
se ajusten a las distancias proporcionadas por los nodos de soporte de cada nodo central p0. Con
esta estrategia, se ensambla el sistema KU = F para todos los nodos. Al resolver este sistema,
obtenemos la solución numérica U del problema Lu = f .

Es posible discretizar así la ecuación diferencial y ensamblar el sistema discretizado KU = F
utilizando la combinación lineal provista por el esquema GFDM, empleando la ecuación (2.40)
para discretizar el lado izquierdo de la ecuación. Para el lado derecho, se considera la fuente en
el nodo central f0, teniendo en cuenta que los valores conocidos en el sistema deben despejarse
al lado derecho. De esta manera, se obtiene la ecuación en diferencias [Chávez-Negrete et al.,
2018,Tinoco-Guerrero et al., 2022,Román-Gutiérrez et al., 2022,Tinoco-Guerrero et al., 2023]

q∑
i=0

Γiui = f0 . (2.47)

Ejemplo: Ecuación de Poisson con condiciones de Dirichlet, en un dominio con forma
de trapecio usando GFDM.

Supongamos ahora que queremos resolver la ecuación de Poisson

∇2u = f ,

pero esta vez en un dominio el cual ya no es un rectángulo4. En este caso es un dominio con forma
de trapecio. Este tipo de geometría es relevante porque permite modelar fenómenos de infiltración
en presas de tierra, como se ilustra en el esquema representativo de la Figura 2.13.

La geometría del dominio, obtenida con calfem-python, puede observarse en la Figura 2.14(a).
Otro aspecto a resaltar es que la malla de nodos ya no tiene ningún tipo de estructura, como puede
verse en la Figura 2.14(b). Esta malla también fue generada utilizando la librería calfem-python.
Usando esta librería es necesario primero crear la geometría (Figura 2.14(a)), y posteriormente
utilizar la geometría para generar la malla (Figura 2.14(b)).

4Recordando que el Método de Diferencias Finitas (FDM) solo se puede implementarse en dominios rectangulares
discretizados con mallas estructuradas.
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Figura 2.13: Esquema representativo de una presa de tierra.

(a) Geometría.

(b) Malla.

Figura 2.14: Geometría y malla del dominio en forma de trapecio, creada con la librería calfem-python,
donde se crearon un total de N = 724 nodos en la malla.

Las diferentes condiciones están identificadas con colores distintos para cada frontera, como se
puede observar en la Figura 2.15. Estas condiciones de frontera se definen mediante las funciones

Dirichlet Izquierda u|∂ΩIzq
= 1 + 1

4
sin(π y

25
) ,

Dirichlet Derecha u|∂ΩDer
= 0 ,

Dirichlet Inferior u|∂ΩInf
= 1− x

100
,

Dirichlet Superior u|∂ΩSup
= 1

80
(130− x) .

Se puede observar que en la frontera izquierda se utiliza una función seno con amplitud 1
4
, la

cual se suma al valor 1. Esta frontera mantiene un valor constante de 1 en sus dos extremos. Por
otro lado, la frontera derecha se mantiene en un valor constante de 0. En cuanto a las otras dos
fronteras (Superior e Inferior), presentan un decaimiento lineal en función de la coordenada x, de
manera que los valores en los extremos de estas fronteras coinciden con los valores extremos de
las fronteras izquierda y derecha, según corresponda. La fuente tomada para este ejemplo es la
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Figura 2.15: Diferentes condiciones de frontera identificadas por color en un dominio con forma de trapecio
con un total de N = 724 nodos.

constante

f = 0.002 .

Posteriormente se ensambla el sistema KU = F y se resuelve para obtener la solución numérica
U . Esta solución puede observarse en la Figura 2.16(a) como líneas de contorno, y en la Figura
2.16(b) como una superficie tridimensional.

(a) Líneas de contorno. (b) Superficie.

Figura 2.16: Solución numérica U del problema de Poisson ∇2u = 0.002, con condiciones de frontera:
u|∂ΩIzq

= 1 + 1
4 sin(π

y
25), u|∂ΩDer

= 0, u|∂ΩInf
= 1 − x

100 , u|∂ΩSup
= 1

80(130 − x). Utilizando GFDM, y
empleando un total de N = 724 nodos.

2.4.2. Cambios en las fronteras que tengan condiciones de frontera de
Neumann

Antes de ver la modificación necesaria en estas fronteras hay que revisar de manera general
el esténcil de los nodos de soporte, para un nodo central p0 ubicado en una de las fronteras de
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Neumann. Un esquema representativo de este esténcil se muestra en la Figura 2.17, donde en color
verde se muestra el nodo fantasma con coordenadas pg. Se puede observar también el nodo central
con coordenadas p0 y el nodo centroide con coordenadas pm.

La forma en la que se calcularon las distancias del nodo central p0 hacia el nodo fantasma pg
fue la siguiente:

1. Se calculan las coordenadas del centroide pm de todos los nodos de soporte pi.

2. Se calculan las distancias desde el nodo central p0 hacia el centroide pm y se les cambia el
signo.

dg = (hg, kg) = −(pm − p0) .

3. Se proyectan estas distancias en dirección del vector normal utilizando el producto punto,

dg = (dg · n̂)dg = (hgnx + kgny)n̂ .

Esta proyección se hizo para tener mejor estabilidad al momento de aproximar la condición
de frontera de Neumann.

Ahora se verán los cambios necesarios para poder implementar condiciones de frontera de
Neumann. Esta condición de frontera está dada por

∂u

∂n
(p) = α(p) . (2.48)

Tenemos que podemos escribir la ecuación diferencial que se quiere resolver como una ecuación
en diferencias para un nodo central p0. Empleando el esquema de GFDM propuesto (2.40) para
discretizar el lado izquierdo de la ecuación diferencial, mientras que en el lado derecho se evalua
la fuente en el nodo central f0. Con esto se obtiene la ecuación en diferencias (2.47):

q∑
i=0

Γiui = f0 ,

la cual se debe modificar en las fronteras de Neumann para poder aproximar correctamente estas
condiciones. Primeramente hay que considerar que además de los nodos de soporte que están dentro
del dominio, el nodo central p0 también se apoya en el nodo fantasma (Figura 2.17), por lo que la
ecuación en diferencias (2.47) quedaría de la forma

q∑
i=0

Γiui + Γgug = f0 . (2.49)

Es necesario reemplazar ug para que quede solamente en términos de valores de u evaluada
en los nodos de soporte interiores al dominio pi. Esto se hace discretizando la derivada normal,
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Figura 2.17: Esténcil de un nodo en una frontera de Neumann, y el nodo fantasma pg como el nodo
simétrico al centroide pm, proyectado en dirección del vector normal n̂.

en la condición de frontera de Neumann (2.48). Anteriormente esta se aproximaba utilizando la
diferencia centrada (2.27), pero ahora se hará implementando el mismo esquema de GFDM, de tal
forma que se obtiene

q∑
i=0

Γ̂iui + Γ̂gug = α0 , (2.50)

donde Γ̂i son los pesos que aproximan la derivada normal, que se obtienen al resolver el sistema
M Γ̂ = L̂, donde el vector de coeficientes ahora está definido por los valores de las componentes
del vector normal (nx, ny) de manera que se tiene L̂ = [0, nx, ny, 0, 0, 0]

T .

Despejando de la ecuación (2.50) el valor de la función correspondiente al nodo fantasma ug,
se obtiene

ug =
1

Γ̂g

α0 −
q∑

i=0

1

Γ̂g

Γ̂iui . (2.51)

Sustituyendo el valor de ug de la ecuación (2.51) en la ecuación en diferencias (2.49) se obtiene

q∑
i=0

Γiui + Γg

(
1

Γ̂g

α0 −
q∑

i=0

1

Γ̂g

Γ̂iui

)
= f0 .

Despejando al lado derecho los valores conocidos, y agrupando términos, se obtiene [Chávez et al.,
2021,Román-Gutiérrez et al., 2022]

q∑
i=0

(
Γi −

Γg

Γ̂g

Γ̂i

)
ui = f0 −

Γg

Γ̂g

α0 . (2.52)

Se aplica la ecuación (2.52) a todos los nodos con la correspondiente condición de Neumann y se
hace esa modificación en el sistema KU = F , para así, al resolver el sistema, obtener la solución
numérica U .
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Ejemplo: Ecuación de Poisson con condición de frontera Neumann en un dominio con
forma de trapecio usando GFDM.

La discretización del dominio es la misma que para el ejemplo anterior, la cual se muestra en
la Figura 2.14(b); las diferentes fronteras se muestran marcadas con un color distinto en la Figura
2.15. La principal diferencia en este ejemplo es que ahora las fronteras superior e inferior ya no
poseen condiciones de frontera de Dirichlet, sino que tienen condiciones de frontera de Neumann,
en este caso son condiciones homogéneas (∂u/∂n = 0).

Para este ejemplo se consideran las condiciones de frontera siguientes

Dirichlet Izquierda u|∂ΩIzq
= 1 + 1

4
sin(π y

25
) ,

Dirichlet Derecha u|∂ΩDer
= 0 ,

Neumann Inferior
∂u

∂n

∣∣∣∣
∂ΩInf

= 0 ,

Neumann Superior
∂u

∂n

∣∣∣∣
∂ΩSup

= 0 ,

y la fuente

f = 0 .

Utilizando la ecuación (2.47) para los nodos interiores y la ecuación (2.52) para los nodos en

(a) Líneas de contorno. (b) Superficie.

Figura 2.18: Solución numérica U del problema de Poisson ∇2u = 0, con condiciones de frontera: u|∂ΩIzq
=

1 + 1
4 sin(π

y
25), u|∂ΩDer

= 0, un|∂ΩInf
= 0, un|∂ΩSup

= 0. Utilizando GFDM, y empleando un total de
N = 724 nodos.

las fronteras de Neumann, se ensambla el sistema completo KU = F , recordando que los valores
conocidos se incluyen en el lado derecho. Se resuelve este sistema para obtener la solución numérica
U . La solución U puede visualizarse en la Figura 2.18(a) como líneas de contorno, y en la Figura
2.18(b) como una superficie tridimensional.

2.4. DIFERENCIAS FINITAS GENERALIZADAS (GFDM)
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Como se ha mencionado anteriormente, en este ejemplo se han aplicado condiciones de Neu-
mann homogéneas ∂u

∂n
= 0 en las fronteras superior ∂ΩSup e inferior ∂ΩInf. Si consideramos un

modelo de transferencia de calor, esta condición puede interpretarse como que estas fronteras es-
tán aisladas en términos de flujo de calor. En otras palabras, no hay transferencia de calor a través
de estas fronteras, ya sea hacia el interior del dominio o hacia el exterior. Otra interpretación
posible es que, si estamos modelando la deformación elástica de una placa con forma de trapecio,
dos de sus fronteras están fijas debido a las condiciones de Dirichlet, mientras que las condiciones
de Neumann representan que estas fronteras son libres en términos de deformación.

Con este ejemplo finaliza la descripción del Método de Diferencias Finitas Generalizadas
(GFDM), el cual es una extensión del Método de Diferencias Finitas (FDM). En el capítulo 3,
se implementa esta metodología para resolver varios problemas de referencia5.

2.5. Discretización de la parte temporal

Hasta este momento se han resuelto problemas en estado estacionario. estos son problemas en
los que la solución u no cambia con el tiempo

∂u

∂t
= 0 .

El objetivo ahora es poder simular problemas en los que la solución depende del tiempo, esto
es u = u(x, y, t), por lo que la derivada temporal ya no es igual a cero,

∂u

∂t
̸= 0 .

A estos problemas también se les conoce como problemas no estacionarios.

En muchas ocasiones, es común encontrarse con problemas expresados en forma de ecuaciones
diferenciales, donde el lado izquierdo involucra la derivada temporal y el lado derecho contiene una
función no lineal, denotada como f , que depende tanto de la solución u, de sus derivadas, como
del tiempo t. Estos problemas se expresan mediante una ecuación diferencial ordinaria de primer
orden, en la forma

du

dt
= f(t, u) , (2.53)

donde du
dt

es ahora una derivada completa debido a que t es la única variable independiente.

Para obtener una solución particular de este problema es necesario que esté sujeto a una
condición inicial (IC6). Esta condición inicial se expresa como

u(t0) = u0 . (2.54)

5En inglés son mejor conocidos como “benchmark problems”.
6Siglas en inglés de “Initial Condition”.

2.5. DISCRETIZACIÓN DE LA PARTE TEMPORAL
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Al problema descrito por la ecuación (2.53) y sujeto a la IC (2.54), se le conoce por el nombre de
Problema de Valor Inicial (IVP7) [Kreyszig, 2009,LeVeque, 2007, Iserles, 2009].

Cabe destacar, cuando se tiene un problema de ecuaciones diferenciales parciales (PDEs), e.g. la
ecuación de Difusión (2.55) también llamada la ecuación del Calor, donde k es la difusividad
térmica,

k∇2u+ f =
∂u

∂t
, (2.55)

notando que hay una derivada temporal ∂u/∂t, que al momento de discretizar la parte espacial
del problema, esta derivada temporal parcial se convierte en una derivada completa, debido a que
el sistema del lado izquierdo ha quedado como un sistema algebraico que no depende del tiempo,
quedando entonces como

kD2U + F =
dU

dt
, (2.56)

donde U es el vector solución que estamos buscando.

Debido a que la derivada temporal era de primer orden, se puede emplear una condición inicial
U0, con lo cual la ecuación (2.56) se convierte en un problema de valor inicial. Este problema
entonces se puede expresar como

dU

dt
= kD2U + F , con U(t0) = U0 .

Se debe de tener especial cuidado al momento de llenar los elementos de U0 que correspondan
a nodos de frontera, ya que deben coincidir con las condiciones de frontera dadas por el problema.

Para abordar los problemas planteados en este trabajo, se empleó el método Runge-Kutta-
Fehlberg de orden 4 y 5 (RKF45). Este método es ampliamente utilizado y se encuentra
predefinido en gran parte del software disponible. La implementación del método RKF45 se lleva
a cabo a través de la librería scipy [Virtanen et al., 2020]. A continuación, se muestra en forma
breve una parte del código para ilustrar la forma en que se utilizó este método.

1 from scipy.integrate import solve_ivp
2

3 sol = solve_ivp(fun , t_span , U0, method=’RK45’)

donde

• fun es una función anónima que define el lado derecho del problema de valor inicial u̇ = f(t, u)
que se quiere resolver.

• t_span es un intervalo [t0, tf ]. El método comienza a resolver en t = t0 y resuelve hasta
llegar a t = tf .

• U0 es la condición inicial del problema.
7Siglas en inglés de “Initial Value Problem”.

2.5. DISCRETIZACIÓN DE LA PARTE TEMPORAL
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• method es el método a utlizar. Por default usa RKF45, pero es posible utilizar otros métodos.

Una breve explicación de este, y otros métodos que pueden utilizarse para la integración tem-
poral de los problemas planteados, se muestran en el Anexo A.

2.5. DISCRETIZACIÓN DE LA PARTE TEMPORAL
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Capítulo 3

Solución del problema y discusión de
resultados

“Lo que sabemos es poco. Lo que no sabemos es inmenso.”
- Pierre Simon Laplace.

En este capítulo se implementará el esquema de GFDM, el cual fue propuesto en la sección
2.4, para resolver los diferentes problemas descritos en el capítulo 1.

3.1. Problema de Henry

El problema de Henry está definido por las ecuaciones gobernantes (1.1)-(1.2):

∂2Ψ

∂x2
+
∂2Ψ

∂y2
=
1

a

∂C

∂x
,

∂2C

∂x2
+
∂2C

∂y2
− 1

b

(
∂Ψ

∂y

∂C

∂x
− ∂Ψ

∂x

∂C

∂y

)
=
∂C

∂t
,

recordando que C es la concentración adimensional, Ψ la función de flujo, a es el parámetro de
descarga, b el inverso del número de Peclet de filtración. Este problema está definido en el dominio
rectangular Ω = [0, 2] × [0, 1]. Donde las condiciones de frontera están dadas por las ecuaciones
(1.3):

Ψx(x = 0, y, t) = 0 , C (x = 0, y, t) = 0 ,
Ψx(x = 2, y, t) = 0 , C (x = 2, y, t) = 1 ,
Ψ (x, y = 0, t) = 0 , Cy(x, y = 0, t) = 0 ,
Ψ (x, y = 1, t) = 1 , Cy(x, y = 1, t) = 0 ,
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las cuales se pueden ver de manera detallada en la Figura 1.5. Las condiciones iniciales de este
problema están definidas por las ecuaciones (1.4)-(1.5):

Ψ(x, y, t = 0) = 0 ,
C(x, y, t = 0) = 0 .

Como ya se mencionó en el capítulo 1, la dificultad de resolver este problema se presenta en
los términos no lineales y en el acoplamiento de las ecuaciones, por lo cual este problema se debe
resolver de manera distinta a los ejemplos mostrados en el capítulo 2.

El primer paso es discretizar los diferentes operadores diferenciales usando GFDM, de manera
que queden en forma matricial. Para este trabajo se decidió utilizar la notación siguiente:

∂Ψ

∂x
≈ DΨ

x Ψ+ FΨ
x , (3.1)

∂Ψ

∂y
≈ DΨ

y Ψ+ FΨ
y , (3.2)

∂C

∂x
≈ DC

x C + FC
x , (3.3)

∂C

∂y
≈ DC

y C + FC
y , (3.4)

∇2Ψ =
∂2Ψ

∂x2
+
∂2Ψ

∂y2
≈ DΨ

2 Ψ+ FΨ
2 , (3.5)

∇2C =
∂2C

∂x2
+
∂2C

∂y2
≈ DC

2 C + FC
2 , (3.6)

donde las matrices D aproximan el operador diferencial correspondiente, donde el subíndice indica
el tipo de operador que aproximan. Por ejemplo, una derivada en dirección x resulta en la matriz
Dx. Por otro lado el vector F contiene los valores conocidos, los cuales son dados por las condiciones
de frontera de Dirichlet. Para las condiciones de frontera de Neumann, el planteamiento realizado
es el que puede verse en la sección 2.4.2. Estos cambios afectan los valores de F ubicados en
las fronteras de Neumann dependiendo del operador D que se esté aproximando, por lo que es
necesario hacer una distinción entre los diferentes vectores Fx, Fy, F2.

Como ya se indicó, el subíndice está relacionado con el tipo de operador que aproximan, ya sea
una derivada en dirección x, con lo que se obtiene la matriz Dx y el vector Fx, o una derivada en
dirección y, con lo que se obtienen Dy y Fy, o el operador laplaciano ∇2, con lo que se obtienen D2

y F2. Por otro lado el superíndice señala cuáles son las condiciones de frontera que se consideran
al momento de discretizar el operador, ya sean las condiciones de la función de flujo Ψ, con lo que
se obtienen DΨ y FΨ, o las condiciones de frontera de la concentración C, con lo que se obtienen
DC y FC .

Para aproximar los diferentes operadores diferenciales, y ensamblar las matrices D, hay que
considerar el vector de coeficientes L del sistema de ecuaciones MΓ = L (2.46) dado por el esquema
GFDM utilizado. Recordando que el vector L está definido como

L =
[
A(p0), B(p0), C(p0), 2D(p0), E(p0), 2F (p0)

]T
,

3.1. PROBLEMA DE HENRY
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donde los coeficientes están dados por las funciones evaluadas en el nodo central p0. Las cuales
vienen dadas por el operador diferencial lineal L (2.39) que se quiere aproximar

Lu = Au+B
∂u

∂x
+ C

∂u

∂y
+D

∂2u

∂x2
+ E

∂2u

∂x∂y
+ F

∂2u

∂y2
.

De esta manera se utilizan los siguientes vectores de coeficientes L para ensamblar las matrices D
(3.1)-(3.6), las cuales aproximan las derivadas necesarias.

L =
[
A, B, C, D, E, F

]T
,

Lx =
[
0, 1, 0, 0, 0, 0

]T
, para ensamblar Dx ,

Ly =
[
0, 0, 1, 0, 0, 0

]T
, para ensamblar Dy ,

L2 =
[
0, 0, 0, 2, 0, 2

]T
, para ensamblar D2 .

Ahora se pueden sustituir las aproximaciones a los diferentes operadores (3.1)-(3.6) en las
ecuaciones gobernantes del problema (1.1)-(1.2), con lo cual queda discretizada la parte espacial
del problema y entonces se obtienen las ecuaciones gobernantes discretizadas

DΨ
2 Ψ− 1

a
DCΨ

x C + FΨ
2 − 1

a
FCΨ
x = 0 , (3.7)

DC
2 C + FC

2 − 1

b

[(
DΨC

y Ψ+ FΨC
y

)
∗
(
DC

x C + FC
x

)
−
(
DΨC

x Ψ+ FΨC
x

)
∗
(
DC

y C + FC
y

)]
=
dC

dt
.

(3.8)

El simbolo ∗ en la ecuación (3.8) implica una multiplicación elemento a elemento entre dos vec-
tores, ya que los productos matriz-vector (e.g. DΨ, o DC) resultan en un vector. Se puede observar
que los términos entre paréntesis en la ecuación (3.8), que incluyen esta forma de multiplicación
(∗), representan los factores no lineales del sistema.

En la ecuación (3.7), la matriz DCΨ
x es una modificación de la matriz DC

x , y el vector FCΨ
x

es una modificación del vector FC
x , en donde las filas de la matriz y los elementos del vector,

correspondientes a los nodos de frontera, se han llenado de ceros. Esto se implementa con el
objetivo de evitar las modificaciones en las condiciones de frontera dadas para la función de flujo
Ψ.

Por otro lado, en la ecuación (3.8), las matrices DΨC
y , DΨC

x , y los vectores FΨC
y , FΨC

x , son
modificaciones de DΨ

y , DΨ
x , FΨ

y , y FΨ
x respectivamente, donde los valores correspondientes a los

nodos de frontera se han llenado de ceros. Esto se realiza con el objetivo de evitar las modificaciones
en las condiciones de frontera de la concentración C. Se puede apreciar una comparación entre las
matrices DΨ

y y DΨC
y en la Figura 3.1, en ella se presentan estas matrices para un dominio con

N = 28 nodos, se puede notar que en la matrix DΨC
y las filas correspondientes a nodos de frontera

se han llenado de ceros.

A todas las matrices D les corresponde un vector F que acopla los valores conocidos (condi-
ciones de frontera de Dirichlet). Esto se puede observar al ejemplificar con un nodo, por ejemplo,
si tomamos el nodo 24 que se puede observar en la Figura 3.2, el cual tiene soporte en los nodos 1

3.1. PROBLEMA DE HENRY
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Figura 3.1: Comparativa de los valores de las matrices DΨ
y y DΨC

y para un dominio discretizado de N = 28.

y 7 que tienen condición de Dirichlet para Ψ, por lo que la discretización con GFDM (2.40) para
ese nodo resulta

Γ24u24 + Γ1u1 + Γ7u7 + Γ8u8 + Γ16u16 + Γ20u20 = f24 ,

Γ24u24 + Γ8u8 + Γ16u16 + Γ20u20 = f24 − Γ1u1 − Γ7u7 ,

por lo que entonces la matriz DΨ
y en la fila 24, las columnas 1 y 7 no tendrían ningún valor, sino

que han pasado al vector FΨ
y . Esto mismo pasa para las matrices D y vectores F asociados a las

condiciones de frontera de Ψ, y en general para todas las fronteras de con condiciones de Dirichlet.
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Fronteras por color

Figura 3.2: Fronteras por color para el problema de Henry con N = 28 nodos.

Al aplicar este enfoque a todos los nodos con soporte en fronteras de Dirichlet, las matrices
D quedan llenas de ceros en todas las columnas correspondientes a nodos de frontera de Dirichlet

3.1. PROBLEMA DE HENRY
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(excepto en la diagonal, donde se encuentra la identidad). Esto conduce a matrices más dispersas1

y, por lo tanto, más eficientes. Sin embargo, al hacer esto se pierde información sobre la conexión
de los nodos con las fronteras, lo que puede volver el método inestable al resolver problemas no
lineales. Por esta razón, se optó por dejar las matrices D con los valores conocidos dentro de ellas.

Esto se puede apreciar al observar la estructura de la matriz DΨ
y mostrada en la Figura 3.3,

donde se compara la estructura manteniendo los valores conocidos de las fronteras de Dirichlet
dentro de la matriz, y la estructura de la misma matriz al despejar estos valores al lado derecho
del sistema.

0 5 10 15 20 25

0

5

10

15

20

25

Dy

0 5 10 15 20 25

0

5

10

15

20

25

Dy  Dirichlet to right hand side

1.5

1.0

0.5

0.0

0.5

1.0

1.5

1.5

1.0

0.5

0.0

0.5

1.0

1.5

Figura 3.3: Compartiva de la matriz DyΨ, dejando los valores conocidos dentro de la matriz y pasándolos
al lado derecho, usando N = 28 nodos.

Definiendo el vector solución U como

U =

[
Ψ
C

]
,

se puede escribir el sistema (3.7)-(3.8) en forma matricial como

dU

dt
=
[
DΨ

2 − 1
a
D

CΨ
x

0 DC
2

]
U +

[
FΨ
2 − 1

a
F

CΨ
x

FC
2 − 1

b

(
D

ΨC
y Ψ+ F

ΨC
y

)
∗
(
DC

x C + FC
x

)
−

(
D

ΨC
x Ψ+ F

ΨC
x

)
∗
(
DC

y C + FC
y

)
]
, (3.9)

donde, del lado derecho de la ecuación, el primer término acopla las matrices D que correspon-
den a la parte lineal del sistema. Por otro lado el segundo término acopla tanto los vectores F
correspondientes a la parte lineal; así como la parte no lineal del sistema. Los términos no lineales
del sistema son aquellos que se encuentran entre paréntesis. En los vectores F están presentes las
condiciones de frontera y las fuentes. Para el problema de Henry las fuentes son todas cero.

Para resolver esta ecuación se utiliza el método Runge-Kutta-Fehlberg (RKF45), el cual nos
permite resolver problemas de valor inicial, implementado en la librería scipy, el cual se puede
utilizar de la forma

1En ingles se les conoce como “sparse matrices”, y también suelen recibir el nombre de matrices ralas.

3.1. PROBLEMA DE HENRY
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1 from scipy.integrate import solve_ivp
2

3 sol = solve_ivp(fun , t_span , U0, method=’RK45’)

donde fun es una función anónima que acopla el lado derecho de la ecuación en función de la
solución U y del tiempo fun = fun(t, U), t_span es una lista que describe el intervalo de tiempo
en el que se resolverá la ecuación (e.g. [0, 1.25]), y U0 es el vector que define las condiciones iniciales
del sistema dadas por (1.4)-(1.5), respetando los valores de las condiciones de frontera dadas por
(1.3).

Para este problema se obtuvieron soluciones en diferentes tiempos representativos ti, en el cual
se utilizaron los tiempos dados por la lista teval (3.10). En donde se considera que en el tiempo
t = 0.21 se llega a la solución estacionaria del problema,

teval =
[
0.00 0.01 0.05 0.21

]
. (3.10)

Para describir de forma amplia el problema, se llevaron a cabo diversas pruebas numéricas
utilizando distintas discretizaciones. Para generar los dominios discretizados, se empleó la librería
calfem-python, donde se ajustó el parámetro el_size_factor. Este parámetro indica el factor
de escala mediante el cual se multiplican las longitudes de los elementos (líneas que unen a los
nodos). Los valores utilizados se detallan en la Tabla 3.1, teniendo presente que el dominio de este
problema es el rectángulo Ω = [0, 2]× [0, 1].

el_size_factor N
0.1 274
0.05 998
0.03 2748
0.02 5969

Tabla 3.1: Valores de generación de malla para el problema de Henry.

Los diversos dominios discretizados utilizando estos parámetros se pueden observar en la Figura
3.4, mientras que en la Figura 3.5 se muestran los nodos identificados con diferentes colores según
la frontera.

Se puede observar en la Figura 3.5 que las esquinas están separadas del resto de las fronteras.
Esto se realizó debido a que la función de flujo Ψ tiene condiciones de Dirichlet y de Neumann en
posiciones diferentes a la concentración C. Ψ tiene condición de Dirichlet en las fronteras superior
e inferior, mientras que C tiene condición de Dirichlet en las fronteras izquierda y derecha. Por otro
lado, las condiciones de Neumann están dispuestas de manera opuesta: Ψ tiene estas condiciones
en las fronteras izquierda y derecha, mientras que C las tiene en las fronteras superior e inferior.
Las esquinas son acopladas a la frontera que corresponda con una condición de Dirichlet, debido
a que es más sencillo gestionar este tipo de condiciones de frontera.

Se resolvió el problema utilizando diferentes conjuntos de parámetros a y b, lo que resulta en
diferentes casos: el problema Original, la versión de Pinder y la versión Modificada. Los parámetros

3.1. PROBLEMA DE HENRY



CAPÍTULO 3. SOLUCIÓN DEL PROBLEMA Y DISCUSIÓN DE RESULTADOS 69

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0
Malla N = 274

(a) N = 274

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0
Malla N = 998

(b) N = 998

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0
Malla N = 2748

(c) N = 2748

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0
Malla N = 5969

(d) N = 5969

Figura 3.4: Dominios discretizados usados para resolver el problema de Henry.
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(b) N = 998
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(c) N = 2748
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Figura 3.5: Nodos con fronteras por color para los diferentes dominios del problema Henry.
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para los distintos problemas se muestran en la Tabla 3.2. Recordando que a es el parámetro de
descarga y b es el inverso del número de Peclet de filtración.

a b
Original 0.2637 0.100
Pinder 0.2637 0.035

Modificado 0.1315 0.200

Tabla 3.2: Parámetros de las diferentes versiones del problema de Henry.

En la Figura 3.6 se puede observar la solución obtenida para el problema de Henry Original
(a = 0.2637, b = 0.1). Del lado izquierdo se muestra la función de flujo Ψ y del lado derecho
la concentración C. Ambas funciones están graficadas en los tiempos dados por la lista teval
(3.10). Se puede notar que en el tiempo t = 0.00 la solución está dada por las condiciones iniciales
(1.4)-(1.5). En estas condiciones, la función de flujo Ψ tiene un valor de 1 en la frontera superior,
0 en la inferior, y condiciones de Neumann homogéneas en las otras dos fronteras; mientras que
la concentración C tiene un valor de 1 a la derecha, 0 a la izquierda, y condiciones de Neumann
homogéneas en las otras dos fronteras. En los siguientes tiempos se observa como va ocurriendo la
intrusión de la concentración C sobretodo en la parte derecha inferior del dominio, por otro lado
en la función de flujo Ψ se puede notar que se genera un vórtice que gira en sentido horario ubicado
en la misma zona del dominio.

En la Figura 3.7 se presenta la solución obtenida por [Li et al., 2014], utilizando un esquema
de GFDM diferente al aplicado en este trabajo. Para llegar a esta solución, se emplearon un total
de N = 3317 nodos. Al comparar la solución mostrada en la Figura 3.6 con la de [Li et al., 2014]
en la Figura 3.7, se observa que ambas soluciones son similares.

En la Figura 3.8 se muestra la solución en el tiempo t = 0.21, para diferente número total
de nodos N . Por un lado en la Figura 3.8(a) se muestra la solución para el problema Original
(a = 0.2637, b = 0.1), mientras que en la Figura 3.8(b) se puede observar la solución para la versión
de Pinder (a = 0.2637, b = 0.035). Cabe destacar que debido a la rigidez del problema se presentan
problemas en la solución de la concentración C en la zona superior derecha del dominio, que es
donde esta función C tiene una pendiente más pronunciada. Estos problemas se ven superados al
momento de refinar la malla del dominio discretizado, o en otras palabras incrementar el número
total de nodos N , lo cual mejora la precisión del método y por ende la solución obtenida. Al
comparar las Figuras 3.8(a) y 3.8(b) se puede notar una diferencia en la zona inferior derecha
del dominio, ya que el problema de Pinder presenta una mayor intrusión de concentración C al
interior del dominio, esto debido al parámetro b, el cual en el problema Original es b = 0.1 y en el
de Pinder es b = 0.035. Esto también afecta al vórtice formado, el cual se elonga más en la versión
de Pinder debido al efecto que tiene la concentración C en la función de flujo Ψ.

Una comparativa de la línea isoclora2 C = 0.5 para las diferentes versiones del problema se
muestra en la Figura 3.9. Estas versiones son las mencionadas en la Tabla 3.2, las cuales son:
Original (a = 0.2637, b = 0.1), Pinder (a = 0.2637, b = 0.035), y Modificada (a = 0.1315, b = 0.2).
Se puede observar que la versión de Pinder presenta una mayor intrusión que la versión Original

2Se refiere a la línea de igual concentración C. En inglés se le llama “isochlor”.
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Figura 3.6: Solución del problema de Henry (a = 0.2637, b = 0.1) en diferentes tiempos t, usando N = 5969
nodos.

en la zona inferior; sin embargo, muestra una menor intrusión en la zona superior derecha. Debido
a esto, la versión de Pinder tiene una pendiente mayor en la función de concentración en la zona
superior derecha. Por otro lado, la versión modificada genera una mayor intrusión que las otras
dos versiones, pero la pendiente resultante en la zona superior derecha no es tan pronunciada, lo
que hace que la línea isoclora sea más suave.

En la Figura 3.10 se muestra la isoclora C = 0.5 con diferente número total de nodos N . Del
lado izquierdo se pueden observar las obtenidas para la versión de Pinder, y del lado Derecho las
obtenidas para la versión modificada. Se puede notar que al refinar la malla, la línea isoclora se
suaviza y se obtienen soluciones donde la concentración C tiene una mayor intrusión en el interior
del dominio. Sin embargo, se puede observar que en las líneas isocloras con N = 2748 y N = 5969,
la solución no se modifica demasiado al seguir refinando, ya que ambas curvas son muy similares,
esto indica que la solución está convergiendo.

Para comparar resultados, se suele utilizar una medida llamada xToe. El xToe representa la
coordenada x en la que la isoclora C = 0.5 hace contacto con el eje horizontal (eje x). Una
recopilación de los diferentes valores de xToe obtenidos en distintas referencias se presenta en la
Tabla 3.3.
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(a) Ψ en t = 0.02 (b) C en t = 0.02

(c) Ψ en t = 0.05 (d) C en t = 0.05

(e) Ψ en t = 0.10 (f) C en t = 0.10

(g) Ψ en t = 0.21 (h) C en t = 0.21

Figura 3.7: Solución del problema de Henry (a = 0.2637, b = 0.1) obtenida por [Li et al., 2014] usando
N = 3317 nodos.

Original Pinder Modificado

1.089 [Henry, 1964a] 1.220 [Pinder and Cooper Jr,
1970] 1.074 [Langevin and Guo, 1999]

1.371 [Gotovac et al.,
2003] 1.245 [Segol et al., 1975] 1.078 [Simpson and Clement,

2004]
1.393 [Simpson and Cle-
ment, 2004] 1.154 [Gotovac et al., 2003] 1.074 [Simpson and Clement,

2004]
1.373 [Meca et al., 2007] 1.158 [Meca et al., 2007] 1.059 [Meca et al., 2007]
1.380 [Li et al., 2014] 1.173 [Li et al., 2014] 1.056 [Li et al., 2014]
1.3510 [Román-Gutiérrez
et al., 2022]

1.1620 [Román-Gutiérrez et al.,
2022]

1.1230 [Román-Gutiérrez et al.,
2022]

Tabla 3.3: Comparación de la posición de xToe para la isoclora C = 0.5.
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Figura 3.8: Solución de los problemas de Henry (a = 0.2637, b = 0.1) y Pinder (a = 0.2637, b = 0.035)
con diferente N , en el tiempo t = 0.21.
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Figura 3.9: Isoclora C = 0.5 para las tres versiones del problema: Original (a = 0.2637, b = 0.1), Pinder
(a = 0.2637, b = 0.035), Modificado(a = 0.1315, b = 0.2), en el tiempo estacionario t = 0.21, empleando
N = 2748 nodos.

Por último, en la Figura 3.11 se muestran las soluciones en el tiempo t = 0.21 para las tres
versiones (ver Tabla 3.2). En la parte superior se muestran las líneas de flujo Ψ, en el centro están
las concentraciones C, y en la parte inferior se presenta el campo de velocidades. En esta Figura se
pueden apreciar de manera general las diferencias entre los resultados obtenidos para cada una de
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Figura 3.10: Isoclora C = 0.5 en las versiones de Pinder y Modificada, para diferente N , en el tiempo
estacionario t = 0.21.

las versiones. La versión de Pinder muestra una mayor intrusión de agua salada en la parte inferior
del dominio, pero menor en la zona superior; mientras que la versión modificada presenta mayor
intrusión que las otras dos versiones, tanto en la zona superior como en la inferior. Esta intrusión
provoca un flujo de entrada al dominio, generando así un vórtice en la zona inferior derecha, como
se muestra en las gráficas de la función de flujo Ψ y de la velocidad. Es importante recordar que
Ψ es una función potencial de las velocidades del flujo, por esta razón estas figuras presentan
similitudes.

En la Tabla 3.4, se presentan los números de condición obtenidos para las matrices D ensam-
bladas, utilizando diferentes números totales de nodos N . Es evidente que el problema exhibe una
alta rigidez, como se refleja en los números de condición significativamente altos. Esta rigidez se
puede agravar debido a los términos no lineales del problema, que resultan en la multiplicación de
las matrices DΨ

y por DC
x y las matrices DΨ

x por DC
y , ambas con una rigidez considerable, como se

detalla en la Tabla 3.4. A pesar de ello, se lograron obtener resultados aceptables, lo que sugiere
la capacidad y robustez de GFDM.

DΨ
x DΨ

y DΨ
2 DC

x DC
y DC

2

N = 274 1.03× 1018 1.49× 1011 2.31× 1003 2.89× 1012 4.98× 1017 3.31× 1003

N = 998 3.48× 1017 1.58× 1013 1.21× 1004 5.61× 1011 1.01× 1018 1.74× 1004

N = 2748 1.32× 1018 1.94× 1012 4.41× 1004 7.23× 1004 2.08× 1018 6.60× 1004

N = 5969 7.13× 1017 3.29× 1012 1.17× 1005 3.33× 1012 3.22× 1018 1.76× 1005

Tabla 3.4: Números de condición obtenidos para las diferentes matrices obtenidas al discretizar la parte
espacial del problema de Henry usando el esquema de GFDM propuesto.
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Figura 3.11: Función de flujo Ψ, Concentración C, y campo de velocidad, para las tres versiones del
problema de Henry: Original (a = 0.2637, b = 0.1), Pinder (a = 0.2637, b = 0.035), Modificada (a =
0.1315, b = 0.2). Empleando N = 5969 nodos.

3.2. Problema de Elder

Las ecuaciones gobernantes que describen este problema son aquellas dadas por las ecuaciones
(1.6)-(1.7):

∂2Ψ

∂x2
+
∂2Ψ

∂y2
−Ra

∂C

∂x
= 0 ,

∂2C

∂x2
+
∂2C

∂y2
−
(
∂Ψ

∂y

∂C

∂x
− ∂Ψ

∂x

∂C

∂y

)
=
∂C

∂t
.

El dominio está definido por el rectángulo Ω = [0, 4] × [0, 1]. Las condiciones de frontera para la
función de flujo Ψ están dadas por

Ψ|∂Ω = 0 , (3.11)

de tal forma que entonces la velocidad de flujo en todas las fronteras es cero:

vx =
∂Ψ

∂y
= 0 ,

vy = −∂Ψ
∂x

= 0 .
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Por otro lado las condiciones de frontera para la concentración C están definidas como

Cn(x = 0, y) = 0 , (3.12)
Cn(x = 4, y) = 0 , (3.13)
C(x, y = 0) = 0 , (3.14)

C(1 ≤ x ≤ 3, y = 1) = 1 , (3.15)
Cn(x < 1 AND x > 3, y = 1) = 0 , (3.16)

Las condiciones de frontera pueden observarse detalladamente en la Figura 1.9(b).

Análogamente que en el problema de Henry, en este problema las ecuaciones gobernantes están
acopladas, por lo que es necesario discretizar cada operador diferencial por separado, quedando de
la forma

∂Ψ

∂x
≈ DΨ

x Ψ+ FΨ
x , (3.17)

∂Ψ

∂y
≈ DΨ

y Ψ+ FΨ
y , (3.18)

∂C

∂x
≈ DC

x C + FC
x , (3.19)

∂C

∂y
≈ DC

y C + FC
y , (3.20)

∂2Ψ

∂x2
+
∂2Ψ

∂y2
≈ DΨ

2 Ψ+ FΨ
2 , (3.21)

∂2C

∂x2
+
∂2C

∂y2
≈ DC

2 C + FC
2 . (3.22)

Entonces, sustituyendo las aproximaciones de las derivadas (3.17)-(3.22) en las ecuaciones gober-
nantes del problema (1.6)-(1.7), se obtienen las ecuaciones gobernantes discretizadas (3.23)-
(3.24), en donde se ha discretizado la parte espacial del problema

DΨ
2 Ψ−RaDCΨ

x C + FΨ
2 −RaFCΨ

x = 0 , (3.23)

DC
2 C + FC

2 −
[(
DΨC

y Ψ+ FΨC
y

)
∗
(
DC

x C + FC
x

)
−
(
DΨC

x Ψ+ FΨC
x

)
∗
(
DC

y C + FC
y

)]
=
dC

dt
. (3.24)

En la ecuación (3.23), la matriz DCΨ
x es una modificación de la matriz DC

x , y el vector FCΨ
x

es una modificación del vector FC
x , en donde las filas de la matriz y los elementos del vector,

correspondientes a los nodos de frontera, se han llenado con ceros. Esto se implementa con el
objetivo de evitar las modificaciones en las condiciones de frontera dadas para la función de flujo
Ψ. Por otro lado, en la ecuación (3.24), las matrices DΨC

y , DΨC
x , y los vectores FΨC

y , FΨC
x , son

modificaciones de DΨ
y , DΨ

x , FΨ
y , y FΨ

x respectivamente, donde los valores correspondientes a los
nodos de frontera se han llenado de ceros. Esto se realiza con el objetivo de evitar las modificaciones
en las condiciones de frontera de la concentración C. El simbolo ∗ implica una multiplicación
elemento a elemento entre dos vectores, ya que los productos matriz-vector (e.g. DΨ, DC) resultan
en un vector. Se puede notar que los elementos que están entre paréntesis en la ecuación (3.24)
son los elementos no lineales del sistema.
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Definiendo el vector solución U como

U =

[
Ψ
C

]
.

Entonces, se puede escribir el sistema (3.23)-(3.24) de la forma

dU

dt
=
[
DΨ

2 −RaD
CΨ
x

0 DC
2

]
U +

[
FΨ
2 −RaF

CΨ
x

−
[(

D
ΨC
y Ψ+ F

ΨC
y

)
∗
(
DC

x C + FC
x

)
−

(
D

ΨC
x Ψ+ F

ΨC
x

)
∗
(
DC

y C + FC
y

)]
]
, (3.25)

donde, del lado derecho, el primer término acopla la parte lineal del sistema, y el segundo término
acopla la parte no lineal y los valores conocidos dados por las condiciones de frontera. Para resolver
esta ecuación se utiliza el método Runge-Kutta-Fehlberg (RKF45), el cual nos permite resolver
problemas de valor inicial, implementado en la librería scipy, el cual se ejecuta de la forma

1 from scipy.integrate import solve_ivp
2

3 sol = solve_ivp(fun , t_span , U0, method=’RK45’)

Resolviendo el problema expresado en la ecuación (3.25), se obtiene la solución U para todos los
nodos del dominio discretizado. Para este ejemplo se utilizaron diferentes discretizaciones, donde se
modificó la variable el_size_factor que utiliza la librería calfem-python para refinar las mallas.
En la Tabla 3.5 se muestran los valores de esta variable junto al número total de nodos N que se
obtuvieron para este problema. Recordando que el dominio del problema de Elder tiene dos veces
más longitud que el del problema de Henry (rectángulo Ω = [0, 4]× [0, 1]).

el_size_factor N
0.1 533
0.06 1430
0.03 5453
0.027 6820

Tabla 3.5: Factor de refinamiento y número total de nodos N obtenidos para los ejemplos resueltos del
problema de Elder.

En la Figura 3.12 se muestran los N nodos del dominio discretizado, diferenciando las diferen-
tes fronteras mediante colores. Se puede observar que la frontera superior se ha dividido en tres
segmentos: Top-a, Top-b y Top-c. Esto se realizó debido al cambio de las condiciones de frontera
presentes en la parte superior del dominio. Además, se puede notar que las esquinas se han se-
parado para manejar las condiciones de Neumann de la concentración C. Se consideró la esquina
superior derecha como parte de la frontera derecha y la esquina superior izquierda como parte de
la frontera izquierda; de esta manera, los vectores normales en las esquinas son simétricos, siendo
en este caso los vectores ı̂ y -̂ı respectivamente. Esto se llevó a cabo porque, al unir la frontera
derecha con Top c y la frontera izquierda con Top a, los vectores no resultaban ser exactamente
simétricos debido a que el dominio discretizado no es simétrico. Estas asimetrías son más evidentes
en la Figura 3.12(d).

En la Figura 3.13 se muestra la solución de este problema, empleando un número de Rayleigh
Ra = 400, y un total de N = 6820 nodos del dominio discretizado. Del lado izquierdo se muestra
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(d) N = 6820

Figura 3.12: Dominios discretizados, rectángulo Ω = [0, 4] × [0, 1], para el problema de Elder, con las
diferentes fronteras identificadas por color.
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la Función de flujo Ψ y del lado derecho la concentración C. Ambas funciones se visualizan en
diferentes tiempos, t = 0.000, t = 0.015, t = 0.050, t = 0.100, t = 1.239. Aunque las condiciones de
frontera son simétricas vecticalmente respecto al centro del dominio (x = 2), la solución obtenida
presenta pequeñas asimetrías debido a que el dominio discretizado también presenta asimetrías en
la distribución de los nodos.
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Figura 3.13: Solución del problema de Elder. Función de flujo Ψ (Izquierda) y Concentración C (Derecha)
en diferentes tiempos: t = 0.000, t = 0.015, t = 0.050, t = 0.100, t = 1.239. Usando un total de N = 6820
nodos en el dominio.

En la Figura 3.14 se presenta la solución obtenida por [Li et al., 2014], utilizando un esquema
de GFDM distinto al empleado en este trabajo. Para alcanzar esta solución, se utilizó un total de
N = 6597 nodos. Se puede observar que solo se visualiza la mitad del dominio, y [Li et al., 2014]
argumenta que esto se debe a la simetría del problema. Sin embargo, en este trabajo notamos que,
debido a las asimetrías del dominio discretizado que se observan Figura 3.12, la solución puede
presentar ligeras perturbaciones en la simetría de la misma.

Para evaluar numéricamente la consistencia del esquema de GFDM utilizado, en la Figura 3.15
se muestran las líneas isocloras C = 0.2 y C = 0.6 en el tiempo t = 0.05, utilizando diferentes
números de nodos N en el dominio discretizado: N = 533, N = 1430, N = 5453 y N = 6820. Se

3.2. PROBLEMA DE ELDER



80 CAPÍTULO 3. SOLUCIÓN DEL PROBLEMA Y DISCUSIÓN DE RESULTADOS

(a) Ψ en t = 0.01 (b) C en t = 0.01

(c) Ψ en t = 0.02 (d) C en t = 0.02

(e) Ψ en t = 0.05 (f) C en t = 0.05

(g) Ψ en t = 0.10 (h) C en t = 0.10

(i) Ψ en t = 1.239 (j) C en t = 1.239

Figura 3.14: Solución del problema de Elder obtenida por [Li et al., 2014], utilizando un total del N = 6597
nodos.

puede observar que las concentraciones C en las soluciones con N = 5453 y N = 6820 son muy
similares, lo que sugiere que el esquema de GFDM es consistente.

Por último, en la Figura 3.16 se muestra la solución en el tiempo t = 1.239, usando un total de
N = 6820 nodos en el dominio discretizado. Se observa la función de flujo Ψ, la concentración C,
y el campo vectorial de velocidades. Esta solución tiene consistencia con los resultados obtenidos
por [Meca et al., 2007] y [Li et al., 2014].

En la Tabla 3.6 se presentan los números de condición de las matrices D utilizadas en el
problema, para las distintas pruebas realizadas con diferentes números totales de nodos N . Es
evidente que las matrices con mayor rigidez son DC

x y DC
y , las cuales están asociadas con los

3.2. PROBLEMA DE ELDER
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Figura 3.15: Isocloras C = 0.2 y C = 0.6 del problema de Elder en el tiempo t = 0.05, para diferente
número de nodos N .
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Figura 3.16: Solución del problema de Elder estacionaria (t = 1.239), empleando N = 6820 nodos.

términos no lineales del problema. Esta característica puede contribuir a incrementar aún más la
rigidez del problema completo. Es importante destacar que, a pesar de esta alta rigidez, se lograron
obtener resultados aceptables.

3.3. Convección Natural Difusiva Doble en un Medio Poroso
Saturado (CNDD-MPS)

Como ya se ha mencionado, las ecuaciones gobernantes del problema CNDD-MPS, son pare-
cidas a las ecuaciones del problema de Henry y del problema de Elder. La diferencia está en que
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DΨ
x DΨ

y DΨ
2 DC

x DC
y DC

2

N = 533 1.16e+ 04 3.05e+ 08 1.89e+ 03 1.10e+ 17 3.20e+ 17 2.85e+ 03
N = 1430 4.49e+ 03 2.49e+ 06 7.86e+ 03 1.04e+ 18 7.10e+ 18 1.10e+ 04
N = 5453 3.72e+ 04 6.05e+ 04 4.33e+ 04 4.51e+ 17 6.80e+ 17 6.24e+ 04
N = 6820 8.36e+ 04 2.19e+ 05 6.03e+ 04 3.13e+ 17 5.89e+ 17 8.76e+ 04

Tabla 3.6: Números de condición obtenidos para las diferentes matrices obtenidas al discretizar la parte
espacial del problema de Elder usando el esquema de GFDM propuesto.

se agrega una variable dependiente más, la cual es la temperatura T , y por ende es necesario con-
siderar una ecuación gobernante extra. Las ecuaciones gobernantes de este problema están dadas
por las ecuaciones (1.10)-(1.12):

∂2Ψ

∂x2
+
∂2Ψ

∂y2
+Ra

∂

∂x
(T +NC) =0 ,

∂2T

∂x2
+
∂2T

∂y2
− ∂Ψ

∂y

∂T

∂x
+
∂Ψ

∂x

∂T

∂y
=0 ,

∂2C

∂x2
+
∂2C

∂y2
− Le

(
∂Ψ

∂y

∂C

∂x
− ∂Ψ

∂x

∂C

∂y

)
=
∂C

∂t
.

La otra diferencia importante a destacar es la geometría del dominio, el cual ya no es un rectángulo,
sino un paralelogramo que tiene un ángulo de inclinación θ respecto del eje horizontal, como puede
observarse en la Figura 1.10(a).

Los diferentes operadores diferenciales parciales, presentes en las ecuaciones gobernantes (1.10)-
(1.12), se aproximan separadamente usando GFDM de la forma

∂Ψ
∂x

≈ DΨ
x Ψ+ FΨ

x
∂Ψ
∂y

≈ DΨ
y Ψ+ FΨ

y
∂2Ψ
∂x2 + ∂2Ψ

∂y2
≈ DΨ

2 Ψ+ FΨ
2

∂T
∂x

≈ DT
x T + F T

x
∂T
∂y

≈ DT
y T + F T

y
∂2T
∂x2 + ∂2T

∂y2
≈ DT

2 T + F T
2

∂C
∂x

≈ DC
x C + FC

x
∂C
∂y

≈ DC
y C + FC

y
∂2C
∂x2 + ∂2C

∂y2
≈ DC

2 C + FC
2

. (3.26)

Los superíndices de las matrices D y los vectores F representan las condiciones de frontera que
se deben respetar al discretizar cada operador, ya sean las condiciones de la función de flujo
Ψ, la temperatura T o la concentración C. Estas condiciones de frontera se pueden observar
detalladamente en la Figura 1.10(b). Por otro lado, los subíndices x, y y 2 representan el tipo de
operador diferencial que se está aproximando, ya sea una derivada en dirección x o y, o el operador
laplaciano.

Usando las ecuaciones (3.26) para reemplazar las derivadas en la ecuaciones gobernantes (1.10)-
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(1.12), se obtienen las ecuaciones gobernantes discretizadas (3.27)-(3.29)

DΨ
2 Ψ+RaDTΨ

x T +RaNDCΨ
x C + FΨ

2 +RaF TΨ
x +RaNFCΨ

x =0 ,

(3.27)
DT

2 T + F T
2 −

(
DΨT

y Ψ+RΨT
y

)
∗
(
DT

x T + F T
x

)
+
(
DΨT

x Ψ+ FΨT
x

)
∗
(
DT

y T + F T
y

)
=0 ,

(3.28)

DC
2 C + FC

2 − Le
(
DΨC

y Ψ+ FΨC
y

)
∗
(
DC

x C + FC
x

)
+ Le

(
DΨC

x Ψ+ FΨC
x

)
∗
(
DC

y C + FC
y

)
=
dC

dt
.

(3.29)

Definiendo el vector solución U como

U =

 Ψ
T
C

 . (3.30)

Se puede organizar el sistema (3.27)-(3.29) de manera matricial como

dU

dt
= AU +B(U) , (3.31)

donde la matriz A y el vector B(U) están definidos como

A =

DΨ
2 RaDTΨ

x RaNDCΨ
x

0 DT
2 0

0 0 DC
2

 ,

B(U) =

 FΨ
2 +RaF TΨ

x +RaNFCΨ
x

F T
2 −

(
DΨT

y Ψ+ FΨT
y

)
∗
(
DT

x T + F T
x

)
+
(
DΨT

x Ψ+ FΨT
x

)
∗
(
DT

y T + F T
y

)
FC
2 − Le

(
DΨC

y Ψ+ FΨC
y

)
∗
(
DC

x C + FC
x

)
+ Le

(
DΨC

x Ψ+ FΨC
x

)
∗
(
DC

y C + FC
y

)
 ,

donde los términos que aparecen entre paréntesis representan la parte no lineal del sistema. El
problema de valor inicial (3.31) se resuelve utilizando las condiciones iniciales (1.13)-(1.15), las
cuales indican condición inicial cero para las tres variables: Ψ, T , C. De esta forma la condición
inicial dentro del dominio se puede expresar como

U0(x, y, t = 0) = 0 , (3.32)

el cual es un vector de dimensión igual al número de nodos en el interior del dominio. Se debe
tener en cuenta que las condiciones de frontera deben respetarse dentro del vector U0.

Entonces resolviendo el sistema (3.31) con las condiciones iniciales (1.13)-(1.15) acopladas en
el vector U0, y respetando las condiciones de frontera (Figura 1.10(b)), se obtienen la solución
del problema U . Para resolver la parte temporal del problema se utilizó el método Runge-Kutta-
Fehlberg (RKF45) implementado en la librería scipy, el cual puede ser usado de la forma

1 from scipy.integrate import solve_ivp
2

3 sol = solve_ivp(fun , t_span , U0, method=’RK45’)
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donde fun es una función anónima que acopla el lado derecho de la ecuación en función de la
solución U y del tiempo fun = fun(t, U) = A@U+B(U). El producto @ en Python representa una
multiplicación matricial, en este caso la matriz A por el vector U . t_span es una lista que describe
el intervalo de tiempo en el que se resolverá la ecuación, en este caso se utilizó t_span = [0, 0.13],
y U0 es el vector que define las condiciones iniciales del sistema dadas por (1.13)-(1.15), respetando
los valores de las condiciones de frontera mostradas en la Figura 1.10(b).

Para este problema se utilizaron dos discretizaciones, las cuales se realizaron utilizando la
librería calfem-python, donde se modificó el parámetro el_size_factor para refinar la malla.
Los dos valores usados y el correspondiente número de nodos obtenido Nnodes se muestran en la
Tabla 3.7.

el_size_factor Nnodes

0.03 451
0.02 976

Tabla 3.7: Factor de refinamiento y número total de nodos Nnodes obtenidos para los ejemplos resueltos del
problema CNDD-MPS.

En la Figura 3.17 se puede observar el dominio discretizado para este problema. En la Figura
3.17(a) se muestra una discretización con Nnodes = 451, mientras que en la Figura 3.17(b) se mues-
tran Nnodes = 976. Para esta discretización, se consideraron las esquinas del dominio como parte de
las fronteras con condiciones de Dirichlet (para la concentración C y la temperatura T ), dado que
es más conveniente tratar con este tipo de condiciones. Se pueden ver en color verde la frontera
izquierda y en color naranja la frontera derecha, ambas con condiciones de Dirichlet. Por otro lado,
en color amarillo y en color rosa se muestran las fronteras superior e inferior, respectivamente, las
cuales cuentan con condiciones de Neumann. Una vista detallada de las condiciones de frontera se
muestra en la Figura 1.10(b).
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Figura 3.17: Dominio discretizado para el problema CNDD-MPS, donde los nodos de frontera están resal-
tados en diferentes colores.
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Este problema se resolvió utilizando un número de Rayleigh Ra = 100, número de Lewis
Le = 0.8, tasa de flotabilidad N = 2. Estos parámetros fueron tomados de los ejemplos mostrados
en [Li et al., 2018] y [Costa, 2004], donde se resuelve el caso estacionario de CNDD. Al no encontrar
un valor para el tiempo estacionario se propuso un tiempo estacionario de test = 0.13, ya que
después de este tiempo la diferencia en solución obtenida resulta poco significativa. En la figura
3.18 se muestra la solución obtenida en diferentes tiempos t, usando un total de Nnodes = 976
nodos. Específicamente se muestran los tiempos t = 0.000, t = 0.015, y t = 0.130. La solución
obtenida en el tiempo t = 0.130 concuerda con la solución estacionaria de [Li et al., 2018,Costa,
2004].
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Figura 3.18: Solución del problema CNDD-MPS usando Nnodes = 976, Ra = 100, Le = 0.8, N = 2,
test = 0.13.

En la Figura 3.19 se presentan los resultados para la solución del problema estacionario, ∂C
∂t

= 0,
de CNDD-MPS. En el lado izquierdo se muestra la solución obtenida en [Li et al., 2018], mientras
que en el lado derecho se presenta la solución proporcionada por [Costa, 2004]. Por otro lado, los
parámetros mencionados en [Li et al., 2014] son: θ = 30◦, H/L = 0.5, Ra = 100, N = 2, Le = 0.8,
T0 = 0.5, C0 = 0, Ψ0 = 0, y N = 1094. Los parámetros mencionados en [Costa, 2004] son: θ = 30◦,
H/L = 0.5, Ra = 100, N = 2, y Le = 0.8. Se puede observar que los resultados de la Figura 3.18
son similares a los obtenidos en [Li et al., 2018,Costa, 2004] y mostrados en la Figura 3.19.

3.3. CONVECCIÓN NATURAL DIFUSIVA DOBLE EN UN MEDIO POROSO SATURADO (CNDD-MPS)



86 CAPÍTULO 3. SOLUCIÓN DEL PROBLEMA Y DISCUSIÓN DE RESULTADOS

(a) Ψ (b) Ψ

(c) T (d) T

(e) C (f) C

Figura 3.19: Solución del problema estacionario, ∂C
∂t = 0, de CNDD. Soluciones obtenidas por [Li et al.,

2018] (izquierda) y [Costa, 2004] (derecha).

Para demostrar la consistencia del esquema de GFDM propuesto, en la Figura 3.20 se muestran
las isocloras C = 0.2 y C = 0.6 para diferentes números de nodos: Nnodes = 451 y Nnodes = 976. Se
puede observar que las isocloras se vuelven más suaves al aumentar el número de nodos. Además,
se nota que las soluciones son muy similares, lo que sugiere que son soluciones válidas.
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Figura 3.20: Isocloras C = 0.2 y C = 0.6 en el tiempo t = 0.03

En la Tabla 3.8, se presentan los números de condición de las matrices D del problema para
los dos casos estudiados: Nnodes = 451 y Nnodes = 976. Se observa que las matrices Dx y Dy

exhiben una mayor rigidez, siendo estas matrices parte de los términos no lineales del problema.
Esto contribuye a aumentar la rigidez del problema completo. A pesar de ello, se han obtenido
resultados aceptables, lo que sugiere la capacidad de GFDM.

DΨ
x DΨ

y DΨ
2 DT

x DT
y DT

2 DC
x DC

y DC
2

Nnodes = 451 3.71 × 1011 5.25 × 1010 1.50 × 1004 2.21 × 1014 1.69 × 1016 3.28 × 1004 2.21 × 1014 1.69 × 1016 3.28 × 1004

Nnodes = 976 7.47 × 1011 3.04 × 1004 4.09 × 1004 3.13 × 1012 4.36 × 1010 9.02 × 1004 3.13 × 1012 4.36 × 1010 9.02 × 1004

Tabla 3.8: Números de condición obtenidos para las diferentes matrices obtenidas al discretizar la parte
espacial del problema de CNDD-MPS usando el esquema de GFDM propuesto.
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Conclusiones y trabajo futuro

“Es imposible ser matemático sin ser un poeta del alma.”
- Sofia Kovalévskaya.

En este trabajo presentamos un esquema del Método de Diferencias Finitas Generalizadas
(GFDM) que no requiere una función de peso. Este esquema ha demostrado ser útil para obtener
soluciones a diferentes problemas relacionados con flujos de aguas subterráneas, incluyendo el pro-
blema de Elder, el problema de Henry y el de la convección natural difusiva doble. Estos problemas
ofrecen un gran potencial para analizar el impacto ambiental en acuíferos, especialmente en aque-
llos cercanos a las costas. Además, son cruciales como pruebas para evaluar métodos numéricos y
pueden ser valiosos para mejorar la gestión de los recursos hídricos, particularmente en acuíferos
afectados por la sobreexplotación.

GFDM se ha destacado como una herramienta poderosa para resolver sistemas de ecuaciones
diferenciales parciales, especialmente en situaciones donde los parámetros físicos y geométricos
tienen una influencia significativa en el comportamiento de la solución. Cabe destacar que muchos
problemas físicos se describen mediante modelos matemáticos expresados a través de ecuaciones
diferenciales parciales.

El esquema GFDM produce resultados satisfactorios en comparación con otras metodologías.
Su flexibilidad permite adaptarse eficazmente a dominios irregulares, que suelen ser discretizados
mediante mallas o nubes de nodos distribuidos de manera no estructurada. Además, la robustez
de GFDM es notable en problemas complejos, donde la interacción de múltiples factores puede
dificultar la resolución. Esto se observa en las ecuaciones gobernantes de los problemas resueltos, las
cuales presentan acoplamiento y no linealidad. La capacidad de GFDM para manejar eficientemente
ecuaciones diferenciales parciales en sistemas complicados lo convierte en una herramienta valiosa
para la investigación y el análisis de fenómenos físicos complejos.

Para validar nuestro esquema propuesto, llevamos a cabo pruebas con diferentes números
totales de nodos, representados por N . Las principales diferencias entre nuestro enfoque y los
métodos propuestos por otros autores son las siguientes. En primer lugar, empleamos únicamente
6 nodos de soporte q, a diferencia de los 12, 16 y 20 nodos utilizados en investigaciones anteriores,
tales como [Li et al., 2014,Li et al., 2018,Costa, 2004,Benito et al., 2001]. En muchos estudios, se
establece un número de 27 nodos de soporte para problemas en 2D. La utilización de un menor
número de nodos de soporte, como se sugiere en este trabajo, conlleva a matrices de diferenciación
más dispersas. Si bien es necesario reconocer que problemas con capas límite fuertes o zonas de alto
gradiente podrían requerir un mayor número de nodos de soporte q. En última instancia, el número
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de nodos de soporte depende del problema y requiere una investigación adicional. Segundo, debido
a que generamos los nodos de soporte a partir de nubes inicialmente estructuradas, la selección
de nodos de soporte es automática y muy simple. Por otro lado en los documentos mencionados
anteriormente se tuvo que implementar un algoritmo adicional para la selección de los nodos de
soporte. Una característica importante es que el esquema propuesto, no se requiere una función de
peso. Esta también es una diferencia relevante con respecto a otras variantes del método, ya que,
en consecuencia, el esquema es más simple que los utilizados en [Li et al., 2018,Benito et al., 2001].

Los problemas relacionados con el flujo de agua subterránea son esenciales para entender los
fenómenos de transporte que ocurren dentro de los acuíferos. Son especialmente importantes en
la gestión sostenible de los recursos hídricos, particularmente en las regiones costeras, donde la
intrusión de agua salada puede convertirse en un desafío significativo. Otro factor relevante es
la difusión de contaminantes en estos acuíferos, como por ejemplo: metales pesados, pesticidas
o, como ya mencionamos, el agua salada, entre otros. Además, el aumento en la demanda de
agua, impulsado por el cambio climático, la agricultura y el crecimiento urbano, ha incrementado
estos problemas. Asimismo, estos factores han provocado un aumento en la producción de residuos
y, en consecuencia, en la proliferación de vertederos, los cuales pueden actuar como fuentes de
contaminación del agua subterránea.

Debido a que el agua subterránea es utilizada por una gran parte de la población como fuente de
agua de uso domestico, es de vital importancia entender estos fenómenos, ya que su contaminación
puede conllevar riesgos graves para la salud, como enfermedades relacionadas con la exposición a
metales pesados o sustancias químicas peligrosas. Además, la degradación de la calidad del agua
subterránea también puede afectar el suministro agrícola e industrial, limitando el acceso a este
recurso en sectores que dependen de su disponibilidad.

Por otro lado, los efectos sobre la infraestructura no son menores. La contaminación del agua
subterránea puede generar el deterioro de redes de distribución de agua potable, sistemas de riego
y otras instalaciones hidráulicas, lo que a su vez eleva los costos de mantenimiento y reparación.
En áreas costeras, la intrusión de agua salada no solo reduce la calidad del agua, sino que también
puede afectar suelos agrícolas, provocando la pérdida de fertilidad y comprometiendo la producción
alimentaria.

Los resultados de las pruebas numéricas muestran que el GFDM es un método numérico
alternativo interesante para resolver problemas de flujo de agua subterránea. Teniendo en cuenta
los resultados de este documento y los de las referencias, esto sugiere que el GFDM también es
una opción para resolver un rango más amplio de ecuaciones diferenciales parciales.

Para un trabajo futuro se busca abordar otros problemas de convección-difusión, como la
ecuación de Richards, que resulta especialmente relevante en hidrología y estudios de suelos. Esta
ecuación describe cómo se desplaza el agua a través de un medio poroso en respuesta a gradien-
tes de presión. Mediante el esquema de GFDM propuesto, es posible implementar esta ecuación
en dominios con diversas geometrías y condiciones de frontera, permitiendo simular una amplia
variedad de situaciones.

También se pretende desarrollar una formulación del GFDM que sea aplicable a situaciones
en las que el dominio contiene dos materiales con propiedades distintas. En este contexto, el lugar
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en el que ocurre el cambio de un material a otro se denomina “interfaz”, y este tipo de problemas
se conocen como problemas multicapa. Con frecuencia, para simplificar la resolución de muchos
problemas, se asume que el material en estudio es homogéneo e isotrópico, aunque en la realidad
esto es poco común. Los problemas multicapa nos permiten tener una primera aproximación a la
complejidad que implica tener un material heterogéneo en el dominio de estudio.

Por último, es importante mencionar que hasta ahora sólo se han abordado problemas en 2D,
principalmente debido a las complicaciones que surgen al agregar una dimensión adicional para
resolver problemas en 3D. No obstante, existe un interés considerable en ampliar la metodología
utilizada a problemas tridimensionales. Este paso hacia el 3D se busca con el objetivo de abordar
situaciones más complejas y proporcionar soluciones más precisas y detalladas. La extensión a
problemas en tres dimensiones permitirá una representación más fiel de la realidad en diversos
campos de aplicación, brindando así un enfoque más completo y robusto para la resolución de
problemas mediante un esquema de GFDM adecuado.
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Anexos

“Dame un punto de apoyo y moveré el mundo.”
- Archimedes.

Anexo A: Métodos usados para la integración temporal

A continuación se describen brevemente diferentes métodos de integración comúnmente usados
para resolver ODEs, los cuales, en este trabajo son empleados para resolver la parte temporal de
algunos problemas. Cada método presenta un ejemplo 1D y uno 2D para referencia.

Método de Euler hacia adelante

El objetivo es obtener una aproximación al problema de valor inicial

u̇ = f(t, u) , u(t0) = u0 . (3.33)

Se puede emplear la expansión en serie de Taylor hasta segundo orden, como se hizo en la sección
2.2, para obtener una ecuación análoga a la Diferencia hacia adelante (2.6), pero en esta ocasión
es una aproximación en el tiempo t en lugar del espacio x

u̇ ≈ ul+1 − ul
∆t

. (3.34)

Sustituyendo la derivada temporal (3.34) en el problema de valor inicial (3.33) tenemos
ul+1 − ul

∆t
= f(tl, ul) .

Despejando se obtiene el conocido método de Euler (o método de Euler-Cauchy)

ul+1 = ul +∆tf(tl, ul) , l = 0, 1, 2, . . . , (3.35)

el cual es un método recursivo, donde se obtiene la aproximación actual utilizando la aproximación
anterior. Si se usa l = 0 se obtiene la ecuación para el primer paso de tiempo, el cual utilizando la
condición inicial u0 como la aproximación del paso anterior

u1 = u0 +∆tf(t0, u0) .

El error de este método es de orden O(∆t) [Iserles, 2009,Kreyszig, 2009].
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Ejemplo: Método de Euler en 1D para resolver u̇ = αu con u(t = 0) = 1 y α = 2.

La solución analítica de este problema es sencilla de obtener, integrando y usando la condición
inicial para obtener la constante de integración. La solución analítica de este problema es

u = u(0)eαt .

En este ejemplo la condición inicial es u(0) = 1, y la constante es α = 2, con lo cual se tiene la
solución

u = e2t . (3.36)

Por otro lado el método de Euler para este ejemplo se puede expresar de la forma

ul+1 = ul + α∆tul ,

= ul + 2∆tul ,

= (1 + 2∆t)ul .

Resolviendo en el intervalo [0, 1] y utilizando N = 11 nodos, el paso de tiempo resulta en ∆t =
1−0
11−1

= 0.1, con lo cual se obtienen los errores mostrados en la Tabla 3.9. En la Figura 3.21 se

t uex unum uex − unum

0.0 1.00 1.00 0.00
0.1 1.22 1.18 0.04
0.2 1.49 1.40 0.10
0.3 1.82 1.65 0.17
0.4 2.23 1.95 0.27
0.5 2.72 2.31 0.41
0.6 3.32 2.72 0.60
0.7 4.06 3.22 0.84
0.8 4.95 3.81 1.15
0.9 6.05 4.50 1.55
1.0 7.39 5.32 2.07

||uex − unum||2 = 3.0604

Tabla 3.9: Errores obtenidos con el método de Euler, para el problema u̇ = 2u en 1D, usando N = 11
nodos.

puede observar la comparación de la solución exacta con la solución numérica obtenida usando el
método de Euler.

Ejemplo: Método de euler para resolver la ecuación del calor en 2D con GFDM.

La ecuación del calor se puede expresar de la forma

∇2u+ f =
∂u

∂t
, (3.37)

ANEXO A: MÉTODOS USADOS PARA LA INTEGRACIÓN TEMPORAL
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Figura 3.21: Soluciones exacta y numérica del problema u̇ = 2u en 1D, con condición inicial u(t = 0) = 1,
usando el método de Euler con N = 11 nodos.

donde se puede notar que si se anula la parcial del respecto del tiempo ∂u
∂t

= 0, lo cual representa
el problema en estado estacionario, entonces se obtiene la ecuación de Poisson (2.30).

Después de discretizar la parte espacial del problema utilizando GFDM, se puede expresar esta
ecuación como

dU

dt
= D2U + F , con U(t0) = U0 , (3.38)

el cual es un problema de valor inicial, donde U es el vector solución.

Resolveremos en el dominio descrito por el rectángulo Ω = [0, 3] × [0, 1]. Para este ejemplo
utilizaremos las siguientes condiciones de frontera:

u|l = u(x = 0, y, t) = 1 ,

u|r = u(x = 3, y, t) = 0 ,

un|b = un(x, y = 0, t) = 0 ,

un|t = un(x, y = 1, t) = 0 .

La condición inicial, para los nodos interiores y las condiciones de neumann un, está dada por

u(x, y, t = 0) = 0 .

La condición inicial para los nodos de frontera de Dirichlet, está dada por

u(x = 0, y, t = 0) = 1 ,

u(x = 3, y, t = 0) = 0 ,

esto para que coincidan con el valor de la condición de frontera dado. Se usará la fuente

f(x, y, t) = 0 .

ANEXO A: MÉTODOS USADOS PARA LA INTEGRACIÓN TEMPORAL
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Al emplear el método de euler, para resolver el problema de valor inicial (3.38), entonces se
obtiene la ecuación

Ul+1 = Ul +∆t(D2Ul + Fl) ,

Ul+1 = (I +∆tD2)Ul +∆tFl , (3.39)

donde I es una matriz identidad del mismo tamaño que D2. Para este ejemplo se utilizó un tiempo
total de tTot = 1.6, con un paso de tiempo ∆t = 0.0001, necesitando un total de 16, 000 iteraciones
para completar la solución en el intervalo t = [0, 1.6]. Se graficó la solución en diferentes tiempos
tl. Estas gráficas se muestran en la Figura 3.22.

(a) t = 0.000 (b) t = 0.005

(c) t = 0.020 (d) t = 0.100

(e) t = 0.500 (f) t = 1.600

Figura 3.22: Solución de la ecuación de calor ∇2+f = ∂u
∂t , usando GFDM para discretizar la parte espacial,

y el método de Euler hacia adelante para discretizar la parte temporal, usando un total de N = 115 nodos,
16, 000 pasos de tiempo, f = 0, con condición inicial u0 = 0 en el dominio excepto en las fonteras de
Dirichlet, y con las condiciones de frontera: u|l = 1, u|r = 0, un|b = un|t = 0.

Método de Euler hacia atrás (Euler implícito)

El método de Euler hacia atrás (BE3) es muy parecido al método de Euler hacia adelante
(FE4). Podemos obtenerlo a partir de la formula de la diferencia hacia atrás (2.7), pero ahora

3Siglas en inglés de “Backward Euler”.
4Siglas en inglés de “Forbaward Euler”.

ANEXO A: MÉTODOS USADOS PARA LA INTEGRACIÓN TEMPORAL
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aplicada al tiempo, de la forma

u̇ ≈ ul − ul−1

∆t
. (3.40)

Sustituyendo esta aproximación (3.40) en el problema de valor inicial u̇ = f(t, u) (3.33), se obtiene

ul − ul−1

∆t
= f(tl, ul) .

Despejando se obtiene el método BE, el cual en ocasiones también es llamado método de Euler
Implícito.

ul −∆tf(tl, ul) = ul−1 , con l = 0, 1, 2, . . . (3.41)

El cual es un método iterativo que es necesario resolver para ul. Dado que se f está evaluada en
el paso de adelante l, en lugar del paso actual l − 1, entonces se dice que es un método implícito.
Por el contrario el método de Euler hacia adelante, se evalua para el paso actual, por lo que es un
método explícito.

Si f es una función lineal es sencillo despejar ul para obtener una ecuación explícita. Si f es
una función no lineal, entonces es necesario encontrar el cero de la función

g(tl, ul) = ul −∆tf(tl, ul)− ul−1 .

Una opción sería utilizar el método de Newton [LeVeque, 2007].

El método de BE es computacionalmente más costoso en cada iteración que el método FE, sin
embargo la ventaja radica en la estabilidad del método (ver Anexo B), pudiendo usar un paso de
tiempo ∆t más grande y por lo tanto reducir considerablemente el número de iteraciones totales.
Para entender mejor como se utiliza este método a continuación se verá un ejemplo en 1D y un
ejemplo en 2D.

Ejemplo: BE en 1D para resolver u̇ = αu, con u(0) = 1 y α = 2.

Recordando, la solución exacta de este problema

du

dt
= 2u , con u(0) = 1 ,

está dada por la ecuación (3.36):

u = e2t .

Aplicando el método BE (3.41) a este ejemplo, en el cual el lado derecho del problema de valor
inicial (3.33) resulta

f(t, u) = 2u ,

ANEXO A: MÉTODOS USADOS PARA LA INTEGRACIÓN TEMPORAL
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y entonces se tiene la ecuación

ul −∆t2ul = ul−1 .

Despejando se obtiene

(1− 2∆t)ul = ul−1 ,

ul =
1

1− 2∆t
ul−1 .

Aquí se presentan las ecuaciones iterativas que se obtuvieron con los métodos FE y BE a forma
de comparación.

FE ul+1 = (1 + 2∆t)ul ,

BE ul =
1

1− 2∆t
ul−1 .

Resolviendo en el intervalo [0, 1] y utilizando N = 11 nodos, el paso de tiempo resulta en ∆t =
1−0
11−1

= 0.1, con lo cual se obtienen los errores mostrados en la Tabla 3.10. En la Figura 3.23

t uex unum uex − unum

0.0 1.00 1.00 0.00
0.1 1.22 1.22 −0.00
0.2 1.49 1.49 −0.00
0.3 1.82 1.83 −0.00
0.4 2.23 2.23 −0.01
0.5 2.72 2.73 −0.01
0.6 3.32 3.33 −0.01
0.7 4.06 4.07 −0.02
0.8 4.95 4.98 −0.03
0.9 6.05 6.09 −0.04
1.0 7.39 7.44 −0.05

||uex − unum||2 = 0.0721

Tabla 3.10: Errores obtenidos con el método de Euler hacia atrás, para el problema u̇ = 2u en 1D, usando
N = 11 nodos.

se presentan las soluciones de este ejemplo: la solución exacta dada por (3.36), y las soluciones
numéricas obtenidas usando los métodos FE y BE.

Ejemplo: Ecuación del calor en 2D, usando GFDM y BE.

Recordando, la ecuación del calor está dada por la ecuación (3.37), donde al discretizar la parte
espacial usando GFDM, se obtiene el problema de valor inicial dado por (3.38)

dU

dt
= D2U + F , con U(t0) = U0 . (3.42)

ANEXO A: MÉTODOS USADOS PARA LA INTEGRACIÓN TEMPORAL
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Figura 3.23: Soluciones exacta y numérica del problema u̇ = 2u en 1D, con condición inicial u(t = 0) = 1.
usando los método FE y BE con N = 11 nodos.

Para este ejemplo se resolverá en el dominio descrito por el rectángulo Ω = [0, 3] × [0, 1], en el
intervalo de tiempo t = [0, 1.6]. Se utilizaron las siguientes condiciones de frontera

u|l = u(x = 0, y, t) = 1 ,

u|r = u(x = 3, y, t) = 0 ,

un|b = un(x, y = 0, t) = 0 ,

un|t = un(x, y = 1, t) = 0 ,

y la condición inicial, para los nodos interiores y fronteras de Neumann, dada por

u(x, y, t = 0) = 0 .

Por otro lado, la condición inicial para los nodos de frontera de Dirichlet está dada por

u(x = 0, y, t = 0) = 1 ,

u(x = 3, y, t = 0) = 0 .

Para este ejemplo se empleó la fuente

f(x, y, t) = 0 .

Al utilizar el método BE para resolver el problema de valor inicial (3.38), se obtiene la ecuación

Ul −∆t(D2Ul + Fl) = Ul−1 ,

(I −∆tD2)Ul = Ul−1 +∆tFl ,

Ul = (I −∆tD2)\(Ul−1 +∆tFl) ,

Ul = A\B , (3.43)

donde I es una matriz identidad del mismo tamaño que D2, y el simbolo \ representa la solución
del sistema AU = B, donde la matriz A y el vector B están defindos como

A = I −∆tD2 , B = Ul−1 +∆tFl .

Es posible obtener la solución de la iteración Ul, utilizando la librería numpy de la forma

ANEXO A: MÉTODOS USADOS PARA LA INTEGRACIÓN TEMPORAL
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1 import numpy as np
2

3 Ul = np.linalg.solve(A,B)

Para este ejemplo se utilizó un tiempo total de tTot = 1.6, con un paso de tiempo ∆t = 0.1,
necesitando un total de 16 iteraciones para completar la solución en el intervalo t = [0, 1.6]. En la
Figura 3.24 se muestra la solución U en diferentes tiempos tl.

(a) t = 0.000 (b) t = 0.107

(c) t = 0.213 (d) t = 0.533

(e) t = 1.067 (f) t = 1.600

Figura 3.24: Solución de la ecuación de calor ∇2+f = ∂u
∂t , usando GFDM para discretizar la parte espacial,

y el método de Euler hacia atrás para discretizar la parte temporal, usando un total de N = 115 nodos, 16
pasos de tiempo, f = 0, con condición inicial u0 = 0 en el dominio excepto en las fonteras de Dirichlet, y
con las condiciones de frontera: u|l = 1, u|r = 0, un|b = un|t = 0.

Método de Crank-Nicolson

Otra forma de aproximar la derivada temporal sería utilizar un promedio de las dos aproxima-
ciones anteriores, ubicandose a mitad de camino entre un paso de tiempo y el otro (tl+ 1

2
), donde

ahora el paso de tiempo se ha dividido a la mitad (∆t/2). Entonces usando ambas aproximaciones

ANEXO A: MÉTODOS USADOS PARA LA INTEGRACIÓN TEMPORAL
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(atrás y adelante) en el problema de valor inicial (3.33), ubicando las ecuaciones en t1+ 1
2

se obtiene

ul+1 − ul+ 1
2

∆t/2
= f(ul+1, tl+1) ,

ul+ 1
2
− ul

∆t/2
= f(ul, tl) .

Usando el promedio de las dos ecuaciones y despejando se obtiene el método de Crank-Nicolson
(CN).

1

2

(
ul+1 − ul+ 1

2

∆t/2
+
ul+ 1

2
− ul

∆t/2

)
=

1

2
(fl+1 + fl) ,

ul+1 − ul+ 1
2
+ ul+ 1

2
− ul

∆t
=

1

2
(fl+1 + fl) ,

ul+1 − ul
∆t

=
1

2
(fl+1 + fl) , (3.44)

donde f(ul+1, tl+1) y f(ul, tl) se han escrito de forma compacta como fl+1 y fl respectivamente. La
principal ventaja de este método es que es un método incondicionalmente estable [LeVeque, 2007].

Ejemplo: CN en 1D para resolver u̇ = αu, con u(0) = 1 y α = 2.

Ya se ha visto que la solución al problema

u̇ = αu , con u(0) = 1 ,

está dada por

u = eαt .

Para utilizar el método CN en el problema de valor inicial se sustituye u̇ por el lado izquierdo
de (3.44), y se usa el lado derecho f = 2u, de tal forma que se obtiene

ul+1 − ul
∆t

=
1

2
(2ul+1 + 2ul) .

Despejando

ul+1 −
∆t

2
2ul+1 = ul +

∆t

2
2ul ,

(1−∆t)ul+1 = (1 + ∆t)ul ,

ul+1 =
1 +∆t

1−∆t
ul .

Para comparar se muestran a continuación las ecuaciones obtenidas con los método FE, BE, y CN
para este ejemplo.

FE ul+1 = (1 + 2∆t)ul ,

BE ul+1 =
1

1− 2∆t
ul ,

CN ul+1 =
1 +∆t

1−∆t
ul .

ANEXO A: MÉTODOS USADOS PARA LA INTEGRACIÓN TEMPORAL
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Para este ejemplo se utilizaron un total de N = 11 nodos, con lo que el paso de tiempo queda

Figura 3.25: Soluciones exacta y numérica del problema u̇ = 2u en 1D, con condición inicial u(t = 0) = 1.
usando los método FE, BE, y CN con N = 11 nodos.

de ∆t = 0.1. Con esto se obtienen los errores mostrados en la Tabla 3.11. En la Figura 3.25 se

t uex unum uex − unum

0.0 1.00 1.00 0.000
0.1 1.22 1.20 0.021
0.2 1.49 1.44 0.052
0.3 1.82 1.73 0.094
0.4 2.23 2.07 0.152
0.5 2.72 2.49 0.230
0.6 3.32 2.99 0.334
0.7 4.06 3.58 0.472
0.8 4.95 4.30 0.653
0.9 6.05 5.16 0.890
1.0 7.39 6.19 1.197

||uex − unum||2 = 1.7534

Tabla 3.11: Errores obtenidos con el método de Crank-Nicolson, para el problema u̇ = 2u en 1D, usando
N = 11 nodos.

muestran las diferentes soluciones obtenidas con los métodos FE, BE, y CN, así también como la
solución exacta.

Ejemplo: Ecuación del calor en 2D, usando GFDM y CN.

En la ecuación del calor (3.37) se ha discretizado la parte espacial utilizando GFDM, con lo
cual se obtiene el problema de valor inicial (3.38) dado por

dU

dt
= D2U + F , con U(t0) = U0 .

Al aplicar el método CN (3.44) para discretizar la derivada temporal de este problema se obtiene
Ul+1 − Ul

∆t
=

1

2
(D2Ul+1 + Fl+1 +D2Ul + Fl) .

ANEXO A: MÉTODOS USADOS PARA LA INTEGRACIÓN TEMPORAL
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Despejando

Ul+1 − Ul =
∆t

2
(D2Ul+1 + Fl+1 +D2Ul + Fl) ,

Ul+1 −
∆t

2
D2Ul+1 = Ul +

∆t

2
D2Ul +

∆t

2
(Fl+1 + Fl) ,(

I − ∆t

2
D2

)
Ul+1 =

(
I +

∆t

2
D2

)
Ul +

∆t

2
(Fl+1 + Fl) ,

Ul+1 =

(
I − ∆t

2
D2

)
\
((

I +
∆t

2
D2

)
Ul +

∆t

2
(Fl+1 + Fl)

)
,

Ul+1 = A\
(
BUl +

∆t

2
(Fl+1 + Fl)

)
, (3.45)

donde I es una matriz identidad del mismo tamaño que D2, el simbolo \ representa resolver el
sistema de ecuaciones algebraicas, y las matrices A y B están definidas como

A = I − ∆t

2
D2 ,

B = I +
∆t

2
D2 .

Con la ecuación (3.45) se itera para obtener la solución U para los pasos de tiempo necesarios.
Para este ejemplo se utilizaron las condiciones de frontera

u|l = u(x = 0, y, t) = 1 ,

u|r = u(x = 3, y, t) = 0 ,

un|b = un(x, y = 0, t) = 0 ,

un|t = un(x, y = 1, t) = 0 ,

y las condición inicial

u(x, y, t = 0) = 0 ,

excepto en los nodos con condiciones de frontera de Dirichlet, en los cuales la condición inicial está
dada por

u(x = 0, y, t = 0) = 1 ,

u(x = 3, y, t = 0) = 0 .

Se utilizó la fuente

f(x, y, t) = 0 .

La solución obtenida en diferentes tiempos tl se muestra en la Figura 3.26.

ANEXO A: MÉTODOS USADOS PARA LA INTEGRACIÓN TEMPORAL
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(a) t = 0.000 (b) t = 0.107

(c) t = 0.213 (d) t = 0.533

(e) t = 1.067 (f) t = 1.600

Figura 3.26: Solución de la ecuación de calor ∇2+f = ∂u
∂t , usando GFDM para discretizar la parte espacial,

y el método de Crank-Nicolson para discretizar la parte temporal, usando un total de N = 115 nodos, 16
pasos de tiempo, f = 0, con condición inicial u0 = 0 en el dominio excepto en las fonteras de Dirichlet, y
con las condiciones de frontera: u|l = 1, u|r = 0, un|b = un|t = 0.

Métodos Runge-Kutta

Muchas veces para aproximar derivadas de orden superior, y evitar calcularlas, lo que se hace
es diseñar aproximaciones en diferencias finitas para que aproximen estas derivadas; esto lo logran
aproyandose en varios pasos de tiempo tl, es por esto que se les suele llamar multipaso. Para lograr
aproximar estas derivadas en un solo paso, lo que se suele hacer es usar un método multietapa, en
el que se calculan valores intermedios de la solución y con ellos las derivadas que se usarán en este
único paso.

Un método Runge-Kutta de dos etapas está dado por

u∗ = ul +
1

2
∆tf(ul) , (3.46)

ul+1 = ul +∆tf(u∗) . (3.47)

Con la ecuación (3.46) se calcula una primera aproximación u∗ a la mitad del paso de tiempo
tl+ 1

2
= tl +

∆t
2

usando el método de Euler, en ese punto se utiliza la ecuación (3.47), la cual calcula
la dirección f(u∗) y se utiliza para actualizar ul un paso completo ∆t y así obtener ul+1. Este
método se puede extender para resolver problemas de valor inicial u̇ = f(t, u) (3.33), quedando de

ANEXO A: MÉTODOS USADOS PARA LA INTEGRACIÓN TEMPORAL



ANEXOS 105

la forma

u∗ = ul +
∆t

2
f(tl, ul) , (3.48)

ul+1 = ul +∆tf(tl+ 1
2
, u∗) , (3.49)

y en ocasiones también escrito como

k1 = ul , (3.50)

k2 = ul +
∆t

2
f(tl, k1) , (3.51)

ul+1 = ul +∆tf(tl+ 1
2
, k2) (3.52)

Este método es de orden dos, en otras palabras, el error es de orden O(∆t2), es por esto que se
suele abreviar como RK2.

Un método Runge-Kutta de orden superior muy utilizado es el método de orden cuatro, el cual
es un método de cuatro etapas por lo que se abrevia RK4 y está dado por

k1 = ul , (3.53)

k2 = ul +
∆t

2
f(tl, k1) , (3.54)

k3 = ul +
∆t

2
f(tl+ 1

2
, k2) , (3.55)

k4 = ul +∆tf(tl+ 1
2
, k3) , (3.56)

ul+1 = ul +
∆t

6
(f(tl, k1) + 2f(tl+ 1

2
, k2) + 2f(tl+ 1

2
, k3) + f(tl+1, k4)) . (3.57)

Un método Runge-Kutta general de orden n, se puede expresar de la forma

k1 = ul +∆t
n∑

j=1

a1jf(tl + cj∆t, kj) , (3.58)

k2 = ul +∆t
n∑

j=1

a2jf(tl + cj∆t, kj) , (3.59)

...

kn = ul +∆t
n∑

j=1

anjf(tl + cj∆t, kj) , (3.60)

ul+1 = ul +∆t
n∑

j=1

bjf(tl + cj∆t, kj) . (3.61)
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Para que haya consistencia en el método se requiere

n∑
j=1

aij = ci , para i = 1, 2, . . . , n , (3.62)

n∑
j=1

bj = 1 , (3.63)

que cuando se satisfacen, garantizan que el método sea al menos de primer orden en precisión.

Los coeficientes de estos métodos se muestran frecuentemente en el llamado tableau de Butcher :

c1 a11 · · · a1n
...

...
...

cn an1 · · · ann
b1 · · · bn

. (3.64)

Por ejemplo para el método RK2 dado por las ecuaciones (3.50)-(3.52) se tien el tableau siguiente:

0
1
2

1
2

0 1
,

y para el método RK4 expresado en las ecuaciones (3.53)-(3.57) se tiene el tableau

0
1
2

1
2

1
2

0 1
2

1 0 0 1
1
6

1
3

1
3

1
6

,

donde las entradas que no se muestran son ceros.

Una clase importante de estos métodos consiste en los métodos explicitos, lo cuales se obtienen
cuando ai,j = 0 para j >= i. Esto hace que el tableau de Butcher sea cero en todos los elementos
que estén en y arriba de la diagonal principal. En estos casos cada ki es calculada solamente con
valores ki ya calculados en pasos anteriores [LeVeque, 2007,Kreyszig, 2009].

Ejemplo: RK2 en 1D para resolver u̇ = αu, con u(0) = 1 y α = 2.

Ahora usaremos RK2 para resolver el problema de valor inicial

u̇ = αu , con u(0) = u0 ,

cuya solución exacta es

u = u0e
αt .
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Aplicando las ecuaciones que describen el método RK2 (3.48)-(3.49) al problema de valor inicial
se obtiene

u∗ = ul +
∆t

2
(αul) ,

ul+1 = ul +∆t(αu∗) .

Sustituyendo u∗ y factorizando, se obtiene la ecuación iterativa para resolver este ejemplo, la cual
es un método Runge-Kutta de orden 2.

ul+1 = ul +∆tα

(
ul + α

∆t

2
ul

)
,

= ul + α∆tul +
α2∆t2

2
ul ,

=

(
1 + α∆t+

α2∆t2

2

)
ul .

Sustituyendo el valor de α = 2 se tiene

ul+1 = (1 + 2∆t+ 2∆t2)ul .

Para comparar se muestran a continuación las ecuaciones obtenidas con los métodos FE, BE, CN
y RK2.

FE ul+1 = (1 + 2∆t)ul ,

BE ul+1 =
1

1− 2∆t
ul ,

CN ul+1 =
1 +∆t

1−∆t
ul ,

RK2 ul+1 = (1 + 2∆t+ 2∆t2)ul .

La solución de este ejemplo, usando los diferentes métodos, se muestra en la Figura 3.27, donde se
emplean N = 11 nodos, en el dominio t = [0, 1], con lo que el paso de tiempo resulta ∆t = 0.1. Se
utiliza para este ejemplo la condición inicial u0 = 1. Los errores obtenidos usando RK2 para este
ejemplo se pueden observar en la Tabla 3.12.

Ejemplo: Ecuación del calor en 2D, usando GFDM y RK2.

Anteriormente se ha discretizado la parte espacial de la ecuación del calor usando GFDM, lo
que resulta en la ecuación del calor discretizada (3.38)

dU

dt
= D2U + F , con U(t0) = U0 .

Esta ecuación es un problema de valor inicial, el cual en este caso se resolverá utilizando el método
RK2. Aplicando RK2 descrito por las ecuaciones (3.48)-(3.49)

u∗ = ul +
∆t

2
(αul) ,

ul+1 = ul +∆t(αu∗) ,
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Figura 3.27: Soluciones exacta y numérica del problema u̇ = 2u en 1D, con condición inicial u(t = 0) = 1.
usando los método FE, BE, CN, y RK2 con N = 11 nodos.

t uex unum uex − unum

0.0 1.00 1.00 0.000
0.1 1.22 1.20 0.021
0.2 1.49 1.44 0.052
0.3 1.82 1.73 0.094
0.4 2.23 2.07 0.152
0.5 2.72 2.49 0.230
0.6 3.32 2.99 0.334
0.7 4.06 3.58 0.472
0.8 4.95 4.30 0.653
0.9 6.05 5.16 0.890
1.0 7.39 6.19 1.197

||uex − unum||2 = 1.7534

Tabla 3.12: Errores obtenidos con el método Runge-Kutta de orden 2, para el problema u̇ = 2u en 1D,
usando N = 11 nodos.

a este problema de valor inicial, se obtiene

U∗ = Ul +
∆t

2
(D2Ul + F ) , (3.65)

Ul+1 = Ul +∆t(D2U∗ + F ) . (3.66)

Con las que se puede resolver para cada paso de tiempo y así obtener la solución U . Para este
ejemplo se utilizaron las condiciones de frontera dadas por

u|l = u(x = 0, y, t) = 1 ,

u|r = u(x = 3, y, t) = 0 ,

un|b = un(x, y = 0, t) = 0 ,

un|t = un(x, y = 1, t) = 0 ,

y las condición inicial

u(x, y, t = 0) = 0 ,
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excepto en los nodos con condiciones de frontera de Dirichlet, los cuales la condición inicial está
dada por

u(x = 0, y, t = 0) = 1 ,

u(x = 3, y, t = 0) = 0 .

Se utilizó la fuente

f(x, y, t) = 0 .

La solución obtenida en diferentes tiempos tl se muestra en la Figura 3.28. Se utilzó un total de
N = 115 nodos para discretizar la parte espacial, y un total de 160 iteraciones para resolver la
parte temporal.

(a) t = 0.000 (b) t = 0.107

(c) t = 0.213 (d) t = 0.533

(e) t = 1.067 (f) t = 1.600

Figura 3.28: Solución de la ecuación de calor ∇2 + f = ∂u
∂t , usando GFDM para discretizar la parte

espacial, y el método RK2 para discretizar la parte temporal, usando un total de N = 115 nodos, 160 pasos
de tiempo, f = 0, con condición inicial u0 = 0 en el dominio excepto en las fonteras de Dirichlet, y con
las condiciones de frontera: u|l = 1, u|r = 0, un|b = un|t = 0.

Método Runge-Kuta-Fehlberg (RKF45)

E. Fehlberg [Fehlberg, 1970] propuso y desarrolló un método para controlar el tamaño del paso
∆t, utilizando control del error entre dos métodos RK de diferente orden. Descubrió dos métodos
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de RK que juntos requerían solamente 6 evaluaciones de f en cada paso; estos son: un método de
orden 5 (RK5) y un método de orden 4 (RK4), los cuales se muestran a continuación:

RK5 ul+1 = ul + b1k1 + · · ·+ b6k6 , (3.67)

donde el vector de coeficientes b = [b1, b2, · · · , b6] está definido por

b =

[
16

135
, 0,

6656

12825
,

28561

56430
, − 9

50
,

2

55

]
, (3.68)

RK4 u∗l+1 = ul + b∗1k1 + · · ·+ b∗5k5 , (3.69)

donde el vector de coeficientes b∗ está definido por

b∗ =

[
25

216
, 0,

1408

2565
,

2197

4104
, −1

5

]
. (3.70)

Para ambos métodos solo es necesario evaluar f en 6 ocaciones, las cuales están definidas por los
coeficientes ki, y vienen dados por

k1 = ∆tf(tl , ul) , (3.71)

k2 = ∆tf

(
tl +

1

4
∆t , ul +

1

4
k1

)
, (3.72)

k3 = ∆tf

(
tl +

3

8
∆t , ul +

3

32
k1 +

9

32
k2

)
, (3.73)

k4 = ∆tf

(
tl +

12

13
∆t , ul +

1932

2197
k1 −

7200

2197
k2 +

7296

2197
k3

)
, (3.74)

k5 = ∆tf

(
tl +∆t , ul +

439

216
k1 − 8k2 +

3680

513
k3 −

845

4104
k4

)
, (3.75)

k6 = ∆tf

(
tl +

1

2
∆t , ul −

8

27
k1 + 2k2 −

3544

2565
k3 +

1859

4104
k4 −

11

40
k5

)
. (3.76)

La diferencia de ambos métodos nos da la estimación del error del método RK4

ϵl+1 = ul+1 − u∗l+1 =
1

360
k1 −

128

4275
k3 −

2197

75240
k4 +

1

50
k5 +

2

55
k6 (3.77)

Con esta estimación y una tolerancia definida, se puede decidir incrementar o disminuir el paso
∆t en base a estos factores. Con esto se puede reducir el número de iteraciones necesarias para
resolver un problema de valor inicial, además de que no es mucho más costoso que RK4, ya que
requiere solamente 2 evaluaciones de f más que este.

El método RKF45 resulta de orden 5, en otras palabras el error de este método es de orden
O(∆t5) [Kreyszig, 2009]. Este método es muy común por lo que ya viene implementado en mucho
del software disponible. En este trabajo, el método RKF45 se estará implementando desde la
librería scipy [Virtanen et al., 2020]. La forma de utilizar este método se muestra a continuación:
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1 from scipy.integrate import solve_ivp
2

3 sol = solve_ivp(fun , t_span , y0, method=’RK45’)

donde:

• fun es una función anónima que define el lado derecho del problema de valor inicial u̇ = f(t, u)
que se quiere resolver.

• t_span es un intervalo [t0, tf ]. El método comienza a resolver en t = t0 y resuelve hasta
llegar a t = tf .

• y0 es la condición inicial del problema.

• method es el método a utlizar. Por default usa RKF45, pero es posible utilizar otros métodos.

Ejemplo: RKF45 en 1D para resolver u̇ = αu, con u(0) = 1 y α = 2.

El problema de valor inicial

u̇ = αu , con u(0) = 1 y α = 2 ,

tiene solución exacta dada por

u = eαt .

La solución numérica de este problema se puede obtener utilizando el método RK45, definiento el
intervalo donde se quiere resolver [0, 1], la función que representa el lado derecho del problema de
valor inicial como f(t, u) = αu, y la condición inical u0 = 1. Esto se ve en código como

1 import numpy as np
2 from scipy.integrate import solve_ivp
3

4 f = lambda t,u: alpha * u
5 intervalo = [0,1]
6 u0 = np.array ([1])
7 sol = solve_ivp(f, intervalo , u0 , method=’RK45’)
8

9 u = sol.y.flatten ()
10 t = sol.t

Se obtuvo una solución donde se utilizaron solamente 3 iteraciones para resolver el problema en
el intervalo especificado. Esta solución (RKF45) se puede observar en la Figura 3.29, junto con la
solución de los otros métodos utilizados: FE, BE, CN, RK2. Los errores obtenidos con la solución
numérica para este ejemplo se pueden obaservar en la Tabla 3.13.
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Figura 3.29: Soluciones exacta y numérica del problema u̇ = 2u en 1D, con condición inicial u(t = 0) = 1.
usando los método FE, BE, CN, RK2, y RKF45. Donde las soluciones utilizan N = 11 nodos, excepto
RKF45 que solamente utiliza N = 4.

t uex unum uex − unum

0.000 1.0000 1.0000 0.000e+ 00
0.076 1.1637 1.1637 −3.000e− 09
0.566 3.1013 3.1013 −5.842e− 05
1.000 7.3891 7.3893 −2.519e− 04

||uex − unum||2 = 2.5856e− 04

Tabla 3.13: Errores obtenidos con el método Runge-Kutta-Fehlberg, para el problema u̇ = 2u en 1D, usando
N = 11 nodos.

Ejemplo: Ecuación del calor en 2D, usando GFDM y RKF45.

Recordando la ecuación del calor en 2D está definida como (3.37)

∇2u+ f =
∂u

∂t
.

Para este ejemplo se resuelve utilizando las condiciones de frontera definidas como

u|l = u(x = 0, y, t) = 1 ,

u|r = u(x = 3, y, t) = 0 ,

un|b = un(x, y = 0, t) = 0 ,

un|t = un(x, y = 1, t) = 0 ,

con la fuente

f(x, y, t) = 0 ,

y la condición inicial

u(x, y, t = 0) = 0 ,

ANEXO A: MÉTODOS USADOS PARA LA INTEGRACIÓN TEMPORAL



ANEXOS 113

excepto en los nodos con condiciones de frontera de Dirichlet, en los cuales la condición inicial está
dada por

u(x = 0, y, t = 0) = 1 ,

u(x = 3, y, t = 0) = 0 .

Al discretizar la parte espacial de la ecuación de calor (3.37) con GFDM, queda como (3.38):

dU

dt
= D2U + F , con U(t0) = U0 .

Para usar el método RKF45 se definen fun y tspan de la forma

fun(t, U) = D2U + F ,

tspan = [0, 1.6] .

Resolviendo como
1 from scipy.integrate import solve_ivp
2

3 sol = solve_ivp(fun , tspan , U0)
4 U = sol.y
5 t = sol.t

se obtuvo la solción U , para una discretización espacial con N = 115 nodos, y con un total de 94
iteraciones para la parte temporal. La solución U en diferentes tiempos tl puede observarse en la
Figura 3.30.

Anexo B: Estabilidad de los métodos usados para la integra-
ción temporal

La estabilidad de un método numérico se refiere a la capacidad del mismo para controlar y
limitar el crecimiento de errores a lo largo de las iteraciones. Esto incluye diferentes tipos de errores:
debido a las condiciones iniciales, los causados por la precisión de punto flotante utilizada, y errores
de truncamiento.

Existen diferentes tipos de análisis de estabilidad. En este trabajo presentaremos la A-estabilidad
de los métodos empleados para resolver la integración temporal.

A-estabilidad

La A-estabilidad es también conocida como estabilidad absoluta5, se utiliza para conocer cuan-
do un método tiene una amplificación o por el contrario un amortiguamiento del error conforme
avanzan las iteraciones en el tiempo.

5En inglés “Absolute stability (A-stability)”.

ANEXO B: ESTABILIDAD DE LOS MÉTODOS USADOS PARA LA INTEGRACIÓN TEMPORAL



114 ANEXOS

(a) t = 0.000 (b) t = 0.091

(c) t = 0.271 (d) t = 0.450

(e) t = 0.813 (f) t = 1.600

Figura 3.30: Solución de la ecuación de calor ∇2+f = ∂u
∂t , usando GFDM para discretizar la parte espacial,

y el método RKF45 para discretizar la parte temporal, usando un total de N = 115 nodos, 95 pasos de
tiempo elegidos por el método, usando la fuente f = 0, con condición inicial u0 = 0 en el dominio excepto
en las fonteras de Dirichlet, y con las condiciones de frontera: u|l = 1, u|r = 0, un|b = un|t = 0.

Para evaluar los métodos se suele utilizar una ecuación de prueba. En este caso usaremos la
ecuación

u̇ = αu , (3.78)

para el caso donde la solución u(t) solamente tiene un valor en cada paso de tiempo tl, y α es un
coeficiente que puede ser real o complejo. Se puede extender la ecuación de prueba para el caso en
que la solución U(t) sea un vector de dimensión N , de la forma

U̇ = AU , (3.79)

donde A es una matriz de coeficientes, reales o complejos, de tamaño [N ×N ].

Método de Euler hacia adelante

Aplicando el método de Euler (3.35) a la ecuación de prueba (3.78) se tiene

ul+1 =ul +∆tαul ,

ul+1 =(1 + ∆tα)ul . (3.80)
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Si consideramos el error de truncamiento de esta aproximación tenemos

ul+1 =(1 + ∆tα)ul +∆tτ . (3.81)

El error de la primera iteración E1 solamente dependerá del error inicial E0 de la forma

E1 = (1 + ∆tα)E0 +∆tτ . (3.82)

Aplicando recursivamente para obtener los errores siguientes

E1 =(1 + ∆tα)E0 +∆tτ ,

E2 =(1 + ∆tα) ((1 + ∆tα)E0 +∆tτ) + ∆tτ ,

...

En+1 =(1 + ∆tα)nE0 +
n−1∑
j=0

(1 + ∆tα)j∆tτ , (3.83)

lo cual indica que el error se hará cada vez más pequeño, siempre que se cumpla la condición

||1 + ∆tα|| ≤ 1 . (3.84)

Es más común hablar de la región de estabilidad absoluta (o simplemente región de estabilidad),
la cual es la región en el plano complejo en donde se cumple esta condición (3.84), permitiendo
que α sea un número complejo. Podemos escribir esta condición (3.84) en términos del producto
z = ∆tα, ya que este producto es el que importa. De esta manera se puede escribir

||1 + z|| ≤ 1 . (3.85)

Entonces la región de estabilidad para el método de Euler es el disco de radio 1 centrado en el
punto -1, como puede observarse en la Figura 3.31(a) [LeVeque, 2007].

Ahora aplicando el método de Euler (3.35) a la ecuación de prueba multidimensional (3.79) se
obtiene

Ul+1 =Ul +∆tAUl ,

Ul+1 =(I +∆tA)Ul , (3.86)

que es muy parecido al resultado obtenido para u, con lo cual de manera análoga se puede llegar
a la conclusión de que el método será A-estable cuando se cumpla la condición

||I +∆tA|| ≤ 1 , (3.87)

donde I es la matriz identidad de tamaño [N ×N ].
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1 0 1 2 3

2.0

1.5

1.0

0.5

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

Backward Euler

1

0

1

(b) Euler hacia atrás.
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(c) Crank-Nicolson.
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(d) Runge-Kutta de orden 2.
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(e) Runge-Kutta-Fehlberg.

Figura 3.31: Regiones de A-Estabilidad de los diferentes métodos utilizados para la integración de la parte
temporal.
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Método de Euler hacia atrás

Ahora se utilizará el método de Euler hacia atrás (3.41) para discretizar a la ecuación de prueba
(3.78), con lo cual se obtiene

ul −∆tαul = ul−1 ,

(1−∆tα)ul = ul−1 ,

ul =
1

1−∆tα
ul−1 . (3.88)

Se puede definir la función R(z) como

R(z) =
1

1− z
, (3.89)

donde z = ∆tα, por lo que el método será A-estable cuando se cumpla la condición

||R(z)|| ≤1 ,∣∣∣∣∣∣∣∣ 1

1− z

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤1 . (3.90)

Dejando que el coeficiente α sea complejo, la zona de estabilidad es todo el espacio, excepto el
interior del disco de radio 1 centrado en 1, como puede observarse en la Figura 3.31(b) [LeVeque,
2007].

Aplicando ahora Euler hacia atrás (3.41) a la ecuación de prueba multidimensional (3.79) se
obtiene

Ul −∆tAUl = Ul−1 ,

(I −∆tA)Ul = Ul−1 ,

Ul = (I −∆tA)\Ul−1 , (3.91)

donde el símbolo “\” indica que se debe resolver el sistema. De manera análoga se obtiene que el
método es A-estable cuando se cumple la condición

||(I −∆tA)\I|| ≤1 . (3.92)

Método de Crank-Nicolson

Ahora se aplicará Crank-Nicolson (3.44) a la ecuación de prueba (3.78), con lo cual se obtiene
ul+1 − ul

∆t
=
1

2
(αul+1 + αul) ,

ul+1 −
∆tα

2
ul+1 =ul +

∆tα

2
ul ,(

1− ∆tα

2

)
ul+1 =

(
1 +

∆tα

2

)
ul ,

ul+1 =
1 + ∆tα

2

1− ∆tα
2

ul , (3.93)
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de donde se define la función R(z) como

R(z) =
1 + z

2

1− z
2

, (3.94)

por lo que entonces el método será A-estable cuando se cumpla la condición∣∣∣∣∣∣∣∣1 + z
2

1− z
2

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤1 , (3.95)

que se cumple para todo el lado izquierdo del plano complejo, como puede observarse en la figura
3.31(c) [LeVeque, 2007].

Ahora aplicando CN (3.44) a la ecuación de prueba multidimensional (3.79) se obtiene

Ul+1 − Ul

∆t
=
1

2
(AUl+1 + AUl) ,

Ul+1 −
∆t

2
AUl+1 =Ul +

∆t

2
AUl ,(

I − ∆t

2
A

)
Ul+1 =

(
I +

∆t

2
A

)
Ul ,

Ul+1 =

(
I − ∆t

2
A

)∖(
I +

∆t

2
A

)
Ul , (3.96)

donde I es la matriz identidad de tamaño [N ×N ], y el símbolo “\” indica que se debe resolver el
sistema. Por lo que entonces el método será A-estable cuando se cumpla la condición∣∣∣∣∣∣∣∣(I − ∆t

2
A

)∖(
I +

∆t

2
A

)∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ 1 . (3.97)

Método de Runge-Kutta de orden 2

Ahora se implementará el método de Runge-Kutta de orden 2 (3.48)-(3.49) para discretizar la
ecuación de prueba (3.78), de lo cual se obtiene

u∗ = ul +
∆t

2
αul , ul+1 = ul +∆tαu∗ ,

ul+1 =ul +∆tα

(
ul +

∆t

2
αul

)
,

ul+1 =ul +∆tαul +
∆t2α2

2
ul ,

ul+1 =

(
1 + ∆tα +

∆t2α2

2

)
ul . (3.98)

La función R(z) queda definida como

R(z) = 1 + z +
z2

2
, (3.99)
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donde z = ∆tα, y entonces el método será A-estable cuando se cumpla la condición∣∣∣∣∣∣∣∣1 + z +
z2

2

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ 1 . (3.100)

La región de A-estabilidad que cumple esta condición (3.100) se puede observar detalladamente en
la Figura 3.31(d) [LeVeque, 2007].

Ahora aplicando Runge-Kutta de orden 2 (3.48)-(3.49) a la ecuación de prueba multidimen-
sional (3.79) se obtiene

U∗ = Ul +
∆t

2
AUl , Ul+1 = Ul +∆tAU∗ ,

Ul+1 =Ul +∆tA

(
Ul +

∆t

2
AUl

)
,

Ul+1 =Ul +∆tAUl +
∆t2

2
A2Ul ,

Ul+1 =

(
I +∆tA+

∆t2

2
A2

)
Ul . (3.101)

Entonces el método será A-estable cuando se cumpla la condición∣∣∣∣∣∣∣∣I +∆tA+
∆t2

2
A2

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ 1 . (3.102)

Método de Runge-Kutta-Fehlberg

Al combinar las ecuaciones que definen los métodos de Runge-Kutta de orden 4 y orden 5
utilizados en el método de Runge-Kutta-Fehlberg (3.67)-(3.76) para discretizar la ecuación de
prueba (3.78), y realizar el álgebra correspondiente, se pueden obtener las ecuaciones explícitas de
ambos métodos, las cuales resultan como

RK5 ul+1 = (0.000481z6 + 0.008333z5 + 0.041667z4 + 0.166667z3 + 0.5z2 + z + 1)ul , (3.103)
RK4 ul+1 = (0.009615z5 + 0.041667z4 + 0.166667z3 + 0.5z2 + z + 1)ul , (3.104)

donde z = ∆tα. Por lo que estos métodos serán A-estables cuando se cumplan las condiciones∣∣∣∣0.000481z6 + 0.008333z5 + 0.041667z4 + 0.166667z3 + 0.5z2 + z + 1
∣∣∣∣ ≤ 1 , (3.105)∣∣∣∣0.009615z5 + 0.041667z4 + 0.166667z3 + 0.5z2 + z + 1
∣∣∣∣ ≤ 1 . (3.106)

Las regiones de estabilidad de estos dos métodos se pueden observar en la Figura 3.31(e).

Análogamente, al aplicar el método de Runge-Kutta-Fehlberg (3.67)-(3.76) a la ecuación de
prueba multidimensional (3.79), se obtienen las ecuaciones

RK5 Ul+1 =(0.000481∆t6A6 + 0.008333∆t5A5 + 0.041667∆t4A4 (3.107)
+ 0.166667∆t3A3 + 0.5∆t2A2 +∆tA+ 1)Ul , (3.108)

RK4 Ul+1 =(0.009615∆t5A5 + 0.041667∆t4A4 (3.109)
+ 0.166667∆t3A3 + 0.5∆t2A2 +∆tA+ 1)Ul , (3.110)
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por lo que las condiciones de A-estabilidad de estos dos métodos serán∣∣∣∣0.000481∆t6A6 + 0.008333∆t5A5 + 0.041667∆t4A4 + 0.166667∆t3A3 + 0.5∆t2A2 +∆tA+ 1
∣∣∣∣ ≤1 ,

(3.111)∣∣∣∣0.009615∆t5A5 + 0.041667∆t4A4 + 0.166667∆t3A3 + 0.5∆t2A2 +∆tA+ 1
∣∣∣∣ ≤1 .

(3.112)
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