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Resumen

Las mateméticas nos permiten interpretar los fenémenos fisicos de la naturaleza mediante
un lenguaje abstracto pero sumamente poderoso. Al construir modelos matematicos, podemos
comprender estos fenémenos y desarrollar una intuicién sobre su comportamiento. Dado que la
realidad es compleja, los modelos son simplificaciones que omiten factores con poca influencia en
el comportamiento general. Sin embargo, estas simplificaciones no implican que los modelos sean
ineficaces; a menudo resultan muy tutiles para predecir situaciones reales.

El calculo diferencial establece relaciones entre dos variables, donde un cambio en una afecta
a la otra. A esta relacion la denominamos derivada, la cual representa movimiento. Por ejemplo,
las poblaciones crecen, las divisas fluctiian, la Tierra gira alrededor del Sol, y la presion y la gra-
vedad hacen que el agua fluya. Si estas relaciones entre variables se expresan mediante ecuaciones,
obtenemos lo que se conoce como ecuaciones diferenciales.

Los fenémenos fisicos donde existe movimiento pueden expresarse mediante sistemas de ecua-
ciones diferenciales parciales. Al resolver estos sistemas, obtenemos las funciones que describen el
comportamiento del fenémeno. En muchos casos, debido a su complejidad, no es posible encontrar
una solucion analitica, por lo que se recurre a métodos numéricos. Esta dificultad aumenta cuando
las ecuaciones estan acopladas o son no lineales.

En este trabajo, se implementa el Método de Diferencias Finitas Generalizadas para resolver
sistemas de ecuaciones diferenciales que modelan fenémenos como la difusiéon de temperatura, la
difusion de concentracion y el movimiento de un fluido incompresible. Esto se aborda dentro de
un dominio lleno de un medio poroso saturado, donde se simula la intrusion de agua salada y el
cambio de temperatura a lo largo del tiempo.

Palabras clave: Ecuaciones diferenciales, solucién numérica, métodos numéricos, flujo de agua
subterranea, difusion.
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Abstract

Mathematics allows us to interpret physical phenomena in nature through an abstract yet
highly powerful language. By constructing mathematical models, we can understand these pheno-
mena and develop an intuition about their behavior. Since reality is complex, models are simplifica-
tions that omit factors with little influence on the general behavior. However, these simplifications
do not imply that the models are ineffective; in fact, they are often very useful in predicting
real-world situations.

Differential calculus establishes relationships between two variables, where a change in one
affects the other. This relationship is called a derivative, which represents movement. For example,
populations grow, currencies fluctuate, the Earth orbits the Sun, and pressure and gravity cause
water to flow. If these relationships between variables are expressed through equations, we obtain
what is known as differential equations.

Physical phenomena involving motion can be expressed in terms of systems of partial diffe-
rential equations. By solving these systems, we obtain the functions that describe the behavior of
the phenomenon. In many cases, due to their complexity, it is not possible to find an analytical
solution, so numerical methods are commonly used. This challenge becomes especially pronounced
when the equations are coupled or nonlinear.

In this work, the Generalized Finite Differences Method is implemented to solve systems of
differential equations that model phenomena such as temperature diffusion, concentration diffusion,
and the movement of an incompressible fluid. This is addressed within a domain filled with a
saturated porous medium, where the intrusion of saltwater and temperature changes over time are
simulated.
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Notacion

En la Tabla 1 se describen brevemente los simbolos utilizados en las ecuaciones que se presentan
a lo largo de este trabajo.

Tabla 1: Notacidn.

Simbolo | Significado

a | Pardmetro de descarga.

b | Inverso del nimero de Peclet.
Le | Numero de Lewis.
Ra | Nimero de Rayleigh.

N | Tasa de flotabilidad.

x, y | Dimensiones espaciales.
t | Tiempo, o dimensién temporal.
U = ¥(z,y) | Funcion de flujo.
T | Temperatura.
C | Concentracion.

Operador vectorial nabla.

\% 88—; + g—; Operador laplaciano.
v = (vg,v,) | Velocidad de flujo.
Q0 | Dominio.
0%} | Fronteras.
6 | Angulo de inclinacion del dominio respecto del eje hori-
zontal.
N, Nyodes | Niimero de nodos.
h; | Distancia horizontal entre el nodo central con coordena-
das po y el iésimo nodo con coordenadas p;.
k; | Distancia vertical entre el nodo central con coordenadas
po v el iésimo nodo con coordenadas p;.
pi = (x;,y;) | Coordenadas en 2D de un nodo cualquiera i.
Po = (x0,%0) | Coordenadas del nodo central.
pg = (24,9,) | Coordenadas del nodo fantasma.
g—z Derivada normal de la funcién u.
i = (n,,n,) | Vector normal.
L | Operador diferencial lineal.
Ly | Aproximaciéon con GFDM al operador diferencial lineal.
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Introduccion

“Los cientificos estudian la naturaleza no porque sea util, sino porque encuentran placer en ello,
y encuentran placer porque es hermosa. St no lo fuera, no mereceria la pena conocerla, y si la

naturaleza no mereciera la pena, la vida tampoco.”
- Henry Poincaré.

A lo largo de la historia, las mateméaticas han experimentado una constante evoluciéon. En los
primeros anos de la humanidad, los problemas matemaéticos se centraban en cuestiones basicas de
conteo, como determinar la cantidad de tierras disponibles para el cultivo, el nimero de cabezas de
ganado o las bolsas de arroz y maiz que se poseian. Estas eran las preocupaciones fundamentales
de aquellos tiempos, donde las matematicas contribufan al desarrollo de la vida cotidiana y la
organizacion social.

Sin embargo, a medida que la humanidad ha avanzado y superado obstéculos, nuestras inquie-
tudes y dificultades matemaéticas han evolucionado en complejidad y cantidad. Hoy en dia, nos
enfrentamos a desafios mucho mas intrincados y diversos. Nuestro interés se ha expandido hacia el
estudio y la aplicaciéon de las matematicas en campos tan variados como la prediccion del clima,
la comprension de las corrientes marinas, el analisis de los movimientos de las placas tecténicas y
el estudio de los objetos cercanos a la Tierra (NEOs! [CNEOS, 2022]), por mencionar algunos.

En la naturaleza, los fenémenos fisicos son el resultado de la interaccion compleja de diversas
fuerzas y variables. Desde el movimiento de los planetas en el sistema solar hasta el flujo de agua
en un rio. Estos fenémenos exhiben patrones y comportamientos que pueden ser capturados y
estudiados mediante el uso de ecuaciones diferenciales.

Las ecuaciones diferenciales son una poderosa herramienta matematica que nos permite com-
prender y predecir el cambio y la evoluciéon de las funciones en relacién con otras funciones o
variables. Dentro de estas ecuaciones se expresa la tasa de cambio de una funcién dependiente
(funcion de interés) respecto de una o mas variables independientes. En calculo diferencial, esta
“tasa de cambio” se conoce como deriwada. Si la funcion de interés depende de una sola variable, la
ecuacion diferencial tendré tnicamente derivadas totales. Por otro lado, si la funcion depende de
mas variables, entonces la ecuacion diferencial tendra derivadas parciales. Ademas, si el problema
tiene dos o més variables dependientes (funciones de interés), se pueden presentar derivadas entre
las diferentes variables dependientes [MathWorld, 2022].

1Siglas en inglés de “Near-Earth Objects”.



2 INTRODUCCION

Los sistemas de ecuaciones diferenciales parciales?, junto con sus valores iniciales y condicio-
nes de frontera, constituyen la columna vertebral de los modelos mateméticos que nos permiten
describir y entender sistemas continuos en diversas areas del conocimiento [Hutter, 2004].

La resolucién de problemas mediante sistemas de ecuaciones diferenciales es de vital impor-
tancia en muchos campos de la ciencia y la ingenieria. Nos brinda la capacidad de comprender y
analizar el comportamiento de diversos fendémenos fisicos presentes en la naturaleza, permitiendo
predecir el comportamiento de sistemas complejos y entender las interacciones fundamentales que
moldean nuestro entorno. Esta comprension profunda y detallada de los fenémenos proporciona
una base sélida para la toma de decisiones en una amplia variedad de areas. Ademaés, nos capacita
para proponer soluciones innovadoras y eficientes a problemas précticos y aplicaciones tecnologi-
cas. Esto, a su vez, juega un papel crucial en el impulso del desarrollo y progreso de la sociedad
en general.

Dentro de los fendémenos que pueden ser modelados mediante sistemas de ecuaciones diferencia-
les, encontramos una diversidad de casos de estudio fascinantes. Algunos ejemplos notables son el
estudio de campos eléctricos y magnéticos, la vibracion de estructuras de diversa indole, el analisis
de fenémenos sismicos, el flujo de agua subterranea, la turbulencia en fluidos y las interacciones
entre fluidos y estructuras. Estos fenémenos, junto con muchos otros, desempenan un papel esen-
cial en nuestra comprension del mundo fisico y encuentran aplicaciones en disciplinas como la fisica
tedrica, la ingenierfa civil, la oceanografia y la aerodinamica.

Obtener una solucién analitica para estos sistemas de ecuaciones diferenciales es generalmen-
te un desafio considerable y, en muchos casos, incluso imposible. Esto se debe en gran medida al
elevado niamero de grados de libertad que presentan estos sistemas. Ademas, es comtn encontrarse
con ecuaciones no lineales, acoplamientos entre las ecuaciones y, en la actualidad, problemas
que combinan ambas caracteristicas. Sumado también a las no linealidades que pueden presentarse
en el dominio y en las condiciones de frontera. Por esta razon, en ocasiones resulta més practi-
co y conveniente utilizar métodos numeéricos para obtener una aproximaciéon de la soluciéon de
estos sistemas. Es importante destacar que los métodos numéricos han experimentado un constan-
te desarrollo y optimizacion, lo cual ha permitido obtener soluciones més precisas en tiempos de
computo mas reducidos. También es notable la capacidad de los ordenadores actuales para abordar
problemas cada vez mas complejos, gracias al constante avance y optimizacion tecnolégica.

Algunos de los métodos numéricos mas populares para resolver sistemas de ecuaciones diferen-
ciales son:

e Método de la Ecuacion Integral (IEM?) [Na, 1980].
e Método de los Elementos Finitos (FEM*) [Gockenbach, 2006].

e Método de Diferencias Finitas (FDM?) |LeVeque, 2007].

2También conocidos como sistemas simultdneos de ecuaciones.
3Siglas en inglés de “Integral Element Method”.

4Siglas en inglés de “Finite Element Method”.

5Siglas en inglés de “Finite Differences Method”
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A partir del tltimo mencionado en la lista, se logra una generalizacién que da lugar al Método
de Diferencias Finitas Generalizadas (GFDM?Y) [Li et al., 2018, Chavez-Negrete et al., 2018],
el cual sera utilizado para abordar distintos problemas en el presente trabajo de investigacion.

En este trabajo, se resuelven varios problemas relacionados con la conveccién natural y la
difusion. Entre ellos, se destacan los problemas conocidos como flujo de agua subterranea’, que
incluyen el problema de Elder [Elder, 1967, Elder et al., 2017| y el problema de Henry [Cooper Jr.
et al., ,Henry, 1960]. Ademas, se resolvio el desafiante problema de conveccion natural difusiva
doble en un medio poroso saturado (CNDD-MPS) en dos dimensiones.

Estos problemas presentan retos significativos en la obtencion de soluciones numéricas debido
a su naturaleza no lineal y la presencia de acoplamientos entre las ecuaciones. La resolucion exitosa
de estos desafios es esencial para lograr una comprensiéon precisa y una prediccion adecuada del
comportamiento del flujo de agua en el subsuelo. A través de este estudio, se busca contribuir al
avance del conocimiento en el campo de la convecciéon natural y la difusion, proporcionando nuevas
perspectivas y soluciones numéricas efectivas para estos problemas complejos.

Para resolver este problema, diversos autores han utilizado diferentes métodos numéricos. En
el estudio de [Bourich et al., 2004], se emplean diferencias finitas centradas para la discretizacion
espacial y el método de direcciones alternas implicitas (ADI®) para la discretizacion temporal.
Ademas, se utiliza el método de sobre-relajacion sucesiva (SORY) para calcular la funcion de flujo.
Por otro lado, los autores de [Costa, 2004] adaptan una version bidimensional laminar del método
de elementos finitos basado en el volumen de control para obtener la solucion. En [Fan et al., 2013],
se combina el método de colocacion de funciones de base radial (LRBFCM') para la discretizacion
espacial con un algoritmo de homotopia escalar exponencialmente convergente (ECSHA!M) para
la discretizacion temporal. En contraste, |Li et al., 2018] emplea un esquema de GFDM diferente
al propuesto en este trabajo para la discretizacion espacial, complementado con el método de
Newton-Raphson.

En este estudio, se implementa un esquema de GFDM distinto al presentado en [Li et al.,
2018|, cuyos detalles completos se describen en la seccion 2.4. GFDM ha demostrado su robustez
al abordar una variedad de problemas en diferentes estudios. Por ejemplo, en [Chavez-Negrete
et al., 2018] se resolvid la ecuacion de Richards, que modela el flujo de agua subterranea, en
la geometria de una presa utilizando GFDM. En |[Tinoco-Guerrero et al., 2022|, se presentaron
diversos ejemplos de la ecuacion de difusion en regiones irregulares, donde se utilizé6 un método de
lineas para resolver la parte temporal del problema. Asimismo, el problema de Motz, ampliamente
reconocido para evaluar métodos numéricos de soluciéon de ecuaciones diferenciales, fue resuelto
en [Chavez et al., 2021|. En [Tinoco-Guerrero et al., 2018]|, se resolvié la ecuacién de adveccion
en dos regiones irregulares diferentes, empleando un método de lineas para la parte temporal del
problema. Existen numerosos casos més en los que se ha implementado el esquema de GFDM,
obteniendo resultados satisfactorios en cada uno de ellos.

6Siglas en inglés de “Generalized Finite Differences Method”.

“En inglés son mejor conocidos como “Groundwater Flow Problems”.

8Siglas en inglés de “Alternating Direction Implicit method”.

9Giglas en inglés de “Successive Over-Relaxation”.

10Siglas en inglés de “Local Radial-Basis-Function Collocation Method™.
Siglas en inglés de “Exponentially Convergent Scalar Homotopy Algorithm”.
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Para la solucién numérica de los problemas mencionados anteriormente, se empleo6 el lenguaje
de programacion python [Van Rossum et al., 2007], en conjunto con varias librerias. A continuacion,
se presenta una lista de algunas de las librerias utilizadas:

e numpy [Harris et al., 2020]: Una libreria de Python ampliamente utilizada para realizar calcu-
los numéricos y operaciones matemaéticas en arreglos multidimensionales. Proporciona una
amplia gama de funciones y operadores eficientes para manipular y analizar datos numéricos.

e scipy [Virtanen et al., 2020]: Una libreria de Python que se basa en NumPy y proporciona
funcionalidades adicionales para la computacion cientifica y técnica. Contiene modulos para
optimizacion, algebra lineal, procesamiento de senales, estadistica y maés.

e matplotlib [Barrett et al., 2005, Hunter, 2007, Ari and Ustazhanov, 2014]: Una libreria de
visualizacion de Python que se utiliza para crear graficos y visualizaciones de datos. Propor-
ciona una interfaz similar a MATLAB y permite crear gréaficos de alta calidad en diferentes
formatos.

e calfem-python [Edholm, 2013, Forsman, 2017]: Una libreria de Python que se utiliza para el
analisis y la simulacién de problemas de mecanica estructural y de elementos finitos. Propor-
ciona funciones y herramientas para resolver problemas de elasticidad lineal, transferencia
de calor, dinamica estructural y otros fenémenos fisicos, utilizando el método de elementos
finitos. En este trabajo fue utilizada para la discretizacion del dominio en mallas triangulares.

Estructura de la tesis

En el capitulo 1 se realiza una descripcion detallada de los problemas que resolvimos en es-
te trabajo, con el fin de comprender mejor el comportamiento fisico descrito por las ecuaciones
diferenciales que definen dichos problemas.

En el capitulo 2 se explican los conceptos basicos para comprender el esquema de GFDM
propuesto e implementado para resolver los problemas planteados. Ademés, se proporciona una
breve explicacion del método de diferencias finitas clasicas (FDM), a partir del cual se deduce el
método de diferencias finitas generalizadas (GFDM).

Los detalles de la implementacion del esquema de GFDM propuesto, asi como las soluciones
obtenidas a los problemas, se presentan en el capitulo 3. Sobre todo se hace un anélisis a detalle para
poder entender el planteamiento de las condiciones de frontera, y se presentan diferentes ejemplos
para comprender mejor el comportamiento de la solucién, ademas de demostrar las capacidades
del esquema de GFDM propuesto.

Por ltimo, se presenta un capitulo dedicado a las conclusiones planteadas y al trabajo futuro
que se desea realizar, enfatizando las posibilidades de extender las capacidades del esquema GFDM
utilizado.

ESTRUCTURA DE LA TESIS



INTRODUCCION 5

Nota: Todos los codigos desarrollados para la solucion de los diferentes problemas presenta-
dos en este trabajo son de acceso abierto y estan disponibles en el repositorio de GitHub: Ricar-
doRGT73/TesisDoctorado.

ESTRUCTURA DE LA TESIS


https://github.com/RicardoRG73/TesisDoctorado
https://github.com/RicardoRG73/TesisDoctorado

Esta pagina ha sido dejada en blanco intencionalmente.



Capitulo 1

Descripcion del problema

)

“La belleza de las matemdticas solo se muestra a sus sequidores mds pacientes.’
- Maryam Mirzakhani.

En este capitulo, exploraremos algunos de los fundamentos para comprender el problema co-
nocido como Conveccion Natural Difusiva Doble en un Medio Poroso Saturado (CNDD-MPS). Se
presentaran de manera concisa algunos conceptos fundamentales esenciales para entender estos
fenomenos. Ademaés, se abordaran brevemente las constantes principales que influyen en este tipo
de fenémenos, junto con las ecuaciones gobernantes que rigen estos problemas. Estas ecuaciones,
como su nombre indica, son las que gobiernan el comportamiento fisico del problema en cuestion.

También se proporcionara una descripcion de los conocidos problemas de flujo de agua
subterranea, los cuales comparten notables similitudes con el problema de CNDD-MPS. Estos
problemas comprenden el problema de Henry y el problema de Elder. Ambos describen fenéme-
nos de transporte de agua salada hacia el interior de un dominio saturado con agua dulce. Estos
problemas ofrecen perspectivas valiosas para comprender los aspectos fundamentales del flujo sub-

terraneo y brindan un contexto esencial para abordar los desafios asociados con el problema de
CNDD-MPS.

Estos problemas (Henry, Elder, CNDD-MPS) presentan un potencial significativo para investi-
gar la vulnerabilidad y explotacion de acuiferos. Al analizar detalladamente el comportamiento del
flujo de agua subterranea en situaciones como las planteadas en el problema de Henry y el problema
de Elder, se puede obtener informacién valiosa sobre como ciertos factores pueden afectar la cali-
dad y cantidad del agua subterranea. Este conocimiento es esencial para evaluar la sostenibilidad
de los acuiferos y desarrollar estrategias efectivas para su gestion.

Al comprender en profundidad el movimiento del flujo subterraneo en estos contextos especifi-
cos, se obtienen perspectivas clave sobre la dinamica de los sistemas acuiferos. Este conocimiento
contribuye a mejorar la predicciéon de impactos ambientales y establece las bases para politicas y
practicas de gestion mas informadas y adaptativas en relaciéon con los recursos hidricos subterra-
neos.
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1.1. Conceptos basicos

Antes de comenzar el estudio de los fendémenos que nos ocupan, es esencial establecer una
comprension clara de algunos conceptos basicos. Estos conceptos nos proporcionardn una base
solida para entender mejor los aspectos fundamentales relacionados con dichos fenémenos. Al
familiarizarnos con estos conceptos clave, estaremos mejor preparados para explorar y analizar los
problemas propuestos de manera més practica y concreta, lo que nos permitira obtener una vision
més precisa de su funcionamiento y caracteristicas.

1.1.1. Grupos adimensionales

En las ecuaciones gobernantes de los problemas que nos interesan, encontramos algunas cons-
tantes que describen las relaciones existentes entre las diferentes fuerzas presentes en el fenémeno;
asi como las relaciones entre las propiedades fisicas de los materiales.

Los grupos adimensionales son herramientas matematicas que nos permiten simplificar las
ecuaciones y expresar las relaciones entre las variables fisicas del problema de manera mas general.
Esta técnica se conoce como Andlisis Dimensional y resulta especialmente tutil para la escalabilidad
de modelos. Si los grupos adimensionales inherentes al fenémeno en estudio se mantienen constantes
al escalar los modelos, entonces los modelos en diferentes escalas exhibiran comportamientos muy
similares [Fox et al., 1995].

Algunos de estos grupos adimensionales se describen a continuacion.

Numero de Lewis

El ntmero de Lewis (Le) correlaciona la difusion de masa D con la conductividad térmica o
de un fluido, y se define como

Le =

D
a )

donde la interpretacion fisica se refiere a la relacion entre el transporte de la concentraciéon de
algin componente en el fluido (D) y el transporte de calor debido a la conducciéon dentro del
mismo («),

transporte de masa
Le =

~ transporte de calor -

El ntimero de Lewis es una constante intrinseca del fluido, la cual varia segtin el material del

que esté compuesto. Algunos valores del nimero de Lewis, de fluidos comunes, se muestran en la
Tabla 1.1 [Rapp, 2022].

1.1. CONCEPTOS BASICOS
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Fluido Le
Metanol | 127.13
Tolueno 95.55
Etanol 164.47
Glicerol | 108.97
Agua 95.55

Tabla 1.1: Valores del niimero de Lewis para algunos fluidos comunes [Rapp, 2022].

Numero de Prandtl

Dentro de los fluidos, ocurren dos procesos de transferencia de calor: la conduccion y la convec-
cion. Ambos mecanismos compiten en el transporte de calor, siendo impulsados por los gradientes
de temperatura presentes en el fluido. El nimero de Prandtl Pr es un parametro clave que define
cual de los dos procesos tiene una mayor influencia.

Este nimero fue nombrado en honor a su inventor, el ingeniero aleman Ludwig Prandtl (1875-
1953), quien también es conocido por identificar el concepto de capa limite en la mecénica de
fluidos [Anderson, 2005, Prandtl, 1923|.

Este nimero relaciona la viscosidad cinemdtica v de un fluido con su conductividad térmica «,
y se define como

pa k’
donde la difusividad térmica esta dada por
k
a=—,
PCp
y la viscosidad cinematica por
_ K
Vv=—,
P

donde £k es la conductividad térmica, ¢, es el calor especifico, p es la densidad, y p es la viscosidad
dindamica [Rapp, 2022, Xie, 2023|. La interpretacion fisica es la relacion que hay entre el trasporte
de momento y el transporte de calor,

transporte de momento
Pr =

transporte de calor

Cuando la viscosidad del fluido es alta, el transporte de momento también es alto. En otras
palabras, en un flujo laminar, la velocidad de una capa afecta de manera maés significativa a
la velocidad de la capa siguiente. Por otro lado, si el transporte de calor es alto, la conduccion de
temperatura también lo es. Este nimero nos indica si hay un mayor transporte de velocidad en el
flujo (transporte de momento) o un mayor transporte de calor por conduccion.

1.1. CONCEPTOS BASICOS
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Numero de Grashof

Nombrado en honor a Franz Grashof (1826-1893), quien fue profesor de mecénica aplicada en
la ciudad de Karlsruhe y uno de los fundadores de la “Verein Deutscher Ingenieure” (Asociacion
de Ingenieros Alemanes) en 1856. El nimero de Grashof representa la relacion entre las fuerzas
de flotabilidad y las fuerzas viscosas en un sistema. Este ntimero se utiliza para determinar el
régimen de flujo de una capa limite en sistemas laminares. Para un fluido compresible, el nimero
de Grashof Gr se define como

o gL3pAp  (fuerza de inercia)(fuerza flotante)
r = —=

)

w2 (fuerza viscosa)
0 como
_ gLiAp

G
r P

Grashof para fluidos compresibles,

donde g es la aceleracion de la gravedad, L. es la longitud caracteristica que generalmente se
encuentra en la direccion vertical, ya que es en esta direccion donde ocurre la flotabilidad. El
namero Gr se vuelve importante cuando el nimero de Reynolds Re es bajo (Re < 2100). Un
ntmero Gr de aproximadamente 4 x 10® senala el umbral entre una capa limite laminar (Gr
menor) y una capa limite turbulenta (Gr mayor).

En fluidos en los que se pueden considerar como incompresibles, la definiciéon del nimero Gr
puede simplificarse reemplazando la diferencia de densidad Ap por la diferencia de temperatura
AT y multiplicada por el coeficiente de expansion térmica Sr, quedando entonces como

_ gLiprAT

2

Gr

Grashof para fluidos incompresibles ,

donde el coeficiente de expansion térmica se expresa como

s 10V
T = A
Vor’
. e oV
el cual representa el cambio en el volumen causado por una variacion en la temperatura .

Los valores de 37 son usualmente del orden de 107* a 1072 K~! para muchos liquidos [Bird
et al., 2015, Smith et al., 2013]. Debido al gradiente de temperatura, se genera un gradiente de
densidad, lo cual resulta en las fuerzas de flotabilidad. Por otro lado, la viscosidad actiia como
friccion, oponiéndose a la flotabilidad. Por lo tanto, un ntimero de Grashof grande indica una mayor
fuerza de flotacion, mientras que un nimero de Grashof pequeno indica una mayor viscosidad. El
gradiente de densidad también puede originarse a partir de un gradiente de concentracion en el
fluido.

Nuamero de Rayleigh

El nimero de Rayleigh lleva el nombre de John William Strutt (1842-1919), tercer baron de
Rayleigh. Lord Rayleigh fue un fisico britanico que realizé importantes contribuciones en el campo

1.1. CONCEPTOS BASICOS
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de la optica y la acustica. Fue galardonado con el Premio Nobel de Fisica en 1904 por su trabajo
sobre los gases y el descubrimiento del argén [Strutt et al., 2005].

El nimero de Rayleigh Ra se interpreta como la relacion entre las fuerzas gravitacionales y las
fuerzas generadas por la difusion térmica. Este ntiimero se utiliza en condiciones de flujo laminar
para determinar la naturaleza de la capa limite, de manera similar al nimero de Grashof Gr. Se
obtiene comparando el flujo de calor por conveccién dado por BrgAT?L?/v con el flujo de calor
por conduccion expresado como «AT/L.. En consecuencia, el niumero de Rayleigh esta definido
como

_ flujo de calor por conveccion  BrgAT?*L2/v  BrgATL?

Ra =Gr- Pr.

~ flujo de calor por conduccién aAT/L,. vo

Cuando el Ra es pequeno, las fuerzas de difusién térmica dominan, y el flujo tiende a ser
laminar y ordenado. En este caso, el transporte de calor se produce principalmente a través de
la conduccion térmica. A medida que el Ra aumenta, las fuerzas gravitacionales se vuelven mas
significativas y se producen corrientes de convecciéon mas intensas. En valores elevados de Ra, el
flujo puede volverse turbulento con la formaciéon de estructuras mas complejas y cadticas.

Es particularmente relevante en situaciones de conveccion natural, donde los fluidos se mueven
debido a las diferencias de densidad causadas por gradientes de temperatura, siendo especialmente
util para prever la transicion entre flujos laminar y turbulento en la transferencia de calor por
conveccion.

Un ntmero de Rayleigh Ra de aproximadamente 1 x 10° marca el umbral de una capa limite
en flujo laminar (Ra menor) y una capa limite en flujo turbulento (Ra mayor) |[Cushman-Roisin
and Beckers, 2011, Smith et al., 2013].

Tasa de Flotabilidad (Buoyancy Ratio)

La tasa de flotabilidad, representada por la constante IV, se emplea cominmente en la carac-
terizacion de problemas de Difusion Doble. Llamados asi debido a que estos problemas modelan
de manera simultanea la difusion de la temperatura T del fluido y la difusiéon de la concentraciéon
C' de algiin compuesto en el interior del fluido.

La tasa de flotabilidad N se define como el cociente entre el nimero de Rayleigh de concen-
tracion Rac y el nimero de Rayleigh térmico Rap. Asi, la tasa de flotabilidad N queda definida
como

N — Rac . ﬁ(jAC
N RGT N BTAT ’
donde los niimeros de Rayleigh estan dados por

ACL?

Rag — Beg |
Vo
ATL?

RCLT = —ﬁTg £ s

va

1.1. CONCEPTOS BASICOS
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donde Br v B¢ son los coeficientes de expansion térmica y de concentracion, respectivamente. El
término Pr determina la expansion causada por el gradiente de temperatura, mientras que [¢
describe la expansion provocada por el gradiente de concentracion [Trevisan and Bejan, 1985].

Una forma alternativa de interpretarlo es como la relacion entre las fuerzas de flotabilidad
generadas por el soluto y las fuerzas de flotabilidad térmica. Este parametro puede adoptar valores
positivos o negativos segin los coeficientes de expansion térmica fr y de concentracion Ge. Si el
signo es negativo, indica que estas fuerzas actiian en direcciones opuestas; mientras que un signo
positivo implica una combinacion de los efectos de flotabilidad [Costa, 2004].

1.1.2. Ley de Darcy

La ley de Darcy recibe su nombre en honor al ingeniero francés Henry Darcy (1803-1858). En
1856, Darcy fue responsable de estudiar la red de abastecimiento de agua en la ciudad de Dijon,
Francia. Ademaés, lider6 el diseno de filtros de arena para la purificacion del agua. Este contexto
lo llevo a investigar el flujo de agua a través de materiales arenosos.

En la actualidad, se emplean dispositivos llamados permedmetros de carga constante, que guar-
dan similitud con los dispositivos que Darcy utilizaba en su época. El esquema de uno de estos
dispositivos se presenta en la Figura 1.1. Este sistema incorpora un depoésito elevado con un nivel
constante que suministra agua al recipiente contenedor del material arenoso. Al circular agua a
través del material poroso saturado, se mide la diferencia de presion (altura piezométrica) Ah en
una longitud determinada Al del material.

Nivel de agua
Constante

a Al 2 Q

Figura 1.1: Permedmetro de carga constante, utilizado para obtener la permeabilidad de materiales porosos
saturados empleando la ley de Darcy.

Darcy comprob6 que el caudal ) que se hace circular a través del material poroso saturado es

1.1. CONCEPTOS BASICOS
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proporcional al area A y a la diferencia de altura Ah dividida por la longitud Al, tal que

Ah
=kA—
Q Al Y
donde la constante k£ es conocida como permeabilidad o conductividad hidrdaulica, y representa una
propiedad intrinseca de cada tipo de material. En la actualidad, la ley de Darcy se expresa de la
siguiente manera:

dh
= —k—
1 dl
donde ¢ representa el caudal dividido por el area transversal, es decir, ¢ = %, mientras que %

denota el gradiente hidraulico (a veces también llamado gradiente de carga hidraulica o gradiente
de presion) en una dimension. La presencia del signo negativo se debe a que el flujo ocurre en la
direccion del descenso del gradiente. La ley de Darcy puede ser expresada de manera vectorial de
la siguiente forma

qg=—-K-Vh.

En dos dimensiones, tenemos el vector de conductividad hidraulica K = K,1+ K,j y el
gradiente de presion Vh = g—gi + g—];j, donde el operador V se define como V = %i + (%j [Sanchez
San Romaéan, 2023].

1.1.3. Funcién de Flujo

La funcion de flujo ¥ = ¥(x, y) define un flujo potencial, mediante la cual se puede representar
el campo de velocidades, con la condicion de que sea un flujo irrotacional y que sea un fluido
incompresible [UNAM, 2023]. ¥ es constante a lo largo de una linea de flujo (linea de contorno).
Entonces el flujo puede ser representado por una serie de lineas de flujo a incrementos iguales de
VU (lineas de contorno), al igual que las curvas de nivel en un mapa topogréfico.

Para ver de donde surge consideremos el esquema mostrado en la Figura 1.2. Considerando el
punto fijo en el plano A (usualmente en el origen) y cualquier punto en el plano P se tiene una
cierta cantidad de flujo que cruza la curva AP. Si se traza un punto P’ en la misma direccion
del flujo entonces el flujo que pasa por la curva AP’ es el mismo que pasa por AP. Ahora si se
considera otro punto P” tal que PP” es una distancia pequena dn perpendicular a la linea de flujo
en P,y AP" > AP. El flujo que hay en AP” es mayor que el que pasa por AP por un incremento
0¥ que pasa por PP”. Si la velocidad promedio perpendicular a dn es v, entonces 6V = von, y
como én — 0 entonces

_ W
U—an.

La direccién positiva de la velocidad normal a una linea es obtenida girando 90° en direcciéon
anti-horaria, respecto a la direcciéon en que la linea incrementa su longitud. Entonces se pueden

1.1. CONCEPTOS BASICOS
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P!

Figura 1.2: Flujo en las curvas AP y AP".

obtener las expresiones para las componentes de la velocidad v, y v, como |[Massey and Ward-
Smith, 1998|

v

/UZE - ay Y
ov

Uy = ——ax .

En la resoluciéon de problemas de flujo bidimensional o flujo plano de un fluido incompresible,
a veces es conveniente expresar la velocidad en funcion de la funcion de flujo [Landau and Lifshitz,
2013].

1.2. Problemas de flujo de agua subterranea

Los problemas de flujo de agua subterranea, como su nombre indica, modelan el comporta-
miento del agua en el subsuelo. Especificamente, estudian las velocidades de flujo utilizando la
funcion de flujo ¥ para representarlas como un campo potencial. Al mismo tiempo, examinan el
transporte de concentracion C' o temperatura T, ya que la difusion de masa y la difusion de calor
se comportan de manera similar. Estos problemas se describen mediante sistemas de ecuaciones
diferenciales parciales. La dificultad en su resolucion radica en que son ecuaciones no lineales y
estan acopladas.

En el estudio de los flujos de agua subterranea, existen dos problemas de referencia principales:
el problema de Henry [Henry, 1960, Henry, 1964a| y el problema de Elder [Elder, 1967, Elder et al.,
2017]. A continuacion, se describen estos problemas en detalle.

1.2. PROBLEMAS DE FLUJO DE AGUA SUBTERRANEA
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1.2.1. Problema de Henry

El problema de Henry lleva ese nombre en honor a Harold R. Henry, quien en 1960 estaba
estudiando la interfaz entre agua salada y agua dulce en acuiferos costeros [Henry, 1960|. En anos
posteriores, también continud su trabajo en relacion con la intrusion de agua salada en este tipo de
acuiferos [Henry, 1964a, Henry, 1964b]|. El problema de Henry modela la intrusion de agua salada
del mar en un manto acuifero de agua dulce. Especificamente, analiza una seccién transversal
rectangular de este acuifero costero, donde la frontera derecha tiene contacto directo con el agua
salada del mar. Un esquema representativo del problema de Henry se puede observar en la Figura
1.3.

Terrain

Sea level

S\
K‘T Saltwater flux
S—ao I
T Sea level v
o]
<
= g
g _. ac g5
g C=0 Impermeable layer = 0 C=1 gz
S
- p— S
o jani
[
E—— —_— m
0

Figura 1.3: Esquema representativo del problema de Henry.

Este problema modela un acuifero costero en el que un flujo constante de agua dulce hacia
el océano limita la intrusiéon de agua salada. Se asume que no existe difusion entre el agua dulce
y el agua salada, lo que genera una interfaz bien definida. El flujo se analiza en dos dimensiones
bajo condiciones estacionarias. La ubicacion de esta interfaz es crucial para el uso practico del
agua subterranea, ya que el flujo de agua dulce hacia el mar es esencial para prevenir una mayor
infiltracion de agua salada en el acuifero. Se han desarrollado soluciones exactas para determinar
la posiciéon de la interfaz en diversas condiciones de contorno, partiendo de la suposiciéon de un
flujo constante, sin mezcla entre el agua dulce y la salada, y sin tension interfacial.

Los primeros estudios [Badon-Ghyben, 1889, Herzberg, 1901| abordaron el fenémeno de la
intrusion salina como un problema de flotabilidad, donde el agua dulce estatica flota sobre el agua
salada, que es mas densa. Este enfoque se basa en la suposicién de que las condiciones hidrostaticas

1.2. PROBLEMAS DE FLUJO DE AGUA SUBTERRANEA



16 CAPITULO 1. DESCRIPCION DEL PROBLEMA

se aplican verticalmente bajo un punto de observacion del nivel piezométrico del agua dulce [Henry,
1960).

La extension de la intrusion de agua de mar y la ubicaciéon de la zona de agua salobre son
factores significativos para determinar el uso del agua subterranea en éreas costeras. Utilizando
una descripcion de las condiciones en la interfaz en términos del potencial de velocidad del agua
dulce, [Hubbert, 1940] estableci6 las condiciones de contorno en esta interfaz [Henry, 1964a].

La Figura 1.4 presenta una simulaciéon obtenida por Henry de las lineas de concentracion de
agua salada en Cutler, una zona costera cerca de Miami, Florida. Muestra las isocloras del 18 de
septiembre de 1958 y las interfaces calculadas suponiendo condiciones estables durante las mareas
alta, media y baja.

DISTANCE FROM SHORELINE, IN FEET

1400 1200 1000 800 600 400 200 0 200
I T i 1 T T T T T

Land surface

Water table

L=

8

8

8

8

8

Base of Biscayne aquifer -==7
—4%00._. Isochlor, in parts per million
Interval is irregulor

ELEVATION, IN FEET ABOVE OR BELOW MEAN SEA LEVEL

Figura 1.4: Seccion a través del drea de Cutler cerca de Miami, Florida, que muestra las isocloras del 18 de
septiembre de 1958, y las interfaces calculadas suponiendo las condiciones como si fueran estables durante
las mareas alta, media y baja.

Las ecuaciones gobernantes que rigen este problema son muy parecidas a las ecuaciones go-
bernantes del problema de Elder y describen fenémenos similares, aunque con condiciones de
frontera muy diferentes. Debido a sus similitudes tanto en las ecuaciones gobernantes como en los
fendmenos que modelan, es que estos problemas son conocidos como problemas de flujo de agua
subterrdnea. En ambas situaciones, hay un movimiento del fluido, también denominado conveccion,
que esta descrito por la funciéon de flujo . Ademaés, simultaneamente se presenta la difusion de
concentracion de agua salada C' =1 en agua dulce C' = 0.

1.2. PROBLEMAS DE FLUJO DE AGUA SUBTERRANEA
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Las ecuaciones gobernantes para el problema de Henry son

v 0*v  19C
92 B adx
("92_C+82_C (6\1180 6\118(]) _oc
ox?  0y? Jdy dr Oz Oy ot

(1.1)
(1.2)

donde a representa el parametro de descarga y b es el inverso del ntiimero de Peclet de filtracion.
El término pardmetro de descarga generalmente se refiere a un coeficiente o valor que describe la
cantidad de agua que fluye a través de una unidad de area y tiempo en un acuifero, a menudo se
asocia con la Ley de Darcy modificada para el flujo en acuiferos no confinados.

El nimero de Peclet es un pardmetro adimensional utilizado en el estudio del transporte de
solutos en medios porosos. Se define como la relaciéon entre la velocidad de adveccion y la tasa de
difusion. Su valor proporciona informaciéon sobre la predominancia de la adveccion y la difusiéon en
el transporte de sustancias. Cuando Pe < 1, la difusiéon domina; cuando Pe > 1, la adveccién es
predominante; y cuando Pe & 1, ambos procesos son significativos en el transporte de solutos.

Se puede observar que la ecuacion (1.1) define el comportamiento de la funcion de flujo ¥. Los
dos términos del lado izquierdo de la ecuacién pueden expresarse como VQ\II donde el operador
V se define como V = 1 + J, y su cuadrado es V2=V -V = & + 8 2 Este operador V? es
conocido como el operador 1aplac1ano.

Por otro lado la ecuaciéon (1.2) gobierna el comportamiento de la concentracion C, y los dos
primeros términos pueden ser expresados como V2C. El operador laplaciano V? tiene la propiedad
de suavizar las variaciones espaciales de una funciéon. Por esta razon, el término que involucra al
laplaciano comtinmente se denomina término de difusion.

Volviendo a la ecuacion (1.1), ademés del término de difusion, también se presenta el término
g—i, que al trasladarse al lado izquierdo de la ecuaciéon adquiere un signo negativo. Este término
actiia como fuente para la funcion de flujo ¥, pero también representa la componente en la direccion
x del gradiente de la concentracion C. Por lo tanto, el gradiente de concentracion influird en las
velocidades del flujo, y debido al signo negativo, las velocidades se veran afectadas en la direccion
del descenso del gradiente, pero tinicamente en la direccion x.

Por otro lado en la ecuacion (1.2) se presenta una derivada temporal %(tj, la cual indica que la

concentraciéon C' cambiara con el tiempo t acorde al término de difusion V2C'y a los términos de
adveccion que estan entre paréntesis. En este contexto, el término adveccion se refiere al proceso
de difusién causado por alteraciones en la velocidad del flujo. Por definicion las componentes de la

velocidad del flujo estan dadas por Vp = ‘Z—‘I' Y Uy = %‘I’ entonces los términos entre paréntesis se

pueden escribir como vx < 4 vy , de aqui se puede interpretar que la concentracion en direcciéon
x se verda modificada por la Velomdad v, v la concentracion en direcciéon y se modificara debido al
efecto de la velocidad v,. A este proceso de difusiéon debido a los cambios en la velocidad de flujo
se le llama adveccion.

Como se habia mencionado anteriormente, este problema describe un dominio rectangular
dentro de un acuifero de agua dulce. Este dominio esta en contacto con agua salada en la frontera
derecha x = 2, que es donde se presenta la méxima concentracion de sal C' = 1; mientras que

1.2. PROBLEMAS DE FLUJO DE AGUA SUBTERRANEA
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la frontera izquierda x = 0 se asume que tienen la concentraciéon minima C' = 0. Ademas, en el
dominio se establece un flujo constante de izquierda a derecha, denotado como v,. Este flujo es el
resultado del flujo natural del propio acuifero. Dado que la componente horizontal de la velocidad
Vg = %—‘;’ es generada por el gradiente vertical de la funciéon de flujo ¥, se asigna un valor ¥ =1 en
la frontera superior y = 1 y un valor ¥ = 0 en la frontera inferior y = 0, con el objetivo de que se

genere una velocidad horizontal v, positiva. Estas condiciones de frontera pueden expresarse como

U, (xr=0,y,t) =0 , C(x=0,y,t)=0,
U, (xr=2,y,t)=0 , Clx=2,y,t)=1,
VU(r,y=0,t)=0 , Cy(z,y=0,t)=0,
U(z,y=1,t)=1 , Cy(r,y=1,t)=0.

(1.3)

Las condiciones de frontera (1.3) se pueden observar a detalle en la Figura 1.5.

J E*O vr=1
y=1
C=0
ov
o, o,
Oz oz
y=20 . —> T

z=0 g,() r=2

Ay

Figura 1.5: Condiciones de frontera del problema de Henry.

Se supone un dominio inicialmente saturado con agua dulce, con lo cual las condiciones iniciales
de este problema quedan definidas como [Pinder and Cooper Jr, 1970, Segol et al., 1975, Gotovac
et al., 2003]

Wyt =0) =0, (14)
C(z,y,t =0)=0.

Con las ecuaciones gobernantes del problema (1.1)-(1.2), las condiciones de frontera para la
funcion de flujo ¥ y concentracion C' (1.3). Asi como las condiciones iniciales para ambas funciones
(1.4)-(1.5) es posible emplear métodos numéricos para obtener la solucién del problema.

1.2.2. Problema de Elder

John W. Elder [Elder, 1967] estaba estudiando la conveccion libre (térmica) en una celda Hele-
Shaw, en el viejo s6tano de la Prensa de la Universidad de Cambridge (CUP!), en el laboratorio de

1Siglas en inglés de “Cambridge University Press”.

1.2. PROBLEMAS DE FLUJO DE AGUA SUBTERRANEA



CAPITULO 1. DESCRIPCION DEL PROBLEMA 19

mecanica de fluidos del Departamento de Matematicas Aplicadas y Fisica Teorica (DAMTOP?).
Este experimento fundoé las bases del conocido Problema de Elder, el cual se ha convertido en un
punto de referencia para los codigos de modelacion de flujos de densidad variable y transporte de
masa [Elder et al., 2017].

En el trabajo de [Elder et al., 2017| se presenta un relato historigo autobiografico y biografico,
referente al nacimiento, evolucién y solucion del problema de Elder. De este trabajo se tomaron las
fotografias mostradas en las Figuras 1.6 y 1.7. En la Figura 1.6 se muestra una fotografia actual
de John W. Elder sosteniendo la placa Hele-Shaw de los experimentos que realiz6 originalmente
en el ano 1967 en Cambridge |Elder et al., 2017]. En la Figura 1.7 se muestran dos fotografias de
las lineas de flujo obtenidas en el experimento que realizo en 1967 [Elder, 1967, Elder et al., 2017|.

Figura 1.6: John W. Elder con la placa Hele-Shaw que utilizé para sus experimentos de 1967 en Cambridge
(Fotografia tomada el 5 de enero de 2017) [Elder et al., 2017].

En la Figura 1.8 se ilustra el esquema del problema. En la parte superior, se muestra el gradiente
de temperatura generado dentro de la placa Hele-Shaw al aplicar calor en la zona inferior-central
del dominio; mientras que se mantiene la frontera superior a temperatura ambiente. Las demas
fronteras estén aisladas, lo que puede lograrse mediante el uso de un material aislante, como algin
tipo de polimero. En la parte inferior de la Figura 1.8 se representa el Problema de Elder de
infiltracion. Aqui, se introduce agua salada en la zona superior-central del dominio, lo que resulta
en una concentraciéon méaxima en esa area. Por otro lado, en la frontera inferior se establece la
presencia de agua dulce, lo que lleva a una concentracion minima. Las demas fronteras estan
aisladas al flujo de concentracion. Es importante notar que en la Figura 1.8, las unidades estan
normalizadas.

El experimento de Elder se plante6 inicialmente para temperatura, donde las ecuaciones go-

2Siglas en inglés de “Department of Applied Mathematics and Theoretical Physics.”
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Figura 1.7: Fotografias de las lineas de corriente en la placa de Hele-Shaw de 1967 [Elder, 1967, Elder
et al., 2017].

T=0

Temperatura Ambiente

Aislado Calentador Aislado

Aislado Agua Salada Aislado

Agua Duice

C=0

Figura 1.8: Esquema representativo del Problema de FElder.
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bernantes propuesta eran®

V3V = RaT, , w = RaT,,
T
%—t = V°T — J(¥,0),

donde J es el operador jacobiano, la velocidad del flujo es v = (=¥, ¥,), la vorticidad es w =
V x v = kw. Las condiciones de frontera se pueden observar en la Figura 1.9(a), donde se nota
que el fluido es calentado en la frontera inferior, pero solo en la parte central de dicha frontera.
Las condiciones de frontera estan dadas por

Ulpo =0,

1
Tloa =0, exceptoque T'=1 en (\x| < ZL’ Y= ()) ,

L

donde L es la longitud del dominio en direcciéon z, y H = 7 es la altura del dominio en direccion

y |Elder, 1967, Elder et al., 2017].

Yy y ac oc
50 =0 50 =0
T Ambiente y=1 v Y
U =0
gfo U =0 v =0 3—670
oz oz
" o v =0 _
I Calentador v= C=0 > L
z=0 g =4

(a) Originales [Elder, 1967, Elder et al., 2017]. (b) En la actualidad [Li et al., 2014, Meca et al., 2007, Sim-
pson and Clement, 2004].

Figura 1.9: Condiciones de frontera del problema de Elder.

Este problema describe el flujo de temperatura 7" desde la frontera inferior, donde esté ubicado
el calentador, hacia la superficie mas fria en la parte superior de la celda Hele-Shaw. La densidad
del fluido sera inversamente proporcional a la temperatura, ya que el liquido se expande con el
calor. Esto da lugar a un gradiente de densidad que induce el movimiento del fluido, debido a que
el liquido de menor densidad flota.

En la actualidad, las ecuaciones que rigen el problema de Elder se expresan en funcion de la
concentracion C, en lugar de la temperatura 7. Esto permite modelar difusion de masa en lugar
de difusiéon térmica. Ademas, las condiciones de frontera se reflejan verticalmente, debido a que
ahora C representa la concentracion de sal, la cual aumenta la densidad del fluido. Esto genera un
gradiente en la densidad que provoca el movimiento del fluido, debido al hundimiento del fluido
mas denso.

Este movimiento inducido por el gradiente en la densidad del fluido, el cual se mencion6 que
puede ser provocado por un gradiente de temperatura 7" o de concentracién C', se conoce como

3Se utilizo la notacion del presente trabajo para describir estas ecuaciones.
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conveccion natural, ya que la fuerza impulsora que induce el movimiento es provocada por las
condiciones internas del fluido y no por un agente externo.

Las ecuaciones gobernantes de este problema estan definidas por

P 9*W oC

W + 8_y2 :Ra% y (16)
0*C  9*C ovoCc ovoC oC
gr o (E% 97O (1.7)
ox?  0y? ot

dy dxr  Ox Oy
En la ecuacion (1.6), Ra representa el nimero de Rayleigh. Las condiciones iniciales para la funcion
de flujo y la concentraciéon en el problema son

U(z,y,0)=0, (1.8)
C(xa:%O) =0, (19)

respectivamente, lo cual representa que inicialmente el dominio se encuentra saturado con agua
dulce y que la velocidad de flujo inicial es cero.

Respecto a las condiciones de frontera, la funcion de flujo W es igual a 0 en las cuatro fronteras.
En cuanto a la concentraciéon C', es 0 en la parte inferior y 1 en la parte central superior. En las
demas fronteras, el flujo de concentraciéon es nulo (% = 0). Pueden observarse las condiciones
de frontera con mayor detalle en la Figura 1.9(b) [Li et al., 2014, Meca et al., 2007, Simpson and

Clement, 2004].

La ecuacion (1.6) describe la difusion de las velocidades dentro del fluido, las cuales se veran
modificadas por el término de adveccién dado por la derivada de la concentracion C,.. Por otro lado,
la ecuacion (1.7) describe la difusion de la concentracion, la cual se ve afectada por los términos
de adveccion no lineales. Estos términos hacen referencia al desplazamiento de la concentracion
con el fluido, siendo este movimiento del fluido dado por la velocidad del flujo v = (¥, —¥,). La
ecuacion (1.7) también tiene la derivada temporal Cy, la cual representa que es un problema no
estacionario. Por lo tanto, en cada paso de tiempo, la solucion se ve afectada por los términos de
difusion y adveccion mencionados anteriormente.

1.3. Conveccion Natural Difusiva Doble en un Medio Poroso
Saturado

El problema de la Conveccion Natural Difusiva Doble (CNDD) en un Medio Poroso Saturado
(MPS) ha sido utilizado como un punto de referencia para evaluar el comportamiento de diversos
métodos numéricos. Como su nombre indica, en este problema ocurre el fenémeno de convecciéon
natural, que implica el movimiento del fluido dentro del dominio debido a fuerzas impulsoras
creadas por gradientes de densidad, provocados en este caso por gradientes de temperatura 71"y
concentracion C'. Ademas, se presenta el fendmeno de difusiéon, que en este caso es doble, ya que
abarca tanto la difusién de temperatura como la de concentracion. Los fenémenos de difusion
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ocurren de manera simultanea junto con la conveccion [Khanafer and Vafai, 2002, Costa, 2004, Li
et al., 2018].

El estudio de la CNDD-MPS ha recibido considerable atencién en diversas areas. Se han
identificado aplicaciones especificas en campos como el procesamiento de alimentos, los sistemas
geofisicos, el transporte de contaminantes en aguas subterraneas y el almacenamiento de granos,
lo que subraya su relevancia en la investigacion y la practica [Coulter and Giigeri, 1987].

Las aplicaciones de la CNDD se extienden tanto a contextos naturales como tecnolégicos. Por
ejemplo, este fendomeno es fundamental en el crecimiento de cristales, los sistemas de energia solar,
los procesos de soldadura y los aislamientos térmicos, destacando su versatilidad en diferentes
sectores [Khanafer and Vafai, 2002, Coulter and Giigeri, 1987, Nishimura et al., 1994, Markham and
Rosenberger, 1984, Bergman et al., 1986, Carlsson, 1985].

En el dmbito de la energia solar, la conveccién natural desempena un papel crucial en el
transporte de energia. Se manifiesta en diversas aplicaciones, como unidades de almacenamiento
térmico y colectores solares inclinados, donde su efecto es significativo para el rendimiento del
sistema.

Para el diseno de sistemas solares eficientes, es esencial contar con informacion detallada sobre
el movimiento del fluido y la distribucion de temperatura. Esta informacion es clave no solo para
el diseno adecuado de los sistemas, sino también para evaluar con precision las pérdidas de calor y
medir el rendimiento global del sistema. Asi, la comprension de la convecciéon natural se convierte en
un elemento fundamental para optimizar las aplicaciones en el &mbito de la energia solar [Coulter
and Gtigeri, 1987].

Las ecuaciones gobernantes que rigen este problema son similares a aquellas que gobiernan los
problemas de flujo de agua subterranea. Sin embargo, la diferencia radica en que ahora se considera
tanto la difusion de temperatura T' como la de concentracion C', lo que requiere la incorporacion
de una ecuaciéon adicional para describir completamente este fenémeno.

Las ecuaciones gobernantes del problema CNDD-MPS son [Li et al., 2018, Fan et al., 2013,
Bourich et al., 2004, Costa, 2004|

82_@+82_\11+R _(
ox?  0y? ey

O°T 0T 9WIT  VaT

T+ NC) =0, (1.10)

go e 9T o  ITO 111
Ox? + oy? Oy Ox + Ox Oy 0, (1.11)
02C  9°C oVOC  OWAC\ aC
A A Y A A e s 112
022 o € <8y or  or ay> o’ (1.12)

donde Ra es el nimero de Rayleigh, N es la tasa de flotabilidad, y Le es el ntmero de Lewis.

El dominio computacional de este problema puede verse en la Figura 1.10(a). Por otro lado,
las condiciones de frontera pueden observarse detalladamente en la Figura 1.10(b).

Inicialmente se asume que el dominio tiene velocidad cero, ademés de temperatura y concen-
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(a) Dominio. (b) Condiciones de frontera.

Figura 1.10: Especificaciones del dominio y de las condiciones de frontera del problema CNDD-MPS.

tracion cero. Por lo cual las condiciones iniciales pueden expresarse de la forma

U(z,y,t =0)=0, (1.13)
T(z,y,t=0)=0, (1.14)
C(z,y,t =0)=0. (1.15)

Para abordar este problema, varios autores han empleado diversos métodos numéricos para
obtener soluciones. En [Bourich et al., 2004|, se utilizan diferencias finitas centradas para discreti-
zar la parte espacial y el método de direcciones alternas implicitas (ADI*) para discretizar la parte
temporal del problema. Ademas, implementan el método de sobre-relajacion sucesiva (SOR®) para
calcular la funcion de flujo. Los autores de [Costa, 2004] obtienen la solucion mediante una adapta-
cion de una version bidimensional laminar del método de elementos finitos basados en el volumen
de control. En [Fan et al., 2013], se emplea el método de colocacion de funciones de base radial
(LRBFCM?®) para la discretizacion de la parte espacial, combinado con un algoritmo de homotopia
escalar exponencialmente convergente (ECSHAT) para la discretizacion de la parte temporal. En
contraste, en [Li et al., 2018], los autores emplean un esquema de GFDM distinto al propuesto
en este trabajo para discretizar la parte espacial del problema, complementando con el método de
Newton-Raphson. En este estudio, se implementa un esquema de GFDM diferente al presentado
en [Li et al., 2018]. Detalles completos sobre este esquema se describen en la seccion 2.4. Cabe
resaltar que este enfoque ha demostrado su robustez al resolver una amplia gama de problemas
definidos por sistemas de ecuaciones diferenciales parciales [Chavez-Negrete et al., 2018, Chavez
et al., 2021, Tinoco-Guerrero et al., 2018, Tinoco-Guerrero et al., 2022, Tinoco-Guerrero et al.,
2023, Roman-Gutiérrez et al., 2022].

4Siglas en inglés de “Alternating Direction Implicit method?”.

5Siglas en ingés de “Successive Over-Relaxation”.

6Siglas en inglés de “Local Radial-Basis-Function Collocation Method”.
"Siglas en inglés de “Exponentially Convergent Scalar Homotopy Algorith”.

1.3. CONVECCION NATURAL DIFUSIVA DOBLE EN UN MEDIO POROSO SATURADO



CAPITULO 1. DESCRIPCION DEL PROBLEMA 25

El problema de CNDD-MPS tiene potencial para simular diodos térmicos, los cuales permiten
el paso de calor en una direccion preferente. Tales diodos tienen una gran variedad de aplicaciones
para el manejo y control de temperatura en diversos sistemas, como paneles solares, refrigeracion,
calefaccion, entre otros [Wong et al., 2021|. En la Figura 1.11 se presenta un esquema en 2D de un
diodo térmico, el cual presenta un angulo de inclinacién € respecto del eje horizontal.

T=0

T=1

>
>

Figura 1.11: Esquema de un diodo térmico, con inclinacion respecto al eje horizontal.
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Capitulo 2

Metodologia

“El gran arquitecto parece ser un matemdtico; a aquellos que no saben matemdticas les resulta

realmente dificil sentir la profunda belleza de la naturaleza.”
- Richard Feynman.

2.1. Expansiéon en serie de Taylor

Podemos aproximar una funcion dada f = f(x), centrada en un punto de su dominio xy,
utilizando una serie de potencias. La serie de potencias es una representaciéon mateméatica que
nos permite expresar una funcién como una suma infinita de términos de potencias de (x — zg).
Esta serie es especialmente ttil cuando queremos obtener una aproximacion precisa de la funcion
alrededor de un punto especifico. La serie de potencias se define como

flz) = Zan(x — )", (2.1)

o de forma expandida como
f(ZE) =ag+ al(:p — l’o) + CLQ($ — 1‘0)2 + CL3($ — ZEQ)3 + - (2.2)

Para que la serie sea igual a f en el punto xy evaluamos f(xg), lo cual provoca que se anulen todos
los términos entre paréntesis, de esta manera se obtiene

f(l’()):a,(),

con lo cual ahora ya se conoce el valor del primer coeficiente de la serie ag. Para que la aproximacion
tenga la misma pendiente que f, es necesario derivar la ecuacion (2.2), lo cual nos arroja

f’(l’) =a; + 2@2(% - l’o) + 3(13(1‘ — 1]0)2 +oe
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y al evaluar la derivada en el punto de interés f’(z) podemos observar que nuevamente todos los
términos entre paréntesis se anulan, con lo cual se obtiene

f/(fﬁo) = a,

de esta manera ya se conoce el segundo coeficiente de la serie a;. Para que la aproximacion tenga
también la misma convexidad en ese punto, entonces volvemos a derivar, dando como resultado

f"(x) = 2as + 6az(x — x9) + -+ -,

al evaluar la segunda derivada f”(z) en el punto de interés zy, denotado como f”(xg), se anulan
los términos entre paréntesis. Al realizar la evaluacion y despejando se obtiene

[ (x0) = 20y,

1
Qo = §f”($0) )

entonces tenemos el valor del tercer coeficiente de la serie ay. Si se contintia haciendo este proceso
de derivar y evaluar en x( se pueden obtener los siguientes coeficientes, los cuales siguen un patron.
De manera general estos coeficientes tienen la forma

0 = % £ (a0 (2.3)

Sustituyendo los coeficientes a,, descritos por la ecuacion (2.3), en la ecuacion de la serie de
potencias (2.2) obtenemos

F(a) = Fa0) + f(0)(x — 7o) + oy " (wo)(w — w0)* + o [ (@) — x4 (24)

De forma compacta se puede escribir como

Flr) = 32 2O wo) o) (2.5)

A las ecuaciones (2.4) y (2.5) se les conoce como serie de Taylor |Kreyszig, 2009]. Esta
serie nos proporciona una aproximacion de una funcién f en un punto especifico xyg mediante una
combinacién de sus derivadas en un polinomio de grado n. Es 1til para diversos propdsitos, como
la estimacion de valores de una funcién en puntos cercanos al punto de interés o para la obtencién
de valores aproximados de funciones cuando no tenemos una expresion exacta para ellas.

Al truncar la serie de Taylor después de un cierto ntimero finito de términos, obtenemos una
aproximacion de la funcién original alrededor del punto zy. Cuantos mas términos se utilicen en la
serie, més precisa sera la aproximacion. Es crucial considerar que una serie de potencias tinicamente
converge dentro de un determinado radio de convergencia, el cual depende de las propiedades de
la funcion f [Kreyszig, 2009].

2.1. EXPANSION EN SERIE DE TAYLOR
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Algunas de las series de Taylor de funciones comunes son [Weisstein, 2023b|:

1 _ 1 T — %o (z — 20)?
1—2 1—.91:0jL (1—x0)2+ (1 — 20)3 +o
cos(z) = cos(xg) — sin(xg)(x — xo) — %cos(xo)(x —x0)® + ésin(zo)(z — )3+,
sin(x) = sin(zg) + cos(zo)(x — o) — %sin(wo)(x —x0)? — écos(xo)(x —zo) 4,

1 1
et = ™ <1—|—(.T—l’o)+§<I—$0)2+6(l’—$0)3+"‘) s

In(x) = In(zg) + ~—20 _ =20 (&=

_|_...’

T 222 3z}
tan(z) = tan(zg) + sec?(zo)(x — o) + sec?(xg) tan(zg) (z — x0)?
+ sec?(z) <se02(a:0) - g) (x — 20)* + - -

Si centramos la serie de Taylor en el origen (zo = 0), entonces se obtiene la serie de Maclaurin

o

fr) =30 O,

n=0

f@):f@)+fﬂﬁx+§ﬁ%mx?+%f%m$&+”.

Algunas series de Maclaurin de funciones comunes son |Weisstein, 2023a]:

1 2 3 4 5
1—:1+x+x +a 4+ +r A+ para— 1 <x <1,
-
L 4

1
cos(x):1—§x2+ﬁ:c—%x6+~-, para — oo < x < 00,

in(z) L S+ L 5 L T+ <x<
SIN\T) =T — =X —r — —X ety ara — oo i OO,
6" "T120° " 5040 P
L WL . L <z<
e = e —X - —X ara — oo X 0.
2" T T ’ p

La aproximacion mediante la serie de Taylor tiene aplicaciones fundamentales en ingenieria, ya
que permite analizar y comprender el comportamiento de sistemas complejos en los que es dificil
obtener soluciones exactas. En este campo, la serie de Taylor se utiliza para aproximar funciones no
lineales y resolver ecuaciones diferenciales que describen el comportamiento de sistemas dinamicos.
Al convertir una ecuacién diferencial en una ecuacion algebraica mediante la sustitucion de la serie
de Taylor, podemos “simplificar” el problema y obtener soluciones aproximadas que facilitan el
analisis y diseno de sistemas ingenieriles en diversas areas.

2.1. EXPANSION EN SERIE DE TAYLOR
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2.2. Método de Diferencias Finitas (FDM) en 1D

Nuestro principal objetivo es resolver sistemas de ecuaciones diferenciales parciales, en un
cierto dominio del espacio 2 = (x,y) y/o del tiempo t. Debido a la complejidad de muchos de estos
sistemas, los métodos tradicionales suelen ser insuficientes para encontrar una soluciéon exacta. En
su lugar, es comin emplear métodos numéricos que permiten obtener una aproximaciéon precisa
de la soluciéon. En este caso, el método de diferencias finitas (FDM!) se utiliza para reemplazar
las derivadas en el sistema de PDEs? por aproximaciones basadas en diferencias finitas. Esto
nos permite obtener un sistema, grande pero en un espacio de dimensién finita, de ecuaciones
algebraicas, el cual puede ser adecuadamente resuelto por una computadora. Evitando asi resolver
el sistema de PDEs de forma analitica [LeVeque, 2007].

Surge entonces la pregunta ;coémo podemos aproximar las derivadas de una funciéon utilizando
tunicamente los valores discretos de dicha funcién en un conjunto discreto de puntos especificos?
Estas aproximaciones son conocidas como diferencias finitas y podemos explorar su origen a
través del célculo diferencial [Godunov and Bohachevsky, 1959].

2.2.1. Obtencién de las aproximaciones en diferencias finitas

Supongamos que tenemos una funciéon de una sola variable, denotada como u(z), la cual se
considera suave a menos que se indique lo contrario. Esto implica que podemos diferenciar dicha
funcion varias veces, y cada derivada resultante es una funcién bien definida en un intervalo que
incluye un punto especifico x;. A este punto, comtnmente se le conoce como nodo central.

Si deseamos estimar la derivada de primer orden w'(x;), que representa la pendiente de la
tangente a la curva de la funcion en el punto z;, utilizando solamente un nimero finito de puntos
cercanos a x; (también conocidos como nodos de soporte o nodos vecinos), una opcion logica seria
utilizar

u(z; + h) — u(z;)
h )

Diu(x;) =~ (2.6)

para un valor pequeno de h. Se utilizan dos nodos de soporte: el nodo central y el nodo adelante.
Esto se debe a la definicion estandar de la derivada, donde se toma el limite de la expresion cuando
h tiende a cero. Sin embargo, en lugar de tomar h como un infinitesimal, se elige un valor finito,
lo que da origen al término diferencias finitas. En la ecuacion (2.6), se emplea la denominada
diferencia hacia adelante. Es importante destacar que D u(x;) representa la pendiente de la
linea que interpola a la funcién u en los puntos x; y x; + h (ver Figura 2.1). A medida que h se
aproxima a cero, esta recta secante se acerca cada vez mas a la tangente en el punto z;.

La ecuacion (2.6) ofrece una estimacion unilateral de u/, ya que solo se tienen en cuenta valores

!Siglas en inglés de “Finite Differences Method”.
2Siglas en inglés de “Partial Differential Equations”.

2.2. METODO DE DIFERENCIAS FINITAS (FDM) EN 1D
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pendiente D_u(xg)

pendiente EL!(‘J"HJ

pendiente Dyu(x)

pendiente D u(xg)

E E 5 N
: : ' r 5
T Z h JI?‘ x; + h

Figura 2.1: Varias aprozimaciones a u'(x;) interpretadas como la pendiente de lineas entre dos puntos.

de x > x; al evaluar u. Otra aproximacion unilateral (z < z;) serfa la diferencia hacia atras

u(x;) — u(x; — h)

D_u(z;) ~ - ,

(2.7)

la cual se puede ver que también utiliza dos nodos de soporte, pero en este caso utilizan el nodo
central y el nodo de atras. Estas formulas proporcionan una estimacion de primer orden de
precision para u/(x;), lo que significa que la magnitud del error esta acotada por un miltiplo de
h. En otras palabras, a medida que h disminuye el error de la aproximacién también disminuye
proporcionalmente.

Otra opcion es utilizar la diferencia centrada, que utiliza tanto el nodo vecino anterior como
el nodo vecino posterior, junto con el nodo central, como nodos de soporte

w(z; + h) —u(z; — h) _ D u(x;) + D_u(x;)
2h 2 '

La ecuacion (2.8) representa la pendiente de la linea que interpola la funcién w en los puntos z; — h
v x; + h. Esta aproximacion es el promedio de las dos aproximaciones unilaterales definidas en las
(2.6) y (2.7). Observando la Figura 2.1, podemos apreciar que esta aproximacion es mas precisa
que las aproximaciones unilaterales. De hecho, se trata de una aproximacién con precision de
segundo orden, lo que significa que la magnitud del error esta acotada por un miltiplo de h2.
Por lo tanto, si h es pequeno, el error en esta aproximacion sera mucho menor que el error en una
aproximacion de primer orden [Strang, 2007, LeVeque, 2007].

D(ﬂL(ZIJZ) ~

(2.8)

Si dividimos el intervalo de interés [a, b], en el que se encuentra definida nuestra funcion, en
N + 1 nodos equidistantes, obtendremos N intervalos de tamano h. La longitud de cada intervalo
se puede calcular como h = b_T“. Por ejemplo, si el intervalo de interés es [0, 1], entonces h = %

Se puede observar un esquema ilustrativo en la Figura 2.2.

Podemos escribir de forma compacta las coordenadas utilizando x; = x; —h y x;11 = x; + h.
Del mismo modo, podemos expresar las evaluaciones de la funcién w como w;—1 = wu(z;_1) y

2.2. METODO DE DIFERENCIAS FINITAS (FDM) EN 1D
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Nodos

a8 = @ *—e Ty =0b
= Ty =1

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 2.2: Discretizacion del dominio en 1D.

ui+1 = u(x;41). Utilizando estas notaciones compactas, las formulas de las diferencias anteriores
(2.6)-(2.8) se pueden expresar como

Uip1 — Uy . . .
D u; = % Diferencia hacia adelante.
Ui — Uj—1 . . . .
D_u; ~ — Diferencia hacia atrés.
Ui — U1 Dyu;+ D_wy ) )
Dou; ~ — = ’ ’ Diferencia centrada.
0 2h 2

Otra manera de obtener estas aproximaciones es mediante la expansion en serie de Taylor (2.5)
de la funcién u hasta segundo orden. Para ello, se requiere la expansion en el nodo con coordenadas
x;11 y también la expansion en el nodo con coordenadas x;_

w(xirr) = ulx;) + ha'(z;) + %u”(wi) +O(Rh?), (2.9)
w(xi—) = u(z;) — ha'(z;) + %u”(a:i) +O(h?). (2.10)

La notacion “big-oh” se utiliza para representar el orden de los términos restantes en la expansion,
en este caso O(h3). A medida que h disminuye, los términos siguientes se vuelven cada vez més
pequenos. Esto se debe a que el término de orden n tiene una magnitud de A", y al ser h pequena,
estos términos se vuelven cada vez més insignificantes. Si cortamos la expansién hasta segundo
orden se obtendra una aproximaciéon con un cierto error 7 = O(h3). A este error 7 se le conoce
como error de truncamiento.

2.2. METODO DE DIFERENCIAS FINITAS (FDM) EN 1D
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Si despejamos v’ de la ecuacion (2.9), obtenemos nuevamente la diferencia hacia adelante

O(h?)
o
='(z;) + O(h),

u(wip1) — u(z;)
h
u(Tiy1) — u(z;)

h

=u'(z;) +

r o Yl i
U; ~ T —D+’LL1',

la cual ya se habia obtenido en la ecuacion (2.6). Podemos observar que el error de truncamiento
en esta aproximacion es de orden O(h). De manera analoga, al despejar «’ de la ecuacion (2.10),
obtenemos la diferencia hacia atras

u; ~ % — D_U/Z‘,

la cual puede observarse también en la ecuacion (2.7). Se puede observar que el error local de
truncamiento resulta de orden O(h), al igual que en la diferencia hacia adelante. Esto se debe a
que ambas aproximaciones son unilaterales, resultado de que solamente tienen apoyo en un nodo
aparte del nodo central (hacia adelante x;,1 o hacia atréas x;_1).

Por otro lado, si restamos las ecuaciones (2.9) y (2.10), obtenemos la diferencia centrada

w(ziz1) — u(xioy) = 2ha (z;) + O(h?)

u(2iy1) — w(wi1)
2h

la cual también se obtuvo como el promedio de las dos diferencias unilaterales en la ecuacién
(2.8). En esta aproximacion, podemos observar que el error de truncamiento es de orden O(h?).
Si comparamos el orden del error, por ejemplo, tomando h = %, las aproximaciones unilaterales
tendrian un error del orden del 10 %, mientras que en la aproximaciéon centrada el error seria del
orden del 1%. Esto indica que la aproximacion centrada es mucho més precisa y ofrece una mejor

estimacion de la derivada en comparacion con las aproximaciones unilaterales.

Al aplicar estas aproximaciones a todos los nodos del dominio, obtenemos un sistema de ecua-

2.2. METODO DE DIFERENCIAS FINITAS (FDM) EN 1D
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ciones algebraicas que puede ser expresado en forma matricial como [Strang, 2007]:

= [ Ui—1 ]
) ) ) -1 1 - 1 Ay
Diferencia hacia adelante — 0 i = - ikt Ui )
0 -1 1 Uiyl h | Wiyo — Uit
| Uit+2 | :
]
11 -1 1 0 U T wy —uiy
Diferencia hacia atras - v S ¢ v
h -1 1 0 Uit ho| g1 —u |7
| Uit+2 |
c. [ Ui—1 T .
1 -1 0 1 u; 1 Uj — Ui
Diferencia centrada — ¢ - g g
2h -1 0 1 Uiyl 2h | Uiy1 — Uy
| Uitr2 | :

Podemos decir que las matrices de la izquierda aproximan la primer derivada; es decir, representan
diferencias de primer orden.

2.2.2. Diferencia de segundo orden

Utilizando las mismas expansiones que antes, dadas por las ecuaciones (2.9) y (2.10), pero esta
vez sumandolas, obtenemos

w(zig1) +u(riy) = 2u(zy) + b2 (x;) + O(hY).

A partir de esta ecuacion, podemos despejar la segunda derivada u”, obteniendo asi la siguiente
expresion

w(zipr) — 2u(x;) + ulw;_q)
12

=+ u"(z;) + O(h?),

i1 — 2u; + U
ul! it hI; T o, (2.11)

donde se puede observar que el error de truncamiento es de orden O(h?). A la ecuacion (2.11) se
le conoce como segunda diferencia. Al aplicar la ecuacion (2.11) a todos los nodos del dominio,
obtenemos un sistema de ecuaciones que puede ser representado de forma matricial como

Ui—1 :
. . 1 1 —2 1 U; o 1 Ujt1 — 2uz + ;1
Segunda Diferencia 7 1 —9 1 Uiy = 2 | wes — 2upy s |
Uit2 :

2.2. METODO DE DIFERENCIAS FINITAS (FDM) EN 1D
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donde la matriz de la izquierda aproxima una segunda derivada en todos los nodos del dominio
discretizado. Una alternativa para obtener la ecuacion (2.11) es realizar una operacion conocida
como “diferencia de diferencia”

Pu 1 du

~ __

da? " h\ de

_du
dx

Tit+1 T

donde se ha utilizado una diferencia hacia adelante en primer lugar. Después, se emplea una
diferencia hacia atris para reemplazar las derivadas dentro de los paréntesis, resultando entonces
como

d*u Dl fui —w w e U — 20 U Do
—_— N - - - 2 L -
dz?  h h h h? ’
2.2.3. Ecuaciones en diferencias en 1D
En la secciéon anterior, obtuvimos una aproximacion de la segunda derivada %, la cual se

conoce como segunda diferencia Dou;. A partir de esto, podemos crear de manera sencilla una
forma discreta de la ecuacion diferencial
d’*u

— = f(x). (2.12)

dz?

A la ecuacion (2.12) se le conoce comtunmente como la ecuacién de Poisson, donde la funcion f se
denomina la fuente. La funcion u es la soluciéon y cominmente se utiliza para modelar temperatura
o concentracion.

El proposito es calcular aproximaciones uy, . .., uy para los valores u(xy), ..., u(xy). Si dividi-
mos el intervalo [0, 1] en N + 1 nodos, las fronteras se sittian en los extremos: izquierdo (x = a = 0)
y derecho (z = a+ Nh = b = 1). Para discretizar el lado izquierdo de la ecuacion, reemplazamos
la segunda derivada % con la segunda diferencia Dyu;, como se define en la ecuacion (2.11). Por
otro lado, en el lado derecho asumimos que f(z) es una funcién suave o puntual, y se puede evaluar
en cada nodo como f(x;) = f;. De esta manera, obtenemos la ecuacion en diferencias

Uip1 — 2U; + Uiy

h2

= fi- (2.13)

Con el fin de obtener una solucién tnica en esta ecuacion de segundo orden, es fundamen-
tal establecer dos condiciones de frontera (sin embargo estas dos condiciones, por si mismas, no
garantizan la unicidad de la solucion). Expresamos estas condiciones de frontera como:

u0)=a , u(l)=4. (2.14)

A estas condiciones de frontera (2.14) se les conoce como condiciones de frontera de tipo Dirichlet.
Por otro lado, en el caso de la ecuaciéon en diferencias, las condiciones de frontera de Dirichlet
pueden expresarse como [Strang, 2007, LeVeque, 2007|

w=a , uny =7p. (2.15)

2.2. METODO DE DIFERENCIAS FINITAS (FDM) EN 1D
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Si consideramos los nodos interiores que estan directamente a un lado de las fronteras (nodos
de indices 1 y N), al emplear la ecuacion discretizada (2.13) se obtienen las ecuaciones

= /1, (2.16)

= fn- (2.17)

Uy — 2u1 + Ug
2
UNt1 — 2un +Uun_1
52
Podemos observar que se presentan los valores ug y uny1, los cuales son valores conocidos y estan
dados por las condiciones de frontera (2.15), por lo que podemos sustituir estos valores conocidos
en las ecuaciones (2.16) y (2.17), quedando entonces como

= f1,
= In,

Uy — 2U1 +
12
B —2un +un_
2

de las cuales se puede despejar al lado derecho los valores conocidos, con lo que se obtiene

Uy — 2U a

-iﬁizﬁ—ﬁ, (2.18)
—2un + un— 15}
_J%riizm_ﬁ, (2.19)

Al emplear las ecuaciones (2.13), (2.18) y (2.19) para ensamblar el sistema completo, y ademas
expresandolo de forma matricial, se obtiene

1 Ug 7z
-2 1 Uy f1 - };34_2
) 1 -2 1 Uo fo
ﬁ : — : , (2.20)
1 -2 1 Un_1 In-1
1 —2 un fN — %
I Ll Lwwa | L %

donde se puede observar que los valores conocidos, dados por las fronteras, han pasado al lado
derecho del sistema. Este sistema suele escribirse de manera abreviada como

KU=F,
donde

o i o _ o .

_2 1 U1 fl_h%

. 1 -2 1 U fa

1 -2 1 UN_1 fnaa

1 —2 Un fN_%
| L | | un1 | -

2.2. METODO DE DIFERENCIAS FINITAS (FDM) EN 1D
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En mecénica computacional, a la matriz K se le conoce como matriz de rigideces, al vector U
como el vector de desplazamientos, y al vector F' como el vector de cargas. Al resolver el sistema
se obtiene el vector U, el cual es la aproximacion a la solucién u en el dominio discretizado. De
aqui en adelante llamaremos a U la solucién.

Ejemplo: Ecuacién de Poisson en 1D con condiciones de frontera de Dirichlet en las
dos fronteras.

Supongamos entonces que queremos resolver la ecuacion de Poisson (2.12), en el dominio [0, 1],
con condiciones de frontera de Dirichlet dadas por

u(0) =0,

u(l) =0,
y empleando una fuente constante

fw)=1.

Podemos reemplazar directamente en la ecuacion (2.20) los valores de f(z;), o, 5y h. Aqui, la
distancia entre los nodos h varia en funciéon del nimero total de nodos utilizados para discretizar
el dominio. Si empleamos un total de 11 nodos, obtenemos h = 0.1. De esta forma, el sistema se
expresa como

1 Uo 0
-2 1 Uy 1-0
1 -2 1 Us 1
107 L= :
1 -2 1 Ug 1
1 —2 Ug 1-0
| 1 11 U1o ] | 0 |

Al resolver el sistema, obtenemos la solucion numérica del problema U. En la Figura 2.3 se aprecia la
comparacion entre la grafica de la solucion numérica y la solucion exacta. Para comparar obtenemos
la solucién analitica del problema, el cual esta dado por

o dici (0) =0, u(1) =0
— = con condiciones u(0) =0, u(l)=0.
de ) 7
Integrando una vez la ecuacion diferencial
du N
— =z+c.
dx !
Integrando por segunda vez
72
u = ? +cxr+co.
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Empleando la primer condicién de frontera para obtener el valor de una de las constantes de
integracion

(0) == T + 01(0) + Co
= C9
0= Co,
entonces
x? n
uUu=——+cx
5 1

(1) =S +a()
0 1
25—1—01
1
cl——i.

r? 1
U=———-x
2 2
L
—§(x — ).

La solucion exacta se puede ver en la Figura 2.3 junto con la soluciéon numérica.

2.2.4. Cambio de la condiciéon de frontera del lado derecho (Condicién
de frontera de Neumann)

Ahora realizamos una modificacién en la condicién de frontera en el lado derecho del dominio
de la siguiente manera

up(1) = 5. (2.21)

La funcién v ya no tiene un valor preestablecido, sino que el valor asignado por esta condicién
de frontera es para la derivada u,. A esta condiciéon de frontera (2.21) se le denomina condiciéon
de frontera de tipo Neumann. Desde una perspectiva fisica, esta condicién representa la entrada o
salida de flujo de la cantidad u en el dominio; por ejemplo, puede interpretarse como concentracion
o temperatura. Debido a que la funcién u no esta definida en el dltimo nodo N + 1, aplicamos la
discretizacion de la ecuacion de Poisson (2.13) también en este nodo, lo que nos conduce a

unN — 2uN+1 + Ug

T, (2.22)
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Solucion
0.2 —8— Numérica
Exacta u = %(rz —x)
0.1
0.0
S
= 0.1
—0.2
—0.3
0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0
x

Figura 2.3: Solucion de la ecuacion de Poisson 1D, con fuente f(x) = 1, y con condiciones de frontera
u(0) =0 y u(1) =0.
Dominio y Nodo Fantasma
0.04
0.02

Py
0.00 e—O——o—o—t—0—0——0—0—9 o

—0.02
—0.04

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 2.4: Nodo fantasma a la derecha del dominio discretizado en 1D para soporte de la ecuacion en el
dltimo nodo N + 1 con coordenada x = 1.

donde u, es la funcién evaluada en las coordenadas del nodo fantasma p,. El nodo fantasma es un
nodo que no esté incluido en la discretizaciéon del dominio como puede observarse en la Figura 2.4.

Para sustituir el valor de la funcion en el nodo fantasma u, en la ecuacion (2.22), utilizamos la
diferencia centrada® para aproximar la condicién de frontera de Neumann (2.21) en el nodo N + 1.

3Por lo general, se emplea la diferencia centrada debido a que su error es de O(h?), lo cual coincide con el error
de la segunda diferencia que hemos utilizado. Si optaramos por una de las diferencias laterales que tienen un error
de O(h), entonces el error total del método seria de O(h). Esto conduciria a un error mas significativo, ya que un
error de orden O(h) es més relevante que un error de orden O(h?).

2.2. METODO DE DIFERENCIAS FINITAS (FDM) EN 1D



40 CAPITULO 2. METODOLOGIA

De esta manera, obtenemos

Ug —UN

T

y despejando el valor de la funciéon en el nodo fantasma u, se obtiene
ug = un + 2h3,

este valor se reemplaza en la ecuacion (2.22), lo que nos lleva a una ecuacion expresada tnica-

mente en términos de los valores de u en nodos que se encuentran dentro del dominio (u; con i =
{0,1,--- | N +1}).

uy — 2un1 + (uy +2h8) f
h2 — JN+1

2UN — 2'U,N 25
52 = = fN+1 - T : (223)

Al utilizar la ecuacion (2.23), que representa la modificacion debida a la condicion de frontera de
Neumann en el nodo N + 1, se modifica la tltima fila del sistema (2.20), lo que resulta en

1 Uo %
—2 1 U1 f1 - }%
X 1 -2 1 U fa
-3 : - : . (2.24)
1 -2 1 UN_1 I
1 -2 1 un In
i 2 =2 | | uvyr | | fvn—F ]

Ejemplo: Ecuaciéon de Poisson 1D con condiciéon de frontera de Neumann en x =1
usando FDM

Resolviendo el mismo ejemplo que antes, pero cambiando la condiciéon de frontera derecha
(x = 1) por una condicion de frontera de Neumman tenemos el siguiente problema

d*u

a2 f(x),
con fuente
flz) =1,
y condiciones de frontera
u(0) =0,
uz(1) =0
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Utilizando un total de 11 nodos en el dominio, y sustituyendo los valores correspondientes (h,
a, B, f;) en el sistema modificado (2.24) se obtiene

1 U 0
-2 1 Uy 1-0
1 -2 1 Uy 1
10 | = : : (2.25)
1 -2 1 ug 1
1 -2 1 im 1
2 —2 U10 1-0

Al resolver el sistema KU = F', obtenemos la solucion de la ecuacion diferencial U. La represen-
tacion grafica de la solucion U se puede observar en la Figura 2.5.

Para comparar obtenemos la solucion exacta de este problema. Primero, consideramos la ecua-
cion diferencial junto con sus condiciones de frontera:

d?u

wzl, con u(0) =0, u,(1) =0.
Integrando una primera vez la ecuacion diferencial
du
% =x+c.

Utilizando la segunda condiciéon de frontera, que define la derivada de la funciéon v en x = 1,
podemos obtener el valor de la primer constante de integraciéon cq,

uz(1) =1+¢y,
():1—|—C17
01:—1.

Sustituyendo el valor de ¢y, la ecuaciéon diferencial resulta como

du
—=x—1.
dx
Integrando por segunda vez se obtiene
x? n
Uu=——T+cs.
5 2

Utilizando la primer condiciéon de frontera, que define el valor de u en x = 0, se obtiene el valor de
la segunda constante de integracion co

a0) = L~ 0) 1,
OZCQ.

Entonces la solucién exacta de este problema queda como

IQ

U=-——2.

2

La gréafica de la soluciéon exacta se puede observar en la Figura 2.5, comparada con la solucion
numérica U, obtenida de resolver la ecuacion (2.25).
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Solucion

0.0 =8— Numérica

2
Exactau=% —x

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
x

Figura 2.5: Solucion de la ecuacion de Poisson en 1D, con fuente f(x) =1, y con condiciones de frontera
u(0) =0 y uy, (1) = 0, utilizando FDM.

2.3. Método de Diferencias Finitas (FDM) en 2D

En la seccién 2.2 se presentan varios ejemplos de diferencias finitas en una dimensiéon. Ahora,
ampliaremos este método para resolver problemas en dos dimensiones. El primer paso es discretizar
el dominio en ambas direcciones, x y y, utilizando n nodos en la direcciéon x y m nodos en la
direccion y, lo que resulta en un total de N =n x m nodos. La Figura 2.6 muestra un ejemplo de
la discretizacion del dominio §2 = [0, 2] x [0, 1], utilizando n = 13 nodos en  y m = 11 nodos en

Y.

Las coordenadas de un nodo cualquiera dentro del dominio se pueden expresar de la forma

bi = (xmyz) .

Ahora cada nodo central utiliza cinco nodos de soporte para aproximar las derivadas, el nodo
central y los cuatro nodos vecinos. El esquema general de los nodos de soporte para un nodo
cualquiera con coordenadas p;; se puede observar en la Figura 2.7. Las coordenadas de estos
nodos son

nodo central pi = (i, vi)
nodo derecha  pipy = (2 + h,y;),
nodo izquierda p;_,, = (

nodo superior  pip1 = (z;,y; + k
nodo inferior pic1 = (

donde h es la distancia horizontal entre dos nodos adyacentes horizontalmente, y k es la distancia
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i

Figura 2.6: Dominio en 2D discretizado con n = 13 nodos en x y m = 11 nodos en y.

vertical entre dos nodos adyacentes verticalmente. Estas longitudes pueden expresarse de la forma

Figura 2.7: Nodos de soporte para diferencias cldsicas (FDM) en 2D.

La generalizacion de la diferencia centrada (2.8) para 2 dimensiones puede expresarse de la
forma

ou  Uigm — Ui,

g e 2.2
Ox 2h ’ (2.26)
ou Uj41 — Ui—1

—_— 2.27
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donde la ecuacion (2.26) aproxima la derivada parcial en direccién z, utilizando como nodos de
soporte el nodo a la izquierda (con indice i —m) y el nodo a la derecha (con indice i+m). Mientras
que la ecuaciéon (2.27) aproxima la derivada parcial en direccion y, utilizando como nodos de
soporte el nodo superior (con indice ¢ + 1) y el nodo inferior (con indice i — 1).

Por otro lado la generalizacion de la diferencia de segundo orden (2.11), se puede expresar de
la forma

2
O*U Uipm — 2U; + Ui

o = , (2.28)
82u i1 — 2UZ + u;—1
o ~ E : (2.29)

donde la ecuacion (2.28) aproxima la segunda derivada parcial en direccion x usando los nodos
central (i), izquierda (i — 1), y derecha (i + 1), y la ecuaciéon (2.29) aproxima la segunda derivada
parcial en y usando los nodos central (7), superior (i + 1), e inferior (i — 1).

2.3.1. Ecuacioén en diferencias en 2D

Ahora para entender como construir una ecuacién en diferencias utilizando las aproximaciones
a las derivadas parciales (2.26)-(2.29), veremos el ejemplo de la ecuacion de Poisson en 2D,

Viu=f, (2.30)

donde V es el operador diferencial nabla en 2 dimensiones, el cual se puede expresar en coordenadas
cartesianas como V = ia% —l—ja%. Con lo cual la ecuacion de Poisson compacta (2.30) se puede escribir
también en forma extendida como

P*u 0%u

@+6_y2:f’ (2.31)

donde f y u representan funciones bidimensionales, es decir, f = f(x,y) y u = u(z,y).
Podemos emplear las ecuaciones (2.28) y (2.29) para substituir las derivadas en la ecuacion de
Poisson (2.31) obteniendo asi la ecuacion de Poisson discretizada

Ui — 2U; + Ui n Uip1 — 2U; + Uiy

h? k2

= f. (2.32)

Aplicando la ecuacion (2.32) a todos los nodos al interior del dominio, se ensambla el sistema
KU = F. Un ejemplo de una ecuacion de este sistema (un renglon de K por U igual a f;),
correspondiente al nodo de coordenadas p;, se presenta como sigue

i—m 1—1 i 1+1 +m
1 1 -2 | =2 1 1 U = fis
0 & 00 L5 HE+F F 00 L% 0 .
donde se senala en azul el indice de la columna correspondiente a cada nodo de soporte. Es
importante recordar que los valores conocidos, los cuales son dados por las condiciones de frontera,
deben pasar al lado derecho del sistema.
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Ejemplo: Poisson 2D en dominio rectangular con condiciones de frontera de Dirichlet
usando FDM.

Supongamos que se quiere resolver la ecuacion de Poisson (2.31), en el dominio [0,2] x [0, 1],
el cual puede observarse en la Figura 2.6. Para la discretizacion del dominio, se emplearon n = 13
nodos en la direcciéon x y m = 11 nodos en la direcciéon y. Esto da lugar a un total de N = 13x 11 =
143 nodos en la discretizacion.

Para este problema las condiciones de frontera estan dadas por

u(z =0,y) =0,

'LL(.T = 2a y) =2 + Sin(ﬂ-y) )

w(z,y=0)==x,

uwz,y=1) ==z,
utilizando la fuente

Los nodos correspondientes a las diferentes fronteras pueden identificarse en la Figura 2.8 y
cada nodo identificado con el color asignado a cada frontera.

1.0 ® [
L [ ® o ® [ ] [ [ [ [ o ® [

0.8 @ [ [ ] [ ® ([ ] [ [ [ [ [ ® [
o ® ® ® ® Nodos Interiores ° L4 L4 L4

06 @ ® ® e ® [rontera Izquierda ® o ® ®
> Y ) ) ) ® Frontera Derecha () () [ ([
04 @ Y Y Y ® Frontera Inferior ® Y P °
® °® °® °® Frontera Superior PY °® ® PY

02 © [ [ ] [ @ [ ] L [ [ [ [ @ [
[ J ® ® ® ® ® L o ® ® ® ® ®

0.0 o o e e ® o ® L o e ® ® [

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00

x

Figura 2.8: Nodos de frontera identificados por color para el problema de Poisson usando FDM, conn = 13
nodos en direccion x, y m = 11 nodos en direccion y.

Se ensambla el sistema de ecuaciones KU = F aplicando la ecuacion (2.32) a todos los nodos
incognita (en este ejemplo son todos los nodos interiores), teniendo especial cuidado con los valores
que pasan al lado derecho debido a las condiciones de frontera. Una vez ensamblado el sistema
KU = F, este se resuelve para obtener la soluciéon numérica U. Para este ejemplo la solucion se
puede observar como lineas de contorno en la Figura 2.9(a) y como una superficie tridimensional
en la Figura 2.9(b).
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Solucién (Contorno) Solucién (3D)
1.0 28
2.4
0.8
2.0 307
0.6 16
> : T
0.4 12 =
s
0.2 0.8
0 - 2.0
00 0.4 o - L5
' 50 . = 05
0.00 025 050 075 1.00 125 1.0 0.0 I os oo 00
X
(a) Lineas de contorno. (b) Superficie.
Figura 2.9: Solucion numérica U del problema de Poisson V?u = —5, con condiciones de frontera: u(z =

0,y) =0, u(x = 2,y) = 2+ sin(wy), u(z,y =0) =z, u(z,y = 1) = x, utilizando FDM y empleando un
total de N = 13 x 11 = 143 nodos.

Como se mencion6 previamente, la funcién u puede entenderse como la temperatura en una
placa rectangular. En esta situacion, la temperatura permanece constante en los bordes de la placa,
mientras que una fuente de calor uniforme f se distribuye por todo el dominio. Otra interpretacion
véalida es que u representa la deformacion de un material elastico. Bajo esta perspectiva, el material
se encuentra restringido en sus limites debido a las condiciones de Dirichlet, y una carga f (en este
caso uniforme) se aplica al material lo que da como resultado su deformacion.

Ademas, u puede también representar la presion (altura piezométrica) en un medio poroso
saturado. Esta presion se disipa debido a la porosidad del material. En este caso, la presion se
mantiene a una cierta altura debido a las condiciones de frontera, y una presiéon uniforme f se
aplica en todo el dominio como carga adicional.

2.3.2. Cambio de la condicién en una de las fronteras (Condicion de
frontera de Neumann)

. Qué ocurriria si surgiera la necesidad de modelar la entrada o salida de flujo de la cantidad «
en alguna de las fronteras? Esto se puede lograr mediante la aplicacion de la condicion de frontera
de Neumann

ou

an = a(p), (2.33)

8SINeu

donde du/0n es la derivada normal, 02 y., son las fronteras con condicion de frontera de Neumann,
a(x) es una funcion que describe la cantidad de flujo que entra o sale del dominio por estas fronteras.
Si consideramos que u representa la temperatura, entonces o denota la cantidad de calor que entra
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o sale de la placa bidimensional. En el caso de a = 0, esto indicaria que la frontera esta aislada, lo
que resultaria en la ausencia de flujo de calor a través de dicha frontera.

Por otro lado, si interpretamos u como la deformacion eléstica, la funciéon « representa una
fuerza adicional en esa frontera. Si esta fuerza adicional fuera nula (o = 0), ello implicaria que
la frontera se encuentra libre, sin restricciones como en las fronteras de Dirichlet, y por tanto, no
estaria sometida a ninguna fuerza.

La derivada normal en coordenadas cartesianas esta definida por

Ju ou ou
 —Vu-h=n,— —, 2.34
. us = + n, 9 (2.34)
donde n, y n, son las componentes del vector normal (2.35)
n = (ngmn,). (2.35)

Condiciéon de frontera de Neumann en la frontera inferior de un dominio rectangular

Se va a cambiar entonces la frontera inferior del dominio mostrado en la Figura 2.6, para que
tenga una condicion de frontera de Neumann (2.33). Como la frontera inferior esta alineada con
el eje horizontal, entonces el vector normal en esta frontera es —j = (0, —1). Entonces podemos-
escribir la condicion de frontera de Neumann (2.33) como

—— =a(p). (2.36)

Podemos ahora sustituir la derivada por la aproximacion en diferencias (diferencia centrada)
de la ecuacion (2.27) en la ecuacion de la condicion de frontera de Neumann en direccion —j (2.36)
con lo que se obtiene

Ujg1 — Ui
- — &gy 2
5% a (2.37)

donde «; es la funcion evaluada en las coordenadas del iésimo nodo «; = «a(p;). En este caso se
tiene un nodo fantasma en direccion (0, —k) respecto del nodo central, como se muestra en la
Figura 2.10, donde p, representa las coordenadas del nodo fantasma p;_;.

Despejando el valor u; ;, que corresponde al nodo fantasma, de la ecuacion (2.37)
Uj—1 = 2]€OZZ —+ Uit -

Sustituyendo este resultado en la ecuacion de Poisson discretizada (2.32), agrupando términos, y
despejando al lado derecho de la ecuacion los valores conocidos, se obtiene

Uirm — 2U; + Ui—m, n Uip1 — 2U; + 1

bi—1
h2 k2 = f’L 9
Uigm — 2U; + Uj—m " Uipr — 2u; + (2koy + uipr) f
h2 k2 - ()
Ui — 2U; + Ui 2Uiqp1 — 2U4 20y
= fi — — 2.38
B L L= (2.38)
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Di
? 1+1

Di+m

Figura 2.10: Esténcil de un nodo de frontera de Neumann, para una frontera en la parte inferior de un
dominio rectangular utilizando nodo fantasma con el método FDM.

Utilizando la ecuacion (2.38), se ajusta el sistema KU = F en las filas correspondientes a los nodos
ubicados en la frontera con condiciones de Neumann. La ecuacion (2.38) representa la extension
bidimensional de la ecuacion (2.23), la cual resuelve un problema unidimensional.

Ejemplo: Ecuaciéon de Poisson en 2D, cambiando la frontera inferior por condiciéon de
frontera de Neumann usando FDM.

Resolviendo el mismo problema que antes, utilizando la misma fuente f(z,y) = —5, en el
mismo dominio rectangular 2 = [0, 2] x [0, 1]. La ecuacion a resolver es

0%u N 0%u .
ox?  Oy? '

Lo tnico que se modifica es la frontera inferior en y = 0, en la cual previamente existia una
condicién de frontera de Dirichlet; sin embargo, ahora esta se convierte en una condiciéon de frontera
de Neumann. Con este ajuste, las condiciones de frontera se establecen de la siguiente manera

u(zr =0,y) =0,

u(z = 2,y) = 2 +sin(my) ,
up(z,y =0) =—10z,
u(z,y=1)==z.

En la frontera inferior, ahora no se define el valor de la funcién u, sino el de su derivada normal
Up.

Es necesario ajustar el sistema KU = F' al aplicar la ecuacion (2.38) en los nodos correspon-
dientes a las fronteras de Neumann. En este caso particular, la frontera inferior (y = 0) es la que
se ve afectada. Una vez que el sistema KU = F' ha sido ensamblado con las modificaciones nece-
sarias, se procede a resolverlo para obtener la soluciéon numérica U. En este ejemplo, se utilizaron
también n = 13 nodos en la direcciéon x y m = 11 nodos en la direcciéon y, tal como se representa
en la Figura 2.8. La solucion numérica U se puede observar en la Figura 2.11(a) mediante lineas
de contorno y en la Figura 2.11(b) como una superficie tridimensional.

2.3. METODO DE DIFERENCIAS FINITAS (FDM) EN 2D



CAPITULO 2. METODOLOGIA 49
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(a) Lineas de contorno. (b) Superficie.

Figura 2.11: Solucién numérica U del problema de Poisson V?*u = —5, con condiciones de frontera:
u(lz = 0,y) =0, u(x = 2,y) = 2 +sin(ny), up(z,y = 0) = —10z, u(z,y = 1) = =z utilizando FDM, y
empleando un total de N = 13 x 11 = 143 nodos.

2.4. Diferencias Finitas Generalizadas (GFDM)

El método GFDM presenta algunas ventajas respecto al método FDM mostrado en la seccion
2.3. Las principales ventajas son:

e Mallas no estructuradas: Las mallas no necesitan tener una estructura predefinida para
resolver el problema, sino que pueden tener cualquier distribucién de nodos. Incluso es posible
prescindir de mallas y emplear solamente nubes de puntos.

e Dominios irregulares: Debido a la falta de necesidad de estructura en la malla, tampoco se
requiere que el dominio presente una estructura especifica. Esto permite abordar problemas
en dominios irregulares.

e Mayor precision: La utilizacién de mas nodos de soporte en torno a un nodo central resulta
en una precision superior en la soluciéon. Esto contrasta con el método clasico que emplea
tnicamente 4 nodos de soporte (Figura 2.7).

La principal desventaja seria que al usar mas nodos de soporte aumenta el costo computacional.

No obstante, al no emplear una cantidad excesiva de nodos de soporte para cada nodo central, el
impacto computacional es un problema con poca relevancia.

2.4.1. Discretizando un operador diferencial lineal con GFDM

Podemos definir, de forma general, un operador diferencial lineal de segundo orden en 2D
denotado como L, el cual es aplicado a la funcién u, y posteriormente evaluado en las coordenadas

2.4. DIFERENCIAS FINITAS GENERALIZADAS (GFDM)
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po (que corresponden a un nodo central cualquiera), de tal forma que se obtiene

2

ou |
PO Jx0y

o

ou
Do 8_3/

0%u

I 522

0%u

Lu| + F|p0 3_1/2

+ E

Po

+ D

Po

Po - A|p0 u|po + B|p0 + C| )

Po ‘ Ppo Po

(2.39)

donde A = A(z,y), B = B(z,y), C = C(z,y), D = D(z,y), £ = E(z,y) y F' = F(z,y), son

funciones dadas por la ecuacion diferencial a resolver.

Supongamos que podemos aproximar este operador diferencial utilizando un esquema de GFDM.
Para realizar esta aproximacion en un nodo central con coordenadas pg, se emplea un total de ¢
nodos de soporte con posiciones arbitrarias y coordenadas p; = (z;,y;), donde i = 0,1,--- ,¢q. Un

esquema representativo de un nodo central pg junto con sus nodos de soporte p; se muestra en la
Figura 2.12.

D2
@
° <
D3
.P .pq @

0
® O
D1 .
@

Figura 2.12: Nodo central y nodos de soporte para el esquema de GFDM.

El esquema GFDM puede visualizarse como una combinacion lineal de valores de la funcion u
evaluada en las coordenadas de los nodos de soporte p;, los cuales son multiplicados por su peso
correspondiente de cada nodo I';, con lo cual se obtiene

q
Loul,, = Touo + Tyuy 4 -+ + Fyug = Z Liu; (2.40)
i=0

donde g representa la aproximacion del operador I utilizando el esquema GFDM.

Por otro lado, haciendo la expansion en serie de Taylor de la funcién u hasta segundo orden
(mismo orden que el operador IL), centrada en py con direccion p;, se tiene

Ju
u;p & ul, +hi -

ox

ou
dy

n hi 0*u ok 0*u
by 2 02| 0x0y

k;f 9%*u

k; — 2.41
+ 2 Oy? ( )

Ppo Ppo Ppo

donde h; = x; — x es la distancia horizontal entre el nodo central y el iésimo nodo, mientras que
k; = y; — yo es la distancia vertical entre estos nodos. Sustituyendo la expansion en serie de Taylor

2.4. DIFERENCIAS FINITAS GENERALIZADAS (GFDM)



CAPITULO 2. METODOLOGIA 51

(2.41) en la ecuacion del esquema GFDM (2.40) tenemos

a ou ou h? 9%u d%u ki 0Pu
LOUlpO:;Fi (Mpo_i_hi%po—'_kia_ypo j@p hikiax—gypo—i_?z@_?ﬁPO) 7

q a P I ou
Loul,, :Zn ul, + Znhi o), * ZM ol

i h2 02

+ZF z_OFhk a ay Z; Ea_ (242)

Entonces tenemos la aproximacion al operador diferencial L, empleando el esquema GFDM
propuesto, con lo que se obtiene LLy. Ambos operadores se aplican a la funcién u y estan evaluados
en las coordenadas del nodo central py. Con todo esto podemos expresar la aproximacion

de aqui obtenemos el error local de truncamiento 7, el cual se quiere que tienda a cero. Esto puede
expresarse de la forma

7 = Lul,, — Loul,, — 0. (2.43)

Sustituyendo la ecuacion del operador diferencial L. (2.39) y la ecuacion de la aproximacion con
GFDM L (2.42) en el error local de truncamiento 7 de la ecuacion (2.43), y agrupando términos

obtenemos
I ou
( Po ZF> Po <B|po_zrihi> or
h2
+ <C|p0 - Z;m) 7 <D|p0 Zr ) el
a 2u k2 2u
+ <E|p0 - Z_;Fhk> e (F|p0 - ;rg) o2

Para que el error local de truncamiento (2.44) tienda a cero, asumiremos que los pesos T';
estan elegidos de tal manera que todos los términos entre paréntesis se anulen. Esto resultara en

Po

—0. (2.44)
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el sistema de ecuaciones:

q
po ’
=0

q

2 Tiki=Cly
=0
ifihf =2D|, ,
=0
irhk = El,,
=0

q
2 _
> Tkl =2F|, .
=0

Este sistema se puede expresar de forma matricial como

1 1 1 1 B FO T [ A(p()) i

0 hy hy - Ny I, B(po)

0 kl kz kq T _ C(po)

0 B2 R e R 217 2pt) | (2.45)
0 haky hoky -+ Dk, F E(po)

o & K o ok LT [ 2r) |

donde al resolver se obtienen los pesos I'; que anulan el error local de truncamiento 7.

Definiendo el vector de pesos I', el vector de coeficientes L y la matriz M que caracteriza las
distancias horizontales y verticales, de la forma

1 1 1 1 -1‘\0- A(po)
0 hi ho hq Iy B(po)
. 0 k‘l k’Q k'q . r . C(po)
M=1o w2 m .. hg I e SN
0 hiky hoky - hgk, - E(po)
o B B o R | 2F(m) |

se puede escribir el sistema (2.45) de forma compacta como

MT = L. (2.46)

Se puede observar que en la ecuacion (2.45) tenemos un total de 6 ecuaciones independientes
(renglones de la matriz M). Por lo tanto, buscamos que el niimero de nodos de soporte sea ¢ = 6,
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para que el niimero de incognitas ¢ sea igual al niimero de ecuaciones. Sin embargo, si esta condicion
no se cumple, a pesar de algunos inconvenientes, atin se puede obtener una aproximacion a la
solucion de este sistema. Si hay menos nodos de soporte, la precision de la soluciéon disminuye;
si hay mas, entonces el sistema queda subdeterminado, lo cual indica que no habré una solucién
tnica del sistema. En estos casos, lo que se hace es utilizar la pseudoinversa para obtener una
aproximacion a la soluciéon del sistema.

Al resolver el sistema (2.46), encontramos los pesos I'; que minimizan el error local de trunca-
miento 7 (2.43). Estos pesos son los que permiten una aproximacion precisa al operador diferencial
lineal (2.39). Esta aproximacion, para un nodo central de coordenadas py, se logra al reemplazar
los valores I'; en la suma proporcionada por el esquema GFDM dado por la ecuacion (2.40).

Siguiendo un recorrido por todos los nodos en los cuales no se posea un valor especificado para
u (nodos que carecen de condiciones de Dirichlet), calculamos los pesos I' al resolver el sistema
dado por la ecuacion (2.46) para dichos nodos. Se modifican los valores en la matriz M para que
se ajusten a las distancias proporcionadas por los nodos de soporte de cada nodo central py. Con
esta estrategia, se ensambla el sistema KU = F para todos los nodos. Al resolver este sistema,
obtenemos la soluciéon numérica U del problema Lu = f.

Es posible discretizar asi la ecuacion diferencial y ensamblar el sistema discretizado KU = F
utilizando la combinacion lineal provista por el esquema GFDM, empleando la ecuacion (2.40)
para discretizar el lado izquierdo de la ecuacion. Para el lado derecho, se considera la fuente en
el nodo central fj, teniendo en cuenta que los valores conocidos en el sistema deben despejarse
al lado derecho. De esta manera, se obtiene la ecuacion en diferencias |[Chavez-Negrete et al.,
2018, Tinoco-Guerrero et al., 2022, Roméan-Gutiérrez et al., 2022, Tinoco-Guerrero et al., 2023]

1=0

Ejemplo: Ecuacién de Poisson con condiciones de Dirichlet, en un dominio con forma
de trapecio usando GFDM.

Supongamos ahora que queremos resolver la ecuaciéon de Poisson
Viu=f,

pero esta vez en un dominio el cual ya no es un rectangulo?. En este caso es un dominio con forma
de trapecio. Este tipo de geometria es relevante porque permite modelar fendémenos de infiltracion
en presas de tierra, como se ilustra en el esquema representativo de la Figura 2.13.

La geometria del dominio, obtenida con calfem-python, puede observarse en la Figura 2.14(a).
Otro aspecto a resaltar es que la malla de nodos ya no tiene ningtn tipo de estructura, como puede
verse en la Figura 2.14(b). Esta malla también fue generada utilizando la libreria calfem-python.
Usando esta libreria es necesario primero crear la geometria (Figura 2.14(a)), y posteriormente
utilizar la geometria para generar la malla (Figura 2.14(b)).

4Recordando que el Método de Diferencias Finitas (FDM) solo se puede implementarse en dominios rectangulares
discretizados con mallas estructuradas.
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'V Nivel de Agua Nivel de agua freatica

Roca impermeable

Figura 2.13: Esquema representativo de una presa de tierra.
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Figura 2.14: Geometria y malla del dominio en forma de trapecio, creada con la libreria calfem-python,
donde se crearon un total de N = 724 nodos en la malla.

Las diferentes condiciones estan identificadas con colores distintos para cada frontera, como se
puede observar en la Figura 2.15. Estas condiciones de frontera se definen mediante las funciones

Dirichlet Izquierda u| I Tsin(r),
Dirichlet Derecha  ulyg =0,

Dirichlet Inferior  ulyg  =1— 355,
Dirichlet Superior  ulyq = (130 — ).

Se puede observar que en la frontera izquierda se utiliza una funcién seno con amplitud é—i, la
cual se suma al valor 1. Esta frontera mantiene un valor constante de 1 en sus dos extremos. Por
otro lado, la frontera derecha se mantiene en un valor constante de 0. En cuanto a las otras dos
fronteras (Superior e Inferior), presentan un decaimiento lineal en funcion de la coordenada z, de
manera que los valores en los extremos de estas fronteras coinciden con los valores extremos de
las fronteras izquierda y derecha, segtin corresponda. La fuente tomada para este ejemplo es la
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Fronteras por color

30 000000, . ® Nodos Interiores
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Figura 2.15: Diferentes condiciones de frontera identificadas por color en un dominio con forma de trapecio
con un total de N = 724 nodos.

constante

£ =0.002.

Posteriormente se ensambla el sistema KU = F'y se resuelve para obtener la soluciéon numérica
U. Esta solucion puede observarse en la Figura 2.16(a) como lineas de contorno, y en la Figura
2.16(b) como una superficie tridimensional.

Solucidén (3D)

Solucién (Contorno)

1.26
50
1.08
40
=12
30 0.90 |
1.0
20 0.72 N
>~ = O.E.g,
10 0.54 - 04
0 = 02
0.36 - 00
-10 _ ‘2530
0.18 ) T
1
-20 -0y
3
0 20 40 60 80 100 120 0.00 0
X
(a) Lineas de contorno. (b) Superficie.

Figura 2.16: Solucion numérica U del problema de Poisson V?u = 0.002, con condiciones de frontera:
u|amzq =1+ %sin(ﬂ%), u‘BQDW =0, u\aﬂw =1- 155 u]aﬂSup = %(130 — ). Utilizando GFDM, y
empleando un total de N = 724 nodos.

2.4.2. Cambios en las fronteras que tengan condiciones de frontera de
Neumann

Antes de ver la modificaciéon necesaria en estas fronteras hay que revisar de manera general
el esténcil de los nodos de soporte, para un nodo central py, ubicado en una de las fronteras de
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Neumann. Un esquema representativo de este esténcil se muestra en la Figura 2.17, donde en color
verde se muestra el nodo fantasma con coordenadas p,. Se puede observar también el nodo central
con coordenadas py y el nodo centroide con coordenadas p,,.

La forma en la que se calcularon las distancias del nodo central py hacia el nodo fantasma p,
fue la siguiente:
1. Se calculan las coordenadas del centroide p,, de todos los nodos de soporte p;.

2. Se calculan las distancias desde el nodo central py hacia el centroide p,, y se les cambia el
signo.

dg = (hga kg) = —(pm — Po) -
3. Se proyectan estas distancias en direccion del vector normal utilizando el producto punto,
dg = (dg - D)dy = (hgng + kgny)fi.

Esta proyeccion se hizo para tener mejor estabilidad al momento de aproximar la condiciéon
de frontera de Neumann.

Ahora se veran los cambios necesarios para poder implementar condiciones de frontera de
Neumann. Esta condicion de frontera esta dada por

2 ) = alp). (2.48)

Tenemos que podemos escribir la ecuacion diferencial que se quiere resolver como una ecuaciéon
en diferencias para un nodo central py. Empleando el esquema de GFDM propuesto (2.40) para
discretizar el lado izquierdo de la ecuaciéon diferencial, mientras que en el lado derecho se evalua
la fuente en el nodo central f;. Con esto se obtiene la ecuacion en diferencias (2.47):

q
> T = fo,
i=0

la cual se debe modificar en las fronteras de Neumann para poder aproximar correctamente estas
condiciones. Primeramente hay que considerar que ademas de los nodos de soporte que estan dentro
del dominio, el nodo central py también se apoya en el nodo fantasma (Figura 2.17), por lo que la
ecuacion en diferencias (2.47) quedaria de la forma

q
> Toui+Tguy = fo. (2.49)

=0

Es necesario reemplazar u, para que quede solamente en términos de valores de u evaluada
en los nodos de soporte interiores al dominio p;. Esto se hace discretizando la derivada normal,
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Figura 2.17: Esténcil de un nodo en una frontera de Neumann, y el nodo fantasma py como el nodo
simétrico al centroide p.,, proyectado en direccion del vector normal .

en la condicion de frontera de Neumann (2.48). Anteriormente esta se aproximaba utilizando la
diferencia centrada (2.27), pero ahora se hara implementando el mismo esquema de GFDM, de tal
forma que se obtiene

q
Z fzuz -+ fgug = Qp, (250)

1=0

donde I'; son los pesos que aproximan la derivada normal, que se obtienen al resolver el sistema
MT = L, donde el vector de coeficientes ahora esta definido por los valores de las componentes
del vector normal (n,,n,) de manera que se tiene L = [0, n,,n,,0,0,0]7.

Despejando de la ecuacion (2.50) el valor de la funcién correspondiente al nodo fantasma wu,,
se obtiene

1 1 -
Ug = =—Qp — Z A—quz . (251)

Sustituyendo el valor de u, de la ecuacion (2.51) en la ecuacion en diferencias (2.49) se obtiene

St (Lo S0
Fiui + Fg Qg — A—FZU1> = fo .
i=0 Fg i=0 FQ

Despejando al lado derecho los valores conocidos, y agrupando términos, se obtiene [Chavez et al.,
2021, Roman-Gutiérrez et al., 2022]

q
Ly r

=0 g g

Se aplica la ecuacion (2.52) a todos los nodos con la correspondiente condicion de Neumann y se
hace esa modificacion en el sistema KU = F, para asi, al resolver el sistema, obtener la solucion
numérica U.
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Ejemplo: Ecuacién de Poisson con condicién de frontera Neumann en un dominio con
forma de trapecio usando GFDM.

La discretizacion del dominio es la misma que para el ejemplo anterior, la cual se muestra en
la Figura 2.14(b); las diferentes fronteras se muestran marcadas con un color distinto en la Figura
2.15. La principal diferencia en este ejemplo es que ahora las fronteras superior e inferior ya no
poseen condiciones de frontera de Dirichlet, sino que tienen condiciones de frontera de Neumann,
en este caso son condiciones homogéneas (Ju/dn = 0).

Para este ejemplo se consideran las condiciones de frontera siguientes

Dirichlet Izquierda ] o = LT 1sin(r),
Dirichlet Derecha  u[yo =0,

) 0
Neumann Inferior —— =0,
gn Ot
_ u
Neumann Superior — =0,
on | yq
Sup

y la fuente
f=

Utilizando la ecuacion (2.47) para los nodos interiores y la ecuacion (2.52) para los nodos en

Solucioén (3D)

Solucion (Contorno) 196
50
1.08
40 B
0.90 ~ 1.
30 P ~ 0y
L 0.72 oS
<02
10 0.54 ~0.0
30
0 0.36
~10 )
0.18 o
-20 20
0 20 40 60 80 100 120 0.00
X
(a) Lineas de contorno. (b) Superficie.

Figura 2.18: Solucion numérica U del problema de Poisson V?u = 0, con condiciones de frontera: u\amzq -
1+ gsin(r), ulpq,. =0, un\aQW =0, un\aQSW = 0. Utilizando GFDM, y empleando un total de
N = 724 nodos.

las fronteras de Neumann, se ensambla el sistema completo KU = F, recordando que los valores
conocidos se incluyen en el lado derecho. Se resuelve este sistema para obtener la soluciéon numérica
U. La solucion U puede visualizarse en la Figura 2.18(a) como lineas de contorno, y en la Figura
2.18(b) como una superficie tridimensional.
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Como se ha mencionado anteriormente, en este ejemplo se han aplicado condiciones de Neu-
mann homogéneas g—z = 0 en las fronteras superior 0fdg,, e inferior d{,. Si consideramos un
modelo de transferencia de calor, esta condiciéon puede interpretarse como que estas fronteras es-
tan aisladas en términos de flujo de calor. En otras palabras, no hay transferencia de calor a través
de estas fronteras, ya sea hacia el interior del dominio o hacia el exterior. Otra interpretacion
posible es que, si estamos modelando la deformacion elastica de una placa con forma de trapecio,
dos de sus fronteras estén fijas debido a las condiciones de Dirichlet, mientras que las condiciones

de Neumann representan que estas fronteras son libres en términos de deformacién.

Con este ejemplo finaliza la descripcion del Método de Diferencias Finitas Generalizadas

(GFDM), el cual es una extension del Método de Diferencias Finitas (FDM). En el capitulo 3,

se implementa esta metodologia para resolver varios problemas de referencia®.

2.5. Discretizaciéon de la parte temporal

Hasta este momento se han resuelto problemas en estado estacionario. estos son problemas en
los que la solucién v no cambia con el tiempo

ou

El objetivo ahora es poder simular problemas en los que la solucion depende del tiempo, esto
es u = u(z,y,t), por lo que la derivada temporal ya no es igual a cero,

ou
— #0.
ot
A estos problemas también se les conoce como problemas no estacionarios.

En muchas ocasiones, es comun encontrarse con problemas expresados en forma de ecuaciones
diferenciales, donde el lado izquierdo involucra la derivada temporal y el lado derecho contiene una
funcién no lineal, denotada como f, que depende tanto de la soluciéon u, de sus derivadas, como
del tiempo t. Estos problemas se expresan mediante una ecuaciéon diferencial ordinaria de primer
orden, en la forma

du
— = f(t 2.53
= ft), (2.53)
donde fli—;‘ es ahora una derivada completa debido a que t es la tinica variable independiente.

Para obtener una solucién particular de este problema es necesario que esté sujeto a una
condicion inicial (IC%). Esta condicion inicial se expresa como

u(to) = ug - (2.54)

5En inglés son mejor conocidos como “benchmark problems”.
6Siglas en inglés de “Initial Condition”.
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Al problema descrito por la ecuacion (2.53) y sujeto a la IC (2.54), se le conoce por el nombre de
Problema de Valor Inicial (IVP7) [Kreyszig, 2009, LeVeque, 2007, Iserles, 2009].

Cabe destacar, cuando se tiene un problema de ecuaciones diferenciales parciales (PDEs), e.g. la
ecuacion de Difusién (2.55) también llamada la ecuacién del Calor, donde £ es la difusividad
térmica,

ou
EViu+ f = —, 2.55
f= (255)
notando que hay una derivada temporal du/0t, que al momento de discretizar la parte espacial
del problema, esta derivada temporal parcial se convierte en una derivada completa, debido a que
el sistema del lado izquierdo ha quedado como un sistema algebraico que no depende del tiempo,
quedando entonces como
au

kD F=— 2.
2U + o (2.56)

donde U es el vector soluciéon que estamos buscando.

Debido a que la derivada temporal era de primer orden, se puede emplear una condicién inicial
Up, con lo cual la ecuacion (2.56) se convierte en un problema de valor inicial. Este problema
entonces se puede expresar como
aUu

—r = kDU +F, con Ulto) = Up.

Se debe de tener especial cuidado al momento de llenar los elementos de Uy que correspondan
a nodos de frontera, ya que deben coincidir con las condiciones de frontera dadas por el problema.

Para abordar los problemas planteados en este trabajo, se emple6 el método Runge-Kutta-
Fehlberg de orden 4 y 5 (RKF45). Este método es ampliamente utilizado y se encuentra
predefinido en gran parte del software disponible. La implementacion del método RKF45 se lleva
a cabo a través de la libreria scipy [Virtanen et al., 2020]. A continuacion, se muestra en forma
breve una parte del codigo para ilustrar la forma en que se utiliz6 este método.

from scipy.integrate import solve_ivp

sol = solve_ivp(fun, t_span, UO, method=’RK45°’)

donde

e fun es una funcion anénima que define el lado derecho del problema de valor inicial @ = f(t, u)
que se quiere resolver.

e t_span es un intervalo [t0,tf]. El método comienza a resolver en ¢t = t0 y resuelve hasta
llegar at =tf.

e U0 es la condicion inicial del problema.

Siglas en inglés de “Initial Value Problem”.
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e method es el método a utlizar. Por default usa RKF45, pero es posible utilizar otros métodos.

Una breve explicacion de este, y otros métodos que pueden utilizarse para la integracion tem-
poral de los problemas planteados, se muestran en el Anexo A.

2.5. DISCRETIZACION DE LA PARTE TEMPORAL
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Capitulo 3

Solucion del problema y discusion de
resultados

“Lo que sabemos es poco. Lo que no sabemos es inmenso.”
- Pierre Simon Laplace.

En este capitulo se implementara el esquema de GFDM, el cual fue propuesto en la seccién
2.4, para resolver los diferentes problemas descritos en el capitulo 1.

3.1. Problema de Henry

El problema de Henry esta definido por las ecuaciones gobernantes (1.1)-(1.2):

v v _1oc
0z  0y> adx’
0’C  9*C 1 (8\11@ 8\11@) _oc

922 "o b\oyor ozoy) ot

recordando que C' es la concentracion adimensional, ¥ la funcién de flujo, a es el pardmetro de
descarga, b el inverso del numero de Peclet de filtracion. Este problema esté definido en el dominio
rectangular 2 = [0,2] x [0, 1]. Donde las condiciones de frontera estan dadas por las ecuaciones

(1.3):

V,(xr=0,y,t) =0 , C (z=0,y,t)=0,
U, (xr=2,y,t) =0 , C (z=2y,t)=1,
U (r,y=0,t)=0 , Cy(z,y=0,t)=0,
UV (r,y=1t)=1 , Cylz,y=1,1)=0,
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las cuales se pueden ver de manera detallada en la Figura 1.5. Las condiciones iniciales de este
problema estan definidas por las ecuaciones (1.4)-(1.5):

U(z,y,t=0)=0,
C(z,y,t=0)=0.

Como ya se mencion6 en el capitulo 1, la dificultad de resolver este problema se presenta en
los términos no lineales y en el acoplamiento de las ecuaciones, por lo cual este problema se debe
resolver de manera distinta a los ejemplos mostrados en el capitulo 2.

El primer paso es discretizar los diferentes operadores diferenciales usando GFDM, de manera
que queden en forma matricial. Para este trabajo se decidi6é utilizar la notaciéon siguiente:

ov

o & DYV + FY (3.1)
g—j ~ DYV + FY (3.2)
% ~ DSC + FC, (3.3)
%QDSC+F5, (3.4)
VW-%+%%B§’\P+F§’, (3.5)
VQC:%JF%QDQCCJFF;, (3.6)

donde las matrices D aproximan el operador diferencial correspondiente, donde el subindice indica
el tipo de operador que aproximan. Por ejemplo, una derivada en direcciéon x resulta en la matriz
D,.. Por otro lado el vector F' contiene los valores conocidos, los cuales son dados por las condiciones
de frontera de Dirichlet. Para las condiciones de frontera de Neumann, el planteamiento realizado
es el que puede verse en la seccion 2.4.2. Estos cambios afectan los valores de F' ubicados en
las fronteras de Neumann dependiendo del operador D que se esté aproximando, por lo que es
necesario hacer una distincion entre los diferentes vectores F, Fy, F5.

Como ya se indico, el subindice esté relacionado con el tipo de operador que aproximan, ya sea
una derivada en direcciéon z, con lo que se obtiene la matriz D, y el vector F, o una derivada en
direccion y, con lo que se obtienen D, y F, o el operador laplaciano V2, con lo que se obtienen Dy
y Fy. Por otro lado el superindice senala cuales son las condiciones de frontera que se consideran
al momento de discretizar el operador, ya sean las condiciones de la funcién de flujo ¥, con lo que

se obtienen DY y F'Y, o las condiciones de frontera de la concentracién C, con lo que se obtienen
D¢y F¢.

Para aproximar los diferentes operadores diferenciales, y ensamblar las matrices D, hay que
considerar el vector de coeficientes L del sistema de ecuaciones MT' = L (2.46) dado por el esquema,
GFDM utilizado. Recordando que el vector L esta definido como

L=[A(p). B(po). Clp). 2D(p). E(po). 2F(p0)]" .

3.1. PROBLEMA DE HENRY



CAPITULO 3. SOLUCION DEL PROBLEMA Y DISCUSION DE RESULTADOS 65

donde los coeficientes estan dados por las funciones evaluadas en el nodo central py. Las cuales
vienen dadas por el operador diferencial lineal IL (2.39) que se quiere aproximar
Ou ou 0?u 0%u 0%u

Lu=A B—+C—+D E F .
“ ut 8x+ 3y+ 8x2+ 8x8y+ 0y?

De esta manera se utilizan los siguientes vectores de coeficientes L para ensamblar las matrices D
(3.1)-(3.6), las cuales aproximan las derivadas necesarias.

A, B, C, D, E, F]",
0, 1, 0, 0, 0,
0, 0, 1, 0, O, O}T, para ensamblar D, ,
0, 0, 0, 2, 0,

L=
L, = [ O}T , para ensamblar D, ,
Ly, = [

Ly = [ 2}T , para ensamblar Ds.

?

Ahora se pueden sustituir las aproximaciones a los diferentes operadores (3.1)-(3.6) en las
ecuaciones gobernantes del problema (1.1)-(1.2), con lo cual queda discretizada la parte espacial
del problema y entonces se obtienen las ecuaciones gobernantes discretizadas

1 1
DYV — 5Dfm + Fy — EFQ?W =0, (3.7)

(D)W + FJ9) « (DSC + FY) — (DY°U + F¢) = (DS C + Fy)] = % :
(3.8)

1

DSC + FY — ;

El simbolo * en la ecuacién (3.8) implica una multiplicacion elemento a elemento entre dos vec-
tores, ya que los productos matriz-vector (e.g. DW, o DC') resultan en un vector. Se puede observar
que los términos entre paréntesis en la ecuacion (3.8), que incluyen esta forma de multiplicacion
(%), representan los factores no lineales del sistema.

En la ecuacion (3.7), la matriz DS es una modificacién de la matriz DY, y el vector Fv
es una modificacién del vector F¢, en donde las filas de la matriz y los elementos del vector,

correspondientes a los nodos de frontera, se han llenado de ceros. Esto se implementa con el
objetivo de evitar las modificaciones en las condiciones de frontera dadas para la funcion de flujo

v,

Por otro lado, en la ecuacién (3.8), las matrices D;¢, D¢, y los vectores F,’¢, F}'¢ son
modificaciones de D;I’ , DY, F;’ , v F¥ respectivamente, donde los valores correspondientes a los
nodos de frontera se han llenado de ceros. Esto se realiza con el objetivo de evitar las modificaciones
en las condiciones de frontera de la concentraciéon C. Se puede apreciar una comparacion entre las
matrices DZ‘JI’ y D;I’ ¢ en la Figura 3.1, en ella se presentan estas matrices para un dominio con
N = 28 nodos, se puede notar que en la matrix D;I’ ¢ las filas correspondientes a nodos de frontera
se han llenado de ceros.

A todas las matrices D les corresponde un vector F' que acopla los valores conocidos (condi-
ciones de frontera de Dirichlet). Esto se puede observar al ejemplificar con un nodo, por ejemplo,
si tomamos el nodo 24 que se puede observar en la Figura 3.2, el cual tiene soporte en los nodos 1
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DW DWC
0 4 15 0 y
1.0 1.0
5 5
L . 05 05
10 l... 10
- 0.0 0.0
15 | ' 15
. ..I -0.5 . ..I -0.5
20 20
- "a o - " ;
[ | [ | : [ | [ |
25 [ 25 [
[ ..l u t s [ ..l u t 15
0 5 10 15 20 25 ' 0 5 10 15 20 25 '

Figura 3.1: Comparativa de los valores de las matrices D;I’ Y D;I’C para un dominio discretizado de N = 28.

y 7 que tienen condicion de Dirichlet para W, por lo que la discretizacion con GFDM (2.40) para
ese nodo resulta
Loguog + T'yus + Drug + Dgug + Figuag + Dagtion = fou
[oquny + Dgug + T'igtis + Dooting = foa — 'iug — T7uz,
por lo que entonces la matriz DZ‘/I’ en la fila 24, las columnas 1 y 7 no tendrian ningtn valor, sino

que han pasado al vector Fy‘I’ . Esto mismo pasa para las matrices D y vectores F' asociados a las
condiciones de frontera de ¥, y en general para todas las fronteras de con condiciones de Dirichlet.

Fronteras por color
1.2

1.0 3 13 12 1 10 2

0.8 & @
@1 @2
¢ & [
0.6
&7 @
0.4
@5 ¢ &° [
¢’ s @4
0.2
0.0 4 ¢ ¢ é 4 4
-0.2
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00

Figura 3.2: Fronteras por color para el problema de Henry con N = 28 nodos.

Al aplicar este enfoque a todos los nodos con soporte en fronteras de Dirichlet, las matrices
D quedan llenas de ceros en todas las columnas correspondientes a nodos de frontera de Dirichlet
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(excepto en la diagonal, donde se encuentra la identidad). Esto conduce a matrices mas dispersas’
y, por lo tanto, mas eficientes. Sin embargo, al hacer esto se pierde informaciéon sobre la conexion
de los nodos con las fronteras, lo que puede volver el método inestable al resolver problemas no
lineales. Por esta razon, se opté por dejar las matrices D con los valores conocidos dentro de ellas.

Esto se puede apreciar al observar la estructura de la matriz D;I’ mostrada en la Figura 3.3,
donde se compara la estructura manteniendo los valores conocidos de las fronteras de Dirichlet
dentro de la matriz, y la estructura de la misma matriz al despejar estos valores al lado derecho
del sistema.

V] /- . .
D, 15 D, Dirichlet to right hand side 15
0 0
1.0 1.0
5 5
.I -. 0.5 -. 05
10 l... 10 l...
0.0 0.0
[ ]
15 | m 15 m
|| ] -0.5 | -0.5
20 20
- "
- -1.0 -1.0
25 [ 25
S -
-15 -15
0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25

Figura 3.3: Compartiva de la matriz DV, dejando los valores conocidos dentro de la matriz y pasdandolos
al lado derecho, usando N = 28 nodos.

Definiendo el vector solucién U como

v
7=lel.
se puede escribir el sistema (3.7)-(3.8) en forma matricial como
dU DY leS‘I’ ngj - %Fxcw
- [ o D } U+ {FQC—})(D;I’C\IJ+F;’C)*(D§C+FZC)—(D;I.’C\I/+E§’C)*(D50+Fy0) o (39)

donde, del lado derecho de la ecuacién, el primer término acopla las matrices D que correspon-
den a la parte lineal del sistema. Por otro lado el segundo término acopla tanto los vectores F
correspondientes a la parte lineal; asi como la parte no lineal del sistema. Los términos no lineales
del sistema son aquellos que se encuentran entre paréntesis. En los vectores F' estan presentes las
condiciones de frontera y las fuentes. Para el problema de Henry las fuentes son todas cero.

Para resolver esta ecuacion se utiliza el método Runge-Kutta-Fehlberg (RKF45), el cual nos
permite resolver problemas de valor inicial, implementado en la libreria scipy, el cual se puede
utilizar de la forma

'En ingles se les conoce como “sparse matrices”, y también suelen recibir el nombre de matrices ralas.
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from scipy.integrate import solve_ivp

sol = solve_ivp(fun, t_span, UO, method=’RK45°)

donde fun es una funciéon anénima que acopla el lado derecho de la ecuacién en funcién de la
solucion U y del tiempo fun = fun(t,U), t_span es una lista que describe el intervalo de tiempo
en el que se resolvera la ecuacion (e.g. [0, 1.25]), y U0 es el vector que define las condiciones iniciales
del sistema dadas por (1.4)-(1.5), respetando los valores de las condiciones de frontera dadas por
(1.3).

Para este problema se obtuvieron soluciones en diferentes tiempos representativos ¢;, en el cual
se utilizaron los tiempos dados por la lista teval (3.10). En donde se considera que en el tiempo
t = 0.21 se llega a la solucion estacionaria del problema,

teval = [0.00 0.01 0.05 0.21] . (3.10)

Para describir de forma amplia el problema, se llevaron a cabo diversas pruebas numéricas
utilizando distintas discretizaciones. Para generar los dominios discretizados, se emple6 la libreria
calfem-python, donde se ajusto el parametro el_size_factor. Este parametro indica el factor
de escala mediante el cual se multiplican las longitudes de los elementos (lineas que unen a los
nodos). Los valores utilizados se detallan en la Tabla 3.1, teniendo presente que el dominio de este
problema es el rectangulo Q = [0, 2] x [0, 1].

el size factor | N
0.1 274
0.05 998
0.03 2748
0.02 5969

Tabla 3.1: Valores de generacion de malla para el problema de Henry.

Los diversos dominios discretizados utilizando estos pardmetros se pueden observar en la Figura
3.4, mientras que en la Figura 3.5 se muestran los nodos identificados con diferentes colores segin
la frontera.

Se puede observar en la Figura 3.5 que las esquinas estan separadas del resto de las fronteras.
Esto se realiz6 debido a que la funcién de flujo ¥ tiene condiciones de Dirichlet y de Neumann en
posiciones diferentes a la concentracion C'. ¥ tiene condiciéon de Dirichlet en las fronteras superior
e inferior, mientras que C' tiene condicién de Dirichlet en las fronteras izquierda y derecha. Por otro
lado, las condiciones de Neumann estan dispuestas de manera opuesta: ¥ tiene estas condiciones
en las fronteras izquierda y derecha, mientras que C' las tiene en las fronteras superior e inferior.
Las esquinas son acopladas a la frontera que corresponda con una condicién de Dirichlet, debido
a que es mas sencillo gestionar este tipo de condiciones de frontera.

Se resolvid el problema utilizando diferentes conjuntos de parametros a y b, lo que resulta en
diferentes casos: el problema Original, la version de Pinder y la version Modificada. Los pardmetros
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Malla N =274 Malla N =998
1.0 1.0
0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2
0.0 0.0
000 025 050 075 100 125 150 175 2.00 000 025 050 075 1.00 125 150 175 200
(a) N =274 (b) N =998
Malla N = 2748 Malla N = 5969

(c) N = 2748 (d) N = 5969

Figura 3.4: Dominios discretizados usados para resolver el problema de Henry.

Fronteras por color Fronteras por color
1.0 10
e e | 08
06 06
0'4.'..:.:'.'..:.:.:::.:.:.:.:. 04
02 02
0.0 N DR S ...,.....<....'.'.... 0.0
000 025 050 075 100 125 150 175 200 000 025 050 075 1.00 125 150 175 2.00
(a) N =274 (b) N =998
Fronteras por color Fronteras por color
1.0 10 - &
08 08
06 06
0.4 0.4
02 02
00 00
000 025 050 075 100 125 150 175 2.0 000 025 050 075 100 125 150 175 2.00

(c) N = 2748 (d) N = 5969

Figura 3.5: Nodos con fronteras por color para los diferentes dominios del problema Henry.
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para los distintos problemas se muestran en la Tabla 3.2. Recordando que a es el pardmetro de
descarga y b es el inverso del nimero de Peclet de filtracion.

a b
Original | 0.2637 | 0.100
Pinder | 0.2637 | 0.035
Modificado | 0.1315 | 0.200

Tabla 3.2: Pardmetros de las diferentes versiones del problema de Henry.

En la Figura 3.6 se puede observar la solucion obtenida para el problema de Henry Original
(a = 0.2637, b = 0.1). Del lado izquierdo se muestra la funcién de flujo ¥ y del lado derecho
la concentracion C'. Ambas funciones estan graficadas en los tiempos dados por la lista teval
(3.10). Se puede notar que en el tiempo ¢ = 0.00 la solucion esta dada por las condiciones iniciales
(1.4)-(1.5). En estas condiciones, la funciéon de flujo ¥ tiene un valor de 1 en la frontera superior,
0 en la inferior, y condiciones de Neumann homogéneas en las otras dos fronteras; mientras que
la concentracion C' tiene un valor de 1 a la derecha, 0 a la izquierda, y condiciones de Neumann
homogéneas en las otras dos fronteras. En los siguientes tiempos se observa como va ocurriendo la
intrusion de la concentracion C' sobretodo en la parte derecha inferior del dominio, por otro lado
en la funcion de flujo ¥ se puede notar que se genera un vortice que gira en sentido horario ubicado
en la misma zona del dominio.

En la Figura 3.7 se presenta la solucion obtenida por [Li et al., 2014], utilizando un esquema
de GFDM diferente al aplicado en este trabajo. Para llegar a esta solucion, se emplearon un total
de N = 3317 nodos. Al comparar la solucion mostrada en la Figura 3.6 con la de [Li et al., 2014]
en la Figura 3.7, se observa que ambas soluciones son similares.

En la Figura 3.8 se muestra la soluciéon en el tiempo t = 0.21, para diferente ntimero total
de nodos N. Por un lado en la Figura 3.8(a) se muestra la solucion para el problema Original
(a =0.2637, b = 0.1), mientras que en la Figura 3.8(b) se puede observar la solucién para la version
de Pinder (a = 0.2637, b = 0.035). Cabe destacar que debido a la rigidez del problema se presentan
problemas en la solucién de la concentracién C' en la zona superior derecha del dominio, que es
donde esta funcion C' tiene una pendiente méas pronunciada. Estos problemas se ven superados al
momento de refinar la malla del dominio discretizado, o en otras palabras incrementar el nimero
total de nodos N, lo cual mejora la precision del método y por ende la soluciéon obtenida. Al
comparar las Figuras 3.8(a) y 3.8(b) se puede notar una diferencia en la zona inferior derecha
del dominio, ya que el problema de Pinder presenta una mayor intrusiéon de concentracion C' al
interior del dominio, esto debido al parametro b, el cual en el problema Original es b = 0.1 y en el
de Pinder es b = 0.035. Esto también afecta al vortice formado, el cual se elonga més en la version
de Pinder debido al efecto que tiene la concentraciéon C' en la funciéon de flujo .

Una comparativa de la linea isoclora? C' = 0.5 para las diferentes versiones del problema se
muestra en la Figura 3.9. Estas versiones son las mencionadas en la Tabla 3.2, las cuales son:
Original (a = 0.2637, b = 0.1), Pinder (a = 0.2637, b = 0.035), y Modificada (a = 0.1315, b = 0.2).
Se puede observar que la version de Pinder presenta una mayor intrusion que la version Original

2Se refiere a la linea de igual concentracion C. En inglés se le llama “isochlor”.
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Solution at different times with N = 5969
Watt=0.000 Catt=0.000

Watt=0.010 Catt=0.010

Watt=0.050 Catt=0.050

Yatt=0.210 Catt=0.210

“0.0 0.5 1.0 15 20 0.0 0.5 1.0 15 2.0

Figura 3.6: Solucidn del problema de Henry (a = 0.2637, b = 0.1) en diferentes tiempos t, usando N = 5969
nodos.

en la zona inferior; sin embargo, muestra una menor intrusion en la zona superior derecha. Debido
a esto, la version de Pinder tiene una pendiente mayor en la funcién de concentraciéon en la zona
superior derecha. Por otro lado, la version modificada genera una mayor intrusion que las otras
dos versiones, pero la pendiente resultante en la zona superior derecha no es tan pronunciada, lo
que hace que la linea isoclora sea méas suave.

En la Figura 3.10 se muestra la isoclora C' = 0.5 con diferente nimero total de nodos N. Del
lado izquierdo se pueden observar las obtenidas para la version de Pinder, y del lado Derecho las
obtenidas para la version modificada. Se puede notar que al refinar la malla, la linea isoclora se
suaviza y se obtienen soluciones donde la concentracion C' tiene una mayor intrusion en el interior
del dominio. Sin embargo, se puede observar que en las lineas isocloras con N = 2748 y N = 5969,
la solucién no se modifica demasiado al seguir refinando, ya que ambas curvas son muy similares,
esto indica que la solucion esta convergiendo.

Para comparar resultados, se suele utilizar una medida llamada xToe. El xToe representa la
coordenada x en la que la isoclora C' = 0.5 hace contacto con el eje horizontal (eje ). Una
recopilacion de los diferentes valores de xToe obtenidos en distintas referencias se presenta en la
Tabla 3.3.
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Figura 3.7: Solucién del problema de Henry (a = 0.2637, b = 0.1) obtenida por [Li et al., 2014] usando

N = 3317 nodos.

Original Pinder Modificado

1.089 [Henry, 1964a] 192720? [Pinder and - Cooper Jr, |4 70 1o noovin and Guo, 1999]
1.371 [Gotovac et al., 1.078 [Simpson and Clement,
2003] 1.245 [Segol et al., 1975] 2004]

1.393 [Simpson and Cle- 1.074 [Simpson and Clement,
ment, 2004] 1.154 [|Gotovac et al., 2003] 2004]

1.373 [Meca et al., 2007]
1.380 [Li et al., 2014]
1.3510 [Roman-Gutiérrez
et al., 2022]

1.158 [Meca et al., 2007]

1.173 |Li et al., 2014

1.1620 [Roman-Gutiérrez et al.,
2022]

1.059 [Meca et al., 2007]

1.056 |Li et al., 2014|

1.1230 [Roman-Gutiérrez et al.,
2022]

Tabla 3.3: Comparacion de la posicion de xToe para la isoclora C' = 0.5.
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Solution with differetn N at t = 0.21 Pinder (@ = 0.2637, b = 0.035) Solution with differetn N at t = 0.21
W, N =274 C,N=274 W, N=274 C,N=274

| -

W, N =998 | W, N=998 C,N =998
Y, N =5969 C, N =5969 W, N=5969 C, N =5969
(a) Henry (a = 0.2637, b = 0.1) (b) Pinder (a =0.2637, b = 0.035)

Figura 3.8: Solucion de los problemas de Henry (a = 0.2637, b = 0.1) y Pinder (a = 0.2637, b = 0.035)
con diferente N, en el tiempo t = 0.21.

Isochlor C=0.5

1.0 —— Original
—— Pinder
—— Modified

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

0.8 1.0 1.2 14 1.6 1.8 2.0 2.2

Figura 3.9: Isoclora C = 0.5 para las tres versiones del problema: Original (a = 0.2637, b = 0.1), Pinder
(a = 0.2637, b = 0.035), Modificado(a = 0.1315, b = 0.2), en el tiempo estacionario t = 0.21, empleando
N = 2748 nodos.

Por dltimo, en la Figura 3.11 se muestran las soluciones en el tiempo ¢ = 0.21 para las tres
versiones (ver Tabla 3.2). En la parte superior se muestran las lineas de flujo U, en el centro estan
las concentraciones C, y en la parte inferior se presenta el campo de velocidades. En esta Figura se
pueden apreciar de manera general las diferencias entre los resultados obtenidos para cada una de
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Pinder (a = 0.2637, b =0.035) Modified (a = 0.1315,b =0.2)

10 == N=274 X -— N=274 .
— N=998 f — N=998 \)
——. N=2748 i ——. N=2748 b

N =5969 4

I
1
1
0.8 i
I
|/
0.6
0.4

0.2

0.0

1.2 1.4 1.6 1.8 2.0 12 14 1.6 18 2.0

Figura 3.10: Isoclora C = 0.5 en las versiones de Pinder y Modificada, para diferente N, en el tiempo
estactonario t = 0.21.

las versiones. La version de Pinder muestra una mayor intrusion de agua salada en la parte inferior
del dominio, pero menor en la zona superior; mientras que la versiéon modificada presenta mayor
intrusion que las otras dos versiones, tanto en la zona superior como en la inferior. Esta intrusion
provoca un flujo de entrada al dominio, generando asi un voértice en la zona inferior derecha, como
se muestra en las graficas de la funcion de flujo ¥ y de la velocidad. Es importante recordar que
U es una funcion potencial de las velocidades del flujo, por esta razéon estas figuras presentan
similitudes.

En la Tabla 3.4, se presentan los ntimeros de condiciéon obtenidos para las matrices D ensam-
bladas, utilizando diferentes ntimeros totales de nodos N. Es evidente que el problema exhibe una
alta rigidez, como se refleja en los nimeros de condicién significativamente altos. Esta rigidez se
puede agravar debido a los términos no lineales del problema, que resultan en la multiplicacién de
las matrices D;I’ por D¢ y las matrices DY por Df , ambas con una rigidez considerable, como se
detalla en la Tabla 3.4. A pesar de ello, se lograron obtener resultados aceptables, lo que sugiere
la capacidad y robustez de GFDM.

DY DY DY D¢ D¢ D¢
N =274 [ 1.03 x 108 | 1.49 x 10™ | 2.31 x 10° | 2.89 x 10" | 4.98 x 107 | 3.31 x 10
N =998 | 3.48 x 10'7 | 1.58 x 10" | 1.21 x 10%* | 5.61 x 10 | 1.01 x 10*® | 1.74 x 10%
N =2748 | 1.32 x 10 | 1.94 x 102 | 4.41 x 10%* | 7.23 x 10%* | 2.08 x 10*® | 6.60 x 10%
N =5969 | 7.13 x 10'7 | 3.29 x 10" | 1.17 x 10% | 3.33 x 102 | 3.22 x 10" | 1.76 x 10%

Tabla 3.4: Ndmeros de condicion obtenidos para las diferentes matrices obtenidas al discretizar la parte

espacial del problema de Henry usando el esquema de GFDM propuesto.
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Solution at t = 0.21 for different values a, b, using N = 5969
W Original W Pinder W Modified

1.0

o C Original C Pinder C Modified

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

Velocity Original Velocity Pinder Velocity Modified
1.0 N e e e S S NN N e NN e S D S O e ]
—— —— g

0.00 025 050 075 1.00 1.25 150 1.75 2.00 0.00 025 050 075 1.00 1.25 150 1.75 200 00 0.5 1.0 15 2.0

Figura 3.11: Funcion de flujo ¥, Concentracion C, y campo de velocidad, para las tres versiones del
problema de Henry: Original (a = 0.2637, b = 0.1), Pinder (a = 0.2637, b = 0.035), Modificada (a =
0.1315, b= 0.2). Empleando N = 5969 nodos.

3.2. Problema de Elder

Las ecuaciones gobernantes que describen este problema son aquellas dadas por las ecuaciones
(1.6)-(1.7):

0*  O*W oC

W‘Fa—yz—Ra%:O,
PO _FC (W00 guaCY o0
or?  Oy? oy 0x  Ox Oy ) Ot

El dominio esta definido por el rectangulo ©Q = [0,4] x [0, 1]. Las condiciones de frontera para la
funciéon de flujo ¥ estdn dadas por

Ulon =0, (3.11)

de tal forma que entonces la velocidad de flujo en todas las fronteras es cero:
=%y =
ov
or

Vg 0,

0.

Uy:
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Por otro lado las condiciones de frontera para la concentracion C' estan definidas como

Cp(x=0,y) =0, (3.12)
Ch(z=4,y)=0, (3.13)
C(z,y=0)=0, (3.14)
Cl<z<3,y=1)=1, (3.15)
Co(t<1ANDz>3,y=1)=0, (3.16)

Las condiciones de frontera pueden observarse detalladamente en la Figura 1.9(b).

Analogamente que en el problema de Henry, en este problema las ecuaciones gobernantes estan
acopladas, por lo que es necesario discretizar cada operador diferencial por separado, quedando de
la forma

g—i ~ DY+ FY (3.17)
‘Z—‘; ~ DYV + FY (3.18)
Z_S ~ DOC + FC (3.19)
g_j ~ DCC 4 FC (3.20)
?;7\12’ + %’ ~ DYV + Fy (3.21)
g%f . %27(27 ~ DEC 4 FC. (3.22)

Entonces, sustituyendo las aproximaciones de las derivadas (3.17)-(3.22) en las ecuaciones gober-
nantes del problema (1.6)-(1.7), se obtienen las ecuaciones gobernantes discretizadas (3.23)-
(3.24), en donde se ha discretizado la parte espacial del problema

DYV — RaDS¥C + Fy — RaFS" =0, (3.23)
DEC+ F§ — (DY + BYe) « (DSC + FC) — (DY + F¥e) « (D5C + FO)] = . (324)

En la ecuacién (3.23), la matriz DS¥ es una modificacién de la matriz DS, y el vector FCv
es una modificacién del vector FC, en donde las filas de la matriz y los elementos del vector,
correspondientes a los nodos de frontera, se han llenado con ceros. Esto se implementa con el
objetivo de evitar las modificaciones en las condiciones de frontera dadas para la funcion de flujo
W. Por otro lado, en la ecuacion (3.24), las matrices D;)¢, DY, y los vectores F,/¢, F'¢, son
modificaciones de D;I’ , DY, F;’ , v FY respectivamente, donde los valores correspondientes a los
nodos de frontera se han llenado de ceros. Esto se realiza con el objetivo de evitar las modificaciones
en las condiciones de frontera de la concentracion C'. El simbolo * implica una multiplicacion
elemento a elemento entre dos vectores, ya que los productos matriz-vector (e.g. DV, DC') resultan
en un vector. Se puede notar que los elementos que estan entre paréntesis en la ecuacion (3.24)

son los elementos no lineales del sistema.
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Definiendo el vector solucién U como

v
=\l
Entonces, se puede escribir el sistema (3.23)-(3.24) de la forma
dU D\I/ 7R(LD§‘I’ F\I} — RaFZC\IJ
ar [ 0 DS ] U+ | [(D;PC\I/+F;DC) % (D§C—|—2FIO) - (DEO\IJ+FXC) * (D50+F5)] ’ (3.25)

donde, del lado derecho, el primer término acopla la parte lineal del sistema, y el segundo término
acopla la parte no lineal y los valores conocidos dados por las condiciones de frontera. Para resolver
esta ecuacion se utiliza el método Runge-Kutta-Fehlberg (RKF45), el cual nos permite resolver
problemas de valor inicial, implementado en la libreria scipy, el cual se ejecuta de la forma

from scipy.integrate import solve_ivp

sol = solve_ivp(fun, t_span, UO, method=’RK45°)

Resolviendo el problema expresado en la ecuacion (3.25), se obtiene la solucion U para todos los
nodos del dominio discretizado. Para este ejemplo se utilizaron diferentes discretizaciones, donde se
modifico la variable el_size_factor que utiliza la libreria calfem-python para refinar las mallas.
En la Tabla 3.5 se muestran los valores de esta variable junto al nimero total de nodos N que se
obtuvieron para este problema. Recordando que el dominio del problema de Elder tiene dos veces
mas longitud que el del problema de Henry (rectangulo Q = [0, 4] x [0, 1]).

el size factor | IV
0.1 533

0.06 1430

0.03 5453

0.027 6820

Tabla 3.5: Factor de refinamiento y nimero total de nodos N obtenidos para los ejemplos resueltos del
problema de Elder.

En la Figura 3.12 se muestran los N nodos del dominio discretizado, diferenciando las diferen-
tes fronteras mediante colores. Se puede observar que la frontera superior se ha dividido en tres
segmentos: Top-a, Top-b y Top-c. Esto se realiz6 debido al cambio de las condiciones de frontera
presentes en la parte superior del dominio. Ademas, se puede notar que las esquinas se han se-
parado para manejar las condiciones de Neumann de la concentracion C. Se considerd la esquina
superior derecha como parte de la frontera derecha y la esquina superior izquierda como parte de
la frontera izquierda; de esta manera, los vectores normales en las esquinas son simétricos, siendo
en este caso los vectores 1 y -1 respectivamente. Esto se llevd a cabo porque, al unir la frontera
derecha con Top c y la frontera izquierda con Top a, los vectores no resultaban ser exactamente
simétricos debido a que el dominio discretizado no es simétrico. Estas asimetrias son més evidentes
en la Figura 3.12(d).

En la Figura 3.13 se muestra la soluciéon de este problema, empleando un ntimero de Rayleigh
Ra = 400, y un total de N = 6820 nodos del dominio discretizado. Del lado izquierdo se muestra
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Figura 3.12: Dominios discretizados, rectangulo @ = [0,4] x [0,1], para el problema de Elder, con las
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diferentes fronteras identificadas por color.
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la Funcién de flujo ¥ y del lado derecho la concentracion C'. Ambas funciones se visualizan en
diferentes tiempos, t = 0.000, ¢t = 0.015, t = 0.050, t = 0.100, ¢t = 1.239. Aunque las condiciones de
frontera son simétricas vecticalmente respecto al centro del dominio (x = 2), la soluciéon obtenida
presenta pequenas asimetrias debido a que el dominio discretizado también presenta asimetrias en
la distribuciéon de los nodos.

Solution at different times with N = 6820
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Figura 3.13: Solucion del problema de Elder. Funcion de flujo U (Izquierda) y Concentracion C' (Derecha)
en diferentes tiempos: t = 0.000, t = 0.015, ¢ = 0.050, t = 0.100, ¢t = 1.239. Usando un total de N = 6820
nodos en el dominio.

En la Figura 3.14 se presenta la solucion obtenida por [Li et al., 2014], utilizando un esquema
de GFDM distinto al empleado en este trabajo. Para alcanzar esta solucion, se utilizoé un total de
N = 6597 nodos. Se puede observar que solo se visualiza la mitad del dominio, y [Li et al., 2014]
argumenta que esto se debe a la simetria del problema. Sin embargo, en este trabajo notamos que,
debido a las asimetrias del dominio discretizado que se observan Figura 3.12, la soluciéon puede
presentar ligeras perturbaciones en la simetria de la misma.

Para evaluar numéricamente la consistencia del esquema de GFDM utilizado, en la Figura 3.15
se muestran las lineas isocloras C' = 0.2 y C' = 0.6 en el tiempo t = 0.05, utilizando diferentes
numeros de nodos N en el dominio discretizado: N = 533, N = 1430, N = 5453 y N = 6820. Se
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Figura 3.14: Solucion del problema de Elder obtenida por [Li et al., 2014/, utilizando un total del N = 6597
n0dos.

puede observar que las concentraciones C' en las soluciones con N = 5453 y N = 6820 son muy
similares, lo que sugiere que el esquema de GFDM es consistente.

Por dltimo, en la Figura 3.16 se muestra la soluciéon en el tiempo ¢ = 1.239, usando un total de
N = 6820 nodos en el dominio discretizado. Se observa la funciéon de flujo ¥, la concentracion C,
y el campo vectorial de velocidades. Esta solucion tiene consistencia con los resultados obtenidos
por [Meca et al., 2007] y [Li et al., 2014].

En la Tabla 3.6 se presentan los ntmeros de condiciéon de las matrices D utilizadas en el
problema, para las distintas pruebas realizadas con diferentes ntimeros totales de nodos N. Es
evidente que las matrices con mayor rigidez son DS y Df , las cuales estan asociadas con los
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C at t = 0.05 for different N

10 N =533 1.0 N=1430 1.0

0.6 0.6

0.5
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» N =5453 o N = 6820 o
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Figura 3.15: Isocloras C' = 0.2 y C' = 0.6 del problema de Elder en el tiempo t = 0.05, para diferente
ndmero de nodos N.

Solution at t =1.239 using N = 6820

Velocity

Figura 3.16: Solucion del problema de Elder estacionaria (t = 1.239), empleando N = 6820 nodos.

términos no lineales del problema. Esta caracteristica puede contribuir a incrementar atin mas la
rigidez del problema completo. Es importante destacar que, a pesar de esta alta rigidez, se lograron
obtener resultados aceptables.

3.3. Conveccion Natural Difusiva Doble en un Medio Poroso
Saturado (CNDD-MPS)

Como ya se ha mencionado, las ecuaciones gobernantes del problema CNDD-MPS, son pare-
cidas a las ecuaciones del problema de Henry y del problema de Elder. La diferencia esta en que
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DY DY DY D¢ DY DY
N =533 | 1.16e + 04 | 3.05¢ + 08 | 1.89¢ + 03 | 1.10e + 17 | 3.20e + 17 | 2.85¢ + 03
N = 1430 | 4.49¢ + 03 | 2.49¢ + 06 | 7.86¢ + 03 | 1.04e + 18 | 7.10e + 18 | 1.10e + 04
N = 5453 | 3.72¢ + 04 | 6.05¢ + 04 | 4.33¢ + 04 | 4.51e + 17 | 6.80e + 17 | 6.24¢ + 04
N = 6820 | 8.36¢ + 04 | 2.19¢ + 05 | 6.03¢ + 04 | 3.13¢ + 17 | 5.89¢ + 17 | 8.76¢ + 04

Tabla 3.6: Ndmeros de condicion obtenidos para las diferentes matrices obtenidas al discretizar la parte
espacial del problema de Elder usando el esquema de GFDM propuesto.

se agrega una variable dependiente més, la cual es la temperatura 7', y por ende es necesario con-
siderar una ecuacioén gobernante extra. Las ecuaciones gobernantes de este problema estdn dadas
por las ecuaciones (1.10)-(1.12):

2 2y
g—qj+g—2+Raaﬁ(T+N0)
0*T L oT T ov (’9T ov oT 0
oz oy Oy 890 or oy
82_O+82_C_L (8\1180 8‘1’60) _oC
ox2  Oy? Oy Oxr Oz Oy ot~

La otra diferencia importante a destacar es la geometria del dominio, el cual ya no es un rectangulo,
sino un paralelogramo que tiene un angulo de inclinaciéon 6 respecto del eje horizontal, como puede
observarse en la Figura 1.10(a).

Los diferentes operadores diferenciales parciales, presentes en las ecuaciones gobernantes (1.10)-
(1.12), se aproximan separadamente usando GFDM de la forma

v o NV v [ v o Nv V[ 0%Y | 9% . nY v
5% DYV F | 5, 2 D/V+Fy 3g2+8g ~ DyV + F,
S~DIT+F | S ~DIT+F] | 55 +55~D]T+Ff (3.26)
oC . NC Cc | oC  nC Cc | &C | &°C . nC C
5 R D, C+F | So=D/C+F) | 55+ 55~D;0+ 1

Los superindices de las matrices D y los vectores F' representan las condiciones de frontera que
se deben respetar al discretizar cada operador, ya sean las condiciones de la funcién de flujo
U, la temperatura T" o la concentracion C'. Estas condiciones de frontera se pueden observar
detalladamente en la Figura 1.10(b). Por otro lado, los subindices x, y y 2 representan el tipo de
operador diferencial que se esté aproximando, ya sea una derivada en direccién x o y, o el operador
laplaciano.

Usando las ecuaciones (3.26) para reemplazar las derivadas en la ecuaciones gobernantes (1.10)-
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(1.12), se obtienen las ecuaciones gobernantes discretizadas (3.27)-(3.29)

Dy + RaD;*T + RaND;*C + Fy' + RaF;* + RaNF;™ =0,

(3.27)
DyT + Ff — (D)™ + R)™)  (DLT + F}) + (Dy™0 + F,'") « (D) T + F) =0,
(3.28)
ac
D5C + Fy — Le (DU + F¢) » (D7 C + FY) + Le (Dy°U + F'¢) » (D C + Fy) =—.
(3.29)
Definiendo el vector solucion U como
v
U=|T|. (3.30)
C
Se puede organizar el sistema (3.27)-(3.29) de manera matricial como
au
o =AU+ B(U), (3.31)

donde la matriz A y el vector B(U) estan definidos como

DY RaDT RaNDCv
A=|0 DI 0 ,
0 0 DY

Fy + RaFl" + RaNFv
BU)=| Ff = (D¥rW+ FE7) « (DIT + FT) 4 (D0 + FY7) « (DIT + FY) |,
F{ — Le (DU + Fo)  (DSC + FC) + Le (DYeW + FY¢) « (DSC + F)

donde los términos que aparecen entre paréntesis representan la parte no lineal del sistema. El
problema de valor inicial (3.31) se resuelve utilizando las condiciones iniciales (1.13)-(1.15), las
cuales indican condicién inicial cero para las tres variables: W, T, C'. De esta forma la condicion
inicial dentro del dominio se puede expresar como

Up(z,y,t =0)=0, (3.32)

el cual es un vector de dimension igual al nimero de nodos en el interior del dominio. Se debe
tener en cuenta que las condiciones de frontera deben respetarse dentro del vector U.

Entonces resolviendo el sistema (3.31) con las condiciones iniciales (1.13)-(1.15) acopladas en
el vector Uy, y respetando las condiciones de frontera (Figura 1.10(b)), se obtienen la solucion
del problema U. Para resolver la parte temporal del problema se utiliz6 el método Runge-Kutta-
Fehlberg (RKF45) implementado en la libreria scipy, el cual puede ser usado de la forma

from scipy.integrate import solve_ivp

sol = solve_ivp(fun, t_span, UO, method=’RK45°’)
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donde fun es una funciéon anénima que acopla el lado derecho de la ecuacién en funcién de la
solucion U y del tiempo fun = fun(t,U) = AQU+ B(U). El producto @ en Python representa una
multiplicacién matricial, en este caso la matriz A por el vector U. t_span es una lista que describe
el intervalo de tiempo en el que se resolvera la ecuacion, en este caso se utilizo t_span = [0,0.13],
y U0 es el vector que define las condiciones iniciales del sistema dadas por (1.13)-(1.15), respetando
los valores de las condiciones de frontera mostradas en la Figura 1.10(b).

Para este problema se utilizaron dos discretizaciones, las cuales se realizaron utilizando la
libreria calfem-python, donde se modific6 el parametro el_size_factor para refinar la malla.

Los dos valores usados y el correspondiente ntimero de nodos obtenido Npoqes S€ muestran en la
Tabla 3.7.

el size factor | Nyodes
0.03 451
0.02 976

Tabla 3.7: Factor de refinamiento y nimero total de nodos Nyoges 0btenidos para los ejemplos resueltos del
problema CNDD-MPS.

En la Figura 3.17 se puede observar el dominio discretizado para este problema. En la Figura
3.17(a) se muestra una discretizacion con Npoqes = 451, mientras que en la Figura 3.17(b) se mues-
tran Npodqes = 976. Para esta discretizacion, se consideraron las esquinas del dominio como parte de
las fronteras con condiciones de Dirichlet (para la concentracion C'y la temperatura 7'), dado que
es mas conveniente tratar con este tipo de condiciones. Se pueden ver en color verde la frontera
izquierda y en color naranja la frontera derecha, ambas con condiciones de Dirichlet. Por otro lado,
en color amarillo y en color rosa se muestran las fronteras superior e inferior, respectivamente, las
cuales cuentan con condiciones de Neumann. Una vista detallada de las condiciones de frontera se
muestra en la Figura 1.10(b).
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Bottom Bottom
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(a) Niodes = 451 (b) Niodes = 976

Figura 3.17: Dominio discretizado para el problema CNDD-MPS, donde los nodos de frontera estdn resal-
tados en diferentes colores.
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Este problema se resolvid utilizando un nimero de Rayleigh Ra = 100, ntimero de Lewis
Le = 0.8, tasa de flotabilidad N = 2. Estos parametros fueron tomados de los ejemplos mostrados
en |Li et al., 2018] y [Costa, 2004], donde se resuelve el caso estacionario de CNDD. Al no encontrar
un valor para el tiempo estacionario se propuso un tiempo estacionario de toy = 0.13, ya que
después de este tiempo la diferencia en solucién obtenida resulta poco significativa. En la figura
3.18 se muestra la soluciéon obtenida en diferentes tiempos ¢, usando un total de N,oqes = 976
nodos. Especificamente se muestran los tiempos ¢ = 0.000, ¢ = 0.015, y ¢ = 0.130. La solucién
obtenida en el tiempo ¢t = 0.130 concuerda con la solucion estacionaria de |Li et al., 2018, Costa,
2004].

Solution with Npodes = 976
W att=0.000 le-14 Tatt=0.000 Catt=0.000
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Figura 3.18: Solucion del problema CNDD-MPS usando Npoges = 976, Ra = 100, Le = 0.8, N = 2,
test = 0.13.

En la Figura 3.19 se presentan los resultados para la solucion del problema estacionario, %C =0,
de CNDD-MPS. En el lado izquierdo se muestra la soluciéon obtenida en [Li et al., 2018|, mientras
que en el lado derecho se presenta la solucion proporcionada por [Costa, 2004]. Por otro lado, los
parametros mencionados en [Li et al., 2014] son: § = 30°, H/L = 0.5, Ra = 100, N = 2, Le = 0.8,
To=0.5,Co =0, ¥y =0,y N =1094. Los parametros mencionados en [Costa, 2004] son: § = 30°,
H/L = 0.5, Ra =100, N =2,y Le = 0.8. Se puede observar que los resultados de la Figura 3.18
son similares a los obtenidos en [Li et al., 2018, Costa, 2004] y mostrados en la Figura 3.19.
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Figura 3.19: Solucion del problema estacionario, %—? = 0, de CNDD. Soluciones obtenidas por [Li et al.,
2018] (izquierda) y [Costa, 2004] (derecha).

(e) C

Para demostrar la consistencia del esquema de GFDM propuesto, en la Figura 3.20 se muestran
las isocloras C' = 0.2 y C' = 0.6 para diferentes niimeros de nodos: Nyoges = 451 ¥ Npodes = 976. Se
puede observar que las isocloras se vuelven mas suaves al aumentar el nimero de nodos. Ademas,
se nota que las soluciones son muy similares, lo que sugiere que son soluciones validas.
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Catt=0.03 for different Nnogdes

Npodes =451, t=0.03 Nnoges =976, t=10.03 1.0
0.8
0.6 0.6
0.4
0.2
0.2
0.0
00 02 04 06 08 10 0000 02 4 . 0.0

Figura 3.20: Isocloras C' = 0.2 y C = 0.6 en el tiempo t = 0.03

En la Tabla 3.8, se presentan los ntimeros de condicion de las matrices D del problema para
los dos casos estudiados: Npodges = 451 Y Npodes = 976. Se observa que las matrices D, y D,
exhiben una mayor rigidez, siendo estas matrices parte de los términos no lineales del problema.
Esto contribuye a aumentar la rigidez del problema completo. A pesar de ello, se han obtenido
resultados aceptables, lo que sugiere la capacidad de GFDM.

DY DY DY DT DT DT DS Dg DY

Nyodes = 451 | 3.71 x 10 | 5.25 x 1019 | 1.50 x 10°% | 2.21 x 10'* | 1.69 x 10'¢ | 3.28 x 10°¢ | 2.21 x 10™* | 1.69 x 10'® | 3.28 x 10°4
Niodes = 976 | 7.47 x 1011 | 3.04 x 10%% | 4.09 x 109% | 3.13 x 10'2 | 4.36 x 10" | 9.02 x 10°* | 3.13 x 102 | 4.36 x 10’0 | 9.02 x 10°*

Tabla 3.8: Numeros de condicion obtenidos para las diferentes matrices obtenidas al discretizar la parte
espacial del problema de CNDD-MPS usando el esquema de GFDM propuesto.
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“E's imposible ser matemdtico sin ser un poeta del alma.’
- Sofia Kovalévskaya.

En este trabajo presentamos un esquema del Método de Diferencias Finitas Generalizadas
(GFDM) que no requiere una funcion de peso. Este esquema ha demostrado ser 1til para obtener
soluciones a diferentes problemas relacionados con flujos de aguas subterréaneas, incluyendo el pro-
blema de Elder, el problema de Henry y el de la conveccién natural difusiva doble. Estos problemas
ofrecen un gran potencial para analizar el impacto ambiental en acuiferos, especialmente en aque-
llos cercanos a las costas. Ademas, son cruciales como pruebas para evaluar métodos numéricos y
pueden ser valiosos para mejorar la gestion de los recursos hidricos, particularmente en acuiferos
afectados por la sobreexplotacion.

GFDM se ha destacado como una herramienta poderosa para resolver sistemas de ecuaciones
diferenciales parciales, especialmente en situaciones donde los parametros fisicos y geométricos
tienen una influencia significativa en el comportamiento de la solucion. Cabe destacar que muchos
problemas fisicos se describen mediante modelos matematicos expresados a través de ecuaciones
diferenciales parciales.

El esquema GFDM produce resultados satisfactorios en comparaciéon con otras metodologias.
Su flexibilidad permite adaptarse eficazmente a dominios irregulares, que suelen ser discretizados
mediante mallas o nubes de nodos distribuidos de manera no estructurada. Ademas, la robustez
de GFDM es notable en problemas complejos, donde la interacciéon de miltiples factores puede
dificultar la resoluciéon. Esto se observa en las ecuaciones gobernantes de los problemas resueltos, las
cuales presentan acoplamiento y no linealidad. La capacidad de GFDM para manejar eficientemente
ecuaciones diferenciales parciales en sistemas complicados lo convierte en una herramienta valiosa
para la investigacion y el anéalisis de fenémenos fisicos complejos.

Para validar nuestro esquema propuesto, llevamos a cabo pruebas con diferentes nimeros
totales de nodos, representados por N. Las principales diferencias entre nuestro enfoque y los
métodos propuestos por otros autores son las siguientes. En primer lugar, empleamos tinicamente
6 nodos de soporte ¢, a diferencia de los 12, 16 y 20 nodos utilizados en investigaciones anteriores,
tales como |Li et al., 2014, Li et al., 2018, Costa, 2004, Benito et al., 2001|. En muchos estudios, se
establece un nimero de 27 nodos de soporte para problemas en 2D. La utilizaciéon de un menor
numero de nodos de soporte, como se sugiere en este trabajo, conlleva a matrices de diferenciacion
mas dispersas. Si bien es necesario reconocer que problemas con capas limite fuertes o zonas de alto
gradiente podrian requerir un mayor nimero de nodos de soporte ¢q. En dltima instancia, el nimero
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de nodos de soporte depende del problema y requiere una investigacion adicional. Segundo, debido
a que generamos los nodos de soporte a partir de nubes inicialmente estructuradas, la seleccion
de nodos de soporte es automatica y muy simple. Por otro lado en los documentos mencionados
anteriormente se tuvo que implementar un algoritmo adicional para la seleccién de los nodos de
soporte. Una caracteristica importante es que el esquema propuesto, no se requiere una funcién de
peso. Esta también es una diferencia relevante con respecto a otras variantes del método, ya que,
en consecuencia, el esquema es mas simple que los utilizados en [Li et al., 2018, Benito et al., 2001].

Los problemas relacionados con el flujo de agua subterrdnea son esenciales para entender los
fenomenos de transporte que ocurren dentro de los acuiferos. Son especialmente importantes en
la gestion sostenible de los recursos hidricos, particularmente en las regiones costeras, donde la
intrusion de agua salada puede convertirse en un desafio significativo. Otro factor relevante es
la difusion de contaminantes en estos acuiferos, como por ejemplo: metales pesados, pesticidas
0, como ya mencionamos, el agua salada, entre otros. Ademas, el aumento en la demanda de
agua, impulsado por el cambio climatico, la agricultura y el crecimiento urbano, ha incrementado
estos problemas. Asimismo, estos factores han provocado un aumento en la producciéon de residuos
y, en consecuencia, en la proliferacion de vertederos, los cuales pueden actuar como fuentes de
contaminacion del agua subterranea.

Debido a que el agua subterranea es utilizada por una gran parte de la poblacién como fuente de
agua de uso domestico, es de vital importancia entender estos fendmenos, ya que su contaminacion
puede conllevar riesgos graves para la salud, como enfermedades relacionadas con la exposicion a
metales pesados o sustancias quimicas peligrosas. Ademés, la degradacion de la calidad del agua
subterranea también puede afectar el suministro agricola e industrial, limitando el acceso a este
recurso en sectores que dependen de su disponibilidad.

Por otro lado, los efectos sobre la infraestructura no son menores. La contaminacion del agua
subterranea puede generar el deterioro de redes de distribucion de agua potable, sistemas de riego
y otras instalaciones hidraulicas, lo que a su vez eleva los costos de mantenimiento y reparacion.
En areas costeras, la intrusiéon de agua salada no solo reduce la calidad del agua, sino que también
puede afectar suelos agricolas, provocando la pérdida de fertilidad y comprometiendo la produccion
alimentaria.

Los resultados de las pruebas numéricas muestran que el GFDM es un método numérico
alternativo interesante para resolver problemas de flujo de agua subterranea. Teniendo en cuenta
los resultados de este documento y los de las referencias, esto sugiere que el GFDM también es
una opcién para resolver un rango mas amplio de ecuaciones diferenciales parciales.

Para un trabajo futuro se busca abordar otros problemas de conveccion-difusion, como la
ecuacion de Richards, que resulta especialmente relevante en hidrologia y estudios de suelos. Esta
ecuacion describe como se desplaza el agua a través de un medio poroso en respuesta a gradien-
tes de presion. Mediante el esquema de GFDM propuesto, es posible implementar esta ecuacion
en dominios con diversas geometrias y condiciones de frontera, permitiendo simular una amplia
variedad de situaciones.

También se pretende desarrollar una formulacion del GFDM que sea aplicable a situaciones
en las que el dominio contiene dos materiales con propiedades distintas. En este contexto, el lugar

CONCLUSIONES Y TRABAJO FUTURO



CONCLUSIONES Y TRABAJO FUTURO 91

en el que ocurre el cambio de un material a otro se denomina “interfaz”, y este tipo de problemas
se conocen como problemas multicapa. Con frecuencia, para simplificar la resoluciéon de muchos
problemas, se asume que el material en estudio es homogéneo e isotrépico, aunque en la realidad
esto es poco comun. Los problemas multicapa nos permiten tener una primera aproximacion a la
complejidad que implica tener un material heterogéneo en el dominio de estudio.

Por tltimo, es importante mencionar que hasta ahora sélo se han abordado problemas en 2D,
principalmente debido a las complicaciones que surgen al agregar una dimension adicional para
resolver problemas en 3D. No obstante, existe un interés considerable en ampliar la metodologia
utilizada a problemas tridimensionales. Este paso hacia el 3D se busca con el objetivo de abordar
situaciones mas complejas y proporcionar soluciones maéas precisas y detalladas. La extension a
problemas en tres dimensiones permitird una representacion mas fiel de la realidad en diversos
campos de aplicacion, brindando asi un enfoque més completo y robusto para la resolucion de
problemas mediante un esquema de GFDM adecuado.
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“Dame un punto de apoyo y moveré el mundo.’
- Archimedes.

Anexo A: Métodos usados para la integraciéon temporal

A continuacion se describen brevemente diferentes métodos de integraciéon cominmente usados
para resolver ODEs, los cuales, en este trabajo son empleados para resolver la parte temporal de
algunos problemas. Cada método presenta un ejemplo 1D y uno 2D para referencia.

Método de Euler hacia adelante

El objetivo es obtener una aproximacion al problema de valor inicial
= f(t,u) , u(to) = ug - (3.33)

Se puede emplear la expansion en serie de Taylor hasta segundo orden, como se hizo en la seccion
2.2, para obtener una ecuacion analoga a la Diferencia hacia adelante (2.6), pero en esta ocasion
es una aproximacion en el tiempo t en lugar del espacio x

. Up+1 — W
N — .34
U A7 (3.34)

Sustituyendo la derivada temporal (3.34) en el problema de valor inicial (3.33) tenemos

Uu — U
Bl S Flt,w) .

At
Despejando se obtiene el conocido método de Euler (0 método de Euler-Cauchy)
Uiyl = Uy + Atf(tl, ul) s [ = O, 1, 2, cee (335)

el cual es un método recursivo, donde se obtiene la aproximaciéon actual utilizando la aproximacion
anterior. Si se usa [ = 0 se obtiene la ecuaciéon para el primer paso de tiempo, el cual utilizando la
condicién inicial ug como la aproximaciéon del paso anterior

uy = up + At f(to, uo) -
El error de este método es de orden O(At) [Iserles, 2009, Kreyszig, 2009].
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Ejemplo: Método de Euler en 1D para resolver 4« = au con u(t=0) =1y a = 2.

La solucién analitica de este problema es sencilla de obtener, integrando y usando la condicién
inicial para obtener la constante de integraciéon. La solucion analitica de este problema es

u = u(0)e.

En este ejemplo la condicion inicial es u(0) = 1, y la constante es o = 2, con lo cual se tiene la
solucion

u=e*. (3.36)

Por otro lado el método de Euler para este ejemplo se puede expresar de la forma

Uj41 = Uy + ozAtul ,
= u; + QAtUl s

Resolviendo en el intervalo [0, 1] y utilizando N = 11 nodos, el paso de tiempo resulta en At =

% = 0.1, con lo cual se obtienen los errores mostrados en la Tabla 3.9. En la Figura 3.21 se

t Uex | Unum | Uex — Unum

0.0 | 1.00 1.00 0.00

0.1 | 1.22 1.18 0.04

0.2 | 1.49 1.40 0.10

0.3 | 1.82 1.65 0.17

04 | 2.23 1.95 0.27

0.5 | 2.72 2.31 0.41

0.6 | 3.32 2.72 0.60

0.7 | 4.06 3.22 0.84

0.8 | 4.95 3.81 1.15

0.9 | 6.05 4.50 1.55

1.0 | 7.39 5.32 2.07
[|ter — Unum||2 = 3.0604

Tabla 3.9: Errores obtenidos con el método de Fuler, para el problema . = 2u en 1D, usando N = 11
n0dos.

puede observar la comparacion de la solucién exacta con la solucién numérica obtenida usando el
método de Euler.

Ejemplo: Método de euler para resolver la ecuacién del calor en 2D con GFDM.

La ecuacién del calor se puede expresar de la forma

ou
2 _
Viu+ f = e (3.37)

ANEXO A: METODOS USADOS PARA LA INTEGRACION TEMPORAL
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Método de Euler hacia adelante 1D

2t

Upp = 1€

6 uTLU.TTL

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

Figura 3.21: Soluciones exacta y numérica del problema v = 2u en 1D, con condicion inicial u(t =0) =1,
usando el método de Euler con N = 11 nodos.

donde se puede notar que si se anula la parcial del respecto del tiempo % = 0, lo cual representa
el problema en estado estacionario, entonces se obtiene la ecuacion de Poisson (2.30).

Después de discretizar la parte espacial del problema utilizando GFDM, se puede expresar esta
ecuacion como

dU

i = DyU + F, con Ul(ty) = Uy, (3.38)
el cual es un problema de valor inicial, donde U es el vector solucién.

Resolveremos en el dominio descrito por el rectangulo 2 = [0,3] x [0, 1]. Para este ejemplo
utilizaremos las siguientes condiciones de frontera:

ulp =u(z=0,y,t) =1,
ul, =u(z =3,y,1) =0,
Uplp = up(x,y =0,t) =0,
Uple = up(z,y = 1,1) = 0.

La condicién inicial, para los nodos interiores y las condiciones de neumann u,,, esta dada por
u(z,y,t=0)=0.
La condicién inicial para los nodos de frontera de Dirichlet, estd dada por

u(lr=0,y,t=0)=1,
u(lr =3,y,t=0)=0,

esto para que coincidan con el valor de la condicion de frontera dado. Se usaré la fuente

f(z,y,t) =0.

ANEXO A: METODOS USADOS PARA LA INTEGRACION TEMPORAL
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Al emplear el método de euler, para resolver el problema de valor inicial (3.38), entonces se
obtiene la ecuacion

U1 = U+ At(DU, + F),
Uyl = (I + Ath)Ul + AtFy, (339)

donde [ es una matriz identidad del mismo tamano que D,. Para este ejemplo se utilizé un tiempo
total de t1,; = 1.6, con un paso de tiempo At = 0.0001, necesitando un total de 16, 000 iteraciones
para completar la solucion en el intervalo ¢ = [0, 1.6]. Se grafico la solucion en diferentes tiempos
t;. Estas graficas se muestran en la Figura 3.22.
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Figura 3.22: Solucion de la ecuacion de calor V> + f = %q;, usando GFDM para discretizar la parte espacial,

y el método de Euler hacia adelante para discretizar la parte temporal, usando un total de N = 115 nodos,
16,000 pasos de tiempo, f = 0, con condicion inicial ug = 0 en el dominio excepto en las fonteras de
Dirichlet, y con las condiciones de frontera: ul; =1, ul, = 0, up|p = uplt = 0.

Método de Euler hacia atras (Euler implicito)

El método de Euler hacia atrds (BE?) es muy parecido al método de Euler hacia adelante
(FE?). Podemos obtenerlo a partir de la formula de la diferencia hacia atras (2.7), pero ahora

3Siglas en inglés de “Backward Euler”.
4Siglas en inglés de “Forbaward Euler”.

ANEXO A: METODOS USADOS PARA LA INTEGRACION TEMPORAL
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aplicada al tiempo, de la forma

. Uy — Uj—
% —_— . 3.40
Y At (3.40)

Sustituyendo esta aproximacion (3.40) en el problema de valor inicial @ = f(¢,u) (3.33), se obtiene

Uy — Up—1

A7 = f(ti,w).

Despejando se obtiene el método BE, el cual en ocasiones también es llamado método de Euler
Implicito.

w — Atf(t,w) = w1, con [=0,1,2,... (3.41)

El cual es un método iterativo que es necesario resolver para wu;. Dado que se f esta evaluada en
el paso de adelante [, en lugar del paso actual [ — 1, entonces se dice que es un método implicito.
Por el contrario el método de Euler hacia adelante, se evalua para el paso actual, por lo que es un
método explicito.

Si f es una funcioén lineal es sencillo despejar u; para obtener una ecuacion explicita. Si f es
una funcion no lineal, entonces es necesario encontrar el cero de la funcion

gt ) = w — Atf(t,w) — w—q .
Una opcion seria utilizar el método de Newton |[LeVeque, 2007].

El método de BE es computacionalmente més costoso en cada iteracion que el método FE, sin
embargo la ventaja radica en la estabilidad del método (ver Anexo B), pudiendo usar un paso de
tiempo At mas grande y por lo tanto reducir considerablemente el niimero de iteraciones totales.
Para entender mejor como se utiliza este método a continuacién se vera un ejemplo en 1D y un
ejemplo en 2D.

Ejemplo: BE en 1D para resolver &« = au, con u(0) =1y a = 2.
Recordando, la solucién exacta de este problema

d
d—?:2u, con  u(0)=1,
esta dada por la ecuacion (3.36):

u==ec

Aplicando el método BE (3.41) a este ejemplo, en el cual el lado derecho del problema de valor
inicial (3.33) resulta

f(t’u) =2u,

ANEXO A: METODOS USADOS PARA LA INTEGRACION TEMPORAL



98 ANEXOS

y entonces se tiene la ecuacion
Uu; — AZQU[ = Ul—1 -
Despejando se obtiene

(1 - 2At)ul = Uj—1,
1

U= T oAt

Aqui se presentan las ecuaciones iterativas que se obtuvieron con los métodos FE y BE a forma
de comparacion.

FE U1 = (1 + 2At)ul s
1

B R

Resolviendo en el intervalo [0, 1] y utilizando N = 11 nodos, el paso de tiempo resulta en At =

% = 0.1, con lo cual se obtienen los errores mostrados en la Tabla 3.10. En la Figura 3.23
t Uegx Unum Uexr — Unum
0.0 | 1.00 1.00 0.00
0.1 | 1.22 1.22 —0.00
0.2 | 1.49 1.49 —0.00
0.3 | 1.82 1.83 —0.00
04 | 2.23 2.23 —0.01
0.5 | 2.72 2.73 —0.01
0.6 | 3.32 3.33 —0.01
0.7 | 4.06 4.07 —0.02
0.8 | 4.95 4.98 —0.03
0.9 | 6.05 6.09 —0.04
1.0 | 7.39 7.44 —0.05
[|ter — Unum||2 = 0.0721

Tabla 3.10: Errores obtenidos con el método de Euler hacia atrds, para el problema @ = 2u en 1D, usando
N =11 nodos.

se presentan las soluciones de este ejemplo: la solucion exacta dada por (3.36), y las soluciones
numéricas obtenidas usando los métodos FE y BE.

Ejemplo: Ecuacién del calor en 2D, usando GFDM y BE.

Recordando, la ecuacion del calor esta dada por la ecuacion (3.37), donde al discretizar la parte
espacial usando GFDM, se obtiene el problema de valor inicial dado por (3.38)

au
E = DQU + F, con U(to) = UO . (342)

ANEXO A: METODOS USADOS PARA LA INTEGRACION TEMPORAL
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Método de Euler hacia atras 1D

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

Figura 3.23: Soluciones exacta y numérica del problema v = 2u en 1D, con condicion inicial u(t = 0) = 1.
usando los método FE y BE con N = 11 nodos.

Para este ejemplo se resolvera en el dominio descrito por el rectangulo 2 = [0,3] x [0,1], en el
intervalo de tiempo ¢ = [0, 1.6]. Se utilizaron las siguientes condiciones de frontera

ulp =u(zx =0,y,t) =1,
ul, =u(z =3,y,t) =0,
Unlp = un(x,y =0,t) =0,
Ul = up(z,y = 1,1) =0,
y la condicioén inicial, para los nodos interiores y fronteras de Neumann, dada por
u(z,y,t=0)=0.
Por otro lado, la condicion inicial para los nodos de frontera de Dirichlet esta dada por
u(lr=0,y,t=0)=1,
u(zr =3,y,t=0)=0.

Para este ejemplo se empleo la fuente

f(x,y,t) =0.

Al utilizar el método BE para resolver el problema de valor inicial (3.38), se obtiene la ecuacion
Ul — At(DQUl + E) - Ul,1 5
(I — AtDy)U, = U1 + AtFy,
U = (I —AtDy)\(Uj—1 + AtEF),
U = A\B, (3.43)

donde I es una matriz identidad del mismo tamafio que Ds, y el simbolo \ representa la solucion
del sistema AU = B, donde la matriz A y el vector B estan defindos como

A=T-AtDy, , B=U_, +AtF.

Es posible obtener la solucion de la iteracion U, utilizando la libreria numpy de la forma

ANEXO A: METODOS USADOS PARA LA INTEGRACION TEMPORAL
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import numpy as np
Ul = np.linalg.solve(A,B)
Para este ejemplo se utilizdé un tiempo total de t1, = 1.6, con un paso de tiempo At = 0.1,

necesitando un total de 16 iteraciones para completar la solucion en el intervalo ¢ = [0, 1.6]. En la
Figura 3.24 se muestra la soluciéon U en diferentes tiempos t;.
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Figura 3.24: Solucion de la ecuacion de calor V> + f = %?, usando GFDM para discretizar la parte espacial,

y el método de Euler hacia atrds para discretizar la parte temporal, usando un total de N = 115 nodos, 16
pasos de tiempo, f =0, con condicion inicial ug = 0 en el dominio excepto en las fonteras de Dirichlet, y
con las condiciones de frontera: u|; =1, ul, =0, uplp = unlt = 0.

Método de Crank-Nicolson

Otra forma de aproximar la derivada temporal seria utilizar un promedio de las dos aproxima-
ciones anteriores, ubicandose a mitad de camino entre un paso de tiempo y el otro (t,,1), donde
2

ahora el paso de tiempo se ha dividido a la mitad (At/2). Entonces usando ambas aproximaciones

ANEXO A: METODOS USADOS PARA LA INTEGRACION TEMPORAL
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(atras y adelante) en el problema de valor inicial (3.33), ubicando las ecuaciones en ¢, 1 se obtiene

Ui — Uyl
- 2 = t
At/Q f(ul-i-la l+1) )

= t) .
At/2 flu, 1)
Usando el promedio de las dos ecuaciones y despejando se obtiene el método de Crank-Nicolson
(CN).
A N e A
2 ( A2 AR ) =g Ut i),
Ul+1—ul+l +ul+l_Ul 1
2At : :§(fl+1+fl) )
U4l — U 1
g =yt ), (3.44)

donde f(u;i1,t41) y f(u,t;) se han escrito de forma compacta como f;41 y f; respectivamente. La
principal ventaja de este método es que es un método incondicionalmente estable [LeVeque, 2007].

Ejemplo: CN en 1D para resolver &4 = au, con u(0) =1y a = 2.

Ya se ha visto que la solucién al problema
U= au, con  u(0)=1,
esta dada por
u=e

Para utilizar el método CN en el problema de valor inicial se sustituye % por el lado izquierdo
de (3.44), y se usa el lado derecho f = 2u, de tal forma que se obtiene

% - % (2ul+1 + 2Ul) .
Despejando
At At
U1 — 72Ul+1 =u + 72% ;
(1 — At)ul+1 = (1 + At)ul s
1+ At
U1 = 1_ Atul-

Para comparar se muestran a continuacion las ecuaciones obtenidas con los método FE, BE, y CN
para este ejemplo.

FE Uj+1 = (1 + 2At)ul y

1
BE = —
Uj4+1 11_+2£5tul )
CN =
Ui4+1 11— Atul

ANEXO A: METODOS USADOS PARA LA INTEGRACION TEMPORAL



102 ANEXOS

Para este ejemplo se utilizaron un total de N = 11 nodos, con lo que el paso de tiempo queda

Método Crank-Nicolson 1D

2t

Upp = 1€
¢ = FE
BE

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

Figura 3.25: Soluciones exacta y numérica del problema v = 2u en 1D, con condicion inicial u(t = 0) = 1.
usando los método FE, BE, y CN con N = 11 nodos.

de At = 0.1. Con esto se obtienen los errores mostrados en la Tabla 3.11. En la Figura 3.25 se

t Uex Unum Uexr — Unum
0.0 | 1.00 | 1.00 0.000
0.1 | 1.22 1.20 0.021
0.2 | 1.49 1.44 0.052
0.3 | 1.82 ] 1.73 0.094
0.4 | 2.23 2.07 0.152
0.5 | 2.72 2.49 0.230
0.6 | 3.32 | 2.99 0.334
0.7 | 4.06 3.58 0.472
0.8 | 4.95 4.30 0.653
0.9 | 6.05 | 5.16 0.890
1.0 | 739 | 6.19 1.197

[|ter — Unum||2 = 1.7534

Tabla 3.11: Errores obtenidos con el método de Crank-Nicolson, para el problema 1w = 2u en 1D, usando
N =11 nodos.

muestran las diferentes soluciones obtenidas con los métodos FE, BE, y CN; asi también como la
solucion exacta.

Ejemplo: Ecuacién del calor en 2D, usando GFDM y CN.

En la ecuacion del calor (3.37) se ha discretizado la parte espacial utilizando GFDM, con lo
cual se obtiene el problema de valor inicial (3.38) dado por

d
d_lt]:DQU+F, con Ulty) = Up.

Al aplicar el método CN (3.44) para discretizar la derivada temporal de este problema se obtiene

U1 —U, 1
% =5 (DoUpr + Frn + DU + F)
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Despejando
At
U — U= 5 (DaUp1 + Fip + DoUp + )
At At At
Uipr — —D2Uz+1 U+ _D2Ul + 7(Fl+1 + 1),
At At At
<I — —DQ) Ul+1 = (I + —Dz) U+ 7(}714.1 + E)
At At At
Ui = (f — 7D2) \ ((I 7D2> U+ 7(Fl+1 + Fl)) ,
At
U = A\ Bm+~§{E+y+ﬂ) , (3.45)

donde I es una matriz identidad del mismo tamano que D,, el simbolo \ representa resolver el
sistema de ecuaciones algebraicas, y las matrices A y B estan definidas como

A_I—éhb,
2
At
B=1+Ds.

Con la ecuacion (3.45) se itera para obtener la solucion U para los pasos de tiempo necesarios.
Para este ejemplo se utilizaron las condiciones de frontera

uli=wu(z=0,y,1) =1,
ul, = u(z =3,y,1) =0,
Uplp = un(z,y =0,t) =0,
Uple = up(z,y = 1,1) =0,

y las condicion inicial
u(z,y,t =0)=0,

excepto en los nodos con condiciones de frontera de Dirichlet, en los cuales la condicién inicial esté
dada por

u(lr=0,y,t=0)=1,
u(z =3,y,t=0)=0.

Se utiliz6 la fuente

f(x,y,t) =0.

La solucién obtenida en diferentes tiempos ¢; se muestra en la Figura 3.26.
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Salucién U en = 0.000 Soluciin Uen t= 0.107

10 ”
|
0.60
01
> 05 0
o045 > 05
03
00 0.30 00

00 05 10 15 20 25 30 00 05 10 15 20 25 30

Solucion Uon t= 1.067 Solucion Uon t= 1.600
Contourt Contourt
15 0.90 15 0.90
) 08 ) 08
1o o . 1o 075
050 050
' 05 0
~ 05 = 05
045 - 0s 045
00 030 o4 00 030 o1
015 015
0.5 02 0.5 02
000 000
00 05 10 15 20 25 30 00 05 10 15 20 25 30

Figura 3.26: Solucion de la ecuacion de calor V2 + f = %, usando GEDM para discretizar la parte espacial,
y el método de Crank-Nicolson para discretizar la parte temporal, usando un total de N = 115 nodos, 16
pasos de tiempo, f =0, con condicion inicial ug = 0 en el dominio excepto en las fonteras de Dirichlet, y
con las condiciones de frontera: u|; =1, ul, =0, up|p = unlt = 0.

Métodos Runge-Kutta

Muchas veces para aproximar derivadas de orden superior, y evitar calcularlas, lo que se hace
es disenar aproximaciones en diferencias finitas para que aproximen estas derivadas; esto lo logran
aproyandose en varios pasos de tiempo t;, es por esto que se les suele llamar multipaso. Para lograr
aproximar estas derivadas en un solo paso, lo que se suele hacer es usar un método multietapa, en
el que se calculan valores intermedios de la solucién y con ellos las derivadas que se usaran en este
dnico paso.

Un método Runge-Kutta de dos etapas esta dado por

Uy = Uy + %Atf(ul) , (3.46)
wr = w + Atf(u) . (3.47)

Con la ecuacion (3.46) se calcula una primera aproximacion u, a la mitad del paso de tiempo
byr=t+ % usando el método de Euler, en ese punto se utiliza la ecuacion (3.47), la cual calcula

la direccion f(u,) y se utiliza para actualizar u; un paso completo At y asi obtener u;, ;. Este
método se puede extender para resolver problemas de valor inicial @ = f(¢,u) (3.33), quedando de
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la forma
At
Uy = U + Tf(tl’ ul) s (348)
wr = w + ALf(fy 1, us) (3.49)
y en ocasiones también escrito como
k1 =y, (3.50)
At
/{32 = U + Tf(tl, ]{?1) s (351)
Ujr1 = Uy + Atf(tl+%, ]{52) (352)

Este método es de orden dos, en otras palabras, el error es de orden O(At?), es por esto que se
suele abreviar como RK2.

Un método Runge-Kutta de orden superior muy utilizado es el método de orden cuatro, el cual
es un método de cuatro etapas por lo que se abrevia RK4 y esta dado por

ki =, (3.53)
ko = u; + %f(tl, k1), (3.54)
ks = w + %f(t%, k) | (3.55)
kg =+ Atf(ty 1, ks), (3.56)
U1 = Uy + %(f(tb ki) + 2f (b1 k) + 2f (t1, k) + f(tia, ka)) - (3.57)

Un método Runge-Kutta general de orden n, se puede expresar de la forma

k= + AEY ay;f(t+ ¢ At k), (3.58)
j=1

kQ = Uy —|— At Z agjf(tl —I— CjAt, ]{/’J) s (359)
j=1

ko = w + ALY an; f(t + ¢ AL k), (3.60)
j=1

Ujr1 = Uy + At Z b]f(tl + CjAt, k']) . (361)
j=1
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Para que haya consistencia en el método se requiere

n

» ajy=c¢, paa  i=12...n, (3.62)

j=1
> b=1, (3.63)
j=1

que cuando se satisfacen, garantizan que el método sea al menos de primer orden en precision.

Los coeficientes de estos métodos se muestran frecuentemente en el llamado tableaw de Butcher:

Cl | @11 - Q1p
(3.64)

Cp, an1 e Ann

‘ by - b,

Por ejemplo para el método RK2 dado por las ecuaciones (3.50)-(3.52) se tien el tableau siguiente:

Y

1

Noi= O

[en) ST

y para el método RK4 expresado en las ecuaciones (3.53)-(3.57) se tiene el tableau

— N = O

ol O Ol
Wi O Nl
Wi —

[N

donde las entradas que no se muestran son ceros.

Una clase importante de estos métodos consiste en los métodos explicitos, lo cuales se obtienen
cuando a;; = 0 para j >= 4. Esto hace que el tableau de Butcher sea cero en todos los elementos
que estén en y arriba de la diagonal principal. En estos casos cada k; es calculada solamente con
valores k; ya calculados en pasos anteriores [LeVeque, 2007, Kreyszig, 2009).

Ejemplo: RK2 en 1D para resolver & = au, con ©(0) =1y a = 2.

Ahora usaremos RK2 para resolver el problema de valor inicial
U= au, con u(0) = g,
cuya soluciéon exacta es

u = uge™ .
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Aplicando las ecuaciones que describen el método RK2 (3.48)-(3.49) al problema de valor inicial
se obtiene

At
Uy = u + 7(aul) ,
w1 = up + At(ouy) .

Sustituyendo u, y factorizando, se obtiene la ecuacion iterativa para resolver este ejemplo, la cual
es un método Runge-Kutta de orden 2.

At
w1 = up + Ata | wy + oz?ul ,

a? At?
2

2At2
:(1+C¥At+a2 >Ul.

Sustituyendo el valor de a@ = 2 se tiene

=u + ozAtul +

Uy,

Uy = (14 2A¢ + 2A8% )y, .

Para comparar se muestran a continuacion las ecuaciones obtenidas con los métodos FE, BE, CN
y RK2.

FE U+1 = (1 + 2At)ul y
1
BE =
Ui4+1 11_ Q@tul )
CN +

U1 = mul )
RK2 Uj+1 = (1 + 2At + 2At2)ul

La soluciéon de este ejemplo, usando los diferentes métodos, se muestra en la Figura 3.27, donde se
emplean N = 11 nodos, en el dominio ¢t = [0, 1], con lo que el paso de tiempo resulta At = 0.1. Se
utiliza para este ejemplo la condicién inicial ug = 1. Los errores obtenidos usando RK2 para este
ejemplo se pueden observar en la Tabla 3.12.

Ejemplo: Ecuacién del calor en 2D, usando GFDM y RK2.

Anteriormente se ha discretizado la parte espacial de la ecuaciéon del calor usando GFDM, lo
que resulta en la ecuacion del calor discretizada (3.38)
daUu

E:DQUjLF, con Uty =Up.

Esta ecuacion es un problema de valor inicial, el cual en este caso se resolvera utilizando el método
RK2. Aplicando RK2 descrito por las ecuaciones (3.48)-(3.49)
At
Us = U + 7(052“) ’
w1 = uy + At(ou,) ,
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Método Runge-Kuta 2 1D

— g, = 1%
f = FE
BE
_— CN
+ RK2

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

Figura 3.27: Soluciones exacta y numérica del problema v = 2u en 1D, con condicion inicial u(t = 0) = 1.
usando los método FE, BE, CN, y RK2 con N = 11 nodos.

t Uex | Unum | Uex — Unum
0.0 | 1.00 1.00 0.000
0.1 | 1.22 1.20 0.021
0.2 | 1.49 1.44 0.052
0.3 | 1.82 1.73 0.094
04 | 2.23 2.07 0.152
0.5 | 2.72 2.49 0.230
0.6 | 3.32 2.99 0.334
0.7 | 4.06 3.58 0.472
0.8 | 4.95 4.30 0.653
0.9 | 6.05 5.16 0.890
1.0 | 7.39 6.19 1.197

[|ter — Unum||2 = 1.7534

Tabla 3.12: Errores obtenidos con el método Runge-Kutta de orden 2, para el problema u = 2u en 1D,
usando N = 11 nodos.

a este problema de valor inicial, se obtiene
At
U.=U + 7(D2U1 + F) , (365)
Uyl = Ul—i—At(DgU*—l-F). (366)

Con las que se puede resolver para cada paso de tiempo y asi obtener la solucion U. Para este
ejemplo se utilizaron las condiciones de frontera dadas por

y las condicion inicial

u(z,y,t =0)=0,
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excepto en los nodos con condiciones de frontera de Dirichlet, los cuales la condicién inicial esté
dada por

ulx=0,y,t=0)=1,
u(r =3,y,t=0)=0.

Se utiliz6 la fuente
f(z,y,t)=0.

La solucién obtenida en diferentes tiempos t; se muestra en la Figura 3.28. Se utilzé un total de
N = 115 nodos para discretizar la parte espacial, y un total de 160 iteraciones para resolver la
parte temporal.

Solucidn U en t= 0.000 Salucidn U en £= 0.101

|
0.60
015
0.30

0.00

0.00

00 05 10 15 20 25 30 00 05 10 15 20 25 30

(a) t = 0.000 (b) ¢ = 0.107

Solucién Uen £= 0201 Solucidn U en t= 0.503

(c) t =0.213 (d) t =0.533
(e) t = 1.067 (f) t = 1.600
Figura 3.28: Solucion de la ecuacion de calor V? + f = %, usando GFDM para discretizar la parte

espacial, y el método RK2 para discretizar la parte temporal, usando un total de N = 115 nodos, 160 pasos
de tiempo, f = 0, con condicion inicial ug = 0 en el dominio excepto en las fonteras de Dirichlet, y con
las condiciones de frontera: ul; = 1, ul, = 0, uplp = upl = 0.

Método Runge-Kuta-Fehlberg (RKF45)

E. Fehlberg [Fehlberg, 1970] propuso y desarrollé un método para controlar el tamano del paso
At, utilizando control del error entre dos métodos RK de diferente orden. Descubrié dos métodos
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de RK que juntos requerian solamente 6 evaluaciones de f en cada paso; estos son: un método de
orden 5 (RK5) y un método de orden 4 (RK4), los cuales se muestran a continuacion:

RK5 U1 = Uy + bllﬁ + -+ b6k6 s (367)
donde el vector de coeficientes b = [by, by, -+, bg| esta definido por
b £7 ’ 6656 | 285617 _g’ 2 (3.68)
135 12825° 56430 50" 55
RK4 i =u + bk + - 4 biks (3.69)

donde el vector de coeficientes b* esté definido por

o [ 25 1408 2197 1
(2167 7 25657 41047 5]

(3.70)

Para ambos métodos solo es necesario evaluar f en 6 ocaciones, las cuales estan definidas por los
coeficientes k;, y vienen dados por

= Atf(tr, w), (3.71)
1 1
= Atf <tl + 4At u; + Zlﬁ) , (372)
3 3 9
= Atf (tl + SAt u + 3—2k1 + El@) , (3.73)
1932 7200 7296
kﬁ4 = Atf (tl + — At , Uy + 2197]61 — 2197]{32 + 2197 3) (374)
439 3680 845
=Atf (tl + At u + ﬁkl — 8koy + 513 ks — 1104 4) (375)
8 3544 1859 11
=A A - — — - — )
La diferencia de ambos métodos nos da la estimacion del error del método RK4
1 128 2197
— —ul,, = —k — ks — ks + k —k: )
€t = U = Ui = 5kt = ore s T Teoqg i T 50" Tt psTe (3:77)

Con esta estimacion y una tolerancia definida, se puede decidir incrementar o disminuir el paso
At en base a estos factores. Con esto se puede reducir el nimero de iteraciones necesarias para
resolver un problema de valor inicial, ademés de que no es mucho més costoso que RK4, ya que
requiere solamente 2 evaluaciones de f mas que este.

El método RKF45 resulta de orden 5, en otras palabras el error de este método es de orden
O(At5) [Kreyszig, 2009]. Este método es muy comiuin por lo que ya viene implementado en mucho
del software disponible. En este trabajo, el método RKF45 se estara implementando desde la
libreria scipy [Virtanen et al., 2020]. La forma de utilizar este método se muestra a continuacion:
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from scipy.integrate import solve_ivp

sol = solve_ivp(fun, t_span, yO, method=’RK45°’)

donde:

fun es una funcién anénima que define el lado derecho del problema de valor inicial & = f(t, u)
que se quiere resolver.

e t_span es un intervalo [t0,7f]. El método comienza a resolver en t = t0 y resuelve hasta
llegar a t =tf.

yO0 es la condicién inicial del problema.

method es el método a utlizar. Por default usa RKF45, pero es posible utilizar otros métodos.

Ejemplo: RKF45 en 1D para resolver & = au, con u(0) =1y a = 2.

El problema de valor inicial
U= ou, con  u(0)=1 y a=2,
tiene solucion exacta dada por
u=e

La solucion numérica de este problema se puede obtener utilizando el método RK45, definiento el
intervalo donde se quiere resolver [0, 1], la funcién que representa el lado derecho del problema de
valor inicial como f(¢,u) = au, y la condicién inical ug = 1. Esto se ve en codigo como

import numpy as np
from scipy.integrate import solve_ivp

f = lambda t,u: alpha * u

intervalo = [0,1]

u0 = np.array ([1])

sol = solve_ivp(f, intervalo, u0, method=’RK45’)

sol.y.flatten ()
sol.t

[ =]
o

Se obtuvo una solucién donde se utilizaron solamente 3 iteraciones para resolver el problema en
el intervalo especificado. Esta solucion (RKF45) se puede observar en la Figura 3.29, junto con la
solucion de los otros métodos utilizados: FE, BE, CN, RK2. Los errores obtenidos con la solucion
numérica para este ejemplo se pueden obaservar en la Tabla 3.13.
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Método Runge-Kuta-Fehlberg 1D

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

Figura 3.29: Soluciones exacta y numérica del problema v = 2u en 1D, con condicion inicial u(t = 0) = 1.
usando los método FE, BE, CN, RK2, y RKF/5. Donde las soluciones utilizan N = 11 nodos, excepto
RKF/5 que solamente utiliza N = 4.

t Uex Unum Uex — Unum

0.000 | 1.0000 | 1.0000 0.000e + 00
0.076 | 1.1637 | 1.1637 | —3.000e — 09
0.566 | 3.1013 | 3.1013 | —5.842¢ — 05
1.000 | 7.3891 | 7.3893 | —2.519e — 04
[|ter — Unum||2 = 2.5856e — 04

Tabla 3.13: Errores obtenidos con el método Runge-Kutta-Fehlberg, para el problema uw = 2u en 1D, usando
N =11 nodos.

Ejemplo: Ecuacién del calor en 2D, usando GFDM y RKF45.

Recordando la ecuacion del calor en 2D esta definida como (3.37)

ou

u+f_3t

Para este ejemplo se resuelve utilizando las condiciones de frontera definidas como

ulp =u(zr =0,y,t) =1,
ul, = u(z = 3,y,t) =0,
Uplp = un(x,y =0,t) =0,
Uple = up(z,y = 1,1) =0,
con la fuente
f(x7y7t) :07

y la condicién inicial

u(z,y,t =0)=0,
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excepto en los nodos con condiciones de frontera de Dirichlet, en los cuales la condicién inicial esté
dada por

u(lr =0,y,t=0)=1,

u(lr=3,y,t=0)=0.

Al discretizar la parte espacial de la ecuacion de calor (3.37) con GFDM, queda como (3.38):

dU
E:D2U+F7 con Uty =Up.

Para usar el método RKF45 se definen fun y tsq, de la forma
fun(t,U) = DU + F,
tspan = [0,1.6].

Resolviendo como
from scipy.integrate import solve_ivp
sol = solve_ivp(fun, tspan, UO)

U = sol.y
t sol.t

se obtuvo la solcion U, para una discretizacion espacial con N = 115 nodos, y con un total de 94

iteraciones para la parte temporal. La solucién U en diferentes tiempos t; puede observarse en la
Figura 3.30.

Anexo B: Estabilidad de los métodos usados para la integra-
cién temporal

La estabilidad de un método numérico se refiere a la capacidad del mismo para controlar y
limitar el crecimiento de errores a lo largo de las iteraciones. Esto incluye diferentes tipos de errores:
debido a las condiciones iniciales, los causados por la precision de punto flotante utilizada, y errores
de truncamiento.

Existen diferentes tipos de anélisis de estabilidad. En este trabajo presentaremos la A-estabilidad
de los métodos empleados para resolver la integraciéon temporal.

A-estabilidad

La A-estabilidad es también conocida como estabilidad absoluta®, se utiliza para conocer cuan-
do un método tiene una amplificaciéon o por el contrario un amortiguamiento del error conforme
avanzan las iteraciones en el tiempo.

°En inglés “Absolute stability (A-stability)”.
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Salucién U en = 0.000 Solucidn Uen £= 0.091
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(e) t = 0.813 (f) ¢t = 1.600

Figura 3.30: Solucidon de la ecuacion de calor V2 + f = %, usando GEDM para discretizar la parte espacial,
y el método RKF45 para discretizar la parte temporal, usando un total de N = 115 nodos, 95 pasos de
tiempo elegidos por el método, usando la fuente f = 0, con condicion inicial ug = 0 en el dominio excepto
en las fonteras de Dirichlet, y con las condiciones de frontera: ul; =1, u|, = 0, uy|p = unt = 0.

Para evaluar los métodos se suele utilizar una ecuaciéon de prueba. En este caso usaremos la
ecuacion

U= au, (3.78)

para el caso donde la solucion u(t) solamente tiene un valor en cada paso de tiempo ¢;, y a es un
coeficiente que puede ser real o complejo. Se puede extender la ecuacion de prueba para el caso en
que la solucion U (t) sea un vector de dimension N, de la forma

U= AU, (3.79)

donde A es una matriz de coeficientes, reales o complejos, de tamano [N x NJ.

Meétodo de Euler hacia adelante

Aplicando el método de Euler (3.35) a la ecuacion de prueba (3.78) se tiene

U =u; + Atowy ,
w1 =(1+ Ata)uy . (3.80)
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Si consideramos el error de truncamiento de esta aproximaciéon tenemos

w1 =(1 + Ata)u, + Atr. (3.81)
El error de la primera iteracion E; solamente dependeré del error inicial Ej de la forma

E, = (14 Ata)Ey + Atr. (3.82)
Aplicando recursivamente para obtener los errores siguientes

E) =(1+ Ata)Ey + Atr,
By =(1 + Ata) (1 + Ata)Ey + Atr) + Atr,

n—1
Enp =(14 Ata)"Ey + > (14 Ata)’ Atr, (3.83)

=0
lo cual indica que el error se haré cada vez mas pequeno, siempre que se cumpla la condicién

|1+ Ataf| < 1. (3.84)

Es més comin hablar de la region de estabilidad absoluta (o simplemente region de estabilidad),
la cual es la region en el plano complejo en donde se cumple esta condicion (3.84), permitiendo
que « sea un numero complejo. Podemos escribir esta condicion (3.84) en términos del producto
z = Ata, ya que este producto es el que importa. De esta manera se puede escribir

1+2]| <1. (3.85)

Entonces la region de estabilidad para el método de Euler es el disco de radio 1 centrado en el
punto -1, como puede observarse en la Figura 3.31(a) [LeVeque, 2007].

Ahora aplicando el método de Euler (3.35) a la ecuacion de prueba multidimensional (3.79) se
obtiene

Uit =U, + AtAU,,
Ut =(1 + AtA)U;, (3.86)

que es muy parecido al resultado obtenido para u, con lo cual de manera analoga se puede llegar
a la conclusion de que el método sera A-estable cuando se cumpla la condicién

17+ AtA]| < 1, (3.87)

donde I es la matriz identidad de tamatio [N x NJ.

ANEXO B: ESTABILIDAD DE LOS METODOS USADOS PARA LA INTEGRACION TEMPORAL



116 ANEXOS

Forward Euler Backward Euler
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(a) Euler hacia adelante. (b) Euler hacia atras.
Crank-Nicolson N " Runge-Kutta 2 .
15
1.0
05
0 0.0 0
-05
-1.0
-15
o -20 o
1 2 -3 -2 -1 0 1
(c) Crank-Nicolson. (d) Runge-Kutta de orden 2.

Runge-Kutta-Fehlberg

— RK4

-4

(e) Runge-Kutta-Fehlberg.

Figura 3.31: Regiones de A-Estabilidad de los diferentes métodos utilizados para la integracion de la parte
temporal.
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Meétodo de Euler hacia atras

Ahora se utilizara el método de Euler hacia atras (3.41) para discretizar a la ecuacion de prueba
(3.78), con lo cual se obtiene

u — Atau; = w1,
(1 - Ata)u; = vy,
1

u; = m'&l_l . (388)
Se puede definir la funcion R(z) como
1
R(2) = 3.89
()= 1=, (389)
donde z = Ata, por lo que el método sera A-estable cuando se cumpla la condicién
1R(2)]] <1,
1
<1. 3.90
| (3.90)

Dejando que el coeficiente o sea complejo, la zona de estabilidad es todo el espacio, excepto el
interior del disco de radio 1 centrado en 1, como puede observarse en la Figura 3.31(b) [LeVeque,
2007].

Aplicando ahora Euler hacia atras (3.41) a la ecuacion de prueba multidimensional (3.79) se
obtiene

Uy — AtAU; = Uy,
(I — AtAVU, = Uy, ,
Uy = (I — AtA\U;, (3.91)

donde el simbolo “\” indica que se debe resolver el sistema. De manera anéloga se obtiene que el
método es A-estable cuando se cumple la condicion

[[(I — AtA)\I|| <1. (3.92)

Meétodo de Crank-Nicolson

Ahora se aplicara Crank-Nicolson (3.44) a la ecuacion de prueba (3.78), con lo cual se obtiene

% :%(Oéul+1 + ozul) ,
Ata Ata
Uil — TUZH =u; + TUZ ;
(1—%>ul :(1+%)u
B +1 5 15
Ata
Up+1 :ii_—Aiul s (393)

2
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de donde se define la funcién R(z) como
1+ 2
R(z)= 2, (3.94)
=3

por lo que entonces el método serda A-estable cuando se cumpla la condicién

142
1—

z
2

<1,

(3.95)

que se cumple para todo el lado izquierdo del plano complejo, como puede observarse en la figura
3.31(c) [LeVeque, 2007].
Ahora aplicando CN (3.44) a la ecuaciéon de prueba multidimensional (3.79) se obtiene

U -0 1
% :é(AUl-‘rl + AU[) 5

At At
U1 — _AUHl =U; + _AUI :

(i- &A) = (14 gA)
At At

donde I es la matriz identidad de tamano [N x N|, y el simbolo “\” indica que se debe resolver el
sistema. Por lo que entonces el método serda A-estable cuando se cumpla la condicion

[ Z (e 3= oo

Método de Runge-Kutta de orden 2

Ahora se implementaré el método de Runge-Kutta de orden 2 (3.48)-(3.49) para discretizar la
ecuacion de prueba (3.78), de lo cual se obtiene

At

Us = U + 7041% . U1 = + Atau,,

At
U =uy + Ata | ug + 70&@ ,

At?a?
U1 =u; + Atau; +

ur ,

At?a?

(3.98)
La funcion R(z) queda definida como

2
R(z)=1+z2+ % (3.99)
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donde z = Ata, y entonces el método sera A-estable cuando se cumpla la condiciéon
2

1+z+% <1. (3.100)

La region de A-estabilidad que cumple esta condicion (3.100) se puede observar detalladamente en
la Figura 3.31(d) [LeVeque, 2007].

Ahora aplicando Runge-Kutta de orden 2 (3.48)-(3.49) a la ecuaciéon de prueba multidimen-
sional (3.79) se obtiene

At
U.=U + 7AUZ , U = U+ AtAU,
At
Ui =U; + AtA (Ul + TAUZ) :
At?
Ul+1 :Ul ‘l— AtAUl —I— TA2Ul 5
A,
Entonces el método sera A-estable cuando se cumpla la condicién

At?

I+ AtA + TA2 <1. (3.102)

Método de Runge-Kutta-Fehlberg

Al combinar las ecuaciones que definen los métodos de Runge-Kutta de orden 4 y orden 5
utilizados en el método de Runge-Kutta-Fehlberg (3.67)-(3.76) para discretizar la ecuacion de
prueba (3.78), y realizar el algebra correspondiente, se pueden obtener las ecuaciones explicitas de
ambos métodos, las cuales resultan como

RK5 w41 = (0.0004812° 4 0.0083332° + 0.0416672* + 0.1666672° + 0.52% + 2z + 1wy, (3.103)

RK4 upy1 = (0.0096152° 4 0.0416672* + 0.1666672° + 0.52> + 2 + 1)y, (3.104)

donde z = Ata. Por lo que estos métodos seran A-estables cuando se cumplan las condiciones
110.0004812° + 0.0083332 + 0.0416672" + 0.166667z° + 0.52° + z + 1|| < 1, (3.105)
110.0096152° + 0.041667z* + 0.1666672" + 0.52° + z + 1|| < 1. (3.106)

Las regiones de estabilidad de estos dos métodos se pueden observar en la Figura 3.31(e).

Analogamente, al aplicar el método de Runge-Kutta-Fehlberg (3.67)-(3.76) a la ecuacion de
prueba multidimensional (3.79), se obtienen las ecuaciones
RK5  Up1 =(0.000481A¢°A% 4 0.008333A1° A° 4 0.041667At* A* (
+0.166667At* A® + 0.5A* A% + AtA + 1)U, (3.108
RK4 Uy =(0.009615A8° A® 4 0.041667At* A* (
+0.166667At* A® + 0.5A1° A* + AtA + 1)U, (
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por lo que las condiciones de A-estabilidad de estos dos métodos seran

110.000481A°A® + 0.008333A¢° A° + 0.041667At* A* 4 0.166667At> A* 4 0.5A°A* + AtA + 1|| <1,
(3.111)

110.009615AE° A% + 0.041667AL* A* + 0.166667AL* A® + 0.5A° A* + AtA +1|| <1.
(3.112)
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