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Restimen

En la primera parte de la tesis se estudian los nimeros de Sidon-Ramsey y los ntimeros
Bj-Ramsey, que son los problemas tipo Ramsey corrspondientes a los conjuntos de Sidon y
a los conjuntos Bj,. Estos problemas se trabajan en subconjuntos finitos de Z y de Z<.

En la segunda parte de la tesis se estudia el espacio de poligonos degenerados a segmentos.
Dicho estudio se realiza combinatoria, topoldgica y geométricamente.

Abstract

First part of this thesis is about the study of Sidon-Ramsey numbers and Bj-Ramsey
numbers, which are the Ramsey type problems corresponding to Sidon sets and Bj-sets.
These problems are worked over finite sets in Z and Z¢.

Second part of the thesis study the spaces of polygons degenerated to segments. Combi-
natorial, topological and geometrical aspects are studied about them.

Problema tipo Ramsey, Sidon-ramsey, Bj-Ramsey, Espacios de poligonos, Espacios de seg-
mentos
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Introduccion

Esta tesis se divide en dos partes, cada una trata un problema distinto que fue trabajado
durante este doctorado. En la primera parte se trabaja en un par de problemas tipo Ramsey,
en particular se trabajé en calcular estimaciones y valores exactos para nimeros de Sidon-
Ramsey y numeros de Bj,-Ramsey; esta parte de la tesis fue desarrollada en [15] y [10]. En
la segunda parte se estudia la topologia y geometria de espacios de poligonos degenerados a
segmentos; esto fue desarrollado en [20] y [11].

PARTE I. Los nimeros de Sidon-Ramsey y Bj,-Ramsey

Los problemas tipo Ramsey cuestionan el tamano que debe tener alguna estructura pa-
ra que ésta cuente con una propiedad particular. Dentro de la teoria de Ramsey existe un
conjunto de problemas orientados a la teoria aditiva de ntimeros los cuales consisten general-
mente en encontrar particiones (coloraciones) de conjuntos de enteros de modo que ninguna
de las partes contenga una solucién a cierta ecuacién planteada (solucién monocromética).
Dentro de los primeros resultados conocidos en esta area se pueden mencionar:

Teorema de Schiir (1916) [79]: Para toda coloracion finita de los nimeros naturales
existe una solucion monocromdatica a la ecuacion xr + 1y = z.

Teorema de Van der Waerden (1927) [/”]: Para toda coloracion finita de los nimeros
naturales existe una progresion aritmética monocromatica de longitud arbitraria.

Otros resultados tipo Ramsey en teorfa aditiva de nimeros se pueden encontrar en [21].

Otra pregunta interesante para este tipo de problemas es determinar, dado un nimero
de colores fijo k, cudl es el menor entero n tal que para cualquier coloracion de los enteros
en [1,n] con k colores existe alguna solucién monocromética a cierta ecuacién planteada.
A dicha n se le llama el k-ésimo numero de Ramsey de dicha ecuaciéon. En general, los
nimeros de Ramsey son dificiles de determinar, por mencionar ejemplos, los nimeros de
Schiir tnicamente se conocen cuando k € {1,2,3,4,5} y los nimeros de van der Waerden
se conocen unicamente para progresiones de longitud 3 en el caso de 2, 3 y 4 colores, para
progresiones de longitud 4 en el caso de 2 y 3 colores, y para progresiones de longitud 5 en
el caso de 2 colores. Asi mismo, las cotas inferior y superior conocidas para los niimeros de
van der Waerden son de 6rdenes muy distintos.

A%
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En esta primera parte de la tesis nos enfocaremos a estudiar los nimeros de Ramsey
para los conjuntos de Sidon y los conjuntos Bj. Ademés daremos generalizaciones de estos
parametros al considerar coloraciones de “cajas” en Z?, es decir, en conjuntos de la forma
[1,m1] X -+ x [1,ny4] C Z4. Para ser més especificos, los problemas aditivos que se consideran
son:

= Un conjunto de Sidon es un conjunto que no contiene soluciones para la ecuacién
1+ T9 = Y1 + y2. Asi, nos referiremos al problema de Sidon-Ramsey como el problema
que estudia la longitud que debe tener un intervalo de modo que este se pueda partir
en alguna cantidad determinada de conjuntos de Sidon.

= Un conjunto B es un conjunto que no contiene ninguna solucién para la ecuacion
1+ a9+ -+ x5 = Y1 + Y2 + -+ + yp. Llamaremos el problema de Bj-Ramsey al
problema que estudia la longitud que debe tener un intervalo de modo que este se
pueda partir en alguna cantidad determinada de conjuntos By.

Noétese que hablar de conjuntos de Sidon es equivalente a hablar de conjuntos Bs.

En el Capitulo 1 se encuentran las definiciones y resultados preliminares relativos a con-
juntos de Sidon, conjuntos By, numeros de Sidon-Ramsey y nimeros Bj,-Ramsey.

En el Capitulo 2 se presentaran nuevas estimaciones para los nimeros de Sidon-Ramsey
dentro de Z. El Teorema 2.1 establece que la longitud maxima de un intervalo que se puede
partir en k conjuntos de Sidon es asintéticamente k2. En este capitulo también se dan algunos
nuevos valores de nimeros de Sidon-Ramsey. De manera similar, se estudia los nimeros Bj-
Ramsey en intervalos, y en el Teorema 2.15 se establece que la longitud maxima de un
intervalo que se puede partir en k& conjuntos By, es de orden =y

El Capitulo 3 estd enfocado a estudiar los niimeros de Sidon-Ramsey y B,-Ramsey en Z.
Para ello, se hace primero algunas mejoras a las estimaciones conocidas del tamano maxi-
mo de conjuntos By, en cajas (ver Teorema 3.1). Posteriormente, estimamos los parametros
mencionados a partir de las estimaciones y construcciones conocidas en el estudio de estos
parametros en Z.

PARTE II. Espacio de poligonos degenerados a segmen-
tos

Los espacios de poligonos se han estudiado con diversos fines en distintas areas de las
matematicas. Para esto, primero se hablara un poco acerca de qué es el espacio de poligonos.

Sea n > 3 entero. Podemos pensar que un punto (z1, ..., z,) en C" representa al poligono
en C con vértices en zy,...,2, v lados Z1%,...,Z,21 (donde para a,b € C, ab denota al
segmento que tiene de extremos a a y b). Entonces, el conjunto de n-dgonos en C estd
equipado con la topologia de C™ (en general, los n-dgonos degenerados a un punto no son
considerados). Dos poligonos se consideran equivalentes si son semejantes y tienen la misma
orientacién. Al espacio que se obtiene de los n-agonos no degenerados a un punto modulo
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poligonos equivalentes le llamaremos el espacio de poligonos. Aquellos n-agonos degenerados
a segmentos se llamaran n-segmentos y serdn el tema central de esta parte de la tesis; aquellos
n-segmentos que son puntos limite de poligonos convexos se llamaran n-segmentos convexos.
El estudio de los n-segmentos surgio a partir del estudio del espacio de poligonos convexos,
siendo la principal razén que, un poligono es limite al mismo tiempo de poligonos convexos
positivamente orientados y de poligonos convexos negativamente orientados si y sélo si dicho
poligono es un n-segmento (ver Teorema 6.7).

Dentro del espacio de poligonos podemos considerar una amplia variedad de subespacios
interesantes, tanto por sus propiedades como espacio, como aquellas inherentes a los poligonos
que contiene. Algunos subespacios de poligonos que han sido estudiados son: el espacio de
poligonos simples (ver [19]); el espacio de poligonos convexos (ver [1%]); el espacio de poligonos
con longitud de sus lados fijos (linkages) (ver [27]), los cuales se mencionardan con més detalle

a continuacién; y el espacio de n-segmentos (ver [20] y [11]).
Dado r = (ry,...,r,) € R™ con todas sus coordenadas positivas, consideramos X (r) al
conjunto de n-agonos (21, ..., 2,) tales que |z;+; — 2;| = r; mdédulo rotaciones y traslaciones.

Por otro lado, X (r) denota al espacio de poligonos simples en X (r). El espacio X (r) es
llamado linkages y ha sido ampliamente estudiado.

En [27], Kapovich y Millson estudian la topologia de X (r), y demostraron que es una
variedad si y s6lo si no hay eleccién de u; € {0, 1} tales que se satisfaga la ecuacién

n

Y (1)U =0 (1)

=1

(notemos que esto implica que X (r) es una variedad si y sélo si no contiene n-segmentos).
Ademas, en caso de tener r,s € R" tales que en el segmento cerrado entre r y s no haya
puntos que cumplan con la ecuacién (1), entonces X (r) y X (s) son difeomorfos.

En [23], Kapovich y Millson realizan un estudio similar, pero esta vez considerando n-
dgonos viviendo en R3. En este caso, también se obtiene que el espacio que conforman los
n-4gonos en R? con longitudes de lados determinadas por » € R™ es variedad si y sélo si no
se satisface la ecuacién (1) para ninguna eleccién de u;’s. En caso de ser variedad, resulta
ser una variedad analitica compleja con singularidades aisladas, las cuales se generan en los
puntos r que para los que X (r) contiene n-segmentos.

Los linkages han sido estudiados en diversos trabajos. En [! 1], Connelly, Demaine y Rote
demostraron que cualquier poligono simple se puede deformar continuamente a un poligono
convexo, de manera que en cada momento el poligono es simple y la longitud de los lados
es invariante; més general, demostraron que X(r) se retrae por deformacion al subespacio
de X (r) conformado unicamente por poligonos convexos. En [10], Shimamoto y Wootters
demostraron que el espacio X(r) no siempre es contraible, dando como contraejemplo a
X((6,4,2,4)). Resulta ser que para n = 4, X(r) no es contraible si y sélo si X(r) contiene
algin 4-segmentos [2(]. Otros resultados relativos a linkages se pueden encontrar en [3] y [0],
y algunas aplicaciones en robdtica se pueden ver en [23].

Como fue mencionado, esta parte de la tesis se enfocard en estudiar a los n-segmentos. En
el Capitulo 4 abarcamos los preliminares necesarios para estudiar los espacios de poligonos
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degenerados a segmentos. Aqui mencionamos los aspectos mas importantes de los espacios
de poligonos simples y poligonos convexos. Al igual, se introduce la nocién de n-segmentos
convexos (n-segmentos que son limite de poligonos convexos).

En el Capitulo 5, describiremos la topologia del conjunto de n-segmentos dentro de C",
demostrando que es una variedad diferenciable (ver Corolario 5.4). En la Seccién 5.2, estu-
diaremos su espacio tangente y sus geodésicas, donde observaremos que este espacio contiene
gran parte de su tangente. Algunos resultados acerca de las geodésicas que no son rectas
seran tratados en la Seccion 5.3.

En el Capitulo 6 estudiaremos las topologias del espacio de n-segmentos y del espacio
de n-segmentos convexos dentro del espacio de poligonos (ver Proposicién 6.1 y Corolario
6.34, respectivamente), lo cual nos permitira calcular la topologia que forman los n-segmentos
convexos dentro de C" (ver Corolario 6.33). En el proceso, trabajaremos con una estructura
simplicial que resultara ser un doble cubriente del espacio de n-segmentos, el cual respetard
la estructura simplicial al restringirse a los n-segmentos convexos.

Finalmente, en el Capitulo 7 estudiaremos la topologia del espacio de n-segmentos médulo
reetiquetamiento, para esto, en el espacio de poligonos consideraremos la relacién de equiva-
lencia generada al considerar que los poligonos (z1, 2o, ..., 2,) ¥ (22, .. ., Zn, 21) SON equivalen-
tes. Este espacio resulta ser un orbifold esférico (ver Teorema 7.5). En el Teorema 7.12 serd
descrito el locus singular de dicho orbifold. Para la definicion de orbifold esférico y de locus
singular ver Apéndice A.3.
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Los nimeros de Sidon-Ramsey y
Bj-Ramsey



Capitulo 1

Antecedentes

En este primer capitulo comenzaremos dando las definiciones de conjuntos de Sidon y
conjuntos By, asi como los resultados conocidos més importantes en relacién a estos. En [37]
se puede encontrar informacion muy amplia acerca de estos conjuntos. También se dara la
definicion de los ntimeros de Sidon-Ramsey y los primeros resultados conocidos al respecto
(se puede leer més en [29] y [13]). Finalmente, se introduce el pardmetro de nimeros de
Bjp-Ramsey.

1.1. Conjuntos de Sidon

Definicién 1.1. Se dice que un subconjunto A de un grupo abeliano G es un conjunto de
Sidon si la ecuacion a + b = c+ d no tiene soluciones no triviales para a,b,c,d € A.

Algunas propiedades que cumplen los conjuntos de Sidon y que se pueden observar facil-
mente se mencionan a continuaciéon. Haremos uso de estas observaciones de manera regular.

Observacion 1.2. Los conjuntos de Sidon tienen las siguientes propiedades:

» Si X es un subconjunto de Z tal que su proyeccion en Z, es un conjunto de Sidon,
entonces X es un conjunto de Sidon en 7.

» 51 X es un conjunto de Sidon en G entonces X + g es un conjunto de Sidon para
cualquier g € G.

» Si X es un conjunto de Sidon en G y g € G\{0}, entonces | X N (X +g¢g)| < 1.

Los conjuntos de Sidon han sido estudiados principalmente en Z¢ y en Z,,. Particularmen-
te, en Z el estudio se ha enfocado en dos vertientes: estudiar la mayor densidad que puede
tener un conjunto de Sidon en los enteros positivos; y estudiar el tamano maximo que puede
tener un conjunto de Sidon en [1,n]| :={1,2,3,...,n}, siendo estos ultimos los conjuntos que
serdn de mayor interés en esta tesis. Se denota por Fy(n) al tamano del mayor conjunto de

2



1.1. CONJUNTOS DE SIDON 3

nen | [1] 2,3 [46) [7.11]  [12,17]  [18,25]  [26,34]  [35,44]
Fa(n) | 1 2 3 4 5 6 7 8
nen | 45,55 |[56,72] |73,85] [86,106] |[107,127] [128,151] [152,177] [178,199]
Fa(n) | 9 10 11 12 13 14 15 16

Tabla 1.1: Valores de Fo(n) para 1 < n < 199. Estos y mds valores se pueden consultar
en [13], pp. 132.

Sidon contenido en [1,n]. El problema ha sido estudiado computacionalmente para encon-
trar los valores de Fy(n) cuando n es pequena, algunos de estos valores que se conocen se
encuentran en la siguiente tabla:

Con respecto a una cota superior para Fa(n), Erdés y Turdn fueron los primeros en
presentar una estimacion no trivial, demostrando que

Fa(n) < n'/? + O(n'/*)
(ver [13]). Posteriormente, Lindstrom, mediante métodos elementales demostré que
Fo(n) < n'2 4+ n'/* 1

(ver [20]). Ruzsa logré el mismo resultado que Lindstrom con métodos que usan la energia
aditiva (ver [34]), y Cilleruelo redujo la cota a

Fy(n) < n'2 +n'/* +1/2

usando algunas ideas de la demostracién de Ruzsa (ver [1()]). Posteriormente, Balogh, Fiiredi
y Roy mejoraron significativamente la estimacion a

Fa(n) <n'? 4+0.9982'* 4+ O(1)
(ver [2]). Finalmente, la mejor cota superior que se conoce actualmente se enuncia en el
siguiente teorema:

Teorema 1.3 (Carter, Hunter, O'Bryant; [/]). Para toda n € N se satisface la desigualdad
Fa(n) < n'? +0.98183n'* + O(1). (1.1)

Para el caso de la cota inferior es necesario dar construcciones de conjuntos de Sidon. La
primera de estas construcciones se debe a Erdos y Turan, quienes demostraron que para todo
nimero primo p existe un conjunto de Sidon de tamaifio p contenido en [1,2p?], con lo que se
puede concluir usando el teorema de los nimeros primos que

n/2(14 o(1)) < Fy(n)

(ver [13]). Posteriormente se encontraron otras construcciones que, junto con el teorema de
los nimeros primos, implican la estimacion
n*2(1 —o(1)) < Fy(n). (1.2)

Dichas construcciones se reducen a los siguientes teoremas y se pueden levantar a Z preser-
vando la propiedad de ser conjunto de Sidon:



4 CAPITULO 1. ANTECEDENTES

Teorema 1.4 (Singer; [!1]). Para todo q potencia de primo existe un conjunto de Sidon de
tamano q+1 en Zgpigq-

Teorema 1.5 (Bose; [!]). Para todo q potencia de primo eziste un conjunto de Sidon de
tamano q en Ly _;.

Teorema 1.6 (Ruzsa; [3%]). Para todo p primo existe un conjunto de Sidon de tamarno p —1
en Lyz_,.

Para tratar el problema del tamafio de conjuntos de Sidon en Z<, consideraremos el
parametro Fy(ny,ng, ..., ng) que denota la mayor cardinalidad que puede tener un conjunto
de Sidon contenido en la caja [1,n] X [1,n9] x -+ x [1,n4] C Z% En particular, cuando
ny =ng = --- = ng, diremos que la caja es simétrica. En el caso de la cota superior, primero
podemos encontrar un teorema de Lindstrom para cajas simétricas, el cual afirma que

2
Fao(n,n,...,n) <n??+0 (nﬂgﬂ)) (1.3)
d 3
para toda n,d € N (ver [32]). Para cajas en general tenemos el siguiente resultado de Cille-

ruelo, el cual recupera la cota de Lindstrom en el caso de que la caja sea simétrica:

Teorema 1.7 (Cilleruelo; [10]). Sean ny,ng,...,ng € N, Ny =1, N; = Hle n; y N = Ny.
Sea s el menor entero tal que NY/? < n?*2N__,. Entonces se satisface

N,_;\ T+
FQ(nl,nZ,...,nd)SNlm (1+O(<Nl/;> )) (14)

Para tratar la cota inferior, Cilleruelo presenta una funcion que manda conjuntos de
Sidon en [0,n1n5 - - - ng — 1] a conjuntos de Sidon en [0,ny — 1] X [0,n9 — 1] X -+ X [0,n4 — 1]
(ver [10]). Para la definicién esta funcién, primero hay que observar que todo entero a €
[0,n1n9 - - - ng — 1] se puede representar de manera unica en la base (ny, ng, ..., ng), es decir,

a = ai + azny + agning + -+ + agning - - - Ng—1
donde 0 < a; < n; para todo 1 < j < d. Con lo anterior, la funcién estd definida por
v(a) = (ar,azg,...,aq). (1.5)

Finalmente, como trasladados de conjuntos de Sidon siguen siendo conjuntos de Sidon, se
tiene que todo conjunto de Sidon en [1,n1ny - - - 4] se puede mandar a un conjunto de Sidon
en [1,n9] x [1,ng] X -+ X [1,n4], de donde se sigue la cota

Fg(nlng---nd) SFg(nl,ng,...,nd). (16)
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1.2. Conjuntos B,

Una generalizacion directa de los conjuntos de Sidon son los conjuntos Bj. Para estos
conjuntos se van a considerar sumas de h elementos en lugar de sumas de dos elementos.

Definicién 1.8. Dada h > 2 y dado un grupo abeliano G, se dice que A C G es un conjunto
By, si para cualesquiera x1, 2o, ..., Th,Y1,Y2, ..., Yn € A tales que x1+---+xp =91+ +Yn,
entonces se satisface que (x1,2a, ..., xp) es una permutacion de (y1,Ya, .., Yn)-

Noétese que cuando h = 2 la definicién coincide con la de conjuntos de Sidon. Para los
conjuntos By, es de interés el mismo tipo de preguntas que para los conjuntos de Sidon, en este
caso consideraremos el pardametro Fy,(ny, ng, . .., ng) como la cardinalidad del mayor conjunto
By, contenido en [1,nq] X [1,ng] X - -+ X [1,n4]. Algo que se puede revisar rapidamente es que
los conjuntos B, cumplen las mismas propiedades elementales que los conjuntos de Sidon:

Observacion 1.9. Los conjuntos By, tienen las siguientes propiedades:

n S0 X es un subconjunto de Z tal que su proyeccion en L, es un conjunto By, entonces
X es un conjunto By, en Z.

s 51 X es un conjunto By, en G entonces X + g es un conjunto By para cualquier g € G.
» Si X es un conjunto By, en G y g € G\{0}, entonces | X N (X +g)| < 1.

Ahora se mencionaran algunas construcciones conocidas de conjuntos By, los cuales sirven
para dar cotas inferiores. La primera de estas es una generalizacion de la construccién de Bose
(Teorema 1.5), la segunda es una generalizacién de la construccién de Singer (Teorema 1.4)
y la tercera es una generalizacién que combina la construccién de Ruzsa (Teorema 1.6) y las
ideas usadas por Bose y Chowla para las primeras construcciones de conjuntos By:

Teorema 1.10 (Bose, Chowla; [7]). Para todo q potencia de primo y h > 2 entero, eziste
un conjunto By de tamano q en Zgn_,.

Teorema 1.11 (Bose, Chowla; [7]). Para todo q potencia de primo y h > 2 entero, eziste
un conjunto By, de tamano q+ 1 en Z jn1_, .

qg—1
Teorema 1.12 (Gomez, Trujillo; [ 7]). Para todo p primo y h > 3 entero, existe un conjunto
By, de tamano p en Zyn_,,.

De la misma manera que con conjuntos de Sidon, estas construcciones implican la esti-
maciéon
n*"(1 - o(1)) < Fy(n). (1.7)

En el caso de la cota superior, el primero en dar una una estimacién no trivial fue Lindstrom
para los conjuntos By, quien demostré que

Fi(n) < (8n)"*(1+o(1))
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(ver [11]). Este resultado fue generalizado para toda h > 3. En el caso de que h sea par,
h = 2t, Jia demostré que ) .. )
For(n) < t2i(t!)2in2 + O(nit),

y para el caso en que h sea impar, h = 2t — 1, Chen probé que
FQt—l( ) (t‘)% 1n2t 1 _|_O( 2(zz 1))

(ver [20] v [¥]). Posteriormente, Green mejoré estas cotas a los valores establecidos en el
siguiente teorema:

Teorema 1.13 (Green; [20]). Sean € N y h > 3 un entero. Se tiene que:

ni +0(n4) sih =4, (1.8)

En el caso de conjuntos By en cajas, se puede construir una cota inferior del mismo modo
que para conjuntos de Sidon. Para eso, veremos que la funcién definida por Cilleruelo en
la ecuacién (1.5) también mapea conjuntos By, en intervalos a conjuntos B} en cajas. Sea
n=mnmy---ngysea:[l,n] — [1,n] x [1,n5] X -+ x [1,n4] la funcién correspondiente a
la base (nq,n9,...,n4) que mapea conjuntos de Sidon en conjuntos de Sidon. Supongamos
que ¢ no manda conjuntos By, en conjuntos By, eso quiere decir que existe un conjunto By,
y algunos elementos 1, xa, ..., Ty, Y1, Y2, ., yn e€n dicho conjunto, tales que

I R S TS VI SRR S T/ S
o(x1) + -+ o(zn) = (Y1) + -+ o(Yn)-

Sea o(x;) = (zj1,..-2ja) ¥ ¢(y;) = (Yj1,-.-Yja) para 1 < j < h. Entonces, tenemos que
(gt Fang, s Tigt+ o+ Tha) = W+ Yhs YL+ Yna),s
lo que nos lleva a una contradiccion, ya que esto implica la igualdad

TLt ety =
=(x11 4+ Fzp1) + (@12 + - Fap)m+ o+ (Tra+ - F Tpa)ing NG
=(yi1+- - Fyng) W2+ Fyn2)n o+ (Yra o F Yna)mane Mg
:yl _l_ P _|_ yh

Del mismo modo que con los conjuntos de Sidon, lo anterior implica la cota inferior

Fu(ning - ng) < Fu(ng,ng, -+ ,ng). (1.9)

Para la cota superior, se tienen las siguientes estimaciones tinicamente para el caso en que la
caja es simétrica:
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Teorema 1.14 (Rackham, Sarka; [30]). Sean h,d,n € N, con h > 2. Se satisface que:

2
t3 (¢)3en3se + O (n2t<3+1>) si h =2t
(1.10)

2

Fu(n,n,...,n) < - , . g
— tm(t!)ﬁnm +0 <n<2t1>(d+1>) sth=2t—1.

d veces

Teorema 1.15 (Rackham, Sarka; [30]). Sean h,d,n € N, con h suficientemente grande. Se
satisface que:

a

2
(md)ie (1 + ()t (t)5n5 + O (n?t(ﬁm) sih = 2t,
2

(md) @17 (1 + £(4))t7%-D (1) T T 4 O (n<><+)) sih=2t—1.
(1.11)

Fn(n,n,...,n) <
————

d veces

En la Seccién 3.1 daremos otra estimacién para nimeros By, (Teorema 3.1) que es una
generalizacion de los teoremas 1.7 y 1.14, la cual da una estimacion en el caso de que las
cajas no sean simétricas.

1.3. Numeros de Sidon-Ramsey

Al igual que con otros problemas de densidad, el problema de Sidon se puede trasladar
a la teoria de Ramsey. Liang, Li, Xiu y Xu fueron los primeros en introducir el concepto de
nimeros de Sidon-Ramsey (ver [29]).

Definicién 1.16. Sea k € N. El nimero de Sidon-Ramsey de k se define como el menor
entero n tal que dada cualquier coloracion del intervalo [1,n| con k colores, existe algin
subconjunto monocromadatico el cual no es un conjunto de Sidon. Este parametro se denotara

por SR(k).

De manera computacional, encontraron el valor para algunos de los niimeros de Sidon-
Ramsey. Para 2 < k < 5, Liang, Li, Xiu y Xu determinaron el valor de SR(k):

SR(2) = 8 SR(3) = 15 SR(4) = 25 SR(5) = 36

(ver [29]). En el mismo trabajo dieron cotas para SR(k) cuando 6 < k < 19. Estas estima-
ciones fueron mejoradas a los valores mostrados a continuacién (ver [13]):
k 6 7 8 9 0 11 12 13 14 15 16 17 18 19

inferior | 50 65 81 97 114 133 157 170 186 190 209 229 306
superior | 55 70 97 118 141 166 193 235 267 301 337 355 415 457

Tabla 1.2: Cota superior e inferior para SR(k) cuando 6 < k < 19.
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Es posible obtener una cota superior para los numeros de Sidon-Ramsey a partir de la
cota superior para Fy(n) y usando el principio de las casillas, esto se plantea en el siguiente
teorema. Ademds, esto permite demostrar la existencia de los nimeros SR(k) para todo
nimero natural k.

Teorema 1.17 (Liang, Li, Xiu, Xu; [29]). Dado k € N, sea t € N tal que FQt(f)fl > k.
Entonces SR(k) < (t — 1)k + 1.

Otra manera de demostrar la existencia de los nimeros de Sidon-Ramsey es usando el
siguiente teorema.

Teorema 1.18 (Rado; [17]). Sea A una matriz en los enteros. Para cualquier 1 € N y
cualquier coloracion de N con r colores, el sistema Ax = 0 tiene solucion monocromdtica i
existe una particion de las columnas C1,Csy, - -+, C, tal que, para s; = checi c;, se satisface:

] 51207

» Para toda i > 2, s; es una combinacion racional de los ¢ € Uj<i C;.

La matriz
11 -1 -1 0 0
10 -1 0 1 0
10 0 -1 01

satisface el teorema de Rado, considerando a C'; como el conjunto conformado por las primeras
cuatro columnas y C por las tltimas dos. Por el teorema de Rado, sabemos que para cualquier
coloracion finita de N, existe una solucién monocromatica al sistema de ecuaciones

a+b—c—d=0,
a—c+e=0,
a—d+ f=0.

Lo anterior nos dice que para cualquier coloracién finita de N hay una solucién monocromatica
a la ecuacion a + b = ¢+ d, de la cual sabemos ademds que a & {c,d}, pues a —c,a —d <0
(por la segunda y tercer ecuacién). Por lo tanto, tenemos una solucién monocromética no
trivial a la ecuacién a + b = ¢ + d, lo cual implica la existencia de los nimeros SR(k) para
cualquier natural k.

Por otro lado, la primer cota inferior no trivial para los nimeros de Sidon-Ramsey se
deriva del siguiente teorema, con el cual se obtiene una cota inferior que asintoticamente es
menor que ck log k:

Teorema 1.19 (Xu, Liang, Luo; [13]). Sia,b € N con a > b, entonces SR(a+b) > SR(a) +
SR(b) + b — 1.

Proposicion 1.20. El Teorema 1.19 no puede dar una estimacion inferior para los nimeros
de Sidon-Ramsey que sea mds grande que cklogk.
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Demostracion. Sea K € N tal que para todo £ > K o no hay cota inferior establecida o,
si la hay, es usando la férmula recursiva del Teorema 1.19 (nétese que K > 5, pues SR(k)
se conoce para k < 5). Sea 7(k) la mejor estimacién inferior que se puede obtener de esta
manera. Sea ¢ > 1 tal que 7(k) < cklog, k para toda 2 < k < K. Veamos entonces que
7(k) < cklog, k para k > K. Supongamos que es cierto para todo 2 < k < M, entonces, se
satisface

T(M—l—l):méx{T(a)—i—T(M—i—l—a)—l—M—i—l—a—l:%SQSM}.
Si a < M tenemos que

(@) +TM+1—a)+M+1—a—-1
<calogea+c(M+1—a)logg(M+1—a)+ M+1—a—1
<calogya+c(M+1—a)(logy(M+1—a)+1)—1
< calogy(M + 1)+ ¢(M +1 — a)(logy (%) + 1) — 1
< c(M +1)logy(M +1).

Si a = M tenemos que

Ta)+TM+1—a)+ M+1—-a—-1=7(M)+7(1)+1-1
< cMlogy M +3 < (M + 1) logy(M + 1),

donde la ultima desiguadad se cumple ya que M > 5.
Asi concluimos que 7(k) < cklog, k para todo k € N, con lo que se concluye la demos-
tracion. [

En el Capitulo 2 se dan mejoras a las cotas de los niimeros de Sidon-Ramsey, y se concluira
que SR(k) ~ k2. Se extenderd la lista de valores conocidos de los niimeros de Sidon-Ramsey
y se mejorard la cota para algunos valores. En el Capitulo 3 se introduciran los nimeros de
Sidon-Ramsey para dimensiones altas y se dardan algunas estimaciones para estos nimeros.

1.4. Numeros de Bj,-Ramsey

Del mismo modo que con el problema de Sidon, el problema de densidad de los ntimeros
By, se puede trasladar a la teorfa de Ramsey. En [17] introducimos los niimeros de Bj,-Ramsey
y damos resultados las primeras estimaciones para estos nimeros. Estos nimeros se definen
como sigue:

Definicién 1.21. Sean k,h € N con h > 3. El nimero de Bp-Ramsey de k se define como
el menor entero n tal que dada cualquier coloracidn del intervalo [1,n] con k colores, eriste

algun subconjunto monocromdtico el cual no es un conjunto By. Este parametro se denotard
por BRy, (k).
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La existencia de los numeros de Bj-Ramsey también se puede ver como consecuencia del
Teorema de Rado. Consideramos la matriz de h + 1 renglones de tamano 3h, donde el primer
renglon tiene 1’s en las primeras h entradas, —1’s en las siguientes h entradas, y 0’s en las
ultimas entradas; y el j-ésimo renglén, para j € {2,3,...,h+ 1}, tiene 1 en las columnas 1y
2h+j — 1, tiene —1 en la columna h + j — 1, y tiene 0’s en las deméds columnas. Esta matriz
satisface las condiciones del Teorema de Rado con la particién dada por: C conformado por
las primeras 2h columnas, y Cy conformado por las ultimas h columnas. Asi, esta matriz
nos dice que para cualquier coloraciéon de los niimeros naturales con una cantidad finita de
colores, existe una solucién monocromatica a la ecuaciéon 1 +xo+---+x, = y1+y2+- - -+ yp,
y el j-ésimo renglén, para j € {2,3,...,h+ 1} nos dicen que x; es distinto a y;_;, o visto de
otra manera, existe solucién monocromatica no trivial para la ecuacién

Ty +To+ -+ Th=Y1+ Y2+ + Un

y por lo tanto, existen los nimeros BRy, (k).

En la Seccién 2.6 se trabaja el caso de nimeros BRy, en Z, donde mostramos que BRy, (k)
es de orden k1. En el Capitulo 3 se estudian los conjuntos Bj-Ramsey para dimensiones
altas, y se dara estimaciones para estos nimeros.



Capitulo 2

Numeros de Sidon-Ramsey y niimeros
Bj-Ramsey en Z

Existen varios métodos con los que se puede mejorar la cota inferior para los niimeros
de Sidon-Ramsey propuesta en el Teorema 1.19, en este capitulo serdn planteados algunos
de ellos. En el siguiente teorema encontramos la mejor estimaciéon que obtuvimos para los
numeros de Sidon-Ramsey en Z, la cual demostramos en la Seccién 2.4. En el caso de la cota
inferior, la prueba consiste en realizar particiones en conjuntos de Sidon para grupos ciclicos
finitos particulares; dicha demostracion, dada la conexion que tienen los conjuntos de Sidon
con las graficas libres de C}y, recuerda en gran parte a la prueba del Teorema 3 presentado
por Cheng y Graham en [J]. Para la cota superior, realizamos los calculos necesarios para
dar una férmula cerrada a partir del Teorema 1.17.

Teorema 2.1 (Espinosa, Montejano, Roldan, Suérez; [15]). Para cualquier k € N se satisface
la estimacion

k2 — O(k'°) < SR(k) < k* 4+ Ck¥2 + O(k), (2.1)

donde ¢ < 0.525 depende de la distribucion de los niumeros primos y C' < 1.96366 depende
de la mejor cota superior para conjuntos de Sidon.

2.1. Estimacién mediante el algoritmo glotén

Mian y Chowla implementaron el algoritmo glotén para obtener conjuntos de Sidon infi-
nitos en N (ver [31]). Esta idea se puede usar para obtener conjuntos de Sidon en cualquier
conjunto en N. En particular, usaremos este algoritmo para construir recursivamente conjun-
tos de Sidon en [1,n] que creen una particion.

Proposicién 2.2. Dado X C [1,n], se puede construir un conjunto de Sidon S C X de
tamarnio al menos | X |'/3.

Demostracion. La construccion se realiza de la siguiente manera:

= Sea s; el menor entero en X. Agregamos s; a S.

11
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= Mientras |S*> < |X], consideramos s € X que no se pueda representar de la forma
Sq + Sp — S. para ningunos $,, sy, S € S'y lo agregamos a S.

De este modo, conseguimos un conjunto de Sidon S C X de cardinalidad mayor o igual que
| X |13, |

Realizando repetidamente la construccién anterior se puede deducir el siguiente teorema:

Teorema 2.3. Para todo € > 0, existe c. tal que
c.k**7¢ < SR(k) (2.2)
se satisface para cualquier k € N.

Demostracion. Sea n € Ny € > 0. Llamemos X = [1,n] y sea t = 1. Construiremos de
manera recurrente conjuntos de Sidon como se plantea en la proposicion 2.2, siguiendo el
siguiente algoritmo:

1. Mientras te < % v | X| > n'~* podemos encontrar un conjunto de Sidon de tamaitio al

menos | X |% y sea X' el conjunto formado por X al quitarle los elementos de dicho
conjunto de Sidon. Consideremos ahora X = X’.

2. Site < % y | X| < n'~* cambiamos ¢ =t + 1 y volvemos al paso anterior.

3. Site > %, distribuimos los elementos de X en |X| singuletes, y cada uno de ellos lo
consideraremos un conjunto de Sidon y se acaba el algoritmo.

Notemos que con este algoritmo, para cada 1 <t < é se construyen a lo mas

1—(t—1)e __ nl—te
1—te
n-3

En el ultimo paso del algoritmo, se construyen a lo mas ns conjuntos de Sidon. De este modo,

se demuestra que [1,n] se puede partir en ( i + 1)n?/3+</3 conjuntos de Sidon, llamemos k a

. . 3 3 3¢
este numero. Despejando, tenemos que n = c.k?t< > c.k2~ 1, y tomando € = % se concluye

la demostracion. ]

2.2. Estimacion mediante el Lema Local de Lovasz asimétri-
Cco

El Lema Local de Lévasz es una herramienta probabilista que es usada en algunos pro-
blemas tipo Ramsey. La mejor cota inferior conocida para los nimeros de Ramsey diagonales
se obtiene a partir de este lema. Para dar una estimacion de los niimeros de Sidon-Ramsey
usaremos la version asimétrica del Lema Local de Lovasz.
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Definicién 2.4. Dados E, E1, E», ..., E,, eventos en un espacio de probabilidad. Se dice que
E es mutuamente independiente de F, ..., E,, si para cualesquiera Jy, Jo C [1,m] disjuntos
se satisface que

P(EmﬂEjmﬂE):P(E)-P(ﬂEjﬂﬂFj-),

jeJ1 Jj€J2 Jje€J1 Jj€J2

donde E, denota su complemento.

Teorema 2.5 (Lema Local de Lévasz (version asimétrica); [12]). Sean Ey, Es, ..., E,, eventos
de un espacio de probabilidad, y para cada 1 < j < m sea I; C [m|]\{j} tal que {E} : t C I;} es
un conjunto mutuamente independiente a E;. Supongamos que existen 0 < x1,%g, ..., Ty <1
tales que

P(E) <z; [[ @-m)
te[m]\I;
t#7

para toda 7 < m. Entonces

Jj=1

P (/\E) > [J -z >o0.
j=1
Con la finalidad de usar el Lema Local de Lévasz a los nimeros de Sidon-Ramsey, consi-
deramos la notacion siguiente:

Definicién 2.6. Paran € N fija denotamos

Ss ={{a,b,c} C[l,n]:a<b<cya+c=2b}, (2.3)
Sy={{a,b,c,d} C[l,n]:a<b<c<dya+d=>b+c}. (2.4)

ParaY C [1,n] ei € {3,4} denotamos

Observacion 2.7. Sea n € N y sean x,y,z € [1,n] distintos. Se satisfacen las siguientes
desigualdades:

0§S4({ZL‘, Y, Z}) < 37
0< S3({z,y}) <3,
5 —4< Si({z.y}) <% -3,
5] 1< Ss({=}) <n,
Ln? —21n —18)<  S,({z}) < T
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Demostracion. De analizar las soluciones para la ecuacién x +y = z + w se deduce que
0<Si({z,y,2}) <3y 0<S5({z,y}) <3.

Para el caso Sy({z,y}) podemos considerar 1 < z < y < n fijos y buscaremos elementos
1 < a < b < n para completen la cuarteta, por lo que basta analizar los casos x +y =a + b
yy—ax =0b—a. La ecuacion x + y = a + b tiene

-1 -1 2n — -1
2422 s rrea - |23 [0

soluciones, ya que hay \_%HJ — 1 parejas de niimeros positivos que suman x + y distintas
de (z,y), pero no debemos considerar los max{0,z + y — n — 1} casos en que uno de los
elementos de la pareja exceda n. Cuando consideramos la ecuacién y—z = b—a se encuentran
a lo més n — (y — x) — 7 soluciones, donde i € {1,2,3} depende de cudntas de las parejas
(2 — y,x), (z,y), (y,2y — x) debemos evitar en la eleccién de a y b. Tenemos entonces un

total de .
T+y— . .

{+J —1—méx{0,z+y—n—-1}+n—(y—x)—1

soluciones, que inferiormente se acota por § — 4 y superiormente por 37” —
En el caso S3({z}) basta analizar dos casos para completar la terna, el primero cuando
a+b=2xconl <a<b<nyelsegundo cuando a+x = 20. En el primer caso, la ecuacion es
equivalente a b—x = x —a, lo que implica directamente que hay min{z — 1, n — x} soluciones,
vaque 1 <a <zxyax<b<n. Parala ecuacion a + x = 2b encontramos tantas soluciones
como numeros pares en [z + 1,z + n], exceptuando el caso a = x, dando un total de [%J -1

0 (%W — 1. Podemos concluir entonces que

5] 1= san <n

En el caso de Sy({x}) consideramos n — 1 casos para contar el nimero de soluciones
de a + x = b+ ¢, dependiendo del valor de a # z, lo que da min { |ate=L] {2"_(‘1;%_1%}

2
soluciones en cada caso. Se puede ver que el maximo y minimo son alcanzados cuando = =

L”THJ y © = n, respectivamente. De aqui obtenemos la estimacién

n?—21ln — 18 3n?+1

I <Silfah < .

Teorema 2.8. Los niimeros de Sidon-Ramsey satisfacen la estimacion Q(k*?) < SR(k).

Demostracion. Sean € Ny sea k < n numero natural. Considérese una k-coloracion aleatoria
independiente y uniforme de [1,n]. Sean S3 y Sy como en la Definicién 2.6, y para cada
S € S3U Sy fijese un elemento rg € S cualquiera. Para cada S € S35 U Sy denotemos por Ag
al evento de que S sea monocromatico y denotamos

Is ={Ar: T € S3U S, TN(S\{rs}) =0}y (2.5)
Ds={Ar:T # Sy Ar ¢ Is} (2.6)
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Veamos que Ag es mutuamente independiente a Zg para toda S. Para ello, consideremos
I, I, C Zg disjuntos y sea ¢ un color fijo. Como fijar el color de uno de los nimeros no
cambia la probabilidad de que alguno de los eventos sea o no monocromatico, se satisfacen
las igualdades

IP’(AS/\ N Arn N A_U>:IP’<AS/\ N Arn )\ A

Arelh Ap€ls Arelh Ay €ls

rg tiene color c)

P(Ag)P ( /\ Ar A /\ A_U> = P(Ag|rs tiene color c)x

Arel Ap€ls
IP( N Arn N Av

Arely Apels

rg tiene color c) .

Para concluir que es mutuamente independiente basta ver que los lados derechos de las igual-
dades anteriores son iguales, ya que (Ag|rg tiene color ¢) depende uinicamente de la eleccién

de los colores de los nimeros en S\{rs}, y que { A, cp, A7 A Ay er, Ay

rg tiene color c)

depende unicamente de la eleccién de los colores de los niumeros en [1,n]\{rs}.
Ahora, queremos aplicar el Lema Local de Lévasz en su versién asimétrica (Teorema 2.5)

para demostrar que
IP’( A A_S> > 0,

SeS3USy

lo que nos dirfa que hay una k-coloracién de [1,n] de Sidon. Para esto, necesitamos encontrar
0 < xg < 1 para toda S € S3U Sy, tales que

1
— =PAg)<as [[ A-2r) si|S=3,

k?
T:Ar€Dg

1 (2.7)
— =P(As) < s H (L—ar) si|S[=4

k3
T:Ar€Dg

De la Observacién 2.7 podemos ver que [{Ar € Dg : |T| =4} = O(n?) y [{Ar € Ds : |T| =
3}| = O(n), lo que nos permite simplificar el problema a considerar xg = z3 si [S| = 3y
rg = x4 si |S| = 4 para algunos 0 < x3, 24 < 1. También por la Observacién 2.7 podemos ver
que si S = {rg,z,y,z} € S, se tiene que

{Ar € Ag . |T| =4} < Sy({z}) + Sa({y}) + Sa({z}) <3 (37128— 7) < 9 y (2.8)

{Ar € Ag: |T| =3} < Ss({z}) + Ss({y}) + S5({z}) < 3n, (2.9)
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y cuando S = {rg,z,y} € S3 se tiene que

{Ar € As : [T = 4)] < Su({2}) + Su({}) < 3 (3” = 7) <Xy (2.10)

{Ar € As - [T] = 3} < Ss({«}) + Ss({y}) < 2n. (2.11)

Por estas desigualdades y la ecuacién (2.7), basta encontrar 0 < z3, x4 < 1 que satisfagan

1 on?

5 Sl —m)(1-a) ¥y

] , (2.12)
3n

2 3n=

ﬁ < Ig(l — 133) n(l —1’4) 4,

Comparando estas dos desigualdades tenemos que se optimiza el valor de k cuando x3 = xi/ 5,
Fijando x4 = 9% btenemos que lo anterior se satisface si

8
n < (2\/2—5> K32,
3Ve

donde ¢ — 0 mientras k& — oo. [ |

2.3. Estimacién mediante el Teorema de Hipergraficas
Simétricas

El Teorema de Hipergréaficas Simétricas es un resultado probabilistico para hipergraficas.
En general, este resultado da una estimacion para el minimo nimero de partes en las que
se necesita partir a los vértices de una hipergrafica para que ninguna de las partes contenga
una hiperarista. Una implicacién particular del Teorema de Hipergréaficas Simétricas que es
mas facil de enunciar es el siguiente resultado algebraico. Es importante mencionar que la
estimacion obtenida por dicha implicacion para los nimeros de Sidon-Ramsey es la misma
que la estimacién que se puede obtener usando el Teorema de Hipergraficas Simétricas:

Teorema 2.9 (Lovész; [13]). Sea G un grupo finito y A C G. Entonces existe B C G tal que

AB=Gy

1 + log| A
A

Para aplicar este resultado para encontrar estimaciones de los nimeros de Sidon-Ramsey;,

tomaremos alguna de las construcciones que mencionamos en la Seccién 1.1 sobre conjuntos
ciclicos.

|B| < |G-

Teorema 2.10. Los niumeros de Sidon-Ramsey cumplen la cota

k2

o (L~ 1) < SR(E)
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Demostracion. Sea q potencia de primo y S el conjunto de Sidon de tamano ¢ + 1 dentro de
Zg2+q+1 propuesto por Singer, Teorema 1.4 (de manera andloga, podriamos demostrar esta
cota usando la construccién de Bose, Teorema 1.5; o la construccién de Ruzsa, Teorema 1.6).
Por el Teorema 2.9, sabemos que existe

IB| C Zpygin (2.13)

tal que S+ B = Zpiq1 y B < %ﬁfrl)(q2 + ¢+ 1). Para cada b € B consideremos el

conjunto S, = S+ {b}. Como cada Sy es un trasladado de S, cada uno de estos conjuntos es
un conjunto de Sidon, y de esta forma podemos ver que con |B| conjuntos de Sidon cubrimos

Zy24qi1- De la ecuacion (2.13) que ¢* + ¢+ 1 = 1ogk22(k)(1 — 0(1)). De lo anterior y por el
teorema de los niimeros primos podemos concluir la prueba. [ |

2.4. Demostracion del Teorema 2.1

Demostracion de la cota superior

Como vimos en el Teorema 1.3, tenemos que Fy(n) < n'/240.98183n'/4 4+ O(1). Por principio
de casillas, podemos deducir que el intervalo [1,n] no puede partirse en menos de

k> —— > -
~ Fo(n) — n'/2+40.98183n'/* + O(1)

conjuntos de Sidon. Esto es equivalente a

nl/2
k>
= 14 0.98183n1/4 + O(n=1/2)
= n!2(1 —0.98183n Y4 + O(n™1/?))

= (n'/* = 0.490915)% + O(1).

Si resolvemos la ecuacién anterior para n obtenemos que
n < ((k+ 0(1))Y? 4+ 0.490915)* = k% + 1.96366k*% + O(k),
con lo que se concluye la demostracion.
Demostracién de la cota inferior
Esta prueba se realizard partiendo de la construccién de Singer (Teorema 1.4). Tomemos ¢
potencia de nimero primo y sea S = {s1, 2, ..., S4+1} €l conjunto de Sidon de tamano ¢+ 1

propuesto por Singer dentro de Zg,.;. Consideremos los conjuntos de Sidon §; = S — s;
para 1 < j < ¢+ 1. Todos estos contienen al 0, y ningtin par de conjuntos coinciden en algtin
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otro numero, pues los trasladados de un conjunto de Sidon se intersectan en a lo mas un
elemento. Asi tenemos que

q+1 q+1
Usi|={orulJs\0} =1+ (g+1)g=¢"+q+1,
j=1 Jj=1

es decir, Z,2 441 se puede partir en ¢+ 1 conjuntos de Sidon. Consideremos £ entero positivo.
Por el teorema de los niimeros primos sabemos que hay un primo entre k — O(k°) y k para
¢ > 0.525 (ver [1]). De esto y considerando el levantamiento a Z de la particién de Sidon-
Ramsey construida a partir del conjunto de Singer podemos concluir que

k? — O(k“52) < SR(k).

2.5. Nuevos nimeros de Sidon-Ramsey en 7Z

Otro trabajo que se realizé en esta tesis es la obtencion de nuevos nimeros de Sidon-
Ramsey, en particular, obtuvimos los valores exactos de SR(6) y SR(7). También se obtuvie-
ron mejoras para las cotas de SR(8) y SR(9) establecidas previamente. Para esta parte del
trabajo se hizo uso de la computadora. En general, los procesos consisten en encontrar todos
los conjuntos de Sidon de algin tamano particular en ciertos intervalos, y posteriormente
intentar unir algunos de ellos para que formen una particiéon de Sidon-Ramsey. Se platica un
poco de dichos algoritmos al final de esta seccion.

Teorema 2.11 (Espinosa, Pellicer; [10]). El nimero SR(6) es 51.

Demostracion. La particién

{1,13,15,26,31, 34, 35,41} {4,6,14,28,29,33,40, 46, 49}
{2,5,11,18,22,23,37, 45,47} {9,12,19, 21,27, 43, 44, 48}
{3,7,8,24,30,32,39, 42} {10, 16,17, 20, 25, 36, 38, 50}

muestra que SR(6) > 50. Ademas, se realiz6 una busqueda exhaustiva para ver que ésta
era la unica particién en 6 partes de [1,50], y no puede extenderse a [1,51], por lo que
SR(6) < 51. |

Teorema 2.12 (Espinosa, Pellicer; [10]). El niumero SR(7) es 66.

Demostracion. La particién

{1,3,15,22, 30, 33, 46, 50, 55, 56} {6, 10, 16, 29, 38, 41, 43, 58, 59}
{2,9,17,21, 26,27, 47,49, 60, 63} {8,25,31,32,35,40,51, 53,65}
{4,7,13,23,24, 28,36, 54, 61} {11,18,19, 37,39, 42, 48, 52, 64}

{5,12, 14,20, 34, 44, 45,57, 62}
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muestra que SR(7) > 65. Para encontrar la cota superior, primero hay que recordar que
F»(66) = 10 (ver Tabla 1.1). Esto quiere decir que cualquier particién de [1,66] en 7 partes
debe contener al menos 3 partes de tamano 10. En total hay 1601160 ternas disjuntas de
conjuntos de Sidon de tamano 10, y ninguna de ellas se puede completar con 4 partes de
tamano 9. Cualquier otra particiéon necesitaria al menos 4 partes de tamano 10. En total hay
12435 cuartetas, y ninguna de ellas se puede completar con otros 3 conjuntos de Sidon para
cubrir [1,66]. Por lo tanto concluimos que SR(7) = 66. |

Proposicién 2.13 (Espinosa, Pellicer; [10]). Se tiene que SR(8) < 86.

Demostracion. Sabemos que Fy(86) = 12 (ver Tabla 1.1). Hay 2 conjuntos de Sidon de
tamano 12 en [1,86], y no son disjuntos. Por lo tanto, cualquier particién de Sidon-Ramsey
del [1,86] tiene a lo mas una parte de tamano 12. Si se usa uno de estos conjuntos, debe
completarse con al menos una cuarteta de conjuntos de Sidon de tamano 11. De los 102484
conjuntos de Sidon de tamano 11 en [1,86], se puede construir 3266 cuartetas disjuntas para
cada una de las elecciones del conjunto de Sidon de tamano 12. Ninguno de estas elecciones se
puede extender a una particién de [1,86] (no es posible anadir ningtin conjunto de Sidon de
tamano 11 y tampoco es posible completar con una terna de conjuntos de Sidon de tamano
10). Por otro lado, si no elegimos ningin conjunto de Sidon de tamano 12, se necesitan al
menos 6 conjuntos de Sidon de tamano 11. Existen 4030 de estas sextetas pero a ninguna de
estas se les puede anadir un conjunto de Sidon de tamano 11 y tampoco se puede completar
con dos conjuntos de Sidon de tamano 10. Asi se tiene que no existe particién de Sidon-
Ramsey en 8 partes de [1, 86]. |

Proposicién 2.14 (Espinosa, Pellicer; [1(]). Se tiene que SR(9) < 111.

Demostracion. Primero recordemos que Fy(111) = 13 (ver Tabla 1.1). Para conseguir una
particién de [1,111] en 9 conjuntos de Sidon, necesitariamos al menos tres conjuntos de Sidon
de tamano 13. Como hay 28 conjuntos de Sidon de tamanio 13 dentro de [1,111] pero ninguna
terna de estos es disjunta, concluimos que SR(9) < 111. |

Por otro lado, para k = 7 tenemos que [1,65] = [1,SR(7) — 1] cuenta con una particién no
balanceada, es decir, algunas de sus partes tienen diferencia de tamano al menos dos. Dicha
particién consiste en tres partes de tamano 10, cuatro partes de tamano 9 y una parte de
tamano 8, dada por

{1,3,15,22, 30,33, 46, 50, 55, 56 } {6,19,23, 24,34, 43,57, 59, 65}
{2,9,17,21,26, 27,47, 49, 60, 63} {8,10,20,36, 37,40, 45,51, 58}
{4,7,12,16,31,41, 42, 48,62, 64} {13,18,25,29, 35, 38,53, 61}

{5,11, 14, 28,32, 39, 44, 52, 54}

Este es el primer k donde sucede este fenomeno y surge la pregunta de que tan “desbalan-
ceada” puede ser una k-particién de Sidon-Ramsey en [1, SR(k) — 1].
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Algoritmo 1

Este primer algoritmo determina todos los conjuntos de Sidon en cierto intervalo [1,n] de
tamafio a lo mas k. Esto se hard de manera recursiva, usando conjuntos de Sidon en [1,m]
para construir conjuntos de Sidon en [1,m + 1].

Sea k > 1, y sea Sy, el conjunto de todos los conjuntos de Sidon con a lo mas k elementos
en {1}. Nétese que Sy, consiste exclusivamente de () y {1}. De manera recursiva se construyen
los conjuntos Sy, (que denota el conjunto de todos los conjuntos de Sidon de tamaifio a lo
més k en [1,m]) de la siguiente manera:

1. A S, se le anaden todos los elementos de S, _1 .

2. Para cada conjunto en S,,_1; de tamano a lo mas k — 1 se le anade el elemento m, y
si forma un conjunto de Sidon lo agregamos a Sy, 1.

Finalmente, S, i es el conjunto buscado.

Algoritmo 2

Este algoritmo sirve para encontrar todos los conjuntos de Sidon de tamano k en [1,n] que
contienen al 1 y al n.

Primero observemos que si X = {z1,...,2;} es un conjunto de Sidon con 1 = 7 <
Te < --- < x) = n, entonces X estd completamente determinado por la (k — 1)-tupla
(Y1, Y2,y Yp—1) = (2 — X1, 23 — Tg, ..., T — Ti—1). Resulta que una de estas (k — 1)-tuplas
(y1,Y2,---,Yp—1) determinan un conjunto de Sidon si y sélo si, para cualesquiera j; < jo y

g3 < ja con {J1, jo} # {Js, ja}, se tiene que

J2 Ja k—1
Zyj%zyj y Zyj:n_l-
=1

J=j1 J=J3
Entonces, para encontrar un conjunto de Sidon lo que se hacia era encontrar tuplas (yi, ..., yx_1)
que sumen n — 1 y tales que y1 < yo < --- < Yx_1, y se busca cuales de sus permutaciones

induce un conjunto de Sidon.

2.6. Numeros Bj,-Ramsey en 7Z

Del mismo modo que para los niimeros de Sidon-Ramsey, podemos obtener una estimacion
superior para los nimeros BRy, (k) con principio de casillas, ésta vez usando la cota de Green
para los nimeros Fy,(n) (ver Teorema 1.13). Al igual, para la cota inferior, se procederd de
manera similar que con los nimeros de Sidon-Ramsey, usando en este caso trasladados de
los conjuntos propuestos por Gémez y Trujillo (ver Teorema 1.12). La estimacién obtenida
esta en el siguiente teorema:
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Teorema 2.15 (Espinosa, Montejano, Roldén, Sudrez; [10]). Sean k, h enteros positivos con
h > 3, entonces

kit — O(K™7T) < BRy(k) < (Ch + o(1))ki1,
donde ¢ < 0.525 depende de la distribucion de los nimeros primos y donde Cs < \/7/2,

_h
Cy < V7 yCy < (2%)’“1 para h > 5 depende de las mejores cotas superiores para los

numeros By,.

Demostracion. Primero trabajaremos la cota superior para los nimeros de Bjp-Ramsey. La
mejor cota para nimeros Fy, estd dada por el Teorema 1.13 que establece que

Fr(n) < cpn? 4 o(nl/h),

donde c3 = /7/2, ¢y = Ty e, = % Usando el principio de las casillas, se deduce que el
intervalo [1,n] no se puede partir en menos de

k> > n
~ Fu(n) = epnt/h 4 o(n'/h)

conjuntos Bj. Resolviendo esta ecuacién para n, tenemos que
_h_ h
n<|c¢ "t +o(l))krT,

con lo que se demuestra la cota superior.

Para k fijo sea p el menor primo tal que p"~! — 1 < k. Por el teorema de Gémez-Trujillo
sabemos que para todo p primo y i > 3 existe un X conjunto By, de tamano p en Zy, X Zyn-1_;.
Esta construccién es de la forma

X ={(a, f(a)):a € Z,}.

Como los trasladados de conjuntos Bj son conjuntos By, tenemos que los conjuntos X; =
X +(0,7) para 0 < j < p"~' — 1 son conjuntos By, disjuntos. Ademds, por su cardinalidad,
podemos ver que estos forman una particion Bjp-Ramsey de Z, X Zjn-1_y = Zyh_,. Luego,
como By, de Z,, induce una particién en conjuntos By, en [1,m] podemos inducir una particién
de Bj,-Ramsey en [1, p" —p] en p"~1—1 partes. Por el teorema de los niimeros primos, podemos

deducir que p = (k + 1)ﬁ —O((k + 1)05%5), lo que implica

BRh(k') > BR,h(phfl — 1) > ph —p
= ((k+ 1) = O((k + 1) =) — (k+ )7 + O((k+1)71)

1.525

= (k+1)71 — O((k +1)%7). m




Capitulo 3

Numeros de Sidon-Ramsey y
Bj-Ramsey en 7

En este capitulo se mostrardn primero estimaciones de los ntimeros Bj, en Z? para el
caso en que las cajas sean asimétricas. Luego, usaremos esta y otras estimaciones, al igual
que la funcién ¢ (ecuacién (1.5)) para establecer cotas en los nimeros de Sidon-Ramsey y
By-Ramsey en Z4.

3.1. Mejoras en ntmeros B), en Z!

En esta seccién se combinaran ideas de Cilleruelo ( [10]) y de Rackham y Sarka ( [30])
para obtener la siguiente estimacion para los niimeros Bj:

Teorema 3.1 (Espinosa, Montejano, Roldan, Sudrez; [15]). Seanh > 2 yn; <ng < --- <ng
enteros positivos, y sean No = 1, N; = [[1_yn; para 1 < j < d, N = Ny, y sea s el menor
d=s+2N__,. Entonces para h > 2 se satisface

entero tal que NY/" < n¢
1
(t)rti N# <1 +0 <(N—11) ““)) if h = 2t,
Fh(nl,...,nd) < N

@i N (1+O((]j;11>“+2)) ifh=2t—1.

Este teorema coincide con la cota de Cilleruelo (Teorema 1.7) para conjuntos de Sidon y
para h > 3 en el caso de cajas simétricas coincide con la cota de Rackham y Sarka (Teorema
1.14). En el caso de que h sea grande y la caja sea “suficientemente simétrica”, el Teorema
1.15 puede darnos una mejor estimacién. Para demostrar este teorema trabajaremos con la
energia aditiva y mencionaremos algunos lemas a su alrededor.

Definicién 3.2. Dados dos subconjuntos A, B de un grupo aditivo G, y g € G, se define la
energia aditiva entre A y B como

> dalg)ds(g),

geG

22
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donde
dx(9) = {(z,2) : z,2" € X,z — 2’ = g}|.

Lema 3.3 (Cilleruelo, [10]). Sea G un grupo aditivo y A, B C G. Entonces

A+ B|
Al? | da(g)d
geG
El siguiente lema es una generalizaciéon de los Lemas 4.2.1 y 4.3.1 de [30]. Ambos lemas

consideran un conjunto B simétrico pero este hecho no es usado en la prueba. Para esto,
denotaremos por tA al conjunto de sumas de ¢ elementos de A (no necesariamente distintos),
y por t x A al conjunto formado por las sumas de ¢ elementos distintos de A.

Lema 3.4 (Rackham, Sarka; [30]). Sea h > 2, sea A un conjunto By, en Z* y sea B =
(0,47 — 1] X [0,d5 — 1] X -+ X [0,44 — 1].

1. Si h = 2t, entonces

de )dp(z) < |BI* + O(|B||A]" ).

zeZ4

2. Sih =2t —1, entonces
A
3 dual2)ds(z) < E B2 1 0(1BlIAP).

z€Z4

Ahora si, con estos lemas se pueden seguir las ideas de Cilleruelo, Rackham y Sarka para
demostrar el Teorema 3.1.

Demostracién del Teorema 3.1

Primero trabajaremos el caso cuando h = 2t. Sea A un conjunto By, en X = H?Zl[l, n;| C
Z% y definimos r; = 0 para j < s,y r; = |[tn;M| para j > sy 0 < M < 1. Aplicando los
Lemas 3.3y 3.4 contAy B = [0,r1] x [0,75] X -+ x [0,74] tenemos que

tA]?|B|?
LA < 3 daCIdale) < B+ O(BIIAP),

\A|—tl+t)

El nimero de elementos en tA es ( . Una estimacion sencilla para este coeficiente

ﬁ < ('A‘ 1+t) de donde se sigue que 4L < |tA|. De manera similar tenemos

binomlal es a
que 4l < \hA] y como hA C hX se implica que |A| < (h!|hX|)'/" = O, (NY"). Gracias a lo

anterlor podemos obtener la estimacion

A BI*

_ el < 2 2t—1 < 2 %
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Nﬂ
|A* < (t)?|tA + B <1 + Oy < B ))

Nétese que tA+ B C [1,tny + 1] X -+ x [1,tng + rg). Como r; < tn;M < r; + 1 entonces

o de manera equivalente

|tA+B\<thJ+rJ ﬁ<1+—>_thH(1+—)

7=1

< N1+ M) = dN(1 + O(M))

d d

—S N —S
1Bl =1 +ry) =[] tnsr =t “EMd +1,

j:s jZS

Concluimos entonces que

|A]? < (tD2N(1 4+ O(M)) (1 +0 (%)) .

Para minimizar esta tltima expresién, tomamos M = (N,_;/N¥/")1/(4=5%¥2) v 5 e menor
entero tal que N'/h < n?=*+2N_ ;. Con esto, tenemos que

|A? < (t)2IN (1 +0 <<N511) HH)) :
N

Concluimos la demostracion de este caso sacando la raiz 2¢-ésima a la ultima expresion.

La prueba para el caso h = 2t — 1 es muy similar a la del caso h = 2t. Sea A un conjunto
By, contenido en X, 1 < s <dy0< M < 1. Tomamos M, r; y B como en el otro caso.
Aplicando el Lema 3.3 con t * Ay B, y usando el Lema 3.4 obtenemos que

t x Al>| BJ?
B < 3 deaoyiae) < B + 0( 1P
2€24

, A . . . .
El numero de elementos en t x A es (‘ tl). Los coeficientes bonimiales se pueden estimar

elementalmente por &(1 — Iii\) < |t x A], donde ¢; depende tinicamente de ¢. Usando esto y

que |B| = O(N), % < hiN y |A| = Q(N#) (lo tltimo se sigue de las estimaciones de las
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ecuaciones (1.7) y (1.9)) tenemos que

|A,2t§m|t*,4+m(1_1ﬁ)2(1+0 o))
:%H*AJFH (1+O (|L|)) o (|A||;t2))
(10 () (1o ()

N

:(t!)Z|A||t*A+B| <1+O( |Bh|>>.

De manera similar que en el caso par, podemos ver que | B| > td_‘*“%,Md_s+1 y |txA+B| <
t4N (14 O(M)). Entonces

2t

A < (%)Qth(l +O(M)) (1 +0 (%)) .

NMdfs+1

Para minimizar esta expresién, tomamos M = (N,_;/NY/")1/(d=5+2) v 5 e] menor entero
que satisface N'/* < nd=s*2N, ;. Entonces

|A|2t—1 S (t!)2td_1N (1 + O ((]j\sf:l> ds+2>> ‘

La demostracion se concluye tomando la raiz (2t — 1)-ésima de la dltima expresién.

3.2. Numeros de Sidon-Ramsey y nimeros B;-Ramsey
en 7!

Para poder presentar los resultados relacionados a niimeros de Ramsey en Z% para d > 2
es conveniente acotar el nimero de partes necesarias a partir de las dimensiones de la caja.
Consideraremos entonces, para h > 2, el pardmetro bry,(ny,ns, ..., ny) como el mayor entero
k tal que no existe una particién Bj-Ramsey en k conjuntos B, de la caja X = [1,n] X
[1,m9] X -+ x [1,n4] C Z4. Para h = 2, bry(ny,...,ng) es el problema Sidon-Ramsey en Z%; y
en el caso de que d = 1, este parametro satisface que bry(SR(k)) = k y que bry,(BRy(k)) = &
para h > 2. Para el pardmetro bry(ny, ne, ..., ng) se puede obtener el siguiente teorema.

Teorema 3.5 (Espinosa, Montejano, Roldan, Sudrez; [17]). Seanny < ny < --- < ny enteros

positivos, No =1, N; = ngi n; paral <i<d, N =Ny, y1l<s<d el menor entero que
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satisface N'Y/" < n@+2N,_|. Definimos

h—1 1
N (1-0 (Ns*)d““” sih =2t
_ ) i N ’

Yo(ni, ..., ng) = et l
S (1—0( NH) o )> sih=2t—1,

entonces

Vh(nla SR 7nd) < brh(”lv s 7nd) < N% (1 + @ (N_lh+c>> )
donde ¢ < 0.525 depende del teorema de los numeros primos.

Demostracion. La cota inferior se obtiene de aplicar el principio de casillas con la cota del
Teorema 3.1. Para el caso h = 2t, tenemos que la caja X se puede partir en no menos de

RY N

(. ng) = (HO((%)AH))

(t)ith N
conjuntos Bj,. Simplificando esta ultima expresion podemos concluir el primer caso de la
prueba. Para el caso h = 2t — 1 se procede de manera analoga.
La cota superior se sigue del Teorema 2.15 (Teorema 2.1 para h = 2) y de que las
particiones en conjuntos By, (conjuntos de Sidon) de [1, N| se pueden mapear a particiones
en conjuntos By, (conjuntos de Sidon) de [1,n1] X [1,ng] X -+ X [1,n4]. Estos teoremas nos

dicen que ki1 — O(K"#1) < BRy(k), que es equivalente a

k>

=

bry(N) < N'% (1 +0 (N‘hlfl

Luego, como el mapeo mencionado implica
brh(nla Nay ... 7nd> < bfh(N),

podemos concluir con la cota superior del teorema. |

Del teorema anterior se deduce que bry(ny, ng,...,ng) = 6 ((n1n2 = -nd)%) Ademads

podemos notar que la cota inferior depende de la mejor cota superior para el nimero Fy, y
algunas mejoras en esta cota se pueden obtener en este caso. Por ejemplo, para h suficiente-
mente grande y cajas “suficientemente simétricas”, es posible mejorar la estimacién usando
el Teorema 1.15 en lugar del Teorema 3.1.
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Espacio de poligonos degenerados a
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Capitulo 4

Preliminares

Dado n > 3 un entero fijo podemos pensar en un poligono de n lados (n-agono) en el
plano C como un punto (zy, 22, - - , z,) € C", donde los vértices del n-dgono se corresponden
con los puntos z1, 29, ..., 2, € C, y los lados del poligono corresponden a los segmentos z; 23,
%273, ..., Zn1%n ¥ Znz1, donde ab denota al segmento en C comprendido entre a y b. De este
modo, el conjunto de n-agonos se equipa con la topologia usual de C".

Definicién 4.1. Denotaremos al grupo afin complejo por
Ac :={fap :C—=C, f(z) =az+0b, conacC ybeC},

donde C* := C\{0}. El grupo afin complejo actia en el conjunto de n-dgonos de manera
diagonal. Es decir, para fop € Ac y Z = (21,...,2,) la accion hace la asignacion

(fap: Z) = (az1 +0b,...,az, +b).

Esta ultima expresion también serd denotada por aZ + g, donde b representa al vector
(b,b,...,b). Diremos que dos poligonos Z y W son equivalentes si la accion del grupo afin
manda Z en W.

No es dificil ver que la accion del grupo afin complejo en el conjunto de n-agonos define
una relacién de equivalencia, ya que: el grupo afin cuenta con la funcién identidad, el inverso
de una funcién afin es a su vez una funcién afin, y la composiciéon de dos funciones afines es
una funcion afin.

Definicién 4.2. Se define el espacio de poligonos de n vértices como
P(n) = (C"\Dn)/Ac,
con la topologia cociente, donde
D,={7=(z,2,...,2) € C"}

denota al conjunto diagonal, conformado por los poligonos degenerados a un punto. Denota-
remos por n: C"\ D, — P(n) a la proyeccion natural.

28
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4.1. Espacio de poligonos P(n)

Se puede notar que para todo poligono en C", existe otro poligono que es equivalente a

él con la primer coordenada igual a 0. Por ejemplo, dado un poligono Z = (z,...,z,) € C",
basta con considerar al poligono Z — z1 = (0,20 — 21,. .., 2, — 21).
Definicién 4.3. Se denotard por V,, = {(0, 29, ..., 2,)} al conjunto de poligonos en C" cuya

primer coordenada es 0.

Se puede notar que dos poligonos Z = (0,z29,...,2,) y W = (0,ws,...,w,) en V, son
equivalentes si y solo si existe a € C* tal que aZ = W. De aqui podemos deducir la estructura
de P(n).

Observacién 4.4. El espacio P(n) es biholomorfo a CP" 2. Esto se sigue de que
P(n) = (C"\ D,)/Ac = (V, \ {0})/Ar = CP"2,

donde Af = {fao € Ac : a € C*}. Podemos darnos cuenta de que si consideramos la
restriccion de n a la esfera unitaria de dimension 2n— 3 dentro de V,,, obtenemos la fibracion
generalizada compleja de Hopf.

Para nuestros fines, serd necesario que demos algunos resultados basicos de poligonos
simples y poligonos convexos.

4.1.1. Espacio de poligonos simples

Definicién 4.5. Todo poligono Z = (z1, 22, . . ., 2,) define una curva poligonal cerrada Zizz U
Zozz U+ UZ,21 y la denotaremos por ¢(Z).

Definicién 4.6. Un poligono Z € C" se dice que es simple si todos sus vértices son distintos
y <(Z) es una curva de Jordan. S(n) C C™ denota al espacio de poligonos simples.

Se dice que un poligono Z simple es positivamente orientado si el orden en que aparecen
sus vértices en ¢(Z) es en contra de las manecillas del reloj, y es negativamente orientado si
aparecen en el sentido de las manecillas del reloj.

Definicién 4.7. Se denotardn por ST(n) y S™(n) a los conjuntos de poligonos simples posi-
tivamente orientados y negativamente orientados, respectivamente.

En [19] se demuestra que S*(n) y S7(n) son abiertos, conexos y homeomorfos entre si.
Denotaremos por S(n),ST(n),S™(n) C P(n) a las proyecciones n(S(n)),n(S™(n)),n(S™(n)),
respectivamente. Se sigue que ST (n) y S™(n) son abiertos, conexos y homeomorfos entre si.
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4.1.2. Espacio de poligonos convexos

Definicién 4.8. Para todo Z € S(n) se tiene que ¢(Z) divide a C\¢(Z) en dos regiones, una
de ellas acotada (consecuencia del Teorema de la Curva de Jordan). Denotaremos por ¢l(Z)
a la union de ¢(Z) y la region acotada de C\c(Z).

Definicién 4.9. Se dice que un poligono simple Z es convexo si para cualesquiera dos puntos
p,q € cl(Z) se satisface que pq C cl(Z). Denotaremos por K(n) C S(n) al conjunto de
poligonos convexos. Denotaremos por Kt (n) = K(n) NST(n) y K~ (n) =K(n) NS™(n) a los
poligonos convexos positiva y negativamente orientados, respectivamente.

En [15] se ve que KT (n) y K™ (n) son espacios conexos. Sus proyecciones al cociente las
denotaremos por K(n) := n(K(n)), K*(n) := n(K*(n)) y K~ (n) := n(K~(n)), siendo las
tiltimas dos conexas y difeomorfas a R**~* (ver [14]). En particular, sabemos que todos los
tridngulos son poligonos convexos, por lo que K(3) = S(3) (esta igualdad también se da en los
subconjuntos de tridngulos convexos positivos y convexos negativos, asi como en el cociente

P(3)).

4.2. Espacio de n-segmentos y espacio de n-segmentos

convexos
Definicién 4.10. Se dice que un poligono Z = (21, 22, . .., z,) € C"\D,, es un n-segmento si
sus vértices z1, . . ., z, € C son colineales. El conjunto conformado por todos los n-segmentos

se denotard por L(n) C C™.

Definicién 4.11. Se denota por M : C" — C" al isomorfismo lineal que hace la asignacion
M(z1, 29, ...y 2n) = (22, ..y Zn, 21)-

Denotaremos por 0X y cl(X) a la frontera y la cerradura de un conjunto X', respectiva-
mente.

En el Teorema 4.12 se demostrara que L(n) C dS*(n)NJS™(n). En particular se tiene que
L(3) = 0ST(3) N 9S~(3). Esto sucede ya que todo Z = (21, 29, 23) € C*\ D3 es un tridngulo o
un tridngulo degenerado a un segmento. Para n > 3 se tiene que IL(n) C 9ST(n) N IS~ (n),
pues hay n-agonos que no estéan en IL(n) que se pueden aproximar tanto por poligonos simples
positivamente orientados como por poligonos simples negativamente orientados. Por ejemplo,
Z =(1,0,4,0,0,0,0,...,0) no es un n-segmento y puede aproximarse con los n-4gonos simples
positivamente orientados

2 3 4
7. = (1,5(1 +i),4,0,— € 9t U)

n—-3n—-3n-3"""7"n-3

cuando € > 0 tiende a 0, y por los n-dgonos simples negativamente orientados Z. cuando
€ < 0 tiende a 0.

Teorema 4.12. IL(n) estd contenido en ST (n) N IS~ (n).
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Demostracién. Como dST(n) N IS~ (n) es un conjunto cerrado y los n-segmentos con algu-
nos vértices iguales son limite de n-segmentos con todos sus vértices distintos, entonces es
suficiente demostrar el teorema para n-segmentos en IL(n) con todos sus vértices distintos.

Seae > 0y Z € L(n) un n-segmento con todos sus vértices distintos. Demostraremos que
existe W € ST(n) tal que ||W — Z|| < ey/n. Esto implicaria que el n-dgono W’ obtenido de
reflejar W por la linea en C que contiene Z satisface que W’ € S™(n) y |W' —Z|| < ey/n. Con
lo anterior, tendriamos que Z € 9S™(n) N 9S™(n) y por lo tanto L(n) C 9S*(n) N IS~ (n).
Procederemos entonces a demostrar la existencia de dicho poligono W.

Por otro lado, podemos restringirnos al caso en que cl(Z) = [0,1], 21 = 0y 2z, = 1
(cualquier otro caso es andlogo, ya que todo n-segmento se puede llevar a uno de esta forma
mediante una transformacion afin y algunas aplicaciones de la funcion M, y estas transfor-
maciones preservan sucesiones de poligonos convergentes).

Consideremos entonces Z = (0,29, ..., Tk_1, 1, Tgs1,...,2,) con cl(Z) = [0, 1]. Construi-
remos una curva poligonal simple que aproxima los primeros k vértices de Z y que esta
contenido en el semiplano inferior. Procediendo de manera analoga construimos una curva
poligonal simple que aproxima a los vértices restantes de Z y que esta contenida en el semi-
plano superior. Asi, el n-agono W que buscamos sera la unién de estas dos curvas poligonales.

Si k = 2, la curva poligonal de z; a 2, es 01. Supongamos que 2 < k < n. La construccién se
hara construyendo recursivamente los vértices z1, z9, ..., zp. Sean 1 =g < 1 < --- <[, =k
tales que, para toda 1 < m < r — 1, los vértices z;,, € Z tienen las siguientes propiedades
(ver Figura 4.1):

I. Sily-1 < s <l,, entonces z; € Z;_17,, -

II. Sim es impar, entonces 2., € 0z, = Z17%,,.

II1. Si m es par, entonces 2, ., € 2,1 = 7, 2.

Sil; = k (i.e. los primeros k vértices aparecen en orden creciente), tomamos we = 29 — i€, y
para 2 < s < k, w, es el nimero complejo en el segmento wy1 con parte real z,.

Si Iy < k, tomaremos wy, = z, — i€. Si [, = k, definiremos los w;, para j < r como:
para j par, wy, = 2z, — i(21,6/22;,), wy, = 2z, — (21,21,6/221,215), etc; y para j impar wy, =
21, — (21,6 /221,), Wiy, = 21, — (21,21, /221, 21,)» €te. Luego, tomamos z;, = 2z, = 1. Esto define
una poligonal simple de 0 hasta 1 dada por wj,w;,, Wi, Wy, Wi, Wi, - - ., Wy, _, Wy, contenida en el
semiplano inferior. Para los vértices restantes entre 1 y £, si [;_; < s < [;, entonces tomamos
w, en el segmento w;,_ w;; con parte real z;. Asi, tenemos que wiws U wawz U - - - U Wr_1wWy,
es una poligonal simple contenida en el semiplano inferior y que satisface |ws; — z5| < €
(ver Figura 4.1). Procediendo de manera similar, podemos construir una poligonal en el

hemisferio superior Wy 1 U WriiWrie U -+ U Wewy con |ws — z5| < e. Asi, el n-dgono
W = (0,ws,...,wk_1, 1, Wks1,...,w,) es simple, positivamente orientado y satisface que
W = Z|| <ev/n. ]

Definicién 4.13. Diremos que un n-segmento es convexo si estd en OK(n). Al espacio de
n-segmentos convezros lo denotaremos por Q(n).
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w14 = T14 + 1€

r7 X5 X3 T8 L1l T4 T12 T15L9
z13=wiz=1

Wy = T4 — 1€

Figura 4.1: En la figura se muestra un 16-a4gono de color negro que se aproxima a un 16-segmento de color
gris y con vértices distintos. Para la poligonal de la parte inferior al 16-segmento, tenemos que l; = 4, l5 = 6,
l3=9,14 =10y l5 = k = 13. Para la poligonal del semiespacio superior, tenemos que /; = 1, y por lo tanto,
Z14, T15 ¥ T16 aparecen en orden decreciente en [0, 1].

La proyeccién natural preserva n-segmentos y n-segmentos convexos, por lo que podemos
definir las proyecciones de los espacios de segmentos y de segmentos convexos por L(n) :=
n(L(n)) C P(n) y Q(n) :=n(Q(n)) C P(n), respectivamente. En [2()] se estudia la topologia
de los espacios de n-segmentos y de n-segmentos convexos, ademés de estudiar propiedades
de los vértices que caracterizan a los n-segmentos convexos. Al igual que sucede que todo
tridngulo es convexo, tenemos que todos los 3-segmentos son convexos, es decir, Q(3) = LL(3).
Para n > 4 la contencién Q(n) C L(n) es propia (ver Figura 4.2).

a) b)
zZ9 = 1 + it

Z3=—it Z4=1—it

Figura 4.2: La figura muestra dos formas de aproximar al 4-segmento (0,1,0,1) por poligonos simples a)
(it,1 — t,—it,1) y b) (0,1 + ét,t,1 — it). Los cuadrilateros (it,1, —it,1 — t) positivamente orientados y los
cuadrildteros (0,1 + ét,t,1 — it) negativamente orientados se aproximan a (0,1,0,1) cuando t — 0. No es
posible aproximar a este 4-segmento por cuadrilateros convexos.

Notacién 4.14. Denotaremos por D™ al disco unitario cerrado de R™.

En el Corolario 6.8 se demuestra que Q(n) = 0K+ (n) N 0K~ (n), lo cual vuelve funda-
mental estudiar a Q(n) para poder comprender el espacio cl(K(n)), la cerradura del conjunto
K(n) en P(n). En [21] se demuestra que cl(K(4)) es la unién de dos discos cerrados D* que
se pegan por una banda de Mdbius en sus fronteras (la banda se describe en el Ejemplo 6.23).

Notemos que Z y W son dos poligonos equivalentes si y sélo si M(Z) y M (W) son
equivalentes. Esto nos permite asegurar que lo siguiente esta bien definido.
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Definicién 4.15. Se define v : P(n) — P(n) el difeomorfismo que satisface jron=mno M.

Se puede pensar al cociente P(n)/(u) como el espacio de poligonos P(n), olviddndonos
de sus etiquetas.

Definicién 4.16. Se define el espacio de segmentos sin etiquetas como £ (n) := n(L(n))/{u).



Capitulo 5

La topologia y la geometria de LL(n)

Para describir al espacio L(n) y algunas de sus propiedades, nos apoyaremos de V,,, el
conjunto de segmentos cuya primer coordenada es el 0. Para ello, usaremos la notacién

M(n) :=L(n) N V,.

Como para todo segmento X en M(n) se tiene que X vive en una recta por el 0 en C, sabemos
que existe a € C* tal que aX esta totalmente contenido en el eje real de C. Asi, todo Z =
(21,...,2n) € L(n) es equivalente a algin segmento dentro de V,, N R™ := {(0,22,...,2,) €
V, : z; € R}. Por lo tanto, tenemos que 7~ (n(R™\{0})) = L(n).

5.1. La topologia de L(n)

Definicién 5.1. Dado A C R™ tal que —A = A, denotaremos por €4 al toro de mapeo de
la funcion —ida

(A X [07 1])/{(X7 O) ~ (_X7 1)}

Lema 5.2. El conjunto de n-segmentos L(n) N S*3, donde S>3 es la esfera unitaria en
V.., es homeomorfo a Gsn—2.

Demostracion. Consideremos la funcién

B (872 % [0,7]) {(X,0) ~ (=X, m)} > Ln) N 83
(X,0)] — X,
donde, para X = (z,...,2,) € S X denota a (0,29, ...,x,). Esta funcién estd bien
definida pues L o
(X, 0)]) = X = (=X) = ¢([(-X,m)])

para todo X € S" 2. Ademés, ¢ es biyectiva ya que para todo Y € L(n) NS*~3 existe un
tinico 0 € [0, ) tal que e ™Y estd en S"72. Por otro lado, ¢ es diferenciable pues lo es en
cada coordenada.

34
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Ahora, consideremos la rama de la funcién argumento en C con —§ < arg(z) < 37” Sea
¥ : C* — [0, 7] definida como

0 si z es real y positivo,
s si z es real y negativo,
arg(z) si Im(z) > 0,
arg(—z) si Im(z) <O0.

Consideremos la funcién

W L(n) NS — (S"72 x [0, 7)) /{(X,0) ~ (=X, )}
7 — [(e_iﬂ(zk)(ZQ, ooy Zn), 0(2k))],

donde z; es alguna coordenada no nula de Z. Podemos ver que zﬂ estd bien definida ya
que si arg(z) € {0,7} y arg(z;) = arg(zy) £ 7, entonces J(z) = ¥(2;), y en el caso en
que arg(z,) € {0,7} y arg(z;) = arg(z) £ 7, tenemos que [(e=VE) (29, ... 2,),9(2))] =
(€7 (29, ..., 2,),9(2;))]. Esta funcién es biyectiva, pues un n-segmento en L(n) N §?"~3
estd determinado de manera tunica por el dngulo que forma ¢(Z) con el eje real y por la
posicién de las coordenadas zs, .. ., 2z, respecto al origen en la recta por el origen que forma
angulo ¥(zx) respecto al eje real. 1& también es diferenciable puesto que lo es coordenada a
coordenada. |

Corolario 5.3. M(n) C C" es una variedad de dimension n difeomorfa a sn—> x R.

Demostracion. Basta con demostrar que M(n) es difeomorfo a (L(n) N'V,,) x R. Para ello,
tomaremos la funcién
T:(L(n) NS*™?) x R — M(n)
(Z,r)— e Z.

Esta funcién es una biyeccién pues cada elemento Z € M(n) estd determinado de manera

tinica por su norma y el vector -2 € IL(n) NS?"73, y es diferenciable pues es diferenciable en

1Z]]
cada una de sus coordenadas.
Por otro lado, la funcién

T :M(n) = (L(n) NS ) x R

A
Z (—,1n||Z||>.
1Z]]

Esta funcién es inversa de Y y es diferenciable ya que lo es en cada una de sus coordenadas.
Como la dimension de Ggn-2 es n — 1 se sigue que la dimensién de M(n) es n. |

Corolario 5.4. L(n) C C" es una variedad diferenciable difeomorfa a M(n) x C.
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Demostracion. La funcién

U :M(n) x C— L(n)
((0,29,...,2,),0) — (b,20 +b,...,2, +b)

es biyectiva y diferenciable (pues es diferenciable en cada coordenada). La inversa de esta
funcién esta dada por el mapeo

(21,20, .oy 2n) — (0,20 — 21, ...y 20 — 21)5

la cual también es diferenciable. [ |

5.2. El espacio tangente de LL(n) y las rectas en L(n)

Para poder hablar de la geometria de LL(n) usaremos el producto punto usual de R*",
ajustando la notacion para C", como se muestra a continuacion:

Definicién 5.5. Sean Z = (z1,22,...,2,), W = (w1, we,...,w,) € C". Se definird el pro-
ducto interno como

(Z,W)) = sz L wj,

donde z - w es el producto punto interno usual del plano, es decir, para z = x, + 1y, y
W = Ty, + Yy LENEMOS 2+ W = T, Toy + YV -

Definicién 5.6. Sea M una variedad diferenciable de dimension k en R™, sea x € M, y
sea ¢ - U C R¥ — M diferenciable donde U una vecindad abierta del 0, tal que (0) = x.
Dada v : (—=1,1) — R* diferenciable, diremos que el vector (¢ o y)'(0) en R™ es un vector
tangente de M en x. El espacio tangente de MM en x se denota por T, DN y estd definido como
el conjunto de todos los vectores tangentes de x.

En las siguientes subsecciones vamos a determinar las curvas a : (—e,e) — M(n) o
a : (—e,¢) = L(n) que nos ayudaran a describir el espacio tangente en cada uno de los
puntos de dichas variedades. Es un hecho conocido que el espacio tangente de una variedad
en un punto es un subespacio vectorial de la misma dimensién que la variedad. En ocasiones,
se estara haciendo un abuso de notacion al referirnos como espacio tangente al subespacio
afin Z + T7L(n) (o Z +TzM(n)).

Para esta seccion nos serd 1til denotar los siguientes conjuntos, ya que nos ayudaran a
construir parte del espacio tangente, pues estan conformados por rectas contenidas en L(n).

Definicién 5.7. Sea Z = 2(0,c¢a,...,¢,) € M(n), donde z € C* y ¢; € R y sea b € D,.
Definimos los conjuntos:

a. C, o= {)\Z+g€ L(n): A € C*}.
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—

b. R 15 {ZO02+x2,...,cn+xn)+b€L(")3(5172,---, n) € RPN\ {— (C2v---7n)}}'

n—
z
c. Dy = {Z+b+Beln):deD,}.

Es sencillo notar que C}H; es una copia isométrica de C*, R’Zrlg es un subespacio afin real
de dimensién n—1 de C", y D, 7 es una traslacion de D,, por el vector Z +b. En particular,
Cz=CL5vy R = RZ;IG estan contenidos en M(n).

Observacion 5.8. Para todo Z € M(n) tenemos que

= ParabeC*, C .0 M(n) = ]R’;rlgﬂ M(n) = 0.

« ParabeC, Dy ;NM(n) ={Z}, D, ;NC;, ;= {Z+b}, D, ;MR

* n— 1 * L *
C, s NR G —{rZ+b:reR R\{O}}_R.

n—1 __
= {Z+b}, y
5.2.1. El espacio tangente T;M(n)
Consideremos las cartas de coordenadas
U, :={2(0,re,...,16—1, 1, Tks1,...,mn) : 2 =2 +1iy € C*,r,, € R}
en M(n). Trabajaremos con las cartas ¢y : Uy — R™ que hace la asignacién

20,79, o ety L sty ooy Tn) V> (T, oo s T 1, T, Yy Tl dy -+ o5 T )

Determinaremos el espacio tangente en los puntos de Uy, para las otras cartas los calculos

son andlogos. Dado Z = ((0,1,¢s,...,¢,) € Uz, consideramos las curvas
(1+1is)Z para j = 1,
i(s) = , (5.1)
C(O,l,Cg,,...,cj_l,cj +s,cj+1,...,cn) para 2 < j < n.

Se puede ver que todas estas curvas son diferenciables y satisfacen «;(0) = Z. Ademds, sus
derivadas

{a(0), a5(0), ..., (0)} = {iZ,Cea, ..., Cen} (5.2)
forman una base ortogonal de T;M(n), donde e; es el j-ésimo vector de la base candnica de

C", es decir, el vector en C™ con su j-ésima coordenada igual a 1 y las otras n—1 coordenadas
iguales a 0. Para ver que es una base ortogonal, basta ver que

(iZ,Cej)) = ((iCcje;, Ces) = ¢5[(i€) - (] =0 sii=1yj>1,

(Cei, Ces) = [C)*(ei, e5) =0 si 4,7 > ldistintos. (5:3)

{(ai(0), a3(0))) = {

Proposicién 5.9. Los conjuntos Ci U {0} y R% 1 U{0} son subespacios de T;M(n), y estos
tienen como bases ortogonales a los conjuntos

{01(0), Z = 3(0) + c3a5(0) + -+ + cn, (0)}  y - {05(0),05(0), ..., ap,(0)},

respectivamente.
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Demostracion. De la ecuacion (5.3) se sigue que {a5(0),a5(0),...,a/,(0)} es un conjunto
ortogonal, al igual que se sigue que o} (0) y a5(0) + c3a4(0) + - - - + ¢,,a},(0) son ortogonales.
De la Definicién 5.7 se sigue que Cj U {0} y R2™' U {0} contienen a dichos conjuntos,
respectivamente, y por lo tanto son bases ortogonales de ellos, y por lo tanto, estan contenidos
en T,M(n). |

5.2.2. El espacio tangente T, (n)

Para el caso de IL(n), consideraremos las cartas de coordenadas
Uy = {2(0,7r9, ... Th1, L, Tty o ooy ) +b: z=z+iye Cr, e Rob=u+iv e C}.
En este caso, las cartas serdan ¢y : U, — R™2 con la asignacion
2(0,7r9, ooy o1, Ly Thgty oo oy ) + b (Toy e ooy TRl Ty Yy Tt dy e -« s Ty U, V).

Nuevamente, determinaremos el espacio tangente unicamente en los puntos de Z/[Q, ya
que en las otras cartas el procedimiento es andlogo. Sea 7 =Z7Z+40b € Uy, con 7 =
C(0,1,¢3,...,cp) EUs y be D,,. Consideraremos las n + 2 curvas

aj(s)+l_; para 1 < j < n,
Gj(s) =4 Z+sl  paraj=n-+1,
Z + st para j =n + 2.

donde «; son como en la ecuacién (5.1) para 1 < j < n. Para toda 1 < j < n + 2, estas
curvas satisfacen 4;(0) = Z. En el caso que 1 < j < n, se tiene que &(0) = a}(0), y para
j € {n+1,n+ 2} tenemos que &, ,(0) = I y &’,,,(0) = 7. El conjunto

{OA/I(O)’ 65/2(())7 s 7d;1(0)’ OA/n—H(O)J OA/n—&-Q(O)} = {iZ, Cea, ..., Cen, Iu Z} (54)

forma una base no ortogonal de TzLL(n). Para ver que forman una base basta ver que no hay
una combinacion lineal real no trivial de ellos que sea igual a 0, pues si lo hubiera, existirian

X15X25- -+ Xn+2 € R tales que
n+2

> x;65(0) = 0,
j=1

pero en este caso, tendriamos que

n+2 n+2
0= [Z Xj@}(o)] cer = > ((0) - €1 = Xnt1Q 11 (0) + Xnt28h42(0) = X1 + iXnsa,
: s
por lo que Xp+1 = Xnt2 = 0; luego, como los vectores {&}(0), ..., 4., (0)} son ortogonales (ver
ecuacion (5.3)), se sigue que no existe dicha combinacién lineal. Se puede notar que la base

no es ortogonal ya que (65(0),a;,,(0))) = ¢-1y (a5(0), &, ,5(0))) = ¢ -4, y no puede suceder
que ambos sean iguales a 0.
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Proposicién 5.10. Los conjuntos C;, .U {b}, R"’% U {b} y D, son subespacios afines

contenidos en el espacio tangente Z + b+ T, 7L(n). Sus trasladados al origen, tienen como
bases ortogonales a los conjuntos

{41(0), 2 = a5(0) + ¢364(0) + - - + ¢ud,(0)},
{65(0),45(0),..., 6, (0)} v {4,11(0),67,,,(0)},

respectivamente.

Demostracion. Notemos primero que los trasladados al origen de los conjuntos C7 U {b},

R lu {b} v D, _; coinciden con C U {0}, RZ'U {0} y D,. Por la Proposicién 5.9, se sigue
ave los conjuntos {3}(0). Z = G5(0) + eady(0) + -+ + c,,(0)} ¥ {B5(0).G5(0),....34(0))
son bases de Cj U {0} y R% 1 U {0}, y por su deﬁnicién, es claro que jd;+1( ), 0, 5(0)} es
base ortogonal de D,,. Se concluye la contencién ya que Z +b€ Z +b+1T, ;L(n)y Z +b
estd contenido en cada uno de los espacios afines C7 U {b}, R’Zilg u{b}y D, ;- |

5.2.3. Lineas rectas en M(n)

En el Teorema 5.12 describiremos conjuntos dentro de M(n) que contienen muchas rectas.
La siguiente proposicion seré de ayuda para esto.

Proposicién 5.11. Sean Z,W € M(n). El segmento de recta o(t) = (1 —t)Z + tW, para
t €10,1], estd contenido en M(n) si y sélo si W € (R UCy)\{rZ: r € (—o0,0]}.

Demostracion. Se puede ver que para cualquier W € (R UCy)\{rZ: r € (—o0,0]} te-
nemos que o estd contenida en M(n). Ademds, para cualquier W € {rZ:r € (—o0,0]}
tenemos que 0 € ¢, lo cual no estd contenido en M(n). Sea Z = (0, z,...,2,) y tomemos
W = (0,ws,...,w,) ¢ R UC,. Tenemos dos casos:

I—No eziste 2 < j < n tal que z; # 0 y w; # 0 suceden de manera simultdnea. Como
W ¢ R entonces para todo 0 < t < 1, el n-dgono o(t) = (1 —t)Z +tW tiene dos vértices
no nulos, los cuales no son colineales con el 0 € C, por lo tanto, este no es un n-segmento.

IT—Existe 2 < j < n tal que z; # 0 y w; # 0 suceden de manera simultdnea. Como
W ¢ C3, existe m # j, tal que zm rz; y Wy, = sw; para distintos r, s € R*. Por otro lado,
como W ¢ R%™! tenemos que - L ¢ R. Entonces, para 0 < t < 1, los vértices (1 —t)z; + tw;
y (1—t)zm + twm = (1—t)rz; +tsw; del poligono no son colineales con el 0. Concluimos que
o(t) = (1 —t)Z + tW no es un n-segmento. |

Teorema 5.12. Para todo Z € M(n) hay n = dim (M(n)) lineas ortogonales contenidas en
M(n) N TyM(n). Ademds, hay espacios isométricos a R*\{0} y a R®\{0} contenidos en
M(n) N TzM(n).

Demostracion. Sea Z = (0, ca,c3,. .., ¢,) € M(n). Los espacios generados por

{25(0),05(0),...,a,(0)} vy {a(0), Z = c205(0) + c505(0) + - -+ + a0, (0)}
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estdn contenidos en T;M(n), donde las derivadas o/ son las funciones de la ecuacién (5.2).

Dichos espacios corresponden a Ry U {6} yaCy,uU {6} respectivamente. Se sigue que
R = R1N\{0} y C RZ\{O} estdn contenidos en M(n) N TzM(n). Tomando n — 1
rectas ortogonales en R~ a por Z que no cruzan por 0, y la recta (1 +14t)Z contenida en C},
obtenemos las n rectas ortogonales en M(n) N TzM(n). [

5.2.4. Lineas rectas en L(n)

Al igual que con M(n), describiremos conjuntos dentro de IL(n) que contienen muchas
rectas (ver Teorema 5.14). Para esto, nos ayudaremos de la siguiente proposicion.

Proposicién 5.13. Sea Z = (z1,29,...,2,), W = (wy,wa,...,w,) € L(n). El segmento de
recta o(t) = (1 —t)Z +tW, para t € [0, 1], estd contenido en L(n) si y sélo si W — wj, €
(RE__E U C}_El)\{T<Z —Z1):reR,r <0}.

Demostracion. Tomemos o(t) = (1 —t)Z+tW y o(t) = (1 —t)(Z —2)) +t(W —y). Se tiene
que el segmento de recta o(t) — o (t) = (1 — t)2) + th, para ¢t € [0,1], estd contenido en la
diagonal D,, C C". Entonces, o(t) € D, si y sélo si 6(t) € D,,, y por lo tanto, o(t) € L(n) si
y s6lo si 6(t) € M(n). La prueba se concluye usando la Proposicién 5.11. |

Teorema 5.14. Para todo Z € L(n) hay n + 2 = dim(L(n)) lineas rectas linealmente
independientes contenidas en la interseccion L(n)NT'4IL(n). Ademds, hay espacios isométricos
a R*\R? and R2\{0} contenidos en L(n) N TLL(n).

Demostracion. Sea Z = Z + b € L(n), con Z = ((0,ce,c3,...,¢,) € M(n) y b € D,. Los
espacios generados por

{25(0),05(0), .., 03, 11(0), 00 15(0)}  y {0)(0), Z = a5(0) + c505(0) + -+ + a0, (0)}

estdn contenidos en T;IL(n), donde las funciones o}’s son las funciones en la ecuacién (5.4).
Dichos espacios corresponden a R := <R’%—1 U{0},D,U{0}) ya CLu {0}, respectivamente.
Nétese que R\L(n) = D; = R?. Entonces R\D, = R"*"\R? y C} = R?\{0} estén contenidos
en L(n) N TyL(n). Podemos tomar n -+ 1 rectas ortogonales en R~ D, que pasen por Z y
junto con la recta (1+ti)Z +b C €7, obtenemos n + 2 rectas por Z contenidas en L(n) que
afinmente generan una copia de R"+2. |

5.3. Geodésicas en M(n) y en L(n)

Recordemos que las geodésicas v de una variedad estan caracterizadas por tener velocidad
constante y por ser su segunda derivada ortogonal al plano tangente. En base a esto, calcu-
laremos las ecuaciones que caracterizan las geodésicas en M(n) y en L(n) y se daran algunos
resultados adicionales que sirven para construir geodésicas en estas variedades a partir de
alguna geodésica dada previamente.
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Las geodésicas de M(n) contenidas en C}, 0 en R ! son rectas. Como —Z € C para todo
Z € M(n), pero el 0 € D,, estd contenido en el segmento de recta entre Z y —Z, concluimos
que M(n) no es geodésicamente convexo. De manera similar se puede determinar que L(n)
no es geodésicamente convexo. Por lo mismo, ni M(n) ni L(n) son geodésicamente completos.

5.3.1. Geodésicas en M(n)

Supongamos que

v (—e,e) = Us
t— z(t)(0,1,75(t),...,ra(t))
es una geodésica de M(n) con condiciones iniciales v(0) = Z y 7/(0) € TzM(n). Necesitamos
que ((7'(t),7'(t))) sea constante y que se satisfagan las condiciones ((7"(t),v;(t))) = 0 para
todo 1 < j < n, donde v;(t) := a’(0)() es la derivada del vector a; de T, M(n) definidas
en la ecuacion (5.1). Estas ecuaciones son:

(M- ("), @) = " (t),i7(1))) = 0: Tenemos que

Equivalentemente podemos decir que existe una constante k; € R tal que
- 2 .
(1 +3 (r;0)) ) [2/(t) - i2(t)] = ky.
j=3

(AT). (V' (1), 05(0)) = (7 (1), 2(t)es)) = 0: Esto es equivalente a
(8- 2(t) = 0. (5.5)
Entonces la curva z: (—¢,¢) — C es ortogonal a su aceleracion.
(ITD). {(v"(2), v; () = (7" (t), 2(t)e;)) = O para 3 < j < n: Tenemos que
0 |2 + 205 ()(2'(t) - (1)) + 15 (£)(2"(t) - 2(t))
2O + 275 (1) (' (t) - (1)),

donde la tltima ecuacién se sigue de aplicar la ecuacién (5.5). Esto equivale a

PO =0 = &, (5.6)

Ty

Tj

//( |
//( ’

donde k; € R es constante. De estas ecuaciones se sigue que las funciones r;: (—¢,¢) —
R satisfacen:
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a) Sirj(tg) = 0 para algtin ty € (—¢,¢), entonces 7; = 0 pues z(t) no puede anularse,
y por lo tanto, r;(¢) es una funcién constante.

b) Siri(to) # 0 para algiin t,, entonces 7(t) es siempre positiva o siempre negativa,
y por lo tanto 7;(¢) es una funcién mondtona.

c) Siri(t) # 0, entonces para toda m # j tal que r},(t) # 0, existe una constante
K., € R, tal que 7, (t) = E2ri(t) + K.
(IV). (' (),7(@#)) = ||[7/(t)||* = ko es constante: Tenemos que

n

ko= Y () 1=(0)° + Z 2r;(t)r;(t)=(t) - 2'(t) + (1 + ZT?(O) 1" @)1

=3

Usando la ecuacién (5.6) y el procedimiento que se usé para obtenerlo, tenemos que

ko~ 35 ks (B0 )

ri(t)
1+ Z?:z r;(t)?

= I/

Se puede verificar que las rectas de M(n) satisfacen las condiciones (I), (II), (III) y
(IV). Ademas de las rectas, no fue posible encontrar otras geodésicas de M(n), ni siquiera
para el caso n = 3. El siguiente resultado muestra como encontrar geodésicas no triviales en
M(n) a partir de geodésicas no triviales en M(3):

Teorema 5.15. Sea 3(t) = 2(t)(0,1,7(t)) C Us una geodésica de M(3) que no es una linea
recta, y sea

~y(t) = z(t)(O, 1,ass3(t), assq(t),. .. ,ansn(t)) C M(n),
una curva, donde a; € R es constante y s;(t) = 1 o s;(t) = r(t). Entonces y(t) es una
geodésica en M(n) si y sélo si
Y ey
JjEAL JEA2
donde Ay ={3<j<mn:s;(t)=1} y Ay ={3<j<n:s;(t)=r(t)}.

Demostracidn. La geodésica 3(t) = (0, z(t), r(t)z(t)) C U, satisface las ecuaciones
0=2"(t)-2(t), k=r®OOI  k=[{)-i=()] (1+r()?),

ko= (14+72(0) 1217 + (/O =01 + 2 ()r(t) (=(8) - 2 (2))

donde k,kl,ko eR y ko > 0.
Notese que
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Como z(t) no es una recta, sabemos que z”(t) no es idénticamente 0. De aqui, y como
2"(t)« z(t) = 0, concluimos que 2”(t) - iz(t) no es idénticamente 0 y por lo tanto, 2/(t) - iz(¢)
no es constante, es decir k; # 0.

=|Sea A= 1+ ., aiy A := 3., aj. Dela Condicién (T) para~y(t) y las condiciones
para ((t) tenemos que

u = () ix(t) = — 2
Treme 2 W =0 = e

para algin 1 € R. r(t) no es constante, ya que en este caso tendriamos que (2'(t) - iz(t)) =
2"(t) -iz(t) = 0= 2"(t) - z(t), lo que implicaria que 5(t) sea una linea recta. Por lo tanto, se
sigue que A = A'.

<] Es suficiente demostrar que la curva (t) satisface las condiciones (I), (II), (III) y
(IV).

Condicidn (I): Se sigue de la ecuacion (5.7) y de que A =143, af =3
donde R1 = Ak?l

Condicion (II): La ecuacién que nos da esta condicién es la misma para §(t) y para y(t).

Condicién (III): Consideremos primero el caso en que s;(t) = 1. Como 7}(t) = 0, con-
cluimos que 7/ (t)[|2(t)||* es la funcién constante 0.

Ahora, consideremos el caso cuando s;(t) = r(t). En este caso la condicién también se
satisface ya que a;s(t)|2(t)]|* = a;k es constante.

Condicion (I'V): Nétese que

(5.7)

a? = A,

JjEA2 j

Y @I = 1@ + ZII a;5;(t)=(t))
=[O + ZII a; (&) [P + Y llagr()=() |

JEAL JEA2

_ (HZa;) 1O+ D a2l r@)=t) )1

JEAL JEAs
= A (O + @l O + 2" O)r () (2(t) - 2'() + (7 (1))?) = Ak,

lo cual es constante. [ |

5.3.2. Geodésicas en L(n)

Supongamos ahora que 4(t) = ~(t) + X(t) es una geodésica en Us C L(n) con condiciones
iniciales 4(0) = Z y 4/(0) € TzLL(n), donde v(t) C Uy C M(n) y X(t) es una curva contenida
en D,,. Usaremos la notacién 0;(t) := &/;(0)(t) para toda 1 < j <n+2, donde t € (—¢,¢) y
& son las derivadas de los vectores a; en Ty;L(n) dadas en la ecuacién (5.4). De manera
similar que con las geodésicas en M(n), serd suficiente que se satisfaga que (3/(t),¥/(t))) es
constante y que ((3”(t),v;(t))) = 0 para toda 1 < j < n + 2. Estas condiciones se reducen a

lo siguiente:
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(1) (3" ()01 (D)) = ("(£) + X'(2),i(¢))) = 0: Tenemos que
_ [(1+Zr§(t))z"(t)+2( > i (0r5(0) () <1+Z7~] V)] -i(0). (5.8)
(D). (5"(t),v2(t))) = ("(t) + N'(£), 2(t)es)) = 0: Esto es equivalente a
2'() - z(t) + N'(t) - 2(¢) = 0.

(IID). (3"(t),v;(8)) = (v"'(t) +N'(£), 2(t)e;)) = 0 para 3 < j < n: De aqui y de la ecuacién
(5.8) tenemos que

0= z(t) - [rj(£)z(t) + 2r(1)2"(2) + (r; () — 1)="(D)].

AV?). (A1), vas1(t)) = (7"(t), vny2(t))) = 0: De aqui podemos deducir que
0= (142 n0)"0)+2( X)) (Zr” ))2() + n"(0).

(V). (3 (1),5®)) = |7/ () + X(t)||> = ko es constante: Tenemos que

Z( )= (t ||2+Z27“ <1+Z >||z Ol s

7j=3

+ (Z Té(t)) 2(t) - N(t) + (1 + Zm(@) Z() - N(t) +n| N (®)]? = ko,

j=3 7j=3

lo cual es constante.

El siguiente resultado nos dara una relacion entre las geodésicas de Mi(n) con las geodésicas
de L(n).

Proposiciéon 5.16. Sea 7( ) una geodésica en Mi(n). Entonces 4(t) = v(t) + A(t) es una
geodésica de LL(n) (donde X(t) es una curva en Dy ) si y sélo si N'(t) = 0, {(v'(£), 1) =0y

(" (1), 1) = 0.

Demostracion. = La Condicién (I) para v y la Condicién (I’) para 4 implican que

(1+Z7«] )X’ iz(t) = 0.
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Tomaremos dos casos:

Caso 1+ 77 _47(t) = 0: En este caso se satisface que la derivada de 1+ 37 5 7;(t) es
idénticamente 0. Usando esto en la Condicién (IV’) obtenemos que A”(t) = 0.

Caso X'(t) - iz(t) = 0: De las condiciones (II) y (IT’) deducimos que \’(t) - z(t) = 0.
Como z(t) # 0, concluimos que \’(t) = 0.

En ambos casos concluimos que \’(f) = 0. De esto ultimo y de la Condicién (IV’),
deducimos que (" (t), vn41(t))) = (Y'(t), vni2(t))) = 0. Como vnpa(t) L vny2(t) concluimos

que (v"(1), 1) =0y (7"(1),7) = 0.
<] Notemos que las condiciones (I’), (IT’) y (IIT’) son implicaciones directas de las
condiciones (I), (IT) y (III) y por el hecho de que \'(t) =0
Por otro lado, la Condicién (IV?) se sigue de que \(0) = 0, (/(t), 1) = 0y ("(t),)

0.
Podemos ver que la Condicién (V?) es equivalente a demostrar que ||7/(£)]|2 + | X' ()] +

"no—

2((~'(t), N'(t))) es constante. Como 7 es una geodésica y A = 0, obtenemos que ||v/(¢)| v
[A'(t)]| son funciones constantes. Ademds, como \'(t) = a para algin a € C, deducimos que
(v'(t), N(t)) = (7/(t),a@). Finalmente, la Condicién (V’) se satisface ya que

d d

(@), @) = "), @) + (' (1), Zah = {"(2), @) = 0. u



Capitulo 6

La topologia de L(n) y Q(n)

6.1. Espacio de n-segmentos

Comenzaremos haciendo una descripcién topolégica de L(n). Denotaremos por R* a
R\{0}.
Proposicién 6.1. Para toda n > 3 se tiene que L(n) es homeomorfo a RP" 2.

Demostracion. Recordemos que la accion diagonal de A¢ en C" deja invariante al conjunto
de n-segmentos. Para todo Z = (z1, 22,...,2,) € L(n) existe un 6 € [0,27) de modo que
W = e*™(Z — 7)) pertenece a V,, NR". Ademés, todo elemento en V,, NR™ 2 {0} x R* 1\ {0}
es un n-segmento. Como dos n-segmentos Z y W en V,, NR™ son semejantes si y solo si existe
a € R* tales que Z = alV, concluimos que

D) Zn(Va R 2R {7 ~ aw} = RP"2,

a€R*

Proposicién 6.2. L(n) C 95T (n) NdS~(n).

Demostracion. Se sigue del Teorema 4.12; y del hecho de que el paso al cociente n preserva
n-segmentos y la orientacion de los n-dgonos. |

Definicién 6.3. Dado un n-segmento Z = (21, 22, . . ., z,) diremos que z; es un final de Z si
z; estd en uno de los dos extremos del segmento cl(Z).

Todo n-segmento tiene desde dos hasta n finales. Por ejemplo, el segmento (24, 0, 7, 2i, —i, 2i)
tiene 4 finales, una en —i y tres en 2i. Notemos que cada n-segmento Z tienen dos represen-
taciones donde sus finales son 0 y 1. Dado un n-segmento con finales distintos en z, y en zy,
los dos representantes estaran dados por

1 B 1
(Z - Za) y
Zb — Zq Za — 2b

(Z = %)

Esto hace natural considerar el doble cubriente para el espacio de n-segmentos que definimos
a continuacion.

46
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Definicién 6.4. Denotaremos al espacio de n-segmentos con finales en 0 y 1 como

L(n) ={Z e L) : c(2) = [0,1]}.

Observacion 6.5. Tenemos que para cualquier Z € L(n), 1 — Z es el dnico n-segmento
equivalente a Z dentro de L(n). Ademds, como L(n) es conexo y es un doble cubriente de
L(n) 2 RP"? podemos concluir que L(n) = S"2.

Ejemplo 6.6. En el plano {[0,1,z3] : 23 € C} C P(3), el conjunto n(S*(3)) es el semi-
plano superior, y el conjunto n(S™(3)) es el semiplano inferior, y aquellos tales que z3 € R
pertenecen a L(3). El punto al infinito [0,0,1] € P(3) = CP' es un 3-segmento (ver el lado
derecho de la Figura 0.1), y el circulo L(3) = RU{[0,0,1]} es la frontera de n(S*(3)) y de
n(S™(3)). Concluimos que en C* se satisface IL(3) U{(z,2,2)} = 0ST(3) = dS™(3). Es claro
que L(3) = S ya que L(3) estd conformado por la unién de los intervalos (1,0,0)(1,1,0),
(1,1,0)(0,1,0), (0,1,0)(0,1,1), (0,1,1)(0,0,1), (0,0,1)(1,0,1) y (1,0,1)(1,0,0) (ver Figura
0.1).

Figura 6.1: Del lado izquierdo, las lineas en negro representan al espacio £(3) dentro del cubo [0, 1]* C R3.
Del lado derecho, la 2-esfera representa el espacio proyectivo P(3) & CP!, donde el ecuador corresponde al
espacio L(3).

6.2. Espacio de n-segmentos convexos
Teorema 6.7. Q(n) UD, = JK*(n) NIK™ (n).

Demostracidon. Es claro que la diagonal D,, estd contenida en dK*(n) N K™ (n). Tomemos
Z € Q(n). Por definicién, existe una sucesién de poligonos en K(n) que converge a Z. Esto
implica que podemos generar una subsucesiéon {Z,,} en K*(n) (o en K~ (n)) que converge
a Z. De aqui podemos construir la sucesion {Zm} obtenida al reflejar los poligonos de la
sucesién {Z,,} respecto a la linea en C que contiene a cl(Z). Los elementos de {Z,,} estan
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contenidos en K~ (n). Con todo lo anterior, podemos concluir que Z € dK*(n) N9K™(n), y
por lo tanto, Q(n) C 0K (n) N 9K~ (n).

Ahora, tomemos Z € 0K*(n) y {Z,,} € K" (n) una sucesién convergente a Z. Como
la sucesién {cl(Z,,)} converge al conjunto c¢l(Z) con la métrica de Hausdorff, entonces el
conjunto ¢l(Z) es convexo. Entonces sucede una de las dos siguientes opciones:

1. El interior de c[(Z) es vacio. Por lo tanto, ¢[(Z) = ¢(Z) y Z es un n-segmento convexo
o un poligono degenerado a un punto, entonces Z € 0K~ (n).

2. El interior de ¢l[(Z) no es vacio. Por lo tanto, su frontera, ¢(Z) es una curva de Jordan
orientada positivamente, y por lo tanto, Z no pertenece a 0K~ (n).

Concluimos que si Z € K" (n) N 0K~ (n), entonces Z también pertenece a Q(n) UD,. M
Corolario 6.8. Q(n) = 0K (n) NOK ™ (n).

Demostracion. Se sigue del Teorema 6.7 y de que el paso al cociente 1 preserva n-segmentos
convexos y la orientacién de los poligonos (recordemos que los poligonos degenerados a puntos
no se consideran en el paso al cociente). |

Observacion 6.9. El conjunto Q(n) es un conjunto cerrado dentro de IL(n), esto se sigue

de que Q(n) = L(n) NoK(n)

Los vértices de los segmentos convexos aparecen en un orden particular, algo que llama-
remos orden ciclico. El siguiente enunciado describe con detalle esta propiedad.

Teorema 6.10. Sea Z = (21, 22, ..., 2,) € L(n) con finales distintos en z; y z,, con 1 < j <
k < n. Entonces Z € Q(n) si y solo si para toda s € {j +1,7+2,...,k— 1} se tiene que
25 € Zy_12k, Y para toda s € {k + 1,k +2,...,n,1,...,7 — 1} se tiene que z5 € Z;_17;.

Demostracion. Como Q(n) es un conjunto cerrado en L(n), es suficiente demostrar este
resultado para n-segmentos con todos sus vértices distintos. Consideraremos el caso en que
j = 1 ya que en los otros casos se procede de manera analoga. Usaremos la notacién de la
prueba del Teorema 4.12 y partes de esta.

<] Seae > 0ysea Zy = (0,29,...,Tk_1,1,Tks1,...,2,) € L(n) de modo que Z = aZy+Db.
Tenemos que los n-dgonos Wy = (0, we, ..., wg_1, 1, Wkyi1,...,w,), donde wy = x5 — ic, para
s€{2,....k—1}, yws =z, +ic para s € {k+1,...,n — 1}, es un poligono convexo que
satisface || Zy — Wy|| < ey/n. Asi, el poligono aWW, + b es convexo y satisface

1Z — aWy = b|| = ||aZy — aWy|| < glalv/n.

Haciendo ¢ — 0, concluimos que Z € Q(n).

=] Si sucediera que l; < k, tendriamos que todo m-dgono simple W suficientemente
cercano a Z, va a satisfacer que el dngulo en wy, o en wy, de ¢(WW) es mayor a 7 (contiene un
zigzag). Por lo tanto, c[(W) no serfa convexo. Entonces [; = k y las condiciones mencionadas
se siguen para s € {2,3,...,k — 1}. Se procede de manera analoga para los s € {k+ 1,k +
2,...,n—1}. |
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Observacién 6.11. Sea Z € Q(n) y sea z; un final de Z. Con el Teorema 6.10 se puede
deducir que si {zj, zj,, Zjy, - - -, Zj, } son los vértices de Z que satisfacen |z;, — zj| < e, entonces
el conjunto {j,j1,...,jx} consta de nimeros consecutivos mddulo n.

Teorema 6.12. Sea n > 4. Un n-segmento convexo estd en 0Q(n) C L(n) si y sélo si
satisface una de las siguientes condiciones:

1. existe j tal que z; = zj41 y no son finales,
2. existe j tal que zj_1 = z; = zj41 Y son finales.

Demostracion. Basta demostrar que esto es cierto para n-segmentos de la forma (0, 2o, . . ., 2,)

en L(n) con coordenadas reales, ya que las transformaciones afines dejan invariante L(n) y

Q(n). Sea entonces Z € LL(n) y sean z, y 2, finales distintos de Z. Denotemos u = z, — z,.
<] Si z; = zj41 y no es un final de Z, entonces alguno de los conjuntos de n-segmentos

{(z1,. .., zjm1, 25 F tu, 2j01 — tu, Zjgo, ..o, 2) 2 £ < 0}

{(21, ceey Rj—15 R +tu,zj+1 — tu, Zj42, - ,Zn) > 0}

estd conformado tnicamente por n-segmentos no convexos. Si zj_1 = 2; = z;41 es un final,
entonces alguno de los conjuntos de n-segmentos

{(z1, .., 2521, 25 Ftu, 2j4n, ..., 2n) 1 £ <0}
{(z1,. .., zjm1, 25 Htu, 2ja, .., 2) T > 0}

esta conformado tnicamente por n-segmentos no convexos. En cualquiera de los casos, tene-
mos que Z se puede aproximar por n-segmentos no convexos, por lo que Z € 0Q(n).

=] Sea Z € 0Q(n). Sea {Z,, = (Zm1,---+2mn) meny Una sucesién de n-segmentos no
convexos que converge a Z. Podemos asumir que z, y 2, son finales distintos de Z. Sean
Zo={J: 2 =2}y 2 ={j: 2z = z}. Para m suficientemente grande, se tiene que los
finales distintos de Z,, estan, uno en Z, y el otro en Z,. Esto implica que una subsucesién de
{Zm}men tiene los mismos finales, por lo que podemos asumir, sin pérdida de generalidad,
qQue Zpmq Y Zmp son finales distintos de Z,,.

Sean t; para 1 <7 < n tales que

Z = (24 + i, 2 + tou, . . ., 2o + thu).

Del Teorema 6.10 y del hecho de que Z es n-segmento convexo, tenemos que las siguientes
desigualdades se satisfacen

O:tagtaJrlStaJrQS
O:tagta—lgta—QS"'Stb:1~

Sea Up, = Zmp — Zma Y tm,; Para 1l < j <ny m € N tales que

Zm = (zm,a + tm,luma Zm,a + tm,QuTru <y Ama + tm,num)-
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Usando el Teorema 6.10, y el hecho de que Z,, es n-segmento no convexo, tenemos que no
todas las desigualdades

0= Zfm,a < tm,aJrl < tm,a+2 < - < tm,b = 17
0= tm,a < tm,a—l < tm,a—Q <---< tm,b = 17

se satisfacen. Asi, tenemos que existe una desigualdad que no se satisface en una infinidad
de Z,,’s, sin pérdida de generalidad digamos que la desigualdad t,, 444 < tmatut1 €s la que
no se satisface. Como to4y < totutt, IMpoo Zmatu = Zatu, IMipsoo Zmatut1 = Zatutl ¥
Zmatu > Zmatut+1 Para todo m € N, se concluye que t,4, = to4ut1. En el caso de que zq4,
no es final ya acabamos, pues estarfamos en el caso 1. Si no se reduce al caso 1, podemos
asumir que los vértices en Z que son iguales y que tienen indices consecutivos son finales de
Z. Bajo esta suposicién, si no sucede tampoco el caso 2, tendriamos que | Z,|,|2Z,| € {1, 2}.
Es facil ver en este caso que Z,, satisface el Teorema 6.10 para m suficientemente grande,
lo que contradice que sea limite de n-segmentos convexos. Por lo tanto se debe satisfacer la
propiedad 1 o la propiedad 2. |

Corolario 6.13. Sea n > 4. Se tiene que Q(n) es un conjunto cerrado en L(n) y su interior
Q°(n) es no vacio.

Demostracion. El resultado es corolario del Teorema 6.12, ya que 7 preserva el interior y la
frontera de los n-dgonos convexos. Esto sucede ya que un n-segmento convexo Z en P(n) esta
en la frontera de Q(n) siy sélo si Z es limite de poligonos simples no convexos en P(n), y esto

sucede si y solo si los n-segmentos en n~*(Z) son limites de poligonos simples no convexos
en C". |

Con la finalidad de determinar la topologia de @(n) estudiaremos su doble cubriente
dentro de L(n).

Definicién 6.14. Se denotard por Q(n) al conjunto de n-segmentos convexos en L(n), es
decir, al conjunto Q(n) N L(n).

6.3. Estructura simplicial de £(n) y de Q(n)

En esta seccién daremos a L£(n) estructura de complejo simplicial. La restricciéon de este
complejo simplicial a Q(n) es a su vez un complejo simplicial, el cual nos ayudard a descri-
bir la topologia de Q(n) y la de @(n). Denotaremos por S, al grupo de permutaciones de
{1,2,...,n}, y denotaremos

1 n—2
E, = 1 )
v (0t ) e

Definicién 6.15. Sea 0 € S,,. Se define
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a. o(E,) = (a1, a9, ...,a,) € L(n) como el n-segmento dado por ay1y =0, ax2) = 1/(n—1),
s Gone1y = (R —2)/(n = 1), Go@m) = 1.
b. Para 1 < j < n, se define 0; = (x1,22,...,%,) € L(n) como el n-segmento dado por
0=2o(1) = To@) =+ = To() Y Lo(+1) =" = Tom) = 1.

c. Ny i={(x1,22,...,0,) € L(n): 0 =251) < To2) < -+ < Tony = 1}

Observacién 6.16. Sea 0 € S,,. Entonces A, C R" es un (n — 2)-simplejo con vértices en
01,09, ...,0n0_1, Yy con baricentro en o(FE,). Los n-segmentos en el interior de A, son aquellos
que tiene todos sus vértices distintos y que satisfacen el orden de vértices determinado por
o. Ademas, las caras de A, corresponden a n-segmentos con algunos vértices iguales. Por
ejemplo, el conjunto de n-segmentos dado por

{(x1,...,x7) €L(n): 0=a3<axs=a0 =07 <y <11 =025 =1}
es una 3-cara del simplejo
{(z1,29,...,2,) €EL(N): 0 =13 <6 <y <7 <1y <27 <5 =1}

Proposicion 6.17. Sea X € A, para o € S,,. La menor cara de A, que contiene a X es la
cara formada por los vértices en

ox = {0j: To() < To(j+1)}-

Demostracion. Sea X € A, y sea A la menor cara de A, que contiene a X.

Por ser A, un simplejo, cualquier elemento W contenido en la cara de vértices o, ..., 0,
estd generado como combinacion convexa de estos vértices, i.e., existen 0 < Ky,..., kg con
K1+ -+ K, =1 tales que W = ky0j, + - - koj,. Ademds, W es interior de dicha cara siy
s6lo si ninguno de los coeficientes k; es 0.

Como X estd en A,, tenemos que X = K107 + -+ + K,—10,-1. Los coeficientes x; estan
determinados de manera tnica por X (se puede ver que Kj; = Zy(j4+1) — To(;)). Concluimos
que Si To(j) = To(j+1), €ntonces X no es punto interior de una cara con un vértice en o;; y en
caso de que Z,(j) < Ty(j+1), si X es combinacién convexa de algunos vértices de A,, se tiene
que o; debe ser uno de estos vértices. [

Teorema 6.18. L(n) es un complejo simplicial formado por n! simplejos de dimension n—2.

Demostracion. Es claro que cualquier n-segmento Z en L£(n) pertenece a algin simplejo A,
basta considerar o que satisfaga el orden de las coordenadas de Z. Ademas, de la Definicién
6.15.c tenemos que todo elemento en A, es un n-segmento. Por lo tanto, £(n) = U,es, Ao,
la unién de n! simplejos.

Para ver que esto da una estructura de complejo simplicial, basta ver que para cualesquiera
o, X € §, permutaciones distintas, se cumple que A, y A, se intersectan en una cara. Como
o(E,) v AM(E,) tienen distinto orden de vértices, por la Observacién 6.16 sabemos que los
simplejos A, y A, s6lo pueden intersectarse en sus fronteras. El proceso para demostrar esto
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sera ver que si X € A,NA,, entonces la minima cara de A, que contiene a X coincide con la
minima cara de A, que contiene a X. De la Proposicién 6.17 se tiene que las caras minimas
de A, y A, que contienen a X son las caras generadas por los vértices en ox y en Ay,
respectivamente. Serd suficiente demostrar que ox = Ax. Como X € A, y X € A,, tenemos
que To) < T2y < 00 < Tom) ¥ Da1) < Tae2) < 00 < Ty En particular, esto implica que
To(j) < To(j41) S1y 86lo si xx(j)y < 2z(j11), ademds de que {o(1),...,0(j)} = {A(1),..., A ()}
Lo anterior implica que 0; € ox siy sélo si \; € Ax, i.e., ox = Ax. Concluimos que A, y
A, se intersectan en una cara. Por lo tanto £(n) es un complejo simplicial. |

Corolario 6.19. El conjunto {n(A,) : 0 € S,,} determina una estructura simplicial de L(n)
conformada por n!/2 simplejos.

Demostracion. Sea o € S,,. Si ¢ es la permutaciéon dada por ¢(j) = o(n + 1 — j) para todo
Jj € {1,2,...,n}, tenemos que Z € A, siy sélo si (1 —Z) € As (ver Observacién 6.5).
Ademds, como z,(1) = 0 para todo elemento en A, y z,1) = 1 para todo elemento en A,
tenemos que A,NA; = (). Con lo anterior y como £(n) es el doble cubriente de L(n), tenemos
que N(A,) = n(As) C L(n) es un simplejo. Podemos concluir que L(n) es una estructura
simplicial conformada por n!/2 simplejos. |

Teorema 6.20. Q(n) es un complejo simplicial conformado por n2"~2 simplejos de dimen-
sion (n — 2). En particular, es un subcomplejo de L(n).

Demostracion. Del Teorema 6.12 se sigue que Q(n) es cerrado en £(n). Notemos que si, para
alguna o € S, algin n-segmento en el interior de A, es convexo, entonces A, C Q(n), ya
que todos los elementos de A, tienen el mismo orden ciclico.

Sea Z = (z1,22,...,2,) € Q(n). Construiremos un n-segmento convexo W con todos
sus vértices distintos de modo que si o es la permutacion de S, tal que A, contiene a
W en su interior, entonces Z € A,. Para construir W modificaremos minimamente los
vértices de Z, de modo que si hay varios vértices de Z iguales a z, distribuiremos estos
vértices cerca de z de manera que se mantenga el orden ciclico. Con esta finalidad, definimos

Yy = {z1,29,...,2,}. Supongamos que |¥z| = m, y sean 0 = v < vg < ... < v, = 1
todos los elementos de #7. Definiremos los conjuntos V; = {k € {1,2,...,n} : 2z, = v;}
para cada 1 < j < m. Del Teorema 6.10 deducimos que V; = {ay,a1 + 1,...,a; +t; — 1}
Y Vi = {bm,bm +1,...,by + s, — 1} estdn conformados por indices consecutivos; y V; =

{aj,a;+1,...;a;+t; —1}U{b;,b; +1,...,b; +s; — 1}, para cualquier 1 < j < m, es decir,
estd conformado por dos conjuntos de indices consecutivos (alguno de ellos posiblemente
vacio). Estos V; son disjuntos por pares y son una particién de {1,2,...,n}, ademas de que
se satisface que a; +1t; = aj11 y bj +5s; = b;j_;. Construiremos un n-segmento convexo W con
todas sus coordenadas distintas de la siguiente manera: sea ¢ = inf{vy 1 —vy : 1 <t <m—1}.
Vamos a definir a los vértices de W de modo que

€ f+% _ n
vj+ 5=+ para k=a;+te{aja;+1,... 0,41 — 1},

1
vj—éss—f para k =b; +5¢€ {b;,b; +1,...,b;_1 —1}.

Wy =
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Con lo anterior, tenemos que los vértices con indices en V; estan contenidos en el intervalo
(vj —§,v;+35) v se preserva el orden ciclico. De este modo ya tenemos un A, dentro de Q(n)
que contiene a Z. Por lo anterior, concluimos que Q(n) es la unién de algunos simplejos A,
por lo que es un subcomplejo simplicial de L£(n).

Ahora veremos para qué permutaciones o € S,, se cumple que o(E,,) € Q(n). Del Teorema
6.10 sabemos que si o(1) = j, entonces o(2) € {j + 1,7 — 1} ya que se debe mantener el
orden ciclico en los vértices de o(FE,,). En general, también sabemos que si {o(1),...,0(k)} =
{m,m+1,...,m+k — 1} para algin 2 < k < n — 2, entonces o(k+ 1) € {m —1,m + k},
para que se mantenga el orden ciclico. Asi, las permutaciones o tales que o(E,) € Q(n) se
pueden contar de la siguiente manera: o(1) es cualquier valor entre 1 y n. Al ya haber elegido
o(1) tenemos dos opciones para elegir o(2); después de esto, tenemos dos opciones para elegir
0(3); y asi tenemos siempre dos opciones para elegir o(k) al ya haber elegido (1), o(2), ...,
y o(k—1), para 2 < k < n— 1. Finalmente, para o(n) queda una tinica opcién. Por lo tanto,
hay n2"? permutaciones o € S, tales que o(E,) € Q(n). [

Definicién 6.21. Dada una permutacion o € S, tal que A, C Q(n) le llamaremos permu-
tacion conveza.

Corolario 6.22. Los simplejos n(A,) para o € S, permutacion conveza definen una estruc-
tura simplicial en Q(n) C L(n), la cual estd conformada por n2"~3 simplejos de dimensidn
n— 2.

Demostracion. Notese que si o € S, es convexa, entonces ¢ (definido como en la prueba del
Corolario 6.19) también es convexa. El resultado se sigue del Corolario 6.19 y del Teorema
6.20. [

Ejemplo 6.23. En la Figura 0.2 se da una representacion grdfica de las estructuras sim-
pliciales de L£(4) y de Q(4). No es dificil ver que los inicos simplejos no convexos en L(4)
son A(23) A(132)y A(1342); A(234), A(14), A(124); A(1243) ) A(143); y ademds la unidn de
los primeros cuatro de estos simplejos forman un disco cerrado, al igual que la union de
los ultimos cuatro de estos simplejos. Estos discos cerrados son ajenos, y su frontera estd
conformada por n-segmentos convezos. De esto y de que L£(4) = S* (ver Observacién 6.5)
se deduce que Q(4) es homeomorfo a la banda ([0,1] x [0,1])/{(x,0) ~ (x,1)}. El cociente
Q4) = Q(4)/{Z ~ 1—-Z} es homeomorfo a una banda de Mébius dentro del plano proyectivo
L(n). Ver Figura 0.2 para mds detalles.

Observacion 6.24. Notese que en la estructura simplicial de Q(4) hay 0-simplejos que estdn
en el interior de Q(4). Para n > 5 este fendmeno no sucede, es decir, todo 0-simplejo de
Q(n) estd en su frontera para n > 5 (esto se sigue de que cada uno de estos 0-simplejos
satisfacen la condicion 2 del Teorema 6.12).

6.4. Topologia de los espacios Q(n), Q(n) y Q(n)

Comenzaremos describiendo la topologia de Q(n) a partir de su estructura simplicial.
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Figura 6.2: En la Figura (a) tenemos una representacién de la estructura simplicial de la esfera £(4). El
anillo en negro corresponde al conjunto Q(4), y en gris el resto de £(4). La Figura (b) es una representacién
de la estructura simplicial de la banda Q(4). En el interior de los simplejos se muestra el orden que deben
llevar los 4-segmentos en dichos simplejos. La banda de Mébius correspondiente a QQ(4) se obtiene de tomar
la mitad izquierda de la banda y pegar los extremos de esta tira con un medio giro. En ambos dibujos se
puede ver como los 0-simplejos (0,0,1,1), (1,0,0,1), (1,1,0,0) y (0,1,1,0) son puntos interiores de Q(4).

Definicién 6.25. Sea J = {k+ 1,k +2,...,k+ 35} C {1,2,...,n}. Denotaremos algunos
subconjuntos de permutaciones por

S (TJ) :={o € S8,: 0 convexo,{c(1),0(2),...,0(5)} =T},

lo cual nos permite definir

Qs(n) = U A,.

€S (T)
En particular, si J = {j}, denotaremos Q;(n) := Qj}(n).

Noétese que si 0 € S, es una permutacién convexay 1 < j<ny J = {o(1),...,0(k)},
entonces

Qs(m =1 U av|nem).

AES,
gj EAy

Lema 6.26. Sea o € S,, una permutacion convexa y seal < j <n. SiJ ={c(1),0(2),...,0(j)}
estd conformado por enteros consecutivos médulo n, entonces Q7(n) es homeomorfo a D" 2.
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Demostracion. La demostracion procederd por induccion sobre n. Por simplicidad, sélo con-
sideraremos el caso en que J = {1,2,...,j} ya que los otros casos son anédlogos. Ademés
podemos suponer que j < 3, pues el conjunto de n-segmentos tales que sus ultimas coor-
denadas son zjy1, Zj42,. .., %, es homeomorfo al conjunto de n-segmentos cuyas primeras
coordenadas son zji1, Zj+2, - - - Zn-

El caso n = 3 se deduce de manera sencilla, ya que Q;(3) = AjqU A(23), lo cual es unién
de dos 1-simplejos que se pegan por el O-simplejo (0,1, 1), por lo tanto, Q;(3) = D!. Para el
caso n = 4, con ayuda de la Figura 6.2.b podemos ver que Q;(4) y Q1 ,23(4) son homeomorfos
a D2

Supongamos entonces que la proposicion es cierta para 4 <n < k. Sea 0 € Sg(J). De la
Observacién 6.11 se sigue que o(j + 1) € {j + 1,n}. Por lo tanto, para J* = J U{j+ 1}y
J~ = J U{n}, se tiene que Qz(n) = Qz+(n) U Qs (n).

Sea

N ={(z1,...,2,) € Qs(n): z, = méx{xy,...,z;}}.

Claramente N C Qs-(n). La asignacién (z1,...,2,-1) — (z1,...,Tp_1, max{z1,...,z;})
define un homeomorfismo de Q 7(n — 1) a N. Por hipétesis de induccién, concluimos que A
es homeomorfo al disco D"~3. Para cualquier A € S,(7) tal que Ay C Q- (n), se tiene que
o; € Axy que AyNN esla (n—3)-cara de Ay opuesta a ;. Por lo tanto, A es el subsimplejo
de Q7(n) conformado por la unién de todas las (n — 3)-caras de este tipo. Podemos concluir
que Q7-(n) = Upenpaj, y como los segmentos sélo se intersectan en o; concluimos que
Q- (n) 2 D" 2. De manera anéloga se puede demostrar que Q7+(n) = D" 2.

Notemos que Q7-(n) N Qs+(n) = {(x1,...,2,) € Qs(n) : xj41 = x,}, entonces la
proyeccion sobre sus primeras n — 1 coordenadas da un homeomorfismo de Q 7-(n) N Q7+(n)
a Q7-(n —1). Por la hipétesis de induccién esta interseccién es homeomorfa a D" 3.

Como demostramos que Q7-(n) y Qg+(n) son complejos simpliciales homeomorfos a
D"2, y la interseccién de ellos es un subsimplejo de ambos homeomorfo a D"~3, por el
Teorema A.2, concluimos que su unién, Q7(n) = Q;-(n) U Qs+(n), es homeomorfa a D" 2.

|
Teorema 6.27. Para n > 4 se tiene que Q(n) C L(n) es una subvariedad con frontera.

Demostracion. Como Q(4) es un anillo (ver Figura 6.2) tenemos que Q(4) es una subvariedad
con frontera en £(4). Supongamos entonces que n > 5. Como Q(n) C £(n) es un subcomplejo
simplicial de dimensién n—2 (Teorema 6.20), entonces sus puntos interiores tienen vecindades
homeomorfas a R"~2.

Tomemos el 0-simplejo o; € Q(n) para algin o € S, y sea J = {o(1),...,0(j)} (ver De-
finicién 6.15.b). De la Observacién 6.24 tenemos que o; € dQ(n), por lo que o; € 0Q 7(n). Por
lo tanto, del Lema 6.26 y de que Q7(n) es una vecindad de o, en Q(n), se sigue que o; tiene
una vecindad homeomorfa al semiespacio superior cerrado {(zy,...,Z, o) € R"2?: z, o > 0}
de R"2,

Si Z € 09(n) no es un 0-simplejo, entonces existe un simplejo A, € Q(n) que contiene a
Z. Por lo tanto, A, tiene una cara propia que contiene a Z en su interior (ver Teorema 6.20).
Sea A\; € Ay un O-simplejo de dicha cara y J = {A(1),...,A(j)}. Entonces Z € 0Q(n) y
por el Lema 6.26, Z tiene una vecindad homeomorfa al semiespacio superior cerrado. |
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Observacién 6.28. Q;(n) es el conjunto de todos los n-segmentos en Q(n) con su j-ésima
coordenada igual 0. De esto es facil ver que Q(n) = Uj_,Q;(n) y Nj_;Q;(n) =0 (ya que no
consideramos poligonos degenerados a un punto).

Definicién 6.29. Denotaremos por T™ al producto D™~ x St. Consideraremos D igual a
un punto.

En el Teorema 6.32 se demuestra que Q(n) = T 2. Esto nos permitird describir poste-
riormente las topologias de los espacios Q(n) y Q(n). Algunos resultados necesarios se pueden
encontrar en los apéndices A.1 y A.2.

Lema 6.30. Sea 0 € S,, tal que A, tiene un subconjunto propio no vacio contenido en
Q1(n)NQ,(n). Sean ji < jo < -+ < ja tales que el conjunto A = {o,,04,,...,0;,} intersecta
a Q1(n)NQ,(n) y a su complemento. Sea T € S,, tal que A C A,. Entonces A\™'(1) < A7'(n)
si y sélo si o7H(1) < o7 (n).

Demostracion. Notemos primero que todos los n-segmentos contenidos en Qi(n) N Q,(n)
tienen su primer y ultima coordenada iguales a 0; y que, en particular, se tiene que \;, = o,

para toda t € {1,...,d}; y o0j, pertenece a Qq(n) N Q,(n), mientras que o;, estd en su
complemento.
Tomemos j = méx{c !(1),07'(n)}, entonces o; pertenece a Q(n) N Q,(n) si y sdlo

si t > j. Recordemos que, por la convexidad, los 0O-simplejos de Q(n) satisfacen que sus
coordenadas con entrada igual a 0 son consecutivas, y lo mismo pasa con sus entradas iguales
a 1 (ver Teorema 6.10). Denotaremos la a-ésima coordenada de o}, por (03),. Sea k tal que
Jr—1 < J < jk, entonces, una de las siguientes opciones sucede:

1. si (op-1)1 =0y (ok 1) = 1, tenemos que (74_1)1 = 0y (7%—1)n = 1. Por lo tanto,
o (1) <o l(n)y 71(1) < 77 (n);

2.8 (0h—1)n =0y (ak 1)1 = 1, tenemos que (7x_1), = 0y (7%x-1)1 = 1. Por lo tanto,
o tn) <o)y 77 (n )<7' 1(1);

3. si (0k—1)n = (0k—1)1 = 1, entonces (7x—1), = (Tk—1)1 = 1. Sea ¢ tal que (0,), = 1 (ndtese

que ¢ ¢ {1,n}). Se satisface exactamente una de las dos siguientes condiciones:

(0j-1)e=(0j-1)er1="=(0j-1)n=1 6 (0j-1)e=(0j-1)r-1="= (0511 =1

Si sucede la primera de las opciones, implicarfa que 0 ~1(1) < 07!(n), y al mismo tiempo
sucederfa que (7j-1)¢ = (Tj-1)¢+1 = -+ = (7j—1)n = 1 y por lo tanto, 771(1) < 77*(n).
En el segundo caso, tendriamos que 0~ !(n) < ¢~1(1), y al mismo tiempo sucederfa que
(tj-1)e = (Tj—1)¢—1 = +-- = (1j_1)1 = 1 y por lo tanto, 77(n) < 771(1).

En cualquiera de los casos se ve que la equivalencia propuesta en el enunciado sucede. ]

Observacion 6.31. En otras palabras, el lema que se acaba de demostrar nos dice que si A
es un j-simplejo de Q(n) que intersecta a Q1(n)NQ,(n) y a su complemento, entonces, para
todas las permutaciones o € S, tales que A C A, se satisface que o~ 1(1) < o=1(n), o para
todas las permutaciones o € S, tales que A C A, se satisface que o~ (n) < o7 1(1).
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Teorema 6.32. El espacio Q(n) es homeomorfo a T" 2.

Demostracion. Para n =3 y n = 4 el resultado se sigue de los ejemplos 6.6 y 6.23, respecti-
vamente. La demostracion para n > 5 lo dividiremos en cuatro pasos:
Paso 1 - Descripcion de una estructura simplicial abstracta auxiliar:

Construiremos una estructura simplicial K de manera recursiva mediante un algoritmo,

comenzando con la descripcion de los O-simplejos, después de los 1-simplejos, y siguiendo asi
hasta describir al final los (n — 2)-simplejos. El algoritmo es el siguiente:

1.

5.

Tomaremos j = 0, y consideremos el complejo simplicial vacio K. Consideraremos K y
K™ dos conjuntos vacios.

Para cada j-simplejo A en Q(n) disjunto a Q;(n) N Q,(n), consideraremos un j-simplejo
KA en K, que tendra como caras propias a los simplejos en I que se corresponden a las
caras propias de A.

Para caja j simplejo A en Q(n) contenido en Q;(n)NQ,,(n), consideraremos dos simplejos
en K, a los cuales denotaremos por Ka1 y Kan. Ka tendrd como caras propias a los
simplejos que fueron construidos a partir de caras propias de A y que estén contenidos en
KM, Por otro lado, K. A tendra como caras propias a los simplejos que fueron construidos
a partir de caras propias de A y que estén contenidos en K. Después de esto, agregaremos
a Ka1y Kap, alos conjuntos KM v K™ respectivamente.

Para cada j-simplejo A en Q(n) que intersecta a Qi(n) N Q,(n) y a su complemento,
consideraremos un j-simplejo K en K. Sea 0 € S,, tal que A C A,. Si 071(1) < o71(n),
entonces las caras propias de K a seran los simplejos en IC\IC(”) correspondientes a las caras
propias de A; en este caso, agregamos al simplejo K al conjunto K. Si o~(n) < o71(1),
entonces las caras propias de K serdn los simplejos en X\KX(™ correspondientes a las caras
propias de A; en este caso, agregamos al simplejo K al conjunto K. Por la Observacién
6.30 se tiene que esta parte de la construccion esté bien definida, ya que la elecciéon de un
o de modo que A, contenga al simplejo A deja invariante el orden de o=(1) y 07 !(n).

Si j = n — 2, terminamos. Si no, cambiamos j por j + 1 y volvemos al paso 2.

Veamos que el algoritmo anterior en verdad nos describe una estructura simplicial. Esto
sucede ya que:

I. para cada simplejo A € Q(n): si A es disjunto a Q1(n) N Q,(n), entonces sus caras
también son disjuntas a Q;(n) N Q,(n); si A esta contenido en Q;(n) N Q,(n), entonces
sus caras también estan contenidas en Q;(n)NQ,(n); si A intersecta al conjunto Q;(n)N
9Q,(n) y a su complemento, y o € S, es tal que A C A, y 07'(1) < 07!(n), entonces
tenemos que todas las caras propias de A estdn contenidas en los simplejos de Q(n)
que se corresponden con simplejos de IC\(™; y finalmente, si A intersecta al conjunto
Q1(n) N Q,(n) y a su complemento, y 0 € S, es tal que A C A, y o7 '(n) < o7(1),
entonces tenemos que todas las caras propias de A estan contenidas en los simplejos de
Q(n) que se corresponden con simplejos de I\,



58 CAPITULO 6. LA TOPOLOGIA DE L(n) Y Q(n)

1. si Ky, Ky € IC, se tiene que K; N K, también pertenece a IC, ya que:

= si Ky, Ky € K\(KD UK™), entonces existen A; y Ay simplejos en Q(n) tales que
K1 = KA, vy Ko = Ka,. En este caso, K1 N Ky = Ka, N Ka, = Kajna,s

» si K, Ky € K\K"™ y exactamente uno de ellos, digamos K, pertenece a K1),
entonces existen Ay y Ay simplejos en Q(n) tales que Ky = Ka, 1y Ko = Ka,,
entonces K N Ky = Ka, 1 N Ka, = Kajna,,

= si K, Ky € K\KM y exactamente uno de ellos pertenece a K™, se resuelve como
el caso anterior,

» si K, Ky € KW, entonces existen Ay y Ay simplejos en Q(n) tales que K1 = Ka,1
y Ky = Ka, 1, entonces: si Ay N A, intersecta a Q1(n) N Q,(n), entonces Ky NKy =
Knya N Kayn = Kajnnay1; v st A1 N Ay no intersecta a Q1(n) N 9, (n), entonces
KiNK;=Ka 1 NEKa1 = Kana,,

» si Ky, K, € K™, se puede proceder de manera andloga al caso anterior,

n si Ky € KV y Ky, € K™, entonces existen Kq, Ks € K1, entonces existen A; y
A, simplejos en Q(n) tales que Ky = Ka 1y Ko = Ka, ., entonces: si Ay N A,
se intersectan en Qi(n) N Q,(n), entonces K7 N Ky = ), ya que esta interseccién
tendria que pertenecer a K1) y a K™ los cuales son disjuntos; y si A; N Ay no
intersecta a Q1(n) N Q,(n), entonces K1 N Ky = Ka, 1 N Kayn = Kajnn,-

Por lo tanto, K es un complejo simplicial.

Consideraremos ahora los subcomplejos simpliciales Iy, ICs, ..., K, de K, de modo que,
si el (n —2)-simplejo Ka (0 Ka1, 0 Ka ) satisface que el (n — 2)-simplejo A estd contenido
en Q,(n), entonces K y sus caras perteneceran a K;.

Paso 2 - Descripcion de K; y su frontera:

Pensaremos en la realizacion geométrica de K. Notemos primero que el complejo simplicial
IC; es igual al complejo simplicial Q;(n), por lo tanto, la realizacién geométrica de K; es
homeomorfa a Q;(n) = D""? (ver Lema 6.26).

Ahora, demostraremos que, si j < k, entonces K; Ny = D"—2-(k=9) v esto estd contenido

en KC,_1. Notemos que hay dos formas de que el n-segmento X = (x1, o, ..., x,) esté en dicha
interseccion:

Caso 1. sizj =xj11 = - =x, =0,

Caso 2. sizy =Tpp1 = =2, =01 = -+ = T5.

En el caso 1, se puede ver que el subconjunto obtenido es homeomorfo a K;(n — (k — j))
usando el mapeo

(ﬁl,...,mjfl,(),(],...,O,l’k+1,...,l’n) — (l’l,...,xj,1,07$k+1,...,.flj'n),

y por lo tanto es homeomorfo a D" 2-*=7)_ Para el caso 2 se puede ver que los elementos
de esa forma estan contenidos en K, y en Ky, pero estos conjuntos son disjuntos ya que
Ky c KDy K, ¢ K™, los cuales son disjuntos.
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Ademas podemos ver que KC; N Ky € 9K; NOK, ya que este fenémeno sucede en Q(n), es
decir, sucede que Q;(n) N Qx(n) C 0Q,(n) N IQx(n) pues en caso contrario se intersectarfan
en su interior y tendriamos un A, contenido en Q;(n) y en Qx(n).

Paso 3 - Topologia de K:

Demostraremos, inductivamente, que

LJJ IC, =D 2.
t=1

Para j = 1 la afirmacién se sigue de que K; = D" 2 para cualquier ¢. Supongamos entonces
que la afirmacion es cierta para alguna j < n, y demostraremos que esto es cierto para j + 1.
Notemos que

J
(Umom@ﬂz@m@ﬂ (6.1)

t=1
va que Ky N K1 C© KK 1. Ademds,

J J J
ij>m@ﬂgaQH y OJ&)H@HQ8<UKJ;

t=1 t=1 t=1

lo primero sucede por la ecuacién (6.1) y del hecho de que K;NK;1 € 0K;N0K ;41 demostrado
en el Paso 2; y lo segundo sucede ya que si ICj4; intersectara al interior de | J]_; Ky implicaria
que existe k < j+1 tales que K}, y K; se intersectan en su interior, lo cual es una contradiccion
pues vimos en el Paso 2 que sdlo se intersectan en sus fronteras.

Como [J/_, K y K;4+1 son complejos simpliciales homeomorfos a D"2 cuya interseccién
es un subcomplejo simplicial contenida en sus fronteras y es homeomorfa a D"=3, podemos
concluir por el Teorema A.2 que Ui;l K; es homeomorfo a D"+2.

Con lo anterior, queda demostrado que K es homeomorfo a D" 2.

Paso 4 - Topologia de Q(n):

Denotemos por K~ y K+ a los subcomplejos simpliciales de ™ y K™ que corresponden
a Q1(n) N Q,(n), respectivamente. Sea ~ la relacién de equivalencia entre los elementos
de K~ y K* la cual, para cualquier A simplejo en Q;(n) N Q,(n), relaciona Ka; con Ka .
Para cada simplejo K € K, denotaremos por [K| al simplejo correspondiente en I/ ~. En
este caso, si un simplejo K- tiene como cara al simplejo Ka1 (0 Ka,) en K, entonces, en
KC/ ~k, el simplejo [Ka+| tiene como cara al simplejo [Ka 1] (0 [Ka]). De este modo, se ve
que KC/ ~i es cerrado bajo contensién; y ademds, como para cualesquiera Ka, 1y Ka,n se
tiene que [Ka, 1] N [Kayn] = [Ka,na,]. Por lo anterior, podemos deducir que I/ ~ es una
estructura simplicial.

Veamos que K/ ~x= Q(n), para esto consideremos la funcién Py que hace una asignacion
de los vértices de Q(n) en los vértices de K/ ~x, dada por

Po(A) = [KA] para todo 0-simplejo A en Q(n)\(Q1(n) N Q,(n)),
° [Kaa] = [Kan| para todo O-simplejo A en Q;(n) N Q,(n).
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Usaremos también la notacién [Ka] para referirnos al vértice [Ka 1] = [Ka ] Definiremos a
partir de Py una funcién P que va de los simplejos de Q(n) a los simplejos de K/ ~y, de
modo que si A es un j-simplejo de Q(n) que tiene por vértices a los O-simplejos Ag, Ay, ...,
A;, entonces su imagen es el simplejo en K/ ~k que tiene como vértices a los 0-simplejos
Po(Ao), Po(A1), ..., Po(4A;). Veamos que esto estd bien definido ya que:

si A es disjunto a Q;(n) N Q,(n), entonces K es el simplejo en K que tiene por vétices
a los simplejos Ka,, Ka,, ..., Ka,, y por lo tanto, el simplejo [Ka] tiene por vértices
a los Simplejos [KAO] - PO(AO)u [KAl] - PO(A1)7 R [KAJ'] = PO(Aj)7

si A intersecta a Q1(n) N Q,(n) y a su complemento, y 0 € S, es tal que A C A, y
o7 11) < o7(n), y los vértices Ay, . .., Ay son los vértices de A dentro de Q1(n)NQ,,(n),
entonces K ; es el simplejo en K que tiene por vértices a los O-simplejos Ka, 1, Ka, 1,
ooy K1, Kagyys Kayos - Kay, y por lo tanto, el simplejo [Ka] tiene por vértices
a los simplejos [Ka,| = Po(Ao), [Ka,] = Po(A1), ..., [Ka,;] = Po(4;),

si A intersecta a Q1(n) N Q,(n) y a su complemento, y o € S, es tal que A C A, y
o~Y(n) < o71(1), se procede de manera andloga al caso anterior,

si A esta contenido en Qy(n) N Q,(n), entonces Ka; y Ka, son los simplejos en K

que tienen por vétices a los simplejos Ka, 1, Ka; 1, -5 Ka, 1, y alos simplejos Kagn,
Kayn, -, Ka,n, respectivamente; por lo tanto, el simplejo [Ka] tiene por vértices a
los simplejos [Ka,] = Po(Ao), [Ka,] = Po(A1), ..., [Ka,] = Po(4).

Con lo anterior también podemos ver que dado un simplejo A en Q(n) y una cara A* de A,
tenemos que los vértices de [Ka+| es subconjunto de los vértices de [Ka]. Tenemos ademés
que la funcién P es biyectiva, pues P(A) = [Ka]. Por lo tanto, podemos concluir que P
define un homeomorfismo.

Recordemos que K 2 D" 2, y que Q(n) = K/ ~x. Ademds, tenemos que

K~ = KT = D" 3: estos conjuntos corresponden a las copias de Q;(n) N Q,(n) en K,
y K., respectivamente,

K~ y KT son disjuntos: esto sucede ya que K~ y K estdn contenidos en KM y K™,
respectivamente, los cuales son disjuntos,

K~ y Kt estédn contenidos en OK: esto sucede ya que para todo (n — 3)-simplejo A
contenido en Qp(n) N Q,(n), existen exactamente dos permutaciones o1, 0, € S, tales
que A CA,, vy ACA,, ,los cuales satisfacen que A,, C Qi(n) y A,, C Q,(n), y por
lo tanto, los tinicos (n — 2)-simplejos que contienen a K1y Ka 5, son KAal,l Y Ka,, s
respectivamente; por lo tanto cualquier (n — 3)-simplejo Kaq en K~ (0 Ka, en K1)
estd contenido en un solo (n — 2)-simplejo, y por lo tanto esta en la frontera de K.

Con lo anterior, por el Teorema A.3 y del hecho de que Q(n) es orientable, tenemos que
K/ ~x=T" 2y, por lo tanto, Q(n) = T" 2
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Corolario 6.33. El espacio Q(n) es difeomorfo a €pn-2 x R3.

Demostracion. Consideremos la funcion

¢: L(n) — "2

1
Z= (21, y2n) = ——=((29,...,20) — 21).
1Z -z

Claramente ¢ es un homeomorfismo.

Sean ¥, T y W los difeomorfismos de las pruebas del Lema 5.2, Corolario 5.3 y Corolario
5.4, respectivamente. Tenemos que ¥ ((s(Q(n)) x [0,7])/{(X,0) ~ (=X, 7)}) es el conjunto
de n-segmentos convexos en L(n) N S*"~% ya que las funciones ¢ y ¥ no alteran el orden
ciclico de los vértices, es decir, dicha imagen es Q(n) N S*~3 = €pn-2. También tenemos
que la imagen T ((Q(n) N S?"73) x R) es el conjunto Q(n) NM(n), pues Z € L(n) NS?*~3 es
convexo si y sélo si y para cualquier r € R se tiene que Y((Z,7)) es un n-segmento convexo.
De lo anterior tenemos que Q(n) N M(n) = T2 x R. De manera similar, deducimos que
Q(n) =¥ (Q(n) NM(n)) = €pn—-2 x R3. |

Corolario 6.34. El espacio Q(n) es homeomorfo a 6pn-s para n par, y homeomorfo a T" >
para n 1mpar.

Demostracién. Por el Teorema 6.32 sabemos que Q(n) = T"2. Por otro lado, sabemos que
Q(n) = Q(n)/{X ~ —X}. Por el Teorema A .4, se tiene que Q(n) es homeomorfo a 7" o
a (g]]])n—?).

Para n impar, se tiene que T" 2 & $pn-3, por lo que Q(n) es homeomorfo a T"~2 en este
caso. Para n par, podemos observar que el mapeo X — —X en S" 2 no preserva orientacién,
por lo tanto, Q(n) = %pn-3 en este caso. |



Capitulo 7

El orbifold .Z(n)

En este capitulo demostraremos que .Z(n) es un orbifold esférico y describiremos su locus
singular (para las definiciones de orbifold y locus singular, ver Apéndice A.3).

Recordemos que £(n) = S"~2 es el doble cubriente de L(n) & S"2/{X ~ —X}. Sea /i el
levantamiento de la funcién p|re) al conjunto V;, NR™ dado por

/1(07:[;273;37 ce 7xn) = (0,1'3 — X2, Tn — T2, _x2)7

es decir, se satisface pon = n o i. De este punto en adelante, pensaremos en V,, N R"
como R"1\{0}, al identificar cada n-segmento (0, xs,...,x,) con el punto (za,...,,), y
denotaremos por M a la matriz de tamano (n — 1) x (n — 1) asociada a fi.

Proposicion 7.1. Los eigenvalores de M son e%,e %, e ,e(”_l)%, y los eigenvectores
asociados son
By, = (ek? — 1,0 1, e DREE 1), para k € {1,2,...,n—1}.

Demostracion. Sea

-1 100 0 0

-1 01 0 . 0 0

-1 0 0 1 0 0

My=1: =+ 0 0

-1 000 ... 10

-1 00 0 ... 01

-1 00 0 ... 00

la matriz de tamano j X j con —1’s en cada entrada de la primer columna, 1’s en las entradas
inmediatamente arriba de la diagonal y 0’s en todas las otras entradas. Notemos que M =
M.,,_1. Se puede usar induccién para ver que el polinomio caracteristico de M es el polinomio
ciclotomico de grado j. Esto es facil verlo para j = 1. Suponiendo que es cierto para My_; y
procediendo por menores podemos llegar a que

det[ A, — My] = Adet Ay — My ] +1 = AN M2 D)1= M N 1
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Asi tenemos que los eigenvalores de M son las n — 1 raices n-ésimas de la unidad distintas de
. . 2mi
1. Se sigue que los eigenvectores son M(By) = e*™» By, para todo k € {1,2,...,n—1}. N

Definicién 7.2. Sea Ry € GLy(R) la matriz de rotacion de dngulo 0, en sentido antihorario.
Denotaremos por R,, € GL,_1(R) a la matriz dada por:

a. sin es impar, R, esta conformado por bloques de tamano 2 x 2 en la diagonal dados por
las matrices de rotacion Ry 2x, Ry 2x, ..., Rno1 2x, y el resto de las entradas son 0’s.
n n 2 n

b. sin es par, R, estd conformado por bloques de tamano 2 x 2 en la diagonal dados por las
matrices de rotacion Ry 2z, Ry 2x,. .., RnT—z,zl, en la ultima entrada de la diagonal hay un
—1, y en las entradas restantes hay 0's.

De la Proposicién 7.1 tenemos que los isomorfismos M y R,, son conjugados. De hecho,
R, = B;'MB,, con B, € GL, 1(R) la matriz conformada por las columnas Cj, S, ...,

Cn-1,Sno1 para n impar y las columnas Cy, Si, ..., Cno2, Su_2, —Cz para n par, donde
2 2 2 2
COSQ%—l —sin%—l
cos 2'3;” -1 —sin 2'3;” 1
cos (m=2mi 4 —gin (=DM
n n

Definicién 7.3. Dados dos elementos g y h de un grupo, denotaremos por (g,h) al grupo
generado por g y h.

Definicién 7.4. Se denotard por v : S*2 — S"2 a la funcién que hace la asignacién
X = -X.

Teorema 7.5. El espacio £ (n) es homeomorfo al orbifold esférico S"2 /(R v).

Demostracién. Como M es el levantamiento de p a R"™! v es conjugado a R, entonces el
cociente Z(n) = L(n)/(u) = (S*72/(v)) /(1) es homeomorfo a S"2 /(R,,,v). Es claro que
(R, v) es un subgrupo del grupo ortogonal O(n —1) y por lo tanto .Z(n) es un orbifold. W

Para los siguientes resultados estaremos usando las nociones de espacios lente y espacios
orbifold lentes (ver Apéndice A.3).

Proposicién 7.6. Sean impar. El espacio £ (n) es homeomorfo a Lop,(n+2,n+4,...,2n—1)
y por lo tanto, £ (n) es una variedad para n primo.

Demostracion. Como n y 2 son coprimos, entonces el grupo (R,,v) es isomorfo al grupo

RT . _ n—1 . . .,
ciclico (VR,,). Identificaremos R"* y C 2 bajo la asignaciéon (1, Zs,...,Tn 2, Tn_1)
. . n—1
(1 +iza, ..., Tpo + ix,_1). El generador ¥R, en C 2 hace el mapeo
s rn42 - rn+4 L 2n—1
(21,22, s Zn=1) > (62’”( )z, €205 ) 2y P )ZQn—l).
2 2
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Por lo tanto, Z(n) = S"72/(R,,v) = S"72/(VR,) es homeomorfo al espacio Lo, (n + 2,n +

4,...,n+ (n—1)). Nétese que para nimeros primos n > 3, 2n es coprimo con cada uno de
los enteros n + 2,n 4+ 4,...,2n — 1. Por lo tanto, en caso de que n sea primo se tiene que
Lop(n+2,n+4,...,2n — 1) es un espacio lente, y por lo tanto, variedad. [ |

Ejemplo 7.7. Los primeros tres espacios de n-segmentos sin etiquetas son:

» Para n = 3 tenemos que todo elemento de £(3) estd representado por algin punto
n((0,1,2)) para 0 <z <1, y ademds x = 0 y x = 1 representan el mismo punto, por
lo tanto

2(3) = L(3)/(u) = {n((o, 1,2)) € P(3): z € [0, 1]}/{7;((0, 1,0)),7((0, 1, 1))} ~ st

= Paran =4 se tiene que

L(4) =S /(Ry,v) =D

Esto se puede ver en la Figura 7.1.

= Paran =5, por la Proposicion 7.0, podemos deducir que

L(5) = Lyy(7,9).

o o o o o o o o
21 22 24 23 Z9 21 23 24
o o o o

21 22 23 24

o o o o
21 23 22 24

Figura 7.1: En la figura se muestran cuatro simplejos de £(4), llamemos F a la cerradura de la regién
gris. Se tiene que F es una regién fundamental para la accién de (R4, v) en £(4), o visto de otra forma, 7|z
es inyectiva, y 7(F) es una regién fundamental para la accién p en L(4). Haciendo los pegados indicados en
la figura se puede ver que .Z(4) = D?.

7.1. El locus singular en .Z(n)

Observacién 7.8. Cuando n es primo, tenemos que £ (n) es una variedad, y en este caso
el locus singular es vacio.
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Consideraremos de ahora en adelante que n es un nimero compuesto. Como
Z(n) = L(n)/{u) = S"7?/(Rn, v)

(ver Teorema 7.5), el conjunto de puntos singulares coincide con el conjunto de puntos fijos
de L(n) por algin elemento no trivial en (u), lo cual a su vez equivale al conjunto de puntos
fijos en S"2 por algtin elemento no trivial de (R, ).

Sea X € L(n), j € Ny MCD(j,n) = g. Entonces p/(X) = X si y sélo si pu9(X) = X.
Por lo tanto, inicamente es necesario estudiar el locus singular cuando j es un divisor de n.
De ahora en adelante, supondremos que n = jk con 0 < 7 < n.

Definicion 7.9. Usaremos la notacion
Fn)={XeS" 2 R(X)=X} y F(n):={XecS" 2 RUX)=—-X}.
Ademds, denotaremos 07 (n) = £*_(n) U ¢ (n).

Teorema 7.10. Sea j un divisor propio de n, y k = ? Entonces ¢?(n) es homeomorfo a
S=2 para k impar, y es homeomorfo a "2 U S~ para k par.

Demostracién. Tomemos n = jk, con j < n. Para n impar tenemos que R?, esté conformado
por los bloques Rl_%, RQ,Q%, cee RnT—l.%r en la diagonal; y para n par estd conformado por
los bloques Ry 2z, Ry 2=, . .. ,RnT—Q.Q% y la entrada (—1)7 en la diagonal (esto se sigue de la
Definicién 7.2).

Para determinar Ei (n) basta encontrar el subconjunto de R"™! que fija R?, y para esto
basta determinar los bloques R,, 2= que son la identidad. Para determinar ¢ i(n) se procede
de manera similar, salvo que buscaremos bloques que sean la identidad negativa. Ademas,
para n par también debemos considerar el signo de la iltima entrada en la diagonal, dado
por (—1).

Para n es impar tenemos que j y k son impares. Entonces, los bloques R,, 2n COITES-

pondientes a m € {k,2k..., @} conforman los bloques identidad de tamano 2 x 2 en

la diagonal de R?. Ademds, no hay bloques de tamano 2 x 2 que sean igual a la identidad
negativa. En este caso, concluimos que ¢4 (n) = S7=2 y ¢? (n) = 0.
Sin es par y k es impar, entonces j es par. En este caso, los bloques Rm,% que correspon-

denam € {k,2k..., @} conforman los bloques identidad de tamano 2 x 2 en la diagonal

de R, y ademds, la entrada (—1)7 es un 1 en la diagonal de esta matriz. Por otro lado, no
hay bloques de tamano 2 x 2 que sean igual a la identidad negativa. En este caso también
concluimos que (7 (n) 2 S~2y (7 (n) = 0.

(G=Dk

Para n y k pares, y j impar, los bloques Rm% que corresponden a m € {k,2k..., Y522}

conforman los bloques identidad de tamafio 2 x 2 en la diagonal de R?. Por otro lado,
los bloques R, - 2?” correspondientes a m € %, %, cee @} conforman a los bloques de
tamarno 2 X 2 que son iguales a la identidad negativa en la diagonal de RY, y ademds, (—1)

es otra entrada en la diagonal que es igual a —1. En este caso, tenemos que (1 (n) = Sy
0 (n) =S/
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El caso restante es cuando n, k y j son pares. Los bloques Rm_%« que corresponden a

m € {k,2k..., @} conforman los bloques identidad de tamano 2 x 2 que estan en la
diagonal de R/, y ademés, la entrada (—1)7 es otro 1 en la diagonal de esta matriz. Por otro

E 3k (-1

lado, los bloques R,, - 27“ correspondientes a m € {3, 5, ..., T)k} conforman los bloques de

tamano 2 X 2 que son iguales a la identidad negativa en la diagonal de RI. Para este caso,
tenemos que ¢4 (n) 2§72y (7 (n) 2 1L n

Definicién 7.11. Dado un conjunto X, se denotard por Cx al cono
X x [0,1)/(X x {1}).
Teorema 7.12. El cociente ¢(n)/(R,,v) es homeomorfo a:
1. Z(j) para k impar.
2. L(j)U Ly;(1,3,5,....5—1) para k y j pares.
3. L(j)U (CL].(l,g’:..,j_Q)/{([X], 1) ~ ([-X],1)}), donde [X] € L;(1,3,...,j —2) denota la

clase de X € 07 (n) con dltima coordenada igual a 0, para k par y j impar.

Demostracién. El grupo (R,,v) actia en la esfera £1(n) = $=2 de la misma manera que el
grupo (R;,v) actia en este mismo conjunto (ver Teorema 7.10). Entonces, para cualquiera
de los casos tenemos que £7(n)/(R,,v) = Z(j) (ver Teorema 7.5).

Si k es impar, tenemos que ¢ (n) = 0, por lo que el primer inciso del teorema queda
demostrado. Para k par tenemos que ¢ (n) es una copia de S~!. Como R/ acttia igual que
v en 7 (n), tenemos que ¢7 (n)/(R,,v) = (7 (n)/(R,). Notemos que R, restringido a ¢7 (n)
tiene orden 2j. Consideraremos los siguientes dos casos:

» Caso j par: Siidentificamos al subespacio real de dimensién j que contiene a £7 (n) con
C?, la accién R, actia en £7 (n) como

2mi(55) 2mi( ) 2mi( i)

).

En este caso concluimos que £ (n)/(R,) = Ly;(1,3,5,...,5 — 1) (ver Proposicién 7.6).

(21,22,~--,z)r—>(6 21, e 29,0 € z

TS
ks,

= Case j impar: Como RJ coincide con v en £ (n) = S/, tenemos que el hemisferio
superior de S$'1 contiene a elementos de todas las clases de ¢7(n)/(R,) ya que la
entrada (n — 1,n — 1) de la matriz R, es —1 (ver prueba del Teorema 7.10). Sea
S, C ¢’ (n) el conjunto de puntos de ¢7(n) = S~ tal que la tltima coordenada es
r € [—1,1]. Notemos que R, (S,) = S_,. Trabajaremos en tres casos dependiendo del
valor de 7:

1. Los bloques de R, que actian en Sy son los bloques R,,. 2n corespondientes a

m € {k,3k,..., (]_TQ)IC} (ver la prueba del Teorema 7.10). Por lo tanto, Sy /(R,) es

homeomorfo al espacio Ly;(1,3,...,j —2).
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2. Si0 < r <1, laaccién del grupo (R,) en S, es la misma que la del grupo (R2)
(las potencias impares de R, envian S, en —S,, lo cual estaria contenido en el
hemisferio inferior de $'~!). Por lo tanto, S, /(R,) = S, /(R2), y podemos concluir
que en este caso, S, /(R,) es homeomorfo a L;(1,3,...,j — 2) (ver la prueba del
Teorema 7.10).

3. Como S; = {(0,0,...,0,1)}, entonces S;/(R,) es un punto.

Para todo m se tiene que 2m = j + [ para algin [ impar, por lo tanto, tenemos
que R?™(X) = RIT(X) = —R(X), de donde se sigue que Lgj(1,3,...,5 — 2) es
homeomorfo a L;(1,3,...,j—2)/{[X] ~ [-X]}. Haciendo los pegados correspondientes
al variar 7 en el intervalo [0, 1], podemos concluir que £7 (n) /(R,) es homeomorfo a

CLj(1,3,,..,j72)/{([X]a 0) ~ ([—X], O)} u

Notemos que si m divide a j se tiene que {™(n) C #(n) y {™(n)/(Rn,v) C 6(n)/(R,,v).
En la siguiente figura se muestra un diagrama que muestra las contenciones de estos espacios
cuando n = 20.

(20(20) = S8

£(20)
10(20) =2 sBus® £4(20) = S?
£(10) U Lao(1,3,5,7,9) D?
45(2()& ~S§3US? 2(20) =2 S° U S
L(10,7) U (Cp,3 /{([X],1) ~ ([=X],1)}) {1}ust
71(20) = s°
{1}

Figura 7.2: Los conjuntos de 20-segmentos fijos por alguna potencia j que divide a
20. El primer renglén de cada nodo del diagrama representa a los conjuntos 07(20) =
,_(20)U¢”_(20), mientras que el segundo renglén muestra el cociente £/(20) /(R,,, v). Las
flechas indican las contenciones entre estos conjuntos/espacios. En el diagrama usamos
que L5(1,3) = L(5,3), £(4) =D? y £(5) = L(10,7) (ver Ejemplo 7.7).



Apéndice A
Resultados topoldgicos

En este apéndice se mencionan propiedades topoldgicas que son ttiles para el desarrollo
de la tesis. Las secciones A.1 y A.2 son necesarias en la construccion de la topologia de Q(n).
La Seccion A.3 es una introduccién a las definiciones generales usadas en el Capitulo 7.

A.1. Pegado de complejos simpliciales

En este apéndice daremos unos teoremas tutiles en el pegado de complejos simpliciales.
Comenzaremos por una observacion que es un resultado conocido.

Observacion A.1. Sean D1 = Dy =2 D™, y sea h : 0Dy — dDy un homeomorfismo. Se tiene
que el homeomorfismo h se puede extender a un homeomorfismo h' : Dy — Ds.

La observacion anterior se sigue de que, al tener un homeomorfismo h : 0D — 0Ds, el
homeomorfismo que extiende h a todo D esta dada por

h’(x):{a si z =0,

|x||h(z/]|z]]) en otro caso.

El siguiente resultado se puede encontrar en [22, Teorema A.2].

Teorema A.2. Sean Ky y K1 complejos simpliciales finitos homeomorfos a D™. St KoNK, =
OKoNOK, = D™ ! y dicha interseccion es un subcomplejo simplicial de Ky y de K1, entonces
KoUK, = D™,

Demostracion. Sea D = {(x1,...,Zm) : a3+ +22 <1} =2D™ ysea f: KoNK; —
{(#1,...,2m_1,0) € D} 2 D™ ! un homeomorfismo. Sea f = flo(koni,)- Por la Observacion
A1, existen homeomorfismos fo : cl(0Ko\(Ko N K1)) — {(21,...,7m) € D @ x, < 0}
vy f1 : d(OK \(Ko N Ky)) — {(z1,...,2m) € 0D : z, > 0} que son extensiones de f.
Como Sy := {(z1,...,2m) € 0D : z,, < 0} U {(z1,...,2m) € D : x,, = 0} XSy
también Sy := {(x1,...,2,) € 0D : x,, > 0} U {(z1,...,2) € D : z,, = 0} = S™1,
por la Observacién A.1, se tiene que existen Fy : Ko — {(z1,29,...,2y) € D : x, <0}y

68
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Fy: Ky — {(x1,29,...,2m) € D : 2,, > 0} homeomorfismos que extienden a fU foy fU f1,
respectivamente. Con esto, se tiene que Fy U F; es un homeomorfismo de KyU K; — D, con
lo que se concluye la prueba. [ |

Teorema A.3. Sea K un complejo simplicial finito homeomorfo a D™. Sean Ky y K1 subcom-
plejos simpliciales disjuntos contenidos en OK , tales que Ko = K; 2 D™ 1. Sea f: Ky — K,
un homeomorfismo. Entonces, si el espacio K/{x ~ f(z) : © € Ky} es orientable, se tiene
que este cociente es homeomorfo a T™.

Demostracién. Comenzaremos construyendo un homeomorfismo H : K — [0,1] x D™, tal
que H(Ky) ={0} x D™ 'y H(K;) = {1} x D™ 1.

Nétese que 0K = S™! es un complejo simplicial. Como K, = D™ ! es un subcomplejo
simplicial de 0K = S™ ! tenemos que cl(0K\Kj,) es homeomorfa a D™, Luego, como
se tiene que K; = D™ ! es un subcomplejo simplicial contenido en el interior del disco
cl(0K\Ky), se tiene que existe un homeomorfismo h : cl(0K\(Ky U K7)) — [0,1] x S™2,
donde h(0Ky) = {0} x S™ 2 y h(0K,) = {1} x S™2. Por otro lado, por la Observacién A.1,
existen homeomorfismos ho : Ko — {0} xD™ 'y hy : Ky — {1} xD™" que extienden a ks,
y a hl,, - Con todo lo anterior, podemos definir un homeomorfismo H: 0K — 9(]0,1]xD™1)
dado por

ho(z) siz € Ko,
H(z) = { h(z) sizedK\(KoUK)),
hi(z) siz e K.

Finalmente, por la Observacién A.1, como 9([0,1] x D™ 1) = §™ 1 K =~ D™ y H es un
homeomorfismo entre K y 9([0, 1] x D™~1), se tiene que existe un homeomorfismo H : K —
[0,1] x D™ ! que es extensién de H.

Sea f : {0} xD™ ! — {1} x D™~ el homeomorfismo dado por f= Ho foH Y (oxomm-1.
Entonces se tiene que K/{z ~ f(z):z € Ko} = ([0,1] x D™ ) /{z ~ f(z) : 2 € H(K)}.
Por el Teorema A.4, ya que este cociente es orientable, se concluye que ([0,1] x D™ 1) /{z ~
f(x): 2 € HY(Ky)} es homeomorfo a T™. |

A.2. Toros de mapeo de D"

Es un hecho conocido que existen uno o dos tipos de isotopias de D™ en D", una si n es
par y dos si n es impar. En el caso de que n sea impar, los dos tipos de isotopia estan dados
por los mapeos idpn y —idpn.

Para el siguiente teorema, recordemos que 7" = D" xSt = (D" x [0, 1])/{(z,0) ~ (z,1)}
y que 6pn = (Dn X [07 ”)/{(l‘70) ~ (—ZL‘, 1)}

Teorema A.4. Sean n par y h : D" — D" un homeomorfismo. Sabemos que eziste una
wsotopia H entre h con la funcion idpr o con la funcion —idpn. Entonces
T si h es isotdpico a idpn,

o~ si h es isotopico a — idpn.

(D" % [0, 1])/{(2,0) ~ (h(x), 1)} = {
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En el caso que n sea impar, el cociente es homeomorfo a T™.

Demostracion. Dados dos homeomorfismos hq y hy de D™ en D™, se sabe que si hy es isotopico
a hs, entonces

(D" > [0, 1])/{ (2, 0) ~ (ha(x), )} = (D" x [0, 1])/{(, 0) ~ (ha(z), 1)}

Por lo tanto, basta considerar los casos cuando h = idp» y h = —idp», con los cuales se tiene
que el cociente buscado es homeomorfo a Tt o 6pn, respectivamente.
El caso impar se sigue de que el homeomorfismo h es isotépico a la funcion identidad. W

A.3. Orbifolds

Los orbifolds son una generalizacién de variedad que aparecen al hacer un cociente por
una accién de un grupo finito sobre una variedad. Localmente, se puede pensar que las
vecindades de los puntos del orbifold son homeomorfas a un cociente de R™ por una accion
lineal de orden finita.

Definicién A.5. Sea X wun espacio topologico Hausdorff con base numerable. Una carta
orbifold en el espacio X es un par de abiertos U; C X y V; C R", junto con una funcion
continua p; : V; = U; y un grupo finito I'; actuando sobre V;, de manera que:

» La accion deja invariante a V;. Dicha accion es lineal y fiel.
» La accion deja invariante al mapeo p;, y define un homeomorfismo p; : V;/T; — Uj.

Definicién A.6. Un orbifold es un espacio topologico Hausdorff con base numerable X, junto
a una coleccion de cartas orbifold (dadas por U;, V;, p; y I';, para alguna coleccion de j € J),
donde los U; son cerrados bajo interseccion finita, y tales que para cualesquiera j, k € J con
Ui C Uj, se satisface:

Eziste fi; : I'y — I'; homomorfismo inyectivo.

Hay un homeomorfismo oy : V; — Wy; C V; que es I'y-equivariante, para algin abierto
Wi;. Dicho homeomorfismo es llamado un mapeo de pegado.

» Los mapeos de pegado son compatibles con las cartas, es decir, pj o Orj = pi-

Los mapeos de pegado son tnicos hasta composicion por elementos de I'j, es decir,
cualquier otro mapeo de pegado de Vi, a V; es de la forma g o o;, para algin g € T';.

En particular se dice que un orbifold es un orbifold esférico si se puede obtener como el
cociente de una esfera por un grupo de simetrias que actia sobre ésta.

Definicién A.7. El locus singular de un orbifold X es el conjunto de puntos x € X tal que
no existe una vecindad de x homeomorfa a un abierto de R™.
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Definicién A.8. Sean p,q,...,q, nimeros enteros tales que MCD(p,q1,q2,---,qn) = 1, y
sea S la esfera unitaria en C*. Sea G : C* — C" definida por

2mi il i12 2mi 4o
G(z1,29, .-y 2n) = (€77 P 21, P 29, .., e P 2)

Con esto se define el espacio lente orbifold Ly(q1, ..., q,) = S*" 1 /(G).

Proposicién A.9. El lente orbifold L,(q1,...,qn) es variedad si para todo t € {1,2,...,n}
se cumple que MCD(p,q) = 1.

Demostracion. Sea G como en la definicién anterior. En caso de que paratodot € {1,2,...,n}
se satisfaga que MCD(p, ¢;) = 1, entonces G es una accion libre. Sea (G) = {g1,...,9,}. Sea
r € S*™ 1y p:V — U una carta orbifold de z. Como el espacio es Hausdorff y la accién es
libre, se tiene que para cualquier punto x € S*"~! el conjunto {g,z, ..., g,x} se puede separar
por abiertos Vi,...,V,. Sea

p
V={1g""
j=1

Se tiene que pl,~p es un encaje. Por lo tanto, todo punto tiene una vecindad homeomorfa a
Ranl' ]

Los espacios lente orbifold que son variedades se les llama espacios lente.
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