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Resumen

En la presente tesis se realiza un estudio sobre la convergencia en grupos p-compactos. Especifica-
mente se analiza la convergencia en la ultrapotencia de grupos numerables discretos con la topologia
de Bohr extendida. Demostraremos que si G es un grupo Abeliano numerable, existe p € w* tal que
(Ult;;’1 (G), Tm) es un grupo topolbgico p-compacto con sucesiones convergentes no triviales que
no es compacto. Ademas, si p es un ultrafiltro selectivo las sucesiones débilmente independientes no

son convergentes en (ult, (G), T557)-

Abstract

In this thesis, we study the convergence of p-compact groups. Specifically, we analyze the con-
vergence in the ultrapower of countable discrete groups with the extended Bohr topology. We will
show that if G is a countable Abelian group, then there exists p € w* such that (U it (G, Tm) is
a compact p-compact topological group with non-trivial convergent sequences that is not compact.

Furthermore, if p is a selective ultrafilter, then weakly independent sequences are not convergent in

<UH’P (G) 7Tm>'

Palabras clave: ultrapotencia, grupos topoldgicos, p-compactos, p-convergencia, sucesiones

convergentes.
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0.2. Introduccién

Un problema central de la teoria general de grupos topologicos fue formulado por W. W. Comfort
en [5] en el afio 1966, la cuestion es la siguiente: jexisten dos grupos topologicos numerablemen-
te compactos cuyo producto no es numerablemente compacto? En 1980 el mateméatico E. K. van
Douwen, en [31], demuestra que todo grupo Booleano numerablemente compacto sin sucesiones
convergentes no triviales contiene dos subgrupos numerablemente compactos cuyo producto no es
numerablemente compacto, y que bajo axioma de Martin dicho grupo Booleano existe. Por esta
razom, en el mismo articulo, E. K. van Douwen hace la siguiente pregunta ;existe un grupo Booleano
numerablemente compacto sin sucesiones convergentes no triviales? De este modo, una respuesta
afirmativa a la pregunta de E. K. van Douwen provee una respuesta en el mismo sentido al problema
de W. W. Comfort.

Ambos problemas han sido estudiados en las ultimas décadas. Mucho de este trabajo se debe
a A. H. Tomita, S. Garcia Ferreira y S. Watson en [12}, 11}, 28], 27, 29}, [30] y por otros autores
como W. W. Comfort, S. U. Raczkowski, F. J. Trigos-Arrieta, D. Dikranjan, V. I. Malykhin y L. B.
Shapiro en [4}, [8] [9], 18, 25].

En [15] (2021) M. Hrusak, J. van Mill, U. A. Ramos-Garcia y S. Shelah, probaron que existe en
Z FC un grupo Booleano infinito numerablemente compacto sin sucesiones convergentes no triviales.
Consecuentemente, debido a lo mencionado anteriormente, dieron una respuesta afirmativa tanto al
problema de E. K. van Douwen como al de W. W. Comfort.

En este mismo articulo, se construyé un grupo Booleano infinito p-compacto no compacto con
sucesiones convergentes no triviales. Mas especificamente, ellos probaron que existe en ZFC un
ultrafiltro p € w* tal que la ultrapotencia iterada w; veces del grupo booleano <[w]<w 7A7(Z)> con
la topologia de Bohr extendida, (U Ity ([w}<w) ,Tm), es un grupo topolégico p-compacto con

sucesiones convergentes no triviales que no es compacto. En este trabajo, extenderemos este resultado
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demostrando que si G es un grupo Abeliano numerable, existe p € w* tal que (U It (G) ,Tm) es
un grupo topologico p-compacto con sucesiones convergentes no triviales que no es compacto.

Ademas, en el mismo articulo [15], se prueba que (Aplicando el Lema 3.6 y la Afirmacion 3.7)

las siguientes oraciones son equivalentes:

(1) Existe p € w* tal que (Ult,([w]<%), Tgop;) tiene sucesiones convergentes no triviales.
(2) Existe una sucesion (®,,: n € w) C Hom([w]|<*,2) y una funcion

H: Hom([w]<%,2) — w tal que para cualquier n € w la familia
{[w]=¥ \ Ker(®,)} U {Ker(®): H(®) < n}

es centrada.
(3) Existe una sucesion (®,,: n € w) C Hom([w]|<*,2) y una funcion

H: Hom([w]<¥,2) — w tal que la coleccion

A= U1Ab, ) U4, H(®) <n)

necw

forma una familia centrada que genera un filtro libre. Donde Ay, = {k € w: ®(f,(k)) = 0} y
Ay, = {k € w: ®(fn(k)) = 1} para toda (®,n) € Hom([w]<,2) xw. Y, (fu: 1 € w) C ([w]¥)*
es una sucesion que satisface la propiedad de que para cada F € [w]|<¥ y 0: F — [w]<% existe

k € w tal que f;(k) = o(i) para toda i € F.

Con este resultado, los autores concluyeron sin prueba (Observacion 3.8 en [15]) que si F es el
filtro generado por A, entonces F es un filtro F,,. Pero, en esta tesis probaremos que esta observacion
es falsa. Probaremos que si F es cualquier filtro con A C F, entonces F no tiene la propiedad de
Baire.

Nuevamente, en [I5] los autores demostraron que si p € w* es selectivo entonces
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(Ut (wWI™) s T5onr)

es un grupo topoldgico p-compacto sin sucesiones convergentes no triviales. Este resultado deja
abierta una nueva version del problema de E. K. van Douwen, reformulada para los grupos p-
compactos, a saber: jexiste, en ZFC, un grupo p-compacto sin sucesiones convergentes no triviales?

En el presente trabajo mostraremos algunos casos particulares en que este resultado se puede
extender a cualquier grupo Abeliano numerable G. En particular demostraremos que si p es un ultra-
filtro selectivo, las sucesiones débilmente independientes no son convergentes en <ultp (G) ,Tm>.

El capitulo uno nos brindara las herramientas necesarias para poder abordar y comprender
el problema que estudiaremos. Mientras que en el capitulo segundo se demostraran los resultados
propios de esta tesis.

Cabe resaltar que gran parte de los resultados principales presentados en esta tesis fueron so-

metidos y publicados en [23].



Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo nos brindara las herramientas necesarias para poder abordar més adelante la cues-
ti6n de los grupos topologicos p-compactos con sucesiones convergentes no triviales. Veremos algunas
propiedades béasicas de los grupos topologicos, la topologia de Bohr, la dualidad de Pontryagin, el
teorema de aproximacion de E. Hewitt & S. Zuckerman y la construcciéon de las ultrapotencias de
estructuras logicas.

La notaciéon que utilizaremos es estandar dentro de la teoria de conjuntos y a lo largo de este
capitulo se le ira presentando al lector. Como es usual usaremos el simbolo € para referirnos a la
pertenencia en conjuntos, C denota a la contencién, N a la interseccién conjuntista, usaremos U para
la union, el simbolo \ denota al complemento relativo, Ll refiere a la unién ajena y w al conjunto
de los nimeros naturales. Si X es un conjunto entonces P(X) denota a la coleccion de todos los
subconjuntos de X, para referirnos tnicamente a los subconjuntos finitos de X usaremos [X ]<°J;
en cambio [X]* denota a los subconjuntos numerables de X. Por otra parte, usaremos w<% para
referirnos a las funciones finitas con valores en w y cuyo dominio es un niimero natural.

El lector puede consultar el libro de M. Tkachenko y A. V. Arkhangelskii [26] y el libro de E.
Hewitt and K. A. Ross [13] para profundizar en los grupos topologicos. Para la parte de ultrafiltros,
un buen recurso es el libro de T. Bartoszynski y H. Judah [1I]. En general estos libros le pueden

ayudar al lector para consultar los resultados basicos de los temas tratados en el presente trabajo.
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1.1. TUltrafiltros e Ideales

El lector puede consultar el libro de T. Bartoszytiski y H. Judah [1] para profundizar en el tema
de ultrafiltros e ideales.

Intuitivamente un ultrafiltro sobre X es una coleccion formada por algunos conjuntos grandes
de X; es decir, los ultrafiltros capturan nuestra idea intuitiva de conjuntos grandes. Formalmente la
definicion es la siguiente:

Sea X un conjunto y F C P (X). Decimos que F es un filtro sobre X si ) ¢ F, X € F, F es
cerrado por intersecciones finitas y por supraconjuntos. Si un filtro es C-maximal diremos que es un
ultrafiltro. Ademas, si satisface que (| F = () entonces diremos que F es libre y denotaremos por w*

al conjunto de todos los ultrafiltros libres sobre w. Equivalentemente, F es un filtro libre si y s6lo si

FriX)={ACX:|X\ Al <w}CF.

Es bien conocido que los filtros y ultrafiltros satisfacen las siguientes propiedades:
1. Dado F un filtro no puede suceder que tanto A € F como X \ A€ F.
2. Si F es un filtro, entonces ANB € Fsiysolosi Ae FyBeF.

3. Sea F un filtro tal que A ¢ Fy (X \ A) ¢ F, entonces

(FA) = {X CI:3F € [FI™\ {0} (nFo)NAC X)}

es el filtro mas pequefio, respecto a la contencion, tal que FU{A} C (F (A)). A (F (A)) se le conoce
como el filtro generado de F y A.
4. Si U es un ultrafiltro sobre un conjunto X, entonces para todo A C X se tiene que A € U si

ysolosi X\ A¢U.
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5. Si U es un ultrafiltro sobre un conjunto X, entonces para todo A C X se tiene que A € U o
bien X \ A € U.

6. Si U es un ultrafiltro sobre X y A C X tal que para todo F' € U se cumple que F' N A # (),
entonces A € U.

Decimos que p € w* es un P-punto si para cualquier particion de w, {I,, : n € w}, o existe N € w
tal que Iy € p o existe X € p tal que | X NI,| < w para toda n € w. Por otra parte, diremos que
p € w* es un Q-punto si para cualquier particion {I, : n € w} de w con |I,,| < w existe X € p tal que
|X NI,| <1 para toda n. Ahora bien, decimos que p € w* es un ultrafiltro selectivo si p es tanto

P-punto como @Q-punto. Equivalentemente, los ultrafiltros selectivos satisfacen el siguiente teorema.

TEOREMA 1.1.1 (Teorema 4.5.2 [I]). Sea p un ultrafiltro sobre w. Las siguientes afirmaciones

son equivalentes:

1. p es Ramsey: Si c: [w]* — {0,1} existe U € p e i € {0,1} tal que c {[U]Z} = {i}; es decir,
U es i-homogéneo.

2. Para cualquier conjunto A C [w]’ existe X € p tal que [X]° C A o [X]NA=0

3. p es selectivo.

4. Para cualquier particion de w, {I, :n € w}, o existe n € w tal que I, € p o bien existe
X €p tal que | X N1I,| <1 para toda n.

5. Para cualquier sucesion C-decreciente {X,, : n € w} C p existe una sucesion {x, :n € w} €

p tal que x,, € X,, para toda n.

DEMOSTRACION. 1 = 2| Sea A C [w]’. Definimos ¢ : [w]> — 2 como ¢({x,y}) = 0 si y
solo si {z,y} € A. Al ser p un ultrafiltro de Ramsey existe X € p que es i-homogéneo. Si X es

0—homogéneo entonces [X]* C A, en cambio si X es 1-homogéneo entonces [X]> N A = 0.
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2 = 3] Sea {I,, : n € w} una particién de w. Definimos
A={{n,k}:Imcw(n,k € I,)}

Por 2, existe X € p tal que [X]° C Ao [X]°NA=0.

Caso I: [X]* C A. Entonces IN € w (X C Iy) (puessiz € I,, y y y € I,,, entonces {x,y} ¢ A).
Luego, al ser p un filtro, Iy € p.

Caso II: [X]* N A = (). Entonces para toda n € w |I, N X| < 1.

De los casos anteriores se sigue que p es un P-punto.

Si {I, : m € w} es una particion con |I,,| < w entonces el caso I no puede darse, por lo que en
tal caso siempre sucede el caso II; por consiguiente, p es un Q—punto.

3 = 4] Se sigue directamente de la definicion de P-punto y Q-punto.

4 = 5] Sea {X,, : n € w} C p una sucesién C-decreciente. En caso de que X, := (1, o, Xn € p,
es claro que si consideramos {z,: n € w} una enumeracion de X,, se obtiene lo deseado. En otro
caso X, ¢ p y definimos por recursion una particion {I, : n € w} de w de la siguiente manera
Ip = (w\ Xo)UX, v Iny1 = X \ Xnt1. Por 4) existe N € w tal que Iy € p o bien existe X € p
tal que | X N I,| < 1 para toda n. Sin embargo, note que para toda n € w se tiene que I,, ¢ p, por
consiguiente, existe X € p tal que |X NI,| < 1 para toda n € w. Sin perder generalidad podemos
suponer de hecho que | X N I,| = 1 para cada n € w. Como p no es principal, w\ (X N Iy) = w\{zo} €
p; luego existe una sucesion {x, : n € w} = X \ {zo} € p tal que z,, € X,, para toda n > 1 donde
{zp} =X N1y

5 = 1] Sea ¢ : [w]> — 2 una coloracion y consideremos Ko = ¢! [{0}]. Para cada n € w
definimos X,, = {k > n: {n,k} € Kp}. Como p es un ultrafiltro existe Y € p tal que X,, € p para
todan € Y ow\ X, € p para toda n € Y. Sin perdida de generalidad supongamos que X,, € p

para toda n € Y. Para toda n € w definimos X,,L =N X; de esta manera {X,,L in € w} Cp

€Y Nn
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es una familia decreciente. Por 5) existe {z, :n €wNnNY} € p tal que z,, € X;. Notemos que si
Tp < Tm y M,m €Y entonces x,, € X, ,y por lo tanto {z,,z,} € Ky. De lo anterior deducimos

que {z, :n € wNY} € p es 0-homogéneo. a

Sea p un filtro y T' C w<% un arbol. Decimos que T es un drbol de ramificacion en p si para toda
t € T se tiene que succ(t) € p, donde suce(t) = {n € w: t7n € T} denota el conjunto de sucesores
del nodo t. Una de las proposiciones mas tutiles para poder demostrar propiedades donde intervienen

los ultrafiltros selectivos es la siguiente:

PROPOSICION 1.1.2. Sea p un wultrafiltro sobre w. a) p es selectivo, si y solo si, b) Para todo

drbol de ramificacion en p, T C w<¥, existe f € w* con f € [T)] tal que f[w] € p.

DEMOSTRACION. a) = b). Sea T' C w<% un arbol de ramificacion en p. Sin perdida de generali-
dad podemos considerar que T es un arbol conformado por funciones finitas crecientes. Como 7" es de
ramificacion en p, |T| = w y p es selectivo, existe X € p tal que X C* succ(t) para cada t € T. Con-
sideremos g € w* definida de la siguiente manera g(0) = 0y g(n+1) es el minimo k > g(n) tal que si
img(t) C g(n) entonces X \ k C succ(t) (existe g(n+1) porque el conjunto {¢t € T : img(t) C g(n)} es
finito). Como p es selectivo, existe U € p tal que [U N X N [g(n),g(n + 1))| < 1 paratodan € w. Dado
que U es un ultrafiltro Uy = UNXN[g(2n),g(2n + 1)) € pobien U3 = UNXN[g(2n +1),9(2n + 2)) €
p. Por construccion observemos que U, con i € {0, 1}, esta contenido en alguna rama de 7.

b) = a). Sea {I,, : n € w} una particién sobre w, tal que para toda n € w I,, ¢ p. Consideremos
T C w<¥unarbol tal quesit € T'y dom(t) = n entonces succ(t) = J{I, : Vm € dom(t)(t(m) ¢ I,,)}.
Como para todan € w, I, € py |t| < w; se sigue que succ(t) € p. Por lo que T es un arbol de
ramificacion en p.

Aplicando la hipotesis, existe f € w* con f € [T] tal que X = f[w] € p. Por la definiciéon de

suce(t) se tiene que | X N I,| <1 para toda n. De lo que concluimos que p es selectivo. |
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Contrario a los ultrafiltros, los ideales capturan nuestra idea intuitiva de conjuntos pequenos.

La definicién formal es la siguiente:
Sea X un conjunto e Z C P(X). Decimos que Z es un ideal sobre X si X ¢ Z, ) € Z, T es

cerrado por uniones finitas y por subconjuntos; equivalentemente Z es un ideal si y so6lo si

es un filtro. A Z* se le conoce como el filtro dual del ideal Z. Asimismo, decimos que Z C P(X)
es un ideal libre si Z* es un filtro libre; esto es equivalente a pedir que [X ]<w C 7. Ademas, si
Z C P(X) es un ideal, diremos que Z es alto si para cualquier subconjunto infinito A € [X]“ existe
B € T tal que AN B es infinito. Por otra parte definimos los conjuntos Z-positivos de X como

It={ACX:A¢T}

1.2. Estructuras algebraicas

Decimos que (G, -, e) es un grupo si la operacion - : G x G — G definida como - (z,y) =z - y
es asociativa, e € G es el elemento neutro de la operacion - (a e también lo podemos denotar como

L asu

1) y todos los elementos de G tienen elemento inverso. Si g € G, entonces denotaremos por g~
elemento inverso. Cuando la operacion - es conmutativa entonces diremos que el grupo es Abealiano
y usaremos preferentemente el simbolo + para referirnos a la operaciéon del grupo, —g para denotar
al inverso de g y 0 para referirnos al elemento neutro.

Veremos a continuacion algunos ejemplos de grupos:

a) {(Z,+,0) es un grupo donde Z denota al conjunto de los nimeros enteros.

b) (Q,+,0) es un grupo donde Q denota al conjunto de los nimeros racionales.

¢) (R,+,0) es un grupo donde R denota al conjunto de los ntimeros reales.

d) (C,+,0) es un grupo donde C denota al conjunto de los nimeros complejos.
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e) (T,-,1) es un grupo donde T denota el circulo unitario complejo.
f) (N,;4,0) no es un grupo donde N denota al conjunto de los nimeros naturales.
g) {(Z,,+,0) es un grupo donde Z,, denota al conjunto {0,....,n —1} y n € N.
h) (Zp,-,1) es un grupo donde Z,~ es el conjunto de todas las raices p"-ésimas raices de la
unidad tal que p es un ntmero primo y n € N.

<% es el conjunto de los conjuntos finitos de w y A es la

i) ([w]<¥, A, 0) es un grupo donde [w]
diferencia simétrica.

Como podemos observar en los ejemplos, hay grupos que estan contenidos en otros grupos. Si
(G, +,0) es un grupo, H C G, 0 € H, H es cerrado por la operacion + y H es cerrado por elementos
inversos entonces decimos que H es un subgrupo de G; lo que denotamos como H < G. Por ejemplo

Z y Q son subgrupos de R pero Z,, no es un subgrupo de R. Ahora bien si (G, +,0) es un grupo y

A C G entonces (A); denota al subgrupo més pequefio de G que contiene a A; en particular

<A>G: Zzlalegn(zlez}’azEA)

i<n

También usaremos la notacién spanz(A) para denotar al conjunto generado por A, (A);. En
algunas ocasiones, cuando tenemos un subgrupo H < G, queremos analizar las propiedades de los
elementos que se encuentran fuera del subgrupo H; de forma intuitiva queremos encontrar un nuevo
grupo que tenga a H como elemento neutro. No podemos lograr esto con todos los subgrupos pero
si lo podemos hacer si el subgrupo tiene una propiedad adicional a la que llamamos normalidad.
Diremos que H es un subgrupo normal de G, H < G, si H < G y para cualquier g € G se tiene que
los conjunto gH = {gh: h € H} y Hg = {hg : h € H} son iguales (a estos conjuntos se les conoce
como clases laterales izquierdas y derechas respectivamente); en notacion aditiva las clases laterales
se denotan como g + H y H + g respectivamente. Si (G, -, e) es un grupo y H < G, construimos un

nuevo grupo (G/g, -, H) al que llamamos grupo cociente de G entre H; donde G/ = {gH : g € G},
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el elemento neutro es H y la operacion se define de la siguiente manera goH - g1H = gog:H. En
particular, cuando G es un grupo Abeliano (es decir cuando se satisface que a + b = b + a para
cualesquiera a,b € G) todos sus subgrupos son normales; de ahi que Z < R.

Una herramienta muy ttil para el anélisis de grupos es ver al grupo en sus distintas presentacio-
nes; puede ocurrir que dos conjuntos sean distintos pero su estructura de grupo es la misma. Sean
(G, +¢,06) y (H, 4+, Og) dos grupos, decimos que una funcion h : G — H es un homomorfismo si h
respeta la estructura de grupos; es decir, h (0g) = Og v h(a +¢ b) = h(a) +x h (b) para cualesquiera
a,b € G. Si el homomorfismo h es inyectivo entonces decimos que h es un encaje de grupos y si
h es biyectivo entonces decimos que h es un isomorfismo de grupos (en tal caso diremos que G y
H son isomorfos como grupos, lo que denotamos como G = H). Intuitivamente cuando G y H son
isomorfos, tienen la misma estructura de grupos. Un ejemplo muy importante para el desarrollo de
este trabajo es que el grupo cociente R/ es isomorfo al circulo unitario complejo T. Denotaremos
por Hom(G,H) el conjunto de todos los homomorfismos de G a H. En particular a los elementos
de Hom (G, T) se les llaman caracteres y cuando G es un grupo Abeliano infinito se satisface que
|Hom (G, T)| = 2/®l. Ademas, si G es un grupo Abeliano, H < G un subgrupo y h : H — T es un
homomorfismo entonces existe 4 : G —s T un homomorfismo que extiende a h.

A continuacion veremos otras estructuras algebraicas con mayor estructura que los grupos.

Decimos que (R,+,-,0,1) es un campo si (R,+,0) y (R, -, 1) son grupos Abelianos y las opera-
ciones + y - se distribuyen; es decir a(b+ ¢) = ab+ ac para cualesquiera a,b,c € R. Asi, (R, +,-,0,1)
y (C,+,+,0,1) son ejemplos de campos. Por otra parte, diremos que V' es un espacio vectorial sobre
el campo K si existen dos operaciones + : V XV — Vy-: K XV — V (a esta operacion se le
conoce como multiplicacién por escalares) tal que (V,+,0) es un grupo Abeliano, la operacion - es

asociativa, - tiene elemento neutro y se distribuye con la suma +.
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Como puede observarse los espacios vectoriales tienen mayor estructura que los grupos. Desde

mi punto de vista el desarrollo de la teoria de los espacios vectoriales es gracias a la independencia
lineal de sus elementos. Decimos que A C V, donde V es un espacio vectorial sobre el campo K,
es un conjunto linealmente independiente si para cualquier aq,...,a, € Ay A1, ..., Ay, € K tales que
Arag + ... + Apan, = 0 entonces \; = 0 para toda ¢ < n. Si bien en los grupos no siempre se puede
definir una multiplicacion por escalares, solo se logra definir una multiplicacion sobre los niimeros
enteros, existe un concepto de independencia para grupos Abelianos; que resulta ser méas débil que
la independencia lineal, como lo veremos a continuacion. Sea (G, +,0) un grupo Abelianoy A C G,
decimos que A es un conjunto independiente si para cualesquiera ay,...,a, € Ay 21, ..., 2, € Z tales
que z1a1 + ... + zpa, = 0 entonces z;a; = 0 para toda i < n. Se puede demostrar que todo grupo

Abeliano no numerable G contiene un subconjunto independiente de la misma cardinalidad que G.

1.3. Espacios topologicos

Decimos que (X, 7) es un espacio topoldgico si 7 C P(X) es una familia de subconjuntos de X
cerrada por uniones, por intersecciones finitas y tal que §, X € 7. A 7 se le llama topologia de X, a
los elementos de 7 se le llaman conjuntos abiertos y a los complementos de los abiertos se les conoce
como conjuntos cerrados. Si 7 = P(X) decimos que 7 es la topologia discreta o bien que el espacio
X es discreto; de este modo todo conjunto con la topologia discreta es un espacio topolégico. Otros
ejemplos de espacios topoldgicos son los espacios normados.

Sea X un espacio vectorial sobre el campo K. Decimos que [|-]| : X — R es una norma si se
satisfacen las siguientes propiedades:

a) [0x[[=0

b) |Al |z|| = ||\x| para toda A€ Ky z € X.

c) llz+yll < llzll + [yl
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Si ||-|| es una norma sobre X entonces decimos que (X, ||||) es un espacio normado. En tal caso
podemos definir d.;| : X x X — R* como d.|(z,y) = ||z — y|| que define una métrica sobre X.

Diremos que d : X x X — RT es una métrica si satisface las siguientes 3 propiedades:

1. d(z,y) =0 siy solosi x =y.

2. d(z,2) <d(z,y) + d(y, z) para cualesquiera z,y,z € X.

3. d(z,y) = d(y, x) para cualesquiera z,y € X.

En el caso en que en la propiedad 1 solamente se satisfaga una implicacion; a saber, si x = y
entonces d(z,y) = 0 y se cumplan las demas propiedades, decimos que d es una pseudométrica.

Si d es una métrica sobre X entonces decimos que (X, d) es un espacio métrico. En tal caso,

para toda x € X y € > 0 definimos la vecindad de radio € alrededor de x como el conjunto

By(z,e) ={y € X : d(x,y) < €}.

T4 =4{U C X :Vz € UJe > 0(By(x,¢) CU)}

define una topologia para X.

Si tomamos ||-|| : C — R* definida como |z +iy|| = /22 + »2 entonces ||-|| es una norma;
por consiguiente <(C, Td”_H> es un espacio topolédgico. A esta topologia se le conoce como topologia
euclidiana.

Consideremos ahora X = {a,b} y 7¢ = {X,0,{a}} (a esta topologfa se le conoce como topologia
de Sierpinski) entonces (X, Ts) es un espacio topologico. Como podemos observar en este ejemplo
no existe U € 75 tal que b € U y a ¢ U; en cambio X con la topologia discreta 74 si cumple que sus

puntos se pueden separar por abiertos. Estos ejemplos dan pie a las siguientes definiciones.
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= Un espacio topolégico X sera llamado 7j si para cualesquiera x,y € X existe un subconjunto
abierto U tal que |U N {z,y}| = 1.

= Diremos que un espacio topologico X es un espacio 17 si para cualesquiera dos puntos
x,y € X existen abiertos U,V € 7 talesque x e U\ V yy e V\U.

= Un espacio topoldgico X es un espacio de Hausdorff o Ts si para cualesquiera dos puntos
x,y € X existen abiertos U,V € T talesque z € U,y € VyUNV ={.

= Decimos que un espacio topologico es regular si para cualquier F C X cerradoy x € X \ F
existen U,V € 7 tales que F C U,z € VyUNV = {. Si el espacio X es regular y Ty
entonces decimos que X es T3

= Un espacio topologico X es completamente regular si para cualquier subconjunto cerrado
F de X y cualquier punto = ¢ F, existe una funcion f : X — [0, 1] continua tal que
fIF] C {1}y f(x) = 0. Si el espacio X es completamente regular y Tj entonces decimos
que X es T3% o Tychonoff.

= Decimos que X es un espacio normal si para cualesquiera subconjuntos cerrados P,Q C X
existen abiertos U,V € Ttalque PC U, Q CV yUNV = 0. Si el espacio X es normal y

T1 entonces decimos que X es Ty

Sean (X, 7x) y (Y, 7y) espacios topologicos. Decimos que f : X — Y es una funcion continua si
f71[U] € 7x para toda U € 7y. Por otra parte, diremos que f : X — Y es una funcion abierta
si flU] € 7y para toda U € 7x. Si f : X — Y resulta ser biyectiva, continua y abierta entonces
decimos que f es un homeomorfismo; en tal caso decimos que X y Y son homeomorfos (lo que
denotamos como X 2Y'). En particular, si X 2 f[Y] diremos que f es un encage.

En algunas ocasiones es mas comodo trabajar con subconjuntos particulares de las topologias
que con las topologias en si. Decimos que B C 7 es una base para la topologia si para todo A € 7

existe C' C B tal que A =|JC. Por otra parte, decimos que una subcoleccion S de una topologia 7
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es una subbase si B={[1A: ACSy0<|A|l <w} es una base. Usar bases o subbases nos servira
para simplificar algunas demostraciones y propiedades.

A continuaciéon construiremos topologias haciendo uso de funciones. Sea {(X;,7;) :¢ € I} una
coleccion de espacios topologicos, X un conjunto y F = {f; : X — X, } una coleccion de funciones.
A la topologia sobre X que tiene como subbase al conjunto {fi_l [U;):U; emNi € I} se le conoce
como topologia débil inducida por la familia F. Podemos observar que esta topologia es ttil cuando
queremos dotar a X de una topologia que haga a todas las funciones de F continuas. Una propiedad
importante de la topologia débil es la siguiente: X es completamente regular si y sélo si X tiene la
topologia débil inducida por la familia de funciones continuas de X al [0, 1].

Supongamos que (X, 7x) es un espacio topologico y 7 : X — Y es una funciéon. A la topolo-
gia sobre Y que tiene como base al conjunto {U CY:nl[U] e TX} se le conoce como topologia
cociente.

Una de las propiedades més importantes en los espacios topologicos es la compacidad. Decimos
que un espacio topologico es compacto si toda familia de cerrados con la propiedad de la interseccion
finita (es decir, la interseccion finita de sus elementos es no vacia) tiene interseccién no vacia. Dado X
un espacio topologico Tychonoff, podemos construir un espacio mas grande K que lo contenga y que
tenga la propiedad de ser compacto. Decimos que (K, h) es una compactacion de X si h: X — K
es un encaje, K es compacto y h[X] C K es un conjunto denso. Una de las compactaciones mas
importantes es la compactacién de Stone-Cech a la que denotamos como X, esta compactacion
tiene la propiedad de que si f : X — Z es continua y Z es compacto, entonces existe f : 3 (X ) —Z
una funcién continua que extiende a f.

Un debilitamiento de la compacidad es la compacidad numerable. Decimos que un espacio topo-
logico es numerablemente compacto si toda sucesion del espacio tiene un punto de acumulacion. A

continuacién veremos la nocién de p-compacidad que es de suma importancia para este trabajo.
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Sea p € w*, G un espacio topologico y (z, : n € w) € G. Decimos que z € X es el p-limite de

la sucesion (z,, : n € w) si para toda vecindad U de z se tiene que {n € w: x, € U} € p. El p-limite
es unico cuando el espacio X es Hausdoff, en tal caso lo denotaremos de la siguiente manera r =
p-lim, e 5. Si G es un espacio tal que todas sus sucesiones tienen un p-limite entonces diremos que
G es un espacio p-compacto. Como lo probaremos a continuacion, la propiedad de la p-compacidad

es mas débil que la compacidad; es decir, todo espacio compacto es p-compacto para todo p € w*.

PROPOSICION 1.3.1. Si X es un espacio topoldgico compacto yp € w* entonces X es p-compacto.

DEMOSTRACION. Sea {z, :n € w} C X. Por ser p un filtro se tiene que el conjunto

{d({zy, :ne€ F}: Fep}

tiene la propiedad de la interseccién finita. Dado que el espacio es compacto existe x € X tal que
xe({d{zn:neF}): Fep} Siexiste U € V(z) tal que F ={n €w:x, € U} ¢ p, contradice

el hecho de que z € cl({z,, : n € w\ F}). O

También se puede demostrar que un espacio X es numerablemente compacto si y sélo si toda

sucesion tiene un p-limite para algun ultrafiltro p. A continuacion se demuestra dicho resultado.

PROPOSICION 1.3.2. Sea X un espacio topoldgico. X es numerablemente compacto si y sélo si

toda sucesion tiene un p-limite para algun ultrafiltro p.

DEMOSTRACION. = | Sea (x, : n € w) una sucesion. Como el espacio es numerablemente com-
pacto, entonces (x, : n € w) tiene un punto de acumulacién digamos z. Observe que el conjunto
{{n€w:x, €U}:U € V(x)} tiene la propiedad de la interseccion finita, por lo que puede exten-

derse a un ultrafiltro p y por construccién se tiene que x = p-lim, ¢, .
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<] Sea (x, : n € w) una sucesién y veamos que tiene un punto de acumulaciéon. Por hipotesis
sabemos que dicha sucesion tiene un p-limite z, es decir z = p-lim, ¢, ©,. Por la definicion de p-limite

se puede observar que x es un punto de acumulacion de la sucesion pues si U € V(x) entonces
{new:z,eU}ep

y dado que @ ¢ p entonces {n € w : z,, € U} # 0; lo que implica que {z,, : n € w} NU # 0. O

Denotaremos por 3,X a la 8,-compactacion del espacio X, es decir
BpX = ﬂ{Y CBA(X): X CY yY es p-compacto}

es un espacio topolégico que es p-compacto, X es denso en 5,X; ademas satisface quesi f: X — Z

es continua y Z es p-compacto, entonces existe f : Bp (X) — Z una funcién continua que extiende

af.

1.4. Espacios Polacos, conjuntos analiticos, determinacién de juegos y ultrafiltros

selectivos

Un espacio Polaco es un espacio topologico completamente metrizable y separable. Es decir, un
espacio polaco es un espacio topolégico cuya topologia esta inducida por una métrica completa y
contiene un subconjunto denso numerable. Recordemos que, en un espacio métrico, la separabilidad
equivale al segundo axioma de numerabilidad; por consiguiente, un espacio polaco puede definirse,
alternativamente, como un espacio topolégico completamente metrizable y segundo numerable; es
decir, con una base numerable.

Dado un conjunto X, decimos que B C P (X) forma una o-dlgebra si ), X € B y es cerrada por
uniones, intersecciones y complementos. En particular, diremos que A C X es un conjunto Boreliano,

lo que denotaremos como A € Borel (X), si A pertenece a la sigma algebra generada por la topologia
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7. Por otra parte, diremos que A C X es analitico si existe Y un espacio Polacoy B C Y x X un
conjunto Borel tal que mx [B] = A.

En particular, diremos que Z C P(w) es analitico si {xa (4) : A€ Z} C 2“ es un conjunto

analitico, donde x4 : w — {0, 1} es la funcion caracteristica de A definida como

1, sin€A y
xa(n) =
0, siné¢A.
1.4.1. Determinacién de juegos. Sea A un conjunto con |A| > 2, T C A<“ un arbol bien

podado al que llamaremos el arbol del juego y X C [T]. Definimos el juego global G (T, X) con

conjunto de gane X de la siguiente manera:

» En la primera jugada, el jugador I elige un un punto ag € A tal que {ag) € T

» Enseguida el jugador I7 elige un punto a; € A tal que (ag,a1) € Ty asi sucesivamente.

Diremos que el jugador I gana si a = (ag,...) € X.
En el caso en que alguno de los dos jugadores tenga una estrategia ganadora, diremos que el
juego global G (T, X) est4 determinado. Formalmente una estrategia ganadora para el jugador I es

un arbol 77 C T tal que:

1. sit € T' y |t| es par entonces sucer (t) = sucep(t). Esto garantiza cualquier respuesta del
jugador I1.

2. Todas las ramas de T" hacen ganar al jugador I. Es decir, [T"] C X.

Similarmente se define que estrategia es ganadora para el jugador I1.

Por otra parte, si G (T,X) es un juego global donde el jugador IT no tiene una estrategia
ganadora. Decimos que p = {(ag, ...,a2,—1) € T es una jugada no perdedora para el jugador I si
el jugador IT no tiene estrategia ganadora en el juego G (T}, X,) donde T, = {s:p ~s€ T}y

X, = {z:p~x e X}. Observemos que si p = (ag,...,a2n—1) € T es una jugada no perdedora,
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entonces existe {as,) € T}, tal que para cualquier {as,, agn+1) € T, entonces p ~ (agy,, Gan+1) €S una

jugada no perdedora.

TEOREMA 1.4.1 (Gale-Stewart, 1953). Si X es un conjunto cerrado o abierto entonces el juego

global G (T, X) estd determinado.

DEMOSTRACION. Sea X un conjunto cerrado y supongamos que el jugador I no tiene estrategia
ganadora. Construiremos una estrategia que sera ganadora para el jugador 1. Sea o una estrategia
para el jugador I tal que para toda p = (ag, ..., azn—1) € o es una jugada no perdedora par el jugador
I. Veamos que esta estrategia es ganadora. Si existe a € [0] \ X entonces, como X es cerrado, existe
n € w tal que [a [2,] C [o] \ X pero esto implica que @ [, es una jugada perdedora que es una
contradiccion. Por lo tanto, o es una jugada ganadora para el jugador I.

Si X es un conjunto abierto, [T]\ X es cerrado y consideremos el juego G(T, [T]\ X) donde hemos

probado que este juego esta determinado. Esto induce que el juego G (T, X) esté determinado. [

Este teorema de Gale-Stewart puede generalizarse donde el conjunto de gane X es un conjunto

Borel.

TEOREMA 1.4.2 (Martin, [19]). Sea T C A<“ un drbol bien podado y X C [T] un conjunto

Borel. El juego global G (T, X) estd determinado.

1.4.2. Teorema de Mathias. Uno de los teoremas més importantes que relaciona los ideales
analiticos altos con los ultrafiltros selectivos es el famoso teorema de Mathias. A continuacion defi-
niremos un juego introducido en [2I] que nos permitird demostrar el teorema de Mathias aplicando
el teorema de determinaciéon de Martin El lector puede consultar [2I] y [33] para tener un
panorama més amplio y detallado de esta seccion.

Sea p un ultrafiltro e Z un ideal. Consideremos el juego G(p,Z) definido de la siguiente manera:

En cada paso k del juego, el jugador I elije un elemento Uy € p y el jugador I1 elije un elemento
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ng € Uy. Al finalizar el juego, el jugador IT gana si (ny : k € w) € Z*. Consecuentemente, el jugador
I gana si (ng : k € w) € L.

Este juego G(p,Z) define un juego global G(T, X) definido de la siguiente manera: Sea A = P(w)
y T C A% tal que si t = (By, B1,...,B,) € T, B; € pcuando i es par y |B;| =1 con B; C B;_
cuando ¢ es impar. Por otra parte, definimos el conjunto de paga X C A“ de la siguiente manera:
r = (B;:ic€w) € X siysolosilJ,.,B2it1 € Z. Es claro observar que el juego G(p,T) esta
determinado si y solo si el juego G(T, X) esta determinado. A continuacién construiremos un juego
auxiliar con conjunto de paga Borel cuya determinacion implique la determinacion del juego G(T', X).

Definimos la funcion f : [T] — P(w) dada por f(z) = {J,.,, B2i+1. Notemos que f es continua
y X = f~Y(Z). De esta manera, como Z es analitico y f es una funcién continua, entonces X también
es un conjunto analitico; por consiguiente, existe G un conjunto G en [T'] x 2 tal que la proyeccion
m1(G) = X. Observemos que el juego G(T, X) induce el juego general G(T x 2<%, G). Por el teorema
de determinacion de Martin, el juego G(T x 2<%, G) esta determinado, esto a su vez implica que
G(T, X) esta determinado; de ahi que el juego G(p,Z) esta determinado.

Por la definicion del juego G(p,Z) y la definicion de estrategia ganadora, podemos observar que:

1. El jugador I tiene estrategia ganadora en el juego G(p,Z) siy solo si existe un arbol T C w<¥
de ramificacion en p (que define la estrategia ganadora) tal que Img(z) € Z para toda rama
x € [T]

2. El jugador IT tiene estrategia ganadora en el juego G(p,Z) si y sélo si existe un arbol
T' C w<¥ de ramificaciéon en p (que define la estrategia ganadora) tal que Img(z) € Z+

para toda rama z € [T”]

LEMA 1.4.3. Si II tiene estrategia ganadora en el juego G(p,T) entonces I no es alto.
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DEMOSTRACION. Si I tiene estrategia ganadora en el juego G(p,Z) entonces existe un arbol

T' C w<¥ de ramificacién en p (que define la estrategia ganadora) tal que Img(z) € ZT para

toda rama x € [T”]. Consideremos una enumeracion 77 = {t,, : n < w} y definimos los conjuntos

Ap = Nn<n sSucc(ty,) para toda n < w. Observemos que esta sucesion (4, : n < w) es una sucesion

decreciente de elementos de p (por lo que son no vacios). Por otra parte, notemos que para toda

I € T existe n € w tal que I N A,, = (), pues en caso contrario, usando que T” define la estrategia,
existiria « € [T"] tal que Img(x) € Z.

Sea x € [T’] una rama tal que Img(z) C* A,, para toda n € w. Dado que para toda I € 7 existe

n € w tal que IN A, =0 y el ideal Z es alto, entonces |I N Img(x)| < w. Esto concluye que el ideal

I no es alto. U

La prueba del siguiente teorema se puede consultar en [2I] y en [33].

TEOREMA 1.4.4. (Mathias [20]) Sea p € w* un ultrafiltro. p € w* es selectivo si y sdlo si pNI # ()

para todo ideal T libre, analitico y alto.

DEMOSTRACION. = | Supongamos que p es selectivo e Z es un ideal analitico alto. Por el Lema
el jugador IT no tiene estrategia ganadora en el juego G(p,Z). Por el Teorema de Martinm
el juego G(p,Z) esta determinado; de lo que se infiere que el jugador I tiene estrategia ganadora en
el juego G(p,Z), de ahi que exista un arbol 77 C w<*“ de ramificacion en p (que define la estrategia
ganadora) tal que I'mg(z) € Z para toda rama x € [T’]. Como p es selectivo, aplicando Proposicion
existe una rama z € [T”] tal que Img(z) € p. Por lo anterior, Img(z) € pNZ.

<] Sea p € w* un ultrafiltro tal que pNZ # @ para todo ideal Z libre, analitico y alto. Para
demostrar que p es selectivo, consideremos una particion sobre w, {I, : n € w} tal que para toda
n € w I, ¢ p. Consideremos el ideal Z generado por los selectores de la particion. Este ideal es

analitico pues el conjunto de los selectores infinitos de la particion es un conjunto cerrado. Ademas,
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dado que los selectores finitos pertenecen a Z, entonces el ideal generado Z contiene a todos los
conjuntos finitos. Por otra parte, todo conjunto infinito contiene un selector infinito; esto implica
que Z es alto. Por lo tanto, Z es un ideal libre, analitico y alto.

Aplicando la hipétesis, pNZ # . Como p es un ultrafiltro, p intersecta la base que genera a I;
es decir, existe en p un selector de la particion {I, : n € w}. De lo que podemos concluir que p es

selectivo.

1.4.3. Espacios de Baire y la Propiedad de Baire. A continuaciéon daremos una breve
introduccién a los espacios de Baire y a la propiedad de Baire. Cabe senalar que esta propiedad nos
sera de utilidad para demostrar algunos teoremas en el capitulo 2.

Sea X un espacio topologico, decimos que A C X es denso en ninguna parte si int(cl(A)) = 0.
Asimismo, diremos que un conjunto es magro si es la unién numerable de conjuntos densos en
ninguna parte. Un espacio topolégico es un espacio de Baire si sucede que la interseccién de una
familia de conjuntos abiertos densos es un conjunto denso. Equivalentemente, un espacio topolégico
es de Baire si y sélo si todo conjunto abierto no vacio no es magro. Un ejemplo clésico de espacios
de Baire son los espacios Polacos.

Por otra parte, decimos que A C X tiene la propiedad de Baire si existe U un abierto tal que
la diferencia simétrica de A con U (AAU) es un conjunto magro. En particular, si X es un espacio
Polaco, entonces los conjuntos Borel, analiticos y coanaliticios tiene la propiedad de Baire. Ademés,
diremos que una funcién f : X — Y es Baire medible si la imagen inversa de un conjunto con la
propiedad de Baire en Y tiene la propiedad de Baire en X.

El teorema de Sierpinski nos muestra la relacion que existe entre filtros y la propiedad de Baire.

Este teorema nos dice que: Si p es un filtro sobre w, entonces p es magro o no tiene la propiedad de
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Baire. Ademas, si p es un ultrafiltro entonces p no tiene la propiedad de Baire. La demostracion de

este teorema junto con un anélisis mas detallado de la propiedad de Baire se puede consultar en [I].

1.5. Grupos topologicos

El lector puede consultar el libro de M. Tkachenko y A. V. Arkhangelskii [26] y el libro de E.
Hewitt and K. A. Ross [13] para profundizar en los grupos topolégicos.
Un grupo topoldgico es una cuarteto (G, T, -, e) tal que:
1. (G, T) es un espacio topologico.
2. (G, -, e) es un grupo con elemento neutro e.
3. La funcién - : G X G — G es continua. Es decir, para cualquier abierto U C G con z-y € U

existen abiertos VC Gy W C Gtalesquex € V,ye Wy

VW={a-b:acV,beW}CU

4. La funcion ( )_1 : G Xx G — @ es continua. Es decir, para cualquier abierto U C G con
271 € U existe V C G abierto talquez € Vy V! ={a"l:aeV} CU.
Podemos observar que las traslaciones, izquierdas y derechas (¢ — ag y g — ga), e inversiones
g — g~ ! son homeomorfismos de G. Por esta razon, si U es un abierto y g € G entonces gU también
es un abierto. Por consiguiente, si U es una base para el elemento neutro e entonces {gU : U € U}
es una base local para g. Asi, {gU : U € U, g € G} es una base para el grupo G.

Por la continuidad de las operaciones de grupo se puede demostrar la siguiente proposicién.

PROPOSICION 1.5.1 (Teorema 4.5 [13]). Sea G un grupo topoldgico y U una base para el elemento
neutro e. Se satisfacen las siguientes afirmaciones:

1. Para toda U €U hay V €U tal que V> C U.

2. Para toda U € U hay V € U tal que V-1 C U.
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3. Para toda U eUd yx €U hayV €U tal que zV C U.

4. Para todaU €U yx € G hay V €U tal que V=1 CU.

Conversamente, si G es un grupo y U es una familia de subconjuntos de G con la propiedad de la
interseccion finita y que satisface las propiedades 1., 2., 3. y 4., entonces la familia de conjuntos
{zU : U € U} es una subase para una topologia sobre G que lo vuelve un grupo topoldgico. Si ademds
se satisface:

5.5t U,V el, existe W el tal que W CUNV.

Entonces {zU : U € U} es una base para una topologia sobre G que lo vuelve un grupo topoldgico

A continuacion enunciaremos otras propiedades béasicas:
I) Si A es un conjunto abierto de G y B es cualquier subconjunto de G entonces AB y BA son

conjuntos abiertos de G.

DEMOSTRACION. En efecto, Si A es un conjunto abierto entonces AB = |J,czAb y BA =

Upe g bA son conjuntos abiertos pues son uniones arbitrarias de conjuntos abiertos. O
1I) Si A,B C G son conjunto compactos entonces AB es compacto.

DEMOSTRACION. Esto es claro ya que si A y B con compactos entonces A X B es un conjunto
compacto. Luego, la imagen bajo el producto también sera un conjunto compacto; es decir - [A x B] =

AB es compacto. O

I1T) Todo grupo topolégico tiene una base local U para e que consiste de conjuntos simétricos;

es decir, si U € U entonces U = U~ 1.

DEMOSTRACION. Dado W un abierto con e € W definimos U = WNW ! C W y satisface que

U=U"1L O

IV) Si A C G es cerrado y B C G es compacto entonces AB es cerrado y BA es cerrado.
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DEMOSTRACION. Sea () C AB una red que converge a zy. Para cada a € D, z, =

aeD

YaZa CON Yo € Ay 2z, € B. Como B es compacto, existe D’ C D tal que (z4) — 20. Asi

acD’

(Ya)aen — :Uozo_l7 como A es cerrado entonces xozo_l € A. Por lo tanto zg = (:Uozo_l) zo € AB.

Analogamente para el otro caso. O
V) Si H < G (H es un subgrupo de G) entonces ¢l (H) < G.

DEMOSTRACION. Recordemos que si una funciéon f : X — Y es continua entonces para toda
A C X se tiene que f[cl (A)] C cl (f[A]), de esta proposicion inferimos lo siguiente:
cl(H)-cl(H) Ccl(H-H)=cl(H)y (d(H) " Cd (H™') = cl(H). Esto quiere decir que

cl (H) es invariante bajo el producto e inversos; es decir, ¢l (H) < G. O
VI) Si H <G (H es un subgrupo normal de G) entonces ¢l (G) < G.

DEMOSTRACION. Si H < G, entonces gcl (H) g~' C ¢l (gHg ") C cl(H); es decir cl (H) <

G. O

VII) Si H < G entonces la funcion cociente canoénica ¢ : G — G/ es abierta, donde G/ g

tiene la topologia cociente.

DEMOSTRACION. Sea U C G abierto. Notemos que ¢ ' [¢[U]] = UH = J,cpy Uh que es un

abierto, luego ¢ [U] es un abierto en el cociente. a

VIIT) Si H < G entonces el espacio cociente G/p es un grupo topolégico. Mas atn, si U es
una base para el elemento neutro e € G entonces {q[u] : u € U} = {uH : u € U} es una base para el

elemento neutro H de G/ g.
DEMOSTRACION. Se sigue de VII) O

IX) Sea H < G. El grupo G/ es discreto si y solo si H es abierto.
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DEMOSTRACION. Si G/p es discreto entonces {H} es abierto, luego 7' [{H}] = H es un
abierto; donde 7 es la funcién cociente canénica. Por otra parte si H es abierto entonces zH es un
abierto y como la funcion cociente es abierta entonces w[zH] = {xH} es un abierto. Asi G/p es

discreto. 0
X) Sea H < G. El grupo G/ es Ty siy solo si H es cerrado.

DEMOSTRACION. Si G/ es Ty entonces los puntos son cerrados por lo que {H} es cerrado,
luego 7! [{H}] = H es un cerrado; donde 7 es la funcién cociente canénica. Conversamente si H
es cerrado entonces 7! [{zH}] = #H que es un cerrado porque es el producto de un cerrado con
un compacto. Por consiguiente, todos los puntos en G/pg son cerrados; esto implica que el espacio

es Tp. O

PROPOSICION 1.5.2 (Teorema 8.2, [13]). Sea G un grupo con elemento neutro e y {U,: n €
w\ {0}} C V(e) una familia de vecindades simétricas tales que U2, , C U, para cada n € w.
Entonces existe d una pseudométrica izquierda invariante tal que:

1. d(x,y) =0 siysdlosiy 'z e, ., Un

new
2. Siy~lx € Uy entonces d (v,y) <27F
3. Siy~lx ¢ Uy entonces d (x,y) > 27F

4. Sipara todo x € G yn € w se cumple que xU,x~" = U,, entonces d es derecha invariante y

d(z,y)=d(="y")

DEMOSTRACION. Para cada n € w\ {0} definimos Vo-» = U, sir € D, donde D es el conjunto
de los ntimeros diddicos, con 7 = 274 + ... + 27 < 1 (con {l; : 4 <7} C w) entonces definimos
Vi =Vo-tu Voty..Vou,. y si 7 > 1 definimos V. = G. Observemos que si r < s entonces V,. C V.

Para cada x € G definimos ¢ (z) = nf{reR:VdeD(d>r —2€Vy} yd: GxG — R
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como d (x,y) =sup {|e (9z) — ¢ (9y)| : ¢ € G}. Notemos que d es una pseudométrica y es izquierda

invariante ya que

d(ax,ay) = sup {|p (gaz) — ¢ (gay)| : g € G} = sup{|p (92) — ¢ (gy)| : g € G} = d (2, y)

Ademaés satisface las propiedades buscadas:
1. d(x,y) = 0 si y solo si para toda g € G se cumple que |¢ (gz) — ¢ (gy)| = 0, en particular

1

para g = y~ ' se tiene que ¢ (y~'z) = 0; lo que implica que y~'z € (), ., Un. Inversamente, si

new

y e MNnew Un entonces ¢ (y’lx) = 0, lo que implica que

d(z,y) =sup{le (9z) = (gy)| : 9 € G} < o (y'z) =0 (y y)| =¢ (y 'z) =0

Supongamos que sup {|¢ (9z) — ¢ (gy)| : g € G} > ¢ (y~'z). Entonces, por definicion de supre-

mo, existe g € G tal que |¢ (gz) — ¢ (9y)| > ¢ (y~'z). Sin perdida de generalidad supongamos que
v (92) — ¢ (9y)| = ¢ (92) — ¢ (9y); por consiguiente ¢ (y~'z) < ¢ (92) — ¢ (gy). Como D es denso,

existe r,, diadico tal que 7, < ¢ (9z) — ¢ (gy) y y*

x € V,, . Dado que ¢ (gy) < ¢ (9x) —ry, y por
la densidad de D, existe r, diadico tal que ry < ¢ (gx) — 7y y gy € V;,. Asi, gv = gyy lx € Vegtr,
que contradice el hecho de que r, + 1, < ¢ (gz).

2. Siy~tw € Uy = Va-r entonces d (z,y) < ¢ (y~'z) <27

3. Siy~tx ¢ Uy = V,—x entonces, como la familia es decreciente, para toda n >k y~tx ¢ U, =
Vi ; de ahi que d (x,y) > 27 (sale siguiendo las definiciones)

4. si para todo z € G y n € w se cumple que aU,a~! = U, entonces ¢ (aza™') = ¢ (a), de ahi

que

d (za,ya) = sup{|p (gza) — ¢ (gya)| : g € G} = {|¢ (agwaa™") — ¢ (agyaa™")| : g € G} =
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= sup {|p (agz) — ¢ (agy)| : g € G} = sup{|p (9z) — ¢ (9y)| : g € G} = d(z,y)

Es decir, d es derecha invariante. Por ser d izquierda y derecha invariante se sigue que

TEOREMA 1.5.3 (Birkhoff-Kakutani, Teorema 8.3 [13]). Sea G un grupo topoldgico Ty con ele-

mento neutro e. Entonces G es metrizable si y solo si existe una base numerable de e.

DEMOSTRACION. Basta demostrar que si e tiene una base numerable entonces G es metrizable.
Ya que la implicacion inversa es trivial, pues con la métrica se pueden definir bolas de radio racional
con centro en e; y esta coleccion seré nuestra base nuemrable buscada. Asi procedemos a demostrar
la implicaciéon restante.

Sea {U, :n € w} C V (e). Por la Proposiciéon existe d : G x G — R una pseudométrica

que cumple las propiedades 1 — 4. Como G es un grupo Ty entonces {e} = () U,, de ahi que,

new
por 1, d(x,y) = 0siysolosiytee Mhew Un = {e} que equivale a que y = z. Por consiguiente d

es una métrica. Ademés d es compatible con la topologia ya que, por 2y 3, By (e, 2*’“) = Uy. Asi,

podemos concluir que d es metrizable. O

PROPOSICION 1.5.4 (Teorema 8.4, [13]). Si G es Ty entonces G es Tychonoff.

DEMOSTRACION. Sea G un grupo topolégico, F' C G cerrado y a ¢ F. Consideremos {U,, : n €

w} C V (e) tales que Upt1 C U, y alU, N F = ), dicha familia existe porque F es cerrado y a ¢ F'.
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Por la Proposicion [1.5.2] existe d una pseudométrica generada por dicha familia que cumple
que si y~tz ¢ U, entonces d(z,y) > 27". Definimos f (x) = min{1,2d (a,z)}. Observemos que
f(a) =min{1,2d(a,a)} =0y six € F entonces a~'x ¢ U; luego d (x,a) > 2~'; por consiguiente,
f@) =1,
De lo anterior podemos concluir que G es Tychonoff.

O

Diremos que un grupo topolégico X es totalmente acotado si para cualquier vecindad U del
elemento neutro e existe un subconjunto finito FF C X tal que X = U - F. Se puede demostrar que

un grupo topoldgico discreto es totalmente acotado si y solo si es finito.

1.6. Integral y medida de Haar en grupos topologicos

Como lo explica el titulo de esta seccion, introduciremos la medida y la integral de Haar en
grupos topologicos. Para un anélisis mas detallado de esta seccién se puede consultar el capitulo 4
en [13]. Comenzaremos definiendo algunos conjuntos y notaciones que nos seran de utilidad.

Sea X un espacio topologico, C(X) denotara el conjunto de todas las funciones continuas aco-
tadas que van de X a los numeros complejos C.

Sea G un grupo, E cualquier conjunto no vacio, f : G — E y g € G. Definimos la funcion
gf : G — E como 4f(x) = f(gx). Esta funcién ,f se conoce como la traslacion izquierda de f por
g- Analogamente podemos definir la traslacion derecha.

Para cada funcion f : G — E podemos definir la funcion f* : G — E como f*(x) = f(z~1).

Esta funcion f* se conoce como inversion.

TEOREMA 1.6.1 ([13]). Sea G un grupo localmente compacto y Hausdorff. Entonces existe un
funcional I sobre C(G) tal que:

I) Si f #0 entonces I(f) > 0.



1.7. DUALIDAD DE PONTRYAGIN Y UN TEOREMA DE APROXIMACION 30

I I(f +g9) = I(f) + I(g) para toda f,g € C(G)

III) I(af) = aI(f) para toda o >0 y f € C(G)

IV) I(4f) = I(f) para toda f € C(G) yg € G

V) Si J # 0 es cualquier funcional sobre C(G) que satisface las condiciones I)-IV) entonces
J = cl alguna ¢ > 0.

A la funcional I que satisface las propiedades anteriores se le conoce como la integral de Haar
invariante por la izquierda. De forma andloga podemos construir la integral de Haar invariante por

la derecha.

DEMOSTRACION. La demostracion se puede consultar siguiendo la seccion 15 en [[13]], en par-

ticular el teorema 15.5 y la observacion 15.7. ]

Por el teorema de representacion de Riesz existe una medida y tal que I(f) = [, f(z)du. A esta

medida la conocemos como la medida de Haar y denotaremos por fG f(z)dp a la integral de Haar.

1.7. Dualidad de Pontryagin y el Teorema de Aproximaciéon de E. Hewitt y S.

Zuckerman

Dado un grupo topologico (G, g,05), un cardcter de G es un homomorfismo x : G — T.
Denotaremos por G* = Home (G, T) al conjunto de todos los caracteres continuos de G a T y por
Hom (G, T) al conjunto de todos los caracteres de G a T. Observemos que G* es un grupo con la
operacion hy * hg () = hy (x) ha (x). Observemos que cuando G es discreto, G* = Hom(G, T).

Definimos el grupo dual de Pontryagin de G como el grupo G* dotado de la topologia compacto

abierta. Es decir, los conjuntos de la forma

P(K,e) ={x € G":Vz € K(|[x(2)|| <€)}
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donde K C G es compacto y € > 0, forman una sub-base para el elemento neutro de G*. Observemos
que si G es un grupo Abeliano compacto, G* es discreto. En cambio, si G es un grupo discreto
entonces su grupo dual de Pontryagin G* = Hom(G,T) = Hom¢(G,T) cuya topologia en este
caso coincide con la topologia producto. El teorema de L. S. Pontryagin y E. van Kampen nos dice
que si G es discreto o compacto entonces G y G** son isomorfos como grupos y como espacios
topologicos; en particular el mapeo evaluacion ¥ : G — G** definido como % (g) (x) = x(g) nos da
el isomorfismo. Denotaremos por ¢ a 9 (g).

Intuitivamente el teorema de L. S. Pontryagin y E. van Kampen nos dice que los caracteres
continuos de G* son aquellos que se definen via la evaluacion de los elementos de G, pero jque pasa
con los caracteres que no son continuos? El teorema de E. Hewitt y S. Zuckerman responde a esta
pregunta: Sea S un grupo y X' < Hom(S,T). Si x € Hom(X,T), 09,092,...;0m-1 € X y € > 0,
entonces existe un elemento s € S tal que ||x(o;) — 0;(s)|| < € para cada j € m. La demostracion
de este teorema se expone a continuacion y también se puede consultar en [14].

Antes de comenzar con la prueba del teorema de E. Hewitt y S. Zuckerman, primero demostremos
una proposicion que nos sera de utilidad para nuestro proposito y recordaremos el teorema de Stone-

Weierstrass versiéon compleja.

PROPOSICION 1.7.1. [Lema 23.19, [13]] Sea (G, -, 1) un grupo localmente compacto, 1 la medida
de Haar del grupo G tal que p(G) = [ 1du =1y x € Home (G, T). Si x # 1 entonces [, x (z) dp =

0 y si x =1 entonces f(Gx(x) du = 1.

DEMOSTRACION. Claramente si x = 1 entonces fG X () dp = 1. Por lo que basta demostrar que

si x # 1 entonces [ x () du = 0.

Como x # 1, existe g € G tal que x (g) # 1. Por consiguiente,

/Gx(w)du:fgx(gx)du:/Gx(g)x(x)du:x(g)/gx(x)du
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Dado que x (g) # 1, se sigue que [ x () du = 0. O

A continuaciéon veremos el teorema de Stone-Weierstrass en su version compleja. Para esto
primero veremos algunas definiciones importantes. Sea Y un espacio topologico y C(Y, C) el espacio
de funciones continuas con valores complejos con la topologia uniforme, decimos que un conjunto
D C C(Y,C) separa puntos si para cualesquiera z,y € Y distintos existe f € D tal que f(x) # f(y).
Ademas, diremos que D C C(Y, C) es cerrada por conjugacién si siempre que f € D entonces f € D,

donde f se define como f(x) = f(z). Finalmente, diremos que £ C C(Y,C) es un &lgebra si es

cerrada por la suma, la multiplicacién y la multiplicacion escalar.

TEOREMA 1.7.2. (Teorema de Stone-Weierstrass version compleja) Sea' Y un espacio topoldgico.
Si D es un dlgebra sobre el espacio de funciones continuas con valores complejos C(X,C) con la
topologia uniforme que contienen a las funciones constantes (o la funcion constante 1 pertenece a
D), separa puntos y es cerrada por conjugacion, entonces L el dlgebra generada por D es un conjunto

denso en C(X,C) con la topologia uniforme.

DEMOSTRACION. La prueba del teorema de Stone-Weierstrass en su version real se puede con-
sultar en el teorema 3.3 de la seccion 3 del capitulo 13 en [10] y la adecuacion de la prueba en su

version compleja se encuentra como observacion al final de la seccién 3. |

TEOREMA 1.7.3. (E. Hewitt y S. Zuckerman, Teorema 1 [14]) Sea S un grupo, y X un grupo
de caracteres de S. Si x s cualquier cardcter de X, 0g,09,...,0m_1 € X y € es cualquier nimero

real positivo, entonces existe un elemento s € S tal que ||x(0;) — 0;(s)|| < € para cada j € m.

DEMOSTRACION. Consideremos el homomorfismo @ : S — [] T definido como

ceX
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Observemos que S* = @ [S] es un subgrupo de [ T y por consiguiente ¢l(5*) es un subgrupo

cex
cerrado, y por lo tanto compacto, de [[ .5 T.

Notemos que para cualquier punto v = {v(0)} .y, € cl(S¥), 00,02,...,0m—1 € Xy € > 0, existe
s* € §* tal que ||v(o;) — s*(0;)|| < € para toda j < m. Consideremos s € S tal que @(s) = s*, asi
para toda o € X se tiene que s*(0) = o (s). Por consiguiente, |[v(c;) — 0;(s)| < € para toda j < m.
Asi basta demostrar que Hom (X, T) = cl(S").

A continuacién probaremos que los elementos de la cl(S*) € Hom (X,T). Sean v € cl(S”),
01,09 € X'y € > 0, sabemos que existe s € S tal que [[v(o1) — o1 (s)|| < §, [[v(o2) —o2(s)[| < 5 ¥

€

lo(102) = (o1(s)02 (8))I| = |[v(o102) — o102 (s)]] < 3

Por consiguiente

[v(o102) = (v(o1)v(02))] <

[v(o102) = o1(s)oa(s)l| + llor(s)oa(s) — or(s)v(oa)|| + [lor(s)v(oz) — v(or)v(oa)] <

[v(0102) = o1(s)oa(s)l| + llor(s)l loz(s) — vlo2) || + [[o(o2)] [lor(s) = v(an)ll =

[v(0102) = 01(s)a2(s)]| + [loz(s) = v(o2)l| + [lo1(s) = v(on)]| <€

Como esto es valido para toda € > 0, podemos concluir que v(o102) = v(o1)v(oz); de lo que
podemos inferir que v es un caracter de .

A continuacion probaremos que Hom (X, T) C cl(S™).
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. * . .,
Para cada o € ¥ definimos 7, : cl(S") — T como 7, (v) = v(0); es decir 7, es la proyeccion

sobre la coordenada o, lo que implica que 7, es continua. Dado que X' es un grupo y se satisface que

v(o102) = v(0o1)v(o2) y v(o) = v(c~!) (en notaciéon multiplicativa) se sigue que £, la minima dlgebra
que contiene al conjunto {7, : 0 € X'}, es una sub-algebra del algebra de las funciones continuas de
cl (S*) a C; es decir, £ es una sub-édlgebra de C (cl (S*) ,(C). Concretamente los elementos de £ se
pueden escribir como combinaciones lineales de proyecciones. Como L es un algebra generada, sus
elementos se obtienen iterando la operaciéon de producto y de suma a partir de las proyecciones.
Pero como v(o102) = v(o1)v(o2) los elementos de £ se pueden escribir como combinaciones lineales
de proyecciones. Ademas, si vg,v1 € cl (S*) son tales que vy # v1, entonces existe o € X tal que
vg (o) # vy (0); es decir, L separa puntos.

En resumen £ separa puntos, es cerrada por conjugaciéon y la funcion identidad pertenece a L.
Aplicando el teorema de Stone-Weierstrass para funciones complejas, se sigue que £ es denso en
C (cl (S*) ,(C) con la topologia uniforme.

Afirmamos que Homc (cl (S*) ,T) = {m, : 0 € ¥}. Dado que L es denso C (cl (S*) ,C) con la
topologia uniforme. Si x es un caracter continuo de cl (S*) (distinto de las proyecciones) y € > 0,
entonces existen {o; : i <n} C X distintos y {a; : 1 <n} C C tal que para todo v € cl (S*) se
cumple que HX (V) =D icn @i+ To, (v)H < €. Por otra parte, sea p1 la medida de Haar sobre cl (S")

con f4 (cl (S*)) = 1. Se tiene que

Lo )~ B0, 0] =

i<n
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/cl(s*) X (v) x (v)dp — 2071' : / X (v) 7o, (v)dpu—

i<n Cl(S*)

Zai-/ o (U)Wdﬂ+zz:aiﬁj./ *)ng (U)mdﬂ

i<n cl(S ) i<n j<n Cl(S
Dado que x es un caracter continuo de cl (S *) distinto de las proyecciones (esto implica que no

es la funcion identidad), aplicando la proposiciéon se tiene que

2

/l(S*) X(v)—Zai-wm (v) d,uzl—i—O—i—O—l—ZHaiHQ:1+2Hai||2

esto contradice el hecho de que HX (V) = Dicn @i * o, (U)H < € para toda e. Por lo tanto,
Homce (cl (S*> ,T) ={r,:0€X}.
Aplicando el teorema de dualidad de Pontryagin y lo anterior se tiene que
cl (S) =, Hom (Homc (cl (s) ,T) ,T) = Hom ({ny : 0 € X}, T)
Sea x € Hom (X, T). Veamos que x € cl (S*) Definimos
X {me:0€ X} —T
como X (7,) = x (o), podemos observar que x € Hom ({r, : 0 € X'}, T). Como

cl (S*) =y, Hom ({m, : 0 € £}, T)
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existe v € ¢l (S7) tal que 1(v) = X. Por consiguiente, x (0) = X (7,) = ¥(v) (1,) = 7 (v) = v (0)

para todo o € X. De lo cual se concluye que x = v € ¢l (S™). Por lo tanto, Hom (£,T) C cl(S"). O

Otro teorema importante dentro de la teoria de dualidad es el teorema de W. W. Comfort y K.
A. Ross. Este teorema nos dice que el grupo dual de un grupo G cuya topologia es inducida por H,

un subgrupo de caracteres de G, es el mismo grupo H.

TEOREMA 1.7.4. (W. W. Comfort y K. A. Ross, [3]) Sea G un grupo Abeliano discreto, H
un subgrupo de Hom(G,T) y i la topologia débil inducida por H. Si H separa puntos entonces

(G,71)* = Home((G,7y),T) = H.

La demostracion del teorema se puede consultar en [3].

1.8. Topologia de Bohr

Para profundizar en esta seccion, el lector puede consultar el capitulo 9 del libro de M. Tkachenko
y A. V. Arkhangelskii [26].

Usando el grupo dual de Pontryagin G* podemos dotar a G una nueva topologia. La topologia
de Bohr sobre G es la topologia débil inducida por la familia G™, a esta topologia la denotaremos
COMO TBohr-

Observemos que los conjuntos de la forma U(go, h,€) = {g € G : ||h(g) — h (go)|| < €}, con h €
Home (G, T), go € Gy e > 0, son abiertos basicos para el elemento gg € G. De esta manera es claro
observar que G con la topologia de Bohr es Hausdorff si y solo si Home (G, T) separa puntos.

Con la finalidad de que las pruebas sean més accesibles, en lo sucesivo pensaremos al circulo
T como el cociente R/z. Asimismo podemos definir la norma en R/z de la siguiente manera: ||(r +

Z)— (t+72)|| =inf{||(r+mn)—(t+m)||:n,meZ}.
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PROPOSICION 1.8.1. (G, Tponr) €s un grupo topoldgico. Si G es discreto o compacto entonces

(G, TBonr) €5 Hausdorff.

DEMOSTRACION. Veamos que las operaciones son continuas en la topologia:
I) La operacion - es continua
Sea a,b € G, h € Home (G, T) y € > 0 . Veamos que

€
, =

€
Ula,h, 5) - Ulb.h 5

) - U(a"bvh,e)
Sic-deU(a,h,5) U(b h,$5) entonces

1A (c-d) =h(a-b)| = [h(c) + h(d) = h(a) = h(D)]|

< |[|h(c) = h(a)[| + |h(d) — h(b))|| < % n % <e

I1) la operacion ( )~' es continua

Sea a € G, h € Hom¢ (G,T) y € > 0. Veamos que U(a,h,e) CU(a™1, h,e).

Si c € U(a, h, €) entonces Hh(c‘l) —h(a™Y)|| = [I-1(h(c)) = (h(a))|| = [[h(c) — h(a)|| < €

Los puntos I y IT demuestran que (G, Tponr) €s un grupo topologico. Por otra parte, sabemos
que si G es discreto o compacto Hom (G, T) separa puntos (Corolario 1.1.8 y Teorema 9.4.11 en

[26]), lo que implica que (G, Tponr) es Hausdorff.

Sea r¢ : G — TC la funcion diagonal definida como 7g(g) = x(g) para todo caracter x € G".
Esta funcién resulta ser continua e inyectiva. Como T¢ es compacto, entonces bG = c(ra(Q))

también es compacto. Al grupo bG se le conoce como la compactificacion de Bohr.
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PROPOSICION 1.8.2 (Proposicion 9.9.1, [26]). (G, Tponr) €s un grupo totalmente acotado. Con-

secuentemente, si G es infinito entonces (G, Tponr) no es discreto.

DEMOSTRACION. Como r¢ es continua e inyectiva y r¢(G) < bG es un subgrupo de un conjunto
compacto y en particular es un subgrupo de un grupo totalmente acotado, entonces G es totalmente
acotado o precompacto. Consecuentemente, G es totalmente acotado e infinito, esto implica que G

no es discreto. O

LEMA 1.8.3 (Colorario 9.9.8, [26]). Si G y H son grupos discretos Abelianos y f : G — H es

un homomorfismo de grupos, entonces f : (G, Tponr) — (H, TBohr) €S continua.

DEMOSTRACION. Observemos que como GG y H son discretos, el homomorfismo f es continuo.
Por lo que si x : H — T es un caracter de H, entonces x o f : G — T también es un caracter de
G.

De esta manera, si x ! [U] es un sub-basico de (H, Tgor1), donde U es un abierto de T entonces
(xo f)f1 [U] es un sub-bésico de (G, Tponr). Con lo que se concluye que f : (G, TBonr) — (H, TBohr)

es continua.

Aplicando el lema anterior se puede demostrar la siguiente proposicion.

PROPOSICION 1.8.4 (Proposicion 9.9.9, [26]). Si G es un grupo discreto Abeliano y H < G
entonces

a) H es cerrado en (G, TBohr)-

b) (H,Tonr) €s un subgrupo topoldgico de (G, Tpohr).

C) (G/H7 7-Bohv”) = (G7 TBohr) / (H7 TBOhT)'



1.8. TOPOLOGIA DE BOHR 39

DEMOSTRACION. a) Como G es discreto, G/g es discreto; por lo que podemos asociarle la
topologia de Bohr a este grupo. Dado que (G/p, Torn) €s Hausdorfl, H es un conjunto compacto en
(G/H,TBorh) Pues es un punto. Por el Lema el homomorfismo f : (G, TBorn) — (G/H, TBorh)
es continuo. Por consiguiente H = Ker(f) es compacto en (G, Tgonr), vy por ende es un cerrado.

b) Observemos que la restriccion a H de un caracter de G es un caracter de H, asi que
TBohr(G) [HC Teonr(H). Por otra parte, como el grupo T es divisible todo caracter de H se puede
extender a G (Teorema 1.1.6, [26]); asi que Tponr(H) C Tponr(G) [m. Esto implica que las ope-
raciones restringidas a H también son continuas, de lo que se infiere que (H, Tpon-) €8 un grupo
topologico.

¢) Los elementos de (G, Tponr) / (H, TBonr) son clases de equivalencia que tienen la forma de una
clase lateral; es decir [g] = g+ H; por lo que (G/H, TBonr) ¥ (G, TBonr) | (H, TBons) tienen los mismos

elementos. Observemos que la funcion identidad es el isomorfismo buscado entre (G/H,Tgonr) ¥

(G, 7-Bohv”) / (H7 TBohr)- O

Para facilitar la notacion, si G es un grupo Abeliano discreto denotaremos por G* a (G, TBons)-
Ademas, si f : G — H es un homomorfismo entre grupos Abelianos discretos, denotaremos por f*

al mismo mapeo f pero considerado de G* a H*.

PROPOSICION 1.8.5 (Proposicion 9.9.21, [26]). Si G es un grupo Abeliano discreto entonces todo

conjunto independiente de G es cerrado y discreto como subespacio en G*.

DEMOSTRACION. Sea A un conjunto independiente y « € A. Por la Proposicion sabemos
que el subgrupo H = (A \ {z}) es cerrado en G* y AN (G \ H) = {=}; de lo que podemos concluir
que A es discreto como subespacio en G*.

Ahora veamos que A es cerrado en G*. Supongamos que existe y € cl(A) \ A. Como y €

cl(A) C cl({A)) C (A) entonces existe un conjunto finito B C A tal que y € (B). Observemos que
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y # 0. Supongamos por reduccion al absurdo que y = 0. Como A es un conjunto independiente,
podemos considerar un homomorfismo ¢ € Hom(G,T) tal que ||¢(a)|| > ] para toda a € A. Este

homomorfismo se puede definir de la siguiente manera:

» Si a es un elemento de torsion de orden n. Entonces definimos ¢(a) = % + Z tal que
l
(5 + 2 =
= Si a no es de torsion. Entonces definimos ¢(a) = t tal que ¢ es un irracional que cumple que

o)l > 3

De este modo el abierto U (0, ¢, i) testifica que 0 ¢ cl(A), por lo que y # 0.

A continuacién probaremos por reduccion al absurdo que y ¢ (A \ B). Si y € (A\ B) entonces
existirfan N, M € w,{a; : i <N} C Ay {bj:j < M} C Btalesque ) ,.ya; =y =) ;. b;. Como
A es un conjunto independiente, entonces y = 0 lo cual es falso. Por consiguiente, y ¢ (A \ B). Asi,
U =G\ (A\ B) es un abierto de y y satisface que U N A C B. Esto implica que [UNA| < |B| < w

que contradice el hecho de que y € cl(A). Por lo tanto A es un conjunto cerrado.

TEOREMA 1.8.6 (Colorario 9.9.22, [26]). (K.P. Hart y J. van Mill) Si G es un grupo Abeliano

discreto, entonces G* contiene un subconjunto cerrado y discreto de tamario |G|.

DEMOSTRACION. Sabemos que todo grupo Abeliano incontable G contiene un subconjunto A
independiente tal que |A| = |G| (Proposicion 9.9.20, [26]). Aplicando la Proposicion A es un
conjunto cerrado y discreto en G* de tamaiio |G].

Si G es finito entonces él mismo es un conjunto cerrado y discreto en G* de tamaiio |G|.

Ahora supongamos que G es numerable. Dado que todo grupo topologico compacto es finito o no

contable y G' es numerable, se sigue que G* no es compacto. Ahora bien, como G* es numerable y no
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es compacto; G no es numerablemente compacto. Asi, finalmente, como G* no es numerablemente

compacto y G es numerable, G es un conjunto cerrado discreto en G*. O

Las siguientes proposiciones nos seran de gran utilidad para poder demostrar el teorema de
Leptin: Si G es un grupo Abeliano discreto, entonces todos los conjuntos compactos en G* son

finitos. Consecuentemente, G¥ es sin sucesiones convergentes no triviales.

PROPOSICION 1.8.7 (Lema 9.9.26, [26]). Para todo conjunto infinito A C Z, existe un homo-

morfismo ¢ : Z — T tal que la imagen ¢ (A) es un conjunto denso en T.

DEMOSTRACION. Encontraremos un elemento ¢ € T tal que el conjunto A; = {t" :n € A} es
denso en T. Sea {si : k € w} un subconjunto denso en T. Basta con elegir ¢ tal que para toda k € w
existe n € A tal que [[t" — si|| < 27F.

Por recursion construiremos una familia de intervalos cerrados {I,, : n € w} decrecientes tal que

1

para toda k € w, r € I, existe ny € A tal que [|r™* — s3] < 5.

Sea Iy un intervalo cerrado no vacio tal que su longitud Iy = I(Iy) < 1 tal que 1 ¢ Ij. Existe
ng € A tal que ng - lp > 27 y por lo tanto [I°] = {z"° :x € I} = T. Supongamos que ya hemos
definido los intervalos Iy O ... D I tales que I(I;) = [; < 21 para toda i < k. Existe ny € A tal que
|nk| - lx > 2w, lo que implica que [I;'*] = T. Consideremos z, en Ij, tal que x;* = s, y sea I 41 un
intervalo cerrado que contenga a zj tal que Ipy1 C I, [(Ipy1) < 2D y |jz™ — s || < 27F para
toda x € I41; lo que finaliza la construccion recursiva.

Por la compacidad de T, existe t € (), I y por construccion se satisface que para toda k € w

existe n € A tal que [[t" — si|| < 27K, O

PROPOSICION 1.8.8 (Lema 9.9.27, [26]). Sea A un congunto infinito de un grupo Abeliano de
torsion G. Si los ordenes de los elementos de A son no acotados, entonces existe un homomorfismo

¢:G— T tal que v (A) es un conjunto denso en T.
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DEMOSTRACION. Sea G un grupo de torsiéon, A un conjunto infinito cuyos elementos tienen
ordenes no acotados y {z, : » € w} un conjunto denso en T.

Por recursion construiremos {z, :n € w} € Ay {p, :n € w} una familia de homomorfismos
tales que:

1) o & (Lo 20 < )

I op:{z;i:i<n} —T

ITI) on C ni1

IV) Vn € w (”Sﬁn(xn) - Zn” < 2%)

Supongamos que ya hemos definido {z; : i <n} y {¢; : ¢ < n}. Observemos que para todan € w
existe N € w tal que para toda m > N existe [,, € w tal que ||lﬁ — zn+1|| < 2”% Asi, paran +1

existe N € w tal que para toda m > N existe l,,, € w tal que ||lﬁ — anH < 2% Como A es un

conjunto infinito cuyos elementos tienen ordenes no acotados, podemos encontrar

Tnt1 € A\ {z;: 1 <n}

tal que el orden de x,41, que denotaremos por o(z,y1), es tal que o(z,y1) > N. Definimos

bo(@ny1)
o(Tnt1)

Ont1(Tnt1) = y para toda i < n definimos ¢,11(z;) = ¢n(z,). De esta forma se cum-

ple que

1
[ont1(Tnt1) = znaall < GYESY

Definimos ahora el homomorfismo ¢, : @, ., (xn) — T tal que @, (z,) = @n(z,). Este
homomorfismo cumple que para toda n € w se cumple que ||y (2n) — 2| < 77. Como T es divi-
sible, podemos extender el homomorfismo ¢, un homomorfismo ¢ tal que ¢ : G — T. Dado que
{zn : m € w} es un conjunto denso se tiene que ¢ [{z, : n € w}] también es un conjunto denso, por

lo que ¢ [A] es denso.
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Sea G un grupo Abeliano de Torsion. Decimos que G es es de torsidn acotada si existe m tal

que mx = 0 para toda x € G. Al minimo m con esta propiedad se le llama exponente de G.

PROPOSICION 1.8.9 (Lema 9.9.28, [26]). Supongamos que G es un grupo Abeliano discreto de

torsion acotada. Entonces todos los conjuntos compactos en Gt son finitos.

DEMOSTRACION. Supongamos por reduccién al absurdo que existe C' C G compacto infinito.
Veamos que C contiene un subconjunto infinito independiente A. Sea A un subconjunto indepen-
diente maximal de C. Si A fuese finito entonces H = (A4) es un subgrupo finito de G (es finito por
ser G de torsiéon acotada); por lo que puede tomarse x € C'\ H y asi AU {z} C C es un conjunto
independiente, lo que contradice la maximalidad de A. Por consiguiente A es infinito. Por la Propo-
sicion [I.85] A es cerrado y discreto. Por consiguiente A es compacto infinito y discreto que es una

contradiccion. O

PROPOSICION 1.8.10 (Lema 9.9.29, [26]). Si G es un grupo Abeliano discreto finitamente gene-

rado, entonces todos los conjuntos compactos en G* son finitos.

DEMOSTRACION. Primero observemos que de la Proposicion[I.8.7|todos los conjuntos compactos
de Z* son finitos. En caso contrario si A es un conjunto compacto infinito de Z#, por la Proposicion
existe ¢ : Z — T un homomorfismo tal que ¢(A) es denso. Dado que la topologia de Bohr
vuelve continuas a todos los homomorfismos, ¢ : Zf — T es continua.

Como ¢ : Z' — T es continua y A es un conjunto compacto infinito de Z* entonces ¢ (A)
es compacto (y por lo tanto cerrado) y denso, lo que implica que ¢(A4) = T lo que contradice la

cardinalidad de Z.
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Sea G un grupo Abeliano finitamente generado. Entonces G = Z" P, ., Z . De este modo

i<n “p
si C' es un subconjunto compacto entonces por el argumento anterior tiene todas sus proyecciones

finitas; por consiguiente C es finito. (]

TEOREMA 1.8.11 (Leptin, Teorema 9.9.30 [26]). Si G es un grupo Abeliano discreto, entonces
todos los conjuntos compactos en G* son finitos. En particular, G* es sin sucesiones convergentes

no triviales.

DEMOSTRACION. Supongamos por reduccién al absurdo que existe C C G* un conjunto compac-
to infinito. Sin perdida de generalidad podemos asumir que G es numerable. De no ser asi, podemos
considerar S € [C]” y L = (S) C G*. Por la Proposiciénse tiene que L* es un subgrupo cerrado
de G*. Dado que S C C'NL, C N L es un subconjunto compacto infinito del grupo contable L.

Sea A un subconjunto independiente maximal de C. Por la Proposicion [I.875] se tiene que A
es cerrado y discreto en G*. Como A es cerrado y estd contenido en un compacto, entonces A es
compacto; pero al ser discreto se sigue que A es finito. Sea H = (A) y consideremos el homomorfismo
canoénico 7 : G — G/p, por el Lema m se tiene que 7 : GF — (G/H)ti es continua. En
consecuencia D = 7f (C) es compacto en (G/g)°. Veamos que K = (D) es un grupo de torsion
infinito. Para ver que K es infinito basta probar que D es infinito. Si D fuese finito existiria F' C G
finito tal que w (F) = D, entonces C C H + F C (AU F), que contradice la Proposicion
Ahora veamos que K es un grupo de torsion. Sea y € K y « € C tal que w(z) = y. Como A es
un subconjunto maximal e independiente, existe n tal que nz € (A) = H. Entonces ny = w(nx)
pertenece al elemento neutro de G/ g .

Si los elementos de D son acotados, entonces K es un grupo de torsion acotada. Asi D es un
subconjunto compacto de K% lo que contradice la Proposicion m En cambio, si los ordenes de
los elementos de D son no acotados, entonces por Proposicion [1.8.8 existe un caracter ¢ : K — T

tal que ¢(D) es denso en T. Como ¢ es continua como un homomorfismo de K* a Ty D C K*
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es compacto entonces ¢ (D) es cerrado, por lo que ¢ (D) = T que contradice el hecho de que D es

contable. 0

Con el Teorema de Leptin [1.8.11] sabemos que G* es sin sucesiones convergentes no triviales.
Esta es precisamente una buena razoén para elegir esta topologia y extenderla a un ultraproducto,
ya que esto nos garantiza que la base G* es sin sucesiones convergentes no triviales. En el capitulo

2 veremos como extender esta topologia al ultraproducto.

1.9. Ultraproductos, limites y ultralimites de estructuras légicas

Para un analisis mas detallado de esta seccion se puede consultar [2].

Sea I un conjunto de indices, {4; : ¢ € I'} una coleccion de conjuntos no vacios,

A=TJA= {f € (Uier Ay :Vi € I(f(i) € Ai)}

iel
y F € P(I) un filtro. Definimos ~x una relacion sobre A de la siguiente manera: f ~x g si y s6lo
si{iel: f(i)=g(i)} € F. Como es usual denotaremos por [f] a la clase de equivalencia, es decir,
[fl=4{g9€ A: f~F g} Se puede demostrar que esta relacion es de equivalencia.
Sea T un tipo de semejanza, es decir 7 es un conjunto de simbolos de relaciones {R : v < p},
simbolos de funciones, {f, : v < 5} y simbolos de constantes {c, : v < 7}, y {2l @ € I'} un conjunto

de estructuras del mismo tipo de semejanza 7 tal que

A = (A, {P):y <p} . {g} v <B} . {d, : v <n})

para toda ¢ € I. La interpretacion de la estructura se da de la siguiente manera R%[‘ = Pfyl,

=g,y =d.
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Consideremos Ar = A/ ~r y definimos una nueva estructura

A= (Ar, APy v <p}i{gy v < B} {[fe,] s v <n})
a la que llamaremos producto o producto reducido, cuya interpretacion sobre el lenguaje de tipo 7
esta definida de la siguiente manera:

2A;
Y

1. Para cada v < 71 tenemos que C,QY[ = [fcw} donde para toda i € I se tiene que f. (i) =c
d.,.

3(7)
f

2. Para cada v < 3 tenemos que g, = f,?l DA — Ar y es definida de la siguiente manera

AL o)) = (o]

donde para toda i € I se cumple que gz, (i) = f2(f1(i), ..., fs(1) (7))

3. Para cada v < p tenemos que P, = R%[ C A?(V) y es tal que

<[f1] s eee [fu(’v)]> € R%t si y solo si {Z el: <f1(i),...,f#(,y)(z')> c R%L‘} cF

al producto reducido lo denotaremos como [~ 2,

Se puede demostrar que la construcciéon del producto reducido esta bien definida; es decir, no
depende de los representantes. Dado un producto reducido [ ]z 2, si F sea un ultrafiltro entonces al
producto reducido se le llamara ultraproducto y lo denotaremos como wltz2(;. En caso de que para
toda ¢ € I se tenga que 2; = 2 al ultrapoducto se le conoce como ultrapotencia y se le denota como
ult 72A.

Observemos que una sucesion en [[,.; Ai/ ~7 es de la forma o = ([f1], ..., [fx],-.-), que a su

il
vez define una sucesion en A; que denotaremos como o' = (f (i), ..., fx(i), ...). Ademas, la valuacion

de una variable zj por la sucesion a es a(wzy) = [fx] y por la sucesion o' es of(xy) = fi(i). Por
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consiguiente, si definimos [f] (i) = f(i) se puede demostrar por induccién sobre la complejidad de
los términos que «a(tx)(i) = ai(ty) donde t; es un termino del lenguaje con tipo de semejanza 7. El
siguiente teorema nos brinda una relacién entre el ultraproducto y la sucesién de estructuras que se

usan para construir el ultraproducto.

TEOREMA 1.9.1 (E6s [I7]). Sea I un conjunto, {2, : i € I'} un conjunto de estructuras del mismo
tipo T, F un ultrafiltro sobre I, ultz%A; su respectivo ultraproducto, ¢ una féormula en el lenguaje y

a una sucesion, entonces ultF2U; o @ si y solo si{i € I : U; =i @} € F.

De manera intuitiva este teorema nos dice que una férmula se satisface en el ultrapoducto ult z2A;
si dicha formula se satisface en “casi todas” las estructuras 2; modulo el ultrafiltro F. En particular,
en el caso de las ultrapotencias ult 2, el teorema de Los nos dice que ultz2 = ¢ [e(ap), ..., e(an)]
siy solo si 2 = ¢ lao, ..., an] para cualesquiera ao, ..., a, € 2, donde e : A — ult 2 se define como
e (a) = [f] tal que f,(i) = a para toda i € I; es decir 2 se encaja elementalmente en su ultrapotencia
lo que denotamos como 2 < ult#2.

Si{v; : i € w} es un conjunto de cardinales y {F; : i € w y F; es un ultrafiltro sobre v;} entonces
podemos construir de forma recursiva la n-esima ultrapotencia iterada de 2l de la siguiente manera:
wlt® (A) = A y si n € w definimos ult" ! (A) = wltx, (ult™ (A)). Sin embargo, buscamos definir
la a-ésima ultrapotencia iterada de 2 para todo ordinal «. El problema, como se puede observar,
radica cuando « es limite. No obstante, este detalle podemos solucionarlo con una técnica conocida
como limite de cadenas elementales que se mostrara a continuacion.

Sean {2, : ¢ € v} un conjunto de estructuras, con v un ordinal y A; el dominio de la estructura
2;. Decimos que (2; : i € V) es una cadena de estructuras elementales si existe {e; ; : 4,7 € v} un
conjunto de encajes elementales tales que e; ; : A3 — A; y e; = ej, 0e;; para cada ¢ < j <
k <wv.Sea S ={(i,a):a€ A; ei€v}y definimos la relacion ~ sobre S de la siguiente manera:

i,a) ~ (j,b) siy solo si existe k € v con 7, ] < k tal que e; p(a) = e; 1(b). Esta relacién ~ resulta ser
) Js y ] q 5 s
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una relaciéon de equivalencia. Definimos la estructura 20 conocida como el limite de la cadena, cuyo

dominio es A = S/, de la siguiente manera:

1. Si ¢, es un simbolo de constante, entonces (cv)% = Kz, (cv)gli >] para cualquiera ¢ € v.

2. Si f, es un simbolo de funcion y [{ia,,a1)], ..., [(ias.,,» @s(y))] € A, entonces

F [l @0)] o [y 500)]) = 2 ()

donde b1, ...,b5(4) € A; para alguna i € v y satisfacen que (i,b1) ~ (ial,a1>,...,<i,b5(7)> ~

<ia5<w) » A5(y) >

3. Si Ry es un simbolo de relacion y [(ia,,a1)], -, [(a,(,,> Gu(y))] € A, entonces,

<[<ia1’a1>] R [<i%(wau(7)>]> € (Rv)m

si y soélo si <b1, ~~-’bu('v)> € (R,)% con by, s bu(y) € A para alguna i € v tal que

{isb1) ~ {iars 01) oo (B b)) o~ (s Qi) -

Dada (2; : i € v) una cadena elemental denotaremos al limite de la cadena como lim;_,, 2;. Obser-

vemos que para cada i € v se tiene que 2; < lim;_,, 2; con el encaje elemental

Eltm(y) i — i A

11—V

dado por

Clim(w) (@) = [(i, a)]

A continuaciéon construiremos las ultrapotencias iteradas.
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Dada 2l una estructura, {v, : & € OR} una clase de cardinales,
{Fo:a € ORy F, es un ultrafiltro sobre v, }

definiremos por recursion la y-ésima ultrapotencia iterada de 2 de la siguiente manera:

I)Siy=0,ult"(A)=2

IT) Siy=a+ 1, ult” (A) =ultr, (ult™ (2A))

IIT) Si v es limite, entonces witY (A) = limy_ .~ ult™ (A). A esta ultrapotencia iterada se le
conoce como ultralimite de 2.

Observemos que para que las ultrapotencias iteradas estén bien definidas se requiere que cuando
v sea limite (ult* (2A) : a € ) sea una cadena elemental. Para esto, definiremos por recursion el
conjunto

{ega : ult’ (A) — ult™ (A) : a, B € OR}

de encajes elementales de la siguiente manera:
I) eaqar1 s ult® () — ult®™ (A) es el encaje canodnico
II)Si S <a+1yegq yahasido definido, entonces eg a+1 = €q,a+1 © €8,a

IIT) Si f < ay aes limite entonces eg o = eﬁm(a).



Capitulo 2

Grupos topologicos p-compactos

2.1. Ultrapotencias de grupos topolégicos

En esta seccion definiremos las ultrapotencias iteradas sobre un grupo topologico G y exten-
deremos la topologia de Bohr a estas estructuras como se presenta en [15]. Cabe sefialar que esta
construccion es un caso particular de las ultrapotencias iteradas sobre una estructura logica.

Sea G un grupo topoldgico y p € w* un ultrafiltro. Definimos la «a-ésima ultrapotencia de G,
ulty (G), recursivamente de la siguiente manera:

Si o = 0 definimos la ultrapotencia de G a la a-ésima potencia como ulty (G) = G.

Si a = 8 4 1 definimos la ultrapotencia de G a la a-ésima potencia como
ulty (G) = ult, (ultf (G)).
Si a es un ordinal limite definimos la ultrapotencia de G a la a-ésima potencia como

e (G) = lim wlt? (G).
ulty (G) = Jlim ult, (G)

Observemos que para que las ultrapotencias iteradas estén bien definidas se requiere que cuando
v sea limite, <ultfj (G):ac€ 7) sea una cadena elemental. Para esto, definiremos por recursion el

conjunto

{ega : uhﬁfj (G) — ulty (G) : o, € OR}

de encajes elementales de la siguiente manera:
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I) eq,at1 : ultd (G) — ulty™ (G) es el encaje canonico.
IT) Si f<a+1yegq yaha sido definido, entonces eg a+1 = €a,a+1 © €8,a-
IIT) Si B < ay « es limite entonces eg o = eﬁm(a), donde elﬁim(a) es definido como en la seccién
Lol
Por lo anterior, la construcciéon de las ultrapotencias iteradas queda bien definida. Haciendo un

abuso de notacién podemos pensar que cuando « es un ordinal limite.

511'_1% ult) (G) = | ult) (G).
B<a

Denotaremos por ulty (G) a la union {4, ult)) (G).

Por otra parte, como G es un grupo, G < ult, (G) y los axiomas de grupos se pueden escribir en
un lenguaje de primer orden, entonces la ultrapotencia ult; (G) también es un grupo. Por la misma
razon, ulty (G) también es Abeliano.

Para propositos de esta investigacion nos es suficiente con enfocarnos en el grupo Abeliano

ult (G) = | J ultg (G).

a<wi

Observemos que si [f] € ulty! (G) entonces existe v < wy tal que [f] € ulty (G); denotaremos por
ht ([f]) al minimo ordinal que satisfaga esta propiedad.

Ahora buscamos extender la topologia de Bohr a las ultrapotencias. Sea ¢ € Hom (G, T), pode-
mos extender este homomorfismo a un homomorfismo a(a) : ultg‘(((}) — T, con a un ordinal, de la
siguiente manera:

. . —(a) _

I) Si a = 0 definimos ¢~ = ¢.

INSia>0y 5(/3) ha sido definido para todo 8 < «, entonces definimos el homomorfismo

) e (@) — T
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—(8)

como 5@7) (/) =& ([f]) donde ht ([f]) = 8. Ademas, definimos el homomorfismo

a(a) ulty (G) — T
como a(a) (If]) = p-limpey, E(a_) (f (n)). Notemos que ht (f (n)) < ht ([f]) para toda n € w; por lo
que a(a) esté bien definida.
Para evitar que la notacion sea muy engorrosa, usaremos la notacion ¢ para referirnos a ¢ .
Por la continuidad de las operaciones del grupo G, la definicion de p-limite y aplicando inducciéon
sobre o < w se tiene que ) € Hom (ult (G),T).

Denotaremos por

Hom (ult$ (G),T) = {a(a) :¢ € Hom (G,']I‘)}

y denotaremos por 75—— a la topologia débil sobre ult; (G) inducida por la familia Hom(ulty (G),

hr

Esta topologia vuelve a la ultrapo-

. ~ . P w1
T); ademas, usaremos 75— para referirnos a la topologia THor
tencia ulty (G) un grupo topologico.

Como no podemos garantizar que dicha topologia sea Hausdorff, para cada a sea
K, = ﬂ {Ker @(a)) : $(a) € Hom (ult; (G) ,T)}

y definimos

Ul (G) = ult (G)/x

@

el cual, por construccion, es un grupo topologico Hausdorff con la topologia cociente. Sea m :
ulty(G) — Ulty(G) el cociente canonico.
La siguiente proposicion nos muestra como son las funciones que determinan elementos del

ultraproducto que no pertenecen al grupo G.



2.1. ULTRAPOTENCIAS DE GRUPOS TOPOLOGICOS 53
PROPOSICION 2.1.1. Sea p un ultrafiltro selectivo y G un grupo. Si [f] € ult,(G) \ G entonces

existe U € p tal que f [y es una funcion inyectiva.

DEMOSTRACION. Consideremos la particion {f~* [{g}] : g € G}. Como [f] ¢ G se tiene que
7' [{g}] ¢ p para toda g € G. Dado que p es selectivo existe U € p tal que |[U N f~* [{g}]| < 1; por

consiguiente f [y es una funcién inyectiva. O

A continuacién definiremos el ideal de Kronecker que nos seré ttil para demostrar que: si p es

selectivo, entonces (ult,(G), T5z7) es Hausdorft.

DEFINICION 2.1.2. Sea G un grupo Abeliano numerable, Gt ={g€ G:g+#0} y

Kr(G*) = {A CG*:3¢ € Hom(G,T),3M € Z*Va € A <||¢(a)|| > ;4) } ,

Definimos el ideal de Kronecker sobre G como Zg, (G1) = (Kr(G")); es decir Zx, (GT) es el
ideal generado por Kr (G™1).

Observemos que se cumplen las siguientes propiedades

I) Kr (G™T) es cerrado por subconjuntos.

I1I) Kr ([w]<w) no contiene a todos los subconjuntos finitos de [w]<*. En efecto, sin # m € w

entonces el conjunto

{{n}.{m}, {n} + {m}} = {{n}, {m}. {n.m}} ¢ Kr(G").

ya que si ¢ € Hom(G, T) =2 Hom(G, 2) es tal que p({n}) =1 y ¢p({m}) =1 entonces ¢({n} +
{m})=0.
IIT) Si G es un grupo Abeliano numerable y g € G, entonces {g} € Kr(G"). En particular,

Tk, (GT) es libre. Es claro ya que Hom (G, T) separa puntos tomando a G como un conjunto discreto.
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IV) Ik (G™T) es alto. Esto se cumple por el teorema de Leptin, ya que de este teorema se sigue
que (G, Tponr) €s sin sucesiones convergentes no triviales; y en particular, no existen sucesiones
convergentes al 0. Por consiguiente, si B € [GT]|* entonces eviste A € [B]”, ¢ € Hom (G,T) y

M >4 tal que ||¢ (a)|| > 3 es decir, A € Kr(GT). Por lo tanto, Ik, (G*) es alto.
PROPOSICION 2.1.3. Si G es un grupo Abeliano numerable, L, (GT) es un ideal propio.

DEMOSTRACION. Si GT € Tk, (G') entonces existen n € w, {¢;:4 <n} C Hom (G,T) y
M; > 4 tal que para toda g € G* existe i < n para el cual se satisface que [¢; (¢)|| > 7. Notemos

que para cada i < n el conjunto

1

V(6i M) = {g €G": [0 ()] < M}

es un abierto en la topologia Tpon,; por consiguiente, (),—, V (¢i, M;) € Tponr. Sin embargo, ob-
servemos que {0} =, .,, V (¢;, M;); lo que implica que Tponr €s una topologia discreta, lo cuél es

falso. O

PROPOSICION 2.1.4. Si G es un grupo Abeliano numerable, el ideal de Kronecker Zx,(G™) forma

un ideal propio, libre, analitico y alto.

DEMOSTRACION. Por las observaciones anteriores sabemos que el ideal de Kronecker Zr,.(G™)
forma un ideal propio, libre y alto.

Por otra parte, recordemos que al conjunto potencia P (G*) lo podemos identificar con el con-
junto 26" que con la topologia de conos es un espacio Polaco ya que G es numerable.

De este modo, P (G1)x Hom (G, T)xZ™" también es un espacio polaco puesto que Hom (G, T) <
T® al ser un conjunto compacto segundo numerable implica que también es Polaco y los espacios

P (G*) y Z* son Polacos.
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Observemos que el ideal Zg, (GT) es la proyeccion sobre P (GT) del conjunto

{{A, ¢, M) € P(G") x Hom(G,T) x Z" : AN € w,3{A; :i < N} CP(G"),3{¢; : i < N}

Vi < Nva € A(lgi(a)]| > 1))

Este conjunto es Borel F,, gracias a que para cada M > 4 el conjunto

{<A,¢> €P(G*) x Hom (G, T) :Va € A (||¢>(@)| > 1\14)}

es un conjunto cerrado.

Por lo tanto Zx, (GT) es un conjunto analitico. O

PRrROPOSICION 2.1.5. Sea G un grupo Abeliano numerable y p € w*. Si p es selectivo, entonces

(ulty(G), Tg5) es Hausdorff.

DEMOSTRACION. Como <Ultp(G),TW> es un grupo para demostrar que es Hausdorff basta
demostrar que todos sus puntos se pueden separar del [0] con un abierto en la topologia de Bohr.
Para lograr esto demostraremos que si [f] € wult,(G) distinto del [0] existe un homomorfismo ¢ €
Hom(G,T) y M > 4 tal que [[3((f)I| > 3.

Sea f : w — G. Si f es constante en un elemento del ultrafiltro, entonces [f] € G. Como
Hom (G, T) separa puntos, existe ¢ € Hom (G, T) y M > 4 tal que ||¢ ([f])]| > 0. Por lo que
podemos suponer que f no es constante en un elemento del ultrafiltro.

Dado que p es selectivo y f no es constante en un elemento del ultrafiltro, existe U € p tal
que f [y es inyectiva, 0 ¢ f[U] y el ultrafiltro f [y [p] = {A CGr:f1[AnUEe p} es selectivo.
Tomando en cuenta que Zk, (G*) es un ideal libre, analitico, alto y f [¢ [p] es un ultrafiltro selectivo,

aplicando el teorema de Mathias NZLg, . Dado que p es un ultrafiltro Kr
plicando el de Mathias, f [v [p] N Zx, (G*) # 0. Dado que p ltrafiltro y Zyc, (G*)
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es la cerradura de Kr (G™) bajo la operacion union |J : P(G*T) x P(G') — P (G™), entonces
f v [pl N Kr(Gt) # (. Por consiguiente, existe V € p con V C U tal que f[V] € Kr(G"); es
decir, existe v € Hom (G, T) y M > 4 tal que |[¢ (f (n))|| > 3 para toda n € V. Por consiguiente,

Il (DI = 57

De lo anterior podemos concluir que <ultp((G)7 TW> es Hausdorff. |

PROPOSICION 2.1.6. Sea G un grupo Abeliano numerable y p € w*. <ult,2) (G) 77W> es Haus-
dorff si y sdlo si <ultp(G),Tm> no tiene sucesiones, no constantes en un elemento del ultrafiltro,

cuyo p-limite es igual a 0.

DEMOSTRACION. = | Supongamos que ult? (G) es Hausdorff y sea ([f,]:n € w) C ult,(G) \
{0} una sucesion sin repeticiones. Consideremos f : w — ult,(G) definida como f(n) = [f.], ¥
observemos que [f] € ult? (G)\ {0}. Como ult? (G) es Hausdorff existe ¢ € Hom (G,T) y M > 4
tal que ||$ ([f])“ > ﬁ Por la definicion de ¢, existe U € p tal que para toda n € U se cumple que
16 (U£DI = 237

<—| Supongamos que <ultp(G),TW> no tiene sucesiones, no constantes en un elemento del
ultrafiltro, que tengan al 0 como p-limite. Como <ult12, (G),Tm> es grupo topoloégico, basta de-
mostrar que los elementos de ult] (G) se pueden separar del 0. Sea [f] € ult;(G) \ {0}. Como
(ulty (G), 7g57=) es Hausdorff, entonces podemos suponer que [f] € ult? (G) \ ult, (G); en particu-
lar f es una sucesiéon no constante en un elemento del ultrafiltro. Aplicando la hipotesis, existen
¢ € Hom (G,T), M > 4y U € p tal que para toda n € U se cumple que ||5(f (n))” > ﬁ; esto

implica que ||¢ ([f])|| = ||p-limpev & ([fa])|| = 75~ Por lo tanto, (ult? (G), Tggpy) es Hausdorff. [

DEFINICION 2.1.7 (Folklore). Sean p,q € w* definimos su producto de Fubini como el ultrafiltro

p®q={A§w><w:{new:A(”)ep}Eq}
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donde A™ = {m € w: (n,m) € A}

DEFINICION 2.1.8 ([7]). Decimos que p € w* es Hausdorf si y sdlo si para cualesquiera f,g :

w—wtal que{n €w: f(n) #g(n)} €p, eviste U € p para el cual f|[U]Ng[U] = 0.

PROPOSICION 2.1.9 (M. Di Nasso y M. Forti, [22]). Si p € w*, entonces p> = p @ p no es

Hausdorff .

DEMOSTRACION. Consideremos f, g : w X w — w definidas como f (n,m) =ny g(n,m) =m.
Observemos que {{n,m) : f (n,m) =g (n,m)} = {(n,n) :n € w} ¢ p?>. Ahora probaremos que no
existe U € p para el cual f [U]Ng[U] =0. Sea U € p?.

Consideremos los siguientes dos conjuntos

A:{nEw:U(”)Ep}Ep

B= U U™ ep
neA

Observemos que A C f [U] y B C g [U]. Esto implica que f [U]Ng[U] 2 AN B # (). Por lo tanto p?

no es Hausdorff. O

PrOPOSICION 2.1.10. Sea G un grupo Abeliano numerable y p € w*. Si <ult12, (G) 7Tm> es

Hausdorff entonces p?> = p ® p es Hausdorff.

DEMOSTRACION. Como G es numerable, sin perdida de generalidad, supongamos que G = w.

Sean f,g:w X w — w tales que {(n,m) : f (n,m) # g (n,m)} € p?; es decir,

V={new:{mew: f(n,m)#g(n,m)} Eptep
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Para cada n € V definimos las siguientes funciones f,,g, : w — w como f, (m) = f(n,m)

Y Gn (m) = g (n,m). Ademas, definimos f,7 : w — ult? (w) como f(n) = f, y g(n) = g,. Como
V e p, En] # [g,] para cada n € V; y por consiguiente m # [g]. Dado que <ult§ (w) ,T%>
es Hausdorff, existen ¢ € Hom (w,T) y €,d > 0 tal que 5([?]) eV, o(g) e VsyVenVs = 0.
Por la definicién de ¢, existe U € p tal que para cada n € U existe U, € p de tal forma que
¢ (fn(m)) =& (f (n,m)) € Vey ¢ (g, (m)) = ¢ (g (n,m)) € Vs para cualesquiera m € U,. Tomemos

A= {{nm):neUymeU,} € p* y observemos que ¢[f[A]] C V. y ¢[g[A]] € V5. Como

Ve N Vs = 0 concluimos que f[4] Ng[A] = 0. O

COROLARIO 2.1.11. (ult? (G),m5y) nunca es Hausdorff y (ult,(G), 75.5;) tiene sucesiones,

no constantes en un elemento del ultrafiltro, que tengan al 0 como p-limite.

DEMOSTRACION. Se sigue de las proposiciones anteriores. O

A continuacion veremos algunas propiedades caracteristicas de la ult,(Z)
OBSERVACION 2.1.12. ult,(Z) es un grupo libre de torsion que no es divisible.

DEMOSTRACION. Sea [f] € ult,(Z)\[0] y n € w\ {0}. Observemos que n-[f] = [n - f] # [0] pues
los valores que toma la funcién f son distintos de 0 moédulo un elemento del ultrafiltro y el grupo Z
es libre de torsion.

Por otra parte, la funcion p : w — Z definida como p(n) = pg, donde py es un primo, no es

divisible. 0

Sabemos que todo grupo Abeliano puede ser encajado en un grupo divisible y también sabemos
que todo grupo Abeliano divisible libre de torsién es un espacio vectorial sobre Q. Por consiguiente
la ultrapotencia ultfj(Z) se encaja en un espacio vectorial sobre Q. Ademaés, como lo veremos a

continuacion, ult, (Z) contiene una copia de Q.
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PROPOSICION 2.1.13. ult, (Z) contiene una copia de Q.

DEMOSTRACION. A continuacion encontraremos un subgrupo de la ultrapotencia ult,(Z) que

es divisible. Para cada k € w \ {0}, sea aj : w — Z definida como

0 n<k
ar =

!
% n>k
y sea ay = [ag]. Consideremos H = ({ay : k € w}), probaremos a continuacién que H es divisible

(esto implica que H es un espacio vectorial sobre Q). Observemos que
{new:kar(n)#a(n)} C{1,...k—1}

y por lo tanto es un conjunto finito. De ahi que su complemento {n € w : kag(n) = a;(n)} € p, lo
que significa que kag = 1. En general se tiene que dagy, = aum,.

Sea a = ZO<i§m nia; € Hy k €Z. Sea N =k -m.com(1,...,m), observemos que

o= Z no; = Z nikjﬁk ay =k Z nijﬁk an

0<i<m 0<i<m 0<i<m

Por lo tanto H es divisible. O

Las siguientes proposiciones nos brindaran algunas propiedades de (ultg (Z) ,Tm).

PROPOSICION 2.1.14. Sea G un grupo numerable. Se satisfacen las siguientes afirmaciones:
I) (G, TBonr) es un conjunto denso en (ulty (G), 75o57)-

IT) (G, 7Bonr) no es un conjunto cerrado en (ulty (G),mgy).

I11) El complemento de G es denso en (ulty (G), Tpopr)-

IV) (G, TBonr) Mo es un conjunto abierto en (ultg‘ (G), T5grr) -
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DEMOSTRACION.
I) Procederemos por inducciéon sobre «. Si @ = 0 entonces G = ultg (G), por lo que G es denso
en ult (G).
Sea a > 0 y supongamos por inducciéon que el resultado es cierto para todo 8 < a. Sean
[h] € ulty (G), ¢ € Hom(G,T) y € > 0 tal que U([h], ¢, €) = {[f] € ulty (G) - [[p([f]) —2([n])]| < €}
es un abierto sub-basico de [h]. Por definicion de @ existe A € p tal que h(n) € U([h], ¢, §) para
toda n € A; es decir |[@(h(n)) — B([h])|| < § para toda n € A. Por definicién de la ultrapotencia,
para cada n € A existe 3, < « tal que h(n) € ultﬁ” (G). Aplicando la hipotesis de inducciéon para
toda n € A existe g, € G tal que g, € U(h(n), ¢, 5); es decir |[p(gn) — @(h(n))|| < § para toda

n € A. Aplicando la desigualdad del triangulo obtenemos que

[7(gn) = @([RDI] < [[@(gn) = P(R(R)] + [[2(h(n)) = B([R])]] <€

Por consiguiente g, € U([h], ¢, €) NG para toda n € A. De lo anterior podemos conluir que G
es denso en ulty (G).

IT) Como (G, Tonr) es denso en (ulty (G), T55;), entonces (G, Tponr) 10 puede ser un conjunto
cerrado; ya que de lo contrario el complemento de G tendria que ser abierto y G al ser denso tendria
que intersectarlo lo que es una contradiccién.

IIT) Sean [h] € ulty (G), » € Hom(G,T) y ¢ > 0 y consideremos al abierto sub-basico
U([h],p,€). Si [h] ¢ G entonces ya terminamos, por lo que podemos suponer que [h] = g € G.
Sabemos, por la proposicion que G con la topologia de Bohr no es discreto; por lo que existen
{gn :n € w} CU([h],p,5)NG distintos entre ellos. Consideremos la funcion f : w — G definida
como f(n) = g,. Dado que f no es constante en un elemento del ultrafiltro, ya que sus valores son

distintos, entonces [f] ¢ G. Por otra parte, como {g, : n € w} € U([g],5), |[@(gn) —P(9)ll < 5.
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Dado que B([f]) = p-limnewp(gn) se tiene que |[B([f]) —2(g)l| < € es decir, [f] € U([g], ¢, €). Con
lo que concluimos que el complemento de G es denso en ult; (G).

IV) Como el complemento de G es denso, si G fuese abierto, entonces su complemento tendria

que intersectarlo lo que es una contradiccién.

U={[neG:lp(r) -2l <et={neG:[gn) -2l <t CG

Consideremos f : w — U biyectiva y observemos que [f] € U \ G. O

PRrROPOSICION 2.1.15. Sea G un grupo Abeliano numerable y o < w1. Entonces (Ultg‘ (G) ,TW)

no es compacto.

DEMOSTRACION. Dado que Ultg(G) = ulty (G)/k,, la familia
T o I G GO
Hom(ultp (G),T)—{¢ .(beHom(G,']I‘)}

induce una familia Hom/ (Ultg‘ (G) ,’]T) = {(i)'(o‘) : ¢ € Hom (G, T)} definida de la siguiente ma-
nera:
Sea 7 : ulty(G) — Ulty(G) el cociente canénico. Para cada ¢ € Hom (G, T) definimos ¢' :

Ul (G) — T como ¢/(w([f])) = ¢

([f])- Observemos que el homomorfismo ¢’ esta bien definido
gracias a la definicion de K.

Notemos que por construcciéon (U Ity (G) ,Tm) tiene la topologia débil definida por la familia
Hom! (Ult2 (G), T).

Como Hom' (UltS (G),T) separa puntos, aplicando el teorema de W. W. Comfort y K. A. Ross
(Teorema, (Ul (G) ,TW)* = Hom' (Ult% (G),T).

Si suponemos, para llegar a una contradiccion, que (Ultg (G) ,Tm) es compacto, entonces por

el teorema de dualidad de Pontryagin y van Kampen (Seccién [1.7]) obtenemos que su grupo dual



2.1. ULTRAPOTENCIAS DE GRUPOS TOPOLOGICOS 62

(Ultg (G) ,Tm)* es discreto y que
(UItS (G) , r77) = (UIS (), 7g5) = Home(Hom! (Ul (G), T)).

Esto implica que los homomorfismos continuos sobre el grupo discreto (U Ity (G) ,Tm)* sean
todos los homomorfimos, es decir Home(Hom! (Ults (G),T)) = Hom(Hom/ (Ulty (G),T), T). Por
consiguiente, (UltY (G) , mgg) = Hom(Hom! (Ulty (G),T) , T).

Sin embargo, como a < wy, G es numerable y ult,(G) = G¥/.,, entonces aplicando induccion
transfinita obtenemos que |(ulty(G)| < w* = 2¥. Ademés, al ser Ult;(G) un cociente de ulty(G)
se tiene que |Ulty(G)| < ult;(G). De ambas desigualdades obtenemos que |Ults(G)| < 2¢. Por
otra parte, como |Hom(G,T)| = [Hom' (UltS (G),T) | entonces |T[Aom(©T) = |’]I‘\|H°m/(U“§(G)7T)‘.

Aplicando las desigualdades anteriores obtenemos lo siguiente:

| (Ultg (G) ) | < 2 < 227 < [T|Hom(GD) = ittom’ (Uit (@)

= |Hom(Hom' (Ulty (G),T),T)|,

lo que contradice que (UltS (G) , 75577) = Hom(Hom! (Ulty (G),T), T). De lo que concluimos, por

reduccion al absurdo, que (Ultf,‘ (G) ,TW) no es compacto. |

Construiremos a continuacién una nueva topologia para las ultrapotencias. Esta construccion se
puede consultar con profundidad en [6].

Sea (X, 7) un espacio topologico y p € w*. Para cada U € 7 definimos

Uy =A{[f] € ult,(X) : JA € p(f [A] CU)}
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yTF = {U; :U e T}. Observemos que se satisfacen las siguientes propiedades:
1. X* = ult,y(X)
2.0=0
3.UNV*=U0*nVv*

Por las propiedades anteriores 7* es una base para la ult,(X).

DEFINICION 2.1.16. St (X, 7) un espacio topoldgico, entonces ult,(X,T) detonard al espacio

ult,(X) dotado de la topologia generada por 7.

Este espacio ult,(X,7) puede no ser Hausdorff, por lo que introducimos la siguiente relacion.
x ~pg y siy solo si para cualesquiera U,V € 7 si x € U* y y € V* entonces U* N V* # (). Esta
relacion es reflexiva y simétrica pero la transitividad puede fallar, por lo que consideramos H la
cerradura transitiva de la relacién ~pg. Por consiguiente Ult,(X,7) = wlt,(X,7)/n es un espacio
Hausdorft.

La demostraciones de las siguientes proposiciones se pueden consultar en [6].

PROPOSICION 2.1.17 (Proposicion 2.9, [6]). Sea (X,7) un espacio topoldgico, entonces X es un

subespacio de Ult,(X,T).

DEFINICION 2.1.18. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Para cada oo < wy, definimos recursiva-

mente el espacio topoldgico Ulty (X, 1) y la topologia 1o como sigue:

» UIY(X,7)=XyTo="1.
= Si o= B+ 1 definimos Ulty(X,7) = Ult,(Ulth (X, 7),78) ¥ Ta = T5-

= Siaes limite Ulty (X, 7°) = Uge, Ulth(X,7) y

To = {U CUY(X,7) : VB < a(UNUIY(X,7) € 75)}
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TEOREMA 2.1.19 (Teorema 2.13, [6]). Ults (X, 7) = 8,X para cualquier espacio (X,T)

TEOREMA 2.1.20 (Teorema 4.10, [6]). Sea G un grupo Abeliano discreto. Ult,(G, Tonr) €s un

grupo topoldgico si y solo si G es precompacto y G* es de torsion.

COROLARIO 2.1.21. (Ult;’;l(Z),TW) = Ult;;l(Z,TBO;LT) & By (Z, TBohr)

DEMOSTRACION. Sabemos que (Ult; (Z), Tg557) es un grupo topoldgico pero

Z* = Hom(Z,T) =T

no es un grupo de torsion. (|

COROLARIO 2.1.22. (Ult;l([w]<“)77-30hr) = Ult;gl([w]@  TBohr) = Bp([W] =, TBohr)

DEMOSTRACION. Observemos que Hom([w]~*,T) = Hom([w]~*,{0,3}) por lo que los abier-
tos de la forma U(p,i) = {g € [w]*:¢(g) =i} para cualesquiera ¢ € Hom([w]~*,{0,1}) e

xS {0, %} forman una base para la topologia en ([w]<w , TBohr)- Asi los abiertos de la forma

U*(p,i) = {[f] € ultp([w]<w) :3dA e p(f[4] C U(go,i)}

forman una base para ultp([w]<w , TBohr) ¥ los abiertos de la forma

Ulp.i) = {[f) € ulty([w]=) : p-limp (F(n)) = i}

forman una base para (ult,([w]~*), 75=;-). Notemos que U*(p,i) = U(p,i), lo que implica que

(ulty (W), 7o) = ult, ([W]™*, Tonr); POr induccién obtenemos que

(s (W] =), 7o) = wlts (W], TBonr)
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Observando que la relacion ~g_ =) ([w)<=),T) ker () entonces

‘peHom (ulty

Ult;:l ([w]<w)’ TBohr) = Ult(;l ([w]<w ) 7_Bohr)

2.2. Grupos p-compactos con sucesiones convergentes no triviales

En la presente seccion demostraremos que si G es un grupo Abeliano numerable, entonces exis-
ten ultrafiltros p € w* para los cuales Ult}" (G), con la topologia 755, tiene sucesiones convergente
no triviales. Asi Ult,? (G), con la topologia 75—, es un grupo topologico p-compacto no compacto
con sucesiones convergentes no triviales. Por la naturaleza de la topologia 75, recordemos que,
Ults (G) es un grupo topolégico p-compacto; por lo que solo basta demostrar que tiene una sucesion
convergente. Ademas, como los homomorfismos en Tm(ultﬁ (G), T) son extensiones de homomor-
fismos de Hom/(ult3(G), T) con 3 > «; entonces de existir una sucesion convergente no trivial en
Ulte(G) también serd una sucesion convergente no trivial en UltS (G). De este modo, basta con pro-
bar que Ult,(G) tenga sucesiones convergentes no triviales para garantizar que Ulty* (G) también
las tiene.

Introduciremos a continuacién la notaciéon que nos serd de gran utilidad para esta seccion.

Sea G un grupo Abeliano numerable y (¢,m) € Hom(G,T) x Z*, definiremos los siguientes

conjuntos:

1
Uom={acG: @l < |

e, 1
Uim={ac&:lo@l> )
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<

Sea (f, :n € w) C G* tal que para cada F € [w]~* y 0 : F — G existe k € w de tal manera que

fi(k) = o (1) para toda i € F. Definimos los siguientes conjuntos

Aomn = {b€ws 100 ()] < =}

By ={k€w: o (a1 > ]

PROPOSICION 2.2.1. Sea G un grupo Abeliano numerable con elemento neutro Og. Los siguientes
enunciados son equivalentes:

I) Existe p € w* tal que (Ultp(G),Tm) tiene una sucesion convergente no trivial.

II) Eziste una sucesion (¢, : n € w) C Hom(G,T) y un mapeo H : Hom(G,T) x Z* — w tal
que para toda n € w la familia {U;TLA} U{Up.m : H(p,m) < n} es centrada.

III) Existe una sucesion (¢, :n € w) C Hom(G,T) y un mapeo H : Hom(G,T) X ZT — w tal

que la coleccion A =, ., {A;n,&n} U{Apm.n: H(p,m) <n} es centrada.

DEMOSTRACION. I) = II)] Sea ([f,]:n € w) C Ult,(G) una sucesion 755, convergente al
[0]. Como esta sucesion es no trivial y por el Teorema de Leptin (G, TBonr) es sin sucesiones
convergentes no triviales, podemos suponer sin perdida de generalidad que ([f,] : n € w) C Ult,(G)\
G; ya que a lo mas habria una cantidad finita de la sucesion contenida en G. Ademés, dado que
esta sucesion pertenece a Ult,(G), podemos encontrar N € [w]® tal que para cada n € N existe
¢n € Hom(G,T) tal que Ha([fn])H # 0. Ahora bien, para cada n € N podemos encontrar m,, € Z
tal que ||my, - n([fa])|| > §- Como my, - ¢y = My, - ¢, podemos suponer sin perdida de generalidad
que [[¢n([fa])|| > 7-

Dado que ([f,] : n € w) C Ult,(G) es una sucesion 755 convergente, para cada m € Z* exis-

te un mapeo H,, : Hom(G,T) — w tal que para cada ¢ € Hom(G,T) y n > H,,(¢) se sigue
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que ||¢([fn])|| < &. Definimos H (¢, m) = Hp,(¢) para cualesquiera (¢,m) € Hom(G,T) x Z*.
De esta manera si n € w entonces |¢n([fn])|| > 3 v ||6([fn])|| < & cuando H(¢,m) < n; asi si
{(qﬁi,mi) i€ FH (¢i, mi) < n} es un conjunto finito entonces existe U € p tal que ||¢, (frn(k))| >
1 v |6 (fa(k))]| < % para toda k € U e i € F. Dado que f, no es contante en un elemento del ul-
trafiltro entonces f,, [U] € [G]* y notemos que f,, [U] CU; ,N() {Ugi 1, : i € F}. Por consiguiente,
la familia { ;m4} U{Ugm : H(¢,m) < n} es centrada.
II) = III)] Veamos que la coleccion J,, ., {A;m&n} U{As mn: H(p,m) <n} forma una
familia centrada. Sea n € w y para cada i < n fijemos {(¢7,m;) : j <n;} € H~*[i 4+ 1] un conjunto
finito. Dado que para cada n € w la familia {U;m4} U{Ug,m : H(¢p,m) < n} es centrada, para cada

n € w el conjunto de las funciones de eleccion

Yp=K0:n— U Ug,anN m Ugim, | 10(i) €Ug, 4N ﬂ Ugs m,;

<n j<ng j<n;

es un conjunto infinito. Por otra parte, por la definicion de la sucesion (f, : n € w), para cada
neEwyo €Y, eiste k € w tal que f;(k) = o(i) € Uj, ; N(;p, Upim, para toda i < n. Por
la definicién de los conjuntos Ugm, Ug .., Apmn ¥ A e st fi(k) € Ug 4 N (j<p, Upim, Para
toda i < n entonces k € [,_,, (A:‘;“M N ﬂj<ni Ad,j’mj’i). Por consiguiente, como el conjunto ¥, es
infinito podemos asegurar que (,_,, (A;i,&i N ﬂj<ni A¢j7mj7i) es un conjunto infinito; por lo que
G =U,co {AZWM} U{Apmn: H(¢p,m) <n} es una familia centrada.

11I) = I)| Ya que la familia A es centrada podemos considerar p un ultrafiltro que extiende
a dicha familia.

A continuaciéon probaremos que el ultrafiltro es libre. Sea k € w y veamos que hay alguien
en la familia centrada para el cual k no pertenece. Si existe n € w tal que f,(k) = Og entonces
k¢ Ay 4, € p.Siparatodan € wse cumple que f, (k) # Og entonces la sucesion (f, (k) : n € w) es

no trivial y por lo tanto no es 7gop-convergente a e. Por esta razon, existe (¢, m) € Hom(G, T) x Z*
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tal que ||¢ (f,(k))|| > -1 para una infinidad de n’s. Elegimos n € w tal que H (¢, m) < n y entonces
k¢ Agmn €D

Notemos que la definicion de la familia centrada nos garantiza las siguientes propiedades:

I) ||on(fa))]| > % para todan € w

IT) La sucesion ([fy] : n € w) es 755 convergente a Og

Estas dos propiedades nos garantizan que ([f,] : n € w) es una sucesiéon convergente no trivial.

Tomando una subsucesion, si fuese necesario, podemos suponer que ([f,] : n € w) € Ult,(G). ]

Denotaremos por Zx>4 al conjunto de enteros mayores iguales a 4. Esta definicién nos seré de

gran utilidad para el siguiente resultado.
PROPOSICION 2.2.2. Sea G un grupo Abeliano numerable y
{oyU{¢’ : j <m} € Hom(G,T)\ {0}
¢ & ({¢/:j<m}), siysdlo si Us 4N Njerm Ugim,; # 0 para cualesquiera (mj : j <m) C Zxy.

DEMOSTRACION. =] Supongamos que ¢ ¢ ({¢7 : j < m}>Z y (m; 1 j <m) C Zx4. Conside-
remos X : Hom(G,T) — T un homomorfismo tal que x [{gbj j< m}] C{0+Z}yx(d)=t+2
donde ||t + Z|| > §. Este homomorfismo existe porque ¢ ¢ ({¢7 : j <m}),.

Consideremos € tal que 0 < € < -- donde m = méx ({m; : j <m}U{4}) y

e<min{|xo) - (1+2)| @ - (5 +2)[}

Por el teorema E. Hewitt y S. Zuckerman existe g € Homc(Hom(G,T),T) =2 G tal que

Ix(0) = (@)l =lIx (@) —g @) <ey |[x () — ¢ (9)]| =[x (¢') — g (¢7)| < ¢ para toda j < m.

Por lo tanto [|p(g)|| > § v ||¢7(9)|| < m% para cada j < m. Por lo tanto g € U3 , N, Ugs m,-
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<= Supongamos que ¢ € ({¢’ : j < m}>Z Y Us 4 N Nj<m Ugim,; # 0 para cualesquiera

<mj :j<m> QZ>4.

Por hipotesis, existen (n;:j <m) C Z* tales que ¢ = >, nj¢!. Consideremos m > 4 - ny -

.. - nm—1, aplicando la hipotesis, existe g € UJ, N N Ugi m pero esto es imposible ya que

j<m

. O

=

16 @I = || <387 (9)]| < Ty 2 <

TEOREMA 2.2.3. Sea G un grupo Abeliano numerable. Entonces existe p € w* tal que

(Ultp(G)7 Tm)

tiene sucesiones convergentes no triviales.

DEMOSTRACION. Por la Proposicion basta demostrar que existe una sucesiéon
(¢, :n € w) € Hom(G, T)
y un mapeo H : Hom(G,T) x ZT — w tal que para toda n € w la familia
{U;nA} U{Ugm : H(¢,m) < n}

es centrada.

Sea {¢q : a € 2¢¥ = |Hom(G, T)|} un conjunto independiente maximal. Consideremos

H:Hom(G,T) — w
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definida como
H(¢p)=min{necw:FkecZ(k-¢gc{({pi:i<n}U{ps:w<a<2¥}),)}

Observemos que H esté bien definida porque {¢, : @ € 2} es un conjunto independiente maximal.
Probaremos a continuaciéon que {U;,LA} U {Uw,m]. : H(¢?,my) < n} es centrada para toda n € w.
Sea n € w y tomemos {q’)j i< m} C H~'[n+1], de acuerdo a la Proposicion es suficiente

con probar que (¢n), N ({¢’ : j <m}), = {0}. Por reduccion al absurdo supongamos que hay
{kYu{k :j<m}CZ

tal que k- ¢p = >, K -¢7. Dado que H (¢7) < n para cada j < m, existen {n;: j <m} Cn+1

y {zj : j <m} CZ tal que
zj- ¢ € ({¢i i <nj}U{gs w<a<2v}),
consideremos z = zg - ... - z; y observemos que
zokj- ¢ € ({gii<nj}U{ds:w<a<29}),

por lo tanto
2okogn= z-kj-¢€{pii<n}U{ga:w<a<2}),
j<m

pero esto contradice el hecho de que {¢, : @ € 2“} es un conjunto independiente maximal. Por

consiguiente (¢,), N ({¢7 : j < m}> = {0}, usando la Proposicion [2.2.2 U5 1 N (., Ui m, # 0.

Seaa € Us 4N Upim; ¥y M € wtal que qun (a) + ﬁ” >ty H(bj (a) + ﬁ” < 777% para toda j <

m. Consideremos K = Uy, arN[);

j<m Ui M- Dado que la topologia de Bohr no es discreta y Og € K
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entonces K es un conjunto infinito, lo que implica que a+ K también es un conjunto infinito y notemos

que a+K CUS 10,2y Ugs m, - Asi hemos probado que {U;n,4}U{U¢j1mj : H(¢?,m;) <n} esuna

j<m
familia centrada para cada n € w. Aplicando la Proposicion concluimos que (Ultp(G), TW)

tiene sucesiones convergentes no triviales. (|

2.3. Filtros sin la propiedad de Baire

En esta seccion estudiaremos el caso cuando el grupo G es el grupo Booleno [w]<w. Aplicando
el Lema relativizado al grupo Booleano G = [w]<* se obtiene que las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

1) Existe un ultrafiltro p € w* tal que (Ult4" ([w]<¥), Tgop;) tiene una sucesion convergente no
trivial.

2) Existe una sucesion (¢, : n € w) C Hom([w]<¥,2) y un mapeo H: Hom([w]<*,2) — w tal
que para cualquier n € w la familia U, = {Uj } U{Uy: H(¢) < n} es centrada, donde Uy = Ker(¢)
y Uj =[]\ Ker(g).

3) Existe una sucesion (¢,: n € w) C Hom([w]<*,2) y un mapeo H: Hom([w]<¥,2) — w

tal que la coleccion A = . {45 ,,} U{Apn: H(¢) < n} forma una familia centrada, donde

@n,n

new
Apn = {k € w: ¢(fu(k)) = 0}, A%, = {k € w: &(fu(k)) = 1} para toda ¢ € Hom(G,2) y n € w;
y (fn:n € w) C (Jw]<¥)¥ satisface que para cada F € [w]<¥ y o: F — [w]<% existe k € w tal que
fi(k) = o(i) para toda i € F.

En esta seccion, probaremos que el mapeo H no es Baire medible y que cualquier filtro F que

contenga a la familia A no tiene la propiedad de Baire.

LEMA 2.3.1. Sea H,: Hom([w]<*,2) — P(w) definida como H,(¢) = Ay, para toda ¢ €

Hom([w]<¥,2). H,, es una funcidn continua para cada n € w.
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DEMOSTRACION. Sea n,m € wy ¢ € Hom ([w]~*,2). Consideremos s = (XAﬁl.n) Im€ 2™,

donde x4, denota la funciéon caracteristica de Ay, y el conjunto finito
w) <w
Fp={fn(k): kem}e (W) .

Por consiguiente,

es un conjunto abierto. O

Para demostrar los siguientes teoremas ocuparemos de un teorema muy importante en la teoria

descriptiva que enunciaremos a continuacién.

TEOREMA 2.3.2. (Teorema de Pettis, Teorema 9.9 [16]) Sea G un grupo topoldgico, Si A C G

1

tiene la propiedad de Baire y no es magro, entonces AA~ = {xy~! : x,y € A} contiene una vecindad

abierta del elemento neutro.
DEMOSTRACION. La demostracion se puede consultar en el Teorema 9.9 en [16] O

TEOREMA 2.3.3. Sea (¢y,: n € w) C Hom([w]<*,2) una sucesion y un mapeo H: Hom([w]<,2)
— w tal que para cada n € w la familia U, = {Uj }U{Uy,: H(¢) < n} es centrada. Entonces H no

es Baire medible.

DEMOSTRACION. Sea n € w. Dado que U, es centrada, si {¢; : j < m} C H™![n + 1] entonces
ﬂj<m Up, N U;n # (). Aplicando la Proposicién ¢n ¢ spany ({¢; : i < n}); por consiguiente
én ¢ H™'[n + 1]. En particular, n < H(¢,).

Sea H,, = spany,(H '[n+1])y A, = H '[n+1]. Dado que n < H(¢,), nosotros podemos definir

recursivamente una sucesion estrictamente creciente (n; : i € w) donde ng = H (¢o) y ni = H (¢n,_,)
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para toda ¢ > 0. Por lo anterior, ¢,,, € H,,,, \ Hy,; asi que, (H,, : i < w) es una sucesion creciente
de subgrupos de Hom([w]<“,2) tal que Hom ([w]<w :2) = Usew Ans = Usew, Ha,-

Con la finalidad de encontrar una contradiccion, supongamos que H es Baire medible; por
consiguiente, A,,, tiene la propiedad de Baire para toda i < w. Dado que Hom ([w]<w,2) es un
espacio de Baire, existe ig € w tal que Am0 es no magro. Aplicando el teorema de Pettis @,

A

n,. — Ay, contiene una vecindad abierta del elemento neutro. Dado que A,, — A, C H,, ,
io io io i0 io
H;,;, es un subgrupo que contiene una vecindad abierta del elemento neutro; lo que implica que
H,,, es un conjunto abierto. Por lo tanto, (Hy, : i > o) es una cubierta abierta infinita del grupo

compacto Hom ([w]<w , 2) sin subcubierta finita; lo que es una contradiccién. Por lo tanto H no es

Baire medible. O

Siguiendo la misma idea de la demostracion anterior obtenemos el siguiente resultado.

TEOREMA 2.3.4. Sea (¢, : n € w) C Hom([w]<¥,2) una sucesion y un mapeo H: Hom([w]<,2)

— w tal que la coleccion

A= J{4;, .} U{Apn: H($) <n}

new

forma una familia centrada que genera un filtro libre. Si F es un filtro que contiene a la familia A

entonces F no tiene la propiedad de Baire.
DEMOSTRACION. Sea W,, = Spang, {(Hn)_1 [.7-"]} un subgrupo de Hom ([w]=*,2).
AFIRMACION 2.3.5. Si ¢ € W, entonces Ay € F. Por lo tanto W,, = (H,) ' [F].

DEMOSTRACION. Si ¢ € W,,, existe {¢j 1< m} - (Hn)_1 [F] tal que ¢ = Zj<m ¢’. Dado que

{¢J' 1§ < m} C (H,) ! [F], {A(z,j’n i< m} C F; por lo tanto ﬂj<m Agi , € F. Ahora, probaremos

que (Vo Apin C© Apn. STk € ;o Agins @’ (fn (k)) = 0 para cada j < m; Asi que, ¢ (f, (k) =
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> jem #* (fn (k)) = 0. Por lo tanto Nj<m Agin € Agn- Dado que F es un filtro, Ay ,, € F. Entonces,

¢ € (H,) " [F). 0

AFIRMACION 2.3.6. Las siguientes oraciones son verdaderas:
a) n < H (¢,) para cadan € w
b) H- [n+ 1] C W,

c) ¢n & W, para cada n € w

DEMOSTRACION. a) Sea n € w y supongamos que H (¢,) < n. Dado que A es una familia
centrada, A3 | NAg, n # () pero esto es imposible. Asi que, n < H (¢,,).
b) Note que

H, [H ' n+1]] ={As, : H(¢) <n} CACF.

Asi que, H ' [n+1] C W,
¢) Supongamos por reduccién al absurdo que existe n € w tal que ¢, € W,. Aplicando la
Afirmacion Ap,m € F. Pero Ay € ACFyl=A, NAy € F, loquees una

contradiccion. O

Para cadan € w,sea H,, = W,,, un subgrupo de Hom ([w] =, 2). Definimos recursivamen-

m>n
te una sucesion estrictamente creciente (n; : i € w) donde ng = H (¢o) y n; = H (¢,_,) para toda
i > 0. Aplicando la Afirmacién[2.3.6]a), la sucesion (n; : i € w) es estrictamente creciente. Aplicando
la Afirmaciéon v la definicion H,, obtenemos que los siguientes enunciados son verdaderos:

1) $0 € Nz H M +1] € Nyspy Wa = Hag ¥ do & Ho.

I1) Sii € w, ¢ny € Ny, H A1 S Nysyyy Wo =Haiyy ¥ 60, & Hy,
]<¥

Por lo tanto, (H,, : ¢ € w) es una C-sucesion estrictamente creciente de subgrupos de Hom/([w

,2).

AFIRMACION 2.3.7. Hom ([w]~*,2) = U, Ha,
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DEMOSTRACION. Si ¢ € Hom ([w]<w72), existe i € w tal que H(¢) < n;. Asi que, ¢ €

ngni H_l [n + 1] C Wn = Hnl 0

Con la finalidad de obtener una contradiccién, supongamos que F tiene la propiedad de Baire.
Dado que H, es una funcién continua, H,, es Baire medible. Asi que, W,, = (H,,) ' [F] y H,, =
ﬂmz” W,, tiene la propiedad de Baire para cada n € w. Por otra parte, dado que Hom ([w]<w , 2)
es un espacio de Baire y aplicando la Afirmacion , existe 79 € w tal que H,, es no magro.
Aplicando el teorema de Pettis @, H,,,, contiene una vecindad abierta del elemento neutro. Dado
que Hy, es un subgrupo y contiene una vecindad abierta del elemento neutro, Hy, —es un conjunto
cerrado y abierto. Por lo tanto, (H,, : i > ip) es una cubierta abierta infinita del grupo compacto
Hom ([w]<w,2) sin subcubierta finita; lo que es una contradiccion. Por lo tanto F no tiene la

propiedad de Baire. O

2.4. Sucesiones no convergentes en la ultrapotencia

En la presente seccion demostraremos que si p es un ultrafiltro selectivo, las sucesiones debilmente
independientes no son convergentes en <ultp (G) ,Tm>.

Recordemos que el teorema de L. S. Pontryagin y E. van Kampen nos dice que si G es dis-
creto o compacto entonces G y G** son isomorfos como grupos y como espacios topoldgicos; en
particular el mapeo evaluacion ¢ : G — G** definido como % (g) (x) = x(g) nos da el isomor-
fismo. Denotaremos por ¢ a ¥ (g) y por S = Hom (ult, (G),T), ¥ = {[f] Is: [f] € ult, (G)},
G=1{g:Hom (ult,(G),T) — T:9g€G}yG [s={gls: g €G}.

Notemos que G ¢ G. Esto es claro ya que por el teorema de dualidad de Pontryagin sabemos
que

GG =Hom(Hom (G,T),T)=Hom{¢ [¢g: 9 € S}, T)=G |s

por lo que sin perdida de generalidad podemos suponer que G [s=G.
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DEFINICION 2.4.1. Sea G un grupo y G < G. Decimos que {g, : n € w} es débilmente indepen-

diente sobre G si gnt1 & (GU{g; : i <n})g para toda n € w.

LEMA 2.4.2. Sea p € w*, G un grupo Abeliano, (g, :n € w) CG, G <G y ¢ € Hom(G,T). Se
satisfacen las siguientes afirmaciones:

I) Si{g, : n € w) es un conjunto débilmente independiente sobre G, entonces existe » € Hom(G,
T) tal que ¢ C v y |[¢ (gn)| = § para toda n € w.

II) Si (g, :n € w) es un conjunto débilmente independiente sobre G y A, B € [w]” son tales
que AU B = w, entonces existe v € Hom(G,T) tal que ¢ C ¢, ¥ (gn) = 0 para todan € Ay

% (gn)ll = % para todan € B .

DEMOSTRACION. I) Definimos v de la siguiente manera: ¢ [¢= ¢ y

a) ¥(gn) = 3 si no existe k € wT tal que k- g, € (GU{g; : i <n})g (observe que esto implica

que el orden de g, es infinito).

b) ¥(gn) = é + w, donde H% + W

‘2 i,l<kyescogemos
k=min{k>2:k-g, € (GU{gi:i<n})s}

Para el resto de elementos de G el homormorfismo se puede extender ya que T es divisible y G
es un grupo Abeliano.

I71) Definimos % de la siguiente manera: ¢ [¢=¢ y

a) si n € B entonces procedemos segin el caso I)

b) si n € A entonces definimos v (g,) =0

Para el resto de elementos de G el homormorfismo se puede extender ya que T es divisible y G

es un grupo Abeliano. O
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PROPOSICION 2.4.3. Sea G un grupo Abeliano numerable, p € w* selectivo y ([f;] :i € w) C
ulty,(G). Si {[fl] [g:1 € w} es un conjunto débilmente independiente con respecto a G entonces

eviste 1 € Hom(G,T) tal que ||¢ ([fi])|| = § para toda i € w.

DEMOSTRACION. Sin perdida de generalidad supongamos que la enumeraciéon que muestra que

{[ fz] [s:i € w} es débilmente independiente con respecto a G es la dada. Por el Lema|2.4.2| podemos

encontrar ¢g € Hom (X, T) tal que ¢¢ [G] = {0} v H(;So ([fl] [5) H > 1 para toda i € w.

Construiremos a continuacién un arbol T' C w<* de ramificacion en p, (I; : t € T') una familia
de cerrados del grupo dual G* y {¢; : t € T} C Hom (X, T) tal que:

1 Iy = G* y ¢y = do.

2. Sit C s entonces I, C I;.

3. Hqﬁt ([fl] fs) H > i para toda i € w

4. ¢y € int (I).

5. Para cadat € T, conn >0,y x € Iy, |[x (f; (t(n — 1)))|| > % para toda i < n.

Supongamos por induccién que hemos construido T, (Iy : t € T,,) y (¢ : t € T,) con n € w. Sea
t € T,,. Como G* < TC€ y ¢, € int(I;) existen {g; : j <1} C Gy e > 0tal que Ni<i W!;jl [B (9 (g95) ,€t)
| € I donde 7y : T® — T es la proyeccion canénica en el factor g. Aplicando el teorema de E. Hewitt

y S. Zuckerman, con S, X, {g; : j < l}U{[fz] lsii < n} CX,e= ml’n{Hd)t ([f,] [3) — %

,et:ign}

y X = ¢¢, entonces existe ¢ € Hom(G,T) tal que para cada ¢ <ny j <l

Hw@ﬂ@—wamBN:MmbwwambM<eﬂ

o (1F11) - g



2.4. SUCESIONES NO CONVERGENTES EN LA ULTRAPOTENCIA 78

12 (95) = ¢¢ (gi)ll = llgj Is @) = x (g)ll <e< e

en particular, {k € w: ||¢ (fi (k))| > §} € p para cada i <n . Definimos

sueet) = () {k €w: o G ()1 > 5 <

k 8
i<n
Por el Lema m para toda k € succ(t) podemos encontrar ¢~ € Hom (X, T) tal que

b To= ¢ v o (If11s)] 2

para toda i € w. Observemos que para toda k € succ(t)

(=

existe § > 0 tal que para cada i <ny j <Ilsir € B(p(fi(k)),d)y s € B(p(gj),d) entonces
[rll > & v lls — ¢¢ (9;)]| < €. Por la dualidad de Pontryagin {f; (k) :i <n}U{g; : j <1} € G**, es

decir se pueden ver como funciones continuas; por consiguiente para toda k € succ (t) definimos

Lk = () fi ()) T [Ble (£ (k). 0)] [N g5 " [B(v(g)),0)]

i<n Jj<i
Observemos que Iy~ C I, ¢~ [e= ¢ € int (I4~) y si x € I~y entonces ||x (fi (t (n —1)))|| >
% para toda ¢ < n. Esto finaliza la recursion.
Como T es un arbol de ramificacién en p y p es un ultrafiltro selectivo, existe f € w“ tal que

f[w] € p. Dado que {I, : n € w} es una familia decreciente de cerrados sobre el espacio compacto

G*, existe ¥ € (., L1, - Por la propiedad 5, tenemos que para cadan > i || (f; (f [» (n —1)))|| >

necw

4 como f [w] € p entonces ||P([f:])]| = 5. D



Conclusiones

En este trabajo hemos demostrado el siguiente teorema:

Teorema Sea G un grupo Abeliano numerable. Entonces existe p € w* tal que

(Ultp(G), TW)

tiene sucesiones convergentes no triviales.

Para lograr el resultado anterior, primero demostramos la siguiente proposicion:

Proposicion [2.2.1} Sea G un grupo Abeliano numerable con elemento neutro Og. Los siguientes
enunciados son equivalentes:

I) Existe p € w* tal que (Ult,(G), 755 tiene una sucesién convergente no trivial.

IT) Existe una sucesion (¢, : n € w) € Hom(G,T) y un mapeo H : Hom(G,T) x ZT — w tal
que para toda n € w la familia {U;n,zi} U{Upm : H(¢, m) < n} es centrada.

III) Existe una sucesion (¢, : n € w) € Hom(G,T) y un mapeo H : Hom(G,T) x ZT — w
tal que la coleccion A =, ., {A:;nA,n} U{A¢m.n: H(p,m) <n} es centrada.

Gracias a esta proposicion pudimos observar y demostrar los siguientes teoremas

Teorema [2.3.3} Sea (¢,,: n € w) C Hom([w]<¥,2) una sucesién y un mapeo H: Hom([w]<*,2) —
w tal que para cada n € w la familia U,, = {Uj } U{Uy: H(¢) < n} es centrada. Entonces H no es

Baire medible.

79
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Teorema Sea (¢, n € w) C Hom(jw]<¥,2) una sucesion y un mapeo H: Hom([w]<*,2) —

w tal que la coleccion

A= J{4;, ) U{Apn: H(¢) <n}

new

forma una familia centrada que genera un filtro libre. Si F es un filtro que contiene a la familia A
entonces JF no tiene la propiedad de Baire.

Como se puede observar estos dos teoremas anteriores estan relativizados al grupo Booleano
[w]<¥, por lo que queda pendiente demostrar los mismos resultados generalizandolos a todo grupo
Abeliano G. Sin embargo, al buscar generalizarlos a todo grupo Abeliano la funcién H se vuelve més
compleja, ya que en el caso general H : Hom(G,T) x ZT — w y en el caso particular del grupo

Booleano H: Hom([w]<%,2) — w.

)

En [15] los autores demostraron que si p € w* es selectivo entonces (Uit ([w]™) , 7o57) e€s

un grupo topolégico p-compacto sin sucesiones convergentes no triviales. Generalizar este teorema
a todo grupo Abeliano sigue siendo una tarea pendiente. En esta tesis demostramos la siguiente
proposicion:

Proposicion Sea G un grupo Abeliano numerable, p € w* selectivo y ([fi] :i € w) C
ulty(G). Si {[fl] [g:1 € w} es un conjunto débilmente independiente con respecto a G entonces
existe ¢ € Hom(G, T) tal que |[¢ ([f;])|| > % para toda i € w.

Esta proposicién nos indica que si queremos demostrar la version general se tendra que demostrar
el caso cuando la sucesion ([f;] : ¢ € w) esté contenida en el generado de (G U F) con F un conjunto
finito de elementos en la ultrapotencia ult,(G). Adicionalmente, se puede utilizar como hipétesis que
la sucesion sea p-separada; ya que se busca demostrar que Ult,(G) es sin sucesiones convergentes
no triviales. Considero, desde mi punto de vista, que hace falta encontrar una relacion entre ser una
sucesion p-separada y tener alguna estructura algebraica en ult,(G). En el caso del grupo Booleano

[w]<¥ se tiene la ventaja de que también tienen una estructura de espacio vectorial, en particular
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fue el concepto de independencia lineal lo que les permitié a los autores en [15] poder iterar esta
propiedad en los distintos niveles de la ultrapotencia iterada ulty* ([w}<w). Ejemplo de esto es la
siguiente proposicion que se demuestra en [15] (Proposicion 3.12)

Proposicion: Sea p € w* un ultrafiltro. Entonces:

(1) p es Q-punto si y sdlo si para cualquier funcion finito a uno f: w — [w]<* existe U € p tal que
f Tu es linealmente independiente.
(2) Los siguientes enunciados son equivalentes:
(a) p es selectivo;
(b) para cualquier funcién f: w — [w]<* que no es constante en un elemento de p existe U € p
tal que f [y es linealmente independiente;
(c) Para cualquier conjunto p-independiente {f,: n € w} de funciones f,,: w — [w]<¥, existe
U € py una funcion g: w — w tal que f [\ g(n) €s uno a uno para toda n € w, f,,[U\ g(n)]N

fmlUN\g(m)] =@ sin#m,y

L] 20\ g(n)]

new

es linealmente independiente.

Por otra parte, cabe sefialar que esta Proposicion [2.4.3] est4 alineada a la busqueda de contestar

de forma negativa la siguiente pregunta:

Pregunta (5.7 en [15]): Asumiendo que p € w* es un ultrafiltro selectivo. ;La ultrapotencia

(Ut (Z) , 5577)

tiene sucesiones convergentes no triviales?
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En el articulo [I5] también se enuncian otras preguntas que siguen quedando abiertas, que
incluiremos aqui ya que estas son relevantes porque pueden marcar el curso de futuras investigaciones.

Pregunta (5.1 en [15]): {Existe en ZFC un grupo topologico Haussdorfl p-compacto sin suce-
siones convergentes no triviales?

En [15] los autores demostraron que existe en ZFC un grupo topologico Haussdorff numerable-
mente compacto sin sucesiones convergentes no triviales, lo que contesta la pregunta de E. K. van
Douwen. Asi, la Pregunta 5.1 del citado trabajo es una nueva version més fuerte de la pregunta de
E. K. van Douwen.

Pregunta (5.2 en [15]): ;La existencia de un ultrafiltro p € w* tal que la ultrapotencia

(1t (1) 7orr)

es sin sucesiones convergentes no triviales es equivalente a que exista un ultrafiltro selectivo?

Recordemos que en el articulo [15] se demuestra que si p € w* es un ultrafiltro selectivo entonces

la ultrapotencia (U e ([w]<w) ,TBO,W) es sin sucesiones convergentes no triviales, por lo que la
Pregunta 5.2 es una cuestion sobre el converso de la implicacion.

Pregunta (5.3 en [15]): ;Es consistente con ZFC que la ultrapotencia (Ults" ([w]<w) TBar)
contenga una sucesion convergente no trivial para todo ultrafiltro p € w*?

Pregunta (5.4 en [15]): ;Es consistente con ZF'C que exista un grupo topolédgico p-compacto sin
sucesiones convergentes no triviales de tamano < ¢?

La siguiente pregunta central de 1955 se debe a A. D. Wallace [32]:

Pregunta (5.5 en [15]): ;Todo semigrupo numerablemente compacto cancelativo por los dos

lados es un grupo?
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Es bien sabido que un contraejemplo se puede construir recursivamente dentro de cualquier
grupo topologico numerablemente compacto que no sea de torsiéon sin sucesiones convergentes no
triviales |24}, [29]. Por lo tanto:

Pregunta (5.6 en [15]): jExiste en ZFC un grupo topologico numerablemente compacto sin
sucesiones convergentes que no sea de torsion?

Cabe senalar que en el articulo [I5] se construy6 un grupo topoldgico numerablemente compacto
sin sucesiones convergentes que es Booleano, que en particular implica que el grupo es de torsion.
Por lo que los autores preguntan si es posible hallar un grupo que no sea de torsiéon con las propie-
dades mencionadas. El hecho de que no se sepa hasta este momento como modificar (en ZFC) tal
construccion para obtener un ejemplo que no sea de torsiéon parece algo sorprendente.

Para concluir, nos gustaria mencionar que los resultados presentados en el presente trabajo estan
motivados en poder continuar con el estudio iniciado en [I5] pero llevando dicho estudio hacia un

contexto méas general.
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