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Resumen

En este trabajo adaptamos el modelo algebraico propuesto en el articulo “ Pseudoscalar
mesons: Light front wave functions, GPDs, and PDFs” para el estudio de la estructura in-
terna del diquark-0[+u - El modelo nos permite definir la funcion de onda del frente de luz
(LFWF) en términos de A%(w) -una funcién propia del modelo- y la amplitud de distribucién
partonica (PDA), cuya estructura ya se encuentra en la literatura y sabemos tiene un com-
portamiento exponencial. Una vez que la LFWF estd en términos de la PDA se calcula la
distribucién de partones generalizada (GPD). La importancia de la funcién A?(w) radica en
que la manera en que la definimos nos permitira resolver ciertas integrales para llegar a una
expresion computable de la GPD. Posterior a tener la distribucién de partones generalizada,
tomamos el limite cuando ¢ = t = 0 para llegar a la funcion de distribucion parténica (PDF).
Por otro lado, al integrar la GPD de —1 a 1 en x obtendremos el factor de forma electromag-
nético (FF), a partir del cudl es posible extraer informacién del radio de carga del diquark.
Por ultimo, el modelo también nos permite llegar a una expresion para la densidad espec-
tral, que al normalizarla nos conduce al valor de la constante de decaimiento.

Palabras clave: Modelo algebrdico, funcion de distribucion parténica, amplitud de distribu-
cion parténica, diquarks.
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Resumen

In this paper we adapt the algebraic model proposed in the article “Pseudoscalar me-
sons: Light front wave functions, GPDs, and PDFs” for the study of the in ternary structure of
diquark-0+ [ud] . The model allows us to define the light front wave function (LFWF) in terms
of A?(w) -a model function- and the parton distribution amplitude (PDA), whose structure
is already found in the literature and is known to have an exponential behavior. Once the
LFWEF is in terms of the PDA, the generalized parton distribution (GPD) is calculated. The
importance of the function A?(w) is that the way we define it will allow us to solve certain
integrals to arrive at a computable expression of the GPD. After having the generalized pion
distribution, we take the limit when ¢ = ¢ = 0 to arrive at the parton distribution function
(PDF). On the other hand, by integrating the GPD from -1 to 1 in x we obtain the electromag-
netic form factor (FF), from which it is possible to extract information on the charge radius
of the diquark. Finally, the model also allows us to obtain an expression for spectral densities,
which, when normalized, leads to the value of the decay constant.

Keywords: Algebraic model, parton distribution function, parton distribution amplitude,
diquarks.
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Introducciéon

ALBERTO
““El cine de mi infancia siempre huele a
pis.”

SALVADOR
Y a jazmin.

ALBERTO

Y a brisa de verano.

Dolor y gloria,
Pedro Almodévar

La simetria ha sido un referente para el estudio de la naturaleza; podemos atribuirle
especificaciones simétricas a fendmenos fisicos, o se pueden derivar consecuencias de un
suceso fisico con base en sus propiedades simétricas. Un ejemplo de esto dltimo es la inva-
riancia, una caracteristica que poseen las ecuaciones fisicas, la cual nos dice que ante algiin
cambio concreto las ecuaciones siguen describiendo el mismo fenémeno fisico. Los prime-
ros casos del estudio de la invariancia en ecuaciones se remonta a mediados del siglo XIX,
cuando el matemadtico aleman Gustav Jacobi desarrollé un procedimiento para llegar a las
soluciones de las ecuaciones de momento usando la peculiar estrategia de aplicar transfor-
maciones a las variables que dejan las ecuaciones de Hamilton invariantes, obteniendo una
version mds sencilla de las ecuaciones, pero que describen lo mismo [1]. Este caso marcé
un precedente importante en el estudio de la fisica, ahora se planteaba su anélisis desde las
propiedades de sus transformaciones.

Las matemadticas de la teoria de grupos resultaron ser una herramienta fundamental en el
estudio de invariancia ante transformaciones. Los precursores en este campo fueron los
matematicos alemanes Hilbert, Weyl, Klein y la mateméatica Emmy Noether. Un ejemplo de
este estudio son las invariancias ante transformaciones del grupo de Lie, un tema central en
teoria cudntica de campos.
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Aplicar simetrias al mecanismo lagrangiano resulta bastante conveniente; en este caso se
observa que el lagrangiano es invariante ante transformaciones de un grupo de Lie en con-
creto, y al demandar su invariancia local aparecen campos de norma que permiten la inter-
accion entre las particulas. Garantizar la invariancia del lagrangiano -garantizar su simetria-
implica que las ecuaciones de movimiento derivadas a partir del lagrangiano no cambiaran
al cambiar el marco de referencia, es decir, la fisica serd igual.

Siguiendo esta tltima idea se tiene que el Lagrangiano que describe los campos libres de es-
pin % son invariantes ante transformaciones del grupo U(1), y al demandar invariancia local
aparece un nuevo término en el lagrangiano que resulta ser el responsable de la interaccién
entre campos de espin % y campos de espin 1, este término se le conoce como un campo
de norma y es justamente el campo electromagnético. Esta misma légica funciona para el
estudio de la invariancia en la fuerza débil y la fuerte, las cuales son invariantes ante trans-
formaciones del grupo SU(2) y SU(3), respectivamente, y cuentan con su propio campo de
norma que permite la interacciéon. Ademas, el teorema de Noether nos dice que existe una
conexion directa entre una simetria en el sistema y una cantidad conservada. En el caso de
la fuerza electromagnética la cantidad conservada es la carga eléctrica, en la fuerza débil es
la carga de isoespin y en la fuerza fuerte es la carga de color.

Ahora que ya hablamos de la relevancia que tienen las simetrias en la descripcién del uni-
verso y sus implicaciones, hablaremos brevemente de la “arena” en la que se dan estas in-
teracciones . Esta “arena” en fisica se compone por un espacio externo, el espacio tiempo,
y tres espacios internos, el espacio de carga, el espacio de isospin y el espacio de color. En la

1Esta breve explicacion de la “arena” fisica se tomé del libro Physics from Finance: A gentle introduction to
gauge theories, fundamental interactions and fiber bundles, [2], el cual se recomienda ampliamente revisar por

la belleza de su simpleza al describir las interacciones fundamentales.
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["Arena"en fisica ]
|
[ [ I |

Externo Interno Interno Interno

v

[ Espacio tiempo ] [Espacio de carga ] [Espacio de isospin] [Espacio de color ]

Garantizando la invariancia local ante transformac:.ones de los grupos.

RL3 UuQ) SU(2) SU((3)

A 4 \ 4 A\ 4

Interaccion .. . .y
[Interaccmn debil [Interaccwn fuerte]

electromagnética

Al haber una simetria, se tiene la s:l.gu:l.ente cantidad conservada

[Energl’a—Momento] @ @

Figura 1: “Arena” fisica en la que se dan las interacciones entre particulas [2].

figura 1 se representa visualmente esta idea.

La teorfa que describe las interacciones fuertes es conocida como la Cromodindmica Cuan-
tica (QCD por sus siglas en inglés), y la particula por la cual se dan estas interacciones es
el gluén. Esta teoria fue desarrollada a mediados de los 70 por David Politzer, Frank Wil-
czek y David Gross; es responsable, entre otras cosas, de la unién de tres quarks para formar
protones y neutrones [3]. Usualmente se estudia utilizando la teoria de perturbaciones, sin
embargo, la contante de acoplamiento en QCD crece distancias grandes (bajas energias),
asi que la aproximacidn perturbativa solo es vélida a distancias cortas (altas energias). No
obstante, en el esquema no perturbativo suceden fenémenos fisicos que requieren ser es-
tudiados; ejemplo de esto son el rompimiento dindmico de la simetria quiral y el confina-
miento de los quarks.

Una vez ya mencionada la teorfa que estudia las interacciones fuertes, hablaremos un po-
co de los diquarks, el tema central de este trabajo de tesis. Un diquark es un estado de dos
quarks agrupados dentro de un barién. Su introduccién se remonta a los fundamentos del
propio modelo de quarks. Tenia como propésito proporcionar una descripcién alternativa
de los bariones como estados ligados de un quark y un diquark. Durante los tltimos afios el
avance en la teoria y los resultados experimentales han mostrado que las correlaciones de
dos quarks (diquark) tienen un papel muy importante en el estudio de la fisica de hadrones
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[4], raz6n por la cual en este trabajo tomamos el modelo algebraico propuesto en [5] para
estudiar la estructura interna del diquark-OEru -

La tesis esté organizada de la siguiente manera:

En el capitulo 1 hablamos un poco de teoria de grupos, de los grupos y algebras de Lie y su
relacion en la descripcion de las fuerzas fundamentales. El paso siguiente a tratar, de ma-
nera ligada a teoria de grupos, es el estudio del modelo de quarks, el cual se aborda en el
capitulo 2, donde se habla un poco del modelo de quarks para mesones y para los diquarks,
tomando en cuenta su descripcién por color y sabor. En el capitulo 3 revisamos la teoria
de QCD pertubativa, abordando el labrangiano de QCD, sus interacciones, los principales
experimentos y sus funciones de distribucién que se pueden llegar a observar. Una vez que
analizamos la parte perturbativa, en el capitulo 4 revisamos un poco de las herramientas
que se utilizan para la descripcién no perturbativa, en este caso hablamos de las ecuacio-
nes de Schwinger-Dyson y las ecuaciones de Bethe-Salpeter. En la dltima parte se revisa el
trabajo realizado en este proyecto de tesis, siendo el capitulo 5 el referido a la parte de los
célculos analiticos y el capitulo 6 a los resultados numéricos.




Partel

Teoria de Grupos




Capitulo 1

Requerimientos Matematicos

STALKER
Permite que todo se vuelva realidad. Permiteles
creer. Y permiteles reirse de sus pasiones.
Porque lo que ellos llaman pasidén no es en
realidad, ninguna energia interior sino tan
solo la friccidén entre sus almas y el mundo
exterior. Pero, mé&s que nada, permiteles creer
en si mismos y se vuelvan indefensos como
nifios. Porque la debilidad es grande y la
fuerza no es nada...

El stalker se abre paso por la cornisa de un muro, aparentemente se trata
de una presa. Su monbélogo interno continfa.
STALKER

...Cuando un hombre nace, es débil y flexible,

cuando muere, es rigido e insensible. Cuando

un arbol crece, es tierno y ddcil, pero cuando

estd seco y rigido, muere. Rigidez y fortaleza

son compafieras de la muerte, la docilidad y

vulnerabilidad son la personificacién de la

vida.

Stalker,
Andréi Tarkovski

En la primer parte de esta tesis vamos a hablar de teoria de grupos, ya que la Teoria
Cudntica de Campos (QFT por sus siglas en ingles) se describe en este contexto. Como pri-
mera instancia vamos a introducir los conceptos matemaéticos requeridos para comprender
como se estructura la teorfa con la cual describimos las particulas, que, en este caso, nos
interesa estudiar los quarks.




1.1 Breve repaso de teoria de grupos

1.1. Breve repaso de teoria de grupos

En fisica nos interesa describir como se comporta cierto objeto bajo algtin conjunto par-
ticular de transformacion, ya que esas transformaciones nos proporcionan algin observa-
ble fisico. Por ejemplo, el operador del momento angular genera una rotacién, mientras que
el operador de momento lineal genera una traslacion.

Como ya mencionamos, estas transformaciones las denotamos como operadores, en parti-
cular, un operador lineal es un mapeo A: X — Y de un espacio normado (X, ||| x) a otro
(Y, Il y). Se llama lineal si

A(u+Av) = A(w) + LA(v) paratodo u,ve Xy e K=R6 C (1.1
donde, de acuerdo a la proposicién de Riesz, A: X — Y cumple con las siguientes afirma-
ciones, las cuales son equivalentes

i) Aescontinua
ii) Aesacotada
iii) Existe una constante ¢ = 0 tal que || A(u)|ly < cllullx paratodo u € X

El conjunto de todos los operadores lineales y acotados de X a Y forman un espacio vecto-
rial complejo (real)

L(X,Y):={A: X — Y| Aeslineal y acotado} (1.2)

El que tengamos un espacio vectorial implica que tenemos una norma
[All = Al = supllA(@)|ly <co , A€L(X,Y) (1.3)

ueX
llull x =1

si (X, [I-llx) y (Y, ]l:lly) son espacios normados sobre k, entonces, L(X, Y), | All) también es un
espacio normado sobre , ademas, si (Y, ||-||y) es completo, el espacio normado L(X,Y), || All)
también es completo.

Si X =Y tenemos el espacio vectorial L(X) completo con su respectiva norma

L(X) = L(X,X) := {A: X — X| Aeslineal y acotado} (1.4)

Entonces, para poder entender coémo se transforman ciertos objetos primero necesitamos
estudiar como tal las transformaciones. A este conjunto de transformaciones se les da el
nombre de grupo.

Grupo

Un grupo G, [6], es un conjunto de elementos con la operacion de multiplicacién que sa-
tisfacen los siguientes axiomas:




1. REQUERIMIENTOS MATEMATICOS

i) Cerradura.Si A, BeG = A-BeG
ii) Identidad. La matriz identidad Te€ G satisface 1- A= A-1= A paratodo AeG
iii) Inverso. Paratodo A€ G existe lainversa A~ e G tal que A-A1=A"1.4=1

ademss, si tenemos que Ay B son elementos de Gy tenemos que A-B = B- A, nuestro grupo
es abeliano, es decir, sus elementos conmuntan; por el contrario, cuando los elementos no
conmutan llamaremos a nuestro grupo no abeliano.

Existen varias formas de representar los elementos de un grupo, en concreto, en este trabajo
nos vamos a centrar en represencaciones matriciales, es decir, nos vamos a centrar en los
grupos matriciales (general linear groups), definidos en [7]

GL(n,k):={Ae Mat(n x n,k)| det A # 0} (1.5)

donde Mat(n x n,k) denota el conjunto de matrices n x n con coeficientes en k = R 6 C.
GL(n, k) satisface las propiedades antes mencionadas para ser un grupo. Debemos tomar
en cuenta que GL(n,k) no forma un espacio vectorial, solo es un grupo, concretamente, es
un subconjunto de L(X) , siento X un espacio vectorial sobre el campo k cuyos elementos
son matrices de n x n. Es un subconjunto porque se compone solamente de los operadoles
lineales invertibles de X.

En este tipo de grupo vamos a trabajar con matrices actuando sobre vectores, por lo tanto,

es necesario hacer una breve aclaracion sobre la terminologia de productos tensoriales. En
el Apéndice A realizamos un breve repaso de esta notacion.

El grupo visto como una transformacién

Como ya hemos hablado, los grupos GL(n, k) son un subconjunto del espacio vectorial
de operadores lineales L(X), pero este grupo matricial no forma un espacio vectorial. Sin
embargo, nos da una pista de que los elementos de GL(n,k) son operadores lineales cuyos
elementos son matrices invertibles. Estos operadores (matrices) del grupo GL(n, k) realizan
un mapeo tal que si A es un elemento de nuestro grupo matricial

A: X—-X

donde X es un espacio vectorial ya sea en R 6 C. Asi, al aplicar nuestro operador A a un
vector v € X tenemos

Av=wv
!/
ay a2 as V1 Uy
/
a1 Ay a3 V2 | =| U, (1.6)
!/
asy  dsz dss U3 Ug




1.1 Breve repaso de teoria de grupos

En la primera linea de la ecuacién (1.6) vemos la forma abstracta de la expresién; mientras
que la segunda nos muestra la misma expresién pero en notacién matricial. Esta transfor-
macion, la matriz, rota el vector v (que tiene 3 dimensiones) a una nueva posicién descrita
como v’

En concreto, esto es lo que hace cualquier elemento de nuestro grupo GL(n, k), realiza una
transformacion, en este caso una rotacién, a un campo (un vector) del espacio vectorial en
que estemos trabajando. En otras palabras, el grupo actua en espacios vectoriales.

1.1.1. Grupos de Lie

Existe una gran gama de formas para caracterizar un grupo en particular, anteriormente
ya vimos que una clasificacién es saber si son abelianos o no; otra terminologia es saber si
es infinito, cuya definicién es que el grupo debe tener un infinito ntimero de elementos.
Ahora vamos a revisar que implica que el grupo se pueda definir como un grupo de Lie.

Un grupo de Lie es un grupo G con la propiedad que G es una variedad diferenciable para la
cual el mapeo G x G — G es C*°—diferenciable [7]. En otras palabras, es un grupo cuyos ele-
mentos son funciones continuas y suaves de uno o més pardmetros que varian de manera
continua y suave.

Dado que el mapeo Det (Mat(n x n,k)) — k (parak = R 6 C) es continuo, entonces, GL(n, k)
es diferenciable de dimensién n? para el caso de R, n? porque trabajamos con matrices del
tipo n x n, esta dimensién en el plano real se expresa como R’ . Por otra parte, GL(n,C) es
diferenciable de dimensién n? en el plano de los complejos 6 de dimensién 272 en el plano
de los reales, siendo C"* = R2"* . Con esto podemos concluir que, dado que la multiplicacion
matricial es diferenciable en R"” y €", entonces, GL(n,k) con k =R 6 C son Grupos de Lie.

Ahora que sabemos que nuestro grupo matricial es un grupo de Lie, necesitamos caracte-
rizar aun mads los elementos matriciales con los que vamos a trabajar; para empezar, solo
vamos a trabajar con subgrupos de GL(n,k) cerrados. A continuacién vamos a definir los
principales subgrupos de GL(n,k) que también son grupos de Lie y tienen relevancia en
nuestro trabajo.

Grupo ortogonal O(n)

El que sea ortogonal implica que los elementos (matrices) del grupo matricial son reales
ylatranspuesta de la matriz es igual a su inversa, A” = A~!. Debemos recordar que la magni-
tud de un vector no cambia bajo transformaciones ortogonales [8], como lo es una rotacion.

On):={ AeGL(n,R) | ATA=1 } (1.7)
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Grupo ortogonal especial SO(n)

El grupo ortogonal especial es un subgrupo de O(n), ya que, nuevamente, se compone
de las matrices que cumplen la condicién de ortogonalidad, AT = A~!, pero ademas tienen
otra caracteristica, el determinante de cada matriz en el grupo es ligual a la unidad.

SO(n):={ Ae€O(n) | det(AH)=1 } (1.8)

Grupo unitario U(n)

Los grupos unitarios son andlogos a los grupos ortogonales pero con nimeros comple-
jos. En concreto, un grupo matricial es unitario si para cada elemento A contenido en el
grupo, tenemos A~! = A", donde A" indica la transpuesta conjugada de la matriz A, tam-
bién expresada como A* en dlgebra lineal.

U(n)::{ AeGL(n,C) | ATA=1 } 1.9)

Grupo unitario especial SU(n)

Al igual que el grupo SO(n)!, el grupo unitario especial es un subgrupo de U(n) cuyos
elementos matriciales cumplen con la caracteristica A~! = A", pero ademas, el que sea es-
pecial implica que cada uno de sus elementos debe tener determinante 1.

SUn):={ AeUm) | det(d)=1 } (1.10)

Ahora vamos a ver ejemplos concretos de estos subgrupos de GL(n, k) que tienen relevancia
en la fisica, recordando que todos son grupos de Lie.

1.1.1.1. Principales subgrupos de GL(n,R)

Empezaremos revisando los subgrupos SO(2) y SO(3), los cuales representan rotaciones
en 2y 3 dimensiones, respectivamente. La caracteristica de estos grupos es que sus matrices
de rotacién se componen de elementos reales.

IDebemos tener cuidado con la interpretacién de n en O(n), SO(n), U(n) y SU(n), pues n indica la dimen-
sién espacial de las rotaciones, mas no es la dimensién del grupo, ésta esta dada por la dimensién del dlgebra
de Lie, la cual la veremos mds adelante. Sin embargo, es necesario aclarar que n no es la dimensién de nuestro
grupo ni contiene restricién alguna respecto al espacio vectorial en que se puede aplicar. Por ejemplo SO(3) se

puede aplicar en 1 dimensién al igual que en 2 o 3, solamente cambiard su representacion matricial.

10



1.1 Breve repaso de teoria de grupos

Para obtener la representacion mas comuin
de este grupo necesitamos tomar en cuenta
nuestro sistema de refencia original y el siste-
ma de referencia rotado, como se muestra en
la figura 1.1,

Figura 1.1: Marco de referencia rotado en 2D.

en este caso tenemos en verde nuestro sistema coordenado original { A} con sus vectores ba-
sels yja. Sieste sistema lo rotamos un dngulo 6 en el sentido contrario a las manecillas del
reloj obtenemos el sistema coordenado {B} ahora con sus vectores base 15 y jp. Para saber
como roto {B} respecto a {A} necesitamos ver como giran los vectores unitarios del sistema
{B} respecto a {A}, es decir, necesitamos encontrar ig ng. Sabemos que para obtener la pro-
yecion del vector unitario iz con respecto a 14 se utiliza el producto punto, pero, como solo
estamos en 2 dimensiones podemos usar simplemente trigonometria y encontramos que

A A N . cos@

i, =1p +1p =cosf +sinf = | .

B = BT By sin®

A A N . —sinf
=ijp. +jp, = —sinf + cosO =

JB J X J y COSH

que podemos agrupar en una matriz, de tal manera que

cosf —sinf

RS: [1/}; jg] “|sin® cos@

(1.11)

esta matriz nos dice como roto nuestro sistema coordenado {B} con respecto de {A}, tam-
bién se le conoce como una matriz de rotacion.

Para este caso tendremos que obtener la ma-
triz de rotacién en 3 dimensiones. Nueva-
mente, en la imagen 1.2 tenemos el sistema
coordenado original {A} y el sistema rotado
{B}

Figura 1.2: Marco de referencia rotado en 3D.

ahora, para obtener la matriz de rotacién genérica que nos indique como se encuentra el
sistema coordenado {B} con respecto a {A} necesitamos proyectar los vectores unitarios de
{B} en {A} mediante el producto punto, tomando 8,; como el dngulo entre los vectores d 'y

11
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-

b, es decir
A_T2A A 1A
Rp=lif j5 kgl
ig-ia jp-ia  kp-ia cosfi,i, cosBj,;, cosli,;,
=|ig-ja JB'ja kp-ja|=|cosb;,j, cosOj,j, cosO,j, (1.12)
ip-ka jp-ka kp-ka cosOiyk, coslj,r, cosblii,

Esta matriz de rotacién en 3D nos indica c6mo rota un sistema con respecto a otro, pero
cualquier rotacién compuesta la podemos descomponer en rotaciones con respecto a cada
uno de los ejes. Esto lo podemos hacer dejando fijo un eje y rotando su plano perpendicular.
Asi, las matrices de rotacion para los ejes x, y y z son

[cosf —sinf O]

R;(@)=|sin@ cosf 0 (1.13a)
0 0 1
[ cosO 0 sinf]
Ry (0) = 0 1 0 (1.13b)
| —sinf 0 cosf|
[1 0 0
Rx(@) =10 cosf -—sinf (1.13¢)

|0 sinf cos6 |

Ahora bien, si dejamos pasar el tiempo es muy probable que ocurran varias rotaciones en
el sistema coordenado original; cuando esto pasa podemos describir el sistema coordena-
do rotado usando los dngulos de Euler ¢, 0 y ¥ 6 los dngulos de Tait-Brian. Estos angulos
nos premiten describir el sistema cuando ocurren 3 rotaciones, en particular, usando los
angulos de Euler se tienen 6 posibles combinaciones al rotar los ejes:

(1.14)

donde renombramos las matrices para tener una notacién simplificada, en el caso de X te-
nemos Rx(0) = Xy.

Para ejemplificar estas rotaciones tomaremos el caso particular ZXZ con un sistema coor-
denado original {0} y un sistema rotado {3}.

<0

Alafigura 1.3 se le aplican las siguientes ro-
taciones

1. Serota por el eje Zy con el d&ngulo ¢

2. Serota porel eje X; ' con el 4ngulo 6

Figura 1.3: Rotacién parael caso Zy Xg Zyy . 3. Se rota por el eje Z3 con el dngulo .

1X; eslaimagen de Xo después de la primera rotacion.

12
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Con esto, la matriz de rotacién del sistema {3} respecto al sistema coordenado {0}

Ry = Zo () X1(0) Zs () = Z(¢) X O) Z ()

cos¢p —sing 0) (1 0 0 cosy —siny 0
=|sing cos¢p 0f|0 cosf —sinf||siny cosy O
0 0 1)\0 sinf cos@ 0 0 1
chcy —cOspsy  —chpsy —cOspey  sdpsO
=|cysd+cpcOsy  chpcOcy —spsy  —cpsO (1.15)
sOsy cyso co

1.1.1.2. Principales subgrupos de GL(n,C)

Ahora veremos los principales subgrupos de GL(n,C) formados por elementos comple-
jos que operan sobre un vectores complejos generando una transformacién sobre el vector
preservando su magnitud. En general, son rotaciones en el plano complejo.

Es el grupo del circulo, se compone de todos los niimeros complejos de valor absoluto 1.
Describe rotaciones en un plano de 2 dimensiones. Una manera de representar U(1) es

U =e'? (1.16)

en mecdanica cudntica se le asocia a la fase de la amplitud de probabilidad.

Es asociado arotaciones en 3 dimensiones y se representa por matrices de 2x 2 con com-
ponentes complejos que pueden operar en componentes vectoriales en un espacio vectorial
complejo. Si tenemos que a y b son complejos, podemos representar este grupo como

a b
-b* a*

aRe+ia1m bRe+ib1m
—bre+ibrm  agre—iamm

M= , aa*+bb* =1 (1.17)

donde * representa el complejo conjugado. Ahora, si redefinimos ag, = ag, by = a1, bre =
a2y ary, = a3 como en [8], tenemos

—iag+as a;—iay

M=i . .
at+1ia —1lap— Qs

(1.18)

Este grupo es muy importante para la descripcién de la fuerza debil. También se le asocia a
la propiedad del espin del electr6n en mecdnica cuantica.

13
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Este grupo esta formado por matrices 3 x3 que tienen componentes complejos y pueden
operar en vectores de tres componentes en un espacio vectorial complejo. Pueden existir
varias representaciones de este grupo con que se cumpla que si A es un elemento de SU(3)
entonces

ATA=1 ;  Det(a)=1 (1.19)

Existen varias representaciones de SU(3), algunas més complicadas que otras, pero la re-
presentacion que resulta de utilidad en teoria cudntica de campos (QFT por sus siglas en
ingles) es la matriz de Gell-Mann [8]

. a . .
—l+a3+78§ al—laza g —ias
L7}

Al@)=i| artiaz —i-as+_z asg—iaz la;| < 1 (1.20)
. . . 2ag
s+l g+ 1 -1 — —=
4 5 6 7 V3

donde ¢; es un conjunto de 8 variables independientes muy pequeiias.

1.1.2. Algebras de Lie

Hasta este punto hemos dicho que un grupo de Lie es un conjunto de elementos que
cumplen con los axiomas de cerradura, identidad y la existencia del elemento inverso. Sin
embargo, un grupo de Lie al mismo tiempo es una variedad diferenciable. Una variedad
n-dimensional implica que todos los vecinos de un punto de la variedad se ven como un
espacio n-dimensional; por ejemplo, el grupo SO(3) es una variedad diferenciable de 3 di-
mensiones.

Gracias a esta nueva implicacién sabemos que podemos pensar los grupos de Lie de ma-
nera matricial o de manera geométrica. Cuando la variedad es el ciculo de los ntimeros
complejos, la linea tangente a la identidad sera el nuevo espacio coordenado plano, que
es justamente el dlgebra de Lie. Ahora, si hacemos un mapeo exponencial del dlgebra de
Lie generamos cada punto de la variedad, es decir, del grupo de Lie. Para ejemplificarlo de
manera visual tenemos la la figura 1.4 donde la esfera representa el grupo de Lie SO(3) y el
plano tangente a esta variedad es el dlgebra de Lie so(3). Esta dlgebra es un espacio vecto-
rial que se origina en el punto de la variedad donde se encuentra la identidad, en este caso
representada por un punto negro en el centro del espacio plano. A partir de aqui los vecto-
res tangentes de so(3) se mapean con la exponencial y generan todos los puntos del grupo
SO(3).

14



1.1 Breve repaso de teoria de grupos

Figura 1.4: Variedad diferenciable de SO(3) con su espacio plano tangente a la identidad [9]

El espacio tangente a la variedad se genera con un conjunto de vectores base llamados ge-
neradores y la cantidad de estos vectores necesarios para crear el espacio depende de cada
variedad. En el ejemplo de la figura 1.4 solo se consideran 2 generadores para que nos sea
mas facil de visualizar, aunque en realidad el dlgebra de Lie so(3) tiene 3 generadores, lo que
nos daria un espacio plano de 3 dimensiones tangente a la variedad SO(3) en el punto de la
identidad. Podemos intuir que estos generadores se obtienen a partir de una derivada, en
concreto

_,04,0))

1.21
0, (1.21)

Xj=
0;=0

donde x; son los generadores, A; son las matrices de rotacion, el subindice j representa
la cantidad de parametros independientesy 6; son los pardmetros independientes de cada
grupo. El (—i) es un factor que se le agrega en la convencio6n fisica debido a que en mecé-
nica cudntica normalmente se trabaja con operadores hermitianos para que al momento
de operar nos den eigenvalores reales; en la convencién matemaética se omite este factor.
Dos propiedades muy importantes de los generadores es que son matrices con traza ceroy
hermitianas!
Tr(x j) =0

(1.22)
Ty _ T _ ...
(xj) —x]. =X

Con los vectores base del élgebra, x;, podremos generar el espacio vectorial plano de j di-
mensiones tangente a la variedad, y si queremos regresar este espacio curvo basta con hacer
un mapeo esponencial de los generadores, tal que

Aj(0)) = ei%i (1.23)

1En notacién matematica, sin el factor (i), los generadores son antisimétricos y no tienen traza, asi mismo,

en el mapeo exponencial no aparece el factor imaginario, simplemente es A;(0;) = i,
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Al estar en la variedad los axiomas que definen a un grupo nos indican c6mo se compor-
tardn los elementos que lo conforman, pero al pasar al espacio tangente el bracket de Lie
ocupard esta funcién. El bracket de Lie se denota como [x1, x2] donde x1,x2 € g 1 y satisface

i) Cerradura.Si x;,x,€g = [x1,X2]€g
ii) Bilinealidad. [ax; + bxy, x3] = a[x1, x3] + b[x2, x3]
ii) Alternabilidad. [x;,x;]=0
iii) Identidad de Jacobi. [x1, [x2, x3]] + [X2, [x3, x1]] + [x3, [x1, X2]] =0

Estas propiedades del bracket de Lie vienen de las propiedades de multiplicacién en el gru-
po de Lie, asi que ahora podemos centrarnos a trabajar en su totalidad en el dlgebra de Lie,
ya que resulta mas facil trabajar en un espacio plano que en un espacio curvo. Para el ca-
so particular de grupos de Lie matriciales el bracket de Lie es simplemente el conmutador
entre los generadores

[x1,X2] = X1 X2 — X2 X3 , X2,X2 € g (1.24)

El bracket de Lie también pertenece a g y nos arroja una combinacién lineal de los genera-
dores bases, es decir

(i, xj) = i) f5xk (1.25)
k

donde los coeficientes fl’; de la combinacién lineal son los coeficientes de estructura del 4l-
gebra de Lie. A continuacién mostraremos algunas élgebras de Lie relevantes, aunque no se
profundizard en los detalles. Para un mayor entendimiento de este tema se pueden revisar
los libros [8] y [6] asi como la serie de videos [10] que resultan muy ilustrativos.

1.1.2.1. Algebras de Lie relevantes

Para encontrar las 3 matrices generadoras de so(3) aplicamos la ecuacion (1.21) a las

IDe aqui en adelante este tipo de caligrafia en mintdscula nos hara referencia a que se tiene un dlgebra de

Lie.
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matrices de rotacion (1.13)

[cosd —sinf 0] [0 1 0]
0RO 9
xp = —i azg() = ~iz |sind  cosf 0 =il-1 0 0 (1.26a)
=0 | 0 0 1l,., Lo o o
[ cosf 0 sinf] 0 0 -1]
OR 0
xZ:—i$ =iz 0 1 0 -ilo 0o o0 (1.26b)
Vo ly=o v | —sinf0 0 cos0] =0 1 0 O |
10 0 0 0 0]
OR )
)@z—i# =~z |0 cos0 —sinf =ilo 0 1 (1.26¢)
¢ lp=0 ¢ |0 sinf cos@ | 0 -1 0]

notamos que efectivamente las matrices que generan el espacio tangente son hermiticas y
su traza es cero. Y por otro lado, la relacién de conmutacion para los generadores es

[xi, Xj] = —€jjrXk (1.27)

donde ¢; . es el simbolo de Levi-Civita. Al aplicar el mapeo exponencial de (1.23) a los ge-
neradores x; con i = 1,2,3 regresamos a las matrices de rotacién Rz(8), Ry (v) y Rx(¢) de
SO@3).

El 4lgebra su(2) tiene tres matrices generadoras, que son precisamente las matrices de
Pauli, definidas como:

0 1 0 —i 1 0
01=[1 0] ; 02=[l. Ol] ;03=[ ] (1.28)

en esta ocasion los generadores los nombramos o; debido a que las matrices de Pauli nor-
malmente se etiquetan de esta manera, y por lo ya mencionado, sabemos que surgen de
calcular la derivada de las matrices de rotaciéon de SU(2). Al conmutar estas matrices o;
obtenemos la siguiente relacién de conmutacién

[Ul',O'j] = izeijkak (1.29)

donde el factor 2¢; j es nuestra constante de estructura. Debemos tomar en cuenta que los
generadores y las constantes de estructura pueden cambiar dependiendo de la parametri-
zacion del grupo de Lie que elijamos, sin embargo, el espacio vectorial del dlgebra de Lie
para un grupo de Lie en especifico es el mismo para cualquier parametrizacion.
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Los generadores del dlgebra su(3) son justamente las ocho matrices de Gell-Mann A;
definidas de la siguiente manera

(0 1 0 0 —i O] [1 0 O] 0 0 1
AM=(1 0 0| ,A=|i 0o o ,A3=[0o -1 ol ,A=|0 0 o
0 0 O 0 0 O] |0 0 O 1 00
i ) (1.30)
0 0 —i 0 0 0] 00 O 1 1 0 O
As=[1 0 o ,A%=]0 0o 1| ,A,=|0o 0o —i| Ag=—10 1 0O
i 0 0 0 1 0} | 0 0 V3 0 0 -2
que al conmutarlas se forma la siguiente relacion
[AiyAjl = i2fijk Ak (1.31)

donde el factor f; ;i es antisimétrico y toma ciertos valores especificos dados en la tabla 1.1

ik 123 147 156 246 257 345 367 458 678 Otros
V3 V3
2 2 0

1 1 1
fipe 1 2 3 73

D=
N~

1
2

Tabla 1.1: Valores que fijk toma al conmutar las matrices A en s11(3) [8]

Nos damos cuenta en (1.31) que la constante de estructura es 2 f; jx, en otros textos renom-
bran los generadores como %)Li y ese cambio hace que sus generadores simplemente sean
fijk- Otro punto importante que podemos notar es que al tener ocho matrices generadoras
el dlgebra de Lie su(3) es de ocho dimensional.

1.1.3. ;Como se aplica a QFT?

Hasta ahora hemos hablado de los grupos y dlgebras de Lie ;pero como se aplica todo
esto en teoria cudntica de campos?.

Sabemos que la materia esta formada por un conjunto de particulas elementales que inter-
actuan entre si a través de cuatro fuerzas fundamentales: electromagnética, debil, fuerte y
gravitacional. Para comprender mejor esta teoria tomamos en cuenta que el espacio donde
yacen y se dan las interacciones se le conoce como el espacio-tiempo, pero podemos to-
mar en consideracién que localmente existen tres espacios internos (de carga, de isospiny

18
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de color) con los que podemos representar las particulas. En cada uno de estos espacios in-
ternos se presentan simetrias ante ciertas transformaciones del grupo de Lie. En concreto,
su lagrangiano es invariante ante transformaciones locales de norma, que es otra manera
de decir que el lagrangiano no cambia si opera sobre el un grupo de Lie en especifico.

Para que se cumpla la invariancia necesitamos introducir nuevos campos, llamados cam-
pos de norma, que resultan ser justamente los campos que permiten la interacciéon. Ade-
mas, al tener una simetria, sabemos que una cantidad se conserva. El espacio interno de
carga resulta ser simétrico ante transformaciones del grupo U(1) y la cantidad consevada
es la carga eléctrica. Al pasar al espacio de isospin tenemos que presenta invariancia ante el
grupo de Lie SU(2)y su cantidad conservada es la carga de isospin. Por otro lado, el espacio
interno de color resulta simétrico cuando opera sobre el el grupo SU(3), teniendo la carga
de color como la cantidad que se conserva. Finalmente, el espacio-tiempo, que resulta ser
el espacio externo, presenta simetria traslacional y su cantidad conservada es lo que llama-
mos energia-momento.

Los campos de fermiones los vamos a denotar por la letra griega W y difieren unos con otros
por el isospin, la quiralidad y color. El isospin es un vector de dos entradas dado como

1 0
0 1

para representar el neutrino del electron y

para el quark down; de igual manera tendriamos el vector

para el quark up y [

(1) para el electrén, esto es porque en el espacio

de isospin tratan ciertas particulas como si fueran simplemente dos estados de una misma

particula [2]. La quiralidad se denota como R 6 L, es decir, quiralidad a la izquierda o a la

derecha por sus iniciales en ingles. Por tltimo, usando iniciales en ingles para tener concor-
r

dancia con otros textos, el vector que nos describe el color es . Asi, por ejemplo, para
b

describir un quark up verde con quiralidad a la izquierda tendremos

0
1
\yﬁg:wu [0] 1 (1.32)
w10 S

donde v, es la solucion general a la ecuacién de Dirac para el quark up y los subindices W
v S se refieren a que esos vectores son los que se ven modificados ante interacciones debiles
y fuertes respectivamente, [8]. Cabe mencionar que v, es la parte del campo que nos da
informacién del espacio-tiempo y contiene vectores columna en 4D'. Otro ejemplo de un
campo de fermiones es el del electrén con quiralidad a la izquierda, donde vy, ahora es la

INormalmente no se menciona, pero 1, también nos brinda informacién del espacio interno de la carga
por medio de la funcién exponencial imaginaria, este espacio interno es de una dimensién. Geométricamente

todo nimero complejo de longitud uno yace en un circulo de radio uno en el plano de los complejos [2].
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solucién general para el campo de electrones
0
Wﬁzu@[l] (1.33)
w

notemos que no tiene la parte de color debido a que el electrén no interactua fuertemente.
Asi que, en esencia, un campo de fermiones es un producto tensorial de vectores de 1D, 2D,
3Dy4D

‘Pfermion =¥ espacio ® b 4 espacio ® ‘Pespacio ® ‘Pespacio- (1.34)
de carga de isospin de color tiempo

La relacién SU(3) x SU(2) x U(1) del modelo estantar simbolizan la accién de estos tres gru-
pos actuando en estos campos. El grupo U(1) actuando en (1.34) solo afectara la parte re-
ferente al espacio de carga, SU(2) solo actuard en sobre el vector del espacio de isospin,
mientras que SU(3) tinicamente tendrd ingerencia en la parte de color, ignorando el resto!.
Como ya mencionamos, estos grupos de simetria nos llevan a la conservacién de la carga
eléctrica, debil y de color. Asi mismo, las simetrias de transformacién locales nos llevan a
los términos de interacién en el lagrangiano.

Cada vector recibe un nombre de acuerdo al nimero de componentes que tiene, en la tabla
1.2 mostramos la manera habitual de nombrarlos, gracias a la cual podemos decir que el
campo (1.33) es doblete en el campo de isospin y singlete en el campo de color.

No. de componentes = Nombre

1 singlete
2 doblete
3 triplete
n multiplete

Tabla 1.2: Nombres de los vectores de acuerdo al niimero de componentes

Una ultima observacién que debemos hacer es que en QFT los campos también son opera-
dores [8], debido a que las componentes del multiplete del campo crean y destruyen estados
de multiparticulas.

11,a parte del campo referente al espacio tiempo puede ser afectado bajo transformaciones del grupo de

Pointcaré P(1,3) [11].
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1.1.3.1. Grupos de Lie operando sobre campos cudnticos

En una teoria cuantica de campos tendremos dos tipos de operadores: los que al apli-
carlos al multiplete nos arrojan eigenvalores observables, y los que genereran un nuevo ei-
genestado, es decir, los operadores de escalera. En secciones anterionres aprendimos que
los campos cudnticos se componen de multipletes que podemos rotar usando los grupos
de Lie, pero resulta convenieniente usar las dlgebras de Lie formadas por generadores pa-
ra trabajar sobre un espacio no curvo. Llevando esta linea de andlisis, podemos concluir
que las matrices generadoras son las que van a operar sobre nuestros campos. En concre-
to, los generadores que son matrices diagonales son los que al operar sobre el multiplete y
va a arrojar un eigenvalor, mientras que la combinacién del resto de generadores no diago-
nales actuardn como operadores de escalera. El subgrupo de matrices diagonales forman
por si mismos un dlgebra de Lie llamado subdlgebra de Cartdn y su importancia es que los
eigenvalores que arroja son observables y en este caso van a ser justamente las cargas con-
servadas en cada espacio y nos da una manera de identificar cada particula.

En el espacio de isospin solo se tendré un solo eigenvalor debido a que vimos en (1.28) que
su(2) solo tiene una matriz generadora diagonal, sin embargo, para el caso de su(3) notamos
en (1.30) que se tienen 2 matrices diagonales y por lo tanto 2 eigenvalores que describirdan
la carga de color. Las matrices diagonales se multiplican por el factor g”é(s’ para respetar la
convension que normalmente se usa, donde gy (s) representa la constante de acoplamiento
de cada fuerza. Ejemplificando esta transformacion del dlgebra de Cartan de su(3) en el
campo que presentamos en (1.32) tendremos que la transformacién opera sobre el triplete

de color

g g 1 0 0 1 0 g 1 0
S S S
?/13\P£zg:7 0 -1 0|y, [0] 1 :_?Wu [O] 1
0 0 O wlo S wlo s
(1.35)
g g 1 0 O 1 0 g 1 0
S L S S
—/lg\I’ug:— 01 0 u/u[ 1 :—wu[ ] 1

asi, tenemos que los eigenvalores para identificar cualquier campo de quarks verde serdan

(— g ﬁ). Latabla 1.3 presenta los eigenvalores resultantes de la transformacién para cada

2 2V3
base del espacio de color.
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Quark Transformacién Carga de color

. 1
wo Bl (b
L : S
0
8 1 _1
2has |1 (~3:7)
L : S
0
Azul %/13,8 (1) (0,—\%)
L S

Tabla 1.3: Transformacién al espacio de color y su carga conservada. Suele ignorarse el factor gs.

El espacio de isospin se transformard de la misma manera, solo que ahora (gW )03 forma el
subdlgebra de Cartan de su(2) y serd la que actue sobre nuestros campos. La tabla 1.4 mues-
tra los resultados de esta transformacion para la primera generacién de quarks recordando
que R implica quiralidad derecha y L quiralidad izquierda.

Quark Transformacion Carga de isospin

Lup & os (1) +3
1w

L down %"03 (1) —%

Rup —03 [1] 0

R down —03 [1] 0

Tabla 1.4: Transformacion al espacio de isospin y su carga conservada. Suele ignorarse el factor gyy .

En el caso del quark up y down con quiralidad izquierda la matriz generadora tiene dimen-
siones de 2 x 2 porque opera sobre un vector en 2D. Sin embargo, al operar sobre un singlete,
que el caso donde los quarks tienen quiralidad derecha, la matriz generadora opera en su
representacion de 1D, que justamente es [0]. Un punto importante a mencionar es que las
antiparticulas tienen la misma carga pero con signo contrario a sus particulas correspon-
dientes.

Como mencionamos al inicid, contamos con dos tipos de operadores: los que reescalan
nuestro eigenvector, y los que lo cambian. Hasta ahora hemos hablado del primer tipo, el
cudl nos ayuda a clasificar nuestras particulas, no obstante, el segundo también resulta de
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gran importancia por su caracteristica de convertir una particula en otra. Todas las matri-
ces generadoras no diagonales (y sus combinaciones) del dlgebra de Lie son las que nos
van a permitir este tipo de transformaciones. Para mostrar este efecto de manera ilustrativa
tomaremos el ejemplo dado en [8] usando A; y A, del dlgebra de Lie su(3)

PR 0 0 1 0]f[o0 1

S i |1 =[0 0 ofj1f =0 (1.36a)
(0] [0 0 0] [0]g [O]g

LA 1 0 0 0][1 0

-5 iy of ={1 0o o] o] =1 (1.36b)
0]y 10 0 0]10]¢ [Ofy

en (1.36a) notamos que la suma de estos generadores transforma un quark verde en un
quark rojo, actia como un operador de “subida”, pero al aplicar la resta de estos mismos
generadores al quark rojo, llegamos a que nos regresa el campo de quarks verde, es decir,
actua como un operador de “bajada”.

En este primer capitulo podemos palpar la trascendencia que presenta la teoria de grupos
en el estudio de una teoria cudntica de campos. A continuaciéon veremos un ejemplo en el
que estas simetrias nos pueden ayudar a clasificar los mesones y diquarks de acuerdo a sus
nameros cuanticos, en el llamado modelo de quarks.
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Capitulo 2

Composicion de particulas

INTELIGENCIA ARTIFICIAL
Debidé ser aterrador.

PEG
Si, lo fue. En Bedford, las cosas fueron
dificiles. Tengo 71 afios y todavia me duele.
Porque mis huesos y drganos se desarrollaban,
asi que ese dolor estd en lo profundo. Esté
recubierto por tejido, calcita y masculo.
Para quitarlo, tendrian que deshacerme por
completo.

Solos-Episodio 3:Peg,
Sam Taylor

2.1. Hadrones: Agrupaciones de quarks

A finales de 1940 comenzaron a registrarse en los rayos c6smicos todo un “zoolégico” de
cientos de nuevas particulas, razén por la cual se volvié necesario buscar esquemas de cla-
sificacién que explicaran su comportamiento. Es aqui cuando surge el modelo de quarks,
un esquema desarrollado por Gell-Mann en el que propone que estas nuevas particuas, ha-
drones, estdn compuestas por constituyentes més elementales que denominé quarks. En
este modelo Gell-Mann clasificaba los hadrones en dos tipos: mesones, formados por un
quark y un antiquark; y leptones, formados por tres quarks. A pesar del escepticismo inicial
de varios fisicos, el modelo provoé su veracidad al predecir una nueva particula que llamaron
Q. Esta particula se descubri6 experimentalmente en 1964 dando prestigio al modelo y el
premio nobel a Gell-Mann en 1969 por su contribucién en el estudio de la clasificacion e
interacién de particulas elementales. En este trabajo no vamos a centrarnos en cémo lle-
g6 Gell-Mann al modelo, sino que, de manera reducida, vamos a estudiar c6mo funciona en
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2.1 Hadrones: Agrupaciones de quarks

la clasificacién de los mesones pseudoescalares utilizando lo aprendido de teoria de grupos.

Hasta ahora hemos mencionado que los grupos de Lie son transformaciones que nos mues-
tran simetrias existentes en el universo. Hemos mencionado la relacién directa que tienen
con las interacciones fundamentales; hemos dicho que al operar sobre los campos pueden
cambiar el campo 6 arrojar eigenvalores que nos permitan clasificar los campos cudnticos
de cada particula. Siguiendo esa linea, en esta seccién vamos a ver que al operar el dlgebra
de Cartan sobre campos cuanticos de sabor, que son los mismos que hemos llamado ante-
riormente campos de isospin, obtenemos los eigenvalores que nos ayudaran a clasificar las
particulas compuestas. Para esto es necesario recordar la definicién de matrices irreduci-
bles.

Una matriz reducible es aquella que mediante una transformacién de bases se puede trans-
formar en una matriz diagonal por bloques; mientras que una matriz irreducible es aquella
que no puede ser transformada a la forma diagonal por bloques. Por ejemplo, en la ecuacién
(2.1) la matriz M es reducible mediante una transformacién de bases a la matriz M, la cual
ya es irreducible

Ci1 Ci2 (13 , ay  ap;
M= ]cn c2 cC3 - M =|ay apx 2.1)
€31 €32 (33 b1y

donde la matriz M , que es de dimensién 5, se puede expresar como una suma directa de
dos matrices,una2x2ylaotralx1

, ap A
M = |ax; a» =A9B donde A=
b1y

ay a2

,B=1|b 2.2
P [b11] 2.2)

alas matrices Ay B se les conoce como submatrices. Sila matriz M actua sobre un vector de
3 dimensiones, las submatrices operan de manera independiente; la matriz A opera sobre
las primeras dos componentes y la matriz B sobre la tiltima componente del vector

) apn  ap U1 an ap [
Mv=|ay apx v | = & [b11] [vs] (2.3)
b azy az| |V2
11 U3

esto nos dice que el vector v, que originalmente sabiamos que era un vector de un espacio
de 5D, realmente se compone de dos subespacios, uno de 2D y el otro de 1 dimensioén, a es-
tos dos subespacios se les conoce como espacions invariantes. Con este ejemplo podemos
observar la importancia de trabajar con matrices irreducibles, nos muestran una simetria
del sistema que con otra representacién no podriamos saber. En concreto, cuando tenemos
una matriz diagonal actuando sobre un vector, lo que realmente pasard es que cada subma-
triz, que son representaciones de grupo en diferentes dimensiones, actuard independiente-
mente en diferentes componentes del vector en subespacios diferentes.
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2. COMPOSICION DE PARTICULAS

2.1.1. Producto2®?2

Ahora que sabemos c6mo opera una matriz irreducible sobre un vector, recordamos que
el objetivo es describir la composicién de quarks. Para esto necesitamos evocar los nimeros
cuénticos de los quarks ligeros, llamados asi porque tienen masas “parecidas” y menores
que el resto de los quarks. En la tabla 2.1 mostramos los estos niimeros cudnticos para el
quark up (u), down(d) y strange(s), donde la hipercarga se describe como

y=5_pig 2.4)
Quark Espin | N. Barionico | Carga | Isoespin | Isoespin | Extrafieza | Hipercarga
j B Q total 1) | enz(I3) S Y
u 1/2 1/3 2/3 1/2 1/2 0 1/3
d 1/2 1/3 -1/3 1/2 -1/2 0 1/3
s 1/2 1/3 -1/3 0 0 -1 -2/3

Tabla 2.1: Ntiimeros cuénticos de los quarks ligeros

Los campos de color! se describen en términos de los niimeros cudnticos o en forma vec-
torial, la interpretacién de cada representacion no la vamos a tratar en este trabajo, sin em-
bargo se puede revisar en [8]. A continuacién mostramos dichas representaciénes

11

u=ILII)=\|-,-)=
1115 =13,5)

1
0

11
. d=ILE)=|5,-2)=
|1, I3) |2 2)

0
1] (2.5)

El producto tensorial dado por la composicién de dos particulas formadas por los quarks u
y d y sus antiparticulas, usando la representacién vectorial de sus campos de color, se puede
expresar Como

_ - 1 0 1 0
(A1u+A2d)®(Blu+Bgd): A, +A2[1 )®(Bl o| + B2 T])
111 1] [0 0] [1 o] [o
—A]B] 0] 0 +AlBg 0] T +AgBl [1] 0 +Ang [1] [T]
=Ciuu+GC ME + Cgﬁd + C4d3 (2.6)

1Recordamos que ya habifamos mencionado como se definen los vectores u y d en el primer capitulo, los
mencionamos como vectores que formaban el espacio de isospin, pero para no caer en confusiones con el

numero cudntico de isospin vamos a mencionarlos ahora como vectores de color que conforman el espacio de

0
color. Notemos que para 3D se agrega el quark s de tres entradas con un 1 en la tercer componente, s = [0] .
1
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2.1 Hadrones: Agrupaciones de quarks

donde A; » y By ,» son los coeficientes de cada combinacién lineal, relacionan la nueva base
vectorial con la anterior. La ecuacidén (2.6) forma la base vectorial en 4D para el estado com-
binado. También podemos representar las cuatro bases vectoriales como componentes en
un vector en 4D que habita en un espacio de 4D, llaméandole multiplete de cuatro entradas.
Por comodidad aplicamos una transformacién especifica a nuestro multiplete para trabajar
en un espacio con bases diferentes, recordando que esta transformacién no afecta la fisica
del sistema

0 0 -1 0 |[uu —ud

0 1 0 0 ||ud ud 0
1 _ 1 =S| = | L - g9 .
i 0 0 5lldd] | L(um+dd)

Ahora, para poder aplicar el dlgebra de Lie su(2) a esta composicién de quarks y antiquarks,
expresada como por el multiplete (2.7), ocupamos la teoria de la representacién matricial
del producto directo y la suma directa. Existen muchas posibilidades de combinatorias en
diferentes espacios con matrices de diferentes dimensiones que nos van a arrojar la suma
de subespacios independientes y en diferentes dimensiones. Estas relaciones se construyen
usando las tablas de Young, que aqui no discutiremos pero se puede encontrar informacién
en [12], [13]. En concreto, para la combinacién quark-antiquark, mostrada en (2.7), vamos a
tener que sobre ella actuard la siguiente descomposicién matricial, siendo X el simbolo que
usaremos para representar el producto directo de matrices y ® el simbolo para el producto
tensorial entre vectores

2X2=3@1 (2.8)

La ecuacién (2.8) nos dice que al operar los grupos SU(2) X SU(2) en lugar de tener una ma-
triz resultante de 4D, tendremos la suma de submatrices irreducibles, una de 3D y la otra
de 1D. Al aplicar (2.8) sobre (2.7) podemos concluir que el multiplete de estados realmen-
te se compone de dos subespacios invariantes de diferentes dimensiones, un triplete y un
singlete

A i ]
(2x2) | 1 (- dd)| =3 | | ad |+ | & (uii+dd)| (2.9)
g(uﬁ+dﬁ) J (w7 dd)

con esta ultima expresién notamos que podemos clasificar nuestro multiplete (2.7) de dos
maneras. La primera es usando el RHS de la ecuacién (2.9) y aplicando el subélgebra de Car-
tan sobre el triplete y el singlete. En este caso vamos a aplicar el subalgebra de Cartan su(3)
sobre ambos; usando A3 y Ag de (1.30) como su representacién en 3D actuando sobre el tri-
plete y su representacioén en 1D sobre el singlete, donde los generadores 13,8 en 1D son la
matriz [0]. En la tabla 2.2 se muestran los eigenvalores resultados de una transformacién en
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2. COMPOSICION DE PARTICULAS

su(3), estos eigenvalores nos dan una manera de nombrar cada una de las componentes del
multiplete, sin embargo, no es la clasificacién que normalmente se observa en la literatura.

Transformacién Eigenvalores
nad) | (b2
13, (Td) (o, —%)

o n-ad) | (4%)
Mg,y (\/LZ (uﬁ + dﬁ)) 0,0)

Tabla 2.2: Transformacion su(3) sobre el multiplete resultado de la composicién de dos parti-

culas formadas por los quarks u y d y sus antiparticulas.

La otra manera de clasificar (2.7) es usando el LHS de la ecuacién (2.9), es decir, operando
su(2) sobre el multiplete. Al hacer esta transformacién podremos observar que los gene-
radores de su(2) rotan las primeras tres componentes del multiplete, pero al actuar sobre
la tiltima componente el eigenvalor da cero, es decir, el tltimo estado no se rota. Con esto
comprobamos que los primeros tres estados forman un subespacio independiente de 3 di-
mensiones y el dltimo estado vive en un subespacio de 1D. Notemos que la visualizacién de
estos dos subespacios no resulta evidente en la representacion del multiplete dada en (2.6),
aqui yace la importancia del cambio de base hecha en (2.7). La tabla 2.3 registra los eigen-
valores arrojados para el triplete, obviando que todos nimeros cudnticos que caracterizan
al singlete son cero.

IsoespinT. | Isoespin | Carga | Hipercarga
Estado Particula |
I enz (I3) | Q Y=k
—ud nt 1 1 +1 0
ud - 1 -1 -1 0
L (wa - da) 0 1 0 0 0

Tabla 2.3: Transformacion su(2) sobre el multiplete resultado de la composicién de dos parti-

culas formadas por los quarks u y d y sus antiparticulas.

notamos que a cada estado se le atribuye una particula distinta, en concreto, las particulas
que surgen de esta composiciéon son los piones con Q = {+1,—1,0}. Estos eigenvalores son
los que comunmente se presentan para clasificar el multiplete (2.7). Diagramdticamente se
representan en la figura 2.1
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2.1 Hadrones: Agrupaciones de quarks

L =
—(uu-dd)
d u V2
.—--m—. i
. ; ® ~1/2 1/2 =
—1/2 1/2 I3 13 I3
— -1/3 - 1 J— —
u d E(uzﬁdd)

Figura 2.1: Multiplete dado por la composicién de dos particulas formadas por los quarks u y d y sus

antiparticulas.

2.1.2. Producto3®3

Como ya vimos, los hadrones son estados compuestos que agrupan quarks de diferen-
tes sabores!. Dependiendo de la combinacién de quarks se clasificaran en diferentes tipos
de hadrones. En la seccién anterior vimos que la composicién de dos particulas formadas
por los quarks u y d y sus antiparticulas nos arroja la clasificacién para los piones. Ahora
agregaremos el quark strange(s) para asi llegar a una clasificacién completa de los meso-
nes, ya que lo que buscamos es lograr agrupar las particulas con caracteristicas similares.
Las representaciones de los quarks que formaran la composicién son tripletes de color

1 0 0
u= 1|01, d=111, s=10 (2.10)
0 0 1

La composicién de dos particulas formadas por los quarks u, d y sy sus antiparticulas nos
generard nueve estados que podemos agrupar en un multiplete. La transformacién que va
a operar sobre este multiplete viene dada por el producto directo de matrices del grupo
SU(3), que, haciendo uso nuevamente de las tablas de Young, se iguala a la suma directa de
matrices las cuales actuan en diferentes dimensiones

3X3=8a1 (2.11)

Esto nos dice que los primeros nueve estados del multiplete forman un octete que vive en

11,05 sabores se refieren a los diferentes tipos de quarks descritos en el modelo estandar: up, down, charm,

strange, top y bottom.
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2. COMPOSICION DE PARTICULAS

un subespacio invariante de 8D y el estado restante representa un singlete de 1D

ud _
us ufl
ds us
A jj
— u
3X3) ig = 5u(8) su @u(1)[%(uﬂ+dﬁ+23§)] 2.12)
L (yu-da sd

L \(/Létg:udﬁ - 2)55 % (uﬁ __dd)

\/Ig o _ % uﬂ+dd—2$s)

kﬁ(uu+dd+233)_ 6

Nuevamente, como en el caso anterior, tenemos dos maneras de clasificar estos mesones,
la primera es tomando el RHS de la ecuacién (2.12) y accionando sobre los dos vectores el
subélgebra de Cartdn de su(8), un método mdas complicado y que para visualizarlo reque-
ririamos de 7 dimensiones. Es por eso que volvemos a clasificar los estados usando el LHS
de la ecuaci6n (2.12), donde operamos las matrices 133 de su(3) en sus representaciones
3D y 1D sobre el multiplete. La tabla 2.4 muestra los ntimeros cuédnticos del multiplete; el
isoespin en la tercera componente es el eigenvalor después de operar %/13, mientras que la
hipercarga es el eigenvalor del operador \/%/18.

Estado Particula Isoespin | Hipercarga
enz (I3) Y
ua 7T+ 1 0
us K+ 1/2 )
ds KO _1/2 !
du . . .
su K~ ~1/2 1
sd K 1/2 _1
¥ (vii-dd) 7’ 0 0
L(wa+dd-255) | 0 .
Sfemsaren)| v | 0 |

Tabla 2.4: Transformacion su(3) sobre el multiplete resultado de la composicion de dos parti-

culas formadas por los quarks u, d y s y sus antiparticulas.
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2.1 Hadrones: Agrupaciones de quarks

En general, estos mesones se pueden visualizar en la figura 2.2, donde podemos observar
el octete, nombrado por Gell-Mann y Yuval Ne'eman como el eightfold way, un término
inspirado en el eightfold path del Budismo [8].

dT " u 23Q8
X -1/2 12 =

-1/2 1/273 f [3
2/3]S B

Figura 2.2: Multiplete dado por la composicién de dos particulas formadas por los quarks u, d y sy sus

antiparticulas.

Esta clasificacion toma en cuenta los niimeros cudnticos I3, Y y S, sin embargo, existe otro
ndmero cudntico que genera cuatro subcategorias, el espin. Por ejemplo, a los mesones de
la tabla 2.4 se les conoce como mesones pseudoescalares. En la tabla 2.5 presentamos los
términos dados a cada tipo de mesones de acuerdo al valor de su espin.

Clasificacion Espin Paridad J¢P
Pseudoescalares 0 Negativa 0%~
Escalares 0 Positiva 0"
Vectoriales 1 Negativa 17~
Axial-vector 1 Positiva 177"

Tabla 2.5: Clasificacion de las particulas tomando en cuenta el espin y la paridad.

Finalmente, podemos concluir que el modelo de quarks se basa en construcciones dadas
por la teoria de grupos y nos permite generar una clasificacién confiable de las particulas.
Debemos mencionar que en este trabajo solo tomamos en cuanta la composicién de parti-
culas formadas por un quark y un antiquark. Los bariones y otras composiciones de quarks
pesados quedan fuera de los alcances de este trabajo; para més informacién se puede con-
sultar [8], [13] y [14].
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2. COMPOSICION DE PARTICULAS

2.2. ;Qué pasa con el color?

En la ecuacién (1.34) habiamos mencionado que un campo de fermiones se compone
del producto tensorial de los vectores que describen la particula en cada uno de los subes-
pacios y en el espacio-tiempo. En el caso de la composicion de particulas se sigue la misma
analogia, necesitamos describir cada mes6n como

¥ Mesones =¥ espacio ® b 4 espacio ® ‘Pespacio ® ‘Pespacio- (2.13)
de espin de sabor de color tiempo

recordando que para evitar confusiones renombramos el espacio de isospin como el espa-
cio de color. La parte referente al spin y el sabor se estudia con el modelo de quarks y el
resto se estudia dentro de la teoria de la Cromodindmica Cuéntica (QCD por sus siglas en
inglés), y, aunque formalmente aun no hemos llegado a ese punto, considero prudente re-
visar la parte de color con antelacion ya que su base sigue siendo la teoria de grupos. En la
seccion 1.1.3.1 vimos que en el subespacio de color tenemos como base los vectores 1, by g,
ecuacion (2.14), y también vimos que bajo transformaciones del grupo SU(3) el subespacio
permanece invariante. Ahora veremos que sucede cuando se tiene una composiciéon de dos
particulas dadas por una combinacién lineal de la base del espacio de color, arrojando un
multiplete de nueve estados.

1 0 0
r= H = 1|, b= H (2.14)
0 0 1

En este caso el grupo que operara sobre este multiplete serd nuevamente 3X3 = 8@ 1, que,
al operar sobre el nonete lo dividird en dos subespacios invariantes, un octete y un simplete
[14], como se observa en la ecuacion (2.15). Debemos mencionar que los quarks libres no se
pueden observar en la naturaleza porque llevan color. Necesitan combinarse con otro quark
de manera que la composicién ya no tenga color para que puedan ser observados. En este
caso los estados que forman el octete tienen color y el singlete no tiene color.

g , _
rb rg
g7 ;l;
b r
3X3) fﬁ — s5u(8) 8b au) | L (r7+gg+bb)| @215
B e :
T 507 48)
& (r7+ gg - 2bD) V2
V6 L 7+ gg - 20D)
L (r7+ gg+ bb) L V6
L V3 ]

Al nonete resultante se le pueden dar dos interpretaciones; la primera es que las particulas
que originaron este nonete fueron dos quarks compuestos de la combinacién lineal de los
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2.3 El diquark

tres colores. Esto nos diria que el tinico estado posible es el singlete, ya que es el tinico sin
color. La otra interpretacion es que las particulas que formaron el multiplete son dos gluo-
nes. El concepto de gluén no lo hemos abordado pero son las particulas mediadoras en la
interaccion fuerte; llevan carga de color, y, por lo tanto, pueden interactuar entre si. En este
caso, el octete constituye los ocho gluones posibles en el espacio de color y el singlete de-
beria ser un gluén observable, pero no es asi, los gluones son particulas no observables con
una interaccién de corto alcance.

Podemos concluir que tenemos dos particulas interactuantes en el espacio de color: los
gluones y los quarks. Teniendo 8 estados para el gluén y un tnico estado posible para los
quarks; esto nos dice que todos los mesones tendran el mismo estado de color

1 (_ — _
W espacio = 7 (rr+ bb+gg) . (2.16)

de color

Si quisieramos graficar el diagrama de los ntimeros cudnticos de cada estado tendriamos

que aplicar el subdlgebra de Cartan su(3) sobre cada multiplete. En este caso los eigenvalo-
L

\/g/lg\y), donde el simplete cumple que sus niimeros cudnti-

resvan a ser (IZC = %Ag\l’, YC =
COS Son cero.

2.3. Eldiquark

Hasta este punto hemos hablado de dos tipos de composiciones de quarks: mesones y
bariones; ahora hablaremos de los diquarks, el tema central de este trabajo. Los diquarks
fueron introducidos al vocablo de fisica de particulas desde 1964 por el propio Gell-Mann
[15], definidos como una particula hipotética formada de dos quarks. La relevancia de su
estudio reside en la existencia de modelos que sugieren que los diquarks juegan un papel
importante en la produccién de bariones, que, como ya vimos, son particulas formadas de
tres quarks. Los primeros modelos basados en diquarks, donde postulan que los bariones
estan formados por la combinacién quark-diquark, se dieron en 1966 y 1967 de manera se-
parada por Ida y Kobayashi [16] y en el trabajo de Lichtenberg y Tassie [17]. El objetivo de
utilizar este tipo de modelos en el estudio de bariones en lugar del modelo de tres quarks es
para tener estados ligados de dos estados en lugar de tres y facilitar su estudio.

Para estudiar al diquark se deben tener en cuenta todos los subespacios en que deberia
habitar y tratarlos de manera individual, siempre y cuando al final tomemos en cuenta que
el campo de los diquarks estard dado por el producto tensorial de los campos en todos los
subespacios

‘PDiquurk =¥ espacio ® b 4 espacio ® ‘Pespacio ® ‘Pespacio- . (2.17)
de espin de sabor de color tiempo

Empezaremos con la parte de color. La composicién de dos particulas descritas por la com-
binacién lineal de los vectores r, b y g genera un multiplete de nueve estados [18]. Sobre
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2. COMPOSICION DE PARTICULAS

este nonete operard una transformacién dada por el producto directo de matrices del grupo
SU(3) que se puede expresar como la suma directa de dos matrices en distintas dimensiones

3X3=63 (2.18)

que al actuar sobre el multiplete nos dice que que los primeros seis estados forman un sex-
tete y los dltimos tres un tiplete, es decir, el nonete se compone de dos espacios invariantes

rr
I;Z 1%( rb—br)
Sextete = % (rb+br) | antitriplete = —\lf( ) (2.19)
%(bg+gb) vle r_rg)
7 (gr+rg))

Una vez que aplicamos el subdlgebra de Cartdn su(3) sobre el nonete obtenemos el diagra-
ma de la figura 2.3, el cudl clasifica cada estado de acuerdo a sus nimeros cudnticos (Y <, I<)

(r+r) %
\[ 2

v\ /- A

Figura 2.3: Multiplete color del diquark

en este diagrama nos damos cuenta, explicitamente, de la naturaleza simétrica del sextete
y antisimétrica del triplete. Por otra parte, debemos considerar que si queremos utilizar los
diquarks para el estudio de bariones solamente necesitamos la parte antisimétrica, es decir,
el antitriplete, de manera que al combinarlo con otra particula dada por la combinacioén li-
neal de los vectores de color, se obtenga un singlete de color, recordando que 3X3=8@e1l.
Con esto concluimos que el campo de color del diquark para el estudio de bariones es total-
mente antisimétrico.

Ahora que conocemos la parte de color pasamos a la de sabor, tomando en cuenta la com-
posicién de dos particulas formadas de la combinacién lineal de los quarks u, d y s. Esta
composicién sigue la misma representacion que el caso de color, 3X3 = 6 ®3, resultando en
un nonete que se descompone en dos espacios invariantes, el sextete y el antitriplete
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2.3 El diquark

uu
1
@(ud+du) L (ud— du)
—(us+su) o ‘/li
Sextete = | V2 dd , antitriplete = E(MS —su) | . (2.20)
1
1 — (ds—sd)
E(ds+sd) V2
ss

Al operar el subdlgebra de Cartdn su(3) sobre el multiplete obtenemos los eigenvalores para
clasificar cada diquark, %/13 para el isoespin en la tercera componente (I3) y \/%/18 para la
hipercarga (Y). La tabla 2.6 presenta los nimeros cudnticos referentes a cada estado

Estado Isoespin | Isoespin | Hipercarga | Carga | N. Baridnico

I enz (I3) Y Q B

uu 1 1 < 3 £

\/Lz (ud +du) 1 0 z 1 2
Guesw | 3 13 1 4 [ 8 [
dd 1 -1 < -2 Z

5 (ds+sd) 2 -3 -3 -3 5
sS 0 0 —% _% %

% (ud - du) 0 0 Z -1 !
\/LE (us—su) 3 3 -3 £ !
5 (ds—sd) 2 -3 -3 -3 3

Tabla 2.6: Nuimeros cudnticos del multiplete formado de la combinacién quark-quark [17].

Nuevamente podemos encapsulamos todas las propiedades del multiplete en un solo dia-
grama (a este tipo de diagramas se les suele conocer como root diagram [19]). La figura 2.4
muestra cada estado del multiplete de diquarks, donde seguimos observando el comporta-
miento simétrico y antisimétrico ante el cambio de cualquier quark [20].
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Y
dd uu Y
Y Y oy 2/3
d u d u
K 1/3 Q 1/3
® = —1/2 1/2 @ 71? .%
-1/2 1/273 ~1/2 1/273 o 1T :73
—2/3[S —2/3[S ’ !
-3
%(dsfsd)
V2

Figura 2.4: Multiplete de sabor del diquark

Con esto ya tenemos la parte referente a los campos de color, sin embargo, se deben tomar
en cuenta el espin. Hasta ahorita solo hemos usado teoria de grupos para clasificar estas
particulas hipotéticas, sin embargo, podrian desempefiar una gran relevancia en el estudio
de la estructura de los hadrones usando modelos quark-diquarks
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Estructura interna de las particulas
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Capitulo 3

Describiendo los quarks

perturbativamente

EXT. CANCHA DE FUTBOL CERCANA AL CENTRO DE OBSERVACION DE MENORES
DELINCUENTES.

El baldén sale de la cancha y Antoine va por el. Aprovecha el

descuido de los guardias para huir. Un guardia va tras &l pero le

pierde el rastro. Corre hasta llegar al mar. Empieza a sonar Gémnérique

Et Car De Police de Jean Constantin. Antoine avanza primero a la

carrera, luego muy despacio, hacia la orilla del mar, con sus pequeflas
ondulaciones. S6lo se detiene cuando la espuma empieza a lamerle la suela
de los zapatos. Voltea y mira directamente camara. Su rostro muestra
atisbos de soledad y desesperanza, de una infancia rota.

Los 400 golpes,
Francois Truffaut

La cromodindmica cuéntica (QCD por sus siglas en inglés) es la teoria que estudia la di-
namica del subespacio de color, tomando en cuenta que las particulas que en él habitan son
aquellas con carga de color, es decir, los quarks. La interaccién que ocurre en este subespa-
cio se le conoce como “fuerza fuerte” y tiene un papel muy importante en la construccién
de los bloques que constituyen la materia. Sabemos que existen cuatro fuerzas fundamen-
tales en el universo: electromagnética, fuerte, debil y gravitacional, donde el estudio de las
tres primeras forma lo que conocemos como el Modelo Estandar (SM por sus siglas en in-
glés). Cada interaccién del SM habita en un subespacio diferente y se diferencian entre si
por su constante de acoplamiento, la cudl nos dice cudl es el alcance de cada una. En el caso
de QCD la constante de acoplamiento es grande a bajas energias y decrece a altas energias,
esto nos da dos comportamientos importantes que presentan los quarks, a bajas energias
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3.1 Interacién Fuerte

estan fuertemente ligados (confinamiento), y a altas energias parecen libres (libertad asin-
tética). Esto nos dice que a altas energias podemos trabajar con una teoria pertubativa, sin
embargo, necesitaremos una teoria no perturbativa para el estudio de QCD a bajas energias,
que es el régimen donde se tienen quarks ligados.

3.1. Interacion Fuerte

Para construir el lagrangiano de la teoria partimos de suponer un modelo libre de inter-
acciones donde los quarks, al ser fermiones, se rigen por la ecuacién de Dirac cuyo lagran-
giano tiene la forma

Vrr
L) = iVdWr— mpVr¥y,  donde  Wi(x) = u/j: 3.1)
Vb
el subindice f se utiliza para etiquetar el sabor de los quarks. En este mismo modelo sabe-
mos que los gluones tienen espin 1 y se rigen por la ecuacién de Proca cuyo lagrangiano
libre se expresa como

1
z()G:—ZGfVG,-W, donde  GI"(x)=0"Cl'(x)-0"C}(x) con i=1,2---,8. (3.2)

En este lagrangiano el término Cf representa los gluones y Gé’ ¥ el tensor de gluones. Si su-
mamos (3.1) y (3.2) y le aplicamos una transformacién local del grupo SU(3) nos resultard
que el lagrangiano libre no es invariante. Debido a esto se introduce una nueva definicién
para la derivada, llamada derivada covariante, que el caso de QCD se define en términos de
los generadores del dlgebra de Lie su(3)

Dﬂ:aﬂn%;tjc;‘ (3.3)

donde gg es la constante de acoplamiento y A; son las matrices de Gell-Mann. Esta expre-
sion es sumamente importante debido a que va a garantizar la simetria local del lagrangiano
de QCD bajo transformaciones del grupo SU(3) e introduce el campo fuerte de interaccion.
Este campo es el que permite que los quarks y gluones interactuen y se le conoce como un
campo de norma. Al sustituir la derivada covariante en (3.1) y (3.2) podemos encontrar el
lagrangiano completo de QCD con los términos libres y los términos de interaccion, recor-
dando que el glu6n puede interactuar con si mismo debido a que tiene carga de color

Locp =L+ L8+ £ + £

- N 1
«gQCD ZZ\Pf@\Pf - n’lf‘{’f‘yf— 4_1 G?VGI' wv

=

£ fvo"'
8S ¢ 1
—?‘I’faiﬂi‘l’f-*'gsﬁjkciycjv@“(?% - Zgﬁfijkﬁlmcyclzclpcmv (3.4)
D%JT)G ~ gz(r
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3. DESCRIBIENDO LOS QUARKS PERTURBATIVAMENTE

y ciertamente es simétrico bajo transformaciones locales del grupo SU(3)

Wr(x) = Wi(x) = e B Mony (1) (3.5a)

V() = V) = Up(ne 2 Anomt (3.5b)
1

Clx) — c™x) =Clx) - g—a“wi(x) — fijrw;(x)C} (%) (3.5¢)
S

donde w; es un pardmetro pequeiio arbitrario.

3.1.1. Resultados de la teoria

Al querer obtener resultados observables en una teoria cudntica de campos nos topa-
mos con la dificultad de resolver ecuaciones diferenciales no lineales acopladas que involu-
cran a los campos interactuantes. Debido a esta dificultad, de momento es imposible obte-
ner resultados analiticos exactos que funcionen como predicciones de la teoria, por lo cual
se recurre a la teoria de perturbaciones para llegar a una aproximacion del resultado. La
expansion se desarrolla en torno a la constante de acoplamiento, donde al primer término
se le conoce como leading order (LO), al segundo next to leading order (NLO) y al tercero
next to next to leading order (NNLO). La expansién normalmente se trunca en los primeros
términos debido a que la constante de acoplamiento suele ser pequerfia, sin embargo, en el
caso de las interacciones fuertes la constante crece con la distancia, dejando de ser pausible
el truncamiento de la serie. No obstante, a distancias cortas la constante es lo sificientemen-
te pequefnia como para analizar QCD usando teoria de perturbaciones.

A pesar de que la teoria de perturbaciones tiene el potencial de aproximar resultados para
una QFT, sigue siendo un proceso bastante tedioso de desarrollar. Es aqui cuando un grupo
de fisicos, entre ellos Feynman, idean un método mds sencillo para llegar a los mismos re-
sultados. A finales de 1940 Richard Feynman nota que existen ciertos patrones en los resul-
tados obtenidos perturbativamente, de los cuales parte para integrar un conjunto de reglas,
hoy conocidas como reglas de Feynman, que se asocian a cierto diagrama en concreto, dia-
gramas de Feynman, y con los cuales se obtienen los mismos resultados de la expansién
perturbativa.

Los resultados que obtenemos en una QFT, y que se pueden ligar con los experimentos, son
las amplitudes de transicion. Estas amplitudes nos decriben la transicién que existe entre
un conjunto de particulas iniciales, interactuantes, y las particulas finales después de la in-
teraccion. La importancia de esta cantidad radica en que el cuadrado de su valor absoludo
nos da la probabilidad de que la interaccién en cuestién realmente ocurra. Asi que las reglas
de Feynman nos presentan un camino maés eficiente de encontrar la amplitud de transicién,
donde todo el proceso se reduce a dos puntos clave: las interacciones y los propagadores.
Las interacciones son aquellas en las que un conjunto de particulas se cruzan en un punto e
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3.1 Interacién Fuerte

interactuan, es decir, un vértice; mientras que el propagador es aquel que lleva una particu-
la de una interacci6n a otra, graficamente se representa por una linea. El nimero de vértices
y propagadores dependera de la QFT en que estemos trabajando.

3.1.1.1. Reglas de Feynman para QCD

Para el caso de QCD tenemos las siguientes reglas de Feynman, donde las primeras dos
reglas abarcan los propagadores y los vértices, que, como ya mencionamos, son la base del
esquema. En este caso los indices i, j, k, ... se asocian a los ocho campos de gluény a, b, c, ...
representan el color.

1. Para cada vértice formado por una combinacién especifica de particulas, se agraga el
siguiente factor

) A
Quarks - Gluén — BT (7)‘”’

v

kp

3 - Gluones — © 185 fimnlgvi (ks — k2)g+
k3 gnT(kZ —ki)y+ gav(kl —k3)7]

igslfitm/fing(8av8uo — 8uv8ao)
+finmfi1q(8va8uo — 8ur8vo)
+filnfimq(g/lygva — 8vu8io)l

4 - Gluones —

#,

2. A cadatipo de linea interna se le asocia un propadagor que contribuye con un factor

61 AL (q) = —”;—2’ (g™

Gluén — g A pv v
—TTT e +HE-DLE ]
Quark — . P— o iSo(p) = 5abﬁ

3. Para cada linea externa se etiquetard el estado base de la particula correspondiente
de acuerdo a su momento py k, y considerando el espin para los quarks y la polari-
zacion para los gluones, ambos representados con la letra r, tomando en cuenta que
los estados permitidos para los gluones solo son los transversos.

Quark entrante — P D Uar(p)




3. DESCRIBIENDO LOS QUARKS PERTURBATIVAMENTE

Quark saliente — ./v/ © o Uar(p)
Antiquark entrante — /A/. o Var(P)

Antiquark saliente — ./A/ © Var(p)
Glué6n entrante — /((ﬁv. o €irp(k)
Glu6n saliente — .,r(((v S AL

4. Se exige la conservacion del 4-momento en cada vértice, es decir, el mismo que entra
es el mismo que sale.

5. Para cada 4-momento interno g se agraga una factor como se muestra a continuacién
y se integra sobre todos los 4-momentos internos

1

@t (5.6

se agrega este factor por cada loop cerrado.

Elresto de las reglas son bastante semejantes al caso de la electrodindmica cudntica, en este
trabajo se omiten, pero pueden consultarse en los libros [18], [8] y [21]. Cabe mencionar que
tanto en el desarrollo del lagrangiano de QCD como en las reglas de Feynman no se tomé en
cuenta el gluén-fantasma, una particula inexistente que surge como un truco matematico
desarrollado por Faddeevy Popov que ayuda al andlisis de la teoria y nos permite encontrar
los propagadores del quark, del gluon y del glu6n fantasma. Al lagrangiano que contempla
este andlisis se le conoce como el lagrangiano de Faddeev-Popov.

3.2. Experimentos de particulas

Hasta ahora sabemos que una teoria cudntica de campos nos proporciona una relaciéon
matemadtica que nos ayuda a describir la interaccién entre dos particulas subatémicas a
altas velocidades. A esta expresion la llamamos amplitud de transicién y nos describe la re-
lacién entre un conjunto de particulas iniciales interactuantes y las particulas resultantes,
siendo las reglas de Feynman el camino mds fécil de encontrar dicha amplitud. Por otro
lado, el cuadrado del valor absoluto de la amplitud nos da la probabilidad de que esa in-
teraccion realmente ocurra. Con esta probabilidad de interaccién podemos calcular la sec-
cién transversal de dispersién (o), que es la probabilidad de que un solo haz de particulas
choque contra una Unica particula, que llamaremos “objetivo”, confinadas en un drea de
tamafio unitario que es perpendicular a la velocidad relativa entre las dos particulas. Sin
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3.2 Experimentos de particulas

embargo, resulta conveniente pensar la dispersiéon en términos de la seccion transversal
diferencial (Z—g), definida como la probabilidad de detectar una particula dispersada por
unidad de algulo sélido, siendo o la probabilidad total de dispersién [22]. Tanto 0 como
do/dQ solo dependen de la energia inicial y del tipo de particulas que se dispersan (inter-
accionan), lo cual nos dice que siempre seran las mismas sin importar el experimento, vy,
por lo tanto, nos proporcionan una buena manera de medir la fuerza de interaccién. Ahora,

debido a que o se puede calcular como la integral de la seccién transversal diferencial sobre

la superficie de una esfera, experimentalmente solo necesitamos encontrar (g—g).

Con esta recapitulacién podemos concluir que el punto donde la teoria y el experimento se
interceptan es en el cdlculo y medicién de la secciéon transversal de dispersion. En particular,
para el estudio del protén se suele pensar en un haz de electrones como las particulas que
van a interactuar electromagnéticamente con el protén y logrardn sacarle una “fotografia”
cuya nitidez dependeréd de la energia inicial del haz de electrones. Existen cuatro regimenes
de energia que puede tener un haz de electrones (E,-) y se describen en la tabla 3.1, don-
de vemos que a cada nivel se le asocia la frecuencia (vy) y longitud de onda (1) del foton
virtual emitido que interactta con el protén. También notamos que dependiendo de la re-
lacion entre A, y el radio del proton (1)) se logran observar diferentes estructuras dentro del
hadron. Por ejemplo, cuando E.- es muy grande la A, es mucho mas chica que r, y el haz de
electrones logra dispersar no solo los quarks, sino todo el mar de quarks dentro del protén.
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El protdn se
E. Uy Ay Tp
ve como...

una particula
Muy chica Muy chica | Muy grande | Ay >,

puntual.

un objeto cargado.

Chica Chica Grande Ay = Tp | Sirve para medir el

tamafio del proton.

tres subestucturas,

Grande Grande Chica Ay <1p | los quarks de valen-

cia del protén.

un conjunto de gluones,

Muy grande | Muy grande | Muy chica | A, <1, | quarks de valenciay el

mar de quarks.

Tabla 3.1: Regimenes de energia que puede tener un haz de electrones en una dispersion electr6n-

protén.

Dependiendo del régimen de energia en que se encuentra el haz de electrones vamos a te-
ner dos tipos de dispersion: eldstica 6 ineldstica. La dispersion eldstica es aquella en que
antes y después de la dispersion se tienen las mismas particulas con las mismas masas, solo
ocurre un intercambio de energia cinética sin que las particulas cambien su identidad. La
figura 3.1 y la ecuacion (3.7) ilustran este tipo de dispersion.

e (p1) ieyH e (p3)
q

e +p—e +p. (3.7
p(p2) —ieKH p(pa)

Figura 3.1: Dispersion eldstica e -prot6n.

Por otro lado, la dispersién ineléstica es aquella en que las particulas interactuantes no son
las mismas antes y después de la dispersion; en el estado final se tienen diferentes particulas
con diferentes masas. Estos casos suceden cuando el haz de electrones tiene la suficiente
energia para romper el protén y crear nuevas particulas X, este proceso lo observamos en
la figura 3.2 y la ecuacion (3.8).
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e (p1) ieyH e (p3)

X(px) e +p—e +X. (3.8
p(p2)

Figura 3.2: Dispersion ineléstica e -protén.

Enrelacién ala tabla 3.1 tendremos que en el primer y segundo régimen de energia la inter-
accion que se da es normalmente elastica. En el tercer régimen, cuando A, < rp, se pueden
tener cualquiera de las dos, mientras que para energias muy altas, 1, < rp, normalmente
son procesos ineldsticos, por lo que a este tipo de dispersion se le suele conocer como dis-
persion ineldstica profunda.

Hasta ahorita hemos visto que la energia del haz de electrones nos ayuda a clasificar la dis-
persion entre eldstica o ineldstica, sin embargo, la seccién transversal diferencial también
se ve modificada debido a ciertas caracteristicas de la particula que se busca estudiar. Estas
caracteristicas tienen que ver con el movimiento y la forma de la particula “objetivo”.

= Movimiento. Al inicio toda particula objetivo es estacionaria, sin embargo, una vez
que es bombardeada por un haz de electrones pueden ocurrir dos cosas: que la parti-
cula siga inamovible o que se muevay tenga un retroceso.

» Forma. La particula objetivo puede diferenciarse por su forma en dos categorias: pun-
tual o extendida. La puntual es, como su nombre lo dice, una particula tomada como
un punto, mientras que una particula extendida se considera como una nube de carga
que puede tomar cualquier forma.

notamos que estas caracteristicas pueden sumar a que el proceso de dispersion sea mds o
menos realista. La estructura de (g—g) se verd modificada dependiendo de las caracteristicas
con que se esté tomando la particula objetivo y el régimen de energia del haz de electro-
nes. Resulta relevante mencionar que el movimiento es un factor importante para definir la
seccion transversal diferencial, pero lo es aun mds la forma de la particula. Esta importan-
cia radica en que es posible tener términos extras en la expresiéon dependiendo del nivel de
energia en que suceda la colision. Estos factores adicionales nos brindan informacién de la
estructura interna de la particula objetivo.

Cuando nos encontramos en un régimen de energia que produce una dispersion eléstica es

necesario modificar (Z—g) agregando términos denominados factores de forma, F(q), don-

de g es el 3-momento del foton. Estos factores nos ayudan a transitar de la seccién trans-
versal diferencial de una particula puntual a la seccién transversal diferencial de una nube
cargada. Mientras mds complicada sea la forma de la nube mds complicado sera calcular la
forma de F(q). Los factores de forma incorporan informacién referente a la forma y el ta-
mano de la particula extendida. Ahora, cuando la energia del haz de electrones es suficiente
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3. DESCRIBIENDO LOS QUARKS PERTURBATIVAMENTE

para que se produzca una dispersion inelédstica profunda, ya no solo necesitamos describir
la forma de la nube de carga, sino que es necesario considerar que la particula objetivo se
transmutard en nuevas particulas. Las funciones de estructura, W (v, %), son las funciones
que toman en cuenta estos cambios referentes a la estructura interna, como podemos no-
tar, son dependientes de dos variables.

A continuacién revisaremos algunos ejemplos relevantes en los cuales se combinan las di-
ferentes condiciones iniciales de interaccidn (caracteristicas de a particula objetivo, energia
del haz de electrones). Los ejemplos se basan en los resultados dados en los libros [14], [22],
[8] y [21], en este trabajo solo se presentan dichos resultados sin desarrollar los cédlculos, pa-
ra més detalles se pueden consultar las referencias.

¢ Dispersion eldstica a una particula puntual inamovible

Este tipo de dispersion se da entre un electrén y un muon (e” + ¢ — e~ + u), siempre
y cuando la masa del muon sea mucho més grande que la del electrén. Se le conoce
como la dispersién de Mott en honor al fisico Nevill Francis Mott, quien fue el primero
en desarrollar esta teoria. Su seccién transversal diferencial estd dada como

do (Za)? E? 5 . 20
- =————2|1-v'sin" 5 (3.9)
dQ ) vore  4k* sm4§ 2

donde Z es el nimero total de cargas positivas en la particula objetivo. En el caso
en que consideraramos que el protén es una particula puntual con una masa mucho
mayor que la del electrén, Z tomaria el valor +1. No obstante, sabemos que el protén
no es una particula puntual, es un hadrén compuesto de subestructuras, por lo cual
la ecuacioén (3.9) solo representa una aproximacion.

*k Dispersion elastica a una particula puntual con retroceso

Para el caso en que seguimos trabajando con una particula puntual pero esta retro-
cede bajo el bombardeo del haz de electrones tendremos que la seccién transversal
diferencial se expresa como en la ecuacion (3.10). Este tipo de dispersién también se
da entre un electrén y un muon.

(da) [ a?Zz?
dQ )i, \4E?sin* g

El factor que relaciona la energia del electrén antes (E) y después (E') de la disper-
sion es precisamente el que describe el comportamiento de retroceso de la particula
objetivo. Se define como

! 6 2
—{cosz——q—siHZQ}. (3.10)
E 2 2M? 2

. ! (3.11)
E  1+@E/M)sin?g '
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$k Dispersion elastica a una particula extendida inamovible

El caso més sencillo en que se presenta una particula extendida es cuando a pesar del
bombardeo del haz de electrones, la particula objetivo permanece inamovible. Para
este tipo de dispersiones se toma en cuenta la interaccion del electr6n con una carga
puntual, que vimos en la ecuacion (3.9), y se multiplica por el médulo cuadrado de
un factor de forma que contiene toda la informacién de la apariencia y tamaiio de la

nube de carga
(@)—(ﬂ) IF(q)® (3.12)
da) \aa)yee P '

cuando la particula extendida inamovible tiene forma esférica su factor de forma es
justamente la transformada de Fourier de la densidad de carga p(x)

F(q)= fp (r) e’ dPr (3.13)
donde esta densidad de carga estd normalizada

fp(r) d’r=1 (3.14)

Como ya hemos mencionado, el factor de forma nos da informacién de la apariencia
de la particula extendida, en particular, podemos obtener el radio de carga a partir
de (3.13) tomando en cuenta que d3r = desin0do redr

2n pl poo i
F(q2)=f0 f—lf() p(r)r?e' " dpdcosOdr

1 poo .
=2nf f p(r) r2etdrcos0 g cos0dr (3.15)
-1Jo

haciendo un cambio de variable

u=iqrcosf cos@=1—-u=iqr
du=iqrdcosf cos@=-1—-u=-iqr

|
|
nos permite llegar a que

oo piqr 0o ‘ .
F(qz) =2ﬂ[ f p(r) rzeu.d_udr =2ﬂf M (eIGIr_e—lqr) dar
0 —iqr iqr 0 iq

_ 27[[00 20(r)r (eiqr _‘e—iqr
0 q 21

)dr: %Tf ro(r)sin(gr)dr. (3.16)
0
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Si el momento transferido |g| es pequefio, podemos expandir la funcién seno

4 o0 1
F(q2)=§f0 rp(r){qr—g(qr)”“'}dr

2

:47:[ r’p(rydr—= 4”7 f r4p(r)dr+@’(q4)
0 31 Jo
2
=fp(r)d3r—%fr2p(r) a*r+0(q" (3.17)

pero sabemos que la densidad de carga esta normalizada a 1
7
F(g)=1-— f v riyd’r+0(q")
7
:1—€<r2)+@’(q4). (3.18)

Finalmente, al derivar F(g?) respecto a g, evaluar la derivada en g = 0 y despejar el
radio de carga al cuadrado, tenemos que

oF (¢°)

2y _

(3.19)

q°=0

$k Dispersion elastica a una particula extendida con retroceso

Siguiendo en el caso de una particula extendida, pero afiadiéndole la caracteristica
de que es retrocedida al recibir el impacto del haz de electrones, tenemos la seccion
transversal diferencial descrita por la ecuacién (3.20). Esta expresion surge de (3.10),
pero tomando en cuenta que ya no se tiene una particula puntual.

(ﬂ) — ﬂ E,{(FZ( )_ F( ))COS Q
dQ iy 4Ezsin4§ E 7 M2 2% 2
2
q 2 20
ey (FZ(g*) + xF3(q*)) sin® 2}. (3.20)

Nos damos cuenta de que ahora necesitamos dos factores de forma para describir la
particula extendida, ademads de que presenta una nueva variable «k, definida como el
momento magnético anémalo de dicha particula.

¢ Dispersion ineldstica a una particula extendida con retroceso

Al pasar a un tipo de dispersién ineldstica con las caracteristicas de que la particu-
la objetivo tiene una dimension extendida y sufre un retroceso al ser impactada por
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los electrones, la seccion transversal diferencial debe contar con funciones de estruc-
tura que nos describan la forma y transmutacién de la particula. La ecuacidon (3.21)
encapsula estas caracteristicas, notando que es la expresion de la seccién transversal
diferencial con respecto a la energia

( do ) a’z?
lab

— 0 0
_ 2) 2 2y 2 ?
15 dQ aE2sin' ] {Wz(l/,q ) cos 5 +2W, (v,q°)sin 2}. 3.21)

La interaccién que se da en este proceso es e~ + p — e~ + X y las funciones de estruc-
tura se pueden conocer hasta después de realizarse el experimento.

Por otra parte, suponiendo que el protén esta constituido de componentes puntuales
elementales, la dispersién deberia de ser elastica, es decir, la expresién (3.21) tendria
que ser igual a (3.10) al derivarse con respecto a E’, que es el caso de una dispersion
eldstica para una particula puntual con retroceso. Para que se cumpla esta igualdad
las funciones de estructura tienen que tener la forma

2 2 2
ZWIPuntual — Q > 5(1/— Q_) : WZPuntual = 5(1/— Q—) (3.22)

donde m, es la masa de la particula puntual, no la masa total del protén, Q*>=-qg’es
el cuadrado del 4-momento transferido del fotén, v = % es la energia transferida al
protén por medio del haz de electrones. Al usar las propiedades de la delta de Dirac

podemos hacer que (3.22) sea adimensional, tal que

2 2 2
2mq WIPuntual — Q_5 (1 _ Q ) : VWZPuntual =5 (1 _ Q ) (3.23)
2mgv 2mgv 2mgv

de esta tltima expresién podemos renombrar la fraccién del momento x = Ty lla-
mada variable de escalamiento de Bjorken, y lo importante de esto radica en que las
funciones de estructura ahora son independientes de las variables (v, qz), solo depen-

den de x.

3.2.1. Punto de interseccion

En secciones anteriores hablamos que Gell-Mann y Zweig plantearon la idea de que los
hadrones, que hasta este punto se habian convertido en un problema en la década de los 50
al no saber cémo clasificarlos, estaban compuestos por elementos primarios a los que Gell-
Mann denominé quarks. Con este planteamiento lograron darle una clasificacion a los ha-
drones mediante el modelo de quarks en 1964, sin embargo, los quarks seguian siendo con-
siderados como trucos matematicos que resultaban de utilidad, no como particulas reales,
su comprension se basaba en especulaciones. Posterior a esto, en 1968, el laboratorio SLAC
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3. DESCRIBIENDO LOS QUARKS PERTURBATIVAMENTE

comprob6 mediante un experimento de dispersién ineldstica profunda la hipétesis del fisi-
co James Bjorken, quien sostenia que los protones estaban formados por objetos puntuales
libres. Con esta misma linea de pensamiento Feynman denomina estas particulas constitu-
yentes del protén como partones, los cuales, después de muchas mediciones y desarrollo
tedrico, se llegé a la conclusiéon de que eran justamente los quarks y gluones. Con este pe-
quefo recuento de los hechos ocurridos en la segunda mitad del siglo pasado, notamos que
fue necesario recorrer un camino en el que la teoria y el experimento se entrelazaban pa-
ra finalmente converger en una tnica conclusién: los quarks eran méas que simples objetos
matematicos, son particulas fundamentales constituyentes de la materia.

3.2.2. Otro experimento importante en QCD

Por tltimo solo mencionaremos un experimento relevante en fisica de particulas, la pro-
duccién de jets de hadrones a partir de la colision electrén-positrén a altas energias. En
este tipo de interaccién ineldstica genera como particulas finales pares de leptén-antileptén
(muon-antimuén 6 tau-antitau), sin embargo, en estas colisiones también se puede llegar a

un par quark-antiquark. La figura 3.3 y la ecuacién (3.24) muestran esta interaccion.
R

AR 4
LA 4
e &
. ;

N\

Jets de hadrones

\L e +e"—q+q. (3.24)

Figura 3.3: Colisién electrén-positrén.

Cuando este tipo de interaccién ocurre necesitamos recordar que los quarks pueden parecer
“libres” al estar a altas energias, pero el confinamiento se incrementa a distancias grandes,
asi que eventualmente formaran dos jets de hadrones cuya direccién es la misma que lleva-
ba el quark y antiquark que los originaron. Al proceso de que dos quarks se transformen en
jets de hadrones se le conoce como fragmentacion [8].

3.2.3. Dispersién de Compton Profundamente Virtual

Otro experimento posible de emular en un laboratorio es la dispersién de Compton vir-
tual (VCS por sus siglas en inglés), el cudl es proceso de interaccién que involucra a dos
fotones en el que al menos uno de ellos es virtual [23]. De manera més estricta, el VCS que
mencionaremos en este trabajo es aquel en el que un fotén virtual, generado a través de la
electroproduccion de fotones, es absorbido por un hadron (normalmente un protén) que
permanece en su estado inicial después de la interaccién, emitiendo un fotén real. La figura
3.4 muestra la VCS que acabamos de describir.
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y*P—yP.  (3.25)

Figura 3.4: Dispersién de Compton Virtual.

La VCS en la regién de Bjorken ! se le conoce como dispersién de Compton profundamente
virtual (DVCS por sus siglas en inglés) y corresponde al proceso en que el momento del
protén inicial y final serdn diferentes. Los trabajos [24] y [25] proponen que utilizar la DVCS
resulta de gran utilidad para el estudio de los quarks y gluones dentro del protén, ya que la
dindamica no perturbativa no se describe por distribuciones parténicas ordinarias, si no que
se se requieren funciones més generales, llamadas distribuciones parténicas generalizadas
(GPD por sus siglas en inglés). Las mediciones a partir de DVCS comenzaron a inicios de los
2000 en el Jefferson Lab y en el laboratorio DESY [26].

3.2.3.1. Distribucién de partones generalizada

Los tultimos afios las GPDs ha representado una herramienta poderosa en el estudio
de los mesones y bariones [27]. Nos brindan la estructura de las funciones de distribucién
partonicay los factores de forma para los quarks y gluones, particulas constituyentes de los
hadrones. La figura 3.5 nos muestra que el experimento a partir del cual podemos extraer
dichas funciones es DVCS.

e P—e Py. (3.26)

Figura 3.5: Proceso DVCS

Las GPDs son transformadas de Fourier en el cono de luz de un elemento matricial no dia-
gonal de un operador de dos localidades. Se etiquetan por la funcién HY(x,¢, t), que, para el
caso en de un hadrin de espin-0, la GPD del quark al término de LO en el limite de Bjorken
se expresa, de acuerdo al trabajo de Nabil Chouika [26], como:

)

a,P——
2 =0
Z] =0

1 dZ7 c Dt - A
Hl(x,& 1) = f—e”fp z <ﬂ,P+— , (3.27)

2) 2n 2

7 Gre-3),

zt=

17Zona en la que Q? es grande y las funciones de estructura solo dependen de la variable de escalamiento,

yano de Q? y v de manera independiente [14].
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3. DESCRIBIENDO LOS QUARKS PERTURBATIVAMENTE

donde definen las varibles de la siguiente manera

= P= # es el momento promedio de los estados del hadr6n entrante y el hadréon
saliente,

= A =P, — P; es el momento transferido,

= t=AZ? es la variable Mandelstam del momento transferido,

" X= I’g—i es la fraccién del momento longitudinal promedio de los quarks,
n (= —% es la fraccién del momento longitudinal transferido, la variable skewness.

En el limite donde donde P, = P; la variable skewness se hace cero [28], { = 0, y como
consecuencia la GPD se reduce a la definicién de la funcién de distribucién de partones
(PDF por sus siglas en inglés) usual

H, (x,0,0) = g (x) (3.28)

Por otra parte, al integrar la ecuacién (3.27) sobre x nos lleva a la definicién del factor de
forma electromagnético (FF por sus siglas en inglés), asi, se llega a que el momento cero de
Mellin de la GPD del quark es la contribucién del quark al factor de forma electromagnético
(26]

1
f HI(x,& t)dx = FJ (1) (3.29)
-1

En otras palabras, las GPD nos dan una tomografia en 3D de la estructura espacial de los
hadrones, siendo una generalizacién de los factores de forma y las funciones de distribucién
parténica [29].
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En un enfoque de teoria cuantica de campos, hay dos maneras de calcular las GPD, [26]:

i)

i)

Enfoque covariante.

Se basa en un andlisis diagramaético y covariante. Se le conoce como cdlculo de dia-
gramas triangulares. Tiene la ventaja de que obtenemos una GPD en todo el dominio
cinemadtico, sin embargo, presenta anomalias entorno a simetrias discretas.

Enfoque del cono de luz.

Este enfoque consiste en considerar el desarrollo en el espacio de Fock en términos de
la funcion de onda del frente de luz (LFWF por sus siglas en inglés). A este método de
le conoce como Overlap Representation y es justamente el que se utliza en esta tesis
para llegar a la GPD del diquark, en los trabajos [30], [31], [32] y [33] se encuentra el
desarrollo del método.
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Capitulo 4

Estudiando los quarks de manera no

perturbativa

Bajan de las bicicletas y observan el rio que fluye debajo del puente.

NIKO

;Esto fluye hacia el océano?

Si, al océano.

;Quieres ir?

La proéxima vez.

HIRAYAMA

NIKO

HIRAYAMA

NIKO

;Cuéndo serd eso?

La préxima vez

.Y cuédndo sera

La proxima vez
ahora.

La proéxima vez
ahora.

HIRAYAMA

serd la prdoxima vez.

NIKO

eso?

HIRAYAMA
sera la prdoxima vez. Ahora es

NIKO
serd la prdéxima vez. Ahora es

Dias perfectos,
Wim Wenders.
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Una QFT normalmente estd desarrollada con aproximaciones perturbativas, en este con-
texto, las interacciones son tratadas como pequenas perturbaciones de campos libres y los
observables se calculan usando series de potencias. Los datos experimentales nos han mos-
trado que esta teoria funciona muy bien en un amplio rango de energias obteniendo resul-
tados sorprendentemente acertados con los experimentos [34], sin embargo, existen varias
situaciones donde un andlisis perturbativo ya no es suficiente, lo que nos lleva a concluir
que QFT perturbativa no es la teoria final.

El estudio de una teoria no perturbativa comenzé tan pronto como la comunidad cientifica
noté que mads alld del nivel 4rbol cada término de la expansién diverge [35], por lo cual se
deben quitar esas divergencias renormalizando la teoria. Usualmente para renormalizarla
se utiliza un pardmetro de regularizacién para separar las partes finitas de las divergencias.
Posteriormente, se emplea algiin esquema de renormalizacién para quitar las divergencias.
Después del proceso de renormalizacion, la expansién perturbativa tenia un gran éxito en
QED.

Algunos de los problemas que QFT perturbativa no puede responder son el confinamiento
en la teoria de la QCD y el rompimiento dindmico de la simetria! quiral (DCSB). En el ca-
so del confinamiento, se ha visto que el pardmetro de acoplamiento a; disminuye cuando
los quarks se encuentran a altas energias dejando que interacttiien con poca intensidad, es
decir, tienen una libertad asintética que les permite moverse casi como si estuviesen libres
sin olvidar que siguen dentro de una sopa de quarks y gluones. Pero si nos movemos a bajas
energias, donde viven los hadrones, sucede algo curioso, el pardimetro de acoplamiento «
se hace mas intenso de tal manera que si intento separarlos aumenta su confinamiento. Es-
te fenémeno es invisible en una QFT perturbativa pero es posible estudiarlo en el régimen
no perturbativo [37].

Por otro lado, también a bajas energias, vemos que el quark adquiere masa entre 300 y 400
MeV mas de lo que se presenta fundamentalmente. Esto nos dice que existen dos meca-
nismos que dotan de masa a las particulas: el Higgs y las interacciones fuertes, de hecho, el
98 % de la masa total del protén proviene de las interacciones fuertes, por lo cual se dice que
se puede generar masa dindmicamente a través de las interacciones que van vistiendo a las
particulas. Este fen6meno es conocido como el DCSB y solo se puede estudiar no perturba-
tivamente.

Para estudiar una QFT en régimenes no perturbativos se han desarrollado varias aproxima-
ciones, entre ellas se encuentra Lattice QCD y las Ecuaciones de Schwinger Dyson (SDE).

a energia era enorme al principio del universo, pero, al irse enfriando, se fueron perdiendo varias sime-
trias en un proceso que se le llama ruptura espontanea de la simetria. Por esta razon se cree que al principio del
universo existia una sola fuerza fundamental, y al romperse esta simetria surgieron las 4 fuerzas fundamentales

que hoy conocemos [36].

55



4. ESTUDIANDO LOS QUARKS DE MANERA NO PERTURBATIVA

4.1. Ecuaciones de Schwinger Dyson

Las SDE pueden ser consideradas como las ecuaciones de Euler-Lagrange de una QFT.
Son una torre infinita de ecuaciones integrales acopladas que estan compuestas por fun-
ciones de Green [38]. Resolver estas ecuaciones equivale a resolver la teoria, por lo cual, se
puede asegurar que una QFT esta resuelta cuando se conocen todas las funciones de Green.
Sin embargo, es imposible resolver estas SDE con las herramientas matematicas que tene-
mos hasta ahora, ésto debido a que son infinitas en nlimero y estdn acopladas entre si. La
Unica manera en que se pueden resolver es truncandolas.

La figura 4.1 muestra la expansion perturbativa [39] del propagador de fermién completo
en su forma diagramadtica

& O—m—- -

Figura 4.1: Expansion perturbativa del propagador de fermién

si esto lo traducimos a notacién matematica tendremos
Sp(k) = 8% (k) + [S% (0] (Z 1 [S% ()] + [S% (k)] [Z (k)] [S2 (k)] [Z(1[S% (k)] +-++ (4.1)

donde la expresion X (k) es la autoenergia del fermion, la cual engloba todas las correccio-
nes radiativas que aparecen en el propagador de fermién'. Factorizamos SOF (k)2 (k) dela
ecuacion anterior

Sp(k) = S% (k) + S% (k) X (k) (S% (k) + S% (k) = (k) S% (k) +--+) 4.2)

Notamos que la expresion que estd entre el paréntesis es la definicién de Sr(k) que se da en
(4.1), por lo cual

Sp(k) = S% (k) + S% (k) X (k) Sk (k) (4.3)

Para llegar a una expresién mas amigable multiplicamos (4.3) por S;l (k)
1= 8% (k) SE* (k) + S% (k) X (k) 4.4
ahora, esta expresion la multiplicamos por S%_l (k)

SO oy = S3! (k) + 2 (k) 4.5)

LExisten tres tipos de correcciones radiativas: 1. Del propagador de fermién, 2. del propagador de fotén, 3.

del vértice fermién-fotén [39]
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4.1 Ecuaciones de Schwinger Dyson

y despejando S;l (k) tenemos

Sil )=S0 (k) -2 (k) 4.6)

En 4 dimensiones [40] X (k) esta definida como

4

d
(k) =ié fM (2;)04 Y’ Se()T (k, p) Apv (q) 4.7)

donde g = k— p y M indica que esta descrita en el espacio de Minkowski. Por lo tanto, la
ecuacioén de Schwinger Dyson para el fermién en 4 dimensiones es

_ d*p
S‘lk:SOIk—'zf—VS T4 (k, p) Ay, 48
P =Sy =il | oGy Se(p) (k. p) Auv (9) (4.8)

y su expresién diagramética

|
Y
+
Y

Figura 4.2: Ecuacion de Schwinger Dyson para el fermion 6 ecuacion del gap

Ala ecuacién (4.8) también se le conoce como la ecuacion del gap por su caracteristica de
contener tanto una solucion perturbativa como una no perturbativa.

Bajo la misma idea es posible obtener la SDE para el propagador del fotén, para el vérti-
ce fermion-fotén y toda la pila infinita de SDE. Para el caso del fotdn se tiene la siguiente
ecuacién de Schwinger Dyson en 4 dimensiones y su respectivo diagrama

WNQ@W

Figura 4.3: Ecuacion de Schwinger Dyson para el fotén

-1 a0 -1 .5 d4]9
Apv (q) - A;W —1le foM (271_)4YVSF(]9)ru (k,p) Sk (k) (4.9)

donde N res el nimero de sabores para los fermiones. Los términos SOF(k) y Afw (q) son
los propadadores del fermién y del fotén, donde el superindice cero los diferencia de los
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4. ESTUDIANDO LOS QUARKS DE MANERA NO PERTURBATIVA

propagadores completos

Sy (k) =

4.10
p— (4.10)

qudv
q2

Anteriormente ya habiamos mencionado que para poder dar solucién a estas ecuaciones
es necesario truncarlas. En el régimen no perturbativo, este truncamiento, por las razones
de simplificacién y conveniencia, se da en las primeras dos SDE, es decir, se desacoplan los
propagadores de fermion y fotén (4.8, 4.9). Sin embargo, como podemos notar, estas ecua-
ciones también tienen dependencia del vértice fermion-foton I',. Este Ansatz no puede ser
cualquier Ansatz, debe cumplir con la invariancia de norma y en general con las caracteris-
ticas fundamentales de la teoria [40].

Debemos notar que las ecuaciones en esta seccidon estdn descritas en el espacio de Min-
kowski, para pasarlo al espacio Euclidiano necesitamos implementar rotaciones de Wick.
En [38, 40] nos proporcionan una transcripciéon directa de elementos en el espacio de Min-
kowski y su equivalente al espacio Euclidiano.

]
AYy(q) = el E-1) 4.11)

Minkowski Euclidiano

f dtqg — z'f diq
M E
a“

o= oy
ab — -a'b
a — —iq (4.12)

donde E indica que se encuentran en el espacio Euclidiano.

4.2. Ecuaciones de Bethe-Salpeter

La Ecuacidon de Bethe-Salpeter (BSE) describe estados ligados de dos particulas como lo
son los mesones y los diquarks. Esta ecuacion se traduce como

MkiP)=5— fd4q (q; P) 4.13)
ST R '

donde la funcién y(qg; P) es la funcién de onda de Bethe-Salpeter (BSWF) descrita en térmi-
nos de los propagadores del quark

x(q; P) =S(q + P)I'(q; P)S(q) (4.14)
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Diagramdticamente, podemos observar la ecuaciéon de Bethe-Salpeter como

iS

ir ir

iS

Figura 4.4: Ecuacién de Bethe-Salperter

en dicho diagrama tenemos que las dos lineas entrantes representan los quarks entrantes
y la funcién iT'(P) es la amplitud de Bethe-Salpeter (BSA) y para el caso de los mesones y
tomando en cuenta que no depente del momento relativo se expresa como

-P
Iv(P) =75 [iEm(P) + Y_FM(P) (4.15)
My

en la ecuacién también podemos observar que involucra los propagadores de los quarks
S(q) y un kernel de interaccion representado por la caja en color azul y dentro de ella vienen
todas las interacciones que pueden pasar entre los quarks.
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Parte III

Modelo Algebraico para el diquark
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Capitulo 5

Modelo Algebraico

DAVID

;Quieres quedarte para otra?

MIA

No... Deberiamos irnos.

El asiente. Se levantan de sus asientos y se dirigen a la salida.

Justo cuando llegan a la puerta y David sale, Mia se vuelve y mira a
Sebastian. El la mira a ella. Sus ojos se cruzan. Un atisbo de lagrima en
ambos. ..

Y, muy sutilmente, durante un fugaz segundo, Mia sonrie. Es el tipo de
sonrisa que podrias perderte si parpadeas... pero es suficiente para
indicar a Sebastian que ha reconocido la melodia que ha tocado, y que ain
la recuerda, y aln piensa en ella al dia de hoy...

La La Land,
Damien Chazelle

En este capitulo se desarrolla un modelo algebraico para describir la estructura interna
del diquark. Este modelo se tomé del trabajo realizado en [5] gracias al cual obtenemos las
expresiones para el propagador del quark y la Amplitud de Bethe-Salpeter (BSA) para desa-
rrollar la funcién de onda de Bethe-Salpeter (BSWF) en el frente de luz y con ello calcular
las amplitudes de distribucioén parténica generalizadas (GPD), las funciones de distribucién
partonicas (PDF) y los factores de forma (FF) eldsticos de mesones de una manera directa.

5.1. Funcion de Onda de Bethe-Salpeter

Sabemos que la BSWF nos ayuda a describir la dindmica interna de nuestra particula en
cuestion. Se compone del producto de la BSA (I'y+) y los propagadores del quark up y down
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(Su(a))- Gracias al trabajo hecho en [41] sabemos que para el caso del diquark la BSWF tiene
la siguiente forma

Xo+ (k—, P) = S, (k)To+ (k_, P)C'S 4 (k - P) (5.1)
donde
ko= k-2
2
P2 = _mg+

siendo m,,, la masa del diquark y los subindices u y d la etiqueta para referirnos al quark up
y down respectivamente.
Ahora definimos el ansatz para el propagador del quark up y down

Suay (k) = [=iy - k+ My@) AK*, M2 1) (5.2)

donde M4 es la masa dindmicamente generada del quark up(down) vestido y la funcién
A(s, t) esta definida como

1
A(s, 1) = —
s+1

Por otra parte, el ansatz propuesto para la BSA, tomando los trabajos hechos en [42] y [43],
es

1 1 A
no+ To+ (k,P) CT :YS\/’I d(,l)p0+ () [A (sz,sz)]V (5.3)

donde p: (w) es la densidad espectral cuya forma determina el comportamiento puntual de
la BSA asociada; ng+ es la constante de normalizacién candnica relacionada del diquark y
n, es la constante de normalizacion de la densidad espectral. Ademas se define

A(s, )= tA(s, 1)
ky = k+(%)P

Notemos que hemos definido una funcién Ag) = A%(w) en (5.3), lo cual es un punto fun-
damental en el modelo. Normalmente este término se toma como una constante masiva,
pero en este caso la tomaremos como una funcién que depende de w y que mds adelante
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5.1 Funcién de Onda de Bethe-Salpeter

nos ayudard a simplificar algunas integrales para asi resolverlas de manera analitica. En este
punto atn no sabemos que forma deberia tener, pero al ir avanzando en el proceso averi-
guaremos su estructura.

El otro punto importante en modelo es el pardmetro libre v, el cual nos ayuda a controlar el
comportamiento asintético de la BSA. Este pardmetro puede tener ligeras variaciones que
nos ayuden a describir mejor la estructura interna de la particula.

Con todo esto en mente, podemos reescribir la ecuacion (5.3) tomando en cuenta que

P
ke =k +2P=k-—+2P=ky
2 2 2

y asi la ecuacién (5.3) se reescribe como

1 1
Lo+ (k_,P)C' =iy5 f dwpo- (@) AZY [A(kw_lz,sz]V (5.4)

Ahora sustituimos (5.2) y (5.4) en (5.1), es decir, S,z y [0+ en Xp+

Xo+ (k—,P) =S, (k)To+ (k—,P)C'S (k- P)
=[—iy-k+ M) A(K*, M,?)
1 1
— dwpo- (@) A2 [A(ky-12,A2)]"
X o+ ly5j;1 wpPo+ (W) Ay [ ( w-1 w)]
x [=iy- (k—P)+ Mg] A((k - P)*, Mg?)

1 , . .
[—zy- k+ M,y iys|—iy- (k= P)+ My|A (k% M,2) A (k= P)%, Mg?)

1
x f dwpor (@) A [A(ky-1% Au)]" (5.5)
-1
analizamos los términos en naranja y verde por separado.

= Analizamos los términos en naranja

Para este célculo debemos tener muy presente el orden en que estdn las matrices y
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5. MODELO ALGEBRAICO

[—iy-k+My]iys[-iy- (k—=P)+ Mgl = [(—iy-k) (iys) + Myiys| [-iy-k+iy-P+ My]
=[(y-k)ys+iMyys] [-iy-k+iy P+ My]
=[(y-K)ys(=iy-k) + (y-k)ys(iy-P) + (y- k)ysMy
+(iMyys) (=iy-k)+ (iMyys) (iy-P) + iMyys My]
=[-ily-Kysty-k)+i(y-k)ysy-P)+(y-k)ysMy
+Myys(y - k) = Myys(y - P) +iMyysMg] (5.6)

cuando se tiene un y5 al cambiarlo de posicion se le pone un (-), por ejemplo
YuYsYv==Ys5YuYv=—"YuYvY5 (5.7)

con lo que

[—i'y.k+Mu] i75[_i7'(k_P) + Mgl = [+iY5(Y‘ k)z— iY5(Y' k)(YP) _Y5(Y' k)Md
+¥5(y- k) My —ysMy(y-P)+ysiM,Mg
=—ys5 [Myu(y-P)+(y-k) (Mg — My)

+i(=K*+(y-k)(y-P)— M, M| 5.8)
Notamos que si
i
Ouv = 5 [Y;qu] (5.9)
entonces )
OpvkyPy = > [(rHy" =y¥y*) kuPy] (5.10)
pero usamos que
riyY +yYyt =2gH" (5.11)

asi, al desarrollar (5.10)

i

O';Wkupv = [(Y”YV - YVY” - Y”YV + Y“YV) kIJPV]

[r*y" = (r*yY +¥"v")) kupv]
[(2y*y” —28"") kuPy ]

=i [(r"ky) (r"Pv) = (K" Py)]
=ily-k)(y-P) - (k- P)] (5.12)

YIRS Y Y

~

con lo que podemos reescribir el término i(y - k) (y - P) como

i(y-k)(y-P) =0 pykyPy +i(k-P) (5.13)
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5.1 Funcién de Onda de Bethe-Salpeter

y de esta manera la parte naranja se reduce a
[—iy-k+ Myliys[—iy- (k—P)+ Mgl =—ys5[My(y-P)+ (y-k)(Mz— M,)
+i(=k*+ (y- k) (y - P) - My Mg)]
=~ 75 [Myuly- P)+(y- k) (Mg~ My)
+0ukupy+i (=K +k-P—M,M,)]
= (k,P) (5.14)

donde definimos

M (k, P) = —y5 [My(y-P)+(y-k) (Mg — My)
+0uvkyPy+i(=k* + k- P— M,M,)] (5.15)

= Analizamos los términos en verde

Estos términos los agrupamos en una nueva funcién que llamamos % (k, P)

Pk, P) = A(K?, M2) [A (K2

w-1’

AZ)]" Al = P)?, M3) (5.16)

Tomando la parametrizacién de Feynman (revisar el Apéndice A) podemos reescribir
esta nueva funcioén, ya que, de acuerdo a la definicién de la funcién A(s, 1), tenemos

1 1

A (K%, M?) = =— 5.17
( u) k2+M5 C ( a)

1 1

A2 A2)=——— == 5.17b

( w—1 w) ki_1+A§) A ( )
1 1

A((k—-P)*, M%) = (5.17¢)

(k-p?2+M2 B

es decir, tenemos algo de la forma A+BC, y la parametrizacién de Feynman para ese
caso es

1 (-D®T(v+2) [} 1-u uv1
= f du/ dv (5.18)
AYBC r'(v) 0 o [uA+vB+C(1-u-uv)]v+?

donde, en este caso, las constantes son

A=K | +A2 (5.19a)
B=(k-P)*+M; (5.19b)
C=k*+M: (5.19¢)
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5. MODELO ALGEBRAICO

al sustituir estos valores en el denominador del integrando tenemos

0=[uA+vB+CA-u-v)=[u(ki_,+Ay?)+v((k-P)?*+M;%)
+ (K + M) (1 -u-)] (5.20)

renombramos
(5.21)

y asi

o =ukl_ +uhZ + (k- P)*v+ Miv+k* — uk® — vk* + M5, — uM? — vM3]
= v (M5 - M5) + M5(1 - w) + uA? + R (5.22)

hemos definido R por separado para poder simplificar dichos términos
R=uk?_, + (k- P)?v+k* - uk®- vk? (5.23)

y al desarrollarlo obtenemos

1 2
R=u(k+§P(D) +(K* + P* = 2kP) v + k* — uk? — vk®

1 1
:Pz(v+—(I)Zu)—ZkP(v——(Du)Jrkz
4 2
1 2 2
+(U—Eud)) PZ—(U— uw) P?
1 1 2 1 _\?
—Pz(v+—d)2u)+ k—(v——ud))P] —(U——ud)) p?
4 2 2
2 1 _, 1 21 ~\2 12
=P v+Zw ul+ | k- v—Euw P —Z(Zv—uw) pe. (5.24)

Con esto, el denominador de la integral se reduce a

o =v[Mg* - M2 +MA(1 - u) + uh? + P*

1
v+ -
4

@ u)

1 2
+ k—(v—éud))P] —Z(Zv—ud))sz. (5.25)

Podemos hacer el siguiente cambio de variable

(5.26)
con lo que

1
o =v|[M5-M:]+ M5B+ uh? + P? (v+ Z‘DZ” + [k - aP)? - a®P? (5.27)
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5.1 Funcién de Onda de Bethe-Salpeter

pero, de acuerdo a nuestro cambio de variable y recordando que &@ = —(1 — w), pode-

mos reescribir nuestras variables originales

u=1-p

L o=atia-pao-a-ta-pa-
v-a+zuw—a+2(1 Bo=«a 2(1 B —-w)

y con esto reescribimos o

g =

1 1
+p? a—z(l—ﬁ)(l—wHZ[—l(l—w)]z(l—ﬁ)]

+P? a—}l(l—ﬁ) [2(1—w)—(1—w)2]]

simplificamos esta tiltima expresién

o =lk—aP*+ M2B+(1- B)AZ + a—%(l—ﬁ)(l—w)] (M3

+ P? a—l(l—ﬁ)(l—wz)

=[k—aP]*+M-p+(1-PAS+

- P? a(a—1)+z(1—,6)(1—w )]

renombramos

Q3. = Mo+ (11— PIAS + (M5 — M2) [a—%(l—ﬁ)(l—w)]

—p?

y asi, simplemente tenemos que

=lk-aP)*+Qj.

De esta manera, el término en verde se reescribe

a(a—1)+i(1—ﬁ)(l—w2)]

a—%(l—ﬁ)(l—w)] [M3 - M2+ M+ (1 - PAL + [k— aP]* - a®P?

= a—%(l—[i)(l—w}] [M3 - MZ] + MaB+ (1 - BYAZ + [k — ap)? — a*P?

— M) - a*P?

a——(l B - w)] (M5 - M7)

1 _(—1)2”r(v+2)f1duf1u u¥! .
A"BC T o Jo [uA+vB+C-u-v)"*?

~
g

2v 1-u -
( 1) F(v+2)f f — 9k, D).
I'(v)

(5.28a)

(5.28b)

(5.29)

(5.30)

(5.31)

(5.32)

(5.33)
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5. MODELO ALGEBRAICO

Notemos que Q2, es el tinico término que contiene la funcién A2, por lo que debemos

rastrear este término a lo largo de los célculos.

Reescribiendo la BSWF

Usando las ecuaciones (5.15) y (5.33) podemos reescribir (5.5),

1
(2)@agno+Xo+ (k—, P) = .4 (k, P) f dwpo+ (W) A2 Dk, P)
-1

1
_ . 2v
—///(k,P)f_ldwpg @A s

(-D®T(v+2)

la BSWF

V—

dv (5.34)

v+2

S ke

donde, en este caso, 0 = o(w, u, v), pero para poder usar la expresiéon dada en (5.32) donde
o =0 (w, a, B) necesitamos reescribir los limites de integraciéon en (5.34). Para el cambio de

variable usamos las definiciones dadas en (5.26), con lo que el

! u=1-p u=0—-p=1'
| du=-dp u=1-p=0,
mientras que para el cambio de v — a
| —v——(l B)w-1) v=0—a=5(-
| v=a+s (1 B)w-1) v=1l-u—-a=1-(1
1 dv:da

_ﬁ)_
=3[l +w) - (-1)] |

cambio de u —

D(w-1) |
3A-Pw-1)]

asi, con el cambio de variable, la ecuacién (5.34) se transforma a

(2@ no+Xor (k-,P) = ke py T TVH2) 1)2;{()1/+2)f
1B +w)—(w-1)]
" ‘é(ﬁ—l)(w—l)
donde
00,0, ) = por AT

Uv+2

Finalmente cambiamos el orden de integracién primero entre
oy a; con esto llegamos a

-D*T(v+2)

Xo+(k, P) = )

1 1-2a
M (k, p) foda fl

f(dﬂ)

dw,a,fda (5.35)

(5.36)

a'y By posteriormente entre

wf, ape [ aofl  ap
1-2a 2a+(}1

po+(w)A2V(1 Bt
@@ ot
(5.37)
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5.2 Funcién de onda del Frente de Luz

esta es la funcién de onda de Bethe-Salater con la que vamos a trabajar, la cual estd dada en
términos de la densidad espectral py+ (w) que no conocemos.

5.2. Funcion de onda del Frente de Luz
El siguiente paso es calcular la funcién de onda del frente de luz (LFWF), la cual expre-

samos como ¥y+. Gracias al trabajo realizado en [41] sabemos que la forma de la LFWF para
el diquark es

forwor (x,k3) = Trep dk 8(n-k—xn-P)ysy-nXo-(k_, P) (5.38)
I

donde fy+ esla constante de decaimiento diquark y 7 es el cuadrivector del frente de luz, tal
que n?> =0y n-P = —my+. Latraza Trcp indica que se aplica sobre los indices de color (C) y
sobre los espinores de Dirac (D). Ademas, sin pérdida de generalidad usamos que

f dk = % f d*k; (5.39)

Notamos que para obtener ¥+ bastaria con sustituir Xo+ de (5.37) en (5.38), pero no podria-
mos trabajar con esta expresién por la delta de dirac que involucra. Debido a esto necesita-
mos un camino alterno que nos ayude a obtener 1+ en términos de la densidad espectral.
Este camino recae en primero calcular la distribucién de momentos de Mellin para la LFWF
y de aqui obtener una expresion para yg+.

La distribucién de momentos de Mellin la podemos expresar como

1
Ca :fo dxx™yor (x, kT) (5.40)

y aqui sustituimos ¥+ de la ecuacion (5.38)

1
Jo+ <xm>%+ :TrCDfdlC fo dxx"6(n-k—xn-P)ysy-nXo+ (k—, P) (5.41)
II

nos damos cuenta que ahora si podemos deshacernos de la delta al integrar sobrex

1 1 n-P
f dxx"6(n-k—xn-P) :f dxxm6(——(xn'P—n-k))
0 0 n-pP

1 1 1
:f dxxm—é(—(xn-P—n-k))
0 |-n-P| \n-P

1 1 -k
=| dxx"—6 (x— n_)

0 n-P n-P
1 (n-k\™
- n-P\n-P 6-42)

69



5. MODELO ALGEBRAICO

y con esto la ecuacion (5.41) se reduce a

1 n-k\"™
m - - . .
fo+ <x >U/o+ - Trcp fdkl ( - ) Y5y nXo+ (k_,P) . (5.43)

Ahora ya podemos usa la expresion para Xy+ que obtuvimos en (5.37) y sustituirla en (5.43)

1 (-D)*T(v+2) n-k\™
n-p I dk(l’l-P) Trptysy - n. (k, P)}

1 1-2a 1 1 1

></ daf dwf d,6+/ dwf ag
0 -1 204 1-2a 2arloc])

po+- (@) AZ (1 - p)V!

f0+ <xm>l//0+ =

(5.44)

donde N, representa el término que involucra la traza sobre los indices de color, que, de
acuerdo a [41], se tiene que N, = 2 para el caso del diquark, ya que los diquarks conside-
rados son correlaciones color antitriplete. Para evitar cargar con un factor numeérico extra
vamos a quedarnos con la etiqueta N, durante todo el cdlculo hasta que sea necesario hacer
la sustituciéon al momento de calcular la constante de decaimiento.

El proceso para obtener ¥+ se basa en tres pasos tomando como partida la expresion (5.44).
Primero calcularemos la traza sobre los indices de dirac, con esto tendremos claro qué tér-
minos dependen de la variable k. Como segundo paso debemos calcular la integral respecto
a k. Finalmente, como ultimo paso necesitaremos agrupar la expresion de la distribucién
de los momentos de Mellin de tal manera que se obtenga una expresion similar a la inicial,
(5.40), y asi podamos extraer los términos correspondientes a ¥+. Estos tres pasos se deta-
llan a continuacién.

1. Calculando la traza sobre los indices de Dirac

A partir de (5.44) calculamos el término que involucra la traza, recordando que la funcién
M (k, P) definida en (5.15) también contiene funciones gamma que contribuyen al cdlculo
Triysy-n.# (k,P)} = Triysy - n(=ys) [My(y- P)+ (y - k) (Mg — My) + 0 vk Py
+i(=k*+k-P-M,M,)]
=—[Triysy - nysMy(y-P)} + Triysy-nys(y- k) (Mg — M)}
+Tr{ysy - nysoukuPy} + Triysy - nysi(—k* + k- P— M, Mpg)}]
=—[A+B+C+D] (5.45)

dividimos la traza en cuatro términos para evitar cometer errores en el cdlculo. Empezamos
calculando la traza del término A

A=Trlysy - nysMy(y-P)} = ngPyM,Tr{ysypysyv} = ngPy M, Tr{-ygy}
=—-ngPyM,Agpy = —4Myn-P (5.46)
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5.2 Funcién de onda del Frente de Luz

ahora calculamos la traza del término B

B=Tr{ysy-nys(y-k) (Mg —M,)} = ngky, (Mg — M) Tr{ysygysyv}
=ngky (Mg —M,)Tr{-ypy } =-4(Mg—M,)n-k (5.47)

para calcular la traza C debemos tomar en cuenta que oy, = % [YwYv] ¥ que la traza de un
numero impar de matrices gamma es cero

i
C =Trlysy - nysouvkuPy} = npkuPy > Te{ysypys (Yuyv = vvyu)}
i
= npkuPy [Triysypysyurvt = Triysypysyvyul]
i
= npkuPy o [Tr{=ypYuyv = Tri=vpYvyu] =0 (5.48)
finalmente, al calcular la traza D tenemos
D =Tr{ysy - nysi(—=k*+k-P—M,My)}=0 . (5.49)

Ahora que hemos calculado todas las trazas nos damos cuenta que solo el término Ay B
contribuyen al resultado, asi que sustituimos (5.46) y (5.47) en (5.45)

Triysy-nd (k,P)} = —(—4Myn-P—4(My;— M) n-k)

-k
—an-P|M,+M;- M) EE (5.50)
n-pP
y este tltimo resultado (ecuacién (5.50)) lo sustituyo en (5.44)
(-D®T(v+2) (nk)m[ n-k
x™m =4 (N, M,+(Mgz-M,) —
e T(v) dk \n-P wt Ma= M5
1 1-2a 1 1 1
Xf da[ dwf dﬁ+/ da)[ ap
0 -1 2a41 1-2a Zat-l)
. AZV 1- v—1
. Po (WA, (1-p6) 5.51)
Jorngr o+
asi ya podemos realizar la integral sobre k, que es el siguiente paso.
2. Realizando la integral sobre k
De la expresion (5.44) podemos extraer la integral sobre k y la definimos como I
I—f L Yy —M)n'k]—f T (5.52)
£ dk, 0V*? ¢ ¢ Yn-Pl Ja .
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Para resolverla debemos notar que es posible descomponer k en la suma de su componente
paralela y perpendicular respecto a n

de manera que satisface
n-k=n-k ,
n-k;=0 ,
k* = ky* + k. ?
Ahora aplicamos un cambio de variable en el integrando de (5.52), al cudl hemos nombrado

T, de tal manera que k — k+ aP. Este cambio de variable también se debe aplicar sobre la
funcién o que definimos en (5.32)

3 (n-k)™ n-kl _ (n-(k+aP)™ n-(k+aP)

= | Mut Mg =My — | = TSR My + (Mg = My) — —=—
n-k+an-p)m n-k+an-P

= | Mut+t Mg —-M) ————— (5.53)
(k2 +0Q2,) n-pP

esta ultima expresién la podemos simplicar tomando en cuenta las propiedades de k que
acabamos de revisar y aplicamos la integral

I f (n-(k||+kl)+an-P)m
k= 2
dk; (kﬁ + k% + Qé)wr

I’l-(k” +kL)+0m-P
n-P

M, + (Md - M)

n-kj+n-kr+an-P

(n Ky + ks Fan-p)"
:fdk My, + (Mg — My)
I

v+2
2. 12 .02 n-pP
(k” +k7 +QO+)
(n-k||+an-P)m n-ky+an-P
= Lk 2 My +(Mgz—M,) T (5.54)
2, 72 2 :
I (k” + ki +QO+)
resulta conveniente separar en dos términos esta integral, de tal manera que
L=M f (n-ky+an-P)" Md_Muf (n-ky+an-P)"*!
= My v+2 v+2
dky (12 4 12 o O2 n-P  Jak (12 12 L 02
I (k” +k¢+Qo+) I (k” +kJ_+QO+)
Mg— My
=Myl +——"1I; (5.55)

Para simplificar Iy, y I, ., de (5.55) tenemos que realizar una expansion binomial sobre el
numerador del integrando. Recordamos la definicién de una expansion binomial

m: m m in—j ] m :L
(x+7y) jzo(j)x y ) (]) o= (5.56)
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traslapando esta idea a una forma general de las integrales Iy, y I, ., tendremos

(n~k||+an-P)m+l mAl (4 1 I—i (n'kll)j
fdk 2, 712 2 \VF2 - Z ( J )(Om‘P)mJr ]fdk 2, 72 2 \V+2 (557
I (k” +k¢+90+) j=0 [ (k” +kL+QO+)

Debido al cardcter antisimétrico de (5.57) las integrales con exponente j = impar son tri-
vialmente cero. Cuando el exponente es par y diferente de cero, las integrales son propor-
cionales a (n- n)/, pero dado que n? = 0, dichas integrales también son cero. Por ejemplo,
para j = 2 tenemos

f (n.k”)j:z =nyn f 1, K1, ~nyn =n*=0 (5.58)
aky (3 + K2 +Q2 )2~ gk (2 + &3 +Q2 v V8 '

tomando esto en cuenta podemos concluir que solo el término con j = 0 contribuird a la
expansion de (5.57), y con esa conclusién podemos tratar las integrales Iy Ix.

m+1

[ Inkj+an-PY™ (m . (n-kp)°
km = di 2+ k2 +Q2.1v2 0\ 0 (an-P) o 22 1 Q2 )2
U TR TR =0 (AT
=1(an-P)" 1 (5.59)
B dky (1.2, 1.2 2 \V*? '
I (k” +kL+QO+)
B [n-kj+an-P)m [ m+1 mel 1
ke = [k2+k2 +QZ ]v+2 =0 0 (an-P) v+2
iy UG+ S 00 0 (k2 + K2 +03,)
1
:1(an-P)m+1f (5.60)

v+2
ak (kﬁ K2+ Qé)

Ahora que reescribimos estas integrales, (5.59) y (5.60), podemos sustituirlas en (5.55) y sim-
plificar, ya que usar la definicién de expansién binomial nos ayud6 a tener solo una integral
que resolver

Ik:j[;k . v+2 X
u ( )

2 2 2
k|| +kl+Q0+

(Md _Mu)

M, (an-P)™+ (an-P)™!

1

dky (ky?+ k1 2+ QS+)V+2

=(an-P)" M, +a (Mg — My)] (5.61)
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Lo tinico que nos resta hacer es realizar la integral de (5.61) y para eso tomamos en cuenta

que
1 1 2n oo oo
f =—fd2k||=—f d@f dk”k”:f dkj
dk) 2 T Jo 0 0

asi que la integral que tenemos que resolver ahora es

f 1 v+2 =[Oo dk” v+2 (5'62)
dky (12 . 1.2 2 0 2,72 2
I (k”+kL+QO+) (k”+kl+Q0+)

para resolverla hacemos un cambio de variable e integramos

1 || 0+ = |
du=dky’ ¢ =0—u=k+ 02, :
N i e L il I U
0 viz k2 +Q? “ “= —v—1|12.02 K2 2 v+l (5.63)
(kﬁ+ki+ﬂ§+) 2402, ez, (k2 +02]

Con esto ya logramos calcular la integral sobre k, sustituyendo (5.63) en (5.61)

m My +a(Mg— M)
Iy =(an-P) s (5.64)
(v+1) [k 2+0Q3,]

3. Extrayendo 1)+ de la distribucién de momentos de Mellin

Podemos expresar la dispersién de momentos de Mellin en términos de la integral que cal-
culamos en el paso anterior

m =D*T(v+2) 1)2Vr(v+2) 1-2a
{x >V’0+ B F( ) [[ dw —+1d'3+f1 2adw[2“+<w 1 ﬁ]
2v1 _ pyv-1
x4NC( L ) po- @A, (1= f) (5.65)
n-P 2n, fo+ no+

para simplificar esta expresién necesitamos recordar las propiedades de la funcién gamma

I'(z+1) =zI'(2)
I'(n)=(n-1)!
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5.2 Funcién de onda del Frente de Luz

con lo que las funciones gamma se reducen a
'v+2) (v+2-1D! wv+1! v+ (v-1!
rov)  -1!  w-DI  (v-1!

Ahora podemos sustituir el valor de I que obtuvimos en (5.65) asi como (5.66) en (5.65) y

simplificamos la expresién
1-2a 1 1 1
f dw [ ap+ f dw / ap
-1 2a 1 1-2a 2atlw-l)
-1 w+1

m _ 2v 1 !
T L = | da

PO @A (=) (@npym Mut @(Ma = My)
21y for no+ M[kJ_Z+Q(2)+]V+1
4Nc(_1)21’vf1 m fl—Za fl fl fl
== d da da d d
2nPfOJ'n()+ 0 @ -1 N 2o 4] h 1-2a ¢ Zartel g
(1-B)""' AL po+ (@)

[ki+Q(2)+]VJrl

=(v+Dv . (5.66)

(5.67)

x [My +a (Mg — M,)]

aplicamos un cambio de variable en (5.67) haciendo @ — x, esto con la intencién de poder
comparar nuestra expresion con la definicién inicial de la distribucién de los momentos de

Mellin
1 1-2x 1 1 1
f x"dx f dw[ d,B+f dwf dp
0 -1 241 1-2x 2ol

x [My +x (Mg — M,)]

4N (-1)*"v
Yo+ znpf0+n0+

(1-pB)""1AZ oo+ (w)

(5.68)
[k +Qg+]v_1

finalmente, al comparar (5.68) con (5.40) podemos extrapolar las expresiones y concluir que

Yo+ debe tener la siguiente forma
1-2x 1 1 1
f dw f ap+ f dw f ap
-1 2x 4 1-2x Zutucl

w-1

(1-B)V" 1A po+ ()
+1
[k +Q(2)+]V

Para no cargar con tantas constantes defino una nueva constante A que absorba todas

)
50 (5.70)

con lo que la funcién de onda del frente de luz se reduce a tener

1-2x 1 1 1
f dw f dp + f dw f dp
2x 2x+w-1
-1 o1t 1-2x T

(1-B)""1A% oo+ (w)

[ki+(2(2)+]v+l

AN, (-1)*v

+ x,kz =
1//0 ( J_) 2”pf0+n()+

x [My +x(Mg— M,)] (5.69)

o (x, ki) =Av

x [My + x (Mg — M,)] (5.71)
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Nuevamente llegamos a una expresion dada en términos de la densidad espectral po+ que
sigue siendo desconocida.

5.3. Amplitud de distribucion parténica

Hasta el momento tenemos la BSWF y la LFWF definidas en nuestro modelo como fun-
ciones que dependen de py+, ahora queremos obtener la amplitud de distribucién part6-
nica (PDA) en términos de esta misma pg-+. En el trabajo de Ya Lu [41] se tiene la siguiente
definicién para la PDA, que denotaremos como ¢+

for o+ (x) =Trep ” 6(n-k—xn-P)ysy-nXo+(k,P) (5.72)
I

notamos que esta expresion yla dada para ¥+ en (5.38) son muy similares, esto nos dice que
dentro del formalismo de cuantizacién en el cono de luz, podemos obtener una conexién
inmediata entre la LFWF y la PDA. Tomando (5.38) y (5.72) podemos llegar a la siguiente
relacion que nos ayudard a calcular ¢+

B 1
1673

Po+ f d*kyyo- (x, k) (5.73)

donde, de acuerdo a [41], debe cumplirse que

1
f dx¢os () =1 . (5.74)
0

En la ecuacién (5.71) ya tenemos la LFWF en términos de pg-+, asi que simplemente susti-
tuimos esa expresion en (5.73) y resolvemos la integral para k.

1-2x 1 1 1
f dw[ d,B+f dwf apg
-1 2% 1 1-2x Zxtuw-l

w-1

(1= 1A% po+ ()
v+1
[ki + Q§+]

1
(/)0+(JC) ZWfdsz_AV

(5.75)

x [My + x (Mg — My)]

la integral sobre k; la resuelvo aparte nuevamente tomando en cuenta que

1 ) 1 21 0 (o] )
—fd ICJ_=—f d@f dkﬂﬂ=f dk|
T T Jo 0 0

Para resolverla necesito hacer un cambio de variable

! Ltzki+(2(2)+ kizoo—»uzoo+Q(2)+—oo}
l du=dk,? kizO—»u—Qé l
L o o o o o e o e o e o e e e e e e e e e e = .l
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1 o] 1 oo x 1
A’k _ nf dk? —— — :/ duu*t=2= (5.76)
/ l[ki‘*'Qé]Wl o l[ki"‘Qé]VH o VQ(Z)X

2
ot

sustituimos este resultado de la integral (5.76) en (5.75)

1-2x 1 1 1
f da)f d,B+f dw/ ap
-1 241 1-2x artwol

(1-B)"" 1A po+ ()
QY

)=
o+ () =162

x [My + x (Mg — My)] (5.77)

Ahora, para garantizar que nuestra PDA este normalizada introducimos una constante de
normalizacidon Fy que absorve el resto de las constantes y asegura que se cumpla (5.74)

1-2x 1 1 1
f dwf dﬁ+f d‘“f ap
B mer e e

(1- BV 1AZ pg+ ()
QZV
0+

1

QbO* (x) = E

x [My +x (Mg — My)] (5.78)

Aqui ya tenemos la construccién de la PDA en términos de la densidad espectral pg+, asi
que bastaria con que nos dieran la forma de la densidad espectral del diquark para poder
integrar de manera numérica y conocer su amplitud de distribucién parténica, sin embargo
nos enfrentamos al problema de no conocer la forma de pg+.

A continuacién se presenta el cdlculo para obtener la constante de decaimiento del diquark
y posterior a eso, en una de las subsecciones, estudiaremos la importancia de tener Aﬁ) como
una funcién de w y no siendo una constante, ya que esto resuelve el problema de no conocer

la po+.

5.3.1. Constante de decaimiento del diquark

Anteriormente vimos que Fy es es factor de normalizacién que absorbe todas las constan-
tes, con lo que al sustituir el valor de A tenemos que

4N (=1)?*
1 A 2fmny 1 Ne(-D% (5.79)
Fy 16m2  16m%  42fynpng w2 '
pero, como (—1)%¥ siempre es 1, llegamos a que Fy es
4
In 2y @@ fornon” (5.80)
C
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5. MODELO ALGEBRAICO

y al despejar de (5.80) la constante de decaimiento

B N.Fy
(W)@ nyng-n?

for (5.81)

En este trabajo se toma que la constante de normalizacién del diquark se relaciona con la
constante de decaimiento dado un factor de v2

1
no+ = \/Efm = for= ﬁnm (5.82)

con esto en mente podemos igualar (5.81) y (5.82)

Ny _ 1, (5.83)
@2n,ne 2 '

de esta tltima expresiéon despejo ng+

\/ENCFN
(4)2n,m?

nos = (5.84)

finalmente sustituimos (5.84) en (5.81) para obtener la constante de decaimiento

form—— e [ Nl (5.85)
(4)2 2 V2N, Fy znp 4) \/znz
NpTt 4)2n,n?

Para el caso del diquark ya vimos que de acuerdo a [41] tenemos que N, = 2, asi que su
constante de decaimiento se reduce a

[ Fn
= — 5.86
Jo 4272 no (5.86)

donde n, sabemos que es la constante de normalizacion de la densidad espectral, mds ade-
lante veremos c6mo se calcula.

5.3.2. Importancia de la funcién A2

En este punto ya conocemos la forma de la PDA dada en (5.78), sin embargo, no pode-
mos continuar con los cédlculos analiticamente ya que no podemos realizar las integrales
con respecto a 8y w. Es aqui donde radica la importancia de la funcién A2,

En particular, la integral sobre 8 en (5.78) no la podemos realizar debido a que tenemos
dos términos que dependen de B, (1 - f8)"~! y la funcién Qé. Para poder integrar sobre f
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5.3 Amplitud de distribucién parténica

necesitamos manipular la funcién Q2, de tal manera que se logre eliminar su dependencia
de B. En (5.31) definimos Q%+ tal que

Q2. (0,x,f) = M2B+ (1 BIAZ + (M5 - M2)

x—%(l—ﬁ)(l—w)]

_p?

1 .
x(@-1+50-p0 —wz)]
notamos que justamente involucra la funcién Ai, asi que este término lo apartaremos e
intentaremos manipular la expresion para que se elimine

Q. (w,x, ) =(1 - P)AL + M5S + x(M5 — M5) — P*x(x— 1)+ M — M.,

-1-p) [%(Mé—Mﬁ)(l—w)+iP2(1—w2)

= M2+ x(M2 — M%) - P*x(x— 1) + (1 - B)AZ,

-(1-p [%(Mfi -M2)(1-w)+ ipzu —w®)+ M (5.87)

en (5.87) podemos analizar que si queremos que Qé = Qé (x), es decir, que solo dependa
de x, necesitamos forzosamente que nuestra funcion A2 sea definida como

1 1
A;"UEAZ((»):Mﬁ+£(l—w2)P2+£(l—w) (M3-M2) . (5.88)

Con esta definicién efectivamente garantizamos que Q2, = Q§+ (x) y ademds notamos que
2 a1 2y p2, 1 2 2
ATpe =My + 7 (1= (1-22)°) P2+ 2(1 = (1-22) (Mg — My)
1 1
2 2 2 2 2
=M+ (1-1-4x"+4x)P* + 5(2%) (M; - M)
=M?% - P*x(x— 1) + x(M5 - M%) (5.89)

esto nos dice que al tomar A2 con la definicién dada en (5.88) nos quita la dependencia
sobre B y w y nos permite reescribir Q§+ en términos de dicha funcién

Q(z)‘r (x) = A%—Zx
y asi reescribir la ecuacién (5.78)

1 1-2x 1 1 1

+(x)=—f dwf d +f dwf d
%0 Fn |Ja1 24 p 1-2x 2xsw-l p
1-p)VAY po+ ()

2v
A1—2x

X [My +x (Mg — My)] (5.90)
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Gracias a esta funcién A2, ahora resulta posible integrar la PDA dada en (5.90) sobre la va-
riable $, ya que el calculo se simplifica a integrar (1 — 8)"~! sobre  y evaluando para v > 0

1 0 2%
_ -1 _ v=1,_ et v [ e A
.f2x1+1(1 p) dﬁ—fzixu ( du)—fo u" " du | u=1-p |
w— w-1 | |
2x . w du=-dp |
— uV—1+1 l—wzu_v 1277 i ﬁ:l — u=0 i
v—1+1 0 Vv lo I :2_x+1 - uzZ_x\
1( 25 \V Lé,ﬂi,,,,,,,,,,,:ﬁ"i
:;(l—w)
! e | u=1-p6
lfz a-prtap= f V_l(—du)zf uldu | du=—dp
w+1 w+1( : y 0 : ﬁ:l — u=0
2(1—-x | g 2x+o-1 _20-x
= ) "6_ qu(-ul +t1 — u= 1+w
viw+1l ) b

y sustituyendo el resultado de estas dos integrales en (5.90) llegamos a

1 (2 1-2x X \V 1 1-x\v
() =—|— d + d
o+ (1) FN(V) f—l w(l_w) »/1v—2x w(w+1)
AZV N
X[NM+JNNM—A4»LJL%?EQ (5.91)
1-2x
Para agrupar términos y tener una expresion mds amigable definimos
pw; A}) = A po+ (@) (5.92)
de tal manera que la ecuacion (5.91) se reescribe como
1 (2 1-2x Ay 1 Ay
¢0+(x):—(—) xvf dw plw; )+(1—x)v dw pwih,)
Fy\v -1 (1-w) 1-2x  (@+1)Y
M, M, - M
9 [My +x (Mg )] (5.93)
AZV
1-2x
Ahora hacemos un cambio de variable para simplificar la expresién
1
y=1-2x — x=7(01-}) (5.94)
12v v\ (Y, plwsAY) (2=1+y\Y 1, pPlw;AY
A () bt (2 [t
o=y ) L aer T ) ) ey
M, + (IT (Md_Mu)]
AZV
11 y ;AV 1 5 ;AV G
=—- U—yY/1dwﬁgi#ﬁw{l+ij‘dw£gLiﬁ (5.95)
Fyv -1 1-w)V y (w+ 1) A?,"
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5.3 Amplitud de distribucién parténica

simplificamos aparte el término G

G=

1- 1
M, + (Ty) (M, —Mu)] = My+ 5 (M= My~ yMqa+ yMy|
1 1
= 5(1+y)Mu+§(1—y)Md (5.96)

Con esto podemos concluir que la PDA se puede expresar

fdp(a)A fdp(wA

(w+1)"
(L+y)My+ 1A -y)Mg
X A?/V

Porly) = 1672V [

(5.97)

Notamos que la expresién para ¢+ se simplificé bastante gracias a que la funcién A2 nos
permiti6 calcular la integral sobre S.

Aplicando la definicién de la funcién A2 sobre la LFWF

Con la definicion de A% dada en (5.88) ahora podemos simplificar 1+ expresada en (5.71),
ya que gracias a esto nos da tres puntos relevantes que podemos resumir como

1 zx v
v—1
o R e
1 2(1-x)
v-1 -
. ﬁx-ﬂul(l ﬂ) dﬂ_ ( w+1 )

w+1

2
B O =A],,

tomando estos puntos en cuenta, la LFWF dada en (5.71) se transforma como

1-2x v 1 _ v
[y
-1 vy l-w 1-2x Y\ o+l
2v
x [Mu"‘x(Md_Mu)]M

(k% + A2 2x]v+1

wor (x,k1) = Ay

(5.98)

Aligual que para ¢+, renombramos p(w; A))) = A2Y po+ (w) y hacemos el cambio de variable
y=1-2xenla LFWF

2V e l—y)"fy dw (_l—y)" U dw ]
vor (ki) = A2 [( > ) Lacar T2 ) ), ey

plw; Ag)
[k + A7)

1_
+Ty(Md—Mu)

(5.99)
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simplificando la ecuacién anterior obtenemos
A Y plw;Ay) v [T pw;Ay)
NIASEE I Vf—‘”d +(1+ ——2da
vo i) 1 5 |09 [ e grrdws(i4y)” | FEeda
A+ y)My+ 1 - y)My
v+1
(k] +A%]

(5.100)

Comparamos las expresiones de ¢o+ y v+

Ahora podemos comparar la ecuacién (5.97) con (5.100), con lo cual nos damos cuen-
ta que estan relacionadas la PDA y la LFWF con un factor multiplicativo, al cual vamos a
renombrar como F. Con este factor podemos reescribir la ecuacién (5.97) de manera que

+(Y) = ———= 5.101
0 W)= Ty azy (5100
y, despejando el factor F
F=16m*vA3 o+ (y) . (5.102)
También podemos reescribimos (5.100) en términos del factor F
F
wo (y,k5) = (5.103)

[k + 5™

en (5.102) llegamos a una definicién de F en términos de la PDA, con lo que al sustituirlo en
(5.103) llegamos a

2v
Yy

(k% +A§,]

vor (3, k1) = 167°v — o+ (1) (5.104)

de esta manera tenemos la LFWF en términos de la PDA, ya no es necesario conocer la
densidad espectral pg+, basta con tener la forma de la ¢+

5.4. Distribucion parténica generalizada

La distribucién parténica generalizada (GPD) se puede representar en términos de las
funciones de onda para el blanco. La representacion de la funcién de los GPD’s se obtiene
mediante los siguientes pasos:

1. Insertando las expansiones de estado de Fock en los elementos matriciales que defi-
nen los GPF’s
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5.4 Distribucidn parténica generalizada

2. Representando los operadores quark antiquark o de dos gluones en los elementos ma-
triciales mediante operadores de creacidn y aniquilacion de partones

3. Utilizando las relaciones de (anti) conmutacién de estos operadores

Con esto en mente, el cdlculo de la GPD, que etiquetaremos como la funcién Hy+(x,¢, £), se
puede obtener a través de la superposicion de la wy+ que ya calculamos anteriormente

d’k
Ho+(x,§,1) = f F”éw;; (7, RD?) o (xF, (k])?) (5.105)

donde ¢ es la fraccién de momento longitudinal transferida y nos indica que tan colineal
choca el fotén con el quark. Ademas, se define

[a—

—482m2, — A2
t=— —062 L (5.106)

I+

+ f + _Ay
X = ki=k F—
LT

1+¢

H—
J‘rx

Una particularidad de la GPD es que cuando ¢ = ¢ = 0 se debe cumplir que esté normalizada

1 1
—f dxHy+(x,0,0) =1 (5.107)
Ny Jo

donde N es el factor de normalizacién para la GPD. Como vimos en la definicién de Hy+,
necesitamos usar la LFWF a la que llegamos en términos de la PDA con sus correspondien-
tes dependencias y en términos de la variable x. Asi, usando (5.104) podemos llegar a

2v

A%,
Yo (7, (k1)) = 1677y —— 2 —— g (x7) (5.108a)
(k% + AT
2v
1-2x*
Yo (x*, (kT) 2y =167 V[(k )2+A% » ]v+1¢0+(x+) (5.108b)

con esto podemos sustituir (5.108) en (5.105), es decir, ¥, y ¥o+ en Ho-

deJ— 2 A%VZx
Hy+(x,¢,8) =
o+ (x,6,7) flGng V[(kzl)2+A2 ]VH(PO +(x7)
AZV
167%v 1237 Po+(x1)
[(kT)2+ AT, 1V*!
(16n2v)2 +
:W 1 2x-Po+ (X~ )A 2+ Por (X7)
1
x | d®k (5.109)
f TR AT, PHRD2+ A2, ]
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para simplificar esta expresiéon renombramos las siguientes funciones

A (x,&,1) = Por (X Vpor (xT)ATY 5 ATV, (5.110a)
1
B(x,&, 1) = , (5.110b)
¢ (k)2 + AT, IVFH(KRD)Z+ A, v+

Asi podemos reescribir la GPD de la siguiente manera

Hoy+ (x,&, 1) = 161v2.of (%, €, t)fdzkl%(x,f, n . (5.111)

Para obtener una forma de la GPD que nos permita computar la funcién necesitamos seguir
un proceso a partir de la ecuacién (5.111). Este proceso se divide en tres pasos fundamen-
tales. Primero es necesario transformar la funcién #(x, ¢, r) utilizando la parametrizaciéon
de Feynman, este paso se ve engorroso por la cantidad de términos, pero no es complica-
do. Posterior a eso tendremos que integrar sobre k; y simplificar la expresién. Como tltimo
paso necesitaremos hacer un andlisis que garantice que nuestra GPD esté normalizada. A
continuaci6n se desglosara cada uno de los pasos intentando detallar el procedimiento.

1. Transformando el término % (x, ¢, ) usando la parametrizaciéon de Feynman

Utilizando la paremitrizacién de Feynman que se explica en el Apéndice A podemos trans-
formar (5.110b) de la siguiente manera

Bt 1 rev+2) ! u’(1—uwv (5.112)
x,é, 1) = = u .
AVIBVIL T T2(v 4+ 1) Jo [wA+B(1 - u)]2V+2
donde, en este caso, las constantes Ay B serian
A=(k])*+ A2, - (5.113a)
B=(k])?+A5, . (5.113b)
de tal manera que podemos reescribir A(x, ¢, t)
rev+2) [l Y1 -uwY
B(x,8, 1) = g_ V2 v vz 4
F*v+DJo [[(k7])2+ A3, Ju+1(kD)2+A2, 1(1-u)]
rev+2) 1. uWa-uw"
— 7 (5.114)

= —="" u
FZ(V-I- 1) 0 %2v+2

Hemos definido # para poder simplificar el denominador del integrando, donde necesita-
mos recordar la definicién de k:f
Al 1-x

ki = ——= ; kt=k, ———— 11
n ki + L ki > 1+£ (5.115)
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sustituyendo k:f en Z y expandiendo los términos cuadréticos podemos eliminar algunos
términos

A% (1-x)\? 1-x
T —) —kLAl( " )+A§ e | A=)
Az 1-x)2 1-
= 2u+—(—) L£+k|A(
1-¢
A% (1-x 1-x
+ k7 —kiA +A3, .
L 4_(1 é) | '(1 é) 1
2 I
_W_Z(_l+§) u+kiA
2
podemos agrupar los términos que tienen un factor % ylos que tienen k; A |
(1—x)2u+
1-¢
1- 1- 1-
+hu (1) u- (i58) + (558 o]

+AS Ut A, A, U (5.117)

u+A1 ox-U

2
_1 6) u-A2_, . u (5.116)

AZ
_12 L
7 =K%+

le sumamos un cero a (5.117) para completar el trinomio cuadrado perfecto entre el primer
y tercer término

%:ki"rklAJ_ (I—_X) 1= x 1-u)

1-¢ 1+£

1 (}_Tif)” (1+6)(1_”)]

+ (AT 5 A%—2x+)”+A1 2+

(ks[5 o (755) -]
B | WY e “

AZ _ 2 _ 2 _ _

[l e 0o ()b

+ (AT 5 A? 2x+)u+A%—2x+

(=)o (Fg)a-u]) oz

2 2 2
+ (A g = AT g ) U+ AT 5 (5.118)

g

=)

)(l—u)

u-wf

2

1
=(kJ_+—AJ_
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nuevamente necesitamos definir otra funcién Zr que agrupe los términos restantes para
poder simplificar. Empezamos expandiendo el binomio

g = R (v =
(i) e -alh
g G G U I

1-x\(1-x A%
z(ﬁ)(l E)u(l u)}T (5.119)

agrupamos los términos que contengan factores en comun

. (1-x)2 A7
Zn= {(1—) u(l—u)+(1+§) [1-w-0-w]+2 u(l—u)}Tl

_62
_A_i{(l‘_x)z (1- )+(1_ ) (1— ) [u] + =0 (1- )} (5.120)
= 4 1_5 u u 1 f —62 u u .

factorizamos el término u(1 — u) y simplificamos

2

Z—i(l—)z(l— ){ L 1 ! }
RET TV T Tar g T m e

Al 1 12 A% 2 1+8+1-¢\°
_T(l x) u(l- u)(—1 E+_1+E —T(l—x) u(l_u)(—(l—f)(1+€))
AT 2 V' A a-x?
—T(l—x) u(l—u)(l_fz) _1—52 e u(l—u) (5.121)

en este punto recordamos que el invariante ¢ se puede escribir como

-4 mé Ai

=

1-¢2  1-¢&
y notamos que en (5.121) justamente tenemos el segundo término
A2 48%2m?
L 0*
S PSP A 5.122
1-¢2 1-¢2 ( )
con lo que podemos escribir (5.121) en términos de ¢
Z 4mp | -7 (1-u) (5.123)
=- u(l—u) . .
K 1-&2 | 1-¢2
Ahora podemos sustituir (5.123) en (5.118), es decir, Zg en Z
1 1-x 1-x 2
X=k +=-A||— 1-u
et (1—6) (1 6)( ))
48ms, | (1-x)? 5 5
— |+ e u(l—u) + (AT _pp — AT, ) u+ A, (5.124)
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podemos renombramos los siguientes términos de %

1

= (l_x) (l_x)(l ) (5.125a)
31—2 n ¢ u o u . a
4% mg (1—x)Z
2=-|1+ g ] e u(l—u) + (A _p — A, u+A, . (5.125b)
de tal maneta que % se simplifica a
K=k, +s1)*+s2 . (5.126)

Una vez que ya hemos simplificado el denominador de la funcién #(x,¢, t), podemos sus-
tituir (5.126) en (5.114)
rev+2) (1 u’(1—uw”

B(x, &, 1) = u
FZ(V+1) 0 [(kl+51)2+32]2v+2

(5.127)

Con el tratamiento dado a la funcién %(x, ¢, ) podemos sustituirla en la GPD, en otras pa-
labras, sustituir la ecuacién (5.127) en (5.111)

; , T'@2v+2) ! Y(1-u)V
Hy: (x,&, £) = 16mv2.e/ (x, ¢, r)fdzlq G2 gt (5
=tv+1) Jo [(/Cl+81)2+52]
el siguiente paso es realizar la integral para la variable k| .
2. Integrando la funcién respecto a k|
Nuevamente usamos que
i 2n o] [e] i
[dzkl :f d@f dk, k| :n[ dk}
0 0 0
con esto la GPD definida en (5.128) se reescribe como
Irev+2 Y1 -uw"
Hor (x,€, 1) = 1672v2 ( ¥ )d( &0 ) T d w-w (5.129)
[(ky+s1)?+ 52]21/+2

Si el integrando es continuo en una regién se puede cambiar el orden de integracién para
integrales dobles con limites de integracién numeéricos, tal como nos lo dice el teorema de
Fubini. Asi que cambiamos el orden de integracién de la expresién anterior

r@ev+2 1 o0 dk?
Hy+(x,&,0) = 167‘[21/2#%()6,6, t)f u’(1- u)"duf L 5o (5.130)
r2(v+1) 0 0 [(ky+s1)%+s2]
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Calculamos la integral, haciendo k; — kJ + 51

-foo dk? foo dk2i
0 [(kJ_+81)2+32]2V+2 ki—ki+s1 Jo [ki+32]2v+2

| v=ki+s, =0 — v=s |
| dv=dkl k= — v=oo
2 _
foo ko_ _ dVU—ZV—Z_ v 2v—1 00: 1 1
0 [ki+sz]2v+2 o 2v—-1 5 2v+1 s§v+1
B 1 1 1
© 2v+1 oo 21
! 1 (5.131)
2v+1 52v+1 :

Al sustituir el resultado de esta integral en la GPD y tomar que I'2v +2) = 2v+ 1T'(2v+1)
tenemos

Hy (x,€, 1) = 1672 ZF(Z +1)gf( £ r)f Zmu) du . (5.132)

Vamos a reescribir el término s, cuya definicién vimos en (5.125b)

_ 48 myg. | (1-x)? 2 2
S=—|t+ e | e ul—u) + (A]_p —A]_ 2x+)u+Al ot
48°mf. | (1-x)? 2 48°mg, | (1-x)?
=|t+ +4-
1—62 1-¢2 1-¢&2 | 1-¢2
+AS - — AT, ut AT, (5.133)

de aqui agrupamos esta tltima ecuacion en diferentes términos de acuerdo al grado de la
variable u

49 my. 1—-x 2
a=|r+— = ](1 t; (5.134a)
-G S
atmi | 1-x?% )
b=-|t+ g | o T ~Alar (5.134b)
c=A_, . (5.134c)
y renombramos M(u) = s, de tal manera que
M(u) = s = au® +bu+c . (5.135)
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5.4 Distribucidn parténica generalizada

Sustituimos (5.135) yla definicion de <7 (x, ¢, £) dada en la ecuacién (5.110a) dentro de (5.132)

r2v+1) L v -
Vot +1)¢0 () por (XA 5 - AT, e f ————du (5.136)

Hy+ (x,¢, 1) = 167°V?
0 f 0 [M(u)]z\/ﬂ

y esta es la GPD, solo necesitamos renormalizarla.

3. Asegurando que la GPD esté normalizada

Para normalizar la GPD necesito calcular su constante de normalizacién, para lo cual recor-
damos (5.107) que nos dice

1
Ny = f dxHy- (x,0,0) (5.137)
0

lo cual nos dice que necesitamos expresar la GPD cuando ¢ = £ = 0. Con estas condiciones
la ecuacioén (5.136) se reduce a tener

rev L v -uwY
Hp+ (x,0,0) = 167°v? . f —— " d 5.138
0 (x ) Y rz (p() ( )[ 1- ZX] 0 [M(u)]2V+1 u ( )
donde la funcién M(u) es simplemente
a=0 ; b=0 ; c=A%_,,
=>M(u) =A%, (5.139)

nos damos cuenta que (5.138) se reduce a solamente integrar sobre u ya que la funcién M(u)
no depende de u

A%, P Tev+l

1
YA-w)'du . 5.140
[A% ) ]2v+1 FZ(V+ 1) 0 u( u) du ( )
-2x

Para resolver la integral en u usamos la definicién de la funcién beta, también llamada la
integral de Euler

1
B(z1,2) :f A7 - p2 lde = Tzl (zp) (5.141)
0 I'(z1 +22)

en nuestro caso en concreto donde tenemos la integral en u la integral de Euler se expresa

fl (v+1)— 1(1 u)(v+1) ld F(V+1)F(V+1) FZ(V+1) (5142)
0 Tv+1+v+1) T@2v+2)
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5. MODELO ALGEBRAICO

asi, al sustituir (5.142) en (5.140)

2 2
Ho- (x,0,0) = 1672 z%(x) r@ev+1) 2w=+1) _1n2y2TRVHD) ¢02+( )‘
A, T2v+1) T(2v+2) T@v+2) A2,

(5.143)

Una vez que ya hemos calculado Hp-+(x,0,0) podemos usar la definicién dada en (5.137)
para encontrar la constante de normalizacién de la GPD

2 TRv+1) $. () _ Lep2 2 L@V HD 12, (x)

2 2
T@v+2) A2, Tv+2)Jo A2,

dx (5.144)

1
Ny = f dx1672v
0

entonces, para que nuestra GPD esté normalizada necesitamos dividir la GPD que tenemos
entre la constante de normalizacién, la ecuacién (5.136) en (5.144)

Hy (o6, = SO TRV D) e eIAZY A2 fl WA (5145
+(x,¢, 1) = X +(x | ——-=du. (.
0 N rz(v+1)¢0 $o 1=2x Az | B
Para simplificar la expresién de la GPD sustituimos la Ny
Hye (5.6, 1) = 16m°v? TRv+T) ! ud-uw du
o = </>02+(x) R2v+1) Jo [M(w)]2'*!
v+ A
o N (N A2
1 rev+2) rua-wv
u
fl P30 4 PV D Jo M@
1 2x
X o+ (X 7)o+ (x VA, ATV, . (5.146)
por comodidad renombramos
1
N = f b0 5 (5.147)
1 2x
y asi, la GPD normalizada tiene la siguiente forma
r2v+2) u(1-uw
Hy+ (x,¢, 1) = N po+ (X7 )po+ (x )A1 - Afvzﬁ Fz(v+1)f MG u (5.148)

Esta es la expresion completa de la GPD, sin embargo, resulta conveniente analizar un caso
limite de esta funcién cuando ¢ = 0.

90



5.5 Funcién de distribucion parténica

5.4.1. Limitedela GPD para¢ =0
Para analizar este caso limite necesitamos escribir la ecuacién (5.148) para cuando ¢ =0

o TRV+2) [l uva-wY

Ho: (6,0,8) = A ¢ (0N, 5 oD b M (5.149)
donde la funcién M(u) se reduce a tener que sus coeficientes son
a=t(1-x? ; b=-t(1-x* ; c=A5,,
de manera que tenemos
M) =t(1-x)*u? - t(1-x)*u+Aj_,,
=—t(l-x°u(l-w+A5_,, (5150
Asiquela GPD en el limite de { =0 es
Ho+(x,0,1) = A 5. (x)A]Y 5, ;gzv +2) (1 u’(1-uwY e
V+DJo [—t(1-x2ul-uw+A%_, |

1-2x

5.5. Funcion de distribucién parténica

Una vez que ya tenemos la GPD podemos obtener la funcién de distribucién parténica
(PDF), que representaremos como la funcién gg+(x). La PDF es simplemente la GPD pero
en el limite cuando ¢ = t = 0, es decir

qo+ (x) = Ho+(x,0,0) (5.152)

entonces, aplicando el limite cuando ¢ = t =0 ala Hy-+(x,¢, t) dada en (5.148) tendremos

P35 () T@2v+2) [
2 2
A2, T2(v+1) Jo

y (P§+ (%) L2v+2) [2v+T1)

Hy+(x,0,0) = A u'(1-u’du

(5.153)
2 2
A2, T2v+1) LR2v+2)
asi que la PDF se reduce a tener
)
Gor (x) = N =5 (5.154)
1-2x

donde A ya estd definida en (5.147).
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5. MODELO ALGEBRAICO

5.6. Factor de forma electromagnético

Para el célculo del factor de forma electromagnético (FF) del quark simplemente nece-
sitamos integrar la GPD respecto a ¢ cuando ¢ = 0, es decir, integrar la expresion (5.151)

1
Fl.(t)= f Hy+ (x,0,)dx (5.155)
0

es decir, tendremos que el factor de forma lo podemos calcular con la siguiente expresion

rev+2) (b, ! u’(1-u)"
F{ﬁ(t):(/‘/—f dx¢p3. (X)ATY r[ du (5.156)
0 FZ(V-FI) 0 (p() 1-2; 0 [—t(l—x)zu(l—u)+A%72X]ZVH

y el factor de forma electromagnético completo, tomando en cuenta las cargas de los quarks,
seria
Fo+ (1) = e, Fy. (1) + eqFyl, (1) (5.157)

recordando que e, = % yeq= %1 . Un punto importante a notar es que a partir del factor de
forma podemos calcular el radio de carga, que es lo que procederemos a hacer.

5.6.1. Radio de carga electromagnético

Una vez que tenemos el factor de forma total lo derivamos para obtener el radio de car-
ga, de tal manera que

dFy+ (1)

(ro1)* =6
dt |i=o

(5.158)

Como nos hemos dado cuenta, con el modelo algebraico que tomamos es posible obtener
expresiones que nos dan informacién de la estructura interna de la particula en términos
de la PDA, ya no necesitamos la densidad espectral. Sin embargo, el modelo también nos
permite obtener la pg+ de manera sencilla usando el teorema fundamental del célculo, este
célculo lo revisaremos en la siguiente seccion.

5.7. Calculando la densidad espectral

Desde el inicio de los célculos de este tema de tesis nos dimos cuenta que tener la for-
ma de la pg+ era indispensable para poder conocer la estructura interna de las particulas.
Entonces, al desconocer pg+ nos resulta imposible obtener informacién sobre la particula.
Maés adelante logramos reescribir las expresiones en términos de la PDA, una funcién que
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5.7 Calculando la densidad espectral

resulta més probable encontrar en la literatura, ya no necesitamos la po+. Sin embargo, en
esta seccion descubriremos que también es posible obtener la forma de la densidad espec-
tral en términos de la PDA.

Para empezar, recordamos que en (5.97) tenemos la PDA escrita en términos de p(w;A}).
Volveremos a escribir dicha expresién para evitar confusiones

1 v (Y, plw;A)) p(w AY)
1_
o= gy 1Y) f—ldw(l— fd A+ w)
1+ yYM,+1Q-yM,
x[( Y J;V( Y Ma] (5.159)
A}’
si renombramos
1+ My, +Q-yMyl(1+7y)"
ri(y) = LEPMut( V) al(1+7) (5.160a)
2vAy
1+ M, +1-yMyl(1-y)"
ro(y) = LMt ) al1-7) (5.160b)
ZVAy
podemos reescribir (5.159) tal que
,AV A))
bo+(V)=— |7 (y)f dw p( ()f !()fiw)v (5.161)

Seguimos simplificando nuestra expresién renombrando cada integral en dos funciones di-
ferentes

oy (N =-1,() fl ’ dw‘?i‘i;—i;“’v) (5.162a)
Py =1, [ i dw[z;af—i\))v‘“v) (5.162b)

de manera que (5.159) se reduce a
Fngor (N =9, N+, () (5.163)

Al derivar (5.163) dos veces tendremos un sistema de ecuaciones con el cual podemos cono-
cer la densidad espectral recordando que p(w; Ay) = sz Po+ (@). Nuestro sistema de ecua-
ciones queda

Fnogo+(y) =@, (1) + @) () (5.164a)
- +
Fy dgo+ () _ doy () . dey () (5.164b)
dy dy dy
dpo-(y) _ dP, () dPei ()
F = .164
N dy2 dy2 + dy2 (5.164c¢)
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5. MODELO ALGEBRAICO

Para obtener la forma de py+ desglosaremos el proceso en tres pasos. Primero trataremos
con la ecuacién (5.164b) para eliminar términos y quedarnos con una expresién mas fa-
cil de trabajar. Una vez que tengamos una forma reducida de (5.164b) haremos lo mismo
para (5.164c), con esto tendremos nuestro sistema de ecuaciones simplificado. Por tltimo
necesitaremos resolver el sistema de ecuaciones y asi obtener pg+.

1. Desarrollando la ecuacion (5.164b)

Como vamos a trabajar con (5.164b) la volvemos a escribir para seguir el cdlculo

dgo- () _ doy () doy (y)

F 5.165
N dy dy dy ( )
ahora recordamos la definicién de (5.162) y con esto podemos expandir la ecuacion (5.165)
d +() d _ 6(w; A}) 0(w; A\})
Fy <P0 y ) f plw;Agy) ) f plw;Ag)
(1 w)V dy (1 +w)v
= D1 (»)+D; () (5.166)

renombramos las derivadas en nuevas funciones D, (), las cuales vamos a desarrollar por
separado.

Aplicamos la derlvada

AV
DIy =< |1 (y)f P )

1 +w)

d A d v 0(w; A
= _ TV \) d M T+( )_f de (5.167)
dy )i 1+w)” 1 1+w)”
Ahora usaremos el teorema fundamental del célculo, el cudl nos dice que
d rv
_/ fdx=f(y) (5.168)
dy Ja
y al usarlo para nuestro caso particular tentremos que
d v plw;AY) PWAY)
_f doP@i ) _ PRy (5.169)
dy J1 1+ w)v 1+
asi, al sustituir (5.169) en (5.167)
dT+(y) p(w A)) p(y; A7)
Di(y) =— M 5.170
1) O e Y T (¥ 1) ( )
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5.7 Calculando la densidad espectral

pero gracias la definicién de ¢ (y) dada en (5.162) podemos decir que

fy pw;Ay) @y (y)
dw =-—
1 (I+w)” Ty ()

(5.171)

Tomando en cuenta (5.171) y recordando que f(w;A},) = A% pg+ (w), podemos con-
cluir que nuestra funcién Df () se puede reescribir como

e () dryy) (_ o (y))]

(5.172)

+ _ |t
Prin= [Tv(y) a+yv dy \ 77

Nuevamente empezamos por aplicar la derivada

T (y)f dw p(wA

3 dTV ) d p(w A" i3 f p(w; A})
B dy Ja 1- dy (1 w)Y
_dnw v (w,Ag,) p(y;A})

oo
dy Jo w(l—w)v Ty

Dy (y) =

(5.173)

volvemos a usa la definicion (5.162) para el caso de ¢;, (¥), ya que tendremos que

fy 1P @A) _ 9
-1 1-w)¥ 1,

(5.174)

y asi, sustituyendo (5.174) en (5.173) y recordando la definicién de p(w; A})) tenemos
la una expresion reducida para D} (y)

DIy =1,

A% po+(y) v v
po+(y +drv(y) (%(J’)) (5.175)

1=y dy \7,(»)

Ahora que ya tenemos la forma de nuestras funciones D} (y) y D; (y) podemos sustituir
(5.172) y (5.175) en (5.166)

dgo+ ()
dy

Fn =Dy (y)+ D} (y)

=17,y

A2”p0+(y)+dr;(y)(<p;(y))_ o+ )AZVPO*(J’) L4 ) (_(Pi(y))
1-yV dy \73(») VT L4y dy 75 (y)

_ 0 ., _ _
» T dr, (y) ((p §)) dr+(y)( <p+(y))
=A2v . TV §% v _ i% _rv
y Po (y)[ A+’ | Tdy (o dy 5 ()
dr), (y) ((p; (y)) dry, (y)( wi(y))
_ _ _ 5.176
dy \7;» dy 5 () ( )
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2. Desarrollando la ecuaciéon (5.164¢)

Escribiremos nuevamente la ecuacién (5.164c) con la que vamos a trabajar

o) _ 9y 1) dzwtty)

Fyn
dy? dy? dy?

que es lo mismo a sacarle la derivada a la expresion (5.176)

o+ (y) _ d dpo+ ()
Va2 5' Ny
dr, (y) ((pv (y)) dr}(y) (_(p;r(y))]
dy dy (75 dy 7y ()

(5.177)

(5.178)

pero, en este caso nos conviene regresar a la expresion integral con las igualdades que tene-
mos en (5.171) y (5.174), las cuales las volveremos a escribir aqui para que resulte més visual

el proceso

_ Y B A
(pv(y):f dwp(w o)

7, () 1 1-w)v
+ y ~ AV

B0 P
Ty (V) 1 1+ w)V

(5.179a)

(5.179Db)

con lo que al sustituir (5.179) en (5.178), simplificando y aplicando nuevamente el teorema

fundamental del cédlculo tendremos

FNd2<Po+ (y) dT_(Y) (f do p(w; AV)) ~ dri(y) (fy da)ﬁ(w;Az’)
@’ -1 (e dy i T a+e)y
d2‘r (J’) p(w A)) d‘r,, (y)ify dwﬁ(w;AZ’)
(1 a))" dy dyJ- (1-w)
d2 I(y) pw;AY) dri() d [V, plwAl)
- o N —f p
dy? i (1+w) &y day) ey
_ ¢ w (m (y)) | Iy PiAY)
e dy? () dy a-pY
&1 (y) (_ wz(y)) 4T () P
dy2 T; » dy @Q+y)yv
_ (90;()/)) . d?ri(y) (QDI(J/))
T ay? \nw) T a? Ho

dr;, () 1 dr (y) ]

+ A%V pg+ [
yPrWT Ty Ty Wy dy

(5.180)
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5.7 Calculando la densidad espectral

para trabajar con una ecuacién més reducida renombro varios términos dentro de una nue-
va funcién

1 dry(» 1 dry()

Cly) =A% 5.181
W=\ Ty arpr dy ©-181)
de esta manera podemos escribir (5.180) simplemente como
d*¢o- () _ d*1, () (q); (y)) d* 7y () (q):(y))
F = + + po+ () C(y). (5.182)
Yy a? (no) dar mo) Y

Ya que hemos reescrito nuestro sistema de ecuaciones con las ecuaciones (5.164a),(5.176) y
(5.182)

Fngo+ (1) =@, (1) + @3 () (5.183a)
depo+ () dfv(y)(%(y)) dﬁ(y)( <p$(y))

F = - - 5.183b
N dy dy \7,(y) dy 5 () ( )
o+ (y) _ d*1,(0) (@, ) . PTH (W) (95 ()

B T T (r;(y))+ dy? (r;(y))w‘“(”cm 5-185¢)

podemos resolverlo y encontrar la pg+ () en términos de ¢g-.

3. Resolviendo el sistema de ecuaciones

Para resolver el sistema de ecuaciones seguiremos cuatro sencillos pasos que detallaremos
a continuacion.

= PASO 1: Despejo ¢, (y) de (5.183a)
@, (V) = Endbo (1) — @y () (5.184)

= PASO 2: Sustituyo (5.184) en (5.183b) y despejo ¢ (y)

Fy

do+(y) _dry(y) 1 N dr; (y) ((pt ) )
= F + — +
dy dy T;(y)[ oo () =y )] dy (i
_ NG dn ) ey dry ) 9y () dry )
() dy T, dy () dy

Fyoo+(y) AT, (y) . 1 drj(y) 1 d7,(y) ]
= v(y) - — (5.185)
oy  dy  VNHe dy ne) dy
definimos una nueva funcién Z(y)
drt dr;
Z(y) = L Iy 1 dn W) (5.186)

Ty(y) dy  1,(») dy
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de esta manera la expresion (5.185) se reduce y puedo despejar ¢ (y)

1 dgo+ +(y) dt;,
0 () = Fy bo- ), Po- () AT, ¥)

5.187
Z(y) dy N dy ( :

= PASO 3: Sustituyo (5.184) en (5.183c)

o () _ d?1, () [Engor (1) — @y ()] N d’*z; (y) (<P$ »
dy? dy? 7, () dy> \77(3)
_p e WELY oW &Ly ¢i0) Erw
.00 dy* T dy* i) dy?
_ FNM d?t;, (y) 1 &y 1 d*r,)
T, () dy? () dy? Ty () dy?
+por (CY) (5.188)

Fn

+po+(C(y)

+ po+ (Y)C(y)

+¢y ()

nuevamente agrupo algunos términos en una nueva funcién R(y)

1 dzrj(y)_ 1 d%1,(y)
o (y) dy? Ty (y)  dy?

R(y) = (5.189)

esto nos ayuda a reducir la expresion (5.188) como

d?po+ () F $o+ (y) 75, (1)

F =
M dy? ML) dy?

+@) (MRY) + po+ (Y)CWY) (5.190)

= PASO 4: Sustituyo (5.187) en (5.190)

2 2. - -
FNd bo- () _ b0 () 47T, () LR ){ En [déo-(y) o (y) dT, (y) }

2 Vo) dy? zy | dy o dy

+po+ (C(y)

~ Fy Po+(y) d*7;, () Ex R(y) d¢po+ (y) CFy R(y) o+ (y) d7, ()

7,(y)  dy? Z(y) dy Zy) 7y(y) dy

+ po+ (V)C(Y)
1 d*t,(») Ry 1 dr,(y) R(y) dgo+ (y)
=N =0T o ng d ) Ny ay

+ po+ (Y)C(y) (5.191)
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= PASO 5: Despejamos pg+(y) de (5.191)

2
po+(y) = C(l ){FNd (3;;()/) — En¢o+( )[
_Ey R(y) d(/)o+(y)}

Z(y) dy
_r { L &) Ry dgo-) | [R(y) 1 dr, )
Cy) dy? Z(y)C(y) dy Cy) LZy) 15,(y) dy
1 d*1,(y)
_T;(y) dy?

1,0 Ry 1 dr,)
,() dy?  Zy 1,(y) dy

] $o+ (J’)} (5.192)

= PASO 6: Reescribimos la ecuacion (5.192).

Para esto necesitamos agrupar angunos términos dentro de nuevas funciones 1;(y)

1
A2 (y) = C( ) (5.193a)
R(y)
A = 5.193b
W ==79cw ( )

_ 2__—
Ry 1 diyy 1 dTv(y)] (5.193¢)

Ao(y) = -
o) C(y)[Z(y) =) dy 1) dy?

con estas nuevas funciones podemos reescribir nuestra densidad espectral como

d®po+ () depo+ ()
Y dy

(P ——+Mh()

po+(y) =Fn + Ao (M o+ (y) (5.194)

esto tomando en cuenta quienes son nuestras funciones C(y), Z(y) y R(y) definidas
en las ecuaciones (5.181), (5.186) y (5.189), las cuales volveremos a anotar aqui para
visualizar por completo la forma de nuestra densidad espectral.
Cy=A2 | — d,) 1 _drnG) (5.1952)
1-y)v dy 1+yY dy
1 driy) B 1 dr,(y)
() dy  T,() dy
1 dzﬁ () 1 dzr;(y)

R(v) = — 5.195¢
VI T o e ( !

Z(y) = (5.195b)

Con esto ya tenemos la densidad espectral en términos de la PDA, por lo cual es posible
computarla, sin embargo necesitamos garantizar que estd normalizada

1 1
_f por(Ndy =1 (5.196)
np -1
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donde n, esla constante de normalizacion de la densidad espectral. Asi, tomando en cuenta
np y que Fy se calcula con una integral que lleva funciones escalon pero debe cumplirse
Fy =1, 1a ecuacion (5.194) normalizada sera

1 d2 g+
00: () = — | Ay W),

A
np dy? !

doo-
(y)w+/10(y)¢o- »n|. (5.197)

Con esto el modelo algebraico ya nos proporcioné las funciones que nos daran informa-
cién de nuestra particula, es decir, la PDF (ecuacién 5.154), la GPD (ecuacién 5.151), el FF
electromagnético (ecuacion 5.157), la constante de decaimiento (ecuacién 5.86) y el radio
de carga (ecuacién 5.158). Todas estas funciones las podremos computar si conocemos la
forma de la PDA de la particula en cuestion, en este caso en diquark. Ademads, nos dimos
cuenta que podemos obtener una expresion para la densidad espectral en términos nueva-
mente de la PDA (ecuacién 5.197).

Dicho esto, en el siguiente capitulo veremos la implementacién de un programa en python
que nos generard la PDE GPD, FE densidad espectral, constante de decaimiento y radio de

carga para el diquark-0[+u -
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Capitulo 6

Implementacion Numérica

CELINE (CONT’D)
(Imitando a Nina Simone)

Carifio, vas a perder ese avidn.

JESSE

Lo seé.

Antes del atardecer,
Richard Linklater

Como hemos discutido, basta con tener la forma de la PDA del diquark-0[+u 4 paracompu-
tar las funciones que nos dardn una descripcién de su estructura interna. En este trabajo
tomaremos la PDA que se presenta en el articulo de Lu Ya et al. [41] donde calculan las am-
plitudes de distribucién para diquarks escalares y pseudovectoriales. En nuestro caso nos
interesa estudiar el diquark escalar, y en el trabajo de Lu Ya et al. llegan a que esa PDA tiene
la siguiente estructura

Po+ = no+ x(1 — x)exp[—as. 2x — 1)°] (6.1)

donde ny+ asegura la normalizacién de la PDA y ay+ es un pardmetro que en [41] utilizan
para ajustar la PDA de manera que reproduzca los primeros momentos de Mellin indepen-
dientes. Este parametro varia de 1.31 a 1.43. En este trabajo se tomard fijo ap+ = 1.43, este
valor lleva al resultado mds chico para el momento de Mellin (x*). Al normalizar (6.1) llega-
mos a que

1
o+ = f x(1 - x)exp[—(1.43)?(2x — 1)?]dx = 8.33951 (6.2)
0

de esta manera ya podemos graficar la PDA normalizada
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Figura 6.1: PDA normalizada tomada del trabajo de Lu Ya et al. [41]

En [41] trabajan en el limite de simetria de isospin donde la masa vestida del quark up y
down son iguales M,, = M; = 0.36 GeV [44, 45, 46]. Con esta aproximaci6n resuelven la
ecuacion de Bethe-Salpeter para el diquark 0[+u q €0 el truncamiento de rainbow-ladder (RL),
lo cual los lleva a obtener la masa asociada de la particula, my+ =0.89 GeV.

Con esta informacién practicamente ya podriamos computar las expresiones que obtuvi-
mos en el capitulo anterior sustituyendo la PDA del trabajo de Lu Ya et al., sin embargo,
antes de esto necesitamos analizar la funcién A2 definida en (5.88) para conocer los limites
del modelo algebraico.

6.1. Analizando los limites del modelo

Recordamos que una parte vital del modelo que estamos utilizando es la definicién de
la funcién A2 la cual que nos permiti6 resolver de manera analitica la integral en 3 tal como
lo vimos en la seccién 5.3. En esta seccién llegamos a que la forma de la funcién A2 tenia
que ser (5.88), que volveremos a escribir como fines practicos

. s 1 5 1 p .
/\f)E/\z(w):Mfl+1(l—wz)Pz+§(l—w)(Mfl—M‘fl) : (6.3)
ahora tenemos que analizar esta expresién para encontrar una relaciéon entre la masa del

quark up y down con la masa del diqurk Ofru - Empezaremos este andlisis calculamos la
derivada de (6.3)

dnNg 1, 1.,
—2=——Pw—=(M;-M (6.4)
do 2 2 (M= My)
para encontrar el minimo igualamos (6.4) a cero y despejamos w
M2 _ M2
w=——4 ¢ (6.5)
p2
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sustituimos (6.5) en (6.3)

2
M5 - M,

1- P2

1
N (@) = M+ - (M7~ M)

p2

1 M? - M?
P2+§(1+M

Pr-(M2-M2)? 2(M3 - M2)?

) Lo .o
=M+ ip? + 5 (M5 - M)+ ip?
4 2 232

1, , 5 P+ (M;-M)
ZE(Md+MM)+ 4P2

2P (M2 + M%)+ P* + (M2 — M2)°
= 2P2 (6.6)

pero P2 = —m§+, donde mé es la masa del diquark OFM ap asi que (6.6) se transforma a
2m2, (M2 + M2) — m#, — (M2 - M2)*
A% (w) = —2 (Mg o+ M) = my. = (M = M) . (6.7)

2
4m0+

Para garantizar la positividad de (6.7) necesitamos que se cumpla que A?(w) = 0 tal que, si
renombro (M3 + M2)* = a?y (M- M2)? = b? nos queda

2

AZ(w) — 1 2 b2
—a—z My +——[=0 (6.8)
mg,

nombramos una nueva variable t = mg+ + miw tal que al elevar ¢ al cuadrado podemos llegar

a la siguiente igualdad
2

mg, + — = t*=2b (6.9)

2
0+

y con esto podemos reescribir (6.8) ahora en términos de ¢ y resolverla
2 L >
A (w)=a—5(t -2b)=0

+vV2(a+b)=t

+2My, > 1. (6.10)

Una vez que tenemos la desigualdad resuelta para ¢ regresamos a términos de m+ sustitu-
yendo la ¢ y tomando solo el resultado positivo de (6.10)

2M; = my+ + (6.11)

mo+
con esto ya podemos resolver la desigualdad en términos de mg+
M5 - M;,
0= mp + —2—2—2My
mo+
0= mg. —2Mgmg- + M5 — M, (6.12)
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yllegamos a que

IA

Mo+ Mg+ M, (6.13)

My - M,

v

mo+

que podemos expresar en una sola desigualdad y serd nuestra condicién que relaciona la
masa de los quarks up y down con la masa del diquark

|My — My,| < mo+ < Mg+ M,. (6.14)

Notamos que la condicién (6.14) no se cumple si tomamos las masas vestidas de los quarks
up y down tal cual como aparecen en la literatura (anteriormente vimos que eran M, =
M4 =0.36GeV) yla masa del diquark Ofrup] como lo reportan en [41] (my+ = 0.89 GeV). Por
dicha razén en este trabajo se propuso seguir dos enfoques distintos, es decir, dos modelos
diferentes. En el primer modelo tomaremos la funcién A?(w) tal cual estd definida en (6.3)
pero tomando P? = mé para garantizar la positividad de la funcién A?(w); con esto podre-
mos usar las masas de los quarks y del diquark Offu p) antes mencionadas. En el otro modelo
tomaremos la funcién A?(w) definida en (6.3) pero con pP%=— m(2)+; para tomar esta relaciéon
necesitaremos cambiar las masas de los quarks y del diquark buscando que se cumpla la
condicion (6.14).

Ambos modelos nos arrojardn los valores del radio de carga y la constante de decaimiento,
valores que podemos comparar con los ya reportados en la literatura para comprobar que
modelo describe mejor el comportamiento de la particula. La tabla 6.1 presenta algunos
articulos que reportan resultados en torno al radio de carga y la constante de decaimiento
del diquark 0], .

Articulos mo+(GeV) for (GeV) ro+ (fm)
YaLuetal,, [41] 0.89 0.072 -
P. Maris et al., [47] 0.791 0.074 0.714
H. L. L. Roberts et al., [42] 0.776 - 0.49

Tabla 6.1: Articulos que reportan resultados sobre el radio de cargay la constante de decaimiento del

+

(ud) &0 relacion a su masa.

diquark-0

En [41] usan el truncamiento de Rainbow-Ladder para obtener la constante de decaimiento

y mencionan que el radio de carga del diquark-Oru 4 €8 Tor = 1.1r;, donde r; es el radio del

pion. Por otro lado, en [47] usan un modelo efectivo para la interacién quark-quark con el
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cual llegan a que el radio de carga del diquark escalar es ro+ = 0.71 fm, 8% mds grande que
el radio de carga del pion, r; = 0.66 fm; esto los lleva a concluir que los diquarks-OE“u a4 Son
mads grandes en tamano que los piones, misma conclusién del articulo [41]. Por dltimo, en
[42] trabajan con Interaccién de Contacto (CI), asi que debemos tomar en cuenta que los

resultados reportados pueden ser 20 — 30 % mads pequeios a los observados.

Estos trabajos nos dan un indicio de los resultados que debemos obtener, valores cercanos a
0.07 GeV para la constante de decaimiento y 0.7 f m para el radio de carga. En las siguientes
secciones presentamos el desglose de los resultados obtenidos para ambos modelos pro-
puestos.

6.2. Primer modelo, tomando P* = m(.

En este primer modelo donde consideramos que P? = m§+ tendremos que nuestra fun-
cion A2 tendrd la forma

, 1 1 ,
AizAz(w):Mf]+1(l—w2)m§.+£(1—(u)(Mi—Mﬁ) : (6.15)

asi, con esta definicién podemos tomar las expresiones (5.154) y (5.151) que obtuvimos en
secciones anteriores y representan la PDF y la GPD en el limite donde ¢ = 0. Volveremos a
escribir dichas ecuaciones para visualizarlas sin necesidad de cambiar de pagina

o+ (%)
qo+(x) =N > (6.16)
A1—2x
B 9 w T@ev+2) 1 u1-uwV
HO+(x;0y t)—c/‘/(p0+(x)A172xr2(V+1) 0 [_[(l_x)zu(l_u)+Az ]2V+1 du (6.17)

1-2x

2, (x) . . .
donde recordamos que A = 01 </>02 dx. Por otro lado vimos que, gracias al trabajo de Ya Lu

1-2x

: +
et al., tenemos la forma de la PDA para el dlquark-O[u 4

Po+ = ng+x(1 — x)expl—ag. 2x—1)?]. (6.18)

De esta manera podemos computar (6.16) y (6.17) usando (6.18). Para esto creamos un pro-
grama en Python (el cual se encuentra en el Apéndice B) que resuelve numéricamente las
integrales requeridas mediante cuadraturas gaussianas y nos guarda el resultado de cada
iteracion en listas. Realizar el programa en este lenguaje es de gran utilidad por las paque-
terias que ya se nos ofrecen en Python, en este caso la principal que vamos a usar es SciPy,
una paqueteria que nos permite trabajar con las funciones de manera numérica. Para in-
terpretar los resultados obtenidos usamos la paqueteria Matplotlib que es una libreria de
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generacion de gréficos a partir de listas.
En este primer modelo fijamos el parametro libre v = 1, tomamos las masas de los quarks

M, = M, =0.36GeV y la masa del diqurk-OErud] mp+ = 0.89 GeV. Con esos datos de entrada
el programa nos arroja las siguientes graficas para la PDF y la GPD

3.00 3.00

2.50 2.50

2.00 2.00

1.50

qo+(x)
Hy+(x,0,1)

1.00 1.00

0.50 0.50

0.00 0.00 +
0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00 0.00

(a) (b)

Figura 6.2: En a) mostramos la PDF del O[+u 4 En b) tenemos la GPD del 0[+u q bara [ =

[0,-0.2,-0.5,-1,-2].

En la figura 6.2 b) notamos que para el caso de t = 0 efectivamente tenemos la PDF grafica-
da en a), y que, conforme aumentamos el valor de —t la forma gusiana de Hy+(x,0, t) se va
aplanando. Otra ventaja de trabajar con Python es que podemos manejar los datos de ma-
nera individual, asi logramos averiguar que el punto maximo para la funcién Hy+ en ¢t =0
es 2.5629, mismo valor de gp+(x) en su punto maximo, lo cual es una reafirmacién de que
Hy+(x,0,0) = go+ (x). Por otra parte, al analizar los datos llegamos a que el punto méaximo de
la GPD se da en x4 = 0.5+ Ax, donde la Ax es un pequefio incremento en X,,,, resultado
de aumentar el valor de —¢, teniendo que Hpy+(x,0,0) alcanza su maximo en x;,4x = 0.505, es
decir, cuando ¢ = 0, mientras que en —t = 2 tenemos el punto maximo Hy+(x,0,—2) = 1.28 en
Xmax = 0.555. Esto nos dice que el punto maximo de la GPD se va recorriendo a la derecha
en un incremento Ax al ir aumentando el valor de —t.

6.2.1. Factor de forma

Vimos en (5.156) que el factor de forma electromagnético del quark se obtiene integran-
do la GPD en todo x. Volviendo a escribir dicha expresion

1 1 Vi1 _ NV
FO.() = Ww f dxgp2, ()AL, f v du  (6.19)
0 0

2w+ 1) [~tQ-02ud-w+A2, |2
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+

(ud) S€ obtiene

y también vimos que el factor de forma total para el diquark-0

Fo (1) = ey Fy. (1) + ea Fy, (1) (6.20)

con esto en mente afiladimos la expresion (6.20) al programa en Python tomando en cuenta
la carga de los quarks e, = % veg= %1 y dandole valores a — ¢ de 0 a 5 para poder realizar la
doble integral. A continuacién, en la figura 6.3 se muestra el factor de forma electromagné-

. . +
tico del dlquark-O[u d

0.05 4

0.00 T T T T
0.00 1.00 2.00 3.00 4.00 5.00

Figura 6.3: Factor de forma electromagnético del diqurk-Oru dl

Algo que se debe cumplir al calcular el factor de forma es que en ¢ = 0 deberiamos obtener
la carga total de la particula, cosa que si ocurre al analizar la figura 6.3, yaque en t =0
tenemos que el factor de forma total es justamente la suma de las cargas de los quarks, es
decir, e, + e4 = % También notamos que conforme —¢ aumenta el factor de forma tiende a
cero. Una vez que tenemos Fy-+(t) podemos calcular el radio de carga, debido a que, como
vimos anteriormente, estd intimamente relacionado con la estructura de su factor de forma.

6.2.1.1. Radio de carga

En secciones anteriores llegamos a la ecuacién (5.158) con la cual podemos calcular el
radio de carga a partir de una derivada del factor de forma

)2 dFO*(t)

=—6 ——— 6.21
el I (6.21)

(ro+

esta expresion nos dice que basta con calcular la derivada del factor de forma, multiplicarla
por —6 y sacarle la raiz cuadrada para obtener el radio de carga. Al ingresar esta expresion
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al programa debemos tomar en cuenta que necesitamos calcular la derivada de una lista,
no de una funcién analitica, por lo cual el resultado dependerd en gran medida al ancho de
los intervalos en que dividamos nuestro eje horizontal del factor de forma, es decir, del eje
—t. Para analizar esta relacion en la tabla 6.2 mostramos los valores obtenidos para el radio
de carga de acuerdo al nimero de nodos declarados junto a una tercera columna que nos
indica el tiempo de ejecucién de cada corrida’.

Nodos Tiempo ro+(fm)
10 00:00:07 0.1874
100 00:00:49 0.2011
2000 00:16:25 0.2026
3000 00:23:30 0.2027
10000 01:25:37 0.2027

+

de acuerdo al niimero de
[ud]

Tabla 6.2: Resultados obtenidos para el radio de carga del diquark-0

nodos.

Nos damos cuanta que nos acercamos a un valor convergente para el radio de carga con-
forme aumentamos el niimero de nodos, sin embargo, también se incrementa significati-
vamente el tiempo de cémputo, teniendo una convergencia de cuatro cifras significativas
hasta después de 3000 nodos, pero a un costo de computo de mas de 20 minutos. Debido a
esta razén vamos a optar por calcular el radio de carga usando un camino alternativo.

Partimos de recordar que para llegar a la definicién del radio de carga se expande el factor
de forma cuando (—¢) — 0
qy\2
)

q
= - —[)+--- .
B = 1-=—(0 (6.22)

donde al derivar (6.22) respecto a (—t) y evaluando la derivada cuando (-t) = 0 podemos
derivar el radio de carga

dFl.(0
92 0*
r..) =-6 . (6.23)
( 0 ) d(_ t.) o
Por otro lado, también vimos que el factor de forma del quark lo definimos como
rev+2) [l 1 V(11—
Fé(t):(/&/#f dx(pé(x)A‘l‘XzXf wa-w —du  (6.24)

Fv+1) Jo 0 [-t1-0%u-w+A%, 7

1E] programa en que se realizaron estas corridas no se reporta en la tesis debido a la ineficiencia que se tuvo

en relacion del tiempo de cimputo y la convergencia del resultado
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y aplicamos el mismo proceso, realizando una expansién a (6.24) cuando (—¢) — 0. Para
hacer la expansién renombramos

§:f ok M (6.25)
[-tQ-0%ul-w+A2, |7

de esta manera podemos expresar la expansién como

) ~ F(2v+2)f dxg2, ()AL S +l as )+ 6.26)
0 e T2(w+ 1) O T (=0 |- '
Calculamos cada término de la expansion por separado para evitar cometer errores
S 1 1 1 2 (v+1)
Wj; u(1-wdu= > T2y 12) (6.27)
=0 (A],,) (AT_,,)
donde hemos usado que
1 I'(z))T
B(z1,22) :f =L i = Ll E) (6.28)
0 I'(z1 + 22)
Asimismo, el segundo término de la expansién tendra la forma
as B (_ZV_ 1)]‘1 (1 _x)2 V+1(1 _ )V+1 u
d(=1)|-=0 [~ta-x2u-w+A2, | |,
1-— 2,,v+1 1-— v+1
=(=2v- 1)/ ( 2 2 (2v+2 el du
0 (Al 2x)
—2v+1)(1-x)?
_ ¢ v2 )(szx) f w1 -wtldu
(Al Zx) 0
v+ DA -T2 (v+2
_-@v )(2 2x) (v+2) ' (6.29)
(A%—Zx) vt I'2v+4)
Sustituimos (6.27) y (6.29) en (6.26) y simplificamos
.(%) 1+v)2v+1) (1-%)?
ElL(0) =~ f dm/% JLEVEVE DO (6.30)
a0 A3,y 2B+2v) A7,

derivamos esta tltima expresion con respecto a (—t) y la evaluamos cuando (—¢) = 0, ade-
mds, multiplicamos ambos lados de la igualdad por (—6)

(M0 _ vy 1 10 0 (6.31)
d(-1) 2B+2v)  Jo Ay

nos damos cuenta que podemos comparar (6.31) con (6.23) y asegurar que el radio de carga
del quark debe tener la forma

1 1— 2 2+
(rg+)2 _ 1+v)2v+1 deV( xX)“ g (x) 6.32)
28+2v)  Jo X
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mientras que el radio de carga total tomard en cuenta las cargas eléctricas de cada quark
2 2
re.=ey (r(;ﬂ) +ey (rgﬂ) ) (6.33)

Ingresamos las expresiones (6.32) y (6.33) en nuestro programa, Apéndice B, tomando nue-
vamente la masa del diquark mo+ = 0.89GeV yla masa de los quarks M4y = 0.36GeV. Enla
tabla 6.3 se presenta el radio de carga obtenido con este camino alternativo comparandolo
con el tiempo de cémputo empleado

Tiempo ro+(fm)

0:00:00.22 0.2027

Tabla 6.3: Radio de carga del diquark-Oru da tomando un camino alterno ala derivada del FE.
Claramente podemos notar que el tiempo de coémputo se redujo en gran medida al utilizar
este método en que nos evitamos calcular la derivada del factor de forma de manera direc-
ta, pues llegamos a las cuatro cifras significativas del primer método pero en menos de un
segundo. Sin embargo, el resultado se encuentra lejos del valor reportado en los trabajos ya
mencionados donde indican que el radio de carga deberia ser cercano alos 0.7 f m.

6.2.2. Densidad espectral y constante de decaimiento

La forma de la densidad espectral resulta de suma importancia para el estudio de la es-
tructura interna de las particulas, no obstante, gracias al modelo algebraico propuesto en
[5], podemos redefinir todas las funciones en términos de la PDA, por lo cual ya no es nece-
saria una expresion para po+.

Sin embargo, también vimos que es posible llegar a una expresién para la py+ aplicando el
teorema fundamental del célculo (ecuacién 5.197)

d?po+ () depo+ ()
dy? dy

A2(y) + A1 (y)

1
po+(y) = o + Ao (M) o+ (y)] (6.34)

0

donde las funciones A; estdn definidas en (5.193) y (5.195) y n,, garantiza la normalizacion
de po-+. Al computar la ecuacién referente a la constante de normalizacién el programa nos

arroja
1
o= [—1

y con esto ya podemos graficar la densidad espectral ingresando la ecuacién (6.34) en nustro
programa y haciendo uso de la paqueteria SymPy, una libreria que nos permite operar las
funciones manera analitica

d?¢po+ (y)
dy?

ddo+
A2 () + Al(y)‘p"—(y)
dy

+Ao(y) o+ () | dy = 3.5864. (6.35)
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Figura 6.4: Densidad espectral del diquark-0[+u dl

Por otro lado, en secciones anteriores también obtuvimos una expresion referente a la cons-
tante de decaimiento, para ser exactos la ecuacion (5.86). Esta ecuacion involucra la n, de
la densidad espectral que afortunadamente ya calculamos en (6.35)

[ Fn
b= . 6.36
fo 4\/§ﬂ2np ( )

La siguiente tabla nos muestra el resultado arrojado por el programa al calcular (6.36) usan-
do los mismos pardmetros que hemos mencionado con anterioridad

mo+(GeV) Mya)(GeV) for (GeV)

0.89 0.36 0.0707

Tabla 6.4: Constante de decaimiento para el diquark-0[+u dl usando el primer modelo con P2 = mg+ .

6.2.3. Conclusiones del modelo

Para evaluar la veracidad de este primer modelo en que tomamos P? = m§+ necesitamos
regresar a las tablas 6.3 y 6.4 las cuales nos indican que ro+ = 0.2027 fm y fo+ = 0.0707 GeV
cuando tomamos como valores de entrada v = 1, mgy+ = 0.89GeV y M,z = 0.36 GeV. No-
tamos que el resultado arrojado para la constante de decaimiento es bastante cercano a los
valores reportados en [41] y [47], sin embargo, al pasar al radio de carga tenemos una discre-
pancia de 28.9 % menor respecto alos 0.7 f m que se reportan. Debido a esta disonancia en
los resultados podemos concluir que el modelo no resulta conveniente para el estudio de la
particula en cuestién, a pesar de que nos provee de una constante de decaimiento cercana
ala esperada.
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6.3. Segundo modelo, tomando P* = —m’,

2

Para este modelo en que tomamos P? = —my, nustra funcion A2 tendrd la siguiente

forma con el segundo término negativo

1

2 _ A2 2
A=A ((U):Mu_i

(]

1
(1-w?)m3. +51-0) (M3-M2) . (6.37)

y debe cumplir la relacién (6.14), que por cuestiones précticas volveremos a escribir
|Mg — My| < mg+ < Mg+ M,. (6.38)

En este modelo necesitamos correr varias veces nuestro programa con el objetivo de averi-
guar la masa de los quarks y del diquark-O[Jru 4 que mejor se ajuste a los valores reportados
en la literatura para el radio de carga y la constante de decaimiento, es decir, necesitamos
encontrar las masas que cumplan la condicién (6.38) y analizar los valores resultantes para
ro+ y fo+ con dichas masas.

Con este objetivo en mente se cre6 otro programa que solo reportara el radio de cargay la
constante de decaimiento para valores con la masa de los quarks dentro del intervalo de
[0.350,---,0.500] GeV con pasos de 0.1 GeV entre cada valor de M, 4. En este trabajo so-
lo reportaremos los resultados obtenidos para M4 = [0.410,0.420,0.430,0.440] GeV, que
son aquellos que se acercan més a ro+ = 0.7 fmy fo+ = 0.07GeV de manera simultdnea y
que a su vez cumplen la condicion (6.38). Asi mismo, para cada valor de M4 se correrd el
programa con my+ = [0.750,---,0.830] GeV para tres valores diferentes de v cercanos a uno,
v=1[0.9,1.0,1.1]

6.3.1. Optimizando los valores de las masas

Empezamos el andlisis con la masa de los quarks M,z = 0.410GeV. El “nuevo” pro-
grama es basicamente la parte referente al radio de carga y la constante de decaimien-
to del programa ya visto en el Apéndice B (cambiando el signo de la definicién de A2 de
acuerdo a la ecuacién 6.37), solo que anidado a un ciclo for que correrd el programa para
mo+ = [0.750,---,0.830] GeV; esto nos arrojard una base de datos que guardaremos en un
archivo de texto y generaremos un nuevo programa que tome los archivos, cada uno con
diferente v, y los agrupe en una sola gréafica que presente tanto el radio de carga como la
constante de decaimiento. La figura 6.5 muestra la primera conglomeracién de datos refe-
rentes a cuando M,z = 0.410GeV.

En esta grafica notamos que conforme aumentamos la masa del diquark—O[J“u 4 dumenta el
radio de carga y la constante de decaimiento, la diferencia es que aumentan con una pen-
diente diferente y por lo tanto no encontramos un punto en que ambos pardmetros tengan
el valor esperado con la misma masa my+. Por ejemplo, al observar el radio de carga nos da-
mos cuenta que cuando my+ = 0.77 GeV tenemos ry+ = 0.7 f m cuando v = 1, sin embargo, al
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observar la constante de decaimiento en estos mismos pardmetros se tiene fy+ = 0.19 fm,
es decir, hay una discrepancia del 178 % respecto al valor esperado. Debido a este desfa-
se existente entre los pardmetros estudiados y la masa del diquark-O[Jru d decidimos agregar
una superficie sombreada en la zona donde tanto ry+ como fy+ tienen un valor cercano al

esperado (denotado por una linea gris en cada grafica).
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Figura 6.5: Radio de carga y constante de decaimiento cuando M,,; =0.410GeVyv=1[0.9,1,1.1].

v mo-+(GeV) ro+ (fm) for (GeV)
0.9 0.75 0.584 0.073
1.0 0.75 0.608 0.076
1.1 0.75 0.631 0.082

Tabla 6.5: Radio de carga y constante de decaimiento cuando M) = 0.410GeV, my+ = 0.75GeV'y

v=1[0.9,1,1.1].

La zona azul de la grafica 6.5 es justamente donde ubicamos el menor margen de error para
ro+ Y fo+ con la misma masa my+ = 0.75GeV. Los valores resultantes dados para cada v se
registran en la tabla 6.5. En esta tabla podemos observar que conforme aumenta el valor de
v el radio de carga se aproxima cada vez mas al esperado, teniendo una diferencia (respecto
arg+ = 0.7 fm) del 16% cuando v = 0.9, de 13% cuando v = 1 y llega al 9% para cuando
v = 1.1. Pero al analizar la constante de decaimiento tenemos el caso contrario, mientras
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mads aumenta v mds nos alejamos del valor esperado (fy+ = 0.07 GeV), teniendo una dis-
crepancia del 4% cuando v = 0.9, de 9% cuando v = 1 hasta una diferencia de 17 % cuando
tenemos v = 1.1. Esta peculiaridad nos indica que resulta prudente tomar un valor interme-
dio de v, que seria v = 1, para obtener resultados aproximados y con el menor margen de
error en ro+ y fo+.

Al pasar al caso en que M,z = 0.420 GeV tenemos la figura 6.6, en donde volvemos a ob-
servar que el radio de carga y la constante de decaimiento aumentan conforme aumen-
ta la masa del diquark-OEru ) Pero con una pendiente diferente. Observamos que cuando
mo+ = 0.79GeV y v = 1 tenemos que ro+ = 0.7 f m pero fy+ = 0.27 GeV, que representa una
diferencia del 296 % respecto al valor reportado. En este caso el d&rea sombreada de rosa se
encuentra entre mgp+ = 0.76 —0.77 GeV, una zona con la masa del diquark mds alta que en el

caso donde M4 =0.410GeV.

1.02 —A— v=0.9
- v=1
¥ =11

Eo'ge- == ro+=0.7fm
£

o u=1
- v=11
— = fo+=0.07GeV
— r r r r r r r
0.75 0.76 0.77 0.78 0.79 0.80 0.81 0.82

my+ ( GeV)

Figura 6.6: Radio de carga y constante de decaimiento cuando M u(d) =0.420GeVyv=1[0.9,1,1.1].

v my+(GeV) ro+ (fm) for (GeV)
0.9 0.77 0.576 0.075
1.0 0.77 0.599 0.079
1.1 0.77 0.622 0.087

Tabla 6.6: Radio de carga y constante de decaimiento cuando M,,;) = 0.420GeV, my+ = 0.77GeV'y

v=1[0.9,1,1.1].

114



2

6.3 Segundo modelo, tomando pP?= —mg,

La tabla 6.6 muestra el radio de carga y la constante de decaimiento cuando my+ = 0.77 GeV,
que es la masa del diquark-0[+u 4 €N que ambos pardmetros tienen una menor diferencia
respecto a los valores esperados. En el caso del radio de carga se tiene que cuando v = 0.9
tenemos una discrepancia del 17% y del 7% en torno al ry+ yla fy+ respectivamente. Cuan-
do v =1 la diferencia disminuye al 14% en el radio de carga, pero aumenta al 13% en la
constante de decaimiento. Por dltimo, cuando tenemos v = 1.1 el valor de ry+ difiere con los

reportadosun 11% yel fo+ un23%.
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Figura 6.7: Radio de carga y constante de decaimiento cuando M,,;) =0.430GeV yv =1[0.9,1,1.1].

v mo+(GeV) ro+ (fm) Jfor (GeV)
0.9 0.79 0.568 0.078
1.0 0.79 0.591 0.082
1.1 0.79 0.613 0.091

Tabla 6.7: Radio de carga y constante de decaimiento cuando M) = 0.430GeV, my+ = 0.79GeV y

v=1[0.9,1,1.1].

Ahora, al trasladarnos al caso en que M,z = 0.430 GeV tendremos los resultados reporta-
dos en la figura 6.7, donde notamos un caso curioso, pues, a pesar del aumento del ry+ y fo+
con my+, en este caso los valores para fp+ son muy cercanos a 0.07 GeV y aumentan con una
pendiente més chica que el ry+. En este caso la zona de menor diferencia con respecto a los
datos reportados se sombrea en color verde, tomando en concreto M,z = 0.79 GeV, cuyos
valores para diferente v se presentan en la tabla 6.7. Aqui observamos que el radio de carga
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se diferencia con respecto al valor esperado un 19% cuando v=0.9,un 15% cuandov=1y
disminuye hasta un 12 % cuando v = 1.1. Por otro lado, la constante de decaimiento empie-
za teniendo una discrepancia de 11 % para v = 0.9, pasa a un 18% cuando v = 1 y aumenta
hasta un 30% cuando v = 1.1.

0.70 1 —A— 1=0.9 = m T
0 v=1
1+ =11

E 060 —— o =07sm
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0.17 —A— 1=0.9
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0154 ¥ v=11

—= for=0.07GeV

Prulninlnie sy
~— v v

0.75 0.76 0.77 0.78 0.79 0.80 0.81 0.82 0.83

my+ ( GeV)

Figura 6.8: Radio de carga y constante de decaimiento cuando M u(d) =0.440GeVyv=1[0.9,1,1.1].

v my+ (GeV) ro+ (fm) for (GeV)
0.9 0.80 0.530 0.073
1.0 0.80 0.552 0.075
1.1 0.80 0.573 0.079

Tabla 6.8: Radio de carga y constante de decaimiento cuando M,,;) = 0.440GeV, my+ = 0.80GeV'y

v=1[0.9,1,1.1].

El ultimo caso de estudio se presenta en la figura 6.8, que es cuando M4 = 0.440GeV.
Aqui nos damos cuenta que el radio de carga tarda mds tiempo en llegar a valores cercanos a
0.7 f my que su comportamiento tiene un desfase mds notorio al cambiar de v. El caso con-
trario ocurre en la constante de decaimiento, pues desde los primeros valores de la masa del
diquark-Ofu 4) Se acerca bastante al valor reportado, 0.07 GeV, teniendo ligeras diferencias al
variar v, y siendo hasta entradas de my+ mds grandes cuando nos empezamos a alejar de
manera rdpida del dato esperado. El drea que presenta menores discrepancias con los ar-
ticulos mencionados la marcamos en color morado y tomamos el caso mgp+ = 0.80GeV, el

cual se encuentra reportado en la tabla 6.8. Podemos notar que para esta masa del diquark-
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0[+u d] el radio de carga tiene una diferencia del 24 % cuando v = 0.9, disminuye al 21 % cuan-
do v =1y baja hasta el 18% para cuando v = 1.1; mientras que cuando v = 0.9 la constante
de decaimiento difiere un 4%, sube al 7% cuando v =1yllega al 12% parav =1.1.

En las figuras (6.5-6.8) podemos ver comportamientos muy similares, como el hecho de
que ro+ v for aumenten conforme aumentamos mgy+ pero con una pendiente diferente, por
lo cual en ninguno de los casos se da que tanto el radio de carga como la constante de de-
caimiento coincidan en la misma my+. Lo tinico que se pudo hacer fue sombrear un area
en que tanto ro+ como fy+ presentaran la menor discrepancia respecto a los valores repor-
tados en [41], [47] y [41] para una misma m+. En los cuatro casos notamos que dicha area
sombreada se va desfasando hacia mayores valores de mjy+, por lo cual podemos concluir
que al aumentar la masa de los quarks M4, la zona donde es factible encontrar rp+ y fo+ la
tenemos en valores mas grandes de la masa del diquark-Ofru - Por otro lado, al analizar las
tablas (6.5-6.8) podemos decir que los resultados més 6ptimos para ry+ y fo+ se dan cuando
My = 0.410GeV y mp+ = 0.75GeV, debido a lo cual usaremos estos valores de entrada
para calcular las funciones de distribucién en los tres casos donde v = [0.9,1,1.1].

6.3.2. Funciones de distribucion con las masas optimizadas

Ahora que tenemos las masas de los quarks y del diqurk—0[+u 4 que cumplen con la con-
dicion (6.38) podemos ingresar la funcién de la PDF dada en (6.16) a nuestro programa'. La
figura 6.9 muestra la PDA del diqurk—O[J“u 4 Parav =1[0.9,1,1.1]. Notamos que para cualquier
valor de v tendremos la misma forma gaussiana de la PDE lo cual tiene sentido, ya que la
PDF es la GPD cuando ¢ = 0y por lo tanto tampoco depende de v; también lo vemos expli-
citamente en la expresion (6.16) donde no se presenta ninguna dependencia en ¢ ni en el

pardmetro libre v. El punto méximo de la PDF se da en x4 = 0.505y es qo+ (Xmax) = 3.602.

4.00
- =09
3.50 //\\ t:il
3.00 f \
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Figura 6.9: PDF del diqurk-Of:ld] para My, g) = 0.410GeV, my+ =0.75GeVyv =[0.9,1,1.1]

1Es un programa préacticamente igual al reportado en el Apéndice B con la ligera modificacion del signo en

el segundo término en la funcién A(ZU y que corre para las tres v dadas.
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Con los mismos valores de entrada también podemos computar la GPD de la expresion
(6.17) para las diferentes v y cuando —¢ = [0,0.2,0.5,1,2].

(a) (b) (©

Figura 6.10: GPD del diqurk-Orud] paraMyq) = 0.410GeV, my+ =0.75GeV, -t =[0,0.2,0.5,1,2] y

@v=09 (b)v=1 (cjv=11.

En la figura 6.10 se muestran las GPD para diferentes v, donde notamos que conforme au-
mentamos el valor de v la funcién se va aplanando. Para observar mejor este efecto en
la figura 6.11 se muestra un acercamiento a la GPD para —¢ = [0.2,0.5,1,2]. Es aqui don-
de vemos que cuando —¢ = 0.2 y v = 0.9 hay un punto maximo Hy+(Xp4x,0,—0.2) = 1.67
en Xmqx = 0.54, lo cual se reduce a Hy+(X;4x,0,—0.2) = 1.58 cuando v = 1 y llega hasta
Hy+ (Xmax,0,—0.2) = 1.49 para v = 1.1. Cuando nos pasamos a —t = 0.5 el punto maximo
se reduce bastante, siendo Hy+ (Xy;4x,0,—0.5) = 0.84 en x;,4x = 0.58 cuando v = 0.9, este se
reduce a Hy+ (X4x,0,—0.5) =0.76 cuando v =1yen v = 1.1 llega a Hy+ (X;;4x,0,—0.5) = 0.70.
Por otro lado, para —t = 1 el punto médximo se recorre a la derecha en x,4,x = 0.62 de mane-
ra que Hy+ (Xm4x,0,—1) = 0.42 cuando v = 0.9, se transforma en Hy+ (Xp4x,0,—1) = 0.37 para
v =1vyllega a Hy+ (Xmax,0,—1) = 0.33 al tener v = 1.1. Finalmente, cuando —t = 2 identifi-
€amos X;;4x = 0.66, asi tenemos que para v = 0.9 el maximo es Hy+(Xpqx,0,—2) = 0.19, para
v =1sereduce a Hy+(Xp4x,0,—2) =0.16 yllega a Hy+ (X14x,0,—2) =0.14en v =1.1.
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Figura 6.11: Acercamiento de la GPD del diqurk-O[J:l q bara Myq) = 0.410GeV, my+ = 0.75GeV,

-t=[0.2,05,1,2]y (a)v=09 (b)v=1 (cjv=11.
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Ahora calculamos el factor de forma dado en la ecuacién (6.20) variando ¢ en un intervalo
-t =10,---,2] para v = [0.9,1,1.1]. En la figura 6.12 notamos que la funcién presenta un
comportamiento muy similar para todos los valores de v; en — ¢t = 0 tenemos que la amplitud
inicial del factor de forma es justamente la suma de las cargas de los quarks, Fy+(0) = %, y
tiende a cero cuando el valor de —t aumenta. Sin embargo, la principal diferencia radica en
que, a pesar de que en la amplitud inicial el factor de forma coincide para toda v, la manera
en que tiende a cero es diferente, pues para v = 0.9 presenta una mayor area bajo la curva en
comparacion a la que se tiene cuando v = 1.1. Resultado de este comportamiento podemos
concluir que conforme aumenta el valor de v el drea bajo la curva del factor de forma se
reduce.

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 125 1.50 175 2.00

-t

Figura 6.12: Factor de forma del diqurk-OLd] paraM,,q) = 0.410GeV, my+ =0.75GeVyv =[0.9,1,1.1]

Por dltimo computamos la expresion (6.34), la referente a la densidad espectral. El resulta-
do de este cémputo para v = [0.9,1,1.1] se muestra en la figura 6.13, en donde parece que
la funcién es simétrica respecto al eje coordenado vertical. Asi mismo, mantiene su forma

al variar el valor de v, siendo inicamente los puntos criticos, dos maximos y un minimo,
donde se presentan los cambios.

— v=09
v=1
v=1.1

-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

y

Figura 6.13: Densidad espectral del diqurk-O[J:l q Ppara Myq) =0.410GeV, my+ =0.75GeV y

v=1[09,1,1.1]
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v P. minimo P méaximo 1 P. méaximo 2
0.9 (0,-2.42) (-0.37,2.51) (0.36,2.51)
1.0 (0,-3.42) (-0.38,2.83) (0.38,2.83)
1.1 (0,-4.82) (—-0.40,3.34) (0.40,3.34)

Tabla 6.9: Valores criticos de la densidad espectral al variar v.

En la tabla 6.9 mostramos las coordenadas de los puntos criticos que aparecen en la den-
sidad espectral del diquark—O[Jru dl al variar el parametro v. Al observar la primer entrada de
cada punto critico notamos que para el minimo siempre se mantiene en y = 0, pero en los
puntos méaximos la primera entrada aumenta una o dos centésimas, es decir, al aumentar
el valor de v los puntos méaximos se recorren unas cuantas centésimas a los extremos. Aho-
ra, al pasar a la segunda entrada, po+(y), el comportamiento del minimo es decreciente al

aumentar v, caso contrario a los puntos maximos, pues crecen conforme v aumenta.

6.3.3. Conclusiones del modelo

En este segundo modelo en que asumimos que P? = —m(z)+ se nos permitieron mas li-

bertades para ajustar los pardmetros de entrada que mejor se adecuaran a los datos ya re-
portados del radio de carga y la constante de decaimiento. Este andlisis nos dejé visualizar
que a mayor masa de los quarks la masa del diquark-Ofu d] tiene que ser mds grande para po-
der tener los valores reportados del ry+ yla fy+. Con esto llegamos a la conclusién de que los
valores 6ptimos eran Mgy = 0.410GeV y my+ = 0.750GeV parav =[0.9,1,1.1]. Una vez que
tuvimos nuestros pardmetros de entrada fue posible calcular las funciones de distribucién

que describen el comportamiento interno del diquark-Ofr .
ud)
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Conclusiones

“Si amo realmente a una persona, amo a todas las personas, amo al mundo,
amo la vida. Si puedo decirle a alguien « Te amo >>, debo poder decir < Amo a
todos en ti, a través de ti amo al mundo, en ti me amo también a mi mismo>>.”

-El arte de amar, Erich Fromm-

Sabemos que la dindmica interna de un hadrén se puede estudiar con el entendimien-
to de su BSWE la cual se describe en términos de las expresiones de la SDE del fermién y
la BSA. El problema reside en que necesitamos tener informacion de la densidad espectral
propia de cada particula, una funcién normalmente desconocida. Es en este punto don-
de entra el modelo algebraico en cuestion, el cual propone eliminar toda dependencia de
la densidad espectral en las funciones de distribucién y delegar su papel descriptivo en la
PDA, es ahora esta amplitud de distribucién la que nos brindara las caracteristicas particu-
lares de la particula sujeta a andlisis. Este cambio resulté ser una muy buena aproximacién
tomando en cuenta que el estudio de las PDA cuenta con una bibliografia més extensa.

El principal logro del modelo recae en su capacidad de continuar con los célculos analiticos
por més tiempo gracias ala definicién que se le da ala funcién A?(w), permitiéndonos llegar
a una expresion para la GPD con menos variables para computar numéricamente. Asi, una
vez que se cuenta con la GPD resulta practicamente inmediato extraer el resto de funciones
caracteristicas de la particula, como lo es la PDE el FF y el radio de carga. Ademads, aunque
yano sea necesario, gracias al modelo también es posible llegar a una expresién parala den-
sidad espectral a partir de la cual se extrae la constante de decaimiento.

En este caso particular en que estudiamos el diquark—O[*u a4y el valor de su masa comparada
con el valor de sus quarks constituyentes gener6 una discordancia en el modelo, desatan-
do que se propusieran dos caminos diferentes para dos definiciones de la funcién A?(w),
en concreto, el cambio radicé en tomar el momento cuadrado como P? = J_rmgw déndo-
nos dos posibles resultados. En el caso en que P? = mé se tomo la masa de los quarks
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como M4 = 0.36GeV, la masa del diquark mg+ = 0.89GeV y el pardmetro libre v = 1, ob-
teniendo con estos valores un radio de carga ry+ = 0.2fm y una constante de decaimien-
to fo+ = 0.07GeV. En cambio, en el segundo caso, cuando P? = —mgﬂ elevamos el valor
de la masa de los quarks a M,z = 0.41GeV y reducimos la del diquark a my+ = 0.75GeV;
con estos valores iniciales, y tomando v = 1, se tiene que ro+ = 0.6fm y fo+ = 0.076GeV.
Al comparar estos resultados con los reportados en la literatura, en donde ry+ = 0.7fm y
fo+ = 0.07GeV, podemos concluir que el segundo camino, donde la funcién A?(w) se define
con P? = — m§+, resulta un modelo mds acertado y nos proporciona una buena herramienta
para el estudio de la estructura interna del diquark-OEru -
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Apéndice A

Parametrizacion de Feynman

Este tipo de parametrizacién se utiliza cuando tenemos un término que involucra de-
norminadores elevados a ciertas potencias. Consiste en intriducir nuevos parametros para
expresar de manera mds simple el término original. Partimos de la idea de tener la siguente
igualdad

1 (1 1)_ 1 1 A-B 1 Al
A-B\B A) B(A-B) A(A-B) AB(A-B) AB '
y, por otro lado, al resolver la siguiente integral llegamos a que
Baz 114 1 1
f az__ | =2_Z2 (A.2)
A Z2 zlg B A

Con estas dos tltimas expresiones podemos llegar a una igualdad entre la fraccién y la inte-
gral

1 1 (1 1 1 B dz
- || — (A.3)
AB A-B\B A A-BJa z2
Introducimos una nueva variable u definida como
z—B
u= (A.4)
A-B
de manera que
| z=u(A-B)+B z=A—-u=1,
i dz=(A-B)du z=B—u=0,
S J
con lo que la integral se transforma a
1 1 [B dz 1 1 1 J
= 2= (A=B)du
AB A-BJs z2 A—-BJy (w(A-B)+B)?
1 du 1 du
= 5 = 5 (A.5)
o0 (UA—uB+B) o (UA+B(1—u))
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y recordamos la definicién de la delta de Dirac

b i <xo<bh
f FOO8(x - xo)dx = {f (o) st a< o<t (A.6)
a si xo<a 6 x9o>b
asi podemos reescribir la integral y llegar a la parametrizacién de Feynman de A—IB
! f du f 6(v—(1-u) ! dv
AB  Jo (uA+ Bv)?
1 60-u- 15—
:f d”f d-u-v), f f A-u-v) ;. (A7)
0 o |—1] (uA+Bv)2 0 (uA+Bv)2

También podemos encontrar la parametrizaciéon de Feynman para un término compuesto
por la multiplicacién de tres denominadores. Siguiendo el proceso del caso anterior llega-
mos a que

1_1(L_L)_1U1 du _fl du
ABC C-B\AB AC) C-BlJo wA+BO-uw)? Jo (wA+C1-uw)?

1 1 du x=B
= f - (A.8)
C-BJo (wA+x(1—u)|i=c
pero podemos expresar el integrando como
1 x=B B
—_— = x)dx A9
(UA+x(1-w)?|y=c fc e A9
y con esto derivar el término para encontrar la funcién f(x)
1 2(u-1)
= A.10
J= dx((uA+x(l u))z) [wA+x1-w)® (A-10
Ahora introducimos un parametro nuevo definido como v
v=-wiZt (A.11)
- B-C '
de manera que
| x=(ES)v+cC x=B—-v=1-u!
| _ B- _ _ |
e X=Cor=0
y término fraccionario se puede reescribir como
1 =B /H -2(1—1) (B—Cd )
- = v
WA+x(1=1w)?lx=c Jo  [ua+(C+BSv)a-w]*\ -7
1-u dv
=-2(B- C)f 3
o (o)
1-u dv
~-25-0) ; (A12)
0 [uUA+vB+C(l—-u-"v)]
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Con esto en mente, la ecuacién (A.8) se reescribe de la siguiente manera

1 1 I-u dv
L1 [, df
ABC C—-BJo (=B)du o  [uA+vB+CA-u-v)?
1 1-u dl}
:zf duf (A.13)
0 o [uA+vB+C(l-u-0v)?3

y, finalmente, usando la definicion de la delta de Dirac, llegamos a la parametrizacién de

Feynman de 43+ B a5C

1-u dw
——zf duf dvf S(w—-1-u-v))
ABC [uA+ vB+ wC)®
lu 1 o — 1) —
_zf duf f o vow) (A.14)
0o [UA+ vB+wC]3

De la misma manera se puede encontrar la parametrizacién de Feynman para términos da-
dos de la multiplicacién de varios denominadores no repetidos, en concreto, para 7z factores
tendremos

1 1 1-uy l—llczl]n—ZZuk
—:(n—l)!f dulf dug---f duy,_;
Ar--- Ay 0 0 0 !

(A.15)
n
WA+ -+ up1Ay—1+|1- k 1] —IZuk) ]
y en términos de la delta de Dirac
5(1 k=1] nZuk)
—A —(n-1) f du - f duy (A.16)

(k— 1] nZukAk)

Por otra parte, si el denominador estd elevado a una potencia, podemos expresarlo de la
siguiente manera
1 - (_1)V dvfl

AY r'(v) dAv-!

l] (A.17)
" .

Asi mismo, resulta de utilidad tener la siguiente relacién

ac 1 J(a+p) —(a+p) ,a
= (D) [uA+-- A.18
dA” [uA+---1P = I'p) . ! ! A48

Con esto en mente, podemos encontrar la parametrizacién de Feynman para un término
dado por la multiplicacién de dos denominadores diferentes elevados a la misma potencia

(A.19)
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sustituyendo (A.5) en (A.19) tendremos

1 _(_1)21/ dv—l dv—l fl du
AYBY  T2(v) dAV-1dB" ')y (uA+B(Q1-u)?
(_1)21/ 1 dv—l dv—l du

T T2(v) Jo dAY"1dBY! (uA+ B(1 - u))?

(A.20)

y tomando en cuenta la definicién de la derivada dada en (A.18) para cuando @ =v—-1y

p=2

1 ~ (_I)ZV 1 dV—l (_1)V_IF(V— 1+2) du uv_l
AVBY ~ T2(v) Jy dB"! F@2 [uA+BQ1-uw)] "1+
-2 T(v+1) /1 av! du 1
_ ] A.21
I2(v) =D 1 o dBV1 [uA+B(1—u)]"+1u ( )

con esta misma definicion de la derivada perocon a =v -1y 8 =v+1 llegamos a que

1 —-1)%v 1 Tv-1+v+1 vla-w ld
ey (—1)V—1r(v+1)f (1o ttvil) u d-w du
AYBY  T2%(v) 0 Fv+1)  [uA+BQAQ-w]v 1t
-1 4v-2 T2 1 v—1 1— v-1
_(D @) pep [ 0-wW . (A.22)
I'2(v) T'(v+1) 0o [uA+B(Q1—uw]l<
asi concluimos que la parametrizaciéon de Feynman del término ﬁ es
1 T 1 v—1 1— v—-1
Sepvi [fu Uz (A.23)
AVBY r<w)Jo [uA+B(1-uw]“"

Como ultimo ejemplo de este tipo de parametrizacién, veremos el caso donde ambos de-
nominadores estdn elevados a la potencia v + 1, tal que

1 (_1)2(V+1) dV+l—l dV+l—l 1
AV+1BV+1 = FZ(V+ 1) dAv+1—1 dBv+1—1 [E]
i (_I)ZV a’ dv [ 1 (A 24)
" I?2(v+1)dAY dBY | AB ’
y sustituyendo (A.5) en (A.24)
1 D% 1 av av du
= (A.25)
Avtlpv+l FZ(V+ 1) Jo dAY dBY (uA+B(1—u))2
ahora, usando la definicién de la derivada de la ecuacién (A.18) paraa =vy =2
1 (-D% ld a” ( 1)Vr(v+2) u¥
= u —
Av+le+1 FZ(V-i- 1) 0 dBY F(Z) [uA+B(1 _ u)](v+2)
D (-1)VT(v+2) (1 d” 1
_ ED"(=-DVT(v+2) v (A.26)

2w+l 1@ Jo @ “YaB (uA+ BA-w) D
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A. PARAMETRIZACION DE FEYNMAN

continuando con la siguiente derivada pero ahoracona =vyf=v+2

1 D (ED'Tv+2) (! vy (_1)vl“(v+v+2) (1-w
BT R+ 1@ S L Twv+2) [uA+B(l—w)""*D
(-D* TrEv+2) (! u’(1-w”

= u (A.27)
r’v+1) r@ Jo  [wuA+BQ1-uw?'+?
pero recordamos que I'(2) = 1! = 1 y que -D¥ =1 parav =1,2,3..., con lo cual (A.27) se
reduce a
1 _T'v+2) 1 u(1-uwY
AV+].BV+1 - I‘Z(V+ 1) o [MA+B(1_ u)]2V+2

(A.28)
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Apéndice B

Programa en Python

A continuacion se presenta el programa en python que se utilizé para calcular y grafi-
car la PDA, PDE FE GPD, densidad espectral, radio de carga y constante de decaimiento del
primer caso de estudio. Las librerias utilizadas fueron numpy, scipy, sympy y matplotlib; asi
como IDLE el entorno de desarrollo elegido para trabajar. Como una introduccién didéctica
a la programacion en python se reviso el libro . Cabe mencionar que el programa presente
no se encuentra optimizado, hay lineas que se pueden reducir y secuencias que se pueden
pensar diferenta con el propésito de agilizar el tiempo de computo.

## ##
## INDICACIONES PARA USAR ESTE PROGRAMA ##
## (Toma nu, masa de los quarks y masa ##
## del diquark como input. Radio de carga ##
## y constante de decaimiento son los output) ##
## ##

caq = ’Valor de la carga del 2do quark’

particula = ’Nombre de la particula con que se quiere trabajar’

# AL CAMBIAR DE UNA PARTICULA A OTRA, EN EL PROGRAMA SE DEBEN CAMBIAR LOS VALORES DE:
# Mg = ’Valor de la masa vestida del ler quark en GeV’

# Maq = ’Valor de la masa vestida del 2do quark en GeV’

# M = ’Valor de la masa del diquark en GeV’

# cq = ’Valor de la carga del ler quark’

#

#

#

la PDA del quark, pdal(y)

pEzsspsinsssi iz s s s s s s s s s s
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28

29

30

39

40

41

42

60

61

62

B. PROGRAMA EN PYTHON

## LIBRERIAS

##

import numpy as np # La libreria para matrices
import sympy as smp # Para operaciones analiticas
import matplotlib.pyplot as plt # Para graficar

import math # Para usar algunas funciones
from scipy import integrate # Para integral numérico

from scipy.special import gamma, factorial # Para usar la expresion de gamma
from sympy import exp, symbols, Heaviside # Funciones que necesito

from sympy import lambdify # Para convertir a funciones

from matplotlib import ticker # Para los labels
plt.rcParams|["mathtext.fontset"|=’custom’ # Especificando el tipo
plt.rcParams|[’mathtext.it’] = ’STIXGeneral:italic’ # de texto para
plt.rcParams|[’mathtext.bf’] = ’STIXGeneral:italic:bold’ # las ecuaciones

## ##

## EN ESTE CASO ESTAMOS TRABAJANDO CON: Diquark ##

## SU QUARK ES: up ##

## SU OTRO QUARK ES: down ##

## ##

B oo ol

#variables a declarar
X = smp.Symbol(’x’)
Maq = smp.symbols(’Maq’)
Mg = smp.symbols(’Mg’)

M = smp.symbols(’M’)
nu = smp.symbols(’nu’)
y = smp.symbols(’y?’)
nu=1

fm = 0.1973

Mg = 0.316355
Maq = 0.316355
M = 0.890

cq = 2/3
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63 caq = -1/3

64 particula = ’diquark’

67 # Normalizo la PDA
68 Npda = lambdify( x, x* (1 - x)*exp( ( —(1.43)*%2) * ((2*x-1)**2) ) , ’numpy’)

69 No = integrate.quadrature(Npda, 0, 1)

71 # la PDA del quark

72 def pdal(y):

73 x=0.5*%(1-y)

74 phi = (1/No[0])*xx (1 - x)xexp( ( —(1.43)%x2) x ((2xx-1)%x2) )

75 return phi

77 # la funcion Lambda en y
78 def Lambda(y):
79 Lambda2 = Mq#*2 + (1/4)*(1-(y**2))*(M*+2) + (0.5)*(1-y)*( (Mag#**2) — (Mq**2))

80 return Lambda2

83 # LOS LIMITES PARA LAS GRAFICAS
84 # Para la GPD

85  xmin_GPD = 0
86 xmax_GPD =1
37 ymin_GPD = 0
88  ymax_GPD = 3

90 # Para la PDA
91  xmin_PDA = 0
92 xmax_PDA =1
93  ymin_PDA = 0
94  ymax_PDA = 2.5
95

96 # Para la PDF
97 xmin_PDF = 0

98 xmax_PDF = 1

99 ymin_PDF = 0

1}
w

ymax_PDF

# Para el Factor de Forma (FF)

xmin_FF = 0
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105
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110
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11272

123

124

128

129

130

131

140

141

142

143

144

B. PROGRAMA EN PYTHON

xmax_FF = 5
ymin_FF = 0
ymax_FF =1

# Para la Densidad espectral (DE)
xmin_DE = -1

xmax_DE = 1

ymin_DE = -10

ymax_DE = 10

Lrrssssins s s IS I s I s s s s s s

R i
i PDA i
i i
H oo ol

# Limpio las variables x,y y las vuelvo a definir
del x

del y

x = smp.symbols(’x’)

y = smp.symbols(’y?’)

=]
1

lambdify( x, pdal(1-2xx) )

x = np.linspace(0, 1,50)

# La grafica

fig, ax = plt.subplots()

ax.plot(x, m(x), ¢ = ’deepskyblue’,linewidth=1.6)
ax.set_xlim(xmin_PDA, xmax_PDA)

ax.set_ylim(ymin_PDA, ymax_PDA)

plt.setp(ax.spines.values(), lw=1.3, color="black’, alpha=1.0)

# Las etiquetas de los ejes

ax.xaxis.set_major_formatter (ticker.StrMethodFormatter ("{x:.2f}"))
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160

161

162

163

164

165

166

168

169

170

182

183

184

185

ax.xaxis.set_tick_params(labelsize=9)
ax.yaxis.set_major_formatter(ticker.StrMethodFormatter ("{x
ax.yaxis.set_tick_params(labelsize=9)

plt.xlabel ("$\mathbf{x}$" ,fontsize=12)

plt.ylabel ("$\mathbf{\phi_{0~+}(x)}$" ,fontsize=12)

# Guardando la grafica

fig.savefig(’pda.svg’, format=’svg’, dpi=72)

AR

i R
i GPD i
i i
H oo o

# Limpio las variables (x,y) y las vuelvo a definir
del x

del y

x = smp.symbols(’x’)

y = smp.symbols(’y?’)

#CALCULO DE LA GPD
Gl=gamma (2*nu+2)
G2=(gamma (nu+1)) **2
G3=G1/G2

# La constante de normalizacién para la GPD
def NGPD(x):
Ng= (pdal(l-2#x))=+2 /(Lambda(l-2*x))

return Ng

#hago la integral para la constante de normalizacién
NgpdI = 1lambdify( x, NGPD(x), ’numpy’ )

constl=integrate.quadrature (NgpdI, 0, 1)

1. 2f}"))
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188

189

190

191

192

[98]

194

195

196

B. PROGRAMA EN PYTHON

Ngpd=const1[0] # tomo la primer entrada de la lista

NN=100

x = np.linspace(0, 1, NN)

ent = [0,-0.2,-0.5,-1,-2]
num =[1,2,3,4,5]

for j in range(len(ent)):
t=ent[]j]
for i in range(len(x)):
y=1-2xx
f1 = lambda wu: ((1/Ngpd)* ((pdal(y[i]))=*+*2) =*((Lambda(y[i])**(2*nu))) * G3) *(
(u**nu) *((1-u) **nu)) / ( (-0.25%(t))*( (1+y[i]) **2)*u*(1-u) + Lambda(y[i])
) #x(2*nu+1)
ffil=integrate.quadrature(f1, 0, 1)
M1.append (££i1[0])

NM=M1[0:NN]
NM2=M1 [NN:2+NN]
NM3=M1[2+NN:3+NN]
NM4=M1[3+NN:4+NN]
NM5=M1[4*NN:5%NN]

n = np.linspace(0, 1,NN)

# La grafica

ax.plot(n, NM, 1linewidth=1.6,label= r"${-t=0}3%")
ax.plot(n, NM2, linewidth=1.6,label= r"${-t=0.2}3$")
ax.plot(n, NM3, linewidth=1.6,label= r"${-t=0.5}$")
ax.plot(n, NM4, linewidth=1.6,label= r"${-t=1}$")
ax.plot(n, NM5, linewidth=1.6,label= r"${-t=2}$")
ax.set_xlim(xmin_GPD, xmax_GPD)
ax.set_ylim(ymin_GPD, ymax_GPD)

plt.setp(ax.spines.values(), lw=1.3, color=’black’, alpha=1.0)

# Agregando las etiquetas para cada -t
legend = ax.legend(shadow=False,facecolor="white’,fontsize=’x-small’,

loc=’upper right’,markerscale=1.01)
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229 # Las etiquetas de los ejes

230 ax.xaxis.set_major_formatter(ticker.StrMethodFormatter ("{x:.2f}"))
231  ax.xaxis.set_tick_params(labelsize=9)

232 ax.yaxis.set_major_formatter (ticker.StrMethodFormatter ("{x:.2f}"))
233 ax.yaxis.set_tick_params(labelsize=9)

234 plt.xlabel ("$\mathbf{x}$" ,fontsize=12)

235  plt.ylabel ("$\mathbf{H_{0"+}(x,0,t)}$" ,fontsize=12)

236

I
w
N}
+H

238 # Guardando la grafica

239 fig.savefig(’gpd.svg’, format=’svg’, dpi=72)

240 H —--mmm o e

241

242

243

244

245

246 S i
247 S PDF i
248 S HHHHHR
249

250

251 B s m e oo oo -

252 # Limpio las variables (x,y) y las vuelvo a definir
253 del x

254 del y

255 X = smp.symbols(’x?)

256y = smp.symbols(’y’)

258 def pdf(x):

259 f = ( ( 1/Ngpd )* ((pdal(1-2#x))#%2) ) / (Lambda(l-2+x))

260 return f

261

262  # uso la funcion lambdify para que funciones concretas de sympy las convierta a funciones ana

logas a numpy, en este caso la funcidén exp

265 s = lambdify( x, pdf(x), ’numpy’ )

264 x = np.linspace(0, 1,100)

265

266 M —mmmmmm oo oo
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B. PROGRAMA EN PYTHON

267 # La grafica

268 fig, ax = plt.subplots()

269 ax.plot(x, s(x), linewidth=1.6)
270 ax.set_xlim(xmin_PDF, xmax_PDF)
271 ax.set_ylim(ymin_PDF, ymax_PDF)

272 plt.setp(ax.spines.values(), lw=1.3, color=’black’, alpha=1.0)

275 # Las etiquetas de los ejes

276 ax.xaxis.set_major_formatter (ticker.StrMethodFormatter ("{x:.2f}"))
277 ax.xaxis.set_tick_params(labelsize=9)

278 ax.yaxis.set_major_formatter (ticker.StrMethodFormatter ("{x:.2f}"))
279 ax.yaxis.set_tick_params(labelsize=9)

280 plt.xlabel ("$\mathbf{x}$" ,fontsize=12)

281 plt.ylabel ("$\mathbf{q_{0~+}(x)}$" ,fontsize=12)

282

283 H s e mmmm e m e m e
284 # Guardando la grafica

285 fig.savefig(’pdf.svg’, format="svg’, dpi=72)

286 H e m -

288 HHHHEHEHEEEEEEE R R R R

289
290
291 HHHEEEEEEEEEE R R R R
292 #HHHEE I
293 AR FACTOR DE FORMA #HERS
294 #H#HHEE i
295
296

298 # Se crea una lista para t, pero como va a ser una lista positiva, vamos a agregarle
299 # un (-) a la expresidn a integrar para que nos de una lista negativa en t
300 t = np.linspace(0, 5, NN)

301

303 # Para el factor de forma del quark

304 FF1 = []

305 for i in range(len(t)):

306 f = lambda x, u: ((1/Ngpd)* ((pdal(l-2%x))=*#2) *((Lambda(l-2+x)#*(2*nu))) * G3) *(
307 (ux*nu) *((1-u)**nu)) / ( (=0.25%(=t[i]))=*( (1+(1-2%x))=**2)*ux(1-u) + Lambda(l-2xx)
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) xx(2*nu+1)
inte=integrate.dblquad(f, 0, 1, 0, 1)
FF1.append(inte[0])

# E1 factor de forma por la carga del quark up
up_FF = []
for i in range(len(FF1)):

aFF = cq* FF1[i]

up_FF . append (aFF)

# E1 factor de forma por la carga del quark down

down_FF = []
for i in range(len(FF1)):
aqFF = caq*FF1[i]

down_FF . append (agFF)

# Sumo el FF del quark y el FF del antiquark
FF_total = []
for i in range(0, len(up_FF)):
TFF = up_FF[i] + down_FF[i]
FF_total.append (TFF)

# La grafica

fig, ax = plt.subplots()

ax.plot(t, FF_total, ¢ = ’springgreen’,linewidth=1.6)

ax.set_xlim(xmin_FF, xmax_FF)

ax.set_ylim(ymin_FF, ymax_FF)

plt.setp(ax.spines.values (), 1lw=1.3, color=’black’, alpha=1.0)

# Las etiquetas de los ejes

ax.xaxis.set_major_formatter(ticker.StrMethodFormatter ("{x:.2f}"))

ax.xaxis.set_tick_params(labelsize=9)

ax.yaxis.set_major_formatter(ticker.StrMethodFormatter ("{x:.2f}"))

ax.yaxis.set_tick_params(labelsize=9)
plt.xlabel ("$\mathbf{-t}$" ,fontsize=12)
plt.ylabel ("$\mathbf{F_{0~+}(t)}$" ,fontsize=12)
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B. PROGRAMA EN PYTHON

# Guardando la grafica

fig.savefig(’ff.svg’, format=’svg’, dpi=72)

Lz onsinsnsinisiss SIS s s s s s s T s s s s
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# EL RADIO DE CARGA DEL QUARK
def num(y):
num=( (pdal( y )##2) = (l+y)*#*2 ) / (Lambda(y)**2)

return num

def den(y):
den= (pdal( y )*+2) / (Lambda(y))

return den

num2 = lambdify( y, num(y), ’numpy’)

NUM=integrate.quadrature (num2, -1, 1)

den2 = lambdify( y, den(y), ’numpy’)

DEN=integrate.quadrature(den2, -1, 1)

divi=NUM[O] / DEN[O]

rri= ( ( cq#*(3/4)* ( (1+nu)*(1+2#*nu) ) ) / (3+2#nu))=*divi

# EL RADIO DE CARGA DEL OTRO QUARK

def numaq(y):

num=( (pdal( y )##2) = (l+y)*+*2 ) / (Lambda(y)**2)

return num
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416

427

428

429

430

def denaq(y):
den= (pdal(y)=**2) / (Lambda(y))

return den

num2aq = lambdify( y, numaq(y), ’numpy’ )

NUM2=integrate.quadrature (num2aq, -1, 1)

den2aq = lambdify( y, demaq(y), ’numpy’ )

DEN2=integrate.quadrature(den2, -1, 1)
div2=NUM2[0] / DEN2[0]

rr2= ( ( cag#(3/4)* ( (1+nu)*(1+2*nu) ) ) / (3+2*nu) )+ div2

# EL RADIO DE CARGA TOTAL

rtotal = math.sqrt( rrl + rr2)+fm

fizzsssins stz s s IS s I s I s s T e

i i
i DENSIDAD ESPECTRAL i
i i
H oo oo

# Limpio las variables (x,y) y las vuelvo a definir
del x

del y

X = smp.symbols(’x?)

y = smp.symbols(’y?”)

def taol(y):
t1 = ( ( (1+y)* Mg + (1-y)* Magq ) * ( (l+y)**nu ) ) /( 2+nux ( ( Lambda(y) )#**nu ) )

return ti1

def tao2(y):
t2 = ( ( (1+y)* Mg + (1-y)* Maq ) * ( (I-y)**nu ) ) /( 2*nux ( ( Lambda(y) )#**nu ) )
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B. PROGRAMA EN PYTHON

431 return t2

133 # Calculo la primera derivada de las funciones tao
134 dtldyl=smp.diff (taol(y),y,1)
135 dt2dyl=smp.diff (tao2(y),y,1)

437 # Calculo la segunda derivada de las funciones tao
138 dtldy2=smp.diff (taol(y),y,2)
139 dt2dy2=smp.diff (tao2(y),y,2)

141 # Hago funciones de las primeras derivadas
142 dtldyl_f=smp.lambdify (( y ),dtidyl)
443 dt2dyl_f=smp.lambdify (( y ) ,dt2dyl)

145 # Hago funciones de las segundas derivadas

146 dtldy2_f=smp.lambdify (( y ),dtldy2)

147 dt2dy2_f=smp.lambdify (( y ) ,dt2dy2)

148

149 def cy(y):

450 fc = (( Lambda(y) )#**nu )*( (1/ (1-y)#**nu ) * dt2dyl_f(y)-(1/(1+y)+**nu )=dtidyl_£(y) )

151 return fc

155 def zy(y):
154 fz = ( (1 / ( taol(y) ) ) * dtldyl_f(y) ) - ( (1 / ( tao2(y) ) ) * dt2dyl_£f(y) )

455 return fz

157 def ry(y):
158 fr = ( (1 / ( taol(y) ) ) * dtidy2_f(y) ) - ( (1 / ( tao2(y) ) ) * dt2dy2_f(y) )

159 return fr

161 def lamb2(y):
162 12 =1/ ( cy(y) )

463 return 12

165 def lambi(y):
166 11 =-( xy(y) )/ (zyly) = cy(y) )

167 return 11

169 def lambO(y):
470 10 = (1 /7 cy(y) ) » ( Cxry(y) / ( zy(y) * tao2(y) ) ) * dt2dyl_f(y)
471 - ( 1/ tao2(y) )*dt2dy2_f(y) )
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472 return 10

174 # Calculo la primera y segunda derivada de la PDA
175 dfdyl=smp.diff (pdal(y),y,1)
176 dfdy2=smp.diff (pdal(y),y,2)

478 # Defino la densidad espectral

179 rrho = lamb2(y) * dfdy2 + lambl(y) * dfdyl + lambO(y) * pdal(y)

182 # Calculo la constante de normalizacién
183 constante = lambdify( y, rrho , ’numpy’)
484 inte_rho=integrate.quadrature(constante, -1, 1)

185  N=inte_rho[0]

187 # La densidad espectral normalizada

188 rhoN = (1/N)=*rrho

189

490 B —m oo
491 p = lambdify( y, rhoN, ’numpy’ )

192 y=np.linspace(-0.9999999999,0.9999999999,1000)
193

194 # La grafica

195  fig, ax = plt.subplots()

196 ax.plot(y, p(y), ¢ = ’goldenrod’, linewidth=2)
497  ax.set_xlim(xmin_DE, xmax_DE)

198 ax.set_ylim(ymin_DE, ymax_DE)

199 plt.setp(ax.spines.values(), 1lw=1.3, color=’black’, alpha=1.0)

502 # Las etiquetas de los ejes

503 ax.xaxis.set_major_formatter(ticker.StrMethodFormatter ("{x:.2f}"))
504 ax.xaxis.set_tick_params(labelsize=9)

505 ax.yaxis.set_major_formatter(ticker.StrMethodFormatter ("{x:.2f}"))
506 ax.yaxis.set_tick_params(labelsize=9)

507 plt.xlabel ("$\mathbf{y}$" ,fontsize=12)

508 plt.ylabel (r"$\mathbf{\rho_{0~{+}}(y)}$" ,fontsize=12)

509

510 #F —-mmm e

511 # Guardando la grafica

512 fig.savefig(’densidad.svg’, format=’svg’, dpi=72)
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519

520

B. PROGRAMA EN PYTHON

B oo ol
302024 i g 2]
HH CONSTANTE DE DECAIMIENTO it 2
I i
B oo oo m oo oo e e

# Limpio las variables (x,y)
del x

del y

X = smp.symbols(’x?)

y = smp.symbols(’y?)

w = smp.symbols(’w?’)

resta=lMaq-Mq

# Calculo FN, una constante de renormalizacién, debe dar igual a 1
rhow = rrho.subs(y, w)
integrall=lambdify ([w, y], (0.5)* ( Mg + 0.5%(1-y)=*(resta) )/
( nux (Lambda(y))#**nu ) * ((1-y)=**nu)=*((1-w)=**(-nu)) =
( rhowx (Lambda(w))**(nu) )+Heaviside(y-w,0) , ’numpy’)
Il=integrate.dblquad(integrall, -1, 1, -1, 1,)

integral2 = lambdify( [w,y] , (0.5)* ( Mq + 0.5%(1-y)=(resta) )/
( nu*x (Lambda(y))**nu ) * ((1+y)#**nu)*((1+w)**(-nu)) =*
( rhows (Lambda(w)) **(nu) )+Heaviside(w-y,0) , ’numpy’)

I2=integrate.dblquad(integral2, -1, 1, -1, 1)

FN = I1[0] + I2[0] # tomando el primer elemento de cada lista

# La constante de decaimiento, nM[0]
nM=(]
for i in inte_rho:
valor=math.sqrt (( FN )/(4+*((math.pi)*#2) *(math.sqrt(2))=*i))

nM. append (valor)
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562

563

i HHEE
Y LD QUE NOS ARROJA EL PROGRAMA HHHE
i HHHHHE

# El1 programa nos grafica en formato svg

# GPD para t=0, 0.2, 0.5, 1, 2 en la grafica: ’gpd.svg’

# PDA del quark en la grafica: ’pda.svg’

# PDF del quark en la grafica: ’pdf.svg’

# Factor de forma en la grafica: £f.svg’

# Densidad espectral en la grafica: ’densidad.svg’

# Creo un archivo de datos con el radio de carga y la constante de decaimiento

file
file
file
file

file

file.

= open("Resultados.dat", "w")

.write("La masa del quark = "+ str(Mg)+ "\n")
.write("La masa del diquark = "+ str(M) + "\n")

.write("El radio de carga del "+ str(particula) + " total en fm es: "

+ str(rtotal)+ "\n" )

.write(’La const. de decaimiento del ’ + str(particula) + ’= ’ + str(aM[0])

close ()
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