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Resumen

En este trabajo, se estudia el efecto del momento cromomagnético anémalo de los quarks
en la solucion de las ecuaciones de Schwinger-Dyson y Bethe-Salpeter, con énfasis en
sus implicaciones para la fisica hadrénica. Para ello, se resuelven numéricamente dichas
ecuaciones primero en el marco de la aproximacion rainbow-ladder y, posteriormente,
incluyendo los términos asociados al momento cromomagnético anémalo en el vértice
quark-gluon. Las soluciones se obtienen de manera numérica en Fortran , y los resultados
principales incluyen las masas de los estados excitados del pién y el kadn, que muestran
un excelente acuerdo con los datos experimentales, con discrepancias inferiores al 3.5
%. La metodologia empleada permite no solo calcular las masas de los estados ligados,
sino también obtener sus amplitudes de Bethe-Salpeter, lo que abre la posibilidad de
estudiar factores de forma en futuras investigaciones.

Palabras clave: Quark, masa, gluén, vértice, QCD.



II

Asbtract.

In this work, we study the effect of the quarksanomalous chromomagnetic moment on
the solution of the Schwinger-Dyson and Bethe-Salpeter equations, with an emphasis
on its implications for hadronic physics. To this end, these equations are first solved
numerically within the rainbow-ladder approximation and then by including the terms
associated with the anomalous chromomagnetic moment in the quark-gluon vertex.
The solutions are obtained numerically using Fortran, and the main results include the
masses of the excited states of the pion and kaon, which show excellent agreement with
experimental data, with discrepancies below 3.5%. The methodology employed allows
not only the calculation of the bound state masses but also the extraction of their
Bethe-Salpeter amplitudes, opening the possibility of studying form factors in future
investigations.

Key words: Quark, mass, gluon, vertex, QCD.
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Capitulo

Fundamentos de la Cromodinamica Cuantica

SECCION 1.1

Introduccién

El origen de la masa y las propiedades de los hadrones (particulas formadas por quarks)
representa un problema abierto para la fisica de particulas. Entender como funcionan los
nucleones (protones y neutrones) juega un papel muy importante para acercarnos a este
reto, ya que los nicleos atémicos son los que aportan la contribucién mas signficativa
a la materia visible.

Nuestro entendimiento sobre la generacion de masa de las particulas consiste en dos
procesos principales dentro del marco del Modelo Estédndar; el mecanismo de Higgs [!]
y el rompimiento dindamico de la simetria quiral. El primero es el encargado de dotar
de masa a las particulas fundamentales (quarks, leptones, bosones W y bosones Z), sin
embargo, este mecanismo apenas contribuye a la masa de la materia visible. Por otra
parte el rompimiento dindmico de la simetria quiral es el mecanismo que describe como
los quarks interactian entre si dentro de los nucleones, lo que resulta en la generacion
de masas efectivas para los quarks constituyentes y en la aparicion de los bosones de
Nambu-Goldstone. El 96 % de la materia visible se obtiene a partir de este proceso [2].



Introduccion

Los estados ligados son un tema fascinante, ya que nos ensefian mucho sobre la natura-
leza de las interacciones entre los componentes de una teoria de campos dada. En el caso
de la Quantum Chromodynamics (QCD, Cromodindmica Cudntica), esta fascinacién se
ve aumentada por el hecho empirico de que no se observan estados libres asintoticos, es
decir, quarks y gluones con color, aunque la teoria si que poseen carga de color. En la
QCD, el estado ligado mas simple posible esta representado por el pidn, que desempena
un papel fundamental en la comprension del dominio de baja energia, siendo el estado
ligado més ligero de antiquark-quark, al igual que los bosones de Goldstone asociados
con la ruptura de la simetria quiral [3].

Es importante entonces poder describir simultaneamente al pién y al kaon, los cuales
son los hadrénes mas ligeros en la naturaleza, ya que estan estrictamente relacionados
al fenémeno de generaciéon de masa. Sin embargo, no basta con describir los estados
base de los mismos, acercarnos a un mejor entendimiento requiere detallar también sus
excitaciones. Los estados radialmente excitados, preservan el mismo espin y paridad
que los estados base, por lo que su masa es mas grande, por ejemplo el pién tiene
una masa para su estado base de 139 MeV, mientras que su primera excitacién radial
estd alrededor de los 1300 MeV [1]. Existen diversos enfoques para realizar esta tarea,
entre ellos lattice QCD [5], reglas de suma de QCD [0], el modelo de sigma lineal
[7], QCD hologréfica [¢], modelos potenciales no relativistas [J], ecuaciones de Bethe-
Salpether (BSE) [10]. Es relevante mencionar que la teorfa de perturbaciones falla
al querer cumplir con dicho propdsito, ya que no es compatible con el fenémeno del
rompimiento de simetria quiral de los quarks.

En este trabajo usaremos el enfoque de las BSE, las cuales son un conjunto de ecuaciones
integrales que surgen en la teoria cuantica de campos y que se utilizan para describir la
interaccién entre dos particulas en el marco de la relatividad especial. Estas ecuaciones
son fundamentales para entender la estructura y las propiedades de los estados ligados
de particulas como los mesones, que estan compuestos por un par quark-antiquark.

Para encontrar soluciones a las ecuaciones de Bethe-Salpeter necesitaremos primero
resolver las ecuaciones de Schwinger-Dyson (SDE), que son a su vez un conjunto infinito
de ecuaciones que necesitan una truncacién para poder ser resueltas. Dichas ecuaciones
generalmente son utilizadas para estudiar aspectos no perturbativos de la interaccion
fuerte, como el confinamiento de quarks y la generacion dinamica de masas. Estas
ecuaciones ofrecen un marco poderoso para analizar las propiedades de los gluones y
quarks en un régimen en el que las aproximaciones perturbativas no son validas debido
a la naturaleza fuertemente acoplada de la interaccién.

La clave para acercarnos a una mejor prediccién de los estados excitados de los mesones,
consiste en utilizar kernels para las BSE y SDE que tengan una conexién mas cercana
a la QCD, por este motivo nos dedicamos a explorar la modificacién del vértice quark-
gluén. Sabemos que la generaciéon de la masa hadrénica, genera un gran momento



Lagrangiano de QCD

cromomagnético anémalo (ACM) para los quarks mas ligeros, como se ha reportado en
la literatura [11], este ACM tiene un impacto notable en el espectro de mesones con
quarks u y d [12].

Comenzaremos hablando sobre las generalidades de la teoria y algunos conceptos funda-
mentales que nos ayudaran a entender mejor los fenémenos que ocurren en los nicleos
atémicos y que estan asociados a la fuerza nuclear fuerte.

SECCION 1.2

Lagrangiano de QCD

La Cromodindmica Cudntica (QCD, por sus siglas en inglés) es la teoria que describe
la fuerza fuerte, una de las cuatro fuerzas fundamentales de la naturaleza, responsables
de mantener unidos a los protones y neutrones en el nicleo atomico. La QCD forma
parte del Modelo Estandar de la fisica de particulas y describe el comportamiento de los
quarks, los cuales son particulas fundamentales que interactian a través del intercambio
de gluones, que a su vez son las particulas mediadoras de la fuerza fuerte.

El Lagrangiano de QCD con campos fantasmas se escribe como:

T 1 a v ~a a
Lqcp = i (iv" Dy —m) s — ZFqug + 9" (D¥e) (1.1)

Veamos en qué consisten sus componentes:

1; es el campo de los quarks de sabor .

= F}, es el tensor de campo de los gluones, definido como

Fo = 0,A% — 9,A% + g, f AL AC, (1.2)

donde g, es la constante de acoplamiento fuerte y fo¢ son las constantes de
estructura de SU(3).

» D, =0, —1g;T*Aj, es la derivada covariante para los quarks.

= ¢y ¢” son los campos fantasma y antighost, respectivamente.
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Ademas, la derivada covariante para los campos fantasma ¢ es

(DFe)® = 0" + g, f™e Alce, (1.3)

Este Lagrangiano incluye tanto los términos para los quarks, los gluones y los cam-
pos fantasma necesarios para una cuantizacion consistente en una teoria de gauge no
abeliana como QCD.

SECCION 1.3

Simetrias del Lagrangiano

El Lagrangiano de QCD presenta varias simetrias importantes que reflejan principios
fisicos fundamentales. A continuacion, se describen las principales simetrias:

1. Simetria de Gauge Local SU(3)

» El Lagrangiano de QCD es invariante bajo transformaciones de gauge locales
de SU(3) de color, lo cual significa que el Lagrangiano permanece invariante
bajo las siguientes transformaciones unitarias:

VU y AT U (AZTa n ;ja,) Ut

donde U € SU(3), T son los generadores de SU(3) y g5 es la constante de
acoplamiento fuerte.

» Esta simetria implica que los gluones, los mediadores de la interaccién fuerte,
pueden interactuar entre si debido a que SU(3) es un grupo no abeliano.

2. Simetria de Invarianza de Lorentz

= Kl Lagrangiano es invariante bajo transformaciones de Lorentz, respetando
asi las simetrias de la relatividad especial; invariancia respecto a rotaciones y
transformaciones de Lorentz en el espacio-tiempo. También nos aseguramos
de que todos los observadores (sistema de referencia inercial) tengan las
mismas leyes de la fisica.

3. Simetria de Inversién de Carga, Paridad y Conjugacién Temporal (C,
PyT)

» La QCD es invariante bajo transformaciones de conjugacién de carga (C),
paridad (P) y tiempo (T) de manera independiente.



Rompimiento de la simetria quiral

4. Simetria de isospin/sabor: el sabor es un nimero cudntico que esta intrinseca-
mente relacionado con la interaccion fuerte de las particulas elementales llamadas
quarks; u (up), d (down), s (strange), ¢ (charm), b (bottom) y t (top), este con-
cepto fue introducido por Werner Heisenberg [13] en 1932 para explicar alguna
simetrias que aparecen al agrupar las particulas:

La masa de los neutrones y de los protones es casi la misma (938 MeV para
el protén, mientras que 939 MeV para el neutrén). Son casi degenerados y a
estos se les denomina nucleones. La principal diferencia es su carga eléctrica.

La intensidad de la interaccién fuerte para cualquier par de nucleones es la
misma.

La masa de un pion que media la interaccion fuerte y los nucleones es la mis-
ma. Sabemos que la masa de un pién positivo, y su respectiva antiparticula
es casi idéntica a la de un pién neutro.

5. Simetria quiral

SECCION 1.4

Rompimiento de la simetria quiral

Para particulas sin masa la quiralidad coincide con la helicidad, recordemos
que esta consiste en la proyeccion del espin respecto a su momento.

La quiralidad tiene que ver con el hecho de la forma en la que una particula
se transforme bajo una representacién que gira en el sentido de las manecillas
del reloj o al contrario en el grupo de Poincaré.

En la representacion de Pauli-Dirac el operador de quiralidad esta dado por
. 0 1
Y5 = 0717278 = (1 O)‘

Para un espinor general podemos separar las componentes derechas e izquier-
das quiralidad usando los operadores de proyeccién quiral:

— v+ — vs—1I
Pr = 5 PL =5

Esta simetria no es una simetria exacta y existen varios mecanismos que
permiten su rompimiento, en la siguiente secciéon daremos una explicacion
detallada de tal ruptura.

Consideremos el lagrangiano de dos sabores, up y down.

Lqg = () (i7,0") () + m(2)Y(2) + Logtuon + Lint, (1.4)
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donde:

() (i 1)

En el limite quiral m, = my = 0, podemos separar los campos de los quarks derechos
e izquierdos.

Unle) = S (14 95)0(@), ¥ue) = 5(1 = )0 (). (1.5
Entonces podemos reescribir el lagrangiano como:
qu = &R<x> (ZVMDM)wR(:E) + &L(-Z) (ZVMDN)wL(w) + Eglumw (16)

Sin embargo, la presencia de un término de masa explicitamente rompe la simetria
b
quiral. Enfoquemonos unicamente en el término de masa en el lagrangiano .

Lonasa =My = m(Prp + Yrir) = Yrmibg + Ypmiy. (1.7)

Ahora haremos una transformacién unitaria para separar los campos derechos e izquier-

dos
Y — e, Y — "R YYPp,

de manera que lo que obtenemos es:
L= —m(e" I+ e TIN ), (1.8)

en donde se ha roto la simetria de campos derechos e izquierdos. Es importante mencio-
nar que esta no es la tinica forma en la cudl se rompe la simetria quiral. En la realizacién
de Weyl-Wigner, las cargas vectoriales y axiales, Qf, y Q% actiian sobre el vacio:

Qi 10) =0, @QX0) =0, (1.9)

con lo cual existe una simetria global entre los estados de paridad positiva y negativa.
En teoria, se esperaria que por cada estado de paridad positiva exista en el espectro
un estado de paridad negativa con igual masa. Sin embargo, este comportamiento no
se observa en la naturaleza, de forma experimental:

Q- 0) =0, QX0) #0. (1.10)

Por otra parte el valor de expectacién del vacio es caracterizado por un condensado
quark-antiquark, que es diferente de cero.

(0] P |0) = (0] Yrtor, + YroR |0) # 0, (1.11)

Este hecho permite a los quarks u y d adquirir una masa efectiva cuando viajan a través
del vacio de QCD,es decir, dentro de los estados ligados quark-antiquark. A diferencia
de la teoria de perturbaciones que predice un condensado quiral exactamente igual a 0.
A este mecanismo le llamamos rompimiento dindmico de la simetria quiral [11] (DCSB
por sus siglas en inglés).
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SECCION 1.5

Modelo de quarks

En 1961 Murray Gell-Mann publicé The eightfold way: A Theory of strong interac-
tion symmetry [15] un articulo donde se presenta el modelo de quarks, el cual postula
que los hadrones estan constitituidos por tres sabores de quarks up, down y strange,
describiéndolos de acuerdo a sus nimeros cuanticos, veamos en qué consisten:

» Nimero Baridnico (B): es un niimero que se introdujo para explicar la estabi-
lidad del protén; se le asigna B = 1 para el protén (y las particulas que decaen en
un protén), B = —1 sus respectivas antiparticulas y B = 0 para todo lo demés.

» Extraneza (5): se empled para explicar el tiempo de vida que tienen algunas
particulas. Esta propiedad Se conserva cuando ocurren interacciones fuertes, pero
no lo hace para interacciones débiles. Se les asign6 S =1 a los kaones, S = —1 a
las particulas X y A, S = -2 alas = y S =0 a todo lo demés.

» Isospin (7): Postulado por Heisenberg, se crefa que el protén y el neutrén son
manifestaciones de una misma particula llamada nucleén, tomando la misma es-
tructura matemadtica que el espin, se toma la convencién I = 1/2 con proyeccién
I3 = +1/2 para representar al protén, mientras que I = 1/2 con proyeccién
I3 = —1/2 representa al neutrén.

» Hipercarga (Y'): definido como Y = B+ S es un ntimero que permite relacionar
los niimeros cudnticos anteriores con la carga eléctrica @ = I3 + Y/2.

Se clasificé entonces a los quarks conforme a sus propiedades:

Quark | Espin B Q I S Y
u /2 1/3 2/3 1/2 0 1/3
d /2 1/3 -1/3 -1/2 0 1/3
s /2 1/3 -1/3 0 -1 -2/3

Cuadro 1.1: Nimeros cuanticos para los quarks ligeros

Gell-Mann agrupd a los bariones y mesones mediante patrones geométricos en el plano
(I3, S)K, de manera que coincide con la teoria de representaciones de SU(3), con la
base expresada de la siguiente manera:
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KO K*

10 T

KO

Figura 1.1: Octeto de los mesones pseudoescalares de espin 0

1 0
|u> =101, |d> =11/, |S> =(0],
0 0 1

las antiparticulas se denotan como |a), J>, |5), graficamente podemos ver el octete para
los mesones pseudoescalares de espin 0 en la figura 1.1. Analogamente se organiz6 asi
a los bariones de espin 1/2. Al aplicar la misma estrategia para los bariones de espin
3/2 se forma un decuplete, Gell-Mann llamé a esta particula Q~ y en 1962 propuso
que tendria una extraneza igual a —3, carga eléctrica —1 y una masa alrededor de 1680
MeV. Anos después se descubrié una particula experimentalmente que coincidia estas
caracteristicas. En 1969 Gell-Mann recibi6 el premio nobel de fisica por sus aportaciones
al entendimiento de la estructura interna del ntcleo.

SECCION 1.6

Libertad asintotica

La libertad asintética es una propiedad fundamental de la Cromodinamica Cuéantica
(QCD) y describe el comportamiento de la interaccién fuerte entre quarks y gluones
en funcién de la energia. Este fenémeno fue descubierto por David Gross, Frank Wil-
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czek y David Politzer, quienes recibieron el Premio Nobel de Fisica en 2004 por este
descubrimiento.

En QCD, la constante de acoplamiento fuerte a(k?), la cual mide la intensidad la in-
teraccion entre quarks y gluones, no es una constante fija (a diferencia de otras teorias
como electrodindmica cudntica,QED), sino que depende de la energia o, equivalente-
mente, de la escala de distancia. La libertad asintética se refiere al hecho de que a
altas energfas (o distancias muy pequeiias), la constante de acoplamiento a(k?) dis-
minuye, haciendo que los quarks y gluones interactien débilmente entre si. Por lo que
a energias extremadamente altas, el valor de ay tiende a cero, lo que significa que los
quarks y gluones se comportan casi como particulas libres, sin interaccion significativa.
Mientras que para bajas energias (o distancias grandes), la constante de acoplamiento
as(k?) aumenta, lo que produce una interaccién fuerte entre los quarks. Esto explica el
confinamiento, el fendmeno por el cual los quarks no pueden observarse como particu-
las libres, sino que siempre estan ligados formando particulas compuestas, como los
mesones o bariones (y otras combinaciones).

El acoplamiento decrece logaritmicamente y se puede escribir aproximadamente como:

QS(kQ) ~ 1

4 Boln(k2) /A2’
donde k es la energia del proceso, A es la escala de QCD y toma el valor 0.234 GeV, f
es una constante que fue calculada por primera vez por Wilczek, Gross y Politzer [16]. A
continuacion veremos un concepto estrechamente relacionado con la libertad asintotica,
el confinamiento.

o (K?)

(1.12)

SECCION 1.7

Confinamiento

Este fenémeno es el culpable de que los quarks y gluones no pueden escribir de manera
libre en la naturaleza, sino que siempre aparecen en combinaciones especificas. La QCD
nos dice que los quarks tienen una propiedad cuantica llamada carga de color. En el
caso de la carga eléctrica solo tenemos carga positiva o negativa, mientras que para la
carga de color tenemos tres colores: rojo, azul y con sus respectivos ”anticolores”
antirrojo, antiverde y antiazul. Estos colores se pueden mezclar, de manera que si tene-
mos una particula con color rojo y otra con antirrojo, el hadrén resultante tendra color
neutro o “blanco”, lo mismo pasa con los demas colores. Lo que vuelve peculiar a esta
propiedad de color es que no podemos observar particulas con color diferente al neutro,
unicamente encontraremos las combinaciones de quarks que garanticen un color neutro.
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A medida que intentamos separar dos quarks, la fuerza fuerte actiia como un resorte,
lo cual hace que la fuerza tenga una interaccién creciente conforme la distancia entre
las particulas. Uno esperaria que exista la energia suficiente para que se rompiera “el
resorte”, no obstante en lugar de liberar un quark, la energia acumulada se convierte
en nuevos pares quark-antiquark, formando mas hadrones.

El confinamiento sigue siendo un desafio tedrico, ya que atiin no se conocen bien sus
limites ni tampoco existe una demostraciéon rigurosa para obtener una explicacion de
dicho comportamiento. Se cree que en condiciones extremas como las que ocurrieron
después del Big Bang o en colisiones de alta energia en donde la materia entra en una
fase llamada plasma de quark-gluones, los quarks pueden estar libres momentaneamente
antes de volver a formar hadrones [17].

SECCION 1.8

Momento Cromomagnético Anémalo

En QED, el momento magnético anémalo es un fenémeno bien conocido. El espin de
un fermién tiende a girar para alinearse con un campo magnético, un efecto que se
vuelve draméaticamente macroscépico cuando los espines de los electrones se giran en
un ferromagneto. Microscopicamente, el mintisculo momento magnético de un fermién
interactia con el campo magnético externo a través de la absorcion de fotones que
componen el campo. La ecuacion de Dirac predice que los momentos magnéticos de los
fermiones son exactamente igual a dos en un magnetén de Bohr p = 2/e [18]. Para
particulas como el electron el resultado clasico difiere con el observado experimental-
mente por un 0.1 % dando origen a una contribucién “anémala” conocida como “g—2”
al momento magnético de la particula [19].

La prediccion de QED coincide con el valor medido experimentalmente en mas de 10
cifras significativas, lo que convierte al momento magnético del electron en una de
las predicciones verificadas con mayor precision en la historia de la fisica. Aunque el
momento magnético del muon también ha sido medido con alta precision su presencia
estd en conflicto con el Modelo Estandar.

En QCD existe un fenémeno analogo, llamado momento cromomagnético anémalo de
los quarks, sin embargo este no es conocido con precisién. El interés por este factor
reside en que desde hace mas de 40 anos se ha predicho que en una teoria en la cual
ocurra el fenémeno de rompimiento dinamico de simetria quiral, los quarks pueden
tener un momento magnético anémalo bastante grande [20]. Resultados con diferentes
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enfoques como lattice QCD lo han validado durante los tltimos anos [11,21,22].

Un quark confinado no tiene mass-shell. Por lo que no se puede asignar un valor tinico
a su momento mangético andémalo. Sin embargo se puede calcular una distribucion del
momento magnético [I1]. Hasta el momento no se le ha prestado tanta atencién al
calculo experimental, aunque se han realizado algunos calculos para los quarks ligeros
en el contexto del célculo de la contribucion del momento dipolar magnético anémalo
de los quarks a los momentos magnéticos anémalos de los nucleones y a los factores de
forma electromagnéticos. A medida que el LHC (Large Hadron Collider) comience a
medir las cantidades de QCD con mayor precisién, podemos esperar un mayor interés en
los momentos dipolares cromomagnéticos anomalos y, mas generalmente, en los factores
de forma de los quarks.

Con el desarrollo de nuevos métodos de kernels mejorados debido al fenémeno de ge-
neracion de masa de los hadrones, se ha mostrado que el ACM es capaz de afectar
positivamente en el espectro de mesones con quarks ligeros [23]. E1 ACM surge como
consecuencia del vértice quark-gluén vestido, una funcién de Schwinger de tres puntos.

Con esto concluimos este capitulo enfocado a la parte tedrica y comenzaremos el si-
guiente con la explicacion matematica y los detalles técnicos de las ecuaciones que
necesitamos resolver para lograr nuestro objetivo.



Capitulo

Ecuaciones de Schwinger-Dyson y Bethe-Salpether

SECCION 2.1

Ecuaciones de Schwinger-Dyson

Las ecuaciones de Schwinger-Dyson son un conjunto de ecuaciones integrales que des-
criben el comportamiento de propagadores en la teoria cuantica de campos. Estas ecua-
ciones son fundamentales para el estudio de las interacciones entre particulas, y pro-
porcionan una manera no perturbativa de analizar una teoria, ya que pueden aplicarse
incluso en regimenes donde los métodos perturbativos tradicionales no son tan efectivos.

Las ecuaciones de Schwinger-Dyson surgen del formalismo de la integral de camino [24].
Se aplican a los propagadores y vértices de las particulas, proporcionando una relacién
entre las funciones de Green (que representan probabilidades de transicién) de diferentes
ordenes.

Entre sus caracteristicas se encuentra que son invariantes bajo las transformaciones del
grupo de Poincaré. El grupo de Poincaré es el grupo de simetrias fundamentales de la
teoria relativista, que incluye transformaciones como traslaciones, rotaciones y transfor-
maciones de Lorentz (que incluyen dilataciones temporales y contracciones espaciales).

En la practica, las ESD son muy complicadas de resolver exactamente, ya que forman



Ecuaciones de Schwinger-Dyson 13

una conjunto infinito de ecuaciones: cada ecuacién depende de una funcién de correla-
cién de orden superior, lo que crea una cadena de ecuaciones acopladas. Sin embargo,
se pueden usar truncaciones o aproximaciones para obtener soluciones en ciertos casos
especificos.

La representacién diagramatica se muestra en la figura 2.1. A continuacién se presenta
la representacién matematica de las ESD:

~ ~ d*p A a
S (p, ) = Z2Sy (p) + Zar / Wgszu(p — a5 (@ (gpip). (21)

Veamos los elementos que componen a esta ecuacion:

= S(p, u) representa al propagador completo del quark.

So(p, 1) es el propagador desnudo del quark.

Zy es la constante de renormalizacion para el propagador del quark.

Z1r constante de renormalizacion del vértice quark-gluon.

g constante de acoplamiento.

i es el punto de renormalizacién.

D,,(p — ¢, jv) propagador del gluén vestido.

A matrices de Gell-Mann.

~ son las matrices de Dirac.

I'%(q, p; i) vértice del quark-gluén completamente vestido.

Podemos ver su representacién diagramatica en la figura (2.1)

-4 -

@ - @
p q

Figura 2.1: Representacion diagramatica de las ecuaciones de Schwinger-Dyson

En la siguiente secciéon veremos como se pueden truncar estas ecuaciones y mostraremos
una aproximacion que es 1til manteniendo la fisica que queremos describir.
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SECCION 2.2

Truncamiento de las ecuaciones de Schwinger-Dyson

Para desacoplar la torre infinita de ecuaciones acopladas se propone un ansétz con-
sistente con el vértice quark-gluén y el propagador del gluén. Para el propagador del
gluén, escrito de la manera:

Kok, a(k2, 12)

kyk,
k:Q) k2 :

DI, 1) = (g0 = . 22

+¢

En este caso tomaremos el pardametro & = 0, el cual representa la llamada norma de
Landau.

2.2.1 Aproximaciéon Rainbow-Ladder para las ESD

Para poder resolver las DSE, necesitamos truncar la torre infinita de ecuaciones, en
otras palabras, necesitamos proponer la forma de algunas partes de la DSE, uno de los
esquemas mas sencillos se le conoce como aproximacion Rainbow-Ladder.

Este truncamiento consiste en remplazar el vértice quark-gluén vestido por su contra-
parte desnuda y escribir al propagador efectivo del gluén como un gluén efectivo, ésto

es:
a

A
Z1rg* D, (KT8 — 47rZ§oz(k;2)D2V(k2)7%, (2.3)

donde a(k?) es el modelo de acoplamiento efectivo. Mds adelante describiremos su for-
ma. Este truncamiento funciona en la noma de Landau (§ = 0), por lo que serd la
norma que utilizaremos. La norma de Landau es el punto fijo en el grupo de renormali-
zacion. Diagramaticamente la Ecuacién de Schwinger-Dyson luego de la aproximacion
Rainbow-Ladder se representa en la figura 2.2.

- -

o - e
p p q

Figura 2.2: DSE para el propagador del quark en la aproximacion arcoiris
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Truncando la ecuacioén (2.1) de acuerdo a (2.3), obtenemos:

_ _ A A?
S7Hp, 1) = Z2S5 ' (p) + 222/Oé(kz)Dﬁy(k;u)gws(q;u)gvm (24)
q
donde £ = p — ¢ y utilizamos la notacion fq =/ (3;314' Esta aproximacion desacopla
la DSE del propagador del quark de las correspondientes DSE del vértice quark-gludn,
de manera que la ecuacion de gap se puede resolver numéricamente. La ecuacién (2.4)
es una ecuacion matricial cuyo sistema de ecuaciones escalares asociado no existe inde-

pendencia lineal.

2.2.2 Modelos para el acoplamiento efectivo

Modelo de Maris-Tandy (MT)

El modelo de Maris-Tandy [25] describe muy bien mesones pseudo-escalares y vectoria-
les. Sus desventajas son: tiene un cero para un valor pequeno de momento space-like
y decrece a valores negativos muy rapido. Este comportamiento produce una fuerte
discrepancia entre los resultados de la DSE y lattice QCD; La funcién de vestimiento
del propagador del gluon es una funciéon acotada y regular de los momentos del espacio,
que alcanza su valor maximo en k% = 0 y decrece monétonamente en el space-like, el
vértice vestido del quark-gluén no posee ninguna estructura que pueda cualitativamente
alterar este comportamiento. Este modelo se toma en cuenta por la forma funcional y
por conveniencia numérica.

Podemos escribir de la siguiente manera:

472 2,2 872,
k*) = —Dk?e7*/ “ F(k?), 2.5
Cl/( ) w6 (& +ln |:T—f-(]_+k32/AZ?CD)2] ( ) ( )
donde F(k*) = [1 — exp(—s/4m?)] /s. Los valores para las diferentes constantes son:

Ym =12/(33 = 2N;), Nf =4, Agep = 0.234GeV; 7 = €* — 1; mt = 0.5 GeV.

Se define a(k?) = arr(k?) + ayy(k?) donde:

47

OéIR(kz) — F‘DkQQ_kZ/Lﬂ,

8T2Y,m
@Uv(kz) _ Y

" In [7’ + (1 + k’Q/AQQCD)ﬂ }—(kQ),

arr(k?) corresponde a una aproximacién tipo 6%(k), y es donde se encuentra la mayor
contribucion en el infrarrojo. Las constantes w y D son parametros libres del modelo
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que cumplen con una relacion.
Mientras que agy(k?) corresponde a la parte perturbativa, se escribe de forma que
obtenemos el comportamiento de a(k?) en el ultravioleta.

Modelo de Qin-Chang

Otro modelo efectivo comunmente utilizado es el llamado Qin-Chang [26], cuya dife-
rencia con otros modelos como el de Maris-Tandy es la eliminacién de un factor de
k? el cual se introdujo para mejorar las singularidades encontradas en el tratamiento
numérico del operador de proyeccién transversal kQDgl,(k). Asi el modelo se escribe de
la siguiente manera:

8_71'2D67k2/w2 + 87T2’ym
w? In 74 (1 +k2/A50p)?]
QCD

a(k?) = F(k?). (2.6)

De igual manera podemos denominar al primer término como aportacion infrarroja y
el segundo término la parte ultravioleta. En este modelo utiliza los mismos valores para
las constantes que aparecen en el término ultravioleta, en realidad esté termino proviene
de la teoria de perturbaciones, por lo cual es el mismo para ambos casos. La propiedad
0 < a(0) < oo surge porque una escala de masa no nula para el gluén aparece como
una consecuencia de la generaciéon de la masa hadrénica [27]. El comportamiento para
valores grandes de k2 garantiza que el flujo del grupo de renormalizacién a un lazo de
QCD se conserve.

En la siguiente seccién veremos la implementacion de estos modelos y las soluciones
para las SDE.
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SECCION 2.3

Solucién general para la aproximacion Rainbow-Ladder:

2.3.1 Sistema de ecuaciones a resolver

En el siguiente conjunto de ecuaciones se muestran las distintas formas de representar
al propagador del quark, de acuerdo a las funciones de vestimiento correspondientes.

S~ (p, p) = iy pA(p®) + B(p?), (2.7)
S(p, N) = _Z/Y : pav( ) + Us( 2 ) (28)
2 oy B ) olp? )
M@ 1) = 302 12) = 5,2 2) (29)
A(p?, 1?)
o (p?, 1) = AR )+ BRGE ) (2.10)
os(p?, 1) = B, 1) (2.11)

PPA (P, 1i2) + B2(p?, 1?)
M (p?) representa la funcién de masa. Mediante la aplicacién de los proyectores adecua-

dos en la ecuacién (2.4) y calculando las trazas de las ecuaciones resultantes, podemos
llegar al siguiente sistema de ecuaciones acopladas, en donde aplicamos la representacién

n (2.7):
4 72 d*q 4ma(k?)

A(p®) = Z +3p ESTE ——0,(¢%) {p-q—i—?% . (2.12)

BOY) = 2ot + 574 [ G T s ) (213)

Hemos omitido la dependencia del punto de renormalizaciéon. En lo consecuente se
muestra

2.3.2] Funcion de masa

La funcién de masa dindmica M (p?) describe cémo la masa efectiva de los quarks
depende de su energia debido a interacciones no perturbativas, su estudio nos permite
apreciar los efectos del rompimiento dindmico de simetria quiral.

La masa de corriente mqy (0 masa semilla) de los quarks es muy pequena para los
quarks ligeros (up, down, strange), tipicamente del orden de unos cuantos MeV [25].
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Sin embargo, los quarks dentro de los hadrones (como bariones o mesones) exhiben
masas efectivas mucho mayores. Esto se debe a la interaccion fuerte con el campo
gludnico y la formacion de pares quark-antiquark en el vacio.

En la figura (2.3) se muestra una funcién de masa que surge como consecuencia de re-
solver numéricamente las ecuaciones (2.12) utilizando el modelo efectivo de Qin-Chang,
en dicha figura observamos que para una masa corriente mg = 3.7MeV que representa
la masa de un quark up conseguimos una masa efectiva dos ordenes de magnitud mas
grande M (0) = 0.44 GeV.

También se muestran las funciones de vestimiento que surgen al resolver las SDE con
las condiciones antes mencionadas en las figuras 2.4 y 2.5.

0.5 T o o o

TTM(p2) ——

0.45 - B

0.4 B

0.35 - .

M(p?)
o
N
w
T
1

0.2 | m

0.1 1

0.05 - .

0 s sl 2ol sl T
10 104 102 100 102 104 106
p? (GeV)

Figura 2.3: Funcién de Masa del quark como solucién a las ecuaciones de Schwinger-
Dyson para una masa semilla de 3.7MeV empleando el modelo de Qin-Chang
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Figura 2.4: Funcién de vestimiento A(p®) para una masa semilla de 3.7 MeV

0.8 o AR | o o T B(pz) o

0.7 - B

0.6 [ .

0.4 .

B(p?)

03 | B

0.2 B

0.1 1

0 sl PR | PR |
10 10 102 10° 102 104 106

p? (GeV)

Figura 2.5: Funcién de vestimiento B(p*) para una masa semilla de 3.7MeV
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2.3.3 Extension analitica al plano complejo

Para poder encontrar las amplitudes de Bethe-Salpether, necesitamos conocer el pro-
pagador del quark para valores del momento complejo. Por razones técnicas trabaja-
mos en un espacio tiempo Euclideano, en el que parametrizamos el momento P como

P =(0,0,0,iM), con P> = —M>.

En este caso usamos parabolas complejas para delimitar al propagador del quark S(q+
P/2), las cuales las definimos como:

qr = ¢* — M?* +iz\/®2V M2, (2.14)

donde M representa la masa del estado ligado y z el angulo entre ¢ y P. La ecuaciéon
(2.14) forma una pardbola en el plano complejo, centrada en M?/4 como vemos en la
figura 2.6.

Im(P?)

-M2/4
( Re(P?})

Figura 2.6: El propagador del quark se encuentra delimitado por la parabola en azul.

Ahora, para resolver las ESD en el plano complejo empleamos el método de interpolacién

de Cauchy [29], el cual consiste en hacer uso de la férmula integral de Cauchy, la cual
para un contorno 7 y un numero complejo zy se escribe como:
1
flo) = —— b LB g, (2.15)

2mi J, 2 — 2o
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En este caso es conveniente escribir la ecuacién (2.15) de la siguiente manera

1&g,

f(z0) = 95_1—(@ (2.16)

zZ—20

con esta férmula podemos calcular las funciones de vestimiento del propagador del
quark en el plano comeplejo descritas en las ecuaciones (2.7). Por ejemplo:

Bla) = — %qu, (2.17)

S 2mi ) q—a

para lo cual tenemos que parametrizar el contorno (en sentido antihorario) en el plano
complejo [30]. Analogamente para la funcién A(p?).

Otra alternativa igualmente efectiva para simplificar los calculos es utilizar una para-
metrizacion adecuada de la solucion. Este enfoque nos ayuda a reducir la carga compu-
tacional al tiempo que mantiene la precision requerida, haciendo que los estudios de
mesones con quarks pesados sean mas manejables.

Una parametrizacion conveniente es la que emplea una combinacién lineal de propaga-
dores libres con masas complejas conjugadas. En este caso usaremos 2 polos complejos
conjugados y lo denotaremos como 2-CCP (Complex Conjugate Poles).Veamos que para
el propagador del quark escribimos:

2

S) =) _(; G T (2.18)

=iy -ptmy iy -ptmg

donde my, 2, son paramteros complejos que fijamos a partir de las soluciones numéricas
en el plano real. Al menos un parametro my; debe tener parte imaginaria distinta de
cero, de manera que el propagador no tenga polos sobre el eje real y se trate de una
particula confinada.

Recordando las distintas formas de representar al propagador del quark (2.7), escribimos
las funciones de vestimiento de acuerdo a la parametrizacion de 2-CCP:

2 *
o(q) = D <q2+mg + q2+mz) (2.19)

) = Y ¥ ) (2.20)
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Re Im
mq 1.874 -0.177
me | 0.2607 0.306
21 | 0.247318 | 0.57401
zo | 0.250585 | 1.39485

Cuadro 2.1: Resultados numéricos obtenidos para la parametrizacion del propagador

del quark

En las figuras (2.7-2.8) se comparan los resultados numéricos (ver tabla 2.1) para el
propagador del quark con la parametrizacién 2-CCP

250

20F

1072 0.001 0.100

10 1000 10°

Figura 2.7: Comparacién entre la funcién de vestimiento o,(p?) en GeV obtenida al
resolver numéricamente (puntos azules) las ESD y la parametrizacién con 2-CCP (linea

roja)

1072 0.001 0.100

10 1000 10°

Figura 2.8: Comparacién entre la funcién de vestimiento o,(p?) en GeV obtenida al
resolver numéricamente (puntos azules) las ESD y la parametrizacién con 2-CCP (linea

continua roja)
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En la siguiente secciéon mostraremos las ecuaciones de Bethe-Salpether, las cuales ne-
cesitaran de las soluciones del propagador del quark descrito por las ESD en el plano
complejo.

SECCION 2.4

Ecuaciones de Bethe-Salpether

En una teorfa cudntica de campos, las ecuaciones de Bethe-Salpeter (BSE) es una
descripcion completamente relativista de estados ligados de dos particulas. Se usa prin-
cipalmente para describir mesones, aunque tambien se emplea para modelos como un
electron y un agujero en un material semiconductor, nosotros tinicamente nos enfoca-
remos en el caso de los mesones. La BSE se escribe:

T3 (p. P)],, = /K” p.a; P) [xi(¢; P)],, (2.21)
Xi(¢; P) = S%q+nP)T%(q; P)S° (g — (1 —n)P) (2.22)

Los elementos que componen esta ecuacion son:

['%(p, P) es la amplitud de Bethe-Salpether (BSA).

= \%(g; P) es la funcién de onda de Bethe-Salpether.
= p es el momento relativo entre el quark y el antiquark.

= 7 es la fracciéon del momento total que comparten el quark y antiquark, como nin-
guna observable fisica depende de este valor, podemos modificarla a conveniencia,
aunque lo més cémodo es n = 1/2.

= a,b son los indices de sabor.

» P es el momento total, que cumple con P? = —m?%, donde my es la masa del
meson.

» [ nos indica el tipo de mesén. Para mesones pseudoescalares I's, vectores I',,,
escalares I'y y I's, para pesudovectores.

= 7, 5,1, u son los indices de las matrices de color.
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P, 9, p
P > p ——— § —— >
—— « S < -

P, 9 p

Figura 2.9: Ecuaciones de Bethe-Salpether

» K}%(p,q; P) es el kernel de dispersién, su forma depende del tipo de truncamiento
realizado en las ecuaciones de Schwinger-Dyson, de manera que se mantenga una
consistencia entre ambos conjuntos de ecuaciones.

Diagramaticamente podemos ver las BSE representadas en la figura (2.9). Definimos la
notacién p = P22, P =pi —py, g = 252, pr =p+nP,pp=p— (1 -n)P.

El kernel de interaccién estd relacionado con el truncamiento mediante (omitiendo los
indices de color):

S5+ 355(0)) = | Klp.05P) 5S(as) + Slar)s] (2.23)
q
La ecuacién (2.23) es un corolario de la identidad de Ward-Green-Takahashi [31-33] y
nos dice que en la aproximacion Rainbow:
TS 2 2 0 A ™ A .
K(p7q7 P)tu =—k Oé(k )D;ux(k) E’yﬂ 7’71/ ) (224)

con k = p—¢q. Con lo cual la BSE se escribe finalmente como:

M P) = - [Palohm [ S] [50] baer), )
X#(G; P) = S*q+nP)T%(q; P)S* (¢ — (1 —n)P) (2.26)

A este truncamiento le conocemos como Rainbow-Ladder, y tiene su representacion
diagramatica en la figura (2.10).

p2 q2
P > p S
e I p e ___ T Iq §k
o «~—(§
P, 9;

Figura 2.10: Ecuaciéon de Bethe-Salpether luego de la aproximacion Rainbow-Ladder
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2.4.1 Amplitudes de Bethe-Salpether

La estructura de Dirac que caracteriza a las Amplitudes de Bethe-Salpether (ABS)
depende de los nimeros cuanticos del meson P:

Ie(p; P) = ~{iEp(p,P)+~ - PFp(p, P)
+ v-py- PGe(p; P) + puou P Hp(p; P)}.

Para el caso de un mesor pseudoescalar, las ABS se escriben de acuerdo a las estructuras
de Dirac que toman la siguiente forma:

Te(p; P) = 5 [iEs5(p; P) + v - P(p; P) + 7 - pp - PG5(p; P) + pa0apPsHs(p; P)],
(2.27)
si aplicamos los proyectores adecuados lograremos despejar las amplitudes invariantes
A'(p; P), obteniendo un conjunto de ecuaciones lineales para cada amplitud:

ANPIAEP) = =Y (e 0B P) V@R, (229)
RL(a) = Teep [T Py $')Ch (0 IS w)y | 229)

en donde se agrega de manera artifical la funcién \(P?), esto para poder resolver para
valores continuos de P?. La solucién fisica se obtiene cuando A\(P? = —m?2) = 1.Se
tiene que mZ corresponde a la masa del estado fundamental del mesén, mientras que
m?2(n > 1) representa la masa al cuadrado de la enésima excitacién radial. El célculo
de las Amplitudes del estado ligado del mesén puede simplificarse al expandirlas en
polinomios de Chebyshev de segundo tipo, donde la dependencia angular puede ser
separada [34].

Al(p; P) = Unlq- P)AL (P, P?), (2:30)

m=0

que cumplen con la relaciéon de ortonormalidad:

/ Up( z)V1 —2%dr = (2.31)

Ademas, los mesones pseudoscalares con las mismas masas de quarks son autoestados
de paridad C, lo que implica que las BSAs de los mesones son pares en la variable
angular z = ¢ - P. Por lo tanto, al factorizar las BSAs en polinomios de Chebyshev,
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solo contribuyen los momentos pares de Chebyshev . Un total de seis polinomios de
Chebyshev son suficientes para describir adecuadamente el estado excitado del pion.
Para mesones multisabor como el kaon es necesario tomar la traza sobre el espacio de
sabor [35].

Debido a que el algoritmo empleado devuelve un eigenvector normalizado a uno, es
necesario que las expresiones sean normalizadas con una condicién extra. Para conseguir
la completez en la aproximacion Rainbow-Ladder empelamos:

P = Nca% / Te{T(p, —P)S(a)T(p, P)S(g2)} (2.32)

Aqui N, representa el niimero de colores, I'yy es la amplitud normalizada y Ly es su
versién con la carga conjugada 'y (p, —P) := CT?(—p, —P)C”, donde C es el operador
de conjugacién de carga.

Es importante mencionar que una vez que tenemos las ABS propiamente normalizadas,
podemos calcular las constantes de decaimiento [3]

fom = Vo2 e / 6P, P)S(as) (2.33)

Escribiendo esta férmula para el meson pseudoescalar (P) podemos calcular la constante
de decaimiento de la siguiente manera [30]:

Zarp N,
2
mg

fs=— /PM Tr{T%(q; P)S*(q2) 755" (q) }- (2.34)

A continuacién presentaremos algunas identidades de gran importancia para nuestra
teoria.

SECCION 2.5

Identidades de Ward-Green-Takahashi

Las identidades de Ward-Green-Takahashi (WGT) [31-33] son un conjunto de relaciones
que aparecen en una teoria cuantica de campos, basicamente describen las consecuencias
de la invariancia de gauge. Se usan para para restringir la estructura de las funciones
del vértice. La identidad axial de Ward se escribe:
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kuDsu(q,p) + 2imDs(q, p) = S~ (q)ivs + 1755 (p), (2.35)

donde m es la masa corriente del quark. La expresion anterior también llamada iden-
tidad longitudinal relaciona el vértice axial vector I's, con el pseudoescalar I's. Cada
término de la expresion (2.35) depende del punto de renormalizacién p, sin embargo las
observables fisicas no dependen del mismo [37]. Dicha férmula puede ser demostrada
como una consecuencia de la conservacion de corriente.

Las identidades longitudinales expresan propiedades de la divergencia del vértice, mien-
tras que las identidades transversas lo hacen respecto al rotacional del vértice (al igual
que la ley de induccién de Faraday se relaciona con el campo eléctrico). Algunas iden-
tidades transversas tutiles son:

kuru(Qap) - kMFV(Q7p) = S_l(q)UMV + JMVS_l(p)
_er,u,u - 2t)\€)\uupr5p(Q7p> + A;‘fy(q’p)7 (236)

kuLup(q,p) + kLo (@, 1) + K T(a,0) = STH@)€p, — €0y~ (D)
+2it)\6)\uupr5((bp) + P;U/p(q7p)’ (237)

donde eil,p = €wpa Y5 Y (g, p) es un tensor de rango dos obtenido de la BSE con

una inhomogeneidad o,

Los dos ultimos términos en la Ec. (2.36), surgen al calcular la expresion en el espacio de
momentos de un vértice axial-vector no local, cuya definicién involucra una integral de
linea dependiente del campo de gauge; de una forma similar los tltimos dos términos en
la ec. (2.37) aparecen al manipular un vértice tensorial no local andlogo [38]. Cabe des-
tacar que al igual que en las identidades longitudinales, las identidades transversas son
validas en cualquier norma covariante y no muestran explicitamente una dependencia
del parametro que fija la norma &.

Es facil verificar que todas las identidades son satisfechas para vértices y propagadores

desnudos ya que Axy(q, P) ¥ Pu,(k,p) son cero en ausencia de interacciones.

A continuacién mostraremos los resultados numéricos del calculo de la masa y constan-
tes de decaimiento del pion.

2.5.1 Resultados numéricos

El pién 7 es una particula fundamental en la teoria de QCD. En términos simples, es un
meson formado por un par quark-antiquark. Los piones desempenan un papel crucial en
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la descripcién de la interaccion fuerte a energias bajas. En nuestro caso, consideramos
un par de quarks con una masa promedio u/d, cuyos valores se presentan en el cuadro
2.2.

Masa semilla (GeV) | Masa (GeV) | fr

0.004 | 0.143 0.132

0.0037 | 0.138 0.131

0.0034 | 0.132 0.131

0.003 | 0.124 0.130

0.0025 | 0.113 0.130

0.0015 | 0.00875 0.129

0.0005 | 0.00494 0.128

1x107° [ 6.77 x 1072 | 0.128

Cuadro 2.2: Relacién de masas obtenidas para el meson 7 para diferentes masas semilla,
utilizando el modelo de Qin-Chang con pardmetros w =0.4, Dw =(0.8)3, con el punto
de renormalizacion p = 19.0 GeV, en la aproximacién de Rainbow Ladder

Sabemos que los valores experimentales [28] para m, (el cual corresponde al promedio
entre myo y my+) son m, = 0.139 GeV, mientras que para la constante de decaimiento
es fr = 0.130GeV. Por lo tanto, para el valor de masa semilla m, = 0.0037 GeV,
obtenemos resultados con una diferencia respecto al valor experimental menor al 1 %.

Los demaés valores nos permiten observar la variacion que ocurre al insertar diferentes
masas semilla. También notamos que, incluso en el limite quiral (masa igual a cero),
se obtiene una masa del 7 distinta de cero. Esto ejemplifica como los quarks adquieren
masa a través del fenomeno de rompimiento de simetria quiral.

Las amplitudes de Bethe-Salpether para el pion se muestran en la figura 2.11. La con-
tribucién de la amplitud E, es dominante en todos los mesones pseudoescalares, en
especial para el pién contribuye un 85 % del total de la masa. Observamos que la forma
de esta amplitud es similar a la de la funciéon de masa, esto es una consecuencia de la
identidad axial de Ward-Green-Takahashi.

Qin-Chang (GeV) | Maris-Tandy(GeV) | Experimental (GeV)
Morrons 0.974 1.132 1.30 £ 0.10 [29]
My 0.914 1.032 1.46

Cuadro 2.3: Masas de los estados excitados en la aproximacién Rainbow-Ladder con el
modelo de Qin-Chang

Como podemos observar en la tabla 2.3 los valores que se obtienen en la aproxima-
cion Rainbow-Ladder del vértice desnudo difieren con los resultados experimentales por
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variaciones de mas del 30 %. Estos resultados son consistentes con los que aparecen re-
portados en la literatura [30]. Por lo que sabemos que modelos como el de Maris-Tandy
o el de Qin-Chang fallan en la prediccién de los valores para la masa de los estados
excitados.

El desarrollo realizado hasta el momento nos ha permitido sentar las bases para avanzar
hacia una extensién méas compleja de nuestros calculos, incorporando al vértice quark-
gluén la contribucion del momento cromomagnético anémalo. Este término adicional,
que surge de correcciones radiativas a nivel de la interacciéon quark-gluén, juega un
papel fundamental en la descripcién de las propiedades dinamicas de los hadrones y en
el rompimiento de simetria quiral.

La inclusién de los términos asociados al momento cromomagnético anémalo modifi-
ca la estructura del vértice quark-gluén mediante términos adicionales que dependen
explicitamente del momento relativo entre los quarks y los gluones. Esto no solo in-
crementa la complejidad del sistema, sino que también permite capturar efectos mas
sutiles que no son accesibles en el marco de la aproximacién Rainbow Ladder. En este
sentido, la extensién del vértice representa un paso clave para mejorar la precisiéon y la
capacidad predictiva de nuestros célculos.

A través de esta mejora, esperamos no solo reproducir las propiedades observables, como
las masas y constantes de decaimiento de los mesones, sino también explorar como las
correcciones al vértice afectan los factores de forma y la dindmica de los estados ligados.
En particular, el momento cromomagnético anémalo esta estrechamente relacionado con
el rompimiento de simetria quiral y la generacion dinamica de masa en los quarks, lo
que lo convierte en un elemento esencial para comprender la estructura interna de los
hadrones.

Con los resultados previos validados y la metodologia establecida, estamos en condicio-
nes de implementar esta extension y analizar su impacto en los calculos.



Capitulo

Vértice quark-gluon: aproximaciéon con el Momento
Cromomagnético Anomalo

SECCION 3.1

Vértice quark-gluon

El vértice quark-gluén [39] en el Lagrangiano del modelo estdndar es simple, a sa-
ber, Tt = I'? = (X*/2)v, y permanece simple cuando introducimos interacciones, I
recibe correcciones logaritmicas que dependen del momento, pero no surgen nuevas
interacciones significativas. Sin embargo las identidades transversales de Ward-Green-

Takahashi [31-33] implican que esa simplicidad se destruye para momentos en el infra-
rrojo , es decir, cuando aparece el fenémeno de rompimiento dindmico de la simetria
quiral [10] (DCSB, por sus siglas en inglés). Graficamente I'\,(¢,p) se muestra en la

figura 3.1, dicho vértice tiene 12 términos independientes (para el caso mencionado),
cada uno corresponde a una estructura de Dirac covariante bajo transformaciones de

Poincaré.
8

Tu(q.p) = Z XN(q,p)Li(g,p) + Y 7 (q,0)T(a,p), (3.1)

i=1
en donde \° son un conjunto de funciones escalares y 7¢ son funciones que dependen
de las tres variables escalares p?,p3, (po — p1)? [11]. Los primeros cuatro términos re-
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Figura 3.1: Vértice quark-gluén I',(q, p) con la convencién del momento indicada.

presentan los términos no transversos, mientras que los ocho restantes cumplen con la
transversalidad & - I'r(¢q,p) = 0.

En el limite quiral (masa igual a cero) seis de los términos para I'\,(¢, p) son cero debido
al fenomeno de DCSB, por lo que en principio uno esperaria que estos términos ac-
tuén como amplificadores en el kernel de las ecuaciones de Schwinger-Dyson. En tales
circunstancias, dado el papel que desempena la DCSB en la formacién de observa-
bles hadrénicos, la naturaleza debe imponer restricciones sobre la intensidad de estos
términos.

IX(p?) = ig (Z AP L+ ) Ti(pQ)T;> , (3.2)
i=1,2 i=2,3,6,8
en este caso Unicamente tiene dependencia de un escalar externo p?. La forma de las

funciones de vestimiento \;, 7; puede ser calculada numericamente [12] y depende de la
eleccion de la base propuesta.

Nuestro entendimiento de las ecuaciones de Bethe-Salpether ha permitido a los inves-
tigadores establecer que un término en especial tiene un gran impacto en el espectro
hadroénico, por ejemplo, genera una interaccion espin-érbita muy fuerte. Los fermiones
sin masa en teorias de campos de gauge no pueden poseer un momento cromomagnéti-
co/electromagnético anémalo porque el término que lo describe acopla fermiones con
helicidad izquierda y derecha. Sin embargo, si la simetria quiral se rompe fuertemente
de forma dinamica, entonces los fermiones también deberian poseer grandes momentos
magnéticos anomalos. Tal efecto se expresa en el vértice quark-gluén vestido a través
de un término. El llamado término asociado al momento anomalo cromomagnético

ACM [11].
T2 (g, p) = ok, (¢, 1) (3.3)

En las siguientes secciones mostraremos el modelo empleado para introducir este término
en el kernel de la ecuacion de Gap, asi como sus resultados correspondientes.
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SECCION 3.2

Ecuaciones de Schwinger-Dyson con el término ACM

Como ya hemos visto el vértice quark-gluon FZ(q, p) tiene doce términos independientes,
cada uno asociado con una estructura de Dirac diferente. La mitad de los términos son
unicamente diferentes de cero en el limite quiral. De los términos restantes el mas
importante es el término que se refiere al momento cromomagnético anémalo del quark
vestido. Para ilustrar esto se expresa [12]:

Lu(g.p) = v +7(k) (3.4)
(k) = nr(k*)ow (3.5)

k(k?) = ée‘kg/WQ (3.6)

Ol = Upukpa Opy = _% [’Ypa ’VV] (37)

Donde 7,(k) es el término del ACM y 7 su fuerza. n € [0,1.6]. La forma de la fun-
cién x(k?) es un Ansatz que emula la forma del término dominante en los modelos de
acoplamiento efectivo que parece ser suficiente para ilustrar la contribucién del nuevo
vértice. Al aplicar este modelo en las ecuaciones de Schwinger Dyson, obtenemos un
nuevo sistema de ecuaciones a resolver:

AP) = Zo+ g% (;Z:‘;A: —M(ngz)(av(q?) {p ARG k}lgk 4)

+ 3nk(k*)(k - p)os(q)), (3.8)

B0Y) = ZaZumin) + 328 [ AT (30(d) = 30s(2) (k- ) ()39

Debido a que la nueva interaccion del vértice quark-gluén se incrementa conforme el
parametro de fuerza de interaccién 1 debemos hacer un reescalamiento para la D que
aparece en el modelo efectivo, en este caso aplicamos:

1+4+0.29n

D(n) = Dgp—— 22
() = Drig 9555,

n € [0,1.6] (3.10)

La metodologia empleada para resolver las ecuaciones (3.8-3.9) es el mismo que en el
capitulo anterior para un vértice que no toma en cuenta las contribuciones del ACM,
por lo que debemos elegir un modelo efectivo de modo que conseguimos una solucién
numerica dependiente del parametro de fuerza de interaccion 7.
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Figura 3.2: Representacion de la funciéon de masa en Gel/, como solucién a las ESD
utilizando el modelo de Qin-Chang con parametros D = 1.3, w = 0.7, para diferentes
valores de 7.

En la figura 3.2 se muestra una comparacion de las soluciones de la funcién de masa para
diferentes valores de ) (eta). Se aprecia un decremento para la funcién de masa conforme
el valor de la interaccién se vuelve mas grande, lo que sugiere que para resultados del
vértice desnudo las soluciones inflan la masa corriente.

Las funciones de vestimiento A(p?) obtenidas al resolver numericamente las ecuaciones
(3.8-3.9) utilizando diferentes masas corriente m, se presentan en la figura 3.3. El modelo
empleado es el de Qin-Chang con pardmetros D = 1.3, w = 0.7 y n = 0.05. Se aprecia
que para masas pequenas, la funcién exhibe un maximo

La funcién de masa M (p?) se presenta en la figura 3.4 empleando distintas masas
corriente como input en las SDE con el término ACM. Al igual que en el capitulo
anterior observamos que una masa semilla de unos cuantos MeVs puede generar una
masa de cientos de MeVs. También podemos apreciar que conforme aumenta la masa
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Figura 3.3: Funcién de vestimiento A(p?) en GeV, para diferentes masas semilla.

corriente del quark, cada vez son menos los efectos de la DCSB.

Como se explico en el capitulo pasado es conveniente usar una parametrizacion de polos
complejos conjugados que nos permiten extender los resultados en el eje real a todo el
plano complejo, a continuacién se presenta dicho ajuste comparado con los resultados
numéricos en las figuras 3.5 y 3.6. Mientras que en el cuadro 3.1 se muestran los valores
encontrados para la parametrizacion 2-CCP con la notacién:

2 *
v = 3.11
oo(q) Z(q2+mk+q2+mk) (3.11)

0s(q) = ( P _ b ) (3.12)
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Figura 3.4: Funcién de vestimiento M (p?) en GeV, para diferentes valores de masa

semilla del quark.

Re

Im

Qg
B
Pa

0.232666 | -0.249066
2.19342 -1.66892
0.252015 | -0.598732
0.242497 | 0.0205623
-0.00119832 | -0.383907
-0.0466089 | -0.057165

Cuadro 3.1: Valores para la parametrizacién 2-CCP para una masa semilla de 3.7 MeVs
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SECCION 3.3

Ecuaciones de Bethe-Salpether con el término de ACM

De acuerdo al trabajo publicado por Si-Xue Qin y Craig D. Roberts [13], la incorpo-
racion del término correspondiente al ACM en el vértice quark-gluén tiene un impacto
directo en la ecuacién de Bethe-Salpeter, lo que resulta en la obtencién de un nuevo
kernel:

K(Q) = _G,UV(ICQ)’YM ® 711 - Guy(kj)’yu ® Tl/(k2)
+G1W(k2)7-l/(k2) @ Tu + Kad- (313)
K4 tiene una restriccion dada por las identidades de WGT [31]. Para construir un

kernel minimal que sea consistente con la simetria, se escoge la base mas simple para
K4, por lo que:

K = 104 115+ [~Grru @1 %] £ (3.14)
+ (Lo 1)+ [=Gu (K)o, @ oulfiy, (3.15)

donde @1 = $(®£75@75) ¥ fo; = uy(k?, P?) + iv,(k?*, P?), fT(J) = u,;(k* P?),
j =0,1conu(k? P?), v(k? P%)€ R para {k? P?} € R. Las funciones ” f”son funciones
de vestimiento que cumplen con ciertas relaciones que también son resultado de las

identidades de WG, a continuacion se presentan.

3.3.1 Funciones de vestimiento

De acuerdo a [13] las funciones de vestimiento cumplen con el sistema de ecuaciones:

G () 70a(g:)7 (k) = / 7501 + Gubvos(aufy ] (316)
dq dq

Gt )n®) = | [oa@ss) + Gubiooaa)nf] (317
(3.18)

dq

g, hemos omitido la depedencia de P y k2.

P
donde ¢ =g+ 5,¢-=q—
Este par de ecuaciones integrales con valores complejos genera cuatro ecuaciones con
valores reales, las cuales pueden resolverse para determinar las funciones escalares, las
cuales determinan K,q v a su vez K.
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El procedimiento realizado funciona para un vértice arbitrario, y se llega a un kernel de
la BSE que satisface todos las simetrias necesarias y asociadas para generar el espectro
discreto y continuo.

Para simplificar los célculos, elegimos la direccion del momento en la direccién del
tiempo:

P =(0,0,0,iM).

Tomando las trazas obtenemos el sistema de ecuaciones:

| 120tk g = [ [osta s+ 120n0 ) 470310

Tenemos el cuatro-vector ¢g* en coordenadas hiperesféricas:
" = V@1 =221 —y2sing, V1 — 22y/1 — y2cos ¢, V1 — 22y, 2), (3.20)

de manera que la integracién sobre el momento es:
d4q 1 /OO q2 1 1 27
— = dq? / dzv'1 — 22/ dy/ do, (3.21)
/ (2m)* 2 Jo (2m)* J 4 -1 0

Si elegimos la direccién de k* en el cuarto eje:
k' = VE2(0,0,0,1). (3.22)

Tenemos que los integrandos son independientes de ¢ y de "y”, por lo tanto

d4q o0 q2 1
/— = / 2qdq—/ dzv1 — 22 (3.23)
0 -1

(2m)t (27)?

el producto escalar:
ME
k-q. :qu—l—z?.
La primera ecuacion explicitamente es:

T gL [ Mk
—/ dgq / dzvV1 — 22120(k*)nk(k*)oa(q) {qu + 2—1 =
0 -1

(2m)3 2
/ h dqq—3 / 1 dN/1 =22 |dop(gy) £ + 1205(q-) f;ﬁa(k?)] . (3.24)
0 (2m)?

Como primer aproximacion para resolver estas ecuaciones nos enfocaremos en encontrar

la funcién fp(()+ , por lo que despreciaremos la funcion fpg_), por lo tanto la ecuacién

(3.24) queda de la siguiente forma:

- /0°° 1 (2q7j)3 /_11 dzv1 = 2212a(k ) (k*)oa(a+) {k‘qz - z#} _

0 q3 1 +)
V1= 22
/0 dq(27r)3 /_1 dzvV1 — 2240p(q1) fro - (3.25)
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Figura 3.7: Solucién exacta para la funcién de vestimiento flgo ) en un dominio discreto
(puntos rojos) y el ajuste polindmico exponencial se muestra en linea continua azul.

Como la ecuacién (3.25) es una ecuacién integral, y la funcién fIESL ) tiene dependencia
en k2, bastafa con resolver las integrales y despejar para flgar ), sin embargo unicamente

tendremos la representacién grafica de la funciéon en un dominio discreto y no su forma
exacta, por lo cual proponemos que la funcién tenga una forma polinémica exponencial:

f;gar)(k2) = ap eXp(—kaQ) + ark exp(—ka) + ask? exp(—bk:Q), (3.26)

donde ay, a, as son constantes a fijar. Una vez resuelta la ecuacién (3.25), hacemos el
ajuste correspondiente para encontrar los parametros y obtenemos; ag = 0.00559198, a; =
—1.99438, a; = 30.5724,b = 9.56014. En la figura (3.7) se muestra la comparacién entre

el ajuste y la solucién exacta. Debido a que la funcion f;g ) tiene una contribucién prin-

cipalmente en la parte infrarroja, se hace un grid logaritmico para tomar una mayor
cantidad de puntos en el régimen de bajas energias.

Con esto podemos resolver las EBS con ACM en una aproximacién de términos domi-
nantes, donde el kernel respeta la identidad axial de WGT:

Koeww = —GW(k’?)”yu ® vy — Guy(kz)’yu ® 7,(k?) (3.27)
G ()7, (k) @ 7, + [1 04 1] £, (3.28)
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En la siguiente seccién mostraremos los resultados de este nuevo kernel en la BSE y las
SDE con el término de ACM.

SECCION 3.4

Impacto del ACM en el espectro de los mesones

Las ecuaciones de Schwinger-Dyson estan determinadas por tres pardametros, la fuerza
de interaccién D, el rango w y la fuerza del ACM 7. Hemos elegido los parametros
que se ajustan mejor al reproducir los estados base del pién y el kaon, esto siguiendo
la simplificacién del modelo de acoplamiento efectivo propuesta en [12] que descarta
términos perturbativos.

QC-inf (ACM) Exp QC
My 0.137 GeV 0.139 GeV | 0.139 GeV
fr 0.138 GeV 0.130 GeV | 0.130 GeV
M 0.495 GeV 0.494 GeV | 0.495 GeV
fr 0.154 GeV 0.155 GeV | 0.155 GeV
Mo | 1.280 GeV | 1.300 GeV | 0.950 GeV
Miee | LAL0 GeV | 1.460 GeV | 0.920GeV

Cuadro 3.2: Constantes para los mesones 7 y k, usando el modelo QC solamente la
parte infrarroja, con w = 0.7, D = 1.3 y n = 0.05

La variacion entre nuestros resultados y los experimentales para el primer estado ex-
citado del pién es de un 1.5 % mientras que para el primer estado excitado del kadn
consiste en un 3.4 %. Lo que nos indica que las modificaciones que aparecen al incluir
los términos relacionados al momento anémalo cromomagnético estan en la direccion
correcta para poder describir de una mejor manera a los mesones y sus excitaciones.

En la figura 3.8 se muestran las amplitudes de Bethe-Salpether para el pién con los
nuevos términos relacionados al ACM. Observamos un comportamiento andlogo al que
se obtiene con la aproximacion RL. La primera amplitud es la dominante y es la encar-
gada de generar la mayor fraccion de la masa.

En la siguiente seccion mostraremos una solucién empleando un modelo con correcciones
perturbativas.
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SECCION 3.5

Modelo de Maris-Tandy parte perturbativa

Enfoques previamente utilizados como los que se presentaron en [12,358] utilizan mode-
los efectivos descartando la parte perturbativa, esto debido a que se sabe que incluso
un tratamiento que preserve la simetria de una interaccion independiente del momen-
to puede proporcionar buenos resultados [11]. Por lo que toman la simplificacién de
descartar elementos perturbativos.

Nosotros hemos intentado emplear un modelo de acoplamiento efectivo que considere las
correcciones perturbativas, para este propésito probamos con el modelo de Maris-Tandy
(2.5), sin embargo nos encontramos con que los pardmetros utilizados anteriormente
para unicamente el modelo con parte infrarroja no aseguraban resultados fisicos. Por
lo que intentamos mover dichos parametros sin éxito alguno.

El siguiente intento consiste en cambiar el punto de renormalizacién, lo que nos permite
ajustar los parametros, en especial w que representa el rango de interaccién. Sin embargo
nuestros intentos, no logran describir con éxito el primer estado excitado del kaon,
veamos los resultados para p =4 GeV.

MT (ACM) Exp

My 0.138 GeV | 0.139 GeV
I 0.131 GeV | 0.130 GeV
my, 0.495 GeV | 0.493 GeV
fr 0.155 GeV | 0.155 GeV

Mrseo | 1.300 GeV | 1.300 GeV
MKk | 1.920 GeV | 1.460 GeV

Cuadro 3.3: Constantes para los mesones 7 y k, usando el modelo de MT completo con
w=0.6, D=13yn=0.05

Los resultados para la parametrizacién de la funcién féar ) en este caso son; ay =
0.00306154,a; = —0.882262,a; = 10.9715,b = 6.11425, recordemos que dicha fun-
cion es la de orden superior en el kernel que denominamos K,4 y que garantiza que las
identidades de WGT se conserven.

Como podemos observar en el cuadro 3.3 los resultados se ajustan bien a los calculos
experimentales del estado excitado del pion, el problema reside en el estado excitado del
kadn que tiene una diferencia respecto a los resultados experimentales de un 9.5%. Lo
que nos indica que el modelo tedico empleado tiene deficiencias, que pueden consistir en
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que no se esta usando el rango de interaccién correcto que permita observar los efectos
del ACM en la generacién de masas de los mesones.

Esperamos que, en el futuro, estos resultados puedan mejorarse utilizando un punto de
renormalizacion diferente, en conjunto con un grupo de parametros que facilite acer-
carnos al rango de interaccién donde los efectos del ACM sean lo mas nitidos posible.



Capitulo

Conclusiones y comentarios finales

En la primera parte de esta tesis se presentan algunos aspectos teéricos fundamen-
tales para comprender la Cromodinamica Cudntica y desarrollar un estudio sobre la
generacion de masa hadronica. En particular, se aborda en detalle el rompimiento de la
simetria quiral, asi como la relacién entre el momento cromomagnético anémalo (ACM)
y su impacto en las masas de los mesones.

En la segunda parte, se exponen soluciones numéricas a las ecuaciones de Schwinger-
Dyson (SDE) y a las ecuaciones de Bethe-Salpeter (BSE) en la aproximacién Rainbow-
Ladder, empleando modelos de acoplamiento efectivo como los de Maris-Tandy y Qin-
Chang. Si bien estos calculos han sido realizados por diversos autores en trabajos pre-
vios, nuestra intencién fue validar el correcto funcionamiento de nuestros cédigos y
algoritmos, comparando los resultados obtenidos con datos experimentales y con pre-
dicciones tedricas previas.

En la tercera parte, se incorpora el ACM en el vértice quark-gluén dentro del marco
de las SDE y BSE. Se presentan las ecuaciones modificadas de Schwinger-Dyson y sus
soluciones bajo diferentes parametros para la fuerza de interaccién del ACM. Posterior-
mente, se introduce una correccién al kernel de interaccion de las BSE, garantizando
el cumplimiento de las identidades de Ward-Green-Takahashi mediante la metodologia
descrita en [13]. Para ello, se empled un Ansatz polinémico-exponencial para la fun-
cion de vestimiento f;()* ), el cual se adapta eficazmente a las ecuaciones de restriccion
derivadas de dichas identidades.
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Nuestro principal interés radica en el calculo de masas y constantes de decaimiento.
Debido a los parametros libres del modelo de acoplamiento, es posible ajustar la masa
del estado fundamental del pién y del kaén, mientras que sus estados excitados son
una predicciéon directa de las ecuaciones. Este trabajo se diferencia de estudios previos
porque, en la literatura, el procedimiento empleado para determinar las masas de los
mesones ha sido la extrapolacién de valores propios. En dicho enfoque, para los sistemas
m4s pesados, se calcula \,(P?) en un dominio de P? que no se ve afectado por los
polos del propagador y luego se extrapola en P? para localizar el cero de [1 — A, (P?)].
Este método proporciona una estimacion de la masa del mesén con su correspondiente
incertidumbre, pero no permite acceder directamente a la amplitud de Bethe-Salpeter
asociada. En contraste, en este trabajo logramos determinar el valor exacto de la masa
resolviendo las ecuaciones en el plano complejo.

A través del analisis de la literatura cientifica, identificamos que el ACM desempena
un papel crucial cuando ocurre el rompimiento dindmico de la simetria quiral. En par-
ticular, se observa que el ACM adquiere valores considerablemente grandes, lo cual no
fue tomado en cuenta en estudios previos al aproximar el vértice quark-gluén.

Nuestro anélisis del impacto del momento cromomagnético anémalo indica que su inclu-
sion es esencial para la descripcion precisa de los estados excitados. Aunque en estudios
anteriores su omisién no afectaba significativamente los estados fundamentales (pues
estos podian ajustarse manualmente mediante los parametros libres del modelo de aco-
plamiento efectivo), dicha omisién generaba discrepancias entre los resultados tedricos
y los valores experimentales para los estados excitados. En este trabajo, al incluir el
ACM, obtenemos para el primer estado excitado del piéon una masa de 1280 MeV, lo que
representa una diferencia del 1.5 % respecto al valor experimental. Para el primer estado
excitado del kadn, obtenemos 1410 MeV, con una variacién del 3.5% en comparacion
con los datos experimentales.

Esperamos que los resultados presentados en este trabajo sean de utilidad para futuros
estudios enfocados en la obtencién de los factores de forma del kadén. En particular, el
marco tedrico y numérico desarrollado aqui podria servir como base para calcular con
mayor precision estas magnitudes en investigaciones posteriores.



Convencion euclidiana

De acuerdo a los célculos de QCD no perturbativa utilizamos la métrica euclidiana:
Guv = O
el producto escalar entre vectores es entonces:
a-b=a,d,.b,

A partir de los tetravectores en el espacio de Minkowski se puede obtener el espacio
euclidiano mediante la continuacién analitica al tiempo imaginario. Para transformar
los vectores espacio-tiempo y energia-momento tenemos:

tF =M P =g (A1)

e =M Pt =pM (A.2)

Los indices ¥ y M denotan Euclidiano y Minkowski respectivamente. Las matrices
gamma son de la forma:

(e}
&5}
o
TR~

o
<
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Tambien se tienen las siguientes relaciones:

yMpM = =iy pP
M pM = —igF . pF
oM pM = _gB F
i
Tpw = =5 [V W

e e
(@

O o 3 O
~—  ~— ~— ~— ~—



Matrices gamma

Las matrices gamma ~°, v', 42, v3, o matrices de Dirac, se definen mediante la relacién
de anticonmutacién:

{7 =AY =291 (B.1)
donde T es la matriz identidad de d x d y g" es el tensor métrico (para la métrica
euclidiana g"” = 6*).

En 4 dimensiones (d = 4) podemos definir 7° = 7°v'9?~4% Que cumple con las propie-
dades:
(") =7 (B.2)
(V)2 =1
{P" " ="+ =0 (B.4)

Otras propiedades que cumplen estas matrices son:

Vi =41 (B.5)
VA = —29" (B.6)

VA Yy = 4671 (B.7)
VAV AV = =297 (B.8)
YA = AP 4 G — §HPY — €Ty, (B.9)



Trazas

Propiedades de la traza:

Tr[A + B] = Tr[A] + Tr[B] (C.1)
Tr[rA] = r Tr[4] (C.2)
Tr[ABC| = Tr[BCA] = Tr[C AB]

Las matrices gamma cumplen con las siguientes propiedades de traza:

Tr[y*] =0 (C4)

Tr[No. impar de 4's] = 0 (C.5)
Tr[y#~"] = 46* (C.6)

Tr[y"y" 7] = 4(" 6P — §r§vP — s §v) (C.7)

Tr[o" o] = 4(5#*6"7 — 46" 5") (C.8)
Tr[y°4#4"] = Tr[y°] =0 (C.9)

Tr [y ’y”fyo‘fy’g} = 4jerves (C.10)
Tr[y* - "] = Te[y*" - 4™ (C.11)

€23 = (C.12)



Notacion slash de Feynman

La notacién slash de Feynman esta definida por:

4 = +'a, (D.1)

Para cualquier tetravector a se cumplen las identidades:

¢il5 =a-b—1ia,0"b,

—~
O
[\

~—

ik = a’a” v,y = %a”a”(%% + ") = dwata” = a’
(D.3)
Te (] = (a-b) (D.1)
Tr[dbgd] = 4l(a-b)(c-d) = (a-c)(b-d) — (a-d)(b- )] (D.5)
Tr [75¢il5¢d] = —di€ poal'b’ P d’ (D.6)
V" = =24t (D.7)
Yutby" = 4(a - b) (D.8)
Vbt = —2¢bt (D.9)
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