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Resumen

Gran variedad de problemas matriciales han sido formulados y estudiados en términos de
algebras tensoriales graduadas con diferenciales y sus categorias de modulos, lo cual permite la
aplicacion de técnicas de la teoria general de representaciones de algebras a dichos problemas.
En este trabajo, se estudia la teoria de pares (A, I'), donde A es un algebra tensorial con deri-
vacion e I es un ideal de su componente homogénea de grado 0, y de sus categorias de modulos
(A, I)-Mod. Asi mismo, se estudian funtores de reduccion (A, I')-Mod — (A, I)-Mod entre
las categorias de modulos asociados a operaciones elementales o reducciones (A, I) — (A’ I")
de pares que permiten simplificar el par original. El estudio anterior se apoya algunas secciones
del libro [2]. La generalizacion de este estudio para algebras tensoriales con diferencial al caso
de los pares mencionados antes, se encuentra dispersa en varios articulos de investigacion.
Entre las reducciones estudiadas destaca la X-reduccién, que unifica y generaliza procesos
reductivos clasicos como son la reduccion de ejes (“edge reductions”) y la reduccion de lazos
(“unravellings”).

Palabras clave: Ditdlgebras débiles, categoria de modulos, ditdlgebras de Roiter,
funtores de reduccidn, estructura exacta.

Abstract

A wide variety of matrix problems have been formulated and studied in terms of graded
tensor algebras with differentials and their module categories, which allows the application
of techniques from the general theory of representations of algebras to these problems. In
this work, we study the theory of pairs (A, ), where A is a tensor algebra with a deriva-
tion and I is an ideal of its degree 0 homogeneous component, and their module categories
(A, I)-Mod. Moreover, we study reduction functors (A’, I')-Mod — (A, I)-Mod between the
module categories associated to elementary operations or reductions (A, I) — (A’, I') of pairs
that simplify the original pair. This study is based on some sections of the book [2]. The
generalization of this study presented here, for tensor algebras with differentials to the case of
the aforementioned pairs is scattered across several research articles. Among the reductions
studied, the X-reduction stands out, it unifies and generalizes classical reduction processes
such as edge reductions and unravellings.

Keywords: weak ditalgebras, category of modules, Roiter ditalgebras, reduction functors,
exact structure.
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Introduccion

Este trabajo, de caracter monografico, consiste en presentar de manera sistematica y deta-
llada aspectos basicos de la teoria que estudia las ditalgebras débiles con relaciones, que
en este trabajo nombramos “ditalgebras débiles entrelazadas con un ideal”. Ademas de estudiar
su categoria de moédulos y los llamados funtores de reduccion, los cuales desde el punto
categoérico nos permiten comparar dichas categorias y probar resultados por induccién. Esta
teoria extiende resultados conocidos sobre algebras tensoriales diferenciales y sus categorias
de modulos, ver |2], la cual ha desempeniado un papel importante en la teoria de represen-
taciones sobre un campo algebraicamente cerrado. Por ejemplo el teorema de dicotomia de
Drozd, que afirma que toda algebra de dimension finita es mansa o salvaje, pero no ambas [9].
Con técnicas similares se obtuvo el Teorema de Crawley-Boevey que afirma que, en el caso
manso, casi todos los modulos de dimension fija son homogéneos |7]. De igual manera, en |[§],
Crawley-Boevey obtuvo una caracterizacién de la mansedumbre de un algebra de dimensiéon
finita en términos de médulos genéricos, los cuales estan asociados a la descripciéon de familias
paramétricas de inescindibles del algebra.

Los resultados mas importantes que se examinan en este escrito han sido presentados en
una serie de articulos recientes por R. Bautista,E. Pérez y L. Salmeron, ver [3] |4] 5], aunque
dicha presentacion no es detallada y a menudo se refiere al texto [2|, para que el lector verifi-
que por si mismo que las pruebas pueden extenderse al caso general. En esa serie de articulos,
se han aplicado las técnicas mencionadas al estudio de modulos filtrados sobre cierto tipo es-
pecial de algebras, se espera que estas técnicas sean de utilidad para otros estudios posteriores.

Como se propone en [4] y [5], seguimos el desarrollo del texto [2|, en donde vamos com-
plementando la argumentaciéon para dar pruebas a detalle de los resultados que se presentan
en esos articulos, a menudo enunciados sin demostraciéon. En su mayoria, los calculos que se
requieren para la extension de algunos resultados al caso de ditélgebras débiles entrelazadas
son analogos o incluyen algunos de los que se utilizan en el caso de las ditalgebras en el
texto |2]. Hemos reproducido algunos de estos, cuando a nuestro parecer son necesarios para
entender alguno de los argumentos, otros hemos preferido solo citarlos de [2]. En la seccion
hemos extendido los resultados que se muestran en |2] sobre presentaciones del bifuntor
Ext, los cuales no se mencionan en [4] y [5].

En las ultimas dos secciones de este trabajo se contemplan un par de apéndices. Ambos
consideran contextos mas generales que el caso de la categoria de médulos sobre ditélgebras
débiles entrelazadas de Roiter, que exploramos con profundidad aqui. La inclusiéon de dichas
secciones en este trabajo, obedece a que complementan justificaciones de las propiedades bé-
sicas de las categorias que nos interesan. En la primera de ellas, se muestra una relacién
interesante entre morfismos minimales que casi se dividen y las cubiertas proyectivas de los



radicales de los funtores representables. En la segunda, se estudia y analiza de manera general
la nocién de categoria exacta y la construccion del bifuntor Ext. La presentacion es parecida
a la de Mitchell [12]|, pero no es la misma, pues nuestro contexto es ain mas general y se
recurre a algunos resultados de B. Keller en |10]. En ambos apéndices se procede a detalle en
las pruebas.

En este trabajo contemplamos dos grandes apartados. En el primero exploramos propieda-
des basicas de la categoria de modulos sobre ditalgebras débiles entrelazadas. Comenzamos
con su definicién y en el camino tomamos las restricciones que se requieren, como son la trian-
gularidad o la propiedad de ser de Roiter, que permiten mostrar que se obtiene una categoria
de moédulos que es exacta y, si nos restringimos a los médulos de dimensién finita, que existen
sucesiones que casi se dividen. En el segundo apartado nos concentramos en la construcciéon
de los funtores de reducciéon. Cuando consideramos el funtor de reducciéon que se construye
mediante modulos admisibles, consideramos el caso particular de moédulos admisibles sobre
subalgebras iniciales, como se hace en |4] y [5], lo cual requiere una adaptacion que por un
lado simplifica la presentacion que se da en [2]|, que considera un caso mas general, y, por
otro lado, en otra direccién de mayor generalidad, se trabaja con ideales que moderan el
comportamiento de la derivacion.
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Capitulo 1

Ditalgebras débiles entrelazadas y sus
modulos

A lo largo de todo este trabajo, & denota un campo fijo.

1.1 Ditalgebras débiles

En esta seccion introducimos las nociones de ditdlgebra débil A, de ditdlgebra débil entrelazada
(A, I) y de su categoria de mddulos (A, I)-Mod.

Definicion 1.1.1. Dada una k-dlgebra graduada T' = &;>o[T];, una derivacion en T es una
funcion lineal § : T — T tal que 6([T];) C [T)i+1 para cada i, de tal forma que para cada par
de elementos homogéneos a,b € T se cumple la siguiente regla de Leibniz:

§(ab) = 6(a)b+ (—1)%9(Das(b).

Una derivacion es llamada diferencial si 6> = 0.
Observacion 1.1.2. Si d es una derivacion en T, entonces

6% (t1tg) = 6%(t1)ta + (—1)29090) ¢, 62 (1),
para ti,to elementos homogéneos de T.

En efecto, note que

62 (tity) = 0(0(tita))
= 3[0(t1)ta + (—1)9115(t,))]
= 8*(t1)ta + (1) " 905 (11)5(8y) + (—1) P9 [5(11)d(t) + (—1)%90)11 6% (1))
= 02(t1)tg + (—1)24e9t) 62 (1),

Definiciéon 1.1.3.

e Dada una k-dlgebra A y un A-A-bimodulo V', tenemos el dlgebra tensorial T = T (V),
con su graduacion candnica [T]; = V¥ para i > 0, por tanto [T]o = A y [T]1 = V.



o Utilizaremos el mismo nombre de dlgebra tensorial graduada (o el de t-dlgebra) para
designar cualquier dlgebra graduada T isomorfa a alguna Ta(V') y las identificaremos
con frecuencia.

e Una ditdlgebra débil es un par A = (T,0), donde T es un dlgebra tensorial graduada
y d es una derivacion en T.

e Un morfismo de ditdlgebras débilesn : A — A’ es un morfismo de dlgebras gradua-
dasn: T — T tal que 6'n = nd.

Una ditalgebra débil A = (T',0) es una ditalgebra si § es una diferencial.

Notacion 1.1.4. Dada una ditdlgebra débil A = (Ta(V'),6) consideremos, para cualquier par
de A-mddulos M y N, el conjunto U(M, N) de pares f = (f°, f1) donde f° € Homy(M, N)
y f1 € Homa_a(V,Homy(M, N)) tales que, para cada a € A ym € M, se tiene:

af’[m] = flam] + £'(8(a))m].

Dados f* € Homa_(V,Hom(M,N)) y g' € Homa_A(V, Homy(N, L)), consideramos el
morfismo g* x f* € Homa_a(V®?, Homy(M, L)) definido para Y ; u; ® v; € VE* por

(g *f Zu]@)v] Zg (uj) f v]

Lema 1.1.5. Con la notacion anterior, supongamos que f = (f°,f1) € UM,N) y g =
(¢°,g") € U(N,L) satisfacen que (g* x f1)(6%(a)) = 0, para toda a € A. Entonces gf =
(9°f% (9f)") € UM, L), donde (gf)"(v) := g°f'(v) + g" () f* + (¢" x f1)[8(v)], para v € V.

Demostracién: Claramente ¢° f' € Homy(M, L). Resta probar que
(gf)t € Homa_a(V,Homy(M, L)) y que cumple con la regla

ag’ folm] = g° f’lam] + ()" (8(a))[m], para a € Ay m € M.
Veamos que (gf)! es morfismo de A-moédulos izquierdos:
(9f) (av)m] = g°f (av)[m] + g"(av) f'[m] + (g" * f1)[8(av)][m]
= [ 1(@)][77%] +ag'(v)f[m] + (" * f1)[8(a)v + ad(v)][m]
G W)lm] = ¢*(8(a)) f1 (v)[m] + ag' (v) °[m]
+ (g * f1)[8(a)v + ad(v)][m]
9°(FH () m] + ag' (v) f[m] + a(g" x £1)(8(v))[m)].
La verificacién de que el morfismo (gf)! es de A-modulos derechos es aniloga.
Ahora veamos que se cumple la regla ag®f0[m] = ¢° fOlam] + (g£)'(6(a))[m].

ag’fOlm] = ag’(f°Im])
= ¢%(af’m]
= ¢°fa
= ¢°fa
+ (gh* (07

v

[
[m]) +
m] + gof1
m] + ¢°f*
(a))[m]

= g°f’lam] + (9)'(8(a))lm] — (g" * £1)(8%(a))[m].

0




Por lo tanto, gf = (¢°f°, (¢f)') € U(M, L).

Definicién 1.1.6. Sea A = (T,0) una ditdlgebra débil con T = Ta(V) e I un ideal de A, la
ditdlgebra débil A es llamada entrelazada con el ideal I siy sélo si

e S2(A) CIVE+ VIV + V2
o (V) CIVE4+VIVZ4+ V2V + V3]

Note que las condiciones anteriores equivalen a decir que §2(A4) y §%(V) estan contenidos
en el ideal de T' generado por I. El par (A, I) es llamado ditalgebra débil entrelazada.

Proposicion 1.1.7. Supongamos que (A, I) es una ditdlgebra débil entrelazada. Entonces
construimos una k-categoria (A, I)-Mod como sigue:

Objetos : Son los A-mddulos anulados por I.

Morfismos : Hom4 (M, N) :=U(M,N).

e Composicion : La composicion estd dada como en [[T.H.

Identidades : Para cada objeto M, su morfismo identidad estd dado por (1p7,0).

Demostracién: Como §%(A) C IV? + VIV + V21, tenemos que (g' x f1)(6%(a)) = 0, para
toda a € A. En efecto, §%(a) tiene la forma

8 (a) = bjovl + ujep; + wiwidy,
J

con bj,cj,dj € Iy vj,vj,uj,uj,wj,w; € V. Entonces, dados f = (f° fH € UM,N) y

g=(g%g") € U(N,L), tenemos
(g'* (@ (@)lm] = (¢"* fl)(z bjvjvj + ujciu + wjwjd;)[m]
= > (big" () f (W) Im] +9" (ug) e f () [m] +9" (wy) f (w]) dj[m])

p ——
0eL 0eN oeM

= 0.
Asi, por[I.1.5] la composicion de morfismos estéa bien definida. Mostraremos que la composicion
es asociativa. Sean f = (f°, f1) e U(M,N), g = (¢°,¢') €e UN,L) y h = (h°,h}) € U(L, K).
Como h%(g% %) = (h%¢%) f?, es suficiente probar que [h(gf)]! = [(hg)f]*.
Para esto tomemos v € V' y
6(v) =32 v, 6(vi) = Zj ui,ju;,j y o(v) =>4 wi,swg,s-

Se tiene

(h(g.f))! (v)

h0(gf) (v) + ' (v)g"f° + Z Wt (vi)(gf)! (v])
= h0g"f (v) + h0g () £2+ ) " hOg" (vi) £ (v]) + Bt (v)g° £

£ DR F () + DR ) () [0+ DR (vi)g (wis) [ ().
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Por otro lado,
(r) ) (v) = hO¢°f (v) + (hg)' (v)f° + Z(hg)l(’vz’)fl(v{-)
= 101 (v) + h0g" (v)f* + B} ()" f + Z It (vi)g" (v]) f°
+ Zhogl(vz —|—Zh1 v;)g f —i—Zh UZJ uzj)fl(vzl-).

Solo queda ver que la diferencia

A= Zhl uij)g (s ;) Zhl v;)g" (Wi s fl(wgs) =0.

Para esto, dado que A es un morfismo, probaremos que A(m) = 0 para cada m € M. Para
esto hay que recordar que 62(V) C IV3 + VIV? + +V2IV 4+ V31,
De modo que 62(v) tiene la forma

= Z aivivgv" + Z u;b; u’ " i+ Z zzz czz "+ Z yly ”di.
7

Donde a;, b;, ¢;,d; € I. Por otro lado, (52(1)) Z” u”um . — ZLS viwiyswi’s. Por tanto,

Alm] = (h'xg' *f)( 2(0))[m ]
= z:alh1 (vi)g f1 Zhl (ui) zg )f( )[ ]
0eK 0€L
+ Zh zi)g clf +Zh Yi)g (%)Eli[/_l
0eN 0eM
= 0.

Por tanto (A, I)-Mod es una categoria. Es sencillo mostrar que U(M, N) es un k-espacio
vectorial con las operaciones usuales y que la composicién es bilineal. U

Definicién 1.1.8. Dada una ditdlgebra débil entrelazada (A, I) existe un funtor encaje
Lan :A/I-Mod — (A, I)-Mod,
el cual es la identidad en objetos y satisface que L(f°) = (f°,0), cuando f° € Hom (M, N).

Observacién 1.1.9. Como consecuencia de que L4 1) es aditivo, (A, I)-Mod es una cate-
goria aditiva.

En efecto: Dados M, N € (A, I)-Mod, la suma directa de M & N € (A, I)-Mod es la
imagen de L4 1) (M @ N). Las inyecciones 01 : M - M @®N y o9 : N = M @ N en A/I-Mod
determinan a las inyecciones (01,0) : M — M & N y (02,0): N = M & N en (A, I)-Mod.
Definiciéon 1.1.10. Sea (A, I) una ditdlgebra débil entrelazada, entonces su ditdlgebra débil
entrelazada opuesta es (A, 1) = (AP, I°P), donde AP = (T°P,§°), la cual esta cons-
titutda por el dlgebra opuesta TP de T, donde v -op u = wv con la misma graduacion y
6P (t) = (=1)§(t) para cualquier elemento homogéneo t € T, e I°? = 1.

Note que de lo anterior se sigue que d°?(a) = d(a), para todo a € Ay §°P(v) = —d(v), si
velV.

Lema 1.1.11. Si (A, I) es una ditdlgebra débil entrelazada, entonces (A, I)°P también lo es.

4



Demostraciéon: Si U es un A-A-bimodulo, denotamos U°P el A°P- A°P-bimddulo con espacio
vectorial subyacente U y accion b - u - a := aub. Note que [TP]g = AP y [TP]; = V.

Si ¢g : AP — S°P es un morfismo de k-algebras y ¢1 : VP — S°P de A°P-A°P-bimodulos,
entonces, ¢g : A — S es un morfismo de k-algebrasy ¢ : V— S es de A-A-bimédulos, por lo
cual se tiene un morfismo de t-algebras ¢ : T'— S y, por tanto, un morfismo de ¢ : TP — S°P.
Por tanto, T° es una k-algebra tensorial: TP 2 T'yop (VP).

Note también que si Uy, U son A-A-subbimodulos de T, entonces (U + Us)? = UP + UP
y (U1U2)% = U,PUP. Como A esta entrelazada con I, por lo anterior, A esta entrelazada
con [°P. O

Definicién 1.1.12. Para una ditdlgebra débil entrelazada (A, I) definimos su categoria de
mddulos derechos Mod-(A,I) como sigue:

e Objetos son los A-mddulos derechos anulados por I.

e Morfismos de M en Nson los pares (f°, 1), con
%€ Homy(M,N) y f' € Homa_a(V, Homy(M, N)),

tales que, para a € A ym € M, se tiene:

f(m)a = f*(ma) + f*(6(a))[m].
e Composicion: sig: M — N y f: N — L, fg estd dado por

(f9)'(v) = fO9" (v) + fH(v)g" — (f1 % g")(8(v)) y (f9)° = fO4".
o [dentidades (1,0), para cada M €Mod-(A,I).
En la siguiente proposicién veremos que en efecto se tiene una categoria.

Proposicion 1.1.13. Existe un isomorfismo de categorias

F : (A, 1)°P-Mod— Mod-(A, I).

Demostracion: Definamos el funtor F' en objetos: cada (A, I)°P-modulo M, se envia en
F (M), que coincide con M como k-espacio vectorial, y con acciéon m-a := a-m, para a € AP
y m € M. Esto da claramente a M una estructura de A-médulo derecho anulado por I.

Cada morfismo (0, f!) es enviado a (f°, f1) como funciones. Note que esto da un morfismo
pues

f(m)a=af’(m) = f2(am)+ fH(6%(a))[m] = f°(ma) + f'(5(a))[m].

Claramente se preservan identidades.

Finalmente, sig: M — Ny f: N — L en (A, I)°’-Mod, veamos que F((f°, f1)(g",¢')) =
F((f° fYF((¢° gY)). Si suponemos que v € V, obtendremos

Fl(fg)l'(v) = fP9" (v) + f1(v)g" + (f* % g") (6% (v))

5



que coincide con

(F(HF (@) w) = 9" (v) + F1()g" = (f' % g")(8(v)).

Por tanto, F' es un funtor. El funtor inverso de F' se define invirtiendo el procedimiento ante-
rior. U

Proposicion 1.1.14. Sea (A, 1) una ditdlgebra débil entrelazada, entonces, el funtor D(—) :
Homy(—, k) : k-Mod— k-Mod induce un k-funtor contravariante
D(—): Homy(—,k) : (A, I)-Mod— (A, I)P-Mod.

Donde, si f = (f°, f1) es un morfismo en (A, I)-Mod, el morfismo D(f) = (D(f)°, D(f)}),
estd definido por

D(f)? = D(f°) y D(f)(v) = =D(f(v)), para v € V.
Ademds, D : (A, I)-mod— (A, I)°P-mod es una dualidad, donde (A, I)-mod denota los mddulos
de dimension finita.

Demostraciéon: Es claro que si M es un A-modulo izquierdo anulado por I, entonces D(M )
es un A°?-modulo izquierdo anulado por I°?. Vamos a mostrar que si f € Hom 4, I)(M ,N), en-
tonces D(f) € Hom ryer(D(N), D(M)). Es claro que D(f) es k-lineal. Veamos que D(f)! es
un morfismo de A°P- A°P-bimodulos, recordando que Hom gop— 400 (VP Homy(D(N), D(M))) =
Homa_4(V, Homy(D(N), D(M))).

Veamos que D(f)! es morfismo de A°-moédulos izquierdos. Sean a € A y ¢ € D(N),
entonces

(D(f) (va))(¢) = —D(f'(va))(¢)
—¢ ! (va)
—of (v)a
—(D(f'(v))a)(¢)
= (D(f) (v)a)(9).

La prueba de que D(f)! es morfismo de A°P-modulos derechos es analoga.

Finalmente, veamos que

aD(f)°[¢] = D(f)°[a¢] + D(f)' (6% (a))[4],

para;;da a € A y ¢ € D(N). Es decir, [D(f)°[¢]la = D(f)°[¢a] + D(f)*(6°P(a))[4]. Para
m € M, se tiene:
[D(f)*(¢)allm] = (¢f%)alm]

= o(f*(am))

= ¢(af’[m] - f1(5(a))lm])

= (¢a)(f'(m)) — &(f'(5(a))[m])

= (¢a)(f*(m)) — D(£'(6(a)))(¢)[m]

= D(f)°(¢a)lm] + D(f)' (0% (a))(¢)[m]



Claramente D preserva identidades.

Para ver que D invierte la composicién basta mostrar su efecto en la segunda componen-

te, es decir que si f, g son morfismos que pueden componerse, entonces D(fg)! = D(g)'D(f)*.

Note que

D(fg)'(v) = —D((f9)'(v))
1

Por otro lado, note que

[D(9)D(f)]'(v) = D(9)'(v)D(f)° + D(9)°D(f)!(v) + (D(g)! x D(f)") (6 (v))
= —D(g'(v))D(f)° = D(9)°D(f'(v)) + (D(g9)! x D(f)")(8° (v))

(D(9)' » DN ()] = =Y D(g" () D(f*(ui))

= —D(f'xg")(8(v)).

Asi, tenemos un k-funtor contravariante D : (A, I)-Mod— (A, I)°P-Mod.

Restringiendo a los médulos de dimension finita, podemos pensar en la dualidad estandar
D : A/I-mod— A°P/I°P-mod

y en el isomorfismo natural: la evaluacion 13, : M — D?(M), el cual envia m — n%,(m),
tal que n%,(m)[¢] = ¢(m). Entonces, como 79, es un isomorfismo para cada M, tenemos que
Ln°] = (n°,0) : M — D?(M) es un isomorfismo en (A, I)-mod. Mas atin es natural, puesto
quesi (fO, fHye H om4,1)(M, N), conmutan los siguientes diagramas en k-mod

0 (0]
M —"% D2(M) M —"™ D2(0)
f"J JDZ(fO) fl(v)J JDQ(fl(v))
0 0
N —" D¥(N) N —"% D2(N).
Y entonces conmuta el diagrama:
8,0
M -2
(F2.h lD2((f°7f1))
0
N ﬂQD?(N)



en (A, I)-mod. O

1.2 Cocientes de ditalgebras débiles

En esta seccion vamos a introducir la nocién de ideales para ditélgebras débiles A. Cada
ideal I de A genera un ideal J de A = (T,0). Si (A, I) es una ditalgebra débil entrelazada,
relacionamos la categoria (A, I)-Mod, con la categoria A/J-Mod de modulos sobre la dital-
gebra A/J, donde J es el ideal de A generado por I.

En esta seccion, cuando hablemos del dlgebra tensorial T', estaremos pensando en T =

Ta(V).

Definiciéon 1.2.1. Supongamos que A = (T,6) es una ditdlgebra débil. Un ideal J de A es
un ideal J de T tal que:

e JNA yJNV ambos generan el ideal J de T.
e §(J)C J.

En este caso, J es un ideal homogéneo de T'y J N A es un ideal propio de A si y s6lo si J
es un ideal propio de T
En efecto: Si J N A = A tenemos que 1 € J y por tanto J = T. Ahora si J = T, entonces
1 € Jy, dado que 1 es homogéneo de grado 0, entonces 1 € A, portanto 1 € JNAy JNA = A.

Por tanto T'/J es una k-algebra graduada. La primera condicién garantiza que el algebra
T'/J puede ser identificada con el algebra tensorial T /(jn4)(V/(J NV)), ver [2} 8.4].

La segunda condicion implica que ¢ induce una derivacion § en T'/J.

Por tanto, el par A/J := (T/.J,5) es una ditalgebra débil, que llamamos el cociente de la
ditalgebra débil A por el ideal J. La proyeccion canénica n : T — T'/J es un morfismo
de ditalgebras débiles n: A — A/ J.

Definiciéon 1.2.2. Sea A = (T,0) una ditdlgebra débil, supongamos que I es un ideal de A,
entonces:

o Decimos que I es un ideal A-triangular de A syss existe una filtracion de k-espacios
vectoriales 0 = Hy C Hy C --- C Hy = I tal que §(H;) C AH; 1V +V H;_1A, para toda
i€ ll,t].

e Decimos que I es un ideal A-balanceado de A syss 6(1) C 1V + V1.
Ciertamente todo ideal A-triangular es A-balanceado.

Observacion 1.2.3. Sea A = (T,9) una ditdlgebra débil, supongamos que I es un ideal de
Ayque0=HyC Hy C---C Hy C 1 esuna filtracion de espacios vectoriales de I tales que
0(H;) € AH;,_\V + VH,;,_1A para toda i € [1,t] y que el ideal de A generado por H; es I,
entonces 0 = Hy C Hy C --- C H; C Hyp1 = I es una filtracion triangular de I como en la
definicion anterior.



En efecto: El ideal I = Hyy1 estd generado como espacio vectorial por elementos de la
forma ahb, donde a,b € Ay h € H;. Entonces

5(ahb) = 8(a)hb + ad(h)b+ ahd(b) € AH,V + VH,A.

Lema 1.2.4. Si A = (T,0) es una ditdlgebra débil e I es un ideal de A generado por algin
subconjunto H de A, para el cual existe una filtracion de subconjuntos

O0=HyCH{C---CH/=H

tal que 6(H;) C AH;_1V + V H;_1A para toda i € [1,¢]. Entonces, I es A-triangular.

Demostraciéon: Supongamos que existe una filtracion de subconjuntos
O=HyCHC---CH/=HCI

tal que §(H;) C AH; 1V +V H;_1A para toda i € [1,£]. Vamos a tomar H; como el subespacio
de I generado por el conjunto H;, entonces como § es lineal tenemos una filtracién de espacios

vectoriales
0=HyCH C---CH/CI

tal que §(H;) C AH; 1V + VH;_1 A para toda i € [1,/] y H; genera al ideal I. Por el
ideal I es A-triangular. O

Lema 1.2.5. Consideremos el dlgebra tensorial T = Ta(V'), sea I un ideal de A e Iy el

A-A-subbimddulo de V' definido por Iy = IV 4+ §(I) + VI. Denotamos por J al ideal de T
generado por I e Iy. Entonces, = ANJ ely =V NJ.

Demostraciéon: Primero mostraremos que efectivamente Iy es un A-A-subbimodulo de
V. Claramente Iy, es un grupo abeliano. Entonces, resta mostrar que cumple las siguientes
propiedades:

e at € Iy, paraa € Ayt € Iyy. En efecto: Si lo probamos para generadores basicos,
es decir, para elementos t € Iy de la forma t = bvy + §(c) + ved, donde b,c,d € 'y
v1,v2 € V, habriamos terminado.

Note que

a(bvy +0(c) +v2d) = a(bvr) + ad(c) + a(vad)
= a(bv) + d0(ac) + a(vad) — d(a)c € Iy.

La verificacién por la derecha es anéloga.

Afirmacion: Dado que IV + VI C Iy, tenemos que [ = JNAy Iy =JNV.
En efecto: Sabemos que J es el ideal de T" generado por I e Iy. Por tanto si a € J, entonces
a tiene la forma

a = Zl tibisi + t;CiSQ,



donde t;, 1}, s;, s; son elementos homogéneos de T'y b; € I, ¢; € Iy. Si a € A, del hecho que
a tiene grado 0, podemos reescribir lo anterior como

a = Z tibisi,
7

con t;,s; € A por tanto JNA C I. Que I C JN A se sigue de que I U Iy genera a J y ademas
I C A. Veamos que J NV = Iy. Tenemos Iyy C J NV por definicién. Si v € J, es de la forma

v = Z ribik; + ricikl,
i
donde 74,77, ki, k, son elementos homogéneos de T'y b; € I, ¢; € Iy. Siv € V, del hecho
que v tiene grado 1, podemos reescribir lo anterior como

v=Y ribi + ek + wid(gi)w),

1

con wi,wg €A, bj,ci,g;€1yry,k; €V.Portanto JNV C Iy. O

Lema 1.2.6. Supongamos que A = (T,0) es una ditdlgebra débil y que I es algun ideal de A,
considere el A-A-subbimddulo Iy := IV + (1) + VI de V y supongamos que se tiene uno de
los siguientes dos casos:

o A es entrelazada con el ideal 1
o | es un ideal A-balanceado.

Entonces el ideal J de T generado por I e Iy es un ideal de la ditdalgebra débil A. En particular,
I=JNnAely=JNV. S I es A-balanceado entonces Iy = IV + V1.

Demostraciéon: Por el ideal J de T esta generado por AN J y V N J. Claramente,
§(I) C Iy C J. Por la hipotesis, obtenemos 62(I) C J. Entonces, por la regla de Leibniz,

§(Iv) = §()V + I6(V) + 8*(1) + (V)T + V§(I) C J.

Usando otra vez la regla de Leibniz para los elementos de J = TIT + T1IyT, tenemos que
5(J) C J. O

Definicion 1.2.7. En la situacion anterior, decimos que J es el ideal de la ditdlgebra
débil A generado por el ideal I de A.

Observacion 1.2.8. Sea A = (T,0) una ditdlgebra débil e I un ideal de A, asumamos que
estamos en la situacion de y sea J el ideal de A generado por I. Escribimos A = A/I
yV =V/(IV +6(I)+ VI) y consideremos el morfismo candnico ¢ : T — Tx(V) induci-
do por las proyecciones ¢g : A — A y ¢1 : V. — V. Obtenemos entonces un isomorfismo
7:T7(V) = T/J tal que 7 =n, donde n: A — A/J es la proyeccion candnica a la ditdlge-
bra débil cociente A/J.
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Con la ayuda de este isomorfismo podemos transferir la derivacion de A/J sobre una deriva-

cion § en T = Tx(V).

Note que 0 puede ser obtenida por las transformaciones lineales 5o : A — [T]1 y 61 :V — [T)2

(ver [2, 8.9] ) inducidas por la composicion ¢6 cuando restringimos a A y V respectivamente.
Escribimos A = (T,d) y lo identificamos con A/ J.

Lema 1.2.9. Sea A = (T,0) una ditdlgebra débil entrelazada con un ideal I de A y sea J el
ideal de A generado por I, entonces el cociente A/J es una ditdlgebra y tenemos un cuadro
conmutativo:

Lasg
AJI — Mod —— A/J — Mod

w %
La,n
A/I — Mod =25 (A, I) — Mod

Demostracién: Dado que A es entrelazada con I, tenemos que 62(A) C J y 62(V) C J.
Luego 62(T) C J, por tanto d es una diferencial y A/.J es una ditalgebra.

Por definicién, tenemos que 1 es la identidad en objetos. Y envia cada morfismo (f°, f1) €
U(M,N) en el par (£, f1) = (f°, f1), donde f1:V — Homy(M, N) es el morfismo indu-
cido por f1:V — Homy(M, N), el cual existe debido a que IM =0 e IN = 0 y por tanto
LIV +56(I)+VI)=0.

Si las proyecciones canonicas son ¢g : A — Ay ¢1 : V — V, escribimos v = ¢1(v) y @ = ¢o(a)
parav eV ya € A

Entonces (f°, f!) € U(M, N) implica que af°(m) = f(am)+ f(6(a))[m] paraa € A,m € M.

Asi, afo(m) = f(@m)+f1(6(a))[m], para@ € A,m € M. Por tanto (f°, f1) € Hom 4;7;(M, N).
Definimos un funtor v : A/J-Mod — (A, I)-Mod, por v(f°, f1) = (f°, f1¢1). Esta regla de
asociacion claramente preserva composiciones e identidades. Puede verse que v es inverso de

. O

Observacion 1.2.10. Supongamos que A = (T4(V'),0) es una ditdlgebra débil, que I es un
ideal A-balanceado de A, y denotamos por J al ideal de A generado por I, como en [1.2.7].
Entonces, las siguientes afirmaciones son equivalentes

(1) A es entrelazado con I.

(2) 62(A) C J y&*(V)CJ.

(3) 8%(T) C J.
Demostracion: Es claro que (1) = (3) y (3) = (2). Entonces solo basta demostrar
(2) = (1). Es decir vamos a demostrar que §?(A) C IV2+ VIV + V%[ y 62(V) C IV3 +
VIV2+ VIV + V3.
Ya sabemos que 62(A) C TIT + TIyT. Entonces, como Iy = IV + VI, tenemos que

§2(A) C IV2? + VIV + V2I, pues los elementos de §%(A) tienen grado 2. De forma analo-
ga tenemos que 62(V) C IV3 + VIV2 + V2IV + V31 O
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Definicion 1.2.11. Un morfismo ¢ : (A, I) — (A", I') de ditdlgebras débiles
entrelazadas es un morfismo de ditdlgebras débiles ¢ : A — A’ tal que ¢(I) C I'.

Lema 1.2.12. Cualquier morfismo de ditdlgebras débiles entrelazadas ¢ : (A, 1) — (A", T")
induce por restriccion un funtor Fy : (A',I')-Mod — (A,I)-Mod. Este funtor se describe
como sigue:

Consideremos las restricciones ¢pg: A — A" y ¢1: V — V' de ¢.

Entonces, para M € (A',I')-Mod, el A-mddulo Fy(M) es obtenido por restriccion de escalares
a través de ¢o. Para f = (f°,f') € Homa 11y(M,N) tenemos que Fy(f) = (f°, f1¢1). Si
¢1 es epi, entonces Fy es fiel. Mas aun, si ¢ : (A, I') — (A", I") es otro morfismo de
ditdlgebras débiles entrelazadas, entonces Fygy = FyFy, .

Demostraciéon: Hay que notar que el funtor Fj, manda un A’-médulo M anulado por
I’ al mismo k-espacio vectorial subyacente M, pero con la siguiente acciéon de A-modulo
a*m = ¢p(a)m y esto nos da un A-modulo. Ahora, este nuevo modulo es anulado por I gra-
cias a que ¢(I) C I'. Cada morfismo (f°, f!) es enviado al morfismo (f°, f1¢1) y F, preserva
la composicién gracias a que, si (f2, 1), (g%, g') son morfismos que pueden componerse, se
tiene que (gf)'¢1 = (¢°f + g fO + (g" * [1)" )1 = g°F b1 + g ¢ fO + (9" P * f11)0,

Finalmente, se tiene que si (f9, f'¢1) = (0,0) y ¢ es epi, entonces f! = 0. Por tanto el funtor
Fy es fiel. O

1.3 Ditalgebras débiles estratificadas

De manera informal, podemos decir que una estratificaciéon de una ditalgebra débil entre-
lazada (A, I) es un sistema especial de generadores que permiten una descripcion sencilla de
la diferencial de A y de los morfismos de (A, I)-Mod.

Definiciéon 1.3.1. Una t-dlgebra T tiene una estratificacion (R,W) syss R es una k-
subdlgebra de T' y W es un R-R-bimodulo equipado con una descomposicion de R-R-bimddulo
W =Wyad W tal que RUWy C [T]o, W1 C [T y T es generado libremente por (R, W), ver
[2, 4.1]

En este caso, si denotamos por A = [T]op y V = [T]1, tenemos isomorfismos de algebras
T=Tr(W)y A= Tgr(Wy) y un isomorfismo de A-A-bimodulos V= A ®@r W) ®g A, el cual
consideramos como identificacion, ver [2, 4.1].

Una ditalgebra débil A = (T, §) tiene estratificacion (R, W) syss T' admite la estratificacion
(R,W) y ademas §(R) = 0. Notese que esta ultima condicion nos dice que 6 : T — T es un
morfismo de R-R-bimdédulos.

Lema 1.3.2. Supongamos que T es una t-dlgebra con estratificacion (R, W) y supongamos
que &g : Wo — [T]1 y 61 : Wi — [T]a son morfismos de R-R-bimddulos. Entonces existe
una unica derivacion 6 : T — T que extiende dy y 01 tal que A = (T,9) es una ditdlgebra
débil con estratificacion (R, W).

Demostracion: La existencia de tal derivacion ¢ se muestra en la prueba de [2, 4.4]. O
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Observacion 1.3.3. Sea A = (T,0) una ditdlgebra débil con estratificacion (R,W), e I un
ideal de A. Entonces, A estd entrelazada con I siy sdlo si

o 02(Wy) CIV2 4+ V2 +VIV.
o B2(Wy) CIVE+V3I+V2IV +VIV?,

En efecto, se sigue de

Lema 1.3.4. Sea (A, I) una ditdlgebra débil entrelazada y estratificacion (R, W). Supongamos
que M, N € (A, I)-Mod y que (f°, f1) € Homp(M,N) x Homa_a(V, Homy(M, N)), cumple

wfo(m) = fOlwm) + f1(§(w))[m], para cada w € Wy y cada m € M.

Entonces, (f°, f!) € Homy (M, N).

Demostracién: Consideremos un generador bésico de A de la forma a = wyws . .. wy,, donde

w; € Wy. Probaremos por induccion que para elementos de esta forma se cumple la formula

requerida y extenderemos linealmente gracias a que ¢ es lineal.

La base de induccion es nuestra hipotesis. Ahora, lo suponemos cierto para cierta k > 1.

Para nuestro paso inductivo tomemos wiwsa . .. WgWg+1 = W1 WaW3 . .. Wit1 entonces tenemos
N———

w
las siguientes igualdades gracias a la regla de Leibniz y nuestra hipétesis de induccion:

FHo(iw))m] = [fH(6(wi)w) + fH(wid(w))][m] = f1(6(w1))[wm] +wy f* (8(w))[m]

= wiwfo[m] — fOlwywm]

como deseamos. O

Observacion 1.3.5. Supongamos que R es una k-subdlgebra del dlgebra A, W es un R-R-
bimddulo y M, N € A-Mod. Entonces tenemos un isomorfismo natural

Homa_a(A®r W o A, Homu(M, N)) -5 Homp_ (W, Homy(M, N))

dado por B(f)[w] = f(l@w® 1), con B~ (h)[a®w ® d'] = ah(w)d'.

Supongamos que (A, I) es una ditdlgebra débil entrelazada con estratificacion (R, W) y con-
sideremos su descomposicion de R-R-bimddulos W = Wy & Wy. Supongamos que M, N son
A/I-médulos. Cuando f = (f°, f1) € Hom4 1) (M, N), sabemos que f° € Homgp(M,N) y
que f' € Homa_a(AW1 A, Homy(M, N)) estd determinada por su restriccion a Wy.
Reciprocamente, si fO € Homp(M,N) y f € Homp_r(W1, Homy(M, N)) satisfacen wf°(m)
fO(wm) + ﬁ(é(w))[m}, para w € Wy y m € M, obtenemos que (fo,ﬁ) € Homy (M, N),
donde ﬁ es la extension de f' usando =, gracias o [L3.4l

Cuando esto no cause conji%sio’n, abusaremos del lenguaje, para usar el mismo simbolo para

denotar f! y su extension fl.

A menudo usaremos la notacioén:

Phomp_w(M,N) = Homgr(M,N) x Homr_r(W1, Homy(M,N)).
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Lema 1.3.6. Si Ty, Ts son k-dlgebras tensoriales entonces Ty X Ts con el producto componente
a componente es una k-dlgebra tal que:

e SiTy y Ty son generadas libremente por (A1,V1) y (As2, Vo) respectivamente, entonces
Ty x Ty es generada libremente por (A x A9, Vi x V).

e SiTy, Ty son t-dlgebras estratificadas con estratificaciones (Ry, W') y (Ra, W?), entonces
la t-dlgebra producto admite una estratificacion natural (R,W), con R = Ry X Ry y
W; = Wil X Wf para v = 0, 1.

Demostraciéon: Ver prueba detallada en |2, 10.1]. O

Definicién 1.3.7. Dadas dos ditdlgebras débiles A1 = (T1,61) y A2 = (Ts, d2) el producto de
ditdlgebras débiles A y Az denotado por Ay x As es la ditdlgebra débil (T,0), donde T es
el producto de las t-dlgebras T y T y § = §1 X §s.

La proyeccion m; : Ty x Ty — T;, determina un morfismo de ditdlgebra débiles w; : A1 X Ay —
A;, parai=1,2.

Observacion 1.3.8. Si (A1, 1) y (Asg, I3) son ditdlgebras débiles entrelazadas, entonces te-
nemos su producto

(./41,[1) X (Az,[g) = (.Al X AQ,Il X 12)

el cual también es una ditdlgebra débil entrelazada.

1.4 Ditalgebras débiles entrelazadas triangulares

En esta secciéon daremos un breve resumen de las propiedades bésicas de la categoria de
(A, I)-modulos, las cuales se siguen de ciertas condiciones “de triangularidad ” en la estratifi-
cacion de (A, I).

Definicion 1.4.1. Supongamos que (A,I) es una ditdilgebra débil entrelazada, donde A =
(T,0) es una ditdlgebra débil con estratificacion (R, W'). Decimos que (A, I) es triangular
Si:

e Hay una filtracion de R-R-subbimddulos 0 = W(()) C VVO1 C .- C Wy = Wy tal que
5(W5+1) C A,Wh A; para cada i, donde A; denota la subdlgebra de A generada por R y
Wi,

e Hay una filtracion de R-R-subbimddulos 0 = WY C Wi C ..o C WP =W, tal que
SWith)y C AWJAW]A + IV2 + V2T + VIV para toda i.

o FElideal I es A-triangular.

La estratificacion serd llamada triangular aditiva si cada Wi es un sumando directo de
WSH para toda i. (A,I) es llamada triangular aditiva si tiene una estratificacion triangu-
lar aditiva.
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Ejemplo 1.4.2. Sea B un bicarcaj, es decir una grdfica orientada con un nimero finito de n
puntos y dos tipos de flechas (continuas y punteadas). Si k es un campo, podemos considerar
el dlgebra graduada asociada al bicarcaj B, que denotamos por kB. Por definicion, el
espacio vectorial subyacente de kB tiene como base todos los caminos orientados de B, que
utilizan cualquier tipo de flechas: continuas o punteadas, incluyendo los caminos triviales T;
para cada vértice de B. El producto en el dlgebra kB estd inducido por pegar caminos.

Por ejemplo, tenemos el siguiente bicarcaj:

Este bicarcaj determina el dlgebra kB y podemos sequir el producto de elementos de kB
grdficamente sobre B. El dlgebra kB = @;>[kB]; es un dlgebra graduada donde cada [kB]; es
el subespacio vectorial de kB con base los caminos orientados que contienen exactamente 1
flechas punteadas.

Notemos que R = k11 ® k1o es una k-dlgebra isomorfa a un producto de dos copias de k.
Consideremos los subespacios vectoriales de kB

Wo = kB1 @ kBo ® kyy @ kyy y Wi = kay @ kas.

Observemos que Wy y W1 son R-R-subbimddulos de kB. Notemos que hay un isomorfismo
de dlgebras graduadas:

¢ kB — TR(W() D Wl),

donde el dlgebra codominio tiene la inica estructura de dlgebra graduada tal que Wy consiste
de elementos de grado 0 y W1 consiste de elementos de grado 1.

Ast, kB es una t-dlgebra que identificamos con el dlgebra tensorial de la derecha con la notacion
de la tesis, tenemos A = [kB|o y V = [kB];.

Vamos a construir una ditdlgebra débil entrelazada triangular cuya dlgebra tensorial subyacente
es kB.

Consideramos la t-dlgebra T = Tr(Wo @& W1) = kB y el ideal de A determinado por el
siguiente generador bdsico I = (v2). Por [[L3.2) es suficiente encontrar dos morfismos de R-
R-bimddulos 6o : Wo — [T]1 y 61 : W1 — [T)a. Definimos estos dos morfismos en las bases de
Wo y Wi como sigue:

e Jp(f2) =0
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Note que dg y 61 son morfismos k-lineales, observe que también son morfismos de R-R-
bimddulos. Por lo cual existe una derivacion 6 : kB — kB que extiende a g y 01.

Afirmacion 1: 6% # 0.
En efecto, pues

(1) = (x173p2)
= 6(z1)73 B2 — 216(7382)
= (4373)(73B2) — 21[6(73) B2 + 130 (B2)]
= 25730

# 0
Asi, tendremos A = (Tr(Wo & W1),0) es una ditdlgebra débil donde & no es diferencial.
Afirmacion 2: A estd entrelazada con I.
Es suficiente mostrar que
o 2(Wy) CV2I+1V24+ VIV,
o 2(Wh) CV3I+1IV34+V2IV +VIV?
Claramente §(2), 8%(y2) y 6%(z2) lo cumplen pues son cero.

Por la afirmacion 1, 6%(81) = x3v382 € V2I.

§%(m) = 6(3z1) = 6(73)x1 +136(w1) = V32375 € IV?

Finalmente

§%(21) = 8(2372) = 6(23)75 + 236(73) = 0.

Hemos mostrado que A estd entrelazada con I.
Finalmente, hay que notar que (A, I) es triangular, pues tenemos las filtraciones

0 C kB2 @ kv € Wo

ngl’ggwl.

Por como se define 6 estas filtraciones son triangulares. Ademds, I es ideal triangular con
filtracion

0CI.
Como desedbamos, tenemos (A, I) una ditdlgebra débil entrelazada triangular.

Lema 1.4.3. Sea (A,I) una ditdlgebra débil entrelazada triangular y tomemos M € (A,I)-
Mod y f = (f°, f!) € End 4,1 (M). Entonces, f es nilpotente si y sélo si 1O es nilpotente.
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Demostracién: Claramente si f es nilpotente, entonces f° lo es.
Adoptemos la notacion de [T.4.1]

Supongamos que f es nilpotente, entonces existe m € N, tal que (f°)™ = 0. Note que para
w € W1, tenemos

11,12 , 21 22 3,2
g dqvg vy + vy g eq—l—v mqvq,

donde dy,eq,mg €1y vg’ € V. Se tiene

(f2™)Hw) = ()™ (F™) ) + (™)) (FO)™ + (™) * (F™)1(6(w)).
Por hipétesis, (fO)™(f™) (w) + (f™)(w)(f°)™ = 0 y el sumando derecho es

Zd (F™) g ™) g?) + (™) op ™) g ?)eq + (F™) vy Dmg(F7) (vg?) = 0.

Supongamos entonces que existe t € N tal que ( ftm)l(le ) =
Mostraremos que (D™ LW/ = 0. Tomemos w € Wi, entonces
Zaqwq (WyCq + dg vll 12 +v2lv22eq+v mqvg2,
q
donde ag, by, cq € A, wq,w’q € le, dg,eqmgely fug’t € V.Y tenemos que
(£ ) = (FO™ ™) )+ (™) ) ()™ + [(F7) (F™)'(0(w))-

Por hipétesis, () (f™)!(w) + () (w)(f°)™ = 0 y el término derecho es suma de

Zd () g ) ™) wg?) + (S g ) (™) (g2 eq + (F) (v Hmg(F™) (vg?) = 0
con la suma que sigue y que, por hipétesis de induccion, es
> aq(F™) ! (wq)by(F7) (wg)eq = 0.
q

Por tanto (f(s+1)m)! = 0. O

Proposicion 1.4.4. Sea (A, I) una ditdlgebra débil entrelazada triangular con estratificacion
(R,W). Con la notacion de[lLZT], supongamos que para cada i € [1,7] el dlgebra A; es generada
libremente por (R, W{) y que la transformacion producto

A Qr W1 ®@p A; — AW A;

es un isomorfismo. Supongamos también que M y N son R-mddulos, que f° € Hompgr(M, N)
es un isomorfismo y f1 € Hompr_r(W1, Homy(M, N)) entonces:
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e Si N es un A-mddulo con R-mddulo subyacente N e IN = 0, entonces hay una es-
tructura de A-mddulo en M con R-mddulo subyacente M tal que IM =0 y (f°, f!) €
HO?TL(A,I)(M,N).

e Si M es un A-mddulo con R-mddulo subyacente M e IM = 0, entonces hay una es-
tructura de A-mddulo en N con R-mddulo subyacente N tal que IN = 0 y (f°, f1) €
Hom(A’I)(M,N).

Demostraciéon: Las pruebas son duales por lo cual solo probaremos el primer punto. Como
f° es un isomorfismo, entonces podemos considerar su inversa ¢° € Hompg(N, M) y para
J € [1,7], definiremos por induccién morfismos

¢j Wi @r M — My fly: Aj_1WiAj_y — Homy(M, N)
tales que fjl_1 extiende a f! y se tiene la siguiente férmula

i(w@m) = g°lwfO(m)] — ¢°[f}_; (6(w))(m)], donde w € Wy y m € M.

Para j = 1 tenemos que §(w) € Wy, por la triangularidad de la estratificacion, por lo que
fa(6(w)) esta definida con f3 = f!y por tanto obtenemos un morfismo ¢;.
Mostraremos que se tienen los siguientes 3 puntos.

(1) Si M € Aj_1-Mod y fjl_1 : Aj_1WiAj—1 — Homy(M, N) esta definido, entonces ¢;
esta definido. ‘
En efecto: Podemos considerar la funcion ¢; : W x M — M, dada por ¢;(w,m) =
°lwfO(m)] — ¢°] jl_l((s(w))(m)]. La regla que define v; tiene sentido gracias a que por
triangularidad d(w) € A;_1WiA;_1. 9; es una funcion R-balanceada pues 1% es un
R-morfismo y fjl_1 y ¢ son morfismos de R-moédulos derechos. Por tanto, existe un mor-
fismo de grupos ¢; con la receta indicada. Hay que notar que ¢; es un morfismo de
R-modulos gracias a que ¢g" es un R-morfismo y fj1 1 ¥ 6 son morfismos de R-moddulos

izquierdos.

(2) Si ¢; esta definido, entonces M € Aj;-Mod.
En efecto: Recordemos que tener un morfismo de anillos p : A; — Endy (M) es equi-
valente a darle al espacio vectorial M una estructura de A;-moédulo. Por hipétesis te-
nemos A; = TR(Wg ), de modo que lo anterior equivale a dar un morfismo de anillos
po : R — Endp(M) y un morfismo de R-R-bimoédulos p; : Wg — Endy(M). El morfismo
po ya esta dado gracias a que M tiene estructura de R-mddulo. El morfismo p; se obtiene
de ¢; mediante el isomorfismo HomR_R(Wg, Endy(M)) = HomR(Wg ®pr M, M).

(3) Si M € Aj-Mod, entonces fj1 : AjW1A; — Homy (M, N) esta definido.
Dado que A; ®r W1 ®@r A; = A;W1A;. Podemos aplicar a los Aj-médulos M y N
y a f! para obtener la extension fj1 de f1.
El paso inductivo se sigue de (1), (2) y (3). Por tanto ¢, nos da una estructura de A-moédulo
0

en M. Finalmente, tenemos que wm = ¢°[wf°(m)] — ¢°[fL(6(w))(m)]. Por lo que f°(wm) =
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wfO(m) = [fH(6(w))(m)]. Si IM = 0 con ello concluimos que (f, f1) € Homa (M,N),
donde abusamos nuevamente del lenguaje identificando f! y f}.
Ya solo falta mostrar que I'M = 0. Para esto tomemos la notaciéon de para la trian-
gularidad del ideal I. Para a; € Hy, tenemos que fO(aym) = aif'(m) —f'(6(a1))[m] =0y
SN——— S—~—

0eN 0
dado que f° es inyectiva tenemos que a;m = 0. Ahora supongamos para j > 1, que H;M = 0.
Tomemos a;41 € Hjy1 y observemos que

Fajam) = ajia fO(m) =1 (8(aj1)) [m].
——
0eN

Por la triangularidad de I, tendremos que d(ajt1) = >, a;hjv; + Y, vihial, con a;,a] €
Ai hi b, € Hj y v;, v, € V. Entonces,

! ! /
Za,hvﬁ—szhl a;) Zalhf (vi)[ —i—Zf )[R (aim)] = 0.

H; M=0

Luego ajy1m = 0. Concluimos que IM = 0. (]

Definicion 1.4.5. Una ditdlgebra débil entrelazada triangular (A, I) con estratificacion (R, W)
es llamada ditdlgebra débil entrelazada de Roiter syss la siguiente propiedad se satisface:

Para cualquier isomorfismo fO: M — N de R-mddulos y cualquier
f' € Hompr_r(Wy1,Homy (M, N)) si M ¢ N tiene una estructura de A/I-médulo izquierdo,
entonces el otro admite también una estructura de A/I-mddulo izquierdo tal que (f°, f1) €
}{Oﬂ”/LD(AJ,pJ)

Lema 1.4.6. Supongamos que (A, I) es una ditdlgebra débil entrelazada triangular, con estra-
tificacion (R, W) tal que R es semisimple. Entonces, (A,I) es una ditdlgebra débil entrelazada
de Roiter.

Demostraciéon: Bastara mostrar que, con la notacion de se tiene que A; = Tr(W()
y el producto p; : A; @ W1 @p A; — A; W1 A; es isomorfismo, para cada i € [1,7], ver m
Por la propiedad universal del algebra tensorial Tr(W) hay un morfismo de algebras

¢ : TR(WE) = Tr(Wy) = A

inducido por ¢g = idg y la inclusion ¢; : W} — Wy. Claramente, la imagen de ¢ es A;.
Mostraremos que ¢ es inyectiva, para obtener A; = Tr(W{}). Notemos que

¢ = @00y 1 PVH)" — P W

n>0 n>0

Veamos que d)?” es inyectiva para cada n > 1 por induccién sobre n. Claramente ¢ es
inyectiva. Supongamos que ¢ : (WE)®" —s W™ es inyectiva. Tenemos el siguiente cuadro
conmutativo
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®X(n+1
¢S (n+1)

F F

1\ Qn i 1\ Qn ®n
(W)= @r W Tdog, (Wp)*" @r W%?"@Id W™ @r Wy

donde la composiciéon del renglon inferior es inyectiva debido a que, como R es semisim-
ple (Wé)%” y rW)j son proyectivos. Para ver que p; es isomorfismo, denotemos por ¢; a la
composicion:

. . Id i o
Tr(Wy) ®@r W1 @g Tr(Wj) eeldse Ai@pWiep A s AW A T AWA
donde o es la inclusion. Notemos que ¢ ® Id ® ¢ es isomorfismo, por lo que basta mostrar

que ¢; es inyectiva, para obtener que p; lo es (y por tanto es un isomorfismo). El morfismo ¢;
es

(@™ RIdD(DHT™)

@nZO(Wé)@m @R W @R @mZO(Wé)@)m @nZO(WO)@m ®R W @R @mZO(WO)@)m
que es inyectivo porque cada componente lo es. En efecto, conmuta el tridngulo:

PP RIdRpD™

(W5)®" @r W1 @R (Wg)™ W™ @r Wi @ WE™

1d®I1d®¢? PP @Idld

(W6)®n Rr Wi Qp W0®m

y los morfismos de abajo son inyectivos por ser R semisimple y todo R-mo6dulo resulta pro-
yectivo. 0

Proposicion 1.4.7. Sea (A, I) una ditdlgebra débil entrelazada de Roiter con estratificacion
(R,W). Suponga que f = (f°, f!) Homy,1)(M, N), entonces:

e Si fO es una retraccion de R-mddulos entonces existe un morfismo h : M’ —s M en
(A, I)-Mod tal que h° es isomorfismo y (fh)* = 0.

o i f9 es una seccion de R-mddulos entonces existe un morfismo g : N — N’ en (A, I)-
Mod tal que ¢° es isomorfismo y (gf)' = 0.

Demostracion: Al igual que en las pruebas anteriores solo se mostraré la primera parte ya
que la otra es analoga. Primero demostraremos la siguiente afirmacioén, donde adoptamos la

notaciéon de [L.4.1]

Afirmacién: Dado i € [1,s], si f'(Wi™!) =0, entonces existe h = (h%, h!) : M’ — M en
(A, I)-Mod con h° isomorfismo y (fh)(W}) = 0.



Para demostrar la afirmaciéon tomemos una inversa derecha t° de % en R-Mod. Definamos
paraw € Wy a ht(w) = —t°f(w) € Homy(M', M), donde M’ denota el R-m6dulo subyacente
de M. Entonces h' € Homp_r(W1, Homy,(M', M)). Como (A, I) es una ditalgebra débil en-
trelazada de Roiter, M" admite una estructura de A/I-médulo tal que h = (1p7, ') : M — M
es un morfismo de (A, I)-moédulos. Como f1(W{™!) = 0, entonces A (W;™1) = 0.

Ahora si w € W¥, entonces por triangularidad tenemos

d(w) = E ajwibjwic; 4 d; vl 111]1- 24 U?’lvf.zej + v; 1m]v§’2,

J
donde a;,b;,¢c; € A, wj,w;» € Wf_l, dj,ej,mj €1y v;’t € V. Entonces
(fm)' (w) = f0h1<w>+f1<w>+Zajf1<wj>bjh1<w;>cj
+ Zd FH (o R ”) LR e + 1 ymght ().

Por tanto, (fh)!(w) = —f9° f1(w) + f1(w) = 0 y hemos probado la afirmacion.
Ahora aplicamos la afirmacién a f, para crear un morfismo hy, con (fh1)*(Wi) = 0. Luego
le aplicamos la afirmacion a fhy y conseguimos un morfismo hs tal que (fhihg)(W2) = 0.
Continuando de esta manera construimos un morfismo hs tal que (fhiha ---hs)(W7) = 0. Asi
el morfismo h := hihs - - - hs es el morfismo que buscamos. O

Corolario 1.4.8. Sea (A, I) una ditdlgebra débil entrelazada de Roiter y supongamos que
f:M — N esunmorfismo en (A, I)-Mod. Entonces f es un isomorfismo syss f° es biyectiva.

Demostracién: Es claro que si f es isomorfismo, entonces f° también lo es.

Mostraremos la otra implicacién. Supongamos que f° es isomorfismo. Por el lema anterior,
tenemos que existe un morfismo g = (¢°, g') : N — N’ en (A, I)-Mod donde (gf)! =0y ¢°
es un isomorfismo de R-moédulos. Ahora ¢°f° : M — N’ es un morfismo de A/I-moédulos,
porque gf = (¢°f°,0) es un morfismo de (A, I)-moédulos. Entonces, como ¢°f° es un isomor-
fismo de A/I-moédulos resulta que gf es un isomorfismo de (A, I)-modulos. Entonces, f es
una seccion en (A, I)-Mod. Similarmente se verifica que f es una retraccion en (A, I)-Mod. O

Lema 1.4.9. Sean g : M — N y f : N — L en (A,I)-Mod, donde (A,I) es una ditdl-
gebra débil entrelazada triangular. Con la notacion de AT, supongamos que f* (W) =0 ¢
gdWH=0ywe Wf“, entonces

(f! % g")(8(w)) = 0.

Demostraciéon: Por triangularidad, tenemos

_ o L1,1,2 | 21 22 31 32
w)—E ajwibjwic; + djv; v + ) v; ej—|-v mjv;,
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donde aj,bj,¢cj € A, wj,wg» c Wi, dj,ej,mj€ly v;’t € V. Entonces,

1,1 1,2 2,1 22 3,1 3,2
(fl*gl)(5(w)) = (fl*gl)(zajwjbng‘cj+djvj v v v ey 4 vy mGv; )

J
= ) aif (wi)big (wh)e; + dif (v gt (03?) + FLF gt (v )e;
i
W mygt (v3?).

Donde, por hipotesis Z]- ajfl(wj)bjgl(w})cj = 0y, ademas, como dj, e;, m; € I, tenemos
1,1 1,2 2,1 2,2 3,1 3,2 )
que ), djfl(vj )gl(vj )+ fl(vj )gl(vj e + fl(vj )mjgl(vj ) = 0. Como desedbamos [

Véase para revisar la nocién de categoria con idempotentes que se dividen.

Proposicion 1.4.10. Sea (A, I) una ditdlgebra débil entrelazada de Roiter, entonces los idem-
potentes se dividen en (A,I)-Mod. Esto es: para cualquier idempotente e € End(AJ)(M)
existen My, My € (A, I)-Mod y un isomorfismo h: My & My — M en (A, I)-Mod tal que

1, (1m O
heh—(o NE

Demostraciéon: Ya sabemos que los idempotentes en A/I-Mod se dividen, por lo que es
suficiente mostrar que existe un isomorfismo h : M’ — M en (A, I)-Mod, tal que el idempo-
tente h~leh satisface (h~teh)! = 0. Pues entonces el idempotente (h~teh)? de A/I-Mod se
divide y aplicamos el funtor L4 r).

Vamos a adoptar la notacion de

Afirmacioén: Dado i € [1, 5], si e} (W} ') = 0, entonces existe un isomorfismo h : M’ — M
en (A, I)-Mod tal que (h~teh)*(W}) = 0.

La afirmacién anterior nos permitird hacer la prueba de la Proposicion por inducciéon. El
proceso puede iniciarse ya que e*(W)) = 0.
Supongamos que el(Wf_l) = 0. Como e? = e, para cada w € W7 tenemos que e!(w) =
(€)(w) = ePe(w) + et (w)e? + (el xeb)(5(w)). Porm7 (el % el)(§(w)) = 0.

Por lo que e'(w) = e%e!(w) + e (w)e® y por tanto ee!(w) = elel(w) + ! (w)e’ y por
tanto ee!(w)e = 0.

Para w € W/ definimos h!(w) = e!(w)f, donde f° € Hompg(M, M) ser especificado mas
adelante.
Ciertamente h'(w) = 0 para w € W ™. También h' € Homp_r(W1, Homy, (M, M)).
Como (A, I) es de Roiter, entonces existe un A/I-moédulo M’, con R-médulo subyacente M
tal que h = (1p7,h') : M’ — M es un morfismo de (A, I)-Mod. Como (A, I) es de Roiter, h
resulta ser un isomorfismo en (A, I)-Mod.
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Consideremos g := h™! : M — M’ entonces ¢° = 1 y tenemos que 0 = (gh)'. Entonces,
para w € W}, tenemos que g'(w) = —h!(w), pues 0 = h'(w) + g'(w) + (¢! x A1) (5(w)). Por
1.4.9, tenemos que (g x h')(6(w)) = 0.

Asi, tenemos la siguiente cadena de igualdades para w € Wi:

(geh)'(w) = g°(eh)'(w) + g"(w)(eh)” + (g" * (eh)!)[6(w)]
= "hl(w) + el (w) — At (w)e® + (g* ("Rt + el + (e! x h1))(6(w))

Como en m, se tiene (g' % (e"h! +e! + (e! x h1))(6(w)) = 0. Entonces,

(geh) (w) = e’hl(w) + el (w) — Al (w)e°
= el (w) 0+ el (w) — ¢ (w) 100
Ot (w) fO + el (w) + el (w)e” — e (w) fOe’.

Como e'el(w)e? = 0, si elegimos f = 2e” — 1,7, obtenemos (geh)!(w) = 0. Esto prueba
nuestra afirmacion.

Ahora podemos aplicar la afirmacion al idempotente e, con ¢ = 0, para construir un isomor-
fismo hy : M1 — M tal que e1 := hf ehy satisface el(I/V1 ) =0. Luego aplicando la afirmacion
a e1, obtenemos un isomorfismo hs : My — Mj tal que eg := h2 e1ho satisface eQ(Wl) =0.
Continuamos hasta construir un isomorfismo hs : M; — M,_; tal que e; = h; lee 1hs
satisface el(W7) = 0. Tenemos el siguiente dlagrama conmutativo

hs hs— h
My —"5 Moy —=5% M, M, — M
N
MSHMS_l MS_Q M1 M
hs hs_1 h1
Con hq, ..., hs isomorfismos y es; idempotente con e; = 0. Tomando el isomorfismo h como
h = hihy - - - hs, tenemos e, = h~'eh como deseabamos. O

Teorema 1.4.11. Sea (A,I) una ditdlgebra débil entrelazada de Roiter con estratificacion
(R,W) tal que el R-R-bimddulo W1 es finitamente generado. Entonces, (A,I)-mod es una
categoria Krull-Schmidt y Hom-finita, ver 3.2l

Demostracién: Primero veamos que la categoria es Hom-finita, note que
Homy,1y(M,N) € Phomp_w (M, N) = Homg(M,N) x Homg_gr(W1, Homy(M, N)),

entonces note que Homp(M,N) C Homy(M,N) y este ultimo es de dimension finita, si
M y N lo son. Ahora recuerde que Wi es un R-R-bimddulo finitamente generado, o bien un
R®p R°P-modulo finitamente generado, por lo cual existe un epimorfismo (R®p RP)" — W7,
y entonces se tiene el monomorfismo

Hompgror (W1, Homy (M, N)) — Hompgprer ((R® RP)", Homy(M,N)) = Homy(M,N)".
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Concluimos que (A, I)-mod es Hom-finita.

Ahora dado que (A, I')-mod es una categoria Hom-finita, tendremos que End4 r)(M) es una
k-algebra de dimension finita, veremos que M es inescindible si y solo si End4 ry(M) es local.

Supongamos M inescindible, entonces A := End 4, I)(M ) tiene como tnicos idempotentes
a 0 y 1, recordemos que como (A, I)-mod es Hom-finita, entonces A es una k-algebra de
dimension finita. Asi, A/rad(A) es semisimple, entonces es producto de anillos de matrices
sobre anillos con divisién. Recordemos que los idempotentes se levantan moédulo el radical,
por lo cual, considerando e; el idempotente que en el lugar ¢ tiene a la identidad y en los
demas lugares 0, entonces existe e € A un idempotente tal que modulo el radical es e;. Pero
e=00e=1, por tanto A/rad(A) es un algebra de matrices con coeficientes en un anillo con
divisién, digamos

A/rad(A) = M, (D).

Como hicimos antes, consideremos Fq 1 la matriz que tiene 1 en el lugar 1,1 y 0 en el resto.

~

E1 1 es un idempotente que se levanta modulo el radical, y entonces resulta que A/rad(A) = D.

Ahora si g € A no esté en el radical, entonces g #* 0 en A/rad(A) y entonces g es invertible
en A/rad(A), por tanto existe f € A/rad(A) tal que fg =1y por tanto 1 — fg € rad(A), y
por tanto es nilpotente y entonces 1 — (1 — fg) = fg es invertible.

Por tanto existe h € A tal que hfg = 1, por tanto g tiene inverso izquierdo, de manera
anédloga se tiene que ¢ tiene inverso derecho. Por tanto concluimos que g es invertible. Como
los elementos de rad(A) son nilpotentes, no son isomorfismos.

Asi, el conjunto de los no isomorfismos de A son los elementos del radical de A, y A es local.
Concluimos entonces que (A, I')-mod es una categoria Krull-Schmidt.

O

1.5 La categoria exacta (A, I)-Mod

En lo que sigue mostraremos que si (A, I) es ditélgebra débil entrelazada de Roiter, la
categoria (A, I')-Mod admite una estructura exacta natural.

Lema 1.5.1. Sea (A, I) una ditdlgebra débil entrelazada de Roiter, supongamos que (f,g) es
un par de morfismos que pueden componerse en (A, I)-Mod, M i> E -2 N, tal que gf =0

0 0
y0— M f—> E 25 N =0 es una sucesion exacta que se divide en R-Mod. Entonces existe
un isomorfismo h: E' — E en (A, I)-Mod tal que (gh)! =0 y (h=1f)! = 0.

Demostraciéon: Vamos a probar primero el lema en el caso f! = 0. Tomando la notaciéon
en afirmamos lo siguiente.
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Afirmacion: Dado i € [1,s], si f! =0y g"(Wi™!) = 0, entonces existe un isomorfismo
h:E'" — Een (A, I)-Mod tal que (h=1f)! =0y (gh)L(W}) = 0.

Como la sucesion se divide entonces ¢ es una retraccion, por lo cual existe tV : N — E tal
que ¢°° = 1. Como (A, I) es de Roiter, existe h := (1g, h') : E' = E en (A, I)-Mod, donde
ht(w) = —t%!(w), donde E’ tiene el mismo R-mo6dulo subyacente E.

Primero hay que notar que, por m, (g' % t°g")(6(w)) = 0. Por tanto, (gh)!(W7) = 0, pues

(gh)(w) = —¢°t°g" (w) + g'(w) — (¢" xt°¢")(d(w)) = 0.

Finalmente, note que (¢f)! =0y f! = 0 implican que 0 = g'(w)f° para toda w € Wy. Por
lo tanto h!(w)f® = 0 para todo w € Wy. Como f° es de A/I-moédulos izquierdos, tenemos
(k' (awb) f2)[m] = (ah' (w)b)[f°[m]] = ah' (w)[bf*(m)] = a(h' (w) f*(bm)) = 0

Finalmente, si tomamos u := h™!, con u’ = 1g, y escribimos 6(w) = Zj vjv;, entonces
0 = (uh)!(w) = h'(w) + ' (w) + 32 u* (vj)h! (v}). Entonces,

(wf)H(w) = u'(w)f* = [~h' (w) — Zul(vj)hl(vé)]fo =

Por lo tanto (uf)! = 0, y hemos probado la afirmacion.

Para el caso general, procedemos como sigue. Como f es secciéon, podemos aplicar a
f vy se tiene un diagrama conmutativo en (A, I)-Mod de la forma:

Mfl o 91N

|

MT>E7>N

con hj un isomorfismo, f{ = 0y gi(W}) = 0. Si aplicamos la afirmacién al primer renglén,
obtenemos un diagrama conmutativo de la forma

M*>E2*>N

-]

M*>E1—>N

con hy isomorfismo, fi = 0y gi(W{!) = 0. Continuando de esta manera, llegamos a
construir un diagrama conmutativo de la forma

M fs ES gs N
|
M fs—1 ESil 1 N

con hy isomorfismo, f! =0y gs(W;) = 0. Si pegamos todos estos diagramas obtenemos el
resultado deseado. O
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Ver el Apéndice 2 para revisar la terminologia que empleamos a continuacién y algunas
propiedades de las estructuras exactas.

Lema 1. 5 2. Supongamos que (A, I) es una ditdlgebra débil entrelazada de Roiter, y sea

0
0—-M-—F —> N — 0 una sucesion exacta en A/I-Mod, entonces M "“—- (729 E (ﬂ) N es

un par exacto en (A, I)-Mod.

Demostracién: Sean f = (f°,0) y g = (¢°,0). Claramente gf = 0. Solo probaremos que
(f°,0) tiene la propiedad universal de nticleo de (g°,0). La verificacion de que (g%, 0) es
conticleo de (f°,0) es dual.

Vamos a tomar Z € (A,I)-Mod y t : Z — E un morfismo en (A, I)-Mod tal que gt = 0.
Por tanto, ¢t = 0 y ¢%'(v) = (gt)'(v) = 0 para todo v € V. Entonces tendremos que
existe un tnico h® € Homy(Z, M), con fOh% = t° y, para cada v € V, existe un tnico
ht(v) € Homy(Z, M), con fOht(v) = t'(v).

Veamos que h' : V. — Homy(Z, M) es morfismo de A/I — A/I-bimédulos. Como f° es
inyectiva, basta ver que fO[h!(ava’)] = f°(ah'(v)a’). En efecto,

Ol (ava)][m] = t'(avd

Finalmente, mostraremos que h = (h", h!) es un morfismo en (A, I)-Mod. Notemos que
Fah’(2)) = at®(2) = t°(az) +t'(6(a))[z] = fO[R°(az) + h'(6(a))[2]].

Claramente, (f°,0)h =t y la unicidad de h se sigue de la de k" y de cada h!(v). O

Vamos a definir una clase de pares de morfismos y después veremos que esta clase determina
una estructura exacta para (A, I)-Mod. Ver definiciéon m

Definiciéon 1.5.3. Supongamos que (A, I) es una ditdlgebra débil entrelazada de Roiter, con
estratificacion (R, W). Considere la clase € de pares de morfismos que pueden componerse

M L) E-L N y tales que existe un diagrama conmutativo en (A, I)-Mod:

M%E%N

S P

a0 (¢°,0) g W0 (v°,0) N

tal que 0 — M’ —> Jo N’ — 0 es exacta y se divide en R-Mod.

En lo que resta de la seccién veremos que £ es una estructura exacta, pero antes daremos
una descripcién simple de £.
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Lema 1.5.4. Sea (A, I) una ditdlgebra débil entrelazada de Roiter. Entonces € es una clase de
pares exactos en (A, I)-Mod cerrada bajo isomorfismos. Mas ain, si consideramos morfismos

ML E S Nen (A, I)-Mod, entonces:

0 0
(1) ML E SN esunaconﬂacio’nsyssgf:OyO%Mf—>EgHN—>O es exacta y
se divide en R-Mod.

(2) g: E— N es una deflacion syss ¢° : E — N es una retraccion en R-Mod.
(3) f: M — E es una inflacion syss f*: M — E es una seccion en R-Mod.

Demostraciéon: Vamos a probar (1) y, al mismo tiempo, mostraremos que £ es una clase
de pares exactos.

“=7"S81M i) E -%5 N es una conflacion, entonces existe un diagrama conmutativo en
(A, I)- Mod

M-t B9, N

o o |
(6°.0) %, @W°0)

M5 F 5N/

0 0
tal que ¢, s y r son isomorfismos y 0 — M’ LB Y5 N - 0 es exacta y se divide R-Mod.
Entonces, gf = 0 y tenemos el diagrama conmutativo con t°, s y r¥ isomorfismos

1o g°
M—F——N

tol J(so J(TO
¢° Y0

M ——FE —— N’
0 0
Lo cual implica que 0 — M f—) E 25 N — 0 es exacta en R-Mod y se divide.

“ <7 Por sabemos que existe un diagrama conmutativo en (A, I)-Mod

E-Y% N

l (wO’O) l

E' —= N’
tal que r,s son isomorfismos. Se sigue que 1° es un morfismo en A/I-Mod, por lo que

0
podemos considerar a ¢° : M’ — E’ su nicleo en A/I-Mod. Por [1.5.2 el par M’ @9

0
B Y N7 s exacto en (A, I)-Mod. Dado que gf = 0, sabemos que se induce un morfismo

t: M — M’ tal que conmuta

M-t B2 N

L £ o &
(¢°,0)

0
M/ E/ (d) 70) N/

En particular, tenemos el diagrama conmutativo
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1o g°

0 M E N 0
tOJ/ J(so J(TO
(0] 0
0 M- BN 0

Lo cual implica que t° es isomorfismo en R-Mod. Como (A, I) es de Roiter, t es isomorfismo

en (A, I)-Mod. Se sigue que M Iy B2 Nesun par exacto en (A, I')-Mod. Por la definicién
de &, se trata de una conflacion.

Vamos a probar solo 2, pues la prueba para 3 es dual.

Si g: E — N es deflacion, claramente conseguimos que g° es retraccion en R-Mod. Por
otro lado, si comenzamos con un morfismo g : E — N en (A, I)-Mod tal que ¢° es retraccion
en R-Mod, dado que (A, I) es de Roiter existe un cuadro conmutativo en (A, I)-Mod

E-Y% N

L o

g W0 (%°,0) NG

donde r, s son isomorfismos. Consideramos como antes a ¢, el niicleo de ¥° en A/I-Mod,
y construimos el diagrama conmutativo en (A, I)-Mod

%E%N

o Lun |

w0 ¥
donde f':= s71(¢",0), entonces (f’,g) es una conflacién y g es deflacion.

Proposicion 1.5.5. Si (A, I) es una ditdlgebra débil entrelazada de Roiter, entonces £ es
una estructura exacta en (A, I)-Mod.

Demostracion: Por el lema anterior, las propiedades (A1), (43) y (43') de[d.2.1]son claras,
por lo cual resta mostrar (A2).

Vamos a tomar d : Y — Z una deflacion y f : Z/ — Z. Consideremos el morfismo (f,d) :
Z'®Y — Z en (A, I)-Mod. Dado que d es una deflacion, se concluye que d° es una retraccion
y, por tanto, (f°,d°) también es una retraccién. Entonces (f,d) resulta ser una deflacion, y
su niicleo tiene la forma (d', —f')! : Y’ — Z’ @ Y. Es decir, tenemos la conflacion:

I g\t
Entonces, tenemos la sucesién exacta
) (0=, (f° )
0—Y Z'eY Z —0

en R-Mod. Se sigue que el siguiente cuadrado es un pullback en R-Mod:
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10
y' Lz

T

dO
Y — 7
Y dado que d° es retraccion en R-Mod, entonces d”° es una retraccion en R-Mod. Por
concluimos que d' es una deflacion en (A, I)-Mod. O

Observacion 1.5.6. Note que si (A, I) es una ditdlgebra débil entrelazada de Roiter, se tiene
que todo A/I-mddulo proyectivo es E-proyectivo en (A, I)-Mod. Mas ain, si (A,I) tiene es-
tratificacion semisimple, entonces todo €-proyectivo en (A, I)-Mod es isomorfo a un sumando
directo en (A, I)-Mod de algin A/I-mddulo proyectivo.

En efecto, si P € A/I-Mod es proyectivo, y consideramos cualquier conflacion Q — E — P
en &4 1), entonces, por sabemos que la conflacién anterior anterior es equivalente a una

(f070) / (9070) . ., fO / gO ..
de la forma Q — E' —= P. Y por ser P proyectivo, la sucesiéon Q — E’ = P se divide

en A/I-Mod, por lo cual también se divide la original. Hemos probado que P es E-proyectivo.
También se sigue de esto que (A, I)-Mod tiene suficientes E-proyectivos, ver m

Para la segunda parte, si tomamos un A/I-médulo M que es E-proyectivo, entonces po-
0 0
demos considerar una sucesion exacta en A/I-Mod 0 — K ANy AN Y 0, donde P es

0,0 0,0
un A/I-mo6dulo proyectivo. Por ser R semisimple, tendremos que K (fﬂ) P (g—>) M es una

conflaciéon en € y se divide, por lo cual M es sumando directo de P.

1.6 [El algebra derecha de (A, 1)

En esta seccion asumiremos que (A,I) es una ditalgebra débil entrelazada triangular
especial, en el siguiente sentido.

Definiciéon 1.6.1. Una ditdlgebra débil entrelazada triangular (A, I) serd llamada especial
si y sdlo si su estratificacion (S, Wy @ W1) cumple:

(i) S es un producto finito de copias del campo k.
(i1)) Wy y W1 tienen dimension finita.
(i1i) El dlgebra cociente A/I es de dimension finita.
Observacion 1.6.2. Supongamos que (A, I) es especial como en la definicion anterior.

Como observamos en [1.4.6, (A, I) es de Roiter. Escribimos S = @, ke;, donde 1 =), ¢;
es una descomposicion del 1 de S como una suma de idempotentes primitivos ortogonales.
Vamos a adoptar la notacion de triangularidad de W e I de y con R=S5.

Tendremos que T'=Ts(Wy @ W1), A=Ts(Wp) y V = A®s W1 ®g A.

ARs Wi ®s A
= A/ @5 Wi ®s A/, ver [3, 12.1],
IRsWi®s A+ AxRg Wi ®g 1 /1 ®s Wi ®s A/, ver | |

Denotamos por 7 = p®@ Idy, @ m: AQs W1 ®s A — A/ T @s W1 ®s A/l yp: A— AJL

Note que V =
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Definiciéon 1.6.3. Supongamos que (A, I) es una ditdlgebra débil entrelazada especial como
antes. Entonces, el dlgebra derecha de (A, I) es la k-dlgebra de dimension finita

[':= Endan(A/I).
Eziste un encage del dlgebra A/I en T' dado por la composicion
AJT — Bnd ) (A/T)® EAT,
entonces I' se vuelve naturalmente un A/I-bimddulo

El interés del algebra I' es que I'-mod contiene una subcategoria exacta que es equiva-
lente a (A, I)-mod, para (A, I) especial. Esto nos indica hasta que punto (A, I)-mod tiene
un comportamiento de subcategoria de moédulos sobre un algebra y, como veremos mas ade-
lante, podemos mostrar propiedades para (A, I)-mod deriviandolas de las correspondientes
propiedades de I'-mod.

Lema 1.6.4. Si (A, ) es una ditdlgebra débil entrelazada especial y T' es su dlgebra derecha,
entonces

F = Hom4 ) (A/I,—): (A, I)-mod— T'-mod

es un funtor fiel, pleno y exacto

Demostracién: Por el funtor Hom( 4 (A/I,—) : (A, I)-mod— I'-mod es exacto.

Supongamos que h € Homy ) (M, N) es tal que F(h) = 0. Entonces, para cada g €
Hom4 1) (A/I, M) se tiene que hg = 0.

Por lo tanto, h%g° = 0y hl(v)g® + K¢ (v) + (! x ¢})(6(v)) = 0, parav € V.

Dado mg € M, consideremos el morfismo de A/I-médulos ¢° : A/I — M, definido por
¢°(a) := amy. Por tanto, £(g°) = (¢°,0) € Homa,1)(A/I, M).

Y tenemos que h’g® = 0y hl(v)g® = 0 para cada v € V. Entonces, evaluando en 1 € A/I,
tendremos que h%(mg) = 0y h'(v)(mg) = 0, por tanto h = 0.

Veremos que el funtor F' es pleno.

Para esto notamos que F' : Hom(4 ) (A/I, A/I) — Homr(F(A/I), F(A/I)) es isomorfis-
mo.

Por aditividad de F', tenemos isomorfismos

F 2 Homan((A/1)", (A/1)™) = Homr (F[(A/1)"], F[(A/T)™]).
Consideramos sucesiones exactas en A/I-mod

0o K/ 2 M —0y0- K 5 A/nm 2 K o,
Como S es semisimple, al aplicar el funtor £, obtenemos conflaciones en (A, I')-mod
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K -5 A/D" 2 My Ky -2 (A/D)™ -5 K.

De alli, obtenemos sucesiones exactas en I'-mod al aplicar el funtor exacto F'

0 - F(K) "M Fra/nm 29 pou

0= F(K1) 2 Fra/nm™ 29 pi

Si definimos s = tq, obtenemos la sucesion exacta en I'-mod

F(s F(p
Fl(A/D™ 2 pramnm B9 rov
Entonces, hay un diagrama conmutativo con renglones exactos en I'-mod

Fla/nm™ 2 pra/nm 22 povy —— 0

b T

Fla/n™] 2 pra/ e mvy —— 0

donde s’ y p’ son los morfismos que corresponden a N. Por los isomorfismos anteriores
tenemos que fo = F(hs) y fi = F(h1), para hy € Hom(ap((A/I)™, (A/)™) y by €
Homa n((A/1)", (A/I)™).

Por tanto, tendremos las igualdades

F(S/hg) = F(Sl)fQ = le(S) = F(hls).

Como F es fiel, se tiene un diagrama conmutativo en (A, I)-mod

(A/T" = (/1 L M
Jhg lhl I K

, , ;P +

(A/ D)™ —— (A/I)* —— N,

donde tal h existe porque p'hitq = p’s’he = 0y, como ¢ es epimorfismo, p'hit = 0y, si
usamos que p es conicleo de t, obtenemos la h deseada.

Aplicando el funtor F', tendremos F'(h) = f. Concluimos que F' es un funtor pleno.

Lema 1.6.5. Para cualquier M € A/I-mod, existe una sucesion evacta de A/I-mddulos
izquierdos

0 — Hom 1 (A/1, M) 5 Homa ) (A/I, M) =+ Hom 1 (V, M) — 0,

donde el espacio Homa 1(A/I, M) es A/I-médulo izquierdo a través de A/I — End4 r)(A/I)?
y V. fue introducido en[1.6.3
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Demostracién: Note que cualquier morfismo f' € Homa_4(V, Homy(A/I, M)) determina
un morfismo f € HomA/I a1V, Homy(A/I, M)) tal que fﬂ = f1. Primero definamos Z,
donde Z((0, /)(v) = F)[1], para f = (%, f1) € Homqary(A/L, M) ¥ v € V. Veamos
que Z(f) es morfismo de A/I-mo6dulos izquierdos. Tomemos a € A/I y v € V., note que se
cumple

E(f)(av) = £ (@0)[1] = af (v)[1] = aZ()(w).

Por lo tanto, = esta bien definida. Recuerde ahora que

bf = b(f% f1) = (1, 0) - (f° f1) = (f°, f1) (b, 0),

donde pup, denota la multiplicacion por b a la derecha en A/I y - es el producto en T

Por lo que, para b € A/I, tenemos

jul

~h
S)
~
S—
—~
=
<
(=)
S—
~—
=

EbN] =

|

—~

[~
=~~~

—~

<

—_ ~— .

=

N

=

[y

—~
4

~—

0]

[1] I~ I~
o
<
=
E

—~
~
N~—

vb]
vl.

o m
b

Por lo que Z es un morfismo de A/I-mddulos izquierdos.

Supongamos ahora que f € Hom 4 1)(A/I, M) es tal que Z(f) = 0, por lo tanto f (v)[1] =
0, para todo v € V. Por tanto il (v)[b] = f*(vb)[1] = 0 para todo b € A/I, por lo que f1 =0,
esto nos dice que f € Im(L), por tanto Im(L) = ker(Z).

Veamos que = es suprayectivo.

Sea g € Homy, 1(V, M) y consideremos su imagen gl bajo el isomorfismo canénico

Hom /1 (V,M) = Homy; (V@ A/I,M) = Homr_a/1(V, Homy(A/I, M)).

Por tanto g' : V. — Homy(A/I, M) es un morfismo de A/I-bimédulos que satisface
g'(v)[b] = g(vb), para v € V y b € A/I. Consideramos el morfismo composicion g' := g'r €
Homa_4(V,Homy(A/I, M)). Fijemos cualquier mg € M y definamos, para cada a € A/I,

9°(a) := amg — g (8(a))[1].

Por tanto g° € Homy(A/I, M), mas atn (¢°, g*) € Hom4,1)(A/I, M). En efecto, tomemos
ac€A/lybe A

bg’(a) = bamg — bg'(6(a))[1]
(a))[1]

I
S
IS
S
o
|
—_
—~

bamg + g* (5(b)a — 6(ba))[1]
)[1] + 9" (6(0))la]
)lal.

bamg — g*(6(ba
= ¢°(ba) + " (5(b
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Por tanto, = es sobreyectiva.

El siguiente lema implica que el A/I-médulo derecho T' es plano. En efecto, el funtor
I' ®4/r — es exacto debido a que I' ®4/; — = Homy)(A/I,—)L y sabemos que L y
Homy 1(A/I,—) son exactos. Recuerde que £ es exacto por m pues S es semisimple.

Lema 1.6.6. Para M € A/I-mod, la funcion on : T @41 M — Hom g 1) (A/I, M) dada
por o(f @ m) := fm = (fi, fn), donde f(a) = fo(a)m y fr,(v)la] = f1(v)[alm, define un

isomorfismo natural.
oy U@ M — Homan(A/I, L(M)).
Demostraciéon: Vamos a demostrar esta afirmaciéon por pasos.
Paso 1: o), es funcién bien definida.

Sean f € T',m € M, claramente fO, € Homy(A/I, M). Veamos que
fr e Homa_a(V, Homy(A/I, M)).

Sean b,c € Ay v € V. Tenemos

fm(bvc)la] = f!(bve)[a]
= (bf'(w)e)l
= bf!(v)[calm
= b(fm(v)lca]) = (0f(v)c)lal.

Vamos a mostrar que f,, € Hom r)(A/I, M). En efecto,

m

alm

afp(b) = af*(bym = fO(abym + f1(5(a))[blm = fp,(ab) + fr,(6(a))[b]-
Veamos ahora que oy es inducida por una funcion A/I-balanceada.
Vamos a recordar que si f € I', entonces se tiene que para cada b € A/I, fo = (p,0)(f, f1),
donde pY) : A/I — A/I esta dada por pj(a) = ab.
Sea gy : I'x M — Homg 1) (A/I, M) tal que g, (f,m) := fin.

Por tanto, o, (fb,m) = (hS,,hl,), donde hd,(a) = (p)f°)(a)m = fO(a)bm = f2 (a) y
h(v)(a) = (ppf*(v))(@)m = f1(v)(a)bm = fy,,(v)(a).

Por tanto o)/ es inducida por o,,, la cual es A/I-balanceada.
Paso 2: o) es morfismo de I'-médulos.
Sean e, f € I', se tiene

con(f @m) = on(f@m)oe= (fo, fm)(e e
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mlef@m) = ou(foe®m)=((foe)m, (foe)n)

Note que la parte cero es igual para ver que pasa con la parte 1, tenemos que evaluar en
v € V y suponer que §(v) = >, vivZ. Se tiene

7,'LZ

(fme)'(v)(@) = fr(v)e’(a) + fire (0)(@) + D f(vi (a)

(f o e)m(v)(a) = f1(v)(e(a))m + fO(e! m+2f (a))m.
Paso 3: o)/ es natural.

Sea f: M — N en A/I-mod, veamos que conmuta el siguiente cuadro
T®ay M =5 Homyp)(A/I, M)
ll®f ‘(f,O)*
I'®a N - Homan(A/I,N)

Para cada generador béasico de la forma v ® m de I' ® M, se tiene

(fv 0)*UM(7®m) = <f70) O Tm-

Por otro lado,

on(1® f)(y®m) =on(y® f(m)) = Yfm)-
Por tanto, tendremos
Wy (@) = 1°(@) F(m) = F(1°(a)m) = (F1%,)(a).
Por otro lado, tendremos

Vi ©lal =71 (V)[alf(m) = f(v' (v)la]m) = fr,(v)la].

Paso 4: o)/ es un isomorfismo.
e Para el moédulo A/I, op; es el isomorfismo dado por la multiplicacion.

Sea 7 : I'®4/r A/I — T el isomorfismo dado por el producto f ® b + fb. Veamos que
oa/=m. Sean b€ A/l y f €T,y veamos que o4,;(f ®b) = fb, es decir que

(f, 1) = (), 0)(f°, £1).

Para ver que f{ = p)f°, tomemos a € A/I y veamos que p)f%a) = fO(a)b = f2(a). Si
v € V, veamos que f} (v ) = p) f1(v). En efecto, sia € A/I, obtenemos fi(v)a] = f1(v)[alb =
pof(v)]al.

e Por aditividad de I' ® — y Hom 1)(A/I,L(~)), o(a/r)» s un isomorfismo.
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Para cada modulo M € (A, I)-mod, podemos considerar una resolucion libre en A/I-mod

(A/D)™ — (A/)" - M — 0.
Aplicamos los funtores exactos I' ® 4y — v Hom4,1)(A/I,L(—)) y tenemos el siguiente

diagrama conmutativo en I'-mod

F@a (A/ )" ————T @y (A))' —————— T @y M ——0

U(A/I)mJ/ J{U(A/I)" J{C’M

Hom (A1, (A/I)") —— Hom 1 (A/I, (A/I)") —— Hom 1 (A/I, M) ——0

Por tanto tendremos que o es un isomorfismo.

Lema 1.6.7. El funtor T := I' ® 4,1 — : A/I-mod— T'-mod admite como adjunto dere-
cho el funtor restriccion S : T'-mod— A/I-mod. Considere el isomorfismo de adjuncion
¢ : Homp(T(M),N) — Homu,(M,S(N)) y su unidad «, que es la transformacion na-
tural & : 14/1_moq — ST definida, para M € A/I-mod, por an = ((Irp) : M — STM.
Entonces, para cada M € A/I-mod, tenemos el cuadro conmutativo

M o L@y M

HomA/I(A/I,M) T)Hom(AJ)(A/I,M)

donde Vs es el isomorfismo candnico. En particular, se tendrd que apy es monomorfismo.

Demostracién: Para M € A/I-mod y N € TI'-mod, tenemos la funciéon de adjunciéon
¢: Homp(T(M),N) — Homy,;(M,S(N)), que envia h +— ((h), tal que ((h)(m) := h(1@m),
cuya inversa es ¢’ : Homg/1(M,S(N)) — Homp(T(M), N), que envia g — p(lr ® g), donde
p:I'®4/r N = N es el morfismo producto.

En efecto, dados a € A/T y m € M, tendremos que

C(h)[am] = h(1 ® am) = h(a @ m) = ah(1 @ m) = a{(h)[m].

Considerando f € I' tenemos que
p(L @ C(h)[f @ m] =p(f @ h(1@m)) = fA(1 @ m) = h(f @m).
Por tanto p(1® ((h)) = h y (!¢ = id. Mas atn,

C(p(1®@g))m] =p(l®g)(1®m)=p(l®g(m)) = g(m).

Por lo tanto, {(p(1 ® g)) = g y se cumple que '¢ = id.
Consideremos f : M — M’ en A/I-mod y veamos que el siguiente cuadro conmuta
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Homp(T @47 M, N) —— Hom,;(M, S(N))

(1®f)ﬁ Tf*

Homp(I'®4/r M', N) fHomA/](M’,S(N))

En efecto, dado h € Homr(I' ® 4,1 M', N), tendremos
A& f)*(h)[m] = C(h(1® f))[m] = h(1® f)(1®m) = h(1® f(m)) = ¢(h)f(m) = f*¢(h)[m].

Si tomamos t : N — N’ en I'-mod, tendremos el diagrama conmutativo

Homp(T ® /1 M, N) —— Hom (M, S(N))
t*l JS(t)*

Homp(T' ®4/1 M, N') C—>HomA/I(M, S(N"))

pues
S®)«(C(N))(m) = SO @m]) = tf(1©m) = ((tf)(m).

Finalmente, note que apr(m) =1 ® m, para m € M. Sea 6 := opraps. Entonces,
O(m) = oprans(m) = op(1 @m) = (6(m)°,0(m)h),

donde 6(m)°[a] = am y O(m)'(v)[a] = id*(v)[a)m = 0. Entonces, oprap(m) = 0(m) =
(Tar(m),0) = LT pr(m). O

Corolario 1.6.8. Para cada M € A/I-mod, la siguiente sucesion es exacta en A/I-mod

0— M 2% T @, M- Homy(V, M) =0,
donde 0 := Zo )y, ver[1.6.5] [1.6.6] y[L6.1

Demostracion: Para M € A/I-mod, se tiene el siguiente diagrama conmutativo

0 — M _om, T ®a/ M s Homy(V,M) — 0
Vs oM H
0 — Homa(A/JI,M) —55  Homupn(A/I,M) =5 Homy;(V,M) — 0

donde el segundo renglon es exacto por Como Yy vy oy son isomorfismos, el primer
renglon también es exacto. O

Definicién 1.6.9. Un A/I-bimddulo U es llamado proyectivizante si y sélo si U Qa1 X
es proyectivo para todo X € A/I-mod yY ®a/1 U es proyectivo para todo Y € mod — A/I.

Lema 1.6.10. Con nuestra notacion fija, el S-S-bimédulo Wy introducido en[1.6.2 es libre-
mente generado por un conjunto By. Por tanto, el A/I-bimddulo V es proyectivizante.
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Demostracién: Dado que S es un producto finito de campos y Wi es de dimensiéon fi-
nita, existe un k-base dirigida B; de Wi, es decir, tal que cada w € B; satisface que
W € ey(w)Wiey(w), para ciertos idempotentes €;(y), €s(w), ¥ un isomorfismo de S-S-bimédulos
W, = @wel& Set(w) R 6s(w)5.

Entonces, tenemos

V 2 A/TesW, s A/I
>~ P A/I®s Seyw) Ok esw)S @5 A/I
weBy
= P (A/Deyw) @k sy (A/T).
weB;

Note que, dada una familia {P;}* ; de A/I-mo6dulos proyectivos izquierdos y una familia
{Q;i}", de A/I-médulos proyectivos derechos, entonces el A/I-bimédulo U := P | P; @ Q;
es proyectivizante. En efecto, si X € A/I-mod, el k-espacio vectorial Z; := Q; ® 4,7 X tiene
dimension

Entonces, tenemos el isomorfismo de A/I-moédulos izquierdos
U@y X = @Pz R Li = @dipi
i i

yV ®a,1r X es proyectivo en A/I-mod. U

Lema 1.6.11. Si V es un A/I-mddulo proyectivizante, entonces HomA/I(V, M) es un AJI-
mddulo inyectivo, para todo M € A/I-mod.

Demostracién: Tomemos una sucesion exacta 0 — E; — FEo — F3 — 0, como V es
proyectivo como A/I-moédulo derecho, entonces tenemos la sucesion exacta

0> V@Bl —=V®aE—V &y Es—0,

donde cada término es proyectivo y, por tanto, la sucesion se divide. Aplicando el funtor
Hom 4/1(—, M) obtenemos la sucesion exacta

0— Homa(V&ayp B3, M) = Homa (V@41 Bz, M) = Hom (V@41 Er, M) — 0,

la cual es isomorfa a la sucesion

0 — Homu,(E3,Hom ;1 (V,M)) = Hom,(E2, Hom 41 (V,M)) = Hom s, (E1, Hom 1 (V, M)) = 0,

por medio de isomorfismos de adjuncion tensor-Hom. Por tanto, Hom 41 (—, Hom 4, 1(V, M))
es un funtor exacto. (]

Corolario 1.6.12. El A/I-mddulo derecho T' es proyectivo.
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Demostraciéon: Tenemos la sucesion exacta en A/I-mod de
0 — Hom 1 (A/T, AJT) <5 Homa ) (A/I, A/T) =5 Hom 1 (V, A/T) — 0.
Dicha sucesion determina la sucesion exacta de k-espacios vectoriales
0 — A/T 5T =5 Homy(V, A/T) — 0,

donde s es el morfismo inclusion, la cual es una sucesion exacta de A/I-moédulos derechos.
Entonces, dado que V es proyectivo finitamente generado como A/I-médulo izquierdo, en-
tonces Hom 4,(V, A/I) es proyectivo como A/I-médulo derecho y, entonces, la sucesion se

divide y T" es proyectivo como A/I-mo6dulo derecho.
O

Proposicion 1.6.13. Considere el funtor T := I'® 41 — : A/I-mod— I'-mod. Entonces, toda
extension e : 0 — TM — E — TN — 0 en I'-mod es equivalente a la extension Te' obtenida
por aplicar T a una extension

":0—-+M-—=E"-N-=0
en A/I-mod.

Demostraciéon: Primero recordemos que tenemos S : I'-mod— A/I-mod como en [1.6.7]
Apliquemos S a la extension e, para obtener la extension

Se:0— STM — SE — STN — 0.

Consideramos la extension (Se)ayn que llamaremos €’. Asi, conmuta el diagrama

e : 0——STM E N 0
|
Se : 0——STM —— SE— STN —— 0.

Por [1.6.8] |1.6.10| y [1.6.11} I := coker(an) = Homy,;(V, M) es inyectivo, entonces el
morfismo 6 : STM — I se levanta a un morfismo E’ — I, con niicleo E”. Entonces tendremos
el siguiente diagrama conmutativo

0 0 0

e 0 M E" N
e : 0——STM E' N 0
0O——[——T——-0—0

0 0 0
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con los ultimos dos renglones y sus tres columnas exactas. Entonces, por el lema de la
serpiente, se tiene la siguiente extensiéon

e":0—-M-—FE"—- N—=O0.

Por tanto, tendremos morfismos de extensiones ¢’ — ¢/ — Se. Aplicando el funtor exacto
T, obtenemos un morfismo de extensiones Te¢” — Te' — T'Se. Mas atin, la counidad de la
adjuncion 8 : TS — 1p_0q determina un morfismo de extensiones

TSe : 0——TSTM TSE TSTN ——0
JBTM lﬁE lﬁTN
e: 0 TM E TN 0.

Considere la composicion de los morfismos de extensiones T'e” — Te¢’ — T'Se — e, el cual nos
da el diagrama conmutativo

Te": 0 TM TE" TN 0
e: 0 TM E TN 0.

donde los morfismos verticales son igualdades, debido a las relaciones que existen entre las
unidades y counidades asociadas a un par de funtores adjuntos. Entonces obtenemos lo de-
seado. O

Proposicion 1.6.14. Dada una ditdlgebra débil entrelazada especial (A, 1), tenemos:
o El funtor F' = Hom4 1)(A/I, =) : (A, I)-mod— T'-mod es un funtor fiel, pleno y exacto.

e Bl A/I-mddulo derecho T' determina un funtor exacto
L'®a/r —:+ A/I-mod— T'-mod.

y tenemos I' ®@ 41 — = Hom 4 1)(A/1, L(—)).

e FEl funtor F se restringe a una equivalencia de categorias F : (A, I)-mod— I, donde T
es la subcategoria plena de T'-mod de mddulos inducidos desde AJ/I-mod, esto es por la
clase de I'-mddulos isomorfos a I' @41 N, para alguna N € A/I-mod.

Mas aun, la subcategoria I de I'-mod es cerrada bajo extenstones.

Demostracion: El primer punto se tiene por [I.6.4] El segundo se sigue de [I.6.6] El tercero
se sigue de [1.6.4] [1.6.6] y [1.6.13] U
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1.7 Sucesiones que casi se dividen

En esta seccion veremos que, si (A, I) es especial, la categoria (A, I)-mod tiene sucesiones
que casi se dividen. Estos objetos tienen sentido en categorias exactas (C,E) mas generales
que (A, I)-mod. Con el fin de destacar la generalidad de algunas de las afirmaciones trabaja-
remos al principio bajo la hipotesis de que (C, £) es Krull-Schmidt y Hom-finita, como hemos
supuesto en el Apéndice 1. Hemos visto que ((A, I) — mod, £) es un ejemplo de ésto, cuando
(A, I) es una ditalgebra débil entrelazada de Roiter con estratificacion (R, W) tal que W es
finitamente generado como en [I.4.11]

Definicion 1.7.1. Un morfismo g: E — N en C casi se divide a derecha si y sdlo si este
no es retraccion y para todo t : Z — N que no es retraccion, existet’ : Z — E tal que conmuta

A
v
t
v
¥

ET>N

~+

Un morfismo f: M — E en C cast se divide a izquierda st y sdlo si este no es seccion
y para todo t : M — Z que no es seccion, existe t' : E — Z tal que conmuta

A

N
N
AN
AN

MT>E

~+

Lema 1.7.2. La existencia de un morfismo que casi se divide a derecha g : E — N en C
implica que N es un objeto inescindible. Dualmente, si f : M — E casi se divide a izquierda,
M es inescindible.

Demostraciéon: Supongamos que g : £ — N casi se divide a derecha Vamos a mostrar que
el ideal gHom¢ (N, E) es el tnico ideal propio maximal derecho de End¢(N).

Primero mostremos que es un ideal derecho.
Claramente gHom¢(N, E) es un grupo abeliano. Basta mostrar que dado t : N — N,
gHome(N, E)t C gHome(N, E), lo que es claro.

Para ver que el ideal es propio, hay que notar que el 1 : N — N no esta en gHome (N, E)
porque g no es retracciéon. Finalmente, para la maximalidad, tomemos la siguiente situacién

gHom¢ (N, E) C J C Ende(N),

donde J es un ideal propio de End¢(N). Entonces, existe f no retracciéon en J, pero eso
implica que f € gHom¢(N, E). O

Definicién 1.7.3. La categoria exacta (C,E) tiene morfismos casi se dividen a derecha
sty solo si para todo inescindible N en C, existe un morfismo casi se divide a derecha
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g:E— NenC.

(C,&) tiene morfismos casi se dividen a izquierda si y sdlo si para todo inescindible
M en C existe un morfismo casi se divide a izquierda f: M — E en C.

Un morfismo h: M — N en C es llamado minimal derecho si y sdlo si la existencia de
cualquier factorizacion h = ht implica que t es un isomorfismo.

Un morfismo h : M — N en C es llamado minimal izquierdo si y sdlo si la existencia
de cualquier factorizacion h = th implica que t es un isomorfismo.

Diremos que un morfismo g : E — N es minimal casi se divide a derecha si el morfismo es
un morfismo minimal derecho y casi se divide a derecha.

Note que si g : E — N y g : E' — N son minimales casi se divide a derecha, entonces
existe un isomorfismo s : E — E' tal que g's = g.

Proposicion 1.7.4. Si N es un objeto en la categoria exacta (C,E), en el cual un morfismo
casi se divide a derecha termina, entonces existe un morfismo minimal casi se divide a derecha
g:E— N.

Demostracion: Se sigue de [3.3.34] U

Lema 1.7.5. Supongamos que g : E — N es un morfismo casi se divide a derecha y g1 :
Ey — N es un morfismo minimal casi se divide a derecha en (C,E), entonces hay un cuadro
conmutativo:

E—% 4N

o

Ey & Fy——
Demostraciéon: En efecto, pues como g es casi se divide a derecha, g no es retraccion vy,
analogamente, como g; es minimal casi se divide a derecha, entonces no es retracciéon. Por lo
cual existen morfismos v y r tales que los siguientes diagramas conmutan

E E;
% b
v lg e lgl
/7 /
B -2 N E—%4N.

De donde se tendra que rv € End(E)) y satisface g17v = g1. Entonces, rv es un isomorfismo.
Asi, existe ¢ € End(E) tal que rvg = 1g,. Consideremos entonces i = v¢. Note que se tiene
la situacion

by —i>EL>E1 como enm
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Por lo tanto, como los idempotentes se dividen en nuestra categoria, se tiene que existen
morfismos Z —— E 2+ Z tales que (r,p)t : E — E; & Z es isomorfismo con inversa (i, ) :
FE1 & Z — E y conmuta el siguiente diagrama

E—" S F

)]

Fi®oZ——F;
0

(1
Por lo que, completando el cuadrado, tenemos
E— B 25N
ol
P g1
EFLoZ—FE  —— N

(1 0)

como desedbamos. O

Lema 1.7.6. Supongamos que M i> E 25 N es una conflacion, con M inescindible y g es
casi se divide a derecha, entonces g es minimal casi se divide a derecha.

Demostracion: Elegimos un morfismo minimo casi se divide a derecha que termina en N,
digamos g; : E4 — N. Por podemos hacer esto.

Por se tiene el diagrama conmutativo siguiente con renglones conflaciones

E

M1 N
M—— B @7 —N
(91,0)

donde (r,p)! es isomorfismo y ¢ = (rf, pf)t. Al componer (0,1)! : Z — E; & Z con (gi,0),
nos da el morfismo 0. Como ¢ es el nicleo de (g1,0), existe un morfismo A tal que conmuta

(Tf pf)E1 o7

VA

Entonces, pfh = 1. Por tenemos un cuadro conmutativo de la forma

M—>Z

%
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con 6 isomorfismo. Como M es inescindible, si Z # 0, tenemos C = 0 y pf isomorfismo. En-
tonces, f es seccidon y la conflacion original se divide. Asi, g es retraccion, lo cual contradice
la hipoétesis. Entonces Z = 0 y g es minimal. O

Lema 1.7.7. Supongamos que g : E — N es un morfismo en (C,E). Entonces g es casi se
divide a derecha si y sdlo si g no es retraccion y para cualquier no isomorfismo h : Z — N
con Z inescindible, existe h' : Z — E tal que gh’ = h.

Demostraciéon: “=" Como g es casi se divide a derecha, entonces g no es retracciéon. Vea-
mos que cualquier no isomorfismo h : Z — N entre inescindibles se factoriza por g. Basta ver
que h no es retraccion.

Si h fuera retraccion, por [3.1.2} tendriamos un cuadro conmutativo

z—h N

|

!

como Z es inescindible, Z’ = 0 y h es isomorfismo, lo cual es una contradiccion.

“<” Sea h : Z — N un morfismo que no es retracciéon. Supongamos también que
Z = @} Z; se descompone en sus sumandos inescindibles.
Entonces, si consideramos a o; : Z; — Z como las inclusiones y a w; : Z — Z; como las proyec-
ciones, tendremos no isomorfismos ho; : Z; — N, por lo cual para cada i existe g; : Z; — E
tal que gg; = ho; . Definamos t := (91,92, - ,9n) : Z — E. Se tiene que gt = h, como
deseabamos. O

. . uy
Lema 1.7.8. Si f : M — E es un morfismo en la categoria C y M = ©;M; — M; son las
proyecciones canonicas en los sumandos inescindibles de M, entonces f es seccion si y sdlo
st cada ; se factoriza a través de f.

Demostracion: “=" Si f es seccién, entonces existe t : E — M tal que tf = 1p;. Para
cada 1, consideremos el morfismo r; := m;t : £ — M; que satisface r; f = ;. Concluimos que

m; se factoriza por f como desedbamos.

“<" Si cada m; se factoriza por f, entonces existe r; : E — M; tal que r; f = ;. Por tanto,
t:=>,0ir; : E— M yestal que tf = 1. O

Lema 1.7.9. Supongamos que M L E 25 N es una conflacion en (C,E), donde g es
minimal casi se divide a derecha, entonces M es inescindible.
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Demostracién: Con la notacion de elijamos 7 tal que 7; no se factoriza a través de
f. Tomemos el siguiente diagrama conmutativo de pushout:

M-t g %N

!/ g/

ML E LN

La conflacion del renglén inferior no se divide, ver|4.3.12, Como g = ¢'t y g es casi se divide
a derecha, entonces ¢’ es casi se divide a derecha. Por tendremos que ¢’ es minimal casi
se divide a derecha.

Por tanto, t es un isomorfismo y las conflaciones son isomorfas.

Teorema 1.7.10. Supongamos que £ : M L E %5 N es una conflacion en (C,E), entonces
las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) f casi se divide a izquierda y g casi se divide a derecha.
(2) f es minimal casi se divide a izquierda.

(3) g es minimal casi se divide a derecha.

(4) M es inescindible y g casi se divide a derecha.

(5) N es inescindible y f casi se divide a izquierda.

Demostraciéon: Recordemos que por [I.7.7] sabemos que g casi se divide a derecha si y s6lo
si € no se divide, pero al obtener el pullback, la conflacion £r se divide para todo inescindible
X y para cualquier no isomorfismo r : X — N.

Dualmente, f casi se divide a izquierda si y sélo si € no se divide, pero al obtener el pushout,
la conflacién 7€ se divide para todo inescindible X y para cualquier no isomorfismo r : M — X.

(3) = (2) Supongamos que g es minimal casi se divide a derecha. Por M es inescindi-
ble. Sean X € C inescindible y r : M — X un no isomorfismo. Queremos ver que r¢ se divide.
Supongamos que al obtener el pushout la conflacién resultante ¢ no se divide. Entonces,
existen t y s tales que el siguiente diagrama es conmutativo:

I ;g

ré . X EF——— N
! g

£ M——F——N
I , 9

r X——F —>N



tal s existe debido a que ¢’ no es retraccion y g casi se divide a derecha y t es el morfismo
inducido a los ntcleos.

Por lo cual, las conflaciones (rt)r{ y r€ son equivalentes y, como r es un no isomorfismo, se
tiene que rt es un no isomorfismo. Por lo tanto, rt es nilpotente en el algebra local End¢(X).
Por lo que r¢ se divide, lo cual es una contradiccién.

Hemos demostrado que f casi se divide a izquierda. Ademés, como N es inescindible, por
el dual de f es minimal casi se divide a izquierda. Por lo que hemos demostrado (3)
implica (2).

De manera dual se prueba que (2) = (3) .

(3) = (4) Por tenemos que M es inescindible y, por ser g minimal casi se divide a
derecha, g casi se divide a derecha como desedbamos.

(4) = (3) Se sigue de[1.7.6]

De manera dual tendremos que 5 es equivalente a 2.
Por se tiene (1) = (5). Ademas, (2) y (3) claramente implican (1). O

Definicién 1.7.11. Una conflacion M Ty B4 Nen (C,E&) es una conflacion que casi se divide
st y sélo si satisface cualquiera de las condiciones de 710

Proposicion 1.7.12. Supongamos que M Jop 2N y M’ LB LN son conflacio-
nes que casi se dividen en (C,E). Entonces M = M’ si y solo si N = N'.

Mas ain, la existencia de cualquiera de los isomorfismos es equivalente a la existencia de
un cuadrado conmutativo

M-t g9 ,N

Lk

ML g TN

Demostracion: Solo vamos a probar que si M = M’ entonces N = N’, ya que la prueba
de la otra parte es dual. Note que se tiene el siguiente diagrama

M-t .F

|,

M —— FE'

donde ¢ es el isomorfismo que se tiene por hipotesis, note que f’¢ no es seccion, porque de
ser seccion f’ lo seria y eso no es posible. Por lo cual, existe un morfismo hq : E — E’ tal que
conmuta el cuadro

M- .F

|
4{ I hy
’ NE

M ——— FE'
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Como ¢ es un isomorfismo, existe su inversa ¢~ y de manera analoga se tiene que f¢—*
tampoco es seccién, por lo cual existe ho que hace conmutar el diagrama

M— B

¢
Td)l h2 ‘
!
/
M —— F'
veamos que hi y ho son isomorfismos. En efecto, tenemos

hohif = haf'é = f6'6 = f y hihaf' = hifo~ = floo = f,

donde f y f’ son minimales casi se dividen a izquierda. Asi, son isomorfismos hahy y hihs.
Por tanto, se tiene el diagrama

M-t B9 ,N

M/ El 9 N/

donde ¢ y hy son isomorfismos. Por lo tanto, se induce un isomorfismo de N a N’. O

Teorema 1.7.13. Sea (A, I) una ditdlgebra débil entrelazada especial. Entonces, cada objeto
inescindible N € (A, I)-mod admite morfismos minimales casi se dividen a derecha g : E — N
y morfismos minimales casi se dividen a izquierda f : N — G. Mds ain, para cualquier N
inescindible que no sea E-proyectivo, existe una conflacion que casi se divide

d
M- E-% N
y, para cada M inescindible que no sea £-inyectivo, existe una conflacion que casi se divide
s d
M — E — N.

Demostraciéon: Primero probemos que cada objeto inescindible N € (A, I)-mod admite un
morfismo casi se divide a derecha g : E — N. Por el funtor I := Hom4 ) (A/I,—) :
(A, I)-mod— I'-mod es fiel y pleno y podemos identificar el T-médulo F'(M) con I' ® 4,7 M
para cada M € (A, I)-mod.

Tenemos que I' es una k-algebra de dimension finita y sabemos que, para algebras de artin,
su categoria de mdédulos tiene sucesiones que casi se dividen.

Por ser N inescindible en (A, I)-mod. Entonces el anillo End(4 1(N) = Endr(F(N)) es
local y por tanto F/(IN) es un inescindible en I'-mod.

Por tanto el I'-moédulo inescindible F(N) admite un morfismo casi se divide a derecha
d:E — F(N) en I''mod.

Recordemos que
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F: (A I)mod— T

es una equivalencia de categorias. Tenemos que F(F) =T'® E LN E, donde p es el produc-
to, es decir p(y ® €) = v - e, es la aproximacion derecha de E, en el sentido que para cada
t:I'®q/r M — E en I''mod, existe un morfismo s : I' @,/ M — T'® 4,7 E tal que ps = t¢.

Conseguimos asi el morfismo dp : F(E) — F(N). Por ser F' pleno, tendremos que existe
g:E — N en (A, I)-mod tal que F(g) = dp.

Afirmacion: g es un morfismo casi se divide a derecha.

Primero note que g no es retraccion, pues en caso contrario tendriamos que F'(g) = dp seria
retraccion, lo cual implica que d es retraccion y eso es imposible.

Ahora tomemos h : Z — N un morfismo en (A, I)-mod no retraccion, entonces F'(h) :
F(Z) — F(N) no es retraccion. Por ser d morfismo casi se divide a derecha, tenemos que
existe t : F(Z) — E tal que dt = F'(h) y, por ser p una aproximacion derecha de E, tendremos
que existe t' : F(Z) — F(F) tal que pt’ = . Finalmente, por ser F una fiel y pleno, se tiene
que existe t : Z — E tal que F(t) =t' y ademas gt = h.

Por existe ¢’ : B/ — N morfismo minimal casi se divide a derecha.
Si N no es E-proyectivo, entonces existe una deflacion d’ : L — N no trivial con L £-proyectivo
en (A, I)-mod, entonces tendremos que d’ se factoriza por ¢’ y por tanto ¢’ es una deflacion.

Por tanto existe una conflaciéon M L> E-2yNené€ y, por |1.7.10} la sucesién es casi se
divide.

La segunda parte se hace de manera analoga usando la dualidad descrita en O

Proposicion 1.7.14. Sea (A, I) una ditdlgebra débil entrelazada especial. Supongamos que
N € (A, I)-mod es inescindible no €-proyectivo y sea S(N,M) el conjunto de las clases de
equivalencia de las conflaciones que casi se dividen y la conflacion trivial en Ext 4 r) (N, M).
Entonces, S(N, M) es el soclo de Ext( 4 1y(N, M) como End( 4 ) (N)-mddulo derecho y tam-
bién de Ext(y (N, M) como End4 ry(M)-médulo izquierdo.

Los dos soclos son simples y generados por cualquier conflacion que casi se divide fija M —
E-% N

. d . . .. .
Demostraciéon: Vamos a tomar & : M —— E —=+ N una conflacion que casi se divide fija.

Ahora si tomamos & : M — E’ @ N una conflacion que no se divide, entonces tendremos
que d’ no es retracciéon y por tanto existe [ : B/ — E tal que dl = d’ y por tanto tenemos que
se induce t : M — M tal que conmuta

£ M2 YN

.

¢ M——FE——N
d
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de donde obtenemos que [¢] = t[¢'].

Con esta observacion en general, si £ € soc(Ext(N,M)) y t no invertible, es decir ¢ €
rad(End 4 ry(M)), entonces t[{'] = 0. Y, por tanto, [£] = 0, lo cual es imposible. Por tanto, ¢
es invertible y tendremos que [¢'] = t71[¢], es decir

soc(Ext 4 1) (N, M)) C End 4 1) (M)[¢]-

Por [1.7.7(dual), si #' € End4 (M) no es invertible, obtenemos ¢'[{] = 0. Entonces, [{] €
soc(Ext( 4 (N, M)). Por lo tanto,

End4,r)(M)[€] € soc(Exta,1)(N, M)).
Como antes, tendremos que
S(N, M) C Enda 1) (M)[¢].

Finalmente, dado f € End 4 1)(M), si f no es isomorfismo, f[¢] se divide porque § es casi se
divide y, si f es isomorfismo, entonces f¢ es casi se divide. En cualquier caso f[¢] € S(N, M).
]
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Capitulo 2

Funtores de reduccion

2.1 Reducciones basicas y marcos

En esta seccién presentamos la adaptaciéon de las reducciones estdndar para ditalgebras
(ver [2, §8] ), para el caso de ditalgebras débiles entrelazadas. También veremos que si (A, I) es
una ditalgebra débil entrelazada de Roiter, también lo es la ditalgebra débil reducida (A%, I?).

Nos interersan los funtores de reducciéon porque en la prueba del teorema manso-salvaje de
Drozd |9] aparecen de forma natural, y el hecho de tener funtores fieles y plenos nos ayudan
a rescatar mucha de la informacion de los inescindibles de la categoria.

Lema 2.1.1. Sea A = (T,9) una ditdlgebra débil con estratificacion (R, W), supongamos
también que tenemos morfismos suprayectivos de k-dlgebras ¢, : R — R’, que tenemos R'-
R'-bimédulos W y W{; y morfismos suprayectivos de R-R-bimddulos ¢o : Wy — Wi y ¢1 :
Wi — W{. Consideremos la t-dlgebra estratificada T" := Tr/(W{§ & W{). Considere también
el morfismo de k-dlgebras graduadas ¢ : T — T’ determinado por ¢,, o y ¢1. Entonces, el
dlgebra A" = Tr/(W{) puede ser identificada con [T']g y V! = A’ @p W{ @r A’ puede ser
identificado con [T'];. Entonces, si K = ker(¢), Ko = ker(¢4) y K1 = ker(¢y), tenemos:

(a) Ko = Aker(¢,)A + Aker(¢pp)A

(b) K = Tker(¢,)T + Tker(¢o)T + Tker(¢1)T y el ideal K de T estd generado por Ko y
K.

Demostracion: Tenemos que ker(¢,) es un ideal de R y ker(¢o) es un R-R-subbimoédulo
de Wy tal que ker(¢,)ker(¢o) + ker(¢o)ker(¢,) C ker(¢p). Entonces por |2, 8.3,

Ny := Aker(¢,)A + Aker(¢g) A

es un ideal de A = Tr(Wy), que es (R, Wy)-compatible. Asi, se tiene Ng N R = ker(¢,) v
No N Wy = ker(¢o). Entonces, por [2, 8.4], tenemos el cuadrado conmutativo

A A ) A/Ny
lqﬁA Jd)
P/— Tri (W) =5 Thykerts,)(Wo/ker(¢o)),
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donde v4 es la proyeccién candnica, ¢4 es la restriccion de ¢ y ¢4 es el isomorfismo inducido
por ¢4. Entonces Ny = K y hemos probado (a).
Similarmente, dado que ker(¢, )W + Wker(¢,) C ker(¢o) + ker(¢1), tenemos que

N = Tker(¢,)T + Tker(¢o & ¢1)T

es un ideal de T' = Tr(W) que es (R, W)-compatible. Entonces, nuevamente por |2, 8.4,
tenemos el cuadrado conmutativo

: o T/N
| ‘d’
T i) TR’(W/) i TR/ker(qﬁb)((WO ® Wl)/keT(¢0 EB ¢1))7

donde ¢ es el isomorfismo inducido por ¢. Entonces N = K. Por (a) y (b), K esta generado
por Koy Kj.
O

Lema 2.1.2. Sea (A, I) una ditdlgebra débil triangular, con estratificacion (R, W),donde A =
(T,6). Supongamos también que tenemos morfismos suprayectivos de k-dlgebras ¢, : R — R/,
que tenemos R'-R'-bimddulos Wi y W{; y morfismos suprayectivos de R-R-bimddulos ¢q :
Wo — W{ y ¢1 : Wi — W/. Consideremos la t-dlgebra estratificada T" := Tr (W} & W7).
Considere también el morfismo de k-dlgebras graduadas ¢ : T — T’ determinado por ¢y, g y
¢1. Finalmente, asumamos que tenemos diagramas conmutativos

Wo—20v W —25T],
¢0J J@ﬁv ¢1J Jfﬁ’mg
! 6(/) ! ! 6/1 !/

Wy ——V W] ——[T"]2

donde & y &) son morfismos de R'-R’-bimddulos. Entonces,

(1) Existe una derwacion &' : T" — T' que extiende a oy y 67, con 8'¢p = ¢d.

(2) A= (T",¢") es una ditdlgebra débil entrelazada con el ideal I' = ¢(I) de A'.

(3) (A", I') es una ditdlgebra débil triangular entrelazada con estratificacion (R', W, @ W/).

(4) ¢ : (A I) = (A, I') es un morfismo de ditdlgebras débiles entrelazadas y el funtor
inducido Fy : (A',I")-Mod — (A, I)-Mod es fiel.

(5) La imagen de Fy consiste de los mddulos en (A,I)-Mod anulados por el ideal Ko :=
ker(¢a) de A, donde ¢4 : A — A’ es la restriccion de ¢.

(6) Sea K1 := ker(¢y), donde ¢y : V. — V' es restriccion de ¢, y supongamos que Ki =
KoV + V Ko+ 6(Ky), entonces el funtor Fy es pleno.
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Demostracion: La existencia del morfismo ¢ se debe a la propiedad universal del dlgebra
tensorial T

(1)
(2)

(6)

La existencia de la derivacion 0’ se sigue de m

Como (A, I) es triangular, I es un ideal de A que es A-triangular. Por lo tanto I es
A-balanceado, es decir §(I) C IV 4+ VI. Como ¢ es sobreyectiva y ¢'¢ = ¢d, obtenemos
8 (p(I)) C ¢(I)V' + V'p(I). Luego, el ideal ¢(I) de A" es A’-balanceado. Podemos
entonces aplicar aAyalytambiéna A ya I

Observemos que I genera a un ideal J de A, es decir J =TIT +T(IV + VI)T. Como
¢ es sobre, ¢(I) genera al ideal ¢(J) de A’. Por tanto (6')2(T") = ¢6*(T) C ¢(J) y

entonces A’ es entrelazada con I’.

Solo mostraremos que se tiene una filtracion para W y Wi, pues la filtracion de I’ se
construye de manera similar.

Sea 0 = W) C W} C - C W} =W la filtracion de Wy tal que 5(Wg+1) C A,WHA;
para cada i, donde A; denota la subélgebra de A generada por Ry W¢.

Entonces tenemos la siguiente filtracion 0 = ¢(WY) C ¢(W}) C --- C p(W]) = W,

donde denotaremos por Wé a ¢(W{). Finalmente,
F (W) = o' (e(With) = 6(6(We ™)) € ¢(AW14;) C AW AL,

donde A = ¢(A;) es la subalgebra de A’ generada por R’y W{.

Sea 0 = W) C W} C --- C Wy = W la filtracion de W tal que (W) C
AWIAWIA + IV? + V2 + VIV para cada i.

Entonces tenemos la siguiente filtracion 0 = (WD) C (W) C - C d(WF) = WY,
donde denotaremos por W, a ¢(W}). Finalmente,

YWY = §(@(With) = ¢(0(With)) C S(AW[AWA+ IV + V2 + VIV)
C A/W§AIW§A/+II(V/)2 + (V’)2I/+V/I/V/.

La imagen bajo ¢ de la filtracion de I en la definicion de triangularidad para (A, I), nos
da una filtracion del ideal I’ que lo hace A’-triangular.

Es claro que Fy es fiel, puesto que ¢y es suprayectivo.

Si N € (A, I)-Mod es tal que KoN = 0, entonces N tiene una estructura de A’-
modulo, denotamos por N’ a tal A’-modulo. Por tanto, N es obtenido a partir de N’

por restricciéon de escalares mediante ¢ 4.
Mas atn I'N’ = 0, debido a que IN =0y I’ = ¢(I). Por tanto Fy(N') = N.

Asumamos que (f%, f1) € Hom 1) (Fy(M), F4(N)). Tomemos a € Ko, entonces de
la identidad af%(m) = fO(am) + f1(6(a))[m] para cada m € M, conseguimos que
f1(6(a)) = 0. Por tanto fL{(KoV + VKo + §(Kp)) = 0. Entonces el morfismo de A-
A-bimédulos f!:V — Homy(Fy(M), F4(N)), induce un morfismo de A-A-bimodulos
f1 : V/(K()V +VEKy+ (5(K0)) — Homk(F¢(M), F¢(N))
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Ahora denotemos por ¢ : V/(KoV + VKq + 6(Kg)) — V' el isomorfismo determinado

L~

por nuestra hipotesis sobre K. Por tanto g' = flo=! : V/ — Homy(F4(M), Fy(N))
es un morfismo de A-A-bimodulos, el cual es también un morfismo de A’-A’-bimédulos
gt : V' — Homy(M,N), con g'¢y = f!. Ahora, si a € A, tenemos

$(a)f(m) = fO(e(a)m) + f1(5(a))[m]
(

De aqui en adelante profundizaremos el estudio de los funtores de reduccién construyen-
do nuestra primera reduccién basica. En todo el texto ocuparemos superindices en nuestras
ditalgebras refiriendonos a ellos con las siguientes letras

e d “eliminacién de idempotentes”.
e s “eliminacién de un ideal de R”.
13 : 24N
e 1 “regularizacion”.
e g “eliminacion de un sumando directo de Wy”.

e a “absorcion”.

Proposicion 2.1.3. Eliminacion de idempotentes.

Supongamos que (A, I) es una ditdlgebra débil triangular entrelazada con estratificacion (R, W).
Supongamos también que e € R es un idempotente central no trivial. Considere las proyeccio-
nes canonicas

¢, : R— eRe y ¢ : W, — eWye, parar € {0,1}.

Tomemos T = T,p.(eWe). Tenemos un morfismo de k-dlgebras graduadas ¢ : T — T y el
ideal I1* = ¢(I) de A%. Entonces, eviste una ditdlgebra débil triangular entrelazada (A%, I%)
con estratificacion (R, W?) donde

R% = ¢Re, W(ﬁl =eWpe y W{i = eWie.

El morfismo ¢ : (A, I) — (A%, I%) de ditdlgebras débiles entrelazadas induce un funtor fiel y
pleno

Fd=TFy: (A% 19)-Mod — (A, I)-Mod,

cuya imagen consiste de los objetos de (A, I)-Mod anulados por 1-e.
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Demostracion: Primero vamos a mostrar que la funcién ¢, : R — eRe dada por la receta
¢y (r) = ere es un morfismo de anillos. Claramente el morfismo es de grupos y ¢,(1) = e, resta
mostrar que ¢,(rs) = ¢,(r)p,(s). En efecto

b, (rs) = erse = erse? = erese = (ere)(ese) = ¢, (1) Py (5).

De manera similar, tenemos que ¢, : W, — eW,e, dado por la receta ¢,(w) = ewe, es un
morfismo de R-R-bimoédulos. En efecto, ¢,(sw) = eswe = sewe = s¢,(w).

Veamos que W¢ puede ser identificado con W,./((1 — €)W, +W,.(1 —e)) para r € {0,1}. Para
esto mostraremos que ker(¢,) = (1 —e)W, + W,(1 —e).

La inclusion “2O” es evidente. Mostraremos la inclusién “C” :

Si w € ker(¢,), entonces

w=lwl=(1—-e+e)w(l—e+e)=(1—-ewe+ (1 —e)w(l —e)+ ewe+ ew(l —e).
Como 0 = ¢,(w) = ewe, entonces
w=(1—-ewe+(l—e)w(l—e)+ew(l—e)ec (l—e)W,+W,.(1—e).

Con esta realizacion veamos que se induce un morfismo 6¢ : W& — [T9),,;. Para esto es
suficiente mostrar que ¢pd((1 — e)W,. + W,.(1 —e)) = 0 y esto es claro debido a que

Po((1 = e)Wr + Wi (1 =€) = o[(1 — e)d(Wy)] + o[6 (W) (1 — €)] = 0.

Claramente 6§ y 6¢ son morfismos de R4 R%-bimédulos. Por lo cual inducen una derivacién
6% sobre T? tal que d9(R%) = 0. Por el lema anterior, tenemos que A? = (7% %) es una
ditalgebra débil triangular con estratificacion (R4, W9) y ¢ : (A, I) — (A%, I?) es un morfismo
de ditalgebras débiles entrelazadas.

Si M € (A, I)-Mod, M es anulado por A(1 —e)A syss (1 —e)M = 0. La afirmacion sobre la
imagen de F'? se sigue de (5) y de que Ky = A(1 — e)A. Para esto ultimo notemos que,
por BLLT)(a)

ker(¢a) = Aker(¢,)A+ Aker(¢o)A = A(1—e)RA+A[(1—e)Wo+Wp(l—e)]A=A(1—e)A.

Por lo anterior, se tiene 6(Kp) C KoV + V K. Por el ideal J de T generado por Ky y
KyV+V Ky satisface JNV = KoV +V Ky. Ademaés, J = TK(T+TV KogT+TK\VT =TKyT.

Por[2.1.1 K = Tker(¢,)T+Tker(¢o)T +Tker(¢1)T . Como ker(¢p1) = (1—e)W1+Wi(1—
e) C KoV +VKyC J, tenemos J = K. Porloque K1 = KNV =JnNV =K\,W+VKyy
concluimos entonces que Fy es fiel y pleno, por 2.1.2] (4) y (6). O

Proposiciéon 2.1.4. Eliminacion de un ideal de R.
Supongamos que (A, I) es una ditdlgebra débil triangular entrelazada con estratificacion (R, W).
Consideremos un ideal propio Ir de R y las proyecciones candnicas

¢,: R— R/Ig y ¢ : Wy = W,./(IgRW, + W,.IR), para r € {0,1}.

Denotaremos por W := W, /(IRW, + W;Ig) y tomemos T° = Tg/1, (W?). Tenemos un
morfismo de k-dlgebras graduadas ¢ : T — T® y tenemos el ideal I° = ¢(I) de A®. Entonces,
existe una ditdlgebra débil triangular entrelazada (A®,I®) con estratificacion (R, W*) donde
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RS = R/Ig, W& = Wo/(IgWo + Wolg) y W = W1 /(IgWy + Wilg).

El morfismo ¢ : (A, I) — (A®, I°) de ditdlgebras débiles entrelazadas induce un funtor fiel y
pleno

Fs = Fy: (A*,I%)-Mod — (A, I)-Mod,

cuya imagen consiste de los objetos de (A, I)-Mod anulados por Ig.

Demostraciéon: Note que la funciéon ¢, : R — R/Ir es un morfismo de anillos, también
tenemos que ¢, : W, — W7 es un morfismo de R-R-bimé6dulos.

Veamos que se induce un morfismo 62 : W — [T%],41. Para esto es suficiente mostrar que
PO (IrW, + W, Ir) = 0 y esto es claro debido a que

¢6(IRWT‘ + W’I‘IR) = ¢[IR5(WT‘)] + (Z)[(S(WT‘)IR] =0.

Claramente 65 y 67 son morfismos de R*-R*-bimddulos. Por lo cual inducen una derivacién
9 sobre T* tal que 0°(R*®) = 0. Por tenemos que (A*, I*), donde A°* = (T, §°), es una
ditalgebra débil triangular entrelazada con estratificacion (R, W*), ¢ : (A, I) — (A%, I®) es
un morfismo de ditalgebras débiles entrelazadas y F'* es un funtor fiel.

Si M € (A, I)-Mod, M es anulado por AIRA syss IrM = 0. La afirmacion sobre la imagen

de F* se sigue de (5) y de que Ky = AIRA. En efecto, por (a),

ker(¢a) = Aker(¢,)A + Aker(¢o)A = AIRA + A[IRWO + W()IR]A = AIRA.

Por lo anterior, se tiene §(Ky) C KoV + V Kj. Por el ideal J de T generado por Ky y
KoV +V Ky satisface JNV = KoV +V Ky. Ademés, J = TK T +TV KoT+TKoVT = TKyT.

Por2.1.1} K = Tker(¢,)T + Tker(¢o)T + Tker(¢1)T . Como ker(¢1) = IpWy + Wilg C
KoV +VKg C J, tenemos J = K. Porloque K1 = KNV =JNV = KgZW+VKy y
concluimos entonces que Fy, es fiel y pleno, por m (6) y (4). O

Proposicién 2.1.5. Regularizacion.

Supongamos que (A, I) es una ditdlgebra débil entrelazada triangular con estratificacion (R, W).
Supongamos que tenemos descomposiciones de R-R-bimddulos Wy = W[ @& Wi y Wy =
S(W§) & WY y definamos W" = W[ & W/'.

Considere el morfismo identidad ¢, : R — R y las proyecciones ¢, : W, — W), pa-
ra r € {0,1}. Tomemos T" = Tr(W"). Tenemos un morfismo de k-dlgebras graduadas
¢ T — T y el ideal I" = ¢(I) de A". Entonces, existe una ditdlgebra débil triangular
entrelazada (A", I") con estratificacion (R",W"), donde R" = R, W§ = W y W] = W/
Ademds, existe un funtor fiel y pleno

Fr: (A", I")-Mod — (A, I)-Mod,

cuya imagen consiste de los objetos de (A, I)-Mod anulados por W{i. Mas ain, si (A,I) es de
Roiter, entonces M € (A, I)-Mod es isomorfo a un objeto en la imagen de F" syss ker(§) "W
anula a M. En particular, si esta interseccion es cero, F" es una equivalencia de categorias.

o4



Demostracion: Consideremos los siguientes diagramas:

Wy Ly Wy LN (T2

¢0J J(ﬁv fb{ P)[T]g
on or

wg v Wy
donde dj y 47 son morfismos de R"-R"-bimodulos, definidos como:
0y = gbvéwéz Y 01 = @i, 0wy ¥ 5W6" Oy denotan las restricciones de 4.

Consideramos la derivacion 0" : 7" — T" determinada por dj y 97.
Note que el diagrama izquierdo conmuta, para referirnos a esto diremos que “las derivaciones
en Wy conmutan”. Tenemos la siguiente afirmacion general.

Afirmacion 1: [¢7,0 — 67¢](W1) C I"(V")2 4+ (VI)2I" + VI IV,

En efecto, tomemos wy € W7, entonces wy = 6(w) + wy, por lo que tendremos

Py, 0(w1) = 8jp(w1) = Ppry,d(d(wp) +wi) — 87 p(d(wp) + wi)
Drr1,0(0(wp)) + Ppry, (6(w)) — 81 p(S(wp)) — 67 p(wh)
= Py, (8 (wp)).-

Pero por m tenemos que 52(W6) C IV?2 4 V2 + VIV. Por lo tanto, concluimos que

b1, (B2(WY)) S IT(VT)2 + (VI I + VIV,

Tenemos asi nuestra afirmacién 1 demostrada. Nos referiremos a esta afirmacién como la
casi conmutatividad de las derivaciones en Wj.

En general, usando la regla de Leibniz aplicada a la “derivacién” d := ¢d — "¢ : T — T ,
se tiene que

n
(66— 5")(WP™) € > VNIV + VI 4+ VIV)V™ I
j=1
n
= Y VITyrIt ity g yipyneitt
j=1
n+1
C Z(Vr)ilr(vr)n%&fi
i=0
donde hemos escrito I :=I" y V := V" por simplicidad.
Nos referimos a esta propiedad como de casi conmutatividad de las derivaciones.

Afirmacién 2: A" := (T",0") esta entrelazada con I".

Para ver que A" esta entrelazada con I", vamos a usar [1.3.3
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Note que (6")2(W{) = (67)2(¢(Wy)), como las derivaciones conmutan en grado 0, entonces
(67)2(¢(Wo)) = 6" (¢y17,6(Wp)). Por la casi conmutatividad en grado 1, tendremos

8" (drr),6(Wo)) = ¢(6%(Wo)) + ¢
dondee € I"(VT)24+(V")2I"+V"I"V". Como 62(Wy) C IV2+V2I+V IV, se tiene ¢(6%(Wp)) C
I"(V")2 + (V")2I" + VTI"V", y obtenemos que

(VW) C I (V2 + (VO I+ VITve.

Finalmente, (67)2(W7 ) = (0")2(¢(W1)) vy, como las derivaciones casi conmutan en grado 1,
entonces (0")2(¢(W1)) = 6" (¢pr1,6(W1) +¢) donde e € I"(V")> + (V7 )2I" + V' I"V",

Usando de nuevo la casi conmutatividad y (1) C VI+IV, 6" (1, 0(W1)4¢€) = ¢, 02 (Wr)+
e donde &’ € I"(V")3 4+ (V)3 I" + (V"2I"V" + V'I"(V™)2. Y como ¢(62(Wy)) C I"(V7)3 +
(VP3I" + (VT)2I"V" + VT I™(V7T)2, obtenemos que
((ST)Q(W{) C IT(V’I‘)3 + (VT‘)SI?" + (V’I’)QITVT + VT‘I?"(VT)2'

Por tanto tenemos que (A", I") es una ditalgebra débil entrelazada. Tenemos nuestra afir-
macién 2 demostrada.

Afirmacioén 3: (A", I") admite una estratificacion triangular (R", W™").
Usando la notacion de consideremos las filtraciones triangulares de (A, I):

O=W)CW C---CWf =W,

Las filtraciones 0 — —
0=WoCWyC---CWo=Wg

0=W,CW,C---CW; =W/
donde W7 := ¢(I/Vij), con i = 0,1, son triangulares.
En efecto, como las derivaciones conmutan en grado cero, tendremos que la filtracién
=0 _ —I =t T
0=W,CWyC---CWy=W,
es triangular.

Veamos que pasa con la filtracion 0 = W(l) - W} cC...CW; = W/{. Por la casi conmuta-
tividad en grado 1,

5" (W) = 6" 6(Wi) = éy,6(Wi) + e,
donde ¢ € I"(V")2 + (V7")2I" + V"I"V". Usando la triangularidad de la estratificacion de
(A, I), tendremos que

56



S, (W) C AW AW AT 4 1T (V)2 4+ (VI VIV
Por tanto,
ST W) C AW AW T A + I (V)2 + (VORI + VIV

Por tanto la estratificacion es triangular. Es facil ver que I" es A"-triangular debido a que
I es A-triangular.

Afirmacién 4: Existencia del funtor F” : (A", I")-Mod— (A, I)-Mod.

Definamos el funtor F" como sigue:
e Objetos: Cada M es enviado en el mismo R-médulo M, con la accidn restringida por ¢.
e Morfismos: Cada morfismo (f9, 1) es enviado a (f9, f1¢).

Claramente se tiene que F" esta bien definido en objetos. Veamos que F" estéa bien definido
en morfismos.

Claramente que f° es un morfismo de R-modulos y que f1¢ es un morfismo de A-A-bimoédulos.
Ahora, si a € A, entonces, como las derivaciones conmutan en grado 0, tenemos

af’(m) = ¢(a) f(m) = f2(¢(a)m) + f1(8"(¢(a)))[m] = f*(am) + +(f'¢(8(a)))[m].

Por tanto, se tiene que F" esta bien definido en morfismos.

Claramente las identidades van en identidades.

Finalmente, tomemos f = (f°, f') € Homar ;-y(M,N),y g = (9", 9") € Homar (N, L),
veamos que F((g%, g")(f°, 1)) = F"((4°, g )" (%, f1))-

Veamos que coinciden en la segunda componente. Note que

F'(gf)'(v) = (9f) ' d(v) = g"F1o(v) + g'¢(0) f* + (9" * f1) (8" 6(v)).

Por otro lado, tendremos

(F(9)F(F)'o(v) = ¢°Fro(v) + g d(v) f* + (9" x f1)d(5(v))-

Por la casi conmutatividad, tendremos (g' * f1)o(6(v)) = (g* x f1)(6"¢(v) + ¢), donde
c€ IT(VT)Q + (V’I‘)2I7‘ L VIV,

Concluimos que F7((¢% ¢")(f°, f1)) = F"((¢° ¢"))F"((f°, f')). Tenemos nuestra afirma-
ciéon 4 demostrada.

Afirmacioén 5: El funtor F" es pleno.

Por tenemos que Ko = AW[A y que K = TW{T + T'§(W{)T. Consideremos el ideal
J de T generado por Koy KoV + 6(Kp) + V Ky. Entonces, J = K. Por tenemos

Ki=KnV =K)W+ Ky + VK.
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Usando esto, la prueba de esta afirmacion es analoga a la de [2.1.2(6).
Afirmacién 6: El funtor F" es fiel.
En efecto, si 0 = F((f°, f1)) = (f°, f'¢), tendremos f© =0y f! = 0.

Finalmente, tomemos M € (A, I)-Mod tal que (ker(6) N Wj)M = 0. Consideremos a ) €
Homp_r(Wy, Endi(M)), el morfismo accion de Wy en M, y denotemos por ' su restriccion
a Wj. La condicion sobre M nos dice que podemos factorizar ¢’ a través de § gracias al
teorema del homomorfismo:

Wi~ Endy(M)

b5

5(Wp)

Considere ahora el morfismo de R-R-bimodulos f! = (f{,0) : 6(W(}) @ W — Endi(M).

—~

Como (A, I) es de Roiter tenemos un isomorfismo f := (157, f1) : M — M en (A, I)-Mod.
Afirmacién 7: M esta en la imagen de F.

Basta probar que KOZ\Y = 0 o, equivalentemente, que W(’)]\//.T = 0. Asi, tomando w € W[y
m € M, obtenemos de la férmula de morfismo para f que

wem= fOw-m) = wm — f6(w))lm] = wm — f{(5(w))[m] = wm —wm =0,

donde - denota la accion de A sobre ]\//_7 .

Lema 2.1.6. Eliminacion de un sumando directo de Wy
Supongamos que (A, I) es una ditdlgebra débil triangular entrelazada con estratificacion (R, W).
Supongamos que tenemos una descomposicion de R-R-bimddulos Wy = W[ & W( tal que

WL CT yd(W)) C AW,V + VWA, Tomemos T = Tr(W1), donde
W =W Wi =W, y W= W e W

Entonces, existe una derivacion 67 en T? tal que A1 = (T%,89) es una ditdlgebra débil con
estratificacion (R, W49). La t-dlgebra A? = Tr(W{/) puede ser identificada con el dlgebra co-
ciente A/I', donde I' = AW} A es el ideal de A generado por W, entonces podemos considerar
a I =1/I'" como un ideal de Al. Entonces (A?,17) es una ditdlgebra débil triangular entre-
lazada con estratificacion (RY, W) y hay un morfismo ¢ : (A, I) — (A%, I?) de ditdlgebras
débiles entrelazadas tal que ¢(I) = I? e induce una equivalencia de categorias

F1=F,: (A%,19)-Mod — (A, I)-Mod.
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Demostracion: Consideremos los siguientes morfismos : ¢, : R — R la identidad, ¢q :
Wo — W{ la proyeccion canonicay ¢ : Wp — W la identidad. Tenemos el morfismo inducido
de 4lgebras graduadas ¢ : ' — T'9. Considere las algebras A = Tr(Wp) y A1 = Tr(W(/) y los
A-A-bimodulos V = [T]; = AW Ay V1 = [T9]; = ATW; A9. Entonces, tenemos los siguientes
diagramas:

W() 6*) Vv W1 L) [T]Q
¢0J J¢V ¢1J{ Jd’[ﬂg
3g of
w2 ve w1,

donde 6¢ y 8¢ son morfismos de R-R-bimodulos, definidos como:
5= qbvéwg y 0l = ¢[T]25W1‘17 donde 5W§ y 5W1‘1 denotan restricciones de 4.

Por construccion y 2.1.2] tenemos que los cuadros anteriores conmutan y obtenemos una
derivacion §9 en T? tal que ¢ : (A, I) — (A%, I?) es un morfismo de ditalgebras débiles entre-
lazadas y A9 admite una estratificacion triangular (R", W"). Mas atn, sabemos que el funtor
inducido Fy : (A", I")-Mod — (A, I)-Mod es fiel.

Ahora, usando (2), tenemos que Ky = AW/A = I'. Sea K el niicleo de ¢, que coincide
con el ideal de T generado por W(. Del hecho que 6(W()) C AWV + VWA, obtenemos que
§(I') C I'V 4+ VI'. Por tanto, el ideal K coincide con el ideal J' de T generado por I’ e
I'V + VI Esto implica, por[1.2.5 que

Ko=KnNA=I'yKi=KnV=IV+VI,

donde K es el niicleo de ¢y . Por tanto, por [2.1.2, concluimos que Fy es pleno. Fy es denso
porque Wy C Iy, asi, WyM = 0. Luego, KoM =0y M esta en la imagen de Fy. O

Lema 2.1.7. Absorcion

Supongamos que (A, I) es una ditdlgebra débil triangular entrelazada con estratificacion (R, W).
Supongamos que tenemos una descomposicion de R-R-bimddulos Wy = W[ @& W tal que
§(Wy) = 0. Entonces podemos considerar otra estratificacion (R*, W) para la ditdlgebra débil
A, donde R es la subdlgebra de T' generada por R y W, por tanto podemos identificar esta
subdlgebra con Tr(W(), W§ = R*WJR®, y W{ = R*W;R".

Denotaremos por A% a la misma ditdlgebra débil A equipada con la nueva estratificacion
(R, W?); en particular tendremos que 6 = §. Diremos que A® se obtiene de A por absorcion
del bimddulo W/. Obtenemos una ditdlgebra débil triangular entrelazada (A%, 1), con I* = I
y estratificacion (R®, W®). La identidad es un morfismo de ditdlgebras débiles entrelazadas
¢: (A T) — (A% 1) que induce un isomorfismo de categorias

Fo = Fy: (A I*)-Mod — (A, I)-Mod.

Demostracion: Consideramos la proyeccion © : Wy — W//. Con la notacion de
tenemos las filtraciones de R%- R“-bimo6dulos

0= R7(WY)R* C R*n(W3)R* C --- C R*7n(W§)R® = RAWYR* = W§
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0= RW{R* C R*WLR*C ... C RW{R* = W

Por definicién, A; denota la R-subalgebra de A generada por W} y A% denota la R%-subélgebra
de A* = A generada por Rm(W{)R®. Dado que R C R* y W} C R® + n(W{), sabemos que
A; C A?. Notemos que si w € Wy = Wi & W[, w = wjy + 7m(w). Luego, §(w) = d(n(w)) y
S(m(WY)) = 6(W¢), para toda i.

Por tanto, para toda i € [0,r — 1], se tiene

S(R*m (W R®) RS (r(WitH)R®
Raé(WéJrl)Ra

RA;W1 A;R®
ASRYW R A% = AYWAS.

N 1N

Finalmente, para ¢ € [0,s — 1],

5(RaWIi+1Ra) — Raé(WliJrl)Ra
C RUAWIAWAR® 4+ RYIV? 4+ V2 + VIV)R®
C AR'W{R"A“RW{RA" 4+ I*(V®)? + (V*)*I* + VIV,

El ideal I* es A%-triangular, pues I es A-triangular.

Dedicamos el resto de esta seccion a verificar que los procesos de reduccion (A, I) — (A?, I7)
examinados conservan la propiedad de ser de Roiter. Para esto, conviene trabajar con la
siguiente herramienta.

Definicion 2.1.8. Sean (A,I) y (A, I') ditdlgebras débiles entrelazadas estratificadas por
(R,W) y (R',W') respectivamente. Entonces un funtor F : (A',I')-Mod — (A, I)-Mod estd
enmarcado por el par (Fy,&p) siy solo si:

(1) Fy: R'-Mod — R-Mod es funtor.

(2) &p : Phomp_ywi(M',N") — Phomp_w(Fo(M'), Fo(N")) es una transformacion natu-
ral en M' y N' en R'-Mod.

(3) U(F(M")) = Fo(U'(M")), para cada M’ € (A, I")-Mod.

(4) Para cualquier M', N' € (A, I')-Mod el siguiente cuadrado conmuta

PhomR/,W/ (M/, N/) 4€> PhomR_W(Fo(MI), F(](N/))
F

Hom g 11y(M',N") —= Homs 1 (F(M'), F(N"))

donde U : (A,I)-Mod — R-Mod denota al funtor que envia a cada objeto M sobre su R-
mddulo subyacente y cada morfismo (f°, f1) sobre fO yU' : (A',I')-Mod — R'-Mod es el
correspondiente funtor para (A',I"). Aqui 0,0’ son inclusiones.
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Lema 2.1.9. Supongamos que las ditdlgebras débiles entrelazadas (A,I) y (A',I") admiten
una estratificacion triangular (R, W) y (R',W') respectivamente y que un funtor F : (A, I')-
Mod — (A, I)-Mod estd enmarcado por el par (Fy,&p). Entonces, las condiciones siguientes
implican que (A, I') es de Roiter cuando (A, I) lo es:

(1) F es pleno.
(2) &F es inyectiva.
(3) Si &r(fO, 1) = (g% gY) v [0 es biyectiva, entonces g° es biyectiva.

(4) Sean M' € R'-Mod y M € (A, I)-Mod tales que U(M) = Fy(M'). Supongamos que N' €
(A, I')-Mod y que el par Er((F°, f1)) € Phomp_— w(Fo(M'), Fo(N')) es un isomorfismo
M — F(N’) en (A, I)-Mod. Entonces, existe un objeto M e (A", I')-Mod, con F(]\/J\’) =
M oy u' (M) = M.

(4°P)  Sean M' € R'-Mod y Me (A, I)-Mod tales que U(]\/f\) = Fy(M'"). Supongamos que N’ €
(A", I')-Mod y que el par Ep((f°, 1)) € Phomp_w (Fo(N'), Fo(M')) es un isomorfismo
F(N') = M en (A, I)-Mod. Entonces, existe un objeto M' € (A, I')-Mod, con F(M') =
M yu' (M) =M.

Demostracion: Sean M’ € R-Mod y N’ € (A, I')-Mod. Sea N := F(N') € (A,I)-
Mod. Consideremos un isomorfismo f° : M’ — N’ de R’-Mod y un morfismo de bimoédulos
f': Homp _ R/(Wl,Homk(M’ N")). Hay que demostrar que M’ admite una estructura de
A’ /T'-médulo M tal que f:M' — N'esun morﬁsmo en (A’, I')-Mod. De nuestra condicion
(3), si tomamos (g%, g1) := €x((fY, f1)), entonces ¢g¥ es un isomorfismo de R-médulos y, como
(A, I) es de Roiter, existe un A/I-modulo M con R-médulo subyacente M := F, (M) tal que
g=(g%g"): M — N es un isomorfismo de (A, I)-modulos.

La condicién (4) nos indica que M = F(]\/f’) y U’(]\/f’) M’ para algtin M e (A", I')-Mod.
Del hecho que el funtor F es pleno existe h = (h°, h') € Hom I/)(M N'), con F(h) = g.
Dado que F esta enmarcado por (Fp, ), tendremos que £((h°, 1)) = F(h) = g = £((f°, f1))
y, de la inyectividad de g, tendremos que h = f es un morfismo en (A’, I')-Mod. Para la otra
condicién en se puede proceder similarmente, usando la condicion (4°P). O

Proposicion 2.1.10. Supongamos que tenemos una ditdlgebra débil entrelazada triangular
(A%, I7), obtenida de la ditdlgebra débil entrelazada triangular (A,I) por alguna operacion
bdsica, a saber:

e Eliminacion de un idempotente.

o Regularizacion.

o Eliminacion de un sumando directo.
o Absorcion.

o Eliminacion de un ideal de R.

En nestas condiciones, si la ditdlgebra débil entrelazada original (A, I) es de Roiter, entonces
también lo es (A*,I?).
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Demostraciéon: Vamos a definir un marco para F? en general y, en cada caso z € {d,r,q,a, s},
veremos que se tienen las condiciones del lema anterior para poder aplicarlo.

En cada caso, tenemos un morfismo de algebras graduadas ¢ : T' — T7, que induce un funtor
F?#: (A* I*)-Mod — (A, I)-Mod fiel y pleno. En lo que sigue (R, W) y (R*, W?) denotaran
las estratificaciones de A y A* respectivamente.

Tomemos Fy := Fy, : R*-Mod — R-Mod, donde ¢, : R — R* es el morfismo definido entre
los anillos R y R? de los lemas previos.

Ahora, para cada para de objetos M', N’ € R*-Mod, definimos & como sigue &x((f°, f1)) =
(F(bb(fo),gl), donde g'(w) := fl¢(w), para cada w € Wy. Esto tiene sentido porque ¢(W7) C
W3, donde f! toma valores.

Veamos que (Fy, ,£r) es un marco para F'?.
En efecto:

(1) Claramente I es un funtor.

(2) & resulta ser una transformacion natural, pues dados M/, M” € R*-Mod y h : M’ —
M" un morfismo de R*-modulos, tenemos el siguiente cuadro conmutativo:

PhomRz Wz(M N/)T>Ph0m3 W(F@(M’),F@(N’))

Fup
Al G

é‘ 11
Phomps_w=(M", N'Y — 3 Phomp_y (Fy, (M"), Fy, (N"))

Donde h*((f°, 1)) := (f°h, f1 )y( h)(w) = f!(w)h. Andlogamente definimos Fy, (h)*.
Por tanto Fy, (h)*¢r,. (7, 1)) = Fo, () *((Fy, (), 91)) = (Fy, (f°) Fy, (h), 9" Fy, (h)).
Por otro lado, &g, h*((f°, f )) = §FM,(th fth) = (Fy, (f°h),t'), donde t!'(w) =
f1(¢(w))hyg1F¢,,(h)(w) = g'(w)Fy,(h) = f1¢(w)Fy,(h).
Similarmente se verifica que £z es natural en N'.
(3) Se sigue de la definicion de F'.
(4) Se sigue de la definicion de F*.
Ahora veamos que se cumplen las condiciones del lema anterior para cada funtor F' =
F?#: (A% I?)-Mod — (A, I)-Mod. Por hipotesis (A, I) es de Roiter, como lo requiere el lema
anterior. Denotaremos por U y U? los funtores que olvidan.

En efecto :

(1) F* es pleno por[2.1.3] [2.1.4} [2.1.5] [2.1.6 y [2.1.7]

(2) Como ¢, es suprayectivo, Fy, es fiel. Como ¢(WW1) genera al R*-R*-bimédulo W¢ y Fy,
es fiel se tiene que &f es inyectivo.

3) Se cumple gracias a que Fy, (f°) = f9 como funcion.
o

(4) Para esta prucba vamos a tomar M’ € R*-Mod y M € (A, I)-Mod tales que
U(M) = Fy(M"). Supongamos que N' € (A*, I?)-Mod y que g = (¢, g') = €r[(f°, f1)] €
Phomp_w (Fo(M'), Fo(N')) es un isomorfismo M — F(N') en (A, I)-Mod. Para ca-
da caso de zin{d,r,q,a,s} encontraremos M € (A*, I*)-Mod, con F(]\/Z’) =My
Us(M'y = M.
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e z=d
Hay que notar que F(N') es un A-modulo anulado por I y también es anulado por
1 — e, el cual es isomorfo como (A, I)-modulo a M. Dado que g es un isomorfismo,
entonces el morfismo ¢° : M—>F (N') es un isomorfismo de R-moédulos. Entonces M
también es anulado por 1 —e. Entonces, existe M’ € (A I1)-Mod tal que F(M’) M.
En particular, tenemos que RF(M\ N = RM = F% (M'"). De donde obtenemos que
Rd]/\il = paM’'. En resumen, F(M'Y =M yu*(M') = M’

e z=35
Hay que notar que F(N') es un A-mo6dulo anulado por I y también es anulado por Ig,
el cual es 1somorfo como (A, I)-moédulo a M. Dado que g es un 1somorﬁsmo entonces
el morfismo g : M — F(N') es un isomorfismo de R-mo6dulos. Entonces M también es
anulado por Ig. Entonces, existe M € € (A*, I*)-Mod tal que F(M’) = M. En particular,
tenemos que RF(]\//[\’) = gM= Fy, (M'). De donde obtenemos que psM' = psM'. En
resumen, F(M') = M y U*(M') = M'.

o z=r

Hay que notar que F'(N') es un A-médulo anulado por I y también es anulado por W,
el cual es isomorfo como (A, I)-médulo a M. Dado que g es isomorfismo, entonces el
morfismo ¢° : M — F (N') es un isomorfismo de R-mddulos. Veamos que M también es
anulado por W{.
En efecto, si tomamosw € W)y m € M, tenemos que wg®(m) = ¢°(wm)+g' (5(w))[m)].
Pero wg®(m) = 0 y recordando que g ((5( Nm] = fLe(5(w)) [ ] = 0y se tiene que
go(wm) = 0. Como ¢° es inyectiva, wM = 0. Entonces, existe M € € (A", I")-Mod tal
que F(M’) = M. Como antes, tenemos que RF(M’) = gM = rFo(M') = prM'. Asi,
U(M'y = M.

e 2 = q
La verificacién es similar a la anterior.

e z=ua

Si elegimos M’ := F~1(M), obtenemos F(M’) = M y también ge M’ = ga M. Hay que
notar que F(N') es un A-mo6dulo anulado por I, el cual es isomorfo como (A, I)-modulo a
M. Como g es isomorfismo, entonces g° : M= F (N ") es un isomorfismo de R-mo6dulos.
Parar € R*y m EL{Z(M’), se tiene ¢°(rm) = r¢g%(m) . Entonces ¢° : : M — N’ es un
isomorfismo de R%moédulos. Por hipotesis, (f°, f1) € Phompga we(M’,N') y entonces
fO: M — N es morﬁsmo de R%*moédulos. Como morfismos lineales ¢° = f0 y entonces
también tenemos que ¢° : M’ — N’ es isomorfismo de R%moédulos. La estructura de
M' como R%modulo estd determinada por la estructura de N " por la formula rm =
(g")~1(rg’(m)) y lo mismo ocurre para re M. Esto muestra que Z/{Z(M’) M.

La condicion 4°P se verifica en cada caso de manera analoga. (]

Observacion 2.1.11. Dada una ditdlgebra débil entrelazada de Roiter (A, I), toda ditalgebra
débil entrelazada estratificada (A',I") que sea isomorfa a (A, I) como ditdlgebra débil entrela-
zada estratificada es de Roiter.
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2.2 Relacién Hom-Tensor y bases duales

En esta seccién, recordaremos algunas relaciones entre el funtor Hom y el tensor, e intro-
duciremos funciones p, A y p, que jugardn un papel importante en las siguientes secciones.
Recordemos que una base dual de un S-mo6dulo derecho U es una familia {(u;, A;) | u; € U y
Xi € Homg(U, S)}ier tal que, para cada u € U, v = ), u;A\i(u), donde A;(u) = 0 casi para
toda 1.

Lema 2.2.1. Un S-mddulo derecho U es proyectivo syss tiene una base dual.

St Ug es finitamente generado y proyectivo, tal base dual puede ser elegida con un conjunto
de indices finito. Iniciando con un S-mddulo izquierdo U, tenemos las afirmaciones duales
usando su dual izquierdo *U = Homg (U, S).

Demostracion: Ver |2, 11.1]. O

Lema 2.2.2. Supongamos que Ug admite una base dual finita {(u;, \;) | ¢ € I}. Para cada
i €1 sead; € *(U*), dada por d;(N) = Au;). Entonces {(\i,d;) | i € I} es una base dual
finita para U*.

Demostraciéon: Ver la prueba detallada en 2], 11.2]. O

Lema 2.2.3. Dados W € T-S-Mod y U € R-S-Mod hay un morfismo natural de T-R-
bimddulos ¢ : W @ U* — Homg(U, W) tal que p(w @ \)(u) = wA(u). Si Us admite una base
dual finita {(u;, \;) | i € I}, entonces ¢ es un isomorfismo y su inversa satisface ¢p~1(h) =
22 hui) @ Ai.

Demostraciéon: Ver la prueba detallada en |2, 11.3]. O

Lema 2.2.4. Dados A € T-S-Mod y B € S-R-Mod hay un morfismo natural de R-T-
bimddulos ¢ : B* ®g A* — (A ®g B)* tal que (g @ f)la ® b] = g(f(a)b). Si As admite
una base dual finita {(a;, \;) | © € I}, entonces ¢ es un isomorfismo y su inversa satisface
1 (h) = 32, pi(h) @ Ai, donde pi(h)[b] = h(a; @ b).

Demostracion: Ver la prueba detallada en 2], 11.4]. O

Definicién 2.2.5. El par (S, P) es llamado par divisor para una k-dlgebra T syss S es
una subdlgebra de I', P es un ideal de I', el mddulo Pg admite una base dual finita y hay
una descomposicion de S-S-bimddulos I' = S ® P. En este caso, el producto de I' induce un
morfismo de S-S-bimddulos m : PQgP — P, llamado multiplicacion de P. La asociatividad
del producto en I' implica que el siguiente cuadrado es conmutativo
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P®SP®5Pm®Td>P®SP

zd@,{ lm

PpgP—" P

Tenemos el morfismo de S-S-bimddulos p := 1~ m* : P* — P*®pg P*, donde el dual se toma
sobre el dlgebra S. La funcidn pu es llamada la comultiplicacion de P.

Observacion 2.2.6. Con las definiciones anteriores, tendremos que el siguiente cuadro es
conmutativo, ver [2, 11.6].

p— " L preogP*

I e

P*®g P* Wlf* ®s P*®g P*.

Para referirnos a esta propiedad diremos que la comultiplicacion p es coasociativa.

Lema 2.2.7. Supongamos que tenemos un par divisor (S, P) para la k-dlgebra T', con comul-
tiplicacion p : P* — P*®g P*. Supongamos que {(pj,v;) | j € J} es una base dual finita para
el S-mdodulo P. Entonces, para cada v € P*, tenemos:

p() =D v(ipi)v @ i
i?j

Demostracion: Ver la prueba detallada en |2, 11.8]. O

Definicion 2.2.8. Supongamos que B es una k-dlgebra tensorial, X un B-mddulo izquierdo
y ' = Endp(X)°. Decimos que X es admisible syss T' admite un par divisor (S, P) y Xg
admite una base dual finita.

Definicién 2.2.9. Asociado a un B-mddulo admisible X donde I' = Endp(X) tiene un par
divisor (S, P), tenemos dos morfismos de S-mddulos derechos:

my: X ®g P — X, donde my(z ® p) = xp.
m, : X — Homg(P, X) dada por m,(z)[p] := xp.

Estos morfismos son de B-S-bimddulos porque X es un B-I'-bimddulo. Combinados con los
isomorfismos ¢ : X ®g P* — Homg(P,X) y ¢ : P* ®s X* — (X ®g P)* dan lugar a los
siguientes morfismos:

A=y~ tmi  X* — P*®g X*, de S-B-bimddulos y
p:=0¢"'m,: X - X ®g P* de B-S-bimddulos.

Lema 2.2.10. Supongamos que X es un B-mddulo admisible y I' = Endg(X)°P tiene un par
dwisor (S, P), considere bases duales finitas {(x;,v;) | ¢ € I} para Xg y {(pj,v;) | j € J}
para Ps. Entonces los morfismos A y p pueden ser descritos por las formulas:

e Parax € X, p(x) =), 2p; ® ;.
e Parav e X*, Av) =3, ;v(xipj)v; ® v;.
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Demostracion: Ver la prueba detallada en |2, 11.11]. O

Lema 2.2.11. Los siguientes cuadros son conmutativos:
A p

X*— 2 progg X* X— " X oqP
JA ,u®IdJ/ Jp Id®uJ
P*®s X Tdéf ®s P*®s X X ®s P WEZX@SP ®s P
Demostraciéon: Ver la prueba detallada en |2, 11.12]. O

Observacion 2.2.12. Supongamos que el B-S-bimddulo X es proyectivo finitamente generado
como S-mddulo derecho. Por el morfismo

¢ X g X* = Homg(X, X)

es un isomorfismo. Supongamos que ¢ 1(1x) = YT vy, conx; € X yv; € X*. Entonces
{(zi,v) | i € I} es una base dual finita para Xg. Cualquier base dual finita para Xg aparece
como antes.

Por tanto, dado que el morfismo ¢ es un morfismo de B-B-bimaodulos, obtenemos para cada
be B la formula: b(), z; @ v3) = (D, & @ 14)b.

Entonces, para cualquier bimodulo gUp yn > 2, hay un morfismo natural de S-S-bimaodulos:

0n: X*@pU*" @ X — (X*®pU®p X)%".

Donde 0, (v @w1 QW ® - Qwp %) = Vv@wW1® (D, i ®V;) Qwa® -+ @ (D, T, Q) Qwp Q.
Llamamos a o, la tnsercion canonica.

2.3 Mobdulos admisibles y la ditalgebra débil A4

En esta seccion trabajaremos con ciertos modulos admisibles X y con el par divisor (S, P)
de I' = Endp(X)°. Dada una ditalgebra débil A, construiremos una ditalgebra débil nueva
AX y para ello fijaremos bases duales {(x;,v;) | i € I} y {(pj,7j) | j € J} de X y P
respectivamente. Mantendremos esta notaciéon a lo largo del resto del trabajo, aunque mas
adelante requerimos que sean bases duales especiales.

Definiciéon 2.3.1. Sea A = (T,9) una ditdlgebra débil con estratificacion (R, W) y supon-
gamos que tenemos una descomposicion de R-R-bimddulos Wy = Wi @ W(. Consideremos
la subdlgebra B de T generada por R y W y asumamos que 6(Wj) = 0. A B la llamamos
la subdlgebra de A asociada a la descomposicion Wy = W) & W[.

Lema 2.3.2. Supongamos que A = (T,9) es una ditdlgebra débil con estratificacion (R, W) y
B es la subdlgebra de A asociada a una descomposicion de Wy como antes. Tomando A = [T
tenemos lo siguiente:

o A estd generada libremente por (B, BW//B).
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e La t-dlgebra T tiene estratificacion (B,W), donde W = Wy & W1 y Wo = BW{|'B
Wy = BWhB.

e Hay isomorfismos de B-B-bimddulos B @r Wy @r B — Wy y B®r W1 @ B — Wi,
inducidos por el producto de T.

Demostracién: Lo anterior es consecuencia de las propiedades bésicas de las algebras ten-
soriales, ver |2, 12.2]. O

Observacion 2.3.3. Si B es la subdlgebra de la ditdlgebra débil A asociada a la descomposi-
cion Wy = W @W(' como antes, definimos B := (B,0), la ditdlgebra débil regular asociada al
dlgebra B. Si (A, I) es ditdlgebra débil entrelazada, entonces también lo es (B, Ig), donde

Ip =1INB. La inclusion r : B — A determina un morfismo de dlgebras7 : B/Igp — A/l y un
morfismo de ditdlgebras débiles 7 : (B, Ig) — (A, I). Entonces, tenemos el siguiente diagrama
conmutativo:

Lan

AJT — Mod—=25 (A, 1) — Mod

B/Ip — Mod —— (B, I5) — Mod,

(B Ip)
donde L5 1,,) es una equivalencia de categorias.

Observacion 2.3.4. Sea A una ditdlgebra débil con estratificacion (R,W') y sea B la subdl-
gebra de A asociada a la descomposicion Wo = W & W{ con 6(W() = 0. En lo que sigue
consideraremos B-mddulos admisibles sobre tales dlgebras B.

Definicion 2.3.5. Supongamos que X es un B-mddulo admisible, donde B es la subdlgebra
de A asociada a la descomposicion Wy = W@ W{. Supongamos que I' = Endp(X)°P admite
el par divisor (S, P). Definimos el S-S-bimddulo WX = WOX ® WiX por las formulas:

W = X* @5 Wo@p X y Wi = (X* 05 Wi 05 X) & P*.
De lo anterior podemos definir la t-dlgebra T = Ts(WX), con estratificacion (S, WX).

Lema 2.3.6. Supongamos que X es un B-mddulo admisible, donde B es la subdlgebra de A
asociada a la descomposicion Wy = W} @ W{. Consideremos la t-dlgebra TX y recordemos
que T esta generado libremente por B y W, en particular T = B @& (W), donde (W) es el
tdeal bilateral de T generado por W. Entonces, para cada

(u,v) € D(X) :=[X" x X]JU[(P*®s X") x X]U[X™ x (X ®g P")]
hay una funcion lineal oy, 2 T — TX tal que para wy, ..., w, € W tenemos

Oup(Wr - wy) == Z URW] ® Ty AUy QW R Tjy - @y, , AV | @ Wy @ .

11,8250 0y0n—1

Y, sibe B,
o 0,,(b) :=v(bz), parav e X* yx e X.
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Mds aun, se cumple lo siguiente:
(1) Para x € X, v € X* y todo elemento homogéneo t € T, tenemos deg(o, »(t)) = deg(t).

(2) Para xz € X, v € X* tenemos;

® Oygz = Zr¢7’0—’¢)r,$7 5iu:2r¢r®wra¢)w EP* yiY € X"

® Opy = ngu,ysﬁsgy stv = Zsys®¢;ays eX ?/ﬁb/s € pP*.

En particular, parax € X, v € X* yt €T, tenemos
® Oxw)a(t) =22 V(@ip;)Vj0u, ().

® 0y p(z) (t) = Zj Ov,ap, (t)’yj.
(3) Para cada (u,v) € D(X) yt,t' € T tenemos:

(4) La funcion o, 4 es S-lineal en cada una de las variables v € X* y x € X. Dados x € X
yv e X", la funcion oy, es S-lineal en la variable u € P* ®g X* y la funcion 0, es
S-lineal en la variable v € X ®g P*.

Demostracion: Antes de iniciar la prueba necesitamos fijar algunas ideas. Note que la
funcion o, ,, esta bien definida en (W) debido a que por la funcién multiplicacién W™ —
(W) induce un isomorfismo (W) = @, ., W®" y ya tenemos la igualdad b(}", z; ® ;) =
(>, ®i ® v43)b, para cualquier b € B.

Ahora consideramos las funciones

Opp: PP x X* = Py, : X xP*— P,
dadas por
0x,b(¢a Qp) = QWJ(be) Yy %(1"7 ¢) = V(bx)¢

que inducen, por la propiedad universal del producto tensorial, las funciones
Opp: P* @5 X* - Py 0, X ®sP*— P,
tales que

Orp(¢ @ Y) 1= dip(bx) y 0, (x © ¢) := v(bx)¢.
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Lo cual implica que las funciones o, , y 0., estan bien definidas en B. Para verificar esto,
basta mostrar que las funciones 6, y ¢, son S-balanceadas. La prueba solo se hara para
—_— )

4 / , . .
02, pues los calculos para 9V7b son analogos. Para ello observemos que se tiene:

B.4(65, ) = (65)(bz) = 3(50)(b2) = By (6, 519).
Iniciaremos la prueba punto por punto.

(1) Para visualizar las funciones note que los morfismos de insercion
o X*@p W @ X = (X* @ W o5 X)®"

inducen un morfismo de S-S-bimoédulos
X*opW)@pX 5 (X*@pWepX)CTY yo(r®@t®a) =0,4(t)
para cualquier elemento homogéneo t € (W) C T, v € X* y x € X. Por tanto
deg(0y,.(t)) = deg(?).

(2) Las igualdades se obtienen evaluando en ¢ € B por definicion. Claramente se tienen
evaluando en cada t = wyws - - - wy, con wy,ws, ..., w, € W. La segunda parte de las
igualdades de 2 se obtienen usando [2.2.10]

(3) Fijemos cualquier u = v € X* y v =z € X. Entonces (3) es claro para cualquier par
de elementos homogéneos t,t' € (W).
Supongamos ahora que t € By t' = wy - - wy,, con w; € W, entonces

ou(tt) = Z VRtw QT QUi @ QU QUW, QT
11,82, yin—1
= Z VERQuW1 @Ti, QUjy @ - Q1 Qwy QX
11,02, in—1
= Y @i @w @ay, Qv @ @i, Qwy ® T

11,82, yin—1,1

= Z V()i QW1 @ T QUi @ @V, QWp @

11,02, in—1,0

= Z Ov; (1)0w; (1)
i
Supongamos ahora que t = wyws - - - wy, con w; € W y t' € B, entonces

oatt) = D vOw R, Qv @ @i, Quet @

11,82, ) in—1

= Z V®w1®xi1®vil®-"®%‘n_l®wn®t/$

11,02, yin—1

= Z vROwW QT Quy @ Quy,_ @ wy @ zivi(tT)

11,02, yin—1,0

- Z O () Ov; 0 (t,).
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Si t,t’ € B, entonces

ovz(tt) = v(tt'z) = I/(Z tow (t'a))
= Z I/(t.%'i)ui(t,x)
= Zgu,xi (t)o‘,,%x(t/).

La formula se sigue para t,t' € T arbitrarios y u = v € X* y v = 2 € X fijos. El caso
general se sigue de esto. En efecto, fijando ¢t,t' € T, siu=3) ¢, @Y, yv =2z € X,

Uu,x(tt,) = Z ¢TU¢T,x(tt/)
- Z‘ﬁr%r,xi(t)ayi,z(t’)
= Z Ou,x; (t)o-lji,x (t/)

Para las otras posibles formas de u, v el argumento es similar.

(4) Siv, € X* 2 € X y q €S, entonces Oquiv'z Y QOvz + 0y, claramente coinciden al
evaluar en cada t € B. En elementos t = wy - - - wy,, con w; € W también coinciden. Por
lo tanto vale la igualdad.

SigeS,u=),0 ¢, yu' =5 ¢, @, donde ¢, ¢, € P*y 1), 9, € X*, entonces

/
Oqutu/,x = Z ngro-wn,:v + Z ¢SU¢;,x =(qOuz + 0y z-
r s

Entonces oy, , es S-lineal en u € P* ®g X*. La S-linealidad de 0, , en v € X ®g P* se
obtiene de manera similar.

O

Lema 2.3.7. Existe un morfismo 6 : [X* @ W ®p X] @ P* — TX de S-S-bimddulos que

~

satisface 6(y) = u(7y), donde v € P* y u: P* — P* ®g P* es la comultiplicacion de P y
W(v@wes)=Ar) ®wez+0,.(6w) + (~1)™ Ny @ we p(z),

paraw € WoUW1, v € X* yax € X. El morfismo de S-S-bimddulos s WX 51X puede ser
extendido a una derivacion 6% en la t-dlgebra TX tal que AX := (TX,6%) es una ditdlgebra
débil con estratificacion (S, WX).

Demostracion: Para r € {0, 1}, consideremos la funcion 5 X*x W, x X — T definida
por ;5\(1/7 w,x) = A¥) @ w @ x + 0y (5(w)) + (—1)49 1y @ w @ p(x).
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Verifiquemos que esta funcion es B-balanceada:

~

S(wbyw,x) = Mb)@ w® T+ oy (6(w)) + (1) p @ w @ p(x)
Av) @ bw @ & 4 0,2 (5(bw)) 4+ (=1)%9+ 1y @ bw @ p(x)

~

= (v, bw,z)

~

S(r,w,br) = A) @ w @ b + 0y pe(6(w)) 4+ (—=1)9 Oy @ w @ p(ba)
= ANv) @wb® x + 0,5 (8(wb)) + (=1)9 Ty @ wb @ p(x)
= g(l/, wb, x)

Recordemos que p es un morfismo de S-modulos derechos, A es un morfismo de S-modulos
izquierdos y o, es S-lineal en v y x. Entonces esta bien definido el morfismo de S-S-
bimodulos 8 : X* R W ®p 2\( — TX. Podemos extenderlo a un rr/l\orﬁsmo 5 wX 17X
de S-S-bimédulos, tomando §(y) = u(y) para v € P*. Entonces ¢ induce una derivacién
6% : TX — TX sobre la t-dlgebra T, dado que deg(§(w)) = deg(w) + 1 para w € WX UW;X.
0

Lema 2.3.8. Para cualquier elemento homogéneo t € T,v € X* yx € X tenemos que
0¥ (00,2(1) = OAw)2 (1) + 002 (5(2)) + ()" o, o) (D).

Demostraciéon: Recordemos que T'= B @ (W). Primero demostraremos el lema para cual-
quier elemento homogéneo ¢t € (W). Nuestra afirmacion es cierta para todo t € W por
definicién de 6%. Supongamos ahora que lo hemos probado para W"~! y vamos a probarlo
para W™. Sean w € W, € W™ !, y supongamos que ¢t = wt’. Por m (3),

Foa) = Do ()ona(t)
— Z 5ZX(UW (W) oy, 2 (t') + (—1)%es() Z 0y, (W) (00, (1))
= Z @) ()02 (E) + 3 00, (0 (w))zaui,x@’)
+ (l—l)deg(“’)+1 Z au,p(zi)(wgaui,x(t')
+ <—1>deg<w>Z;y,mxwmm,z(t’)
¥ <—1>d69<w>ia,,,mxw)%,z(a(t'))

+ (_1)deg(w)+deg(t’)+1 ZUV%‘ (w)aw’p(m) (t/)

1
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= U)\(V) (wt') + vz (6(w)t)
+ dEQ ’LU)-‘rl Z O-I/,p z) Jyl’;p( )
+ deg (w) Z oy xz U)‘(V'L) (t /)

(—1)deote )Uu,x(w5( t'))
+ (_l)deg(w)—i—deg(t/)-;-laup(x)(wt/)

- %) () + 0va(8(1)) + (1 >deg<”“ < (@)
+ deg (w)+1 Z Ty Z) ) (t) , deg (w) Z O, ( J)\(Vz) 2( ,)
= 0—)\(1/)71‘( ) + Jy,m((s(t)) + (_1)deg(t)+1au,p(x)( )

La tltima igualdad se debe a que ), p(x;) @ v; = >, x; @ A(v;).

+

En efecto, por [2.2.10} tenemos p(z) = 3, xp; ® 7; y entonces:

Z T @ ANy;) = Z z; ® Z vi(xip;)y; @ vir
% 7 i'.j
Z Z T;V; ($Z/p]) & ’}/] X vy
i
Z l'zlpj (9] ’)/j & vy

Z p(x;) ® v;.

Ahora supongamos que t € B, asi, §(t) = 0. Como 6% (S) = 0, tenemos que 6% (0, ,(t)) =
5% (v(tz)) = 0. Basta probar que o)) .(t) — 0, 5 (t) = 0. Tomemos z € X,p € Py
recordemos que ¢(zp) = (tz)p. Entonces, por [2.3.6] (2),

U)\(u),:r:(t) _Uu,p(x)(t) = Z [ ij YiOv;,x Zauzpj

i,J
= Z y[xipj]q/jl/i(tx) — Z V[t(xpj)h’j

i3 J
= Z[Z v[zipjlyvi(te) — Z vlzvi(tz)p;l;]
=: A

Veamos que A =0. Parage P, s € Sy z € X, se tiene:
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> vlwspilla) = vies Y pivi(a)]

= vlwsq]
vz piyi(sq)]
J
= ) vlp;lvi(sq)
J
= > vlzpil(v5)(a)
J
Luego, > vlzspsly; = >, v[apjlyjs. Si tomamos s = v;(tx) y © = x;, obtenemos que
A =0. O

Lema 2.3.9. Se tiene (6%)2(P*) =0y, para todo w € WoUW,,v e X* yx € X
(5X)2(Uu,x(w)) = 01,@(52(10)).
Demostracion: Por 2.3.8 sabemos que

(6% (va(w)) = 65 (0aw) 2 (W) + Tva(6(w)) + (=14 0, 0 (w)).

Veamos a que es igual cada uno de los sumandos, supongamos que A(v) = >, @ v, y

p(z) =3, 2, @~,. Por[2.2.11] tenemos

X oAwya(w)] = Zéx () ®vt®w®ar—2%®wt)®w®x

- 27t®0—utx ) ( 1)d6g +127t®yt®w®p(x)
t

(u®1)/\( JRwRr—(1@AN)A(V)@w® x

D © 0 (35w) = (-1 S @ v @ w e o)
p t

= —o(0(w) = (~D)™TNW) © w e p(e)

De nuevo por tenemos

§¥[0a(B(w))] = 0r)(6(w)) + 01,2 (8%(w)) + (=1)%9 20, (5(w))
= oA (0(W)) + 00 (62 (w)) + (=1)* g, o (6(w)).

Por la regla de Leibniz y
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& [Uu,p(a:) (w)] = Z O\(v ® ’Ys + Z Ov, a:’ ® 75

+ deg (w)+1 Z T pla, ) ® ’Ys deg Z o, x/ ) ® p 73)

= \v)Qw®p(x ) + 0y () (0 (w))
+ ()OI @ we (pe @) + (1) v o w e (1@ p)p(r)
= )\(V) KW ,0(33) + Ouv,p(x) (5(’[1)))

Finalmente, tenemos que

() fove(w)] = —0r0)2(@(w)) = ()*ITN) @ w @ p(x)
+ o)) + 002 (83(w)) + (=1 e, ) (3(w))
+ (=D)*ITNW) @ w @ p(x) + 0y (0 (6(w))]
= 0,.(0%(w)).

Ahora, siy € P*y pu(y) =, v ® 7y, entonces por [2.2.6, tenemos que

6% (y) = Z% ®7)

_ Z[“(%) ® — 7 © u(¥))]

= [(rel) -1 wlu)
= 0.

2.4 Reduccion con modulos admisibles

En esta seccién estudiamos el proceso de reduccion que utiliza los llamados médulos admisibles.

Proposicion 2.4.1. Supongamos que (A,I) es una ditdlgebra débil entrelazada, donde A =
(T,9) es una ditalgebra débil con estratificacion (R, W), tal que hay una descomposicion de
R-R-bimddulos Wy = W, @ W, con §(Wj) = 0. Supongamos que B es la subdlgebra de
A, asociada a la descomposicion de Wy, X un B-médulo admisible y AX = (TX,6%) la
ditdlgebra débil de 3T Consideremos el ideal I de AX gemerado por los elementos o, . (h)
para v € X*, hel yx € X, entonces

(1) El par (AX,I%) es una ditdlgebra débil entrelazada.

(2) Hay un funtor FX : (AX IX)-Mod — (A,I)-Mod, tal que para cada M € (AX, IX)-
Mod, el B-médulo subyacente de FX (M) es X ®g M y

a-(x@m)=> 2;®0,.(a)m, paraac A,z € X yme M.
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Dado f = (f°, f1) € Homgx 1xy(M,N), su imagen FX(f) = (FX(f)° FX(f)Y) estd
dada por

FX(N)lz@m]=z@ fO(m)+ Y ap; @ f1(v;)ml,
J

FY () )l @ ml = Y001 ® £ (01,0(0) ),
parav € V,xe X yme M.

Demostracion: Veamos que AX esta entrelazada con el ideal IX. Para esto bastara mostrar
que (§)2(W&) € JX y (6%)2(W{) C JX, donde J¥ es el ideal de T generado por I¥.
Por [2.3.9] tenemos que (6%)%(P*) = 0. También por sabemos que (6%)2(0, .(w)) =
0v,2(0%(w)). Por [2.3.6) (3), tenemos que

0u2(63(w)) € 0, (IVE+ VIV + V2I) C I* (V)2 + VIIXVY + (V)21

paraw € Wy y
0u2(63(w)) € 0y (IV3HVIV2HVAIVAVAT) C IX (VX3 V A IV 2 (VO IX VY (V)3 T,
para w € W.

Afirmacioén 1: Veremos que la férmula del enunciado efectivamente define una estructura
de A-modulo sobre X ®g M, cuando M es un AX-moédulo. Ademés I(X ®g M) = 0.

Primero recordemos que tener un morfismo de anillos p : A — Endy(X ®gM) es equivalente
a tener una estructura de A-modulo sobre X ®g M.
Como A = Tp(W,), lo anterior equivale a dar un morfismo de anillos p, : B — Endy(X ®gM)
y un morfismo de B-B-bimodulos pg : W, — Endy(X ®g M).
El morfismo p, se tiene porque X ®g M es un B-moddulo izquierdo. El morfismo py puede
obtenerse mediante el isomorfismo

Homp_p(W, Endp(X ®s M)) =2 Homp(W,®p X ®s M, X ®g5 M),

una vez que tengamos un morfismo natural pf, : Wy ®p X @ M — X @g M de B-mobdulos
izquierdos. Ese morfismo natural esta dado por la composiciéon

-1x1 *
Wo2pX®sM — Ends(X)@pWo@pX0sM *—3' Xoo(X*0p5W,05X)0sM 23 XoM,

donde el primer morfismo envia cada w @ x @ men 1 @ w ® T ® m, ¢ es el isomorfismo de
2.2.12]y * es la accion de AX sobre M. Un calculo sencillo muestra que

pé(w@aj@m):Zazi@(l/i@w@x)*m.
%

Luego, hay una estructura de A-modulo sobre X ®g M que cumple:

wx@m) =3, ® oy, (w) *xmyblx®m) =br®m.
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Vamos a verificar la férmula de la accién de A en X ®g M dada en el enunciado de esta
proposiciéon. La prueba sera por induccion.
Base de induccién. Para w € W,

w(x@m):vai@(ui@w@x)*m:Zmi@)o%x(w)*m
% %

por definicion.

Hipotesis de induccién: Supongamos que la féormula es cierta para a = w = wyws - - - Wy,
con wy, -+ ,Wwp € Woyn>1.

Paso inductivo: Tomemos w = wjw’, donde w' = waws - - - wy+1. Entonces
) 3 +

w(z®@m) = ww (z®m)

= wl(z T; @ 0y, 1 (W) x M)
i
- Za:j ® Z Ou; .z (W1) % 0y, o (W) M
j i

— Za:j ® 0y, 2 (wrw') * m.
J

Finalmente, para b € B, tenemos que

bx@m) = br®@m
= wai(bx)@)m

= Z:cz ® vi(bx) *m
i
= Y i @ou.(b) xm
i
Como A esta generada libremente por B y W), tenemos la férmula deseada.

Finalmente, veamos que IFX(N) = 0, para N € (AX, I*)-Mod. Sabemos que I * N = 0,
entonces para a € A,z € X y n € N tenemos que a(z ®@n) =Y . ; ® 0y, z(a) *n, por lo cual
que I *+ N = 0 implica que IFX(N) = 0.

Afirmacion 2: Las reglas de asociacion de F¥X estan bien definidas.

Primero vamos a probar que la funcion FX (f)° € Homy,(FX (M), FX(N)) esta bien defi-
nida. Para eso, definamos primero ¢° : X x M — X ® N, de la siguiente manera:

@(z,m) =z fO>(m) + Zmpj @ f(v;)[m].
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Hay que notar que ¢" es una funcién S-balanceada, en efecto
0 _ 0 . 1/.,.
P (xs,m) = ws@ fOm)+ Y [zslp; @ f(7;)[m]
J

= z® fO>sm) + prj ® fl(%‘s)[m]
J

= m®fo(sm)+zxpj®fl(7j)[3m]
J
= go(m,sm),

ya que
> (@s)p; @5 = plas) = pla)s =Y xp; @ ;s.

J J
Por lo que FX(f)° esta bien definida.

Para ver que FX(f)! esta bien definida, primero veamos que
FX(f)' € Homp_ (Wi, Homy(FX (M), F*(N)))

donde
FY () (w)(z @m) = sz @ (v @ w® x)[m].

)

Es claro que FX(f)'(w) € Homy(FX (M), FX(N)), para cada w € Wj. Veamos que
FX(f)! es morfismo de R-R-bimoédulos, si 7,7 € R:

FX(Hrwr')(zom) = Z:vi@)fl(l/i@rwr'@x)[m]

(2

= > 50 flurewerz)m]

= TZ:m@fl(ui@w@r':r)[m]
= (rFX () (w)r')(z @ m)
dado que 7(>; xi @ v3) = (D, i @ vy)r.

Como FX(M) y FX(N) son A-médulos, podemos extender FX (f)! a un morfismo FX(f)! €
Homa_A(V, Homy(FX(M), FX(N))), de la manera usual: como en m

Mostraremos ahora la siguiente afirmacion.

Afirmacién 3: Parave Ve e X yme M,

(FX) )z @m] = chz ® f1(0v,2(v))[m].

Sabemos que T tiene estratificacion (B, W). Por tanto V = A’/W{ A’ donde A’ esta generada
libremente por B y W,. Por tanto podemos asumir que v = wjw} - - - wjww{wh - - - w?, con
wy, w;’ € W,y w e W,. La prueba de la afirmacion serd por inducciéon en los siguientes casos.
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Caso 1 v =bwb’, conw € Wy y b,b € B.

EX) @ om = [FX] b))z om)
= H(FN) (W) ©m]

= > 2 ® f(vi o w @ Vx)[m])
= Zazi®f1(l/ib®w®b/:c)[m]
= Z:m@fl(uz-@bwb’@:r)[m]
= Z T @ fl(UVi,x(v))[m]'

Caso 2 v =wv', con w € W,y v' € V y v satisface la afirmacion.

FX) @zem = [F*()]'(w)z@m]
= w- (FOY )z @m]

= D w (@@ fH(ona()m)

- ixj © (v @ w @ a;) % [ (00,.(0"))[m)]
_ Zx ® Gupr; () * F1(0,.0(v"))[m)]

_ Zx ® F1 (00,0, ()01, (V') ]

- z]::vl ® f1(00,2(v))[m].

Caso 3 v =v'w, con w € Wy v' € V y v satisface la afirmacion.
(FX(M)'@Wzom] = [FX(H)]'(w)lz@m]
= (FX(M')w - (z@m)
= (FX(f))l(v’)(ij ® (v ®w® ) *m)
- Zmi®f1(aw,xj(v'))[(uj R w ® x) * m]

= DB ® [ (00, (V)ov, 0 (w)) ]

= 3@ (o))

Nuestra afirmacién ha sido demostrada.
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Ahora, para mostrar que FX (f) € Hom(AJ)(FX(M), FX(N)), tenemos que probar que

a(F¥ () (@ @ m) = (F(f))*(alz @ m]) + (F ()" (8(a)) [z @ m].

Como A es generado libremente por B y W, = BW{/ B, es suficiente probarlo paraa =b €
Bya=we W, Parabc B, tenemos

b(EX(f))(x @m) = bx @ fO(m) + Z blap;] @ £ (v;)[m].

Por otro lado, puesto que X es un B-I'-bimédulo,

(FX())°(blx @ m)) + (FX (M) (60w @m] = (F*(f)° (bﬁ@m)
= br® fO(m Z 2)p; ® f1(v;)[m]

= b(FX(f)(« ®m)-

Por otro lado,
(FX(M))°(wlz@m]) = (FX(f))O[in@)(Vi@w@x)*m]

= in © (v @wealxm)+ ) zp; e f(3)[(v©wez)xm]

i,

= le(g)f([m@w@ x] *m) +Z$zp]®f('7]®Vz®w® z)[m]

i,

= in@)fo ([vi @ w @ x| * m) +in®f Avi) @ w® x)[m).

Ademas,
w(F* () (z@m]) = Zfﬂz ® (i ®w @) * fO(m) + sz ® (i @ w @ zp;) * f1(v5)[m]
= Z:m-@(ui®w®a:)*fo(m)+Z:Ei®f1(1/i®w®$pj®7j)[m]

= Zml ® (v @w®z)* fO(m) +Z$i ® (v ®@w @ p(z))[m].
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Restando, tenemos que

> m @l @waa)x fm) - f(vewe ) m)
+ ixi@b[fl(w@w@p(x))[m]—fl(A(w)®w®x)[mH
= imi®f1(5x(ui®w®x))[m]
+ iwz-@[fl(w@w@p(x))[m]—fl(A(w)®w®w)[mH
= Zx ® [ W) @ w @ & + 04,2 (5(w)) + (=)™ )y @ w @ p()][m]
+ iwi@@[fl(w@w@p(ff))[m]—fl(A(w)®w®x)[mH
- Z 7 ® £ (0,0 (3())) )
= (;X(f))l(&w))[m].

Afirmacion 4: F¥X es funtor.

Es claro que F'X preserva identidades.
Para ver que FX conserva la composiciéon, sean f : M — N y g : N — L morfismos en
(AX, I*)-Mod, veamos que FX(gf) = FX(g)FX(f).
Sean z € X,m € M y 6% (vj) = p(v;) = >, 7313 ® ’yjzs, sabemos que

Y wpip; @7 ®7% = (p@ p(z) = (1@ pp(e) = Y ap; @75, ® 75,
i,j J»$
Ahora notemos que

(FX (@ FX () lz@m] = F¥(9)(x® f(m)+ prj ® f1(v;)[m))

= 2@g"fo(m)+ > ap; @ ¢° f (v)Im] + > xp; @ g () f0(m)
j j

+ prjp@gl(%)fl(%)[m]
_ x@gofo(m)+Zmpj®(gf)1(%)[m}
= F¥gf)’(z@m).

Hemos verificado que FX(gf)? = FX(g)°FX(f)°.
Para w € Wy, supongamos que §(w) = >, vl ® v2. Entonces, para cadai € [ y v, @ w®@x €
X*®@p W, ®p X, tenemos

K @wer) = orp)a(W) +ouu(6w) + (1% g o (w)
= Z Vi(xrpt)'yt LU Quw®x+ Zaw,m(vi) ® Ul/r,x(vg) + Z Vi QW R Tpr & Yy

rt 7,8
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Por lo tanto,
(FX (@) FX () (w)z@m] = FX(9)°F*(f) (w)lz@m]+ F¥(g) (w)F*(f)°lz @ m]
+ (FX9)' « FX(HHQ_vs @ v))[z ©m]

s

= FX(g)O(in®f1(Vi®w®x)[m])
+ F¥(g)'(w)(z ® fO(m +prj®f (77)[m])

+ ZFX ml®f<am,m<v2>>[m1>
= Zm@g f (vi®w®w)[m]+zw¢pj ® g' () (v @ w @ x)(m))]
+ D megveuen)fiin sz®g (vi @ w® ap;)[f* () (m)]

+ > e @g' (0n. <v;>>[f1<aw,x<v§>><m>1

4,78

= Z:a:Z @ " f (v @ w @ z)[m] —i—Za:i ® g (v; @ w® x) fO[m]

7

n lem 1 (v @ w @ z))[m)]
= Z:cz'@ 9f) (vi @ w @ x)[m]

= FYgf) (w)lz @m].
Ast, (FX(g)FX () = (F¥(g/)"

Lema 2.4.2. Supongamos que (A,I) es una ditdlgebra débil entrelazada, donde A = (T, 9)
es una ditdlgebra débil con estratificacion (R, W), tal que hay una descomposicion de R-R-
bimddulos Wo = Wi @ W/, con 6(W) = 0.

Supongamos que B es la subdlgebra de A asociada a esa descomposicion y que X es un B-
mddulo admisible. Considere la ditdlgebra débil entrelazada (AX, 1) y el funtor asociado

X (AX, I%)-Mod — (A, I)-Mod.
Supongamos que M es un S-mddulo tal que existe un objeto X ®g M € (A, I)-Mod que tiene
B-mddulo subyacente X ®g M, donde
b(x®@m)=br®m, parabe Bjxr € X ym € M.

Entonces, existe un tnico objeto M € (AX,IX)-Mod con S-mddulo subyacente M tal que
FX(M)=X®sM. Sic: X*®@p X — S es la funcion evaluacion y o : S ®g M — M es la
funcion producto, entonces la accion x de AX en M estd determinada por la accion o de A
en X ®s M por la formula:

rewezx)sm:=0c(e®1)[vewo (z®m),

parav € X*we Wf,r € X ym e M.
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Demostraciéon: La funcion evaluacion esta dada por e(v ® z) = v(z) y, claramente, es un
morfismo de S-S-bimddulos. Entonces la composicion

WX ©0s M =X*®p BW/Bop X s M 53 X* @5 X 95 M 24 Sos M -2 M

determina una estructura de AX-modulo * en el S-moédulo M. El correspondiente modulo es
denotado por M. Adoptamos la notacién - para la estructura de A-moédulo del objeto F'X (M).
Para probar que FX (M) = X ®g M vamos a probar que - = o.

Por hipotesis sabemos que, para w € W, se tiene w - (x @ m) = wx @ m = wo (r @ m).
Para w € W, tenemos wo (z @ m) = >, 2! @ m!, con 2 € X y m' € M. Entonces:

w-(x®@m) = in@)(w@w@:c)*m

i

= Zmi®a(e®1)[w®wo(m®m)]
i

= in®l/i(xt)mt
it

= inyi(xt)(@mt
it

= th®mt.
t

Ahora supongamos que M es otro objeto en (AX,I%)-Mod, con S-médulo subyacente M,
tal que FX(M) = X ®g M y denotamos por ® a su accion de AX-modulo. Entonces para
veX*weW/,x e X ym e M, tenemos

rRwez)sm = o(exl)vewo(x®m)]
= o) reow- (rem)
= U(e®1)[V®(ZUCi®(Vi®w®$)®m>]

= Z(l/(ﬂ?z)ljz RUWRT)®m

= owez)®m.

Por lo tanto M = M.

Resta mostrar que I*X M = 0. Para ello conviene notar lo siguiente:
Afirmacion: Sia € (W) C A, entonces

oge®)(v®a-(r®@m))=0,z(a)*m.

Por hipétesis, A acttia sobre X ®¢ M con accién o.
Por definicion de FX, A actua sobre F'X (M) con accién - dada por

a-(z@m)= le ® 0y, z(a) * m.
7
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Ya hemos demostrado que - = o. En el caso de la afirmacién se tiene:

clel)(ra-(x®@m)) = 0(6@1)(V®in®oyi7x(a)*m)

= Z l/(iL‘i)Uz/i,x(a) *m

= oyq(a)xm.

Ahora, si h =a+be B® (Wp), con h € I,

opz(h)xm = o,,(bm+o(e®1)(v®a-(r®@m))
vibrym+o(e® 1) (v®a- (xr ®@m))
(e@1)(ve(bzem))+oe®l)(vea- (z®@m))
(e@)(ve(b+a):  (x@m))

(ex)(veh- (r@m))

Il
Q

€

I
Q

= O0\(€

|
o

Pues IX ®¢ M = 0.

Corolario 2.4.3. Supongamos que (A,I) es una ditdlgebra débil entrelazada, donde A =
(T,9) es una ditalgebra débil con estratificacion (R, W), tal que hay una descomposicion de
R-R-bimddulos Wo = Wi & W, con §(W()) = 0.

Supongamos que B es la subdlgebra de A asociada a esa descomposicion y que X es un B-
mddulo admisible. Considere la ditdlgebra débil entrelazada (AX,IX) y el correspondiente
funtor FX. Entonces, para cualquier N € (A, I)-Mod, isomorfo como B-mddulo a algin B-
mddulo de la forma X ®g M, para algin M € S-Mod, tenemos N = FX(M) en (A, I)-Mod,
para algin M € (AX, I%X)-Mod.

Demostraciéon: La prueba se sigue del Lema anterior.

En efecto, si N € (A, I)-Mod es tal que hay un isomorfismo de B-mo6dulos ¢° : X @ M — N,
donde M es un S-modulo, entonces podemos transferir la estructura de A/I-médulo de N
sobre X ®g M para obtener un A/I-médulo X ®g M, tal que ¢ : X ®g M — N es isomor-
fismo en A/I-Mod. Asi, £(g") : X ®s M — N es isomorfismo en (A, I)-Mod. Podemos ahora
aplicar para obtener M € (AX, I*)-Mod tal que FX(M) = X @5 M = N. O

2.5 Moédulos admisibles triangulares

En esta seccién estudiamos condiciones de triangularidad sobre un médulo admisible X que
garantizan que (A%, IX) resulta una ditalgebra débil entrelazada triangular, cuando partimos
de una ditalgebra débil entrelazada triangular (A, I).
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Definiciéon 2.5.1. Una filtracion F(U) de R-S-bimddulos de longitud ¢ del R-S-bimddulo U,

es una sucesion de R-S-subbimaddulos.
0=UCULC---CUi1 CU =U.
La altura asociada a la filtracion de U es la funcion b : U — [0, ¥], definida por
h(u) =7 siue U;j\Uj_1, para j € [1,€] y h(0) = 0.

Por tanto, parau € U, tendremos h(u) < t syssu € U;. La filtracion se llamard aditiva derecha
(respectivamente aditiva izquierda) syss como S-mddulo derecho (respectivamente como R-
modulo izquierdo) U; es un sumando directo de Uj1 para todo j. Se llama aditiva si U; es
sumando directo de Ujyq como un R-S-bimddulo para todo j.

Una familia de generadores Z = {u; | i € I} del S-mddulo derecho U se llama
compatible con la filtracion F(U) syss cada S-mddulo derecho U; esta generado por ZNU;
para todo j € [0,4].

Definicién 2.5.2. Supongamos que tenemos una filtracion F(U) de R-S-bimddulos de longi-
tud £ del R-S-bimddulo U,

0=UoCU1C--Up1 CU =U.
Entonces la filtracion dual F(U)* de F(U) es la siguiente filtracion de S-R-bimddulos.
0=[U*o C U1 C-- C U1 €U =U",
donde [U*|; :={A € U* | \(U;—;) = 0}.

Definiciéon 2.5.3. Supongamos que tenemos una filtracion F(U) de R-S-bimddulos de longi-
tud ¢ del R-S-bimddulo U,

0=UCU1C--CU-1CU=U.

St U es proyectivo finitamente generado como S-mddulo derecho, una base dual finita
{(ui, \i) | @ € I} para U es compatible con la filtracion syss H(u;) + h(A;) = €+ 1 pa-
ra toda i.

Aqui, la altura de cada u; es tomada relativa a la filtracion dada F(U) y la altura de cada
Ai es tomada relativa a la filtracion F(U)*.

Lema 2.5.4. Supongamos que tenemos una filtracion aditiva derecha F(U) de R-S-bimddulos
de longitud £ del R-S-bimddulo U,

0=UCU1C--CU-1CU=U.

Supongamos que el S-mddulo U es proyectivo finitamente generado. Entonces Ug admite una
base dual finita compatible con F(U). Esta se construye como sigue: por hipdtesis, tenemos
descomposiciones de S-mddulos derechos

Uj ZTJEB@TL donde Uj :Uj,l@Tj.

Consideramos, para cada j, la proyeccion canonica ¢; : U — T} y consideramos una base
dual {(u;, ;) | i € 1(j)} del S-médulo derecho proyectivo Tj (con u; # 0 y A\; # 0 para toda
i). Denotaremos por A\; = X\i¢; para cada i € 1(j). Por tanto u; € U y \j € U*, para i € 1(j).
Si tomamos I = Ujep g 1(j), entonces {(ui,Ni) | © € I} es una base dual finita para Usg
compatible con F(U).
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Demostraciéon: Dado u € U, tenemos u = Zje[lﬂ v;, vj € T);. Entonces,
w= D0 (D whilw) = 3o 3 wiki(w)
Jef €l(j) Je el (j)

Por tanto {(u“ i) | i € I} es una base dual para U. Ahora fijemos i € I y consideremos j
tal que, i € I(j), entonces h(u;) = j. Necesitamos probar que h( i) = ¢+ 1—7j. Dado que
Ai = Ai¢j, tenemos que

XN(Uj-) =N(Ti & - & Tj1) = 0.

Dado que A; #0, X( U;) = Xi(T}) # 0. Tomando, t := £+ 1 — j hemos visto que Ni (Up—t) =0,
pero Ai(Up_i1) # 0, entonces A; € [U*]; \ [U*];—1. Por tanto h(X;) =t =€+ 1 — j.
(]

Lema 2.5.5. Supongamos que tenemos una filtracion de R-S-bimddulos F(U) del R-S-
bimddulo U. Supongamos que Us admite una base dual finita {(u;, ;) | i € I} compatible
con F(U). Entonces,

e {u; |i €I} esuna familia de generadores derechos de U compatible con F(U)

o {\i|i€ I} esuna familia de generadores izquierdos de U* compatible con F(U*)

Demostraciéon: Tenemos nuestras filtraciones F(U) y F(U)*, con longitud ¢:

0=UCULC--CU1CU=U

O0=UTclUTc-CUer CU=U"

De nuestras hipotesis, h(u;) + h(A;) = £ + 1 para toda ¢ € I. Probemos las siguientes afirma-
ciones para ¢ € [ fijo:

e Siwu e U satisface que h(u) < h(u;), entonces \;(u) = 0.

e Si A € U* satisface que h(A) < h();), entonces A(u;) = 0.
Supongamos que h(\;) = j, entonces A; estd en [U*]; \ [U*];—1, lo cual nos dice que

Ai(Ue—j) =0y Ai(Ue—j41) # 0.

Dado que j = h(A;) = £+ 1 — b(u;), entonces \;(Uy(y,)—1) = 0. Pero Uy consiste de todos los
elementos u en U con h(u) < t. En particular, si u € U y satisface h(u) < h(u;), entonces

Para el otro punto, supongamos que h(A) = j, entonces X estd en [U*]; y A(U;—;) = 0.
Ahora h(X) < h(X;), nos implica

bui) =€+1—b(X) <L—bh(A) =L—j

y por tanto A(u;) = 0.
Sabemos que {u; | i € I'} generan el S-mddulo derecho U. Denotemos por I7 al conjunto de
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indices i € I, con u; € Uj, para j € [0,/].

Para probar el primer punto del Lema, hay que probar que cada Uj; es generado como
S-modulo derecho por {u; |7 € I7}. Si w € Uj, como tenemos una base dual derecha para U,
de las afirmaciones anteriores tenemos

u = Zuz)\z(u) = Z uiNi(u) = Z uiAi(u).

i€llh(ui)<h(u)<j i€l
También sabemos que y {\; | i € I} generan el S-modulo izquierdo U*. Denotemos por I/ al

conjunto de indices i € I, con \; € [U*];, para j € [0, /].

Para probar el segundo punto del Lema hay que probar que cada [U*]; es generado como
S-modulo izquierdo por {\; | i € I7}. Si A € [U*];, de las afirmaciones anteriores tenemos

A= Z)\(ui))\i = > Aui)di = Mui)Ai.

i€I|h(A)<h(N)<y ield

Definicién 2.5.6. Si X es un B-mddulo admisible y (S, P) es el par divisor asociado a
' = Endp(X)°, decimos que X es triangular syss

(1) Tenemos una filtracion aditiva derecha de S-S-subbimddulos de P:
0= pUrth) c pltr) ... ¢ PO = P tal que PYPY) C P+I) para toda i, j € [1,0p],
coni+j<lpyPDPU) =0 en otro caso.

(2) Tenemos una filtracion aditiva derecha de B-S-subbimddulos de X :
F(X):0=X0C X; C---CXy1 € Xy =X tal que X;P C X1, para toda
je [1,5){],

Lema 2.5.7. Sea X un B-mddulo admisible y (S,P) es el par divisor asociado a I' =
Endp(X)°P. Si ordenamos la sucesion de S-S-subbimddulos de P dados en la definicion
anterior, tomando P; := PUr=itl) parg toda j € [0,p], obtenemos una filtracion de S-
S-bimddulos aditiva derecha:

FP):0=PCP C---CPp1<P,=P

Consideremos una base dual {(x;,v;) | i € I} para el S-mddulo X compatible con la filtracion
F(X) y una base dual {(pj,~;) | j € J} para el S-mddulo P compatible con la filtracion F(P).
Considerando las alturas asociadas a las filtraciones F(X), F(X)* y F(P)* tenemos:

(1) h(xp) < bh(x) para 0 £x € X yp € P.
(2) Siv(x;p) # 0, entonces h(v;) < h(v) para todai € I,pe P yv € X*.

(8) Si~y(pipj) # 0, entonces h(v;) + b(v;) < b(vy) para cualquier vy € P* ei,j € I.
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Demostracion: Notemos que si x # 0, entonces h(z) # 0.

(1) Sean z € X y p € P. Recordemos que h(z) = j syss . € X; \ X;_1 y X;P C X;_1. Por
tanto h(xp) < h(x).

(2) Supongamos que r = h(v) y v(z;p) # 0.
Siz; € Xyy—ry1, entonces z;p € Xy, _, y entonces usando que v € [X*],, obtenemos

que v(z;p) = 0 lo cual es una contradiccion. Entonces h(x;) > €x — r + 1. Dado que la
base dual de X es compatible con la filtracion, esto es equivalente a que h(v;) < r.

(3) Sim =h(v) y v(pipj) # 0. Dado que v € [P*|,, pipj ¢ Prp—m entonces, lp —m+1 <
bH(pip;). Tomando h(p;) = v y h(p;) = v. Entonces

plp] 6 Pqu — P(fp*’uﬁ’l)P(fp*’U‘Fl) g P(QZp*’U,*’U‘FQ) — Pu—‘,—y—fp—l-

Como la base dual de P es compatible con la filtracion F(P), tenemos las igualdades
u="Llp+1—-0(v)yv=~_Lp+1—0h(y;). Entonces,

lp—m+1<b(pip;) <ut+v—Lp—1=Lp+1-b(y)— b))

Por tanto h(v;) + h(7y;) < m.

Definicién 2.5.8. Supongamos que (A, 1) es una ditdlgebra débil triangular entrelazada, con
A = (T,6). Entonces, tenemos una filtracion de R-R-bimddulos

F(Wo):0=W) CWa C--- CW =Wy tal que S(WHY) € AW, A,

para toda s € [0,4y — 1], donde Ay denota la R-subdlgebra de A generada por W§.
Existe también una filtracion de R-R-subbimddulos

FWh):0=W) CW! C-.- CW{* =W, tal que
SWETY) C AWFAWFA + IV? 4+ V21 + VIV, para toda s € [0,41 — 1].

Sea B la subdlgebra de A asociada a la descomposicion de R-R-bimddulos Wy = W& Wy
Decimos que B es la subdlgebra inicial de (A, I) syss W} = W¢.

Lema 2.5.9. Sea B la subdlgebra inicial de la ditdlgebra débil triangular entrelazada (A, 1
con estratificacion (R, W) como en la definicion anterior. Entonces, si denotamos por [W{/]* =
WY N Wy para toda s € [0, €y — 1], obtenemos una filtracion de R-R-bimddulos

FWg) - 0=[Wg]" € C W]t = Wy

que satisface Wy ts = Wi @ [WY)%, para toda s € [0, €y — 1].
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Demostraciéon: Claramente, se tiene una filtracién de R-R-bimédulos
0=[Wg0C - CWg)o ! =Wy,
resta mostrar que Wy % = W) @ [W{/]*, para toda s € [0, £y — 1].

Para esto hay que notar que W}, [Wy]* C W3+ para cada s € [0,y — 1]; ademés, la suma
W§ + [W{] es directa gracias a que Wy = W & W{. Para la otra contenciéon hay que notar
que si w € T/VOIJFS C Wi @ W{, se tiene w = wy + we, donde wy € Wi y wy € WJ. Pero
wy = w —w; € Wy, con lo cual ya tenemos que W+ = W) @ [W{/]°. O

Sea (A, I) una ditalgebra débil triangular entrelazada y adoptemos la notacion de

Teorema 2.5.10. Supongamos que (A, I) es una ditdlgebra débil triangular entrelazada, don-
de A= (T,9) es una ditdlgebra débil con estratificacion (R, W). Sea B la subdlgebra inicial de
A asociada a la descomposicion Wy = Wi @ W{'. Si X es un B-mddulo admisible triangular,
entonces la ditdlgebra débil entrelazada (AX,IX) es triangular.

Demostracién: Primero nos ocuparemos en construir las filtraciones de Ws* y Wi*. Note

que las filtraciones F(W{) y F(W1) determinan filtraciones:

o F(Wo) : 0= W® € Wit C -+ € Wy = W, donde Wo® := B[W{]*B, para todo
ENS [O,fo — 1].

o F(Wh) : 0 = %0 - %1 cC ... C %41 = Wi, donde %t := BW{B, para todo
tc [O,Eﬂ.

Considere la filtracién de S-S-bimédulos
FP):0=PCPC---CPp,_1CP,=P
y la filtraciéon de B-S-bimé6dulos
F(X):0=X0CX;C---CXyp1 CXp =X,
como en 2.5.7
Para m € [0, 2¢x ], consideremos el conjunto
G ={vewere X* @ W,op X | h(v)+2(xh(w) + b(z) < m},

donde las alturas se toman con respecto a las filtraciones F(X)*, F(W,) y F(X), res-
pectivamente.

Para m € [0,20x(¢; + 1)], consideremos el conjunto
G ={reuwere X @p W, ®p X | b(v) + 2Lxh(w) + b(z) < m},

donde las alturas se toman con respecto a las filtraciones F(X)*, F(W;) y F(X), res-
pectivamente.
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Para m € [0,2¢x /], consideremos el S-S-subbimédulo de W;X:
W™ = (G5 1™
Para m € [0, £p], tomamos
(Wi ]™ = [P*]m.
Para m € [0,20x ({1 + 1)], consideremos el S-S-subbimédulo de WX.

(Wik)erm = ([Gi]™) @ P

Claramente se tiene:
0=[W5° C - C WP = WK

0=l ..o C ]l — ik,
Observemos que
G = 0= 163 ¥ G = 0 = G}
pues si Y@ w® x € [GX]', con 7 € {0, 1}, entonces h(y) =0 6 h(z) = 0. Por lo tanto, v = 0
6r=0y dealli querw®zxr=0.

Entonces, se tiene
W30 = W3y () = ¥,

Primero hay que notar que el S-S-bimédulo [WX]™ esta generado por los elementos v@w®z
tales que v € X*,w € W/ y x € X tales que h(v) + 20xh(w) + h(z) < m.

En efecto, cualquier elemento de [W;X]™ es una suma finita de elementos de la forma
vew®r, conv € [ X, we BW{]* By z € Xy, conr+2lxs +t < m. Perow = byw,by,

con wy € [W(]° v by, by € B. Entonces v @ w @ x = ) vby ® wg ® byz, donde

h(vbg) < b(v) <7,b(we) < sy bbGz) <b(x) <t.
Por tanto, h(vby) + 2¢xh(wy) + h(bjz) < m.

Similarmente, [W;X]™ esta generado, para m > £p como S-S-bimédulo por P* y los ele-
mentos ¥ @ w® x, con v € X*,w e Wy yx € X tales que h(v) + 20xh(w) + h(x) < m.

Para poder manejar la comultiplicacion p y las funciones A y p involucradas en la definicion
de la derivacion 6%, fijamos bases duales de X y P que sean compatibles con las filtraciones

F(X) y F(P) respectivamente (como en [2.5.7)).

Caso 1 Demostremos que 6~ ([WX]™*1) C AXWX AX donde A es la subdlgebra de AX
generada por Sy [WX|™, para cada m € [0,20x ¢ — 1].

Elijamos un generador v ® w ® = de [W;¥]™*! como especificamos antes. Esto es, donde
veX L weWlxeXyhbv)+2xh(w)+ h(z) < m+ 1. Deseamos probar que cada
sumando de

Frower)=Av)@wr+0,.(6(w) —vewe p(z)
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esta en AX WX AX . Podemos suponer que v,w y x no son cero.

Entonces, de la desigualdad b(v)+20xh(w)+h(z) < m+1, obtenemos que 2¢xh(w) < m~+1.
Dado que A(v) = 3, ; v(z;p;)7; ® v, €l primer sumando

> vl@p)y @view@x e PWE™ C WA,

Y]
debido a que h(v;)+20xh(w)+h(z) < h(v)+20xh(w)+h(z) < m+1 siempre que v(z;p;) # 0,
por 571

De manera similar, obtendremos que el sumando

—V®w®p($):—zy®w®xpj®7jEA%WIX.
J

Denotemos por A, la subélgebra de A generada por B y [W{]°, para s € [0,¢y — 1].
Entonces la subélgebra Asy; de A generada por Ry VVOSJrl coincide con A,. En efecto: Por
construccién, los generadores de cada una de estas dlgebras estan contenidos en la otra.

Ahora, la condicién de triangularidad para Wy implica
S(WY*HY) C 6(WEH?) C Agp1 Wi Agir = AW A, para todo s.

Aplicamos lo anterior a s := h(w) — 1. Como h(w) = s + 1, tenemos w € [W{]*™L. Por lo
anterior, podemos escribir 6(w) = 3 aqwqag, con aq,aq € Ay y wg € Wi. Entonces,

ove(6(w)) = Z Z Ov,2:(Ag)0v; (wq)al/j,x(a;)a
q
X - XX
donde 0y, +;(wy) € Wi*. Para concluir que 0, .(0(w)) € A;, Wi
AX para toda a € A,.

AX . probaremos que 0, . (a) €

Podemos asumir que a = bywibjws - - - by— 1wy by, con b; € By w; € [W[]*, entonces o, (a)
es una suma de productos de la forma o,, ., (bwb'), con i,j € I 'y b,b' € By w € [W{]°. De
nuevo,

Oz (DWY) = vib @ W @ b
y, como h(w) = s+ 1> s> h(w), tendremos que

b(vib) + 20xh(@) + bh(V'x;) < b(v) + 20xb(W) + b(x;)

< 20x + 20xh(D)
= 2x(h(w) +1)
< 2xh(w)

< m+1

Lo cual implica que v;b @ @ ® V'x; € [WsK]™.

Caso 2: Supongamos que v € P* N [W{X]"+ con m € [(p,Lp + 20x(¢1 + 1) — 1], hay que
mostrar que 0% (7) = u(y) € AXWEmAX WX AX + [X(VX)2 (VX)X 4 v X XV X,

Sabemos que p(v) = 3, ; v(pipj)7; ® 7i- Entonces, tenemos que
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P C WX y uly) € PPP* C AXWR]mAX WX AX
Sim € [0,¢p —1], tenemos v € [W{¥]™*! = [P*],,11, del lema anterior tenemos v(p;p;) # 0
implica que
h(vi) +b(y5) <b(y) <m+1yb(vi),h(y;) son ambos menores que m.
Entonces () € [P*];n[P*]m C AX W AX (WX AX.

Por tanto, 6% (v) = u(y) € AX W AX WX AX + 1IX(VX)2 4 (VX2 X 4 v X Xy X,

Caso 3 Finalmente, probaremos que
5X([W1X]m+1) C AX[Wlx]mAX[WlX]mAX + IX(VX)2 + (VX)2IX + VXIXVX,
para toda m € [0,fp + 20x ({1 + 1) — 1].

Note que para m € [0,£p — 1] el Caso 3 se sigue del Caso 2. Como [W{X]» = [W{X]P+! el
caso m = £p también se tiene por lo anterior.

Entonces supongamos que m € [{p + 1,{p + 2{x(¢1 + 1) — 1], entonces de nuevo del Caso
2 es suficiente elegir un generador v ® w ® x de [W{X]™*! con z € X,w € Wy y v € X*, con
h(v) + 20xh(w) + h(z) < m + 1. Deseamos probar que cada sumando de
HKrveowez)=Av)@wez+0,:(6(w)) +vewe p(z)
esta en AX[WXmAX WX AX + X (V)2 + (VX)2IX + VX IXVX. Dado que A(v) =
> v(@ipj)v; ® v, el primer sumando
> wvlwip)y @vi@wer € PHWX™ C AN W AX W AY,
1]

debido a que h(v;)+20xh(w)+h(z) < h(v)+2lxh(w)+h(z) < m+1 siempre que v(z;p;) # 0.

De manera similar, obtendremos que el sumando

vowep(r) =Y vowerp;@y; € Wit P* C AN WX AN W] AX,
J

debido a que h(v) + 20xh(w) + h(zp;) < h(v) + 20xh(w) + h(z) < m + 1 siempre que x # 0.

Supongamos que ,w y ¥ son no cero y pongamos s := h(w) — 1, tenemos que gracias a
que x y v son no cero, 20xh(w) < m+ 1. Por la hipétesis de triangularidad, como w € W7 +
podemos escribir

3,2

_ 1,1 2,1, 22
w)—g AqUgbqugCq + dqwy w +w wy eq—l—w mqwq,

q

donde ag, by, cq € A, ug,vg € Wi, dg,eq,mg €1y wé’l,wg’Q €V, con z=1,2,3. Entonces,

UV@(‘S(U’)) = Z Ov,x; (aq)aw,wj (uq)auj,wr(bq>‘7w,xt (”q)aw,x(cq) + Z Ov,x; (dq)aw,ﬂcj (wé’l)al,jw(w;’?)
,J,m5t 4,J
+ Z Oy ml UVz T (wq O—VJ ,T eq + Z 7 CF'L O—Vua:] (mQ)UV] (w272)’
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donde
0v,2;(Aq)s Ov; 2, (bg), 00y 2 (cq) € AX,

Ov; (dq)v ij,x(eq), Ovi,x;j (mQ) er

O-Vz‘yxj(w;’l)7 O-ij(w;z)a UV,wi(w?l)a O'Vz‘wj(wgz)a UV,wi(wSVI)a qu,x(wg”?) € VX

Para concluir que 0, ,(6(w)) € AX[WK]mAX [WX]™ AX | probaremos que 0,/ 4 (u) € [WiK]™
para toda u € W v/ € X* y 2/ € X. Sabemos que h(u) < s < s+ 1 = h(w), entonces

h(v') + 20xh(u) +h(a') < 20x + 20xh(u)
2€X(h(u)+1)

20xbh(w)
m+1

A IA

Lo cual implica que 0,/ 4 (u) = V' @ u® 2’ € [Wi¥]™, como deseabamos.

Por [2.4.1} (AX,IX) es ditalgebra débil entrelazada. Vamos a mostrar que el ideal X de
AX es un ideal AX-triangular.
De nuestra hipoétesis, tenemos una filtraciéon de espacios vectoriales

0=HyCH C---CHy=1,tal que 6(H;) C AH; 1V +VH;_1A parai € [1,/].
Entonces, tenemos la siguiente filtraciéon de espacios vectoriales
0= Hg CH{' C e C Hyyyyq) 17,

donde cada espacio HX es generado por el conjunto

{ove(h) |ve X* hel xe X conh(v)+2xh(h)+b(z) <m}

y las alturas son tomadas relativas a las filtraciones de X*, I y X. Veamos que

SN(HX) CAXHX VX vXHEX | AX param € [1,20x (¢ +1)].

Dado que h € H C A tiene grado 0, entonces para v € X*, h € Hy x € X tales que
b(v) +2(xbh(h) +b(z) <m,
se tiene, de
5 (00,0(h) = 0x) 2 (h) + 00,0 (8(R)) = 04 p(ay (R).

Como A(v) = >, ; v(xipj)v; ® v, entonces por W (2) el primer sumando es

Zl/(xipj)’yja%x(h) S P*Héfl C VXHT))gfl,
i’j
pues tenemos que

b(vi) +20xb(h) +b(x) < b(v) + 20xh(h) + b(z) < m cuando v(zip;) # 0.
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Ahora, dado que p(z) = Zj xpj ® ;, tenemos por W (2), que el tercer sumando es

= Ovan,i(h)y; € Hoy P C Ho  VE,
J

debido a que
b(v) + 20xH(h) + b(ap;) < b(v) + 20xh(h) + b(x) < m, cuando z # 0.

Por la triangularidad de I,
6(}1) = Z arhyv. + Z Ugh;a/s,
T S
donde a,,a; € A, hy, b € Hypy—1 y vr,vg € V. Entonces,

01,795(5(}1)) = Z Ovx; (ar)aw,wj (hr)UVj,x(vr) + Z Ov,x; (U;)UViyin (h;)ayjyx(ag)'

,,] 58,7

Este elemento esta en AXH,)g_lVX + VXHﬁ_lAX. En efecto, podemos asumir que v # 0 y
x # 0. Por tanto, 2xh(h) < m. Entonces,

h(vi) + 20xh(hy) + b(zj) < 20x(h(h,) +1) < 20xh(h) <m
y entonces 0y, o, (h,) € Hyy_ ;. Similarmente o, ., (h},) € HX_;.
Recordemos que IX es el ideal de AX generado por el conjunto
H={o,,(h)|lve X" helyzecX}

(H) , donde H es el subespacio vectorial de I generado por H. Sabemos que
hora, si h € I,v e X* y x € X, tenemos que

&
jal
r
IN I
sl
>

b(v) +2(xh(h) < 20x(h(h) +1).
Por lo tanto, H = Ha o (041)-

Por IX es ideal AX-triangular. O

2.6 Mobdulos admisibles completos

En esta secciéon, dada una ditalgebra débil triangular entrelazada (A%, IX), daremos con-
diciones sobre X que garanticen que el funtor

FX : (AX, I%)-Mod— (A, I)-Mod

sea fiel y pleno, que (AX,I¥) sea de Roiter cuando (A, 1) lo es y examinaremos situaciones
especiales donde estas condiciones se satisfacen.

Sea B = Tr(Wp) una algebra tensorial y X un B-mddulo admisible. Asi, tenemos un par
divisor (S, P) del algebra I' = Endp(X)°. Tenemos la ditalgebra regular B = (B,0), que
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tiene diferencial 0 y estratificacion (R, Wp), con descomposicion asociada Wy @ 0. Podemos
entonces considerar la ditalgebra BX = (Ts(P*), ), donde § es la diferencial determinada por
la comultiplicacion u : P* — P* ®g P*, ver y Con el lenguaje empleado en este
trabajo, nos referimos a la ditalgebra débil (B, Ig) equipada con el ideal trivial Ip =0y a la
ditélgebra débil (BX, I ), también con ideal trivial I = 0.

Definicién 2.6.1. Con la notacion anterior, diremos que el B-mddulo X es completo si y
sdlo si el funtor

FX . BX-Mod — B-Mod
es fiel y pleno.

Proposicion 2.6.2. Sea B = Tr(Wy) y X un B-mddulo admisible. Entonces, son equivalen-
tes:

(1) X es completo.

(2) Para cada ideal Ig de B, el funtor FX : (BX | IX)-Mod — (B, Ig)-Mod es fiel y pleno.

Demostraciéon: Para ver que 1 implica 2, observe que (BX,Ig)—Mod es la subcategoria
plena de BX-Mod formada por los S-modulos M tales que I fg( M = 0y se tiene el cuadro
conmutativo

(BX, 1X) — Mod " (B, 1) — Mod

BX — Mod —"— B~ Mod
con FX fiel y pleno.
Para ver que 2 implica 1, basta notar que el funtor
FX . BX-Mod — B-Mod

Es fiel y pleno, pues es el caso particular de 2, donde Ip = 0. U

Observacion 2.6.3. Sea B = Tr(W{) una subdlgebra inicial de una ditdlgebra débil triangu-
lar entrelazada (A, I). Sean X un B-mddulo admisible y FX : (AX, I*)-Mod— (A, I)-Mod el
funtor asociado.

Supongamos que A = (T,0) tiene estratificacion triangular (R,W) y que Wy = W @& W[/
donde W{ es el primer término de la filtracion triangular de Wy. Asi, B = (B, dp) con g = 0,
también es una ditdlgebra débil con estratificacion triangular (R, W'), con

W =WieWw] yW|=0
y con filtraciones triangulares

0C W) y0C0=W.
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Si tomamos Ip = I N B, obtenemos que (B, Ip) es una ditdlgebra débil triangular entrelazada.
Entonces, podemos construir (AX, 1) y (BX,IX) usando el mismo B-mddulo admisible X .

SiI' = Endp(X) tiene par divisor (S, P), tendremos
BY = (Ts(W'™),05) y A* = (Ts(W¥),8%),
W =X"@pWiop X y(WH)X=X*®@005 X =0
WX =(X*@p W, 05 X)® Py (W)X = (X*®5005 X)® P* = P*
0% lwgyx =0y g lwpx = .
Las inclusiones
Tr(Wg) = Tr(W) y Ts(P*) = Ts(W)
determinan inclusiones de ditdlgebras débiles
jiB—= Ay % BY —» AX
y también inclusiones de ditdlgebras débiles entrelazadas
j:(B,Ig) = (A D) y j% : (BX, ) — (AX, I¥).
Entonces, tendremos el siguiente diagrama conmutativo

(AX, 1%) — Mod £~ (A, 1) — Mod

x| B

FX
(BX,I¥) — Mod —"— (B, Ip) — Mod

Proposicién 2.6.4. Sean B = Tr(W() una subdlgebra inicial de una ditdlgebra débil trian-
gular entrelazada (A, 1) y X un B-mddulo completo. Entonces, el funtor

FX . (AX, I%)-Mod — (A, I)-Mod es fiel y pleno.
Demostracién: Tengamos presente la notaciéon de la observacién previa.
Denotaremos por 7 : S ®g N — N el morfismo dado por el producto, para N € S-Mod.
FXes fiel :

Supongamos que f € Hom(ax yx)(M, N) es tal que FX(f) = 0. Entonces 0 = F; FX(f) =
Fgij(f), pero como X es completo, tenemos que 0 = F;x (f), lo cual implica que fo =0y
f1(v) = 0 para toda v € P*.

Por otra parte, f1(X* @ W, ®p X) = 0 porque, si w € Wi,z € X,v € X* ym € M, se
tiene
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fllrvowen)im] = Y viz)f' (vi®©woz)m]

= 7)) e (ke wez)m])
= 2 EN () (W)l ©m]) =0,
Entonces, f =0y FX es fiel.
FX es pleno:
Sea g € Hom( 4 py(F* (M), FX(N)), vamos a tomar a
g = Fj(g) € Homg 1,,)(E;F* (M), F;FX (N)).
Entonces, sabemos que existe h en (BX, I3 )-Mod tal que Fj (h) = g, entonces podemos
definir f € Phomg_yyx (M, N) de la siguiente manera f := (h°, [h1,h']), donde hy : X* ®p
W, ®p X — Homy(M,N) y esta dado por la formula
h(v @ w®a)m] = (v ©1)(g'(w)z @ m).
Afirmacioén 1: (0, ,(v))[m] = (v ® 1)[¢g (v)[z @ m]], para todo v € V,v € X*,z € X.

En efecto, primero hay que recordar que V' C (W) = p,~; W", por lo cual
V=8,-.(W"nV). Por lo que la afirmacién se demostrara por induccion.

Paran =1y v € Wy, la afirmacion se sigue por definicion.

Supongamos ahora que la hemos probado para v € W0 V.
Para el siguiente paso, para v € W" NV, v = wjwy---wy,, vamos a tomar a w = wy y
w' = ws -+ - wy, con w; € W homogéneos.

Tenemos dos casos:

Caso 1 deg(w) =0y deg(w') =1
Caso 2 deg(w') =0y deg(w) =1

Solo probaremos el Caso 1, ya que el otro caso es similar.
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Escribamos g (w')[z @ m] = 3 ;7 ®nd. Por hipétesis de induccion, se tiene:
Flova(@)im] = flova(ww)[m]
= Z f1<au,ﬂci (W) oy, z(w"))[m]
= Z e ‘714 »(w'))[m]
= E:O'Z/wI *77 Vz®1)gl(wl)[$®m]
= Z O ( Z vi(x?)n?
= Z al/Z TV ccq) ) *nf
= Zay7xq w) *nd
q
= Z Ov(x;)v;,x4 (w> *nd
0,9

= 7T(V 02¢ 1)[2 Ti & in,mq(w) * nq]

= 7@y (v)r®
Asi, hemos probado la afirmacién 1.

Afirmacién 2: f € Homyx ;x)(M,N)y FX(f)=g.

Note que, param € M y x € X, se tiene
P@em)=z@h(m)+ > zp; @' (v;)[ml.
J
Entonces, para w € W, , tendremos
PwEem) =Y w0 h(y@wer)sml+ Y zp;@h'(y)[(v©wez)«m.
i i,j

De lo anterior, obtenemos

Zm@fl(aw,x(é(w)))[m] — mew(w@1)(91(5<w)>[x®m])
= ' (6(w))[z ®@ m]
= wg’(z ®m) — ¢ (w(z ®m))
= in®(ui®w®x)*fo(m)Jeri@(Vi@w@xPj)*fl(’Yj)[m]
D m@ fAewaw)rm) =3 wp; @ (7)1 ©we )« m]
i 2%
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Por lo tanto, tendremos

flvi®we px))m] = f{w) @ w e z)m] = fl(zvz@w@w;@%)[m]
- fl(iw(wﬂw®w®w®x)[m]
= Z(Iji®w®l‘pj)*fl(7j)[m]
- zj:w(wﬂfl(%)(w®w®x)[m]
= i(wééw@ij)*fl(%)[m]

B Zyi(xrpj)fl(%’)[(% ®w ® x) * m]

7.J
Asf,
Do ai® [Hova@)lm] = Y xie flmowe ) le(@f ) @ w® 2)m]
| + i%@(m@w@m) fO(m Zx,@fo[(vz(@w@x)*m]
Por lo que

D@ fOtmewe)m = Y e ewer)sfim -} 5o flkevas)m)

Aplicando 7(v ® 1), obtenemos
v eower)m =veower) flm] - fl(vowsr)xm].

Para ver que FX(f) = g hay que ver que ambas componentes coinciden. Ya vimos que
FX(f)? = ¢ al inicio de esta afirmacién 2. Para ver que FX(f)! = ¢!, tomamos v € V,
r € X, m € M y suponemos que g'(v)[x ® m] = >_q 29 ®n?. Entonces,

FX(N)'(v)lz@m] = Z$i®fl(aui,x(v))[m]
= ixi®7r(ui®1)(gl(v)[x®m])
sz(@Zm 29)n
sz,% (z9) @ n?

= gl( )[ ® m].
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Lema 2.6.5. Supongamos que tenemos (A, I) una ditdlgebra débil triangular entrelazada con
estratificacion (R,W), y consideramos a B la subdlgebra inicial de A. Si X es un B-mddulo
admisible y Fy es el funtor X ®g [ : S-Mod — R-Mod, definimos:

fX : PhomS_Wx(M, N) — PhOmew(Fo(M),Fo(N)),
para (f°, f1) € Phomg_yx(M,N),w € Wi,x € X ym € M por las férmulas:
o &x(N)(@@m) =z fO(m)+3;2p; ® fH(v;)ml].

o {x(Hw)(zem) =2 f{vewe z)|m.

Entonces, el par (Fy,€x) es un marco para el funtor FX : (AX, IX)-Mod— (A, I)-Mod.
Ademds, para cada M, N € S-Mod, tenemos el diagrama conmutativo

Phomg_yyx (M, N) —% Phomp_w (Fo(M), Fo(N))

oo, l

Phomg_yx (M, N) — Phomp_w:(Fo(M), Fo(N))

donde qg y ¢ son las funciones restriccion definidas por
((9% 9") = (6% g'lwy) v S((f°, F1) = (£, ),

y & denota a la funcion correspondiente al funtor Fg.
St X es un B-mddulo admisible triangular completo, entonces Ex es inyectiva.
Ademds, si Ex(f) = g con fO biyectiva, entonces g° es biyectiva.

Demostracién: Veamos primero que (Fp, £x) es un marco para F'X, de acuerdo con m

Claramente Fjy es un funtor. Para ver la naturalidad de £x, consideremos M, M', N € S-Mod
y un morfismo de S-moédulos ¢t : M — M’. Vamos a probar que conmuta el diagrama:

Phomg_yyx (M, N) —% Phomp_w (Fo(M), Fo(N))

t*l\ Fo(t)*T

Phomg_yx (M, N) —% Phomp_w (Fo(M'), Fo(N))
Dado f = (fY, f!) € Phomg_yyx(M',N), z@m € X ® M y w € W, tendremos que
Ex (M (@ @m) =z ® ft(m) + ) xp;© f1(y)tlm] = [Fo(D)<Ex (/)] (z @ m).
J

De manera similar, tenemos que

[Ex (t (O] (w)(z @ m) = Z 2 @ f1(vi @ w @ )tlm] = [Fo(t)x ()] (w)(z @ m).

La verificacion de la naturalidad para N es anéloga.
Que U4 (FX(M)) = Fy(U 4x (M)) es clara pues ambos son X ®g M.

El cuadro
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Phomg_yx (M, N) —5 Phomp_yw (Fo(M), Fo(N))

P X X
Hom(AXJX)(M,N) —)Hom(AJ)(F (M),F (N))

conmuta gracias a la definiciéon de £x, ver Asi, (Fp,&x) es marco para F.
Es sencillo verificar que el cuadro del enunciado conmuta.

Finalmente, supongamos que el B-médulo X es completo y triangular.
Como (W)X = 0, tenemos que

Phoms_W/X(M, N) Q HOm(Bx’IJ)B()(M, N),
y (BX, I¥) resulta de Roiter.

Sea f = (f° fY) € Phomg_yyx(M,N), donde f° es un isomorfismo. Entonces o(f) es
un isomorfismo en (BX,I#)-Mod. Supongamos que £x(f) = (¢° g') y veamos que ¢° es
biyectiva. Como Fj es funtor, tenemos que Fj (QAﬁ( f)) es isomorfismo en (B, Iz)-Mod. Como
F(B(£)) = €40(f) = 66x(f) = (5", 91) = (6%, gV wyy) es isomorfismo, g0 s biectiva.

Finalmente, si 0 = {x(f), entonces 0 = ¢({x(f)) = £’X$(f) = Fg(;ﬁg(f)) Como F¥ es fiel,
a(f) =0, por tanto fO =0y f}(W7) =0, de lo cual deducimos que f = 0 y entonces {x es
inyectiva.

O

Proposicion 2.6.6. Supongamos que B es la subdlgebra inicial de la ditdlgebra débil trian-
gular entrelazada de Roiter (A,I), y que X es un B-mddulo admisible triangular completo.
Entonces, (AX,IX) es una ditdlgebra débil entrelazada de Roiter.

Demostracién: Si consideramos el marco (Fp,&y) del funtor FX definido en solo
resta probar 4 (y 4°P) de Vamos a tomar M € S-Mod y X ®s M € (A, I)-Mod con
R-médulo subyacente X ®g M. Tomamos N € (AX, I*X)-Mod y suponemos que

9=1(9%9") =x(f°, /') € Phomp_w(Fo(M), Fo(N))

es un isomorfismo que va de X ®g M a FX(N) en (A, I)-Mod.

Vamos a mostrar que existe M € (A%, I’X)-Mod con S-médulo subyacente M tal que FX (M) =
X ®s M. Por w es suficiente mostrar que la accién de B en X ®g M, la cual denotamos

por -, es la accién candnica de B en X ®g M.

Vamos a mostrar que b-(z®m) = bx®@m. Tenemos que (¢°, g') € Hom(4 1)(X ®g M, FX(N))

es un isomorfismo, por lo que ¢° : X @ M — X ®g M es un isomorfismo de R-moédulos.

Entonces es suficiente probar que

g°(b- (x @m)) = ¢°(bx @ m).
Primero note que para w € Wy, tenemos:

g'(w)lz ®m] = sz ® f (v ®w e z)ml,
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donde g' € Homp_g(W,, Homp(X®sM, X®sN)). Como 6(b) = 0, tenemos ¢°(b-(z@m)) =
bg’(z ® m). Entonces, puesto que X es un B-I'-bimédulo,

P (zom))—g¢®bze@m) = bg®(x@m)—¢"(bx @m)
= brw ) + 3 bem) @ £ ,)lm)

J

— bz® fOm) — Z(bﬂf)Pj ® f1(v;)[m]

_ Z[b(ajpj) — (bx)pj] @ f*(75)[m]
=0

La prueba de 4°? es similar. O

Hemos visto que el funtor FX es fiel y pleno cuando el B-modulo X es completo, ahora
vamos a mostrar situaciones en las cuales aparece un B-moédulo X completo.
En el resto de esta seccién, para mostrar que un B-mo6dulo admisible es completo, utilizamos

la caracterizacion de [2.6.2] Especificamente, en [2.6.7] [2.6.10] y [2.6.13] hacemos esto con el fin

de familiarizarnos mas con el funtor F'X para ditalgebras débiles entrelazadas. Obtenemos asi
descripciones explicitas de [ ,)3( en los casos [2.6.10[y [2.6.13|

Lema 2.6.7. Sea B = Tr(Wy) un dlgebra tensorial y supongamos que X es un B-mddulo,
donde I' = Endp(X)° admite un par divisor (S, P). Supongamos ademds que X es de di-
mension finita sobre k y que S es semisimple, entonces X es B-mddulo admisible completo.

Demostracion: X es un B-moédulo admisible porque tiene dimensiéon finita y S es semi-
simple. Sea I un ideal de B y vamos a mostrar que dados M, N € (B, I*)-Mod la funcion

F : Homgx rxy(M,N) — Homg 1)(Fg (M), F5 (N))
es un isomorfismo. Dado que S es semisimple tendremos que el S-médulo N es proyectivo y

podemos considerar entonces una base dual (posiblemente infinita) {(n,n:) |t € 7}.

Entonces, para cada g € Homy(X @ M, X ® N),m € M y t € 7, podemos considerar un
morfismo lineal g ,, € Endy(X) dado por g¢m(x) := c(1®n)g(x®@m), donde 0 : X®@gS5 — X
es el producto. Dado que X es de dimension finita y tenemos una base dual para N, para un
m fijo hay s6lo un nimero finito de t’s con g, # 0.

En efecto, si tomamos una k-base {z, | ¢ € Q} de X, tenemos

g(xg@m) =3 coTp @mnp, con nj € N.

Si escribimos © = > qeQ CqTq, CON Cq € k, obtenemos
g(z Cqg ® M) = Z cqg(xqg @®m) = Z CqTp @ Ny
q q ap

De donde obtenemos gim () = >_, , gy (np). Ahora, para cada ny se tiene nj = 3=, ne(np)ny
donde 7§ := {t € 7 | ne(n}) # 0} es finito. Como s6lo hay finitos nj, si t ¢ Upg 7, grm(z) = 0.

Asi, tendremos una funcién
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¢ : Hom(B,IB)(Fg(M)a Fg(N)) - EndB(X)Op = F? dada por ¢[(f070)] = ft?m
Veamos que en efecto cada ftom es de B-modulos. Para w € Wy y ¢ € X, tenemos
Wl (%) = fim(wz) = wo(l@n) 'z @m)—o(l@n) [ (wz ©m)
= o(l@n)wf(@®m)—ol@mn)f (wr©m)

= oc(l@m)f (w- (x@m)) — ol en)f (wr®m)
= 0.

Ademas, se tiene ft(fsm =35 fgm, lo cual serd importante en los célculos siguientes.
En efecto, hay que recordar que, si s € Sy h € I', entonces sh = h o s. Por lo que

$fom (@) = fim(xs) = o (1@ ) f(ws @m) = f ().

Vamos a denotar por 7g : I' = Sy wp : I' — P a las proyecciones. Queremos definir una
inversa G para F' g :

G : Homp 1, (F5 (M), Fg (N)) = Homgx 1x)(M, N).

Para f = (f°,0) € Homg 1,,)(F (M), F; (N)), definimos G(f) € Homgx 1x)(M, N) dada,
param € M y v € P*, por las formulas:

G(N)°Im] = Xy ms(flm)ne y GO NIm] = 3y ylmp(fi)]ne.
Como f{,, = sfPm: G(f)° € Homg(M, N). Mostremos que G(f)! es de S-S-bimodulos.

G(N'srslm] = 3 (s75) (mp (fim) e
t

— sZW(SIWP(fgm))nt

= SZ'Y(WP(ftO,s’m))nt

= sG(f)'hls'm]

= sG(f)'[]s'[m].
Finalmente, mostremos que G es inversa de F g . Primero hay que notar que I'sg admite
una base dual {(1x,7s)} U {(pj,vj7p) | j € J}. Donde {(p;,7;) | 7 € J} es la base dual de

P que ya hemos fijado para la construccion de F é( . Por tanto, tendremos lo siguiente para
f € Homg 1,)(Fi (M), F5 (N)) :
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(FgG(N)) (@om) = z@G(f) +Zmpg®G(f)( i)[ml

- Z:U@WS(ftm n +Z£Bpj ®’YJ[7TP(ftm)]

t,j

= > alixms(fln) + > pivlap(flm)] @ ne

t J

= fotm®nt
= thm ® 1

= Z (1@ m)[fz ® m)] @ ny

t
= flzem).

Se sigue que [FXG(f)]° = 0. Ademas, tenemos [FFG(f)]' =0 = f'. Asi, FAG = Id.

Por otro lado, dado h € Homgx yx)(M, N). Por definicién de G, tenemos (GFX(h)°(m) =
> s (FE ()] )ne. Se tiene,
FE (him(z) = o(l@mn)Fg (h)’(z@m)
= o(l@n)(@®h®(m)+ Y ap; ® h'(y;)[ml)
J
= o(z@nh’(m)+ Y ap; @ nih'(v;)ml])
J
= anh’(m) + Z zpjneh! (v;)[m).
J
Se sigue que F (h)},, = 1x[n:h%(m) + p]nth (75)(m)]. Aplicando el morfismo 7g y su-
mando sobre ¢ obtenemos que (GFZ (h))°(m ) h%(m). Ahora

[GFZ (W)Y (m) = Zw(F m)In
= 27[77130’(1@%)1?3 (P)°(z @ m)]ny

= Z’WTP o (1@ n)( ®h0(m)+prj®h1(’yj)[m])]nt
= > ymplo(z ® neh®(m) + prj ® meh () [m))]ne

= > ymplanh®(m) + Y xpimeht (v;) [m]In

J
= h'(y)[m].
Se sigue que GFZ = Id. O
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En el resto de esta seccion B = Tr(Wy).

Lema 2.6.8. Supongamos que X = X1 & Xo @ --- X, es una suma directa finita de B-
mddulos inescindibles no isomorfos de dimension finita. Ademds que cada I'; = Endp(X;)°P
se descompone como I'; = D;Idx, © F;, donde P; es el radical de Jacobson de I'; y D; es una
k-dlgebra con division. Entonces I' = Endp(X) admite un par divisor (S, P), donde P es
el radical de Jacobson de I" y X es un B-mddulo admisible completo.

Demostraciéon: Sabemos que Endg(M) es un anillo local para cada B-moédulo inescindible
de dimensioén finita M. Por tanto f : M — N entre inescindibles en B-mod es un isomorfismo
oparatodog: N = M gf € radEndg(M) y fg € radEndp(N). Nuestra hipotesis garantiza
que:

Fl HomB(Xg,Xl) HOTrLB(Xn,Xl)
r HomB(Xl,Xg) FQ HOmB(Xn,XQ)
HomB(Xl,Xn) HomB(Xg,Xn) Fn
y
P1 HomB(Xg,Xl) HomB(Xn,Xl)
P Homp(X1,X>) Py -+« Homp(X,, Xs)
Homp(X1,X,) Homp(X2, X,) -- P,

En efecto, si P’ denota el ideal de I' recién descrito matricialmente, se tiene

/P ~Ty/Pyx-xT,/P, 2Dy x- XD,

que es semisimple y ninguna de las entradas de P’ es isomorfismo, por lo que P’ es nilpotente
yP="P.

Considerando los idempotentes e; = o;m; (donde m; : X — X; y 0; : X; — X), asociados
a la descomposicion X = @:.L:l X, vy la subélgebra S = Die1 + -+ Dpe,, ' =5 @ P es un
par divisor de I' y claramente X es proyectivo finitamente generado como S-modulo derecho.
Asi, podemos aplicar [2.6. O

Lema 2.6.9. Supongamos que X es un B-mddulo de dimension finita Supongamos que I' =
Endp(X)°P tiene par divisor (S,P), con P el radical de Jacobson de T'. Entonces, X es
completo triangular.

Demostracion: Tenemos una filtracion canénica de S-S-bimoédulos F(P) de P dada por
las potencias del radical 0 = P* C P*~! C ... C P! la cual satisface que P*PJ C P*J para
toda 7, 7. También tenemos una filtracion de B-S-bimédulos

F(X):0CXP'CXprlc...cXPcCX.

Como S = T'/P es una k-algebra semisimple de dimension finita, ambas filtraciones son adi-
tivas derechas. Entonces X es un B-moédulo triangular por definicién y X es completo por el

2.6.7 O
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Lema 2.6.10. Sea ¢ : B — S un epimorfismo en la categoria de k-dlgebras y sea X el B-
modulo obtenido del S-maddulo regular por restriccion de escalares usando ¢. Entonces, X es
un B-mddulo completo triangular.

Demostracion: Dado que

I' = Endp(X)? = Endg(S)” = S & P,

con P =0, entonces X es un B-moddulo admisible. Sea Ig un ideal de B.
Aqui la base dual de X es (Idg, 1g), de modo que el ideal T g esté generado por los elementos

01dg,1(b) = Idg(bl) = bl = ¢(b)1 = ¢(b), con b € Ip.

Asi vemos, que si Ig denota el ideal de S generado por ¢(Ip), se tiene Ig = Ig. Se tiene el
cuadro conmutativo:

(BX,I%) — Modi (B,Ip) — Mod
EasX,zg):LXT L(BJB):LT
S/ls — ModLB/IB — Mod
donde ¢ es el epimorfismo de k-algebras que hace conmutar el cuadro

B—" s

| ]
B/Ig —2— S/Ig

Aqui son fieles y plenos £X y £y, por el Lema de Silver, F$ es fiel y pleno. Se sigue que F g
es fiel y pleno y, entonces, X es completo. U

Lema 2.6.11. Supongamos que (A1, 11) y (Asg, I3) son ditdlgebras débiles entrelazadas. En-
tonces, dada cualquier ditdlgebra (A',I') entrelazada y cualquier par de funtores

F;: (Ai, I)-Mod — (A’, I')-Mod,
existe un funtor
F : (Ay, I)-Modx (Ag, Is)-Mod— (A, I')-Mod
tal que, dados fi € Homa, 1,)(M1, M2) y fo € Hom4, 1,y (N1, N2), el morfismo
F(f1, f2) € Homu (F1(My) & Fo(Ma), F1(N1) & Fo(N2)),
estd dado por

rsl = (M0 ) e en= () )

para v' € V'. Denotamos a F por Fy & F.
Las proyecciones m; : (A1 X Ag, I} X Ia) — (A, I;) inducen un funtor como el anterior que es
una equivalencia de categorias:

Fr, EBF7T2 : (A1,Il)-M0d X(AQ,IQ)-MOd—) (Al x Ao, I1 X IQ)-MOd.
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Demostraciéon: El funtor F' esta bien definido en objetos porque dados M; € (A;, I;)-Mod,
tenemos que F'(My, My) = F1(M1) @ F»(Ms) es un A’-modulo anulado por I'.

La composicién de morfismos en la primera componente estd dada por

7\0
Fithssspr = (F0A0 D)

B (Fl(fl)OF(f{)O 0 )
0 Fa(f2)°F(f3)°

= F[(f1, 2)]°F[(f1, )]

Anélogamente, tenemos que:

Fl(f1, £2)(f1 £2)]' = (F[(fr IFS1 £)D)'

/\1 U/
En efecto: F[(f1, f2)(f1, f5)]' (V') = (Fl(flj(c)l) ) FQ(fQJ%)l(v’))'

Notemos que

Fi(fufD () = F(f)' ) FL()° + FL () FL UMD ) + (FL(f)  F () 07 ())

Fa(f2f2)' (v) = Fa(f2) (V) Fa(f2)° + Fa(f2)  Fa(£3) (V') + (Fa(f2) '+ Fa(f2))(8'(v")).

Por tanto, se tiene la igualdad matricial

Fl(fi, R)(F 1) = (Pl RIFIL D' (@)

Claramente, las identidades van a identidades.

Para la segunda parte de la demostracion, denotamos por (A,I) := (A x Az, 1 X I2),
Py = F;, y F» = F,. Vamos a mostrar que el funtor

F:=Fok: (Al,fl)—MOdX(AQ,IQ)—MOd—) (./41 X Ao, I1 X IQ)—MOd

admite un funtor casi inverso.

Denotamos por Aq, As y A las componentes homogéneas de grado cero de T1,To y T = 11 X T,
respectivamente. Consideramos la descomposicion 1 = e; + ey de la unidad de A como suma
de idempotentes ortogonales centrales que corresponde a la descomposicion A = Ay x As.
También tenemos que V =V x V5.

Note que dado M € (A, I)-Mod, cada espacio e;M tiene una estructura natural de A;-
moédulo anulado por I;. Por ejemplo, para ¢ = 1, esta estructura estd dada por la accién
aymi = (a1,0)mq, donde my € eg M. Entonces, cada M € A-Mod se puede descomponer
como la suma directa interna M = e; M @ es M.
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Dado g € Hom( (M, N), como § = 01 x & y 6(e;) = 0, obtenemos g”(esm) = e;jg°(m),
por lo que ¢° se divide como la suma directa de sus restricciones g? ce;M — e;N.
Mas atn, g' : V. — Homy(M, N) es un morfismo de A-A-bimoédulos, y para v € V, la (i, j)-
componente de la matriz de 2 x 2 de funciones lineales g'(v) : e1M @ eaM — e; N @ eaN tiene
componentes g'(ejve;) = ejgt(v)e; : e;M — ¢e;N.
Como e;Ve; = 0; ;V;, entonces concluimos que gl(eivej) =0 para i # j.
Por lo que podemos definir, para cada vy € Vi y va € Vi, el morfismo gi(v1) := g'((v1,0)) y

93(v2) == g*((0,v2)).
Afirmacion 1: (g, g}) € Homa, 1,y(e;M, e;N).

En efecto, mostraremos esto solo para el caso ¢ = 1. Dados a € A1 y m € e; M, tendremos
las siguientes igualdades

agi(m) — gi(am) = (a,0)g°(m) — g°[(a, 0)m]
= g'(6[(a,0)])[m]
= g'((d1(a), 0))[m]
= g1(01(a))[m)].

Entonces definimos el funtor G; : (A, I)-Mod— (A;, I;)-Mod tal que G;(M) = e;M y dado
g € Hom(4 (M, N), Gi(g) = gi- Los funtores G y G2 determinan un funtor

G: (.A, I)-MOd—) (.Al, Il)—MOdX (.AQ, IQ)—MOd.

Afirmacién 2: G es un casi-inverso de F'.

En efecto, tomaremos el isomorfismo natural ¥ : FG — 1( 4 1)—nr04 dado, para cada M €
(A, I)-Mod, por el isomorfismo ¥y, = (¥9,,0), donde ¥4, : Fy(e; M) & Fh(eaM) — M es el
isomorfismo dado por \I/?w(elm, eam’) = eym + eam’. Veamos la naturalidad.

Tomemos f = (f°, f1) € H OM( A1) (M, N) y veamos que el siguiente cuadrado es conmutativo.
T
Fi(eiM) @ Fy(eaM) —X—— M
Fl(f1)®F2(f2)l J(fo,fl)
F1<61N) D FQ(@QN) T) N

En efecto, dado (eym, eam’) € Fi(e1 M) & Fy(ea M), tenemos
(f\I'M)O(elm, eam’) = fo(elm +eam/) = Fl(fl)o(elm) + Fg(fg)o(egm/).

Similarmente, para v = (v1,v2) € V, tenemos

(f¥a) (v)[erm, eam’] = f1(v) U] (em, eam’)
= f'(v)(exm + eam)
= fl(v1)(exm) + f3(va)(eam)
= [Un(Fi(f1) & Fa(f2))]' (v)(exm, eam).

De manera analoga, tendremos GF = Id. U
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Observacion 2.6.12. Sea X un B-mddulo admisible y sea (S, P) el par divisor de T' =
Endp(X)°, denotemos por Ix la clase de los B-mddulos de la forma X ®g N para algin
N € S-Mod.

Sabemos que para un B-mddulo admisible completo X la subcategoria plena de (B, Ig)-Mod
con clase de objetos Ix contiene la imagen de Ff : (BX, I )-Mod— (B, Ig)-Mod.

Proposicion 2.6.13. Supongamos que X1, Xo son B-mddulos admisibles tales que para i # j

Homp(Ix,;,Ix;) = 0. Entonces X = X1 ® Xa es un B-mddulo admisible.

Si cada Endp(X;)°P tiene par divisor (S;, P;), entonces Endg(X)°P tiene par divisor (S, P),
que puede ser identificado con (S1 x S, Pi X P2). Si Xy y Xo son completos, entonces X
también lo es.

Demostraciéon: Supongamos que tenemos Endg(X;)? = S; @ P;, con (S;, P;) par divisor.
Nuestras hipotesis garantizan que

Endp(X;)* 0

I = Endp(X) ( N End(Xa)

0p> = (81 x S2) @ (P1 x Pr)

y entonces X es un B-modulo admisible. Podemos identificar S1 x So y P X P» con sus
imégenes S y P, respectivamente en I', bajo el isomorfismo anterior.

Vamos a mostrar ahora que, para cada ideal Ig de B, el funtor
FX : (BX,I¥)-Mod— (B, Ip)-Mod

es fiel y pleno.
Afirmacion: (BX, 1) = (BX1,I3") x (BX2, I5?).

En efecto, pues BX tiene estratificacion (S1 x So, W), con W¥ =0y Wi¥ = P*. Similar-
mente, (BXi, Igi) tiene estratificacion (S;, W), con WOXi =0y Wle = P;.

Podemos identificar Homg (X, S) con Homg, (X1, S51) ® Homg, (X2, S2). Asi, dadas bases
duales {(zi,,v;,) | ir € I} de X, sobre S, para r = 1,2, consideremos la base dual

{(xir’yir) | iy € IT? r= 172}

para X sobre S. Si recordamos que el ideal I g de BX tiene la forma

Iy = (oye(h) |v e X* help, z€X)
y similarmente para los ideales I gr de BX7, con r = 1,2, y tenemos en mente la definicion de
los morfismos o, : T — Ty ove T — TXr, vemos que se tiene

I =I5 x Ix2.

Ahora las inclusiones P <— P* inducen un isomorfismo P x Py — P*, que se extiende a un
isomorfismo 6 : X1 x TX2 — TX donde identificamos a Homg(P, S) con Homg, (P, S1) ®
Homg, (P», S2), entonces si {(pj,,V;,.) | jr € Jr} es una base dual para P, sobre S,, entonces
{®j,7j.) | gr € Jr,7 € {1,2}} es una base dual para P sobre S. Finalmente, veamos que el
siguiente diagrama conmuta
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pr—r X

P

Py x Py —— T x TX2
H1Xp2

En efecto, si (71,72) € Py x Py, y definimos v := 6(y1,72) = 71 + 72, entonces

p() =Y v0ipi ). @,

UryJssTsS

= > i) @ %

i’l‘:j’l‘/’“
= 9[2 ’7(pi1pj1 )7j1 & Vi 5 Z 7(pi2pj2)7j2 ® 71'2]
11,71 12,72
= 0(u(m), p2(12))-
Hemos construido un isomorfismo de ditalgebras débiles entrelazadas
0 (BX, I3") x (BX2, 132) — (BX, IF).

Ahora el funtor F' @ F* : (BX, I5")-Modx (BX2, I3?)-Mod — (B,1p)-Mod es fiel,
porque Fgl y Fg‘" lo son. La hipoétesis sobre Zx, e Zx, garantiza que, dados M, My €
BX1, IX1)-Mod y N1, Ns € BX2 1X2)-Mod, se tiene que
B B

Hom g 1,)(Xi ®s;, My, Xj ®g; Nj) =0, si i # j,
lo que implica que F' g o F g 2 es pleno, pues cada ng lo es. Consideramos F; = Fy,, donde
m (BX % BX2 I3 X I5?) — (BN, 1),
es la proyecciéon. Tenemos las equivalencias

(BX1, IX)-Modx (BX2, I32)-Mod 2282 [(BX1, IX1) x (BX2, IX?)]-Mod

(BX1, IX) x (BX2, 1X2)|-Mod "= (B, IX)-Mod.

Entonces, G := Fy-1(F1® F») es equivalencia de categorias. Veremos que el siguiente diagrama
de funtores conmuta, hasta isomorfismo, de donde se obtiene la proposicion:

(BX1, IX1) — Mod x (BX2, IX?) — Mod —%— (BX, IX) — Mod

FB1®FB2

(B, 1) — Mod
Dados M; € (BXl,Igl) y My € (BXQ,I]);?), consideremos M = Fj(M;) ® Fa(Ms) y el
isomorfismo canénico de B-médulos 0¥ : X ®g M — (X1 ®g, M) & (X3 ®g, M), donde
dados x € X = X1 @ Xo, x =21+ 20 y m € M = F1(My) ® Fo(Ms), m = my + ma, se tiene

oz ®@m) =1 @ my + 3 ® ma.
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Veamos que ¢ determina un isomorfismo de funtores o = (¢°,0) : FfG — F gl o F é(?.

Debemos ver que cada

o F§(G((My, My)) — (Fj' @ F2)(My, M)

es isomorfismo en (B, Ig)-Mod, lo cual es claro porque o es isomorfismo de B-moédulos.

También debemos ver que conmuta el siguiente cuadro para (f1, fao) : (M, My) — (N1, Na)

FX (M) @ F2 (M) «——— FXG(M;, My)
(FRr@FL ) (f1,f2) FXG(f1,f2)

FEY(N) @ Fi* (Ny) «——5——— FE G(N1, Ny)

(e

En efecto, f1 € Hom(Blegl)(Ml,Nl) y fa € Hom(BXQ’I?)(Mg,Ng), tenemos que

G(f1, f2)° = (Fl(gl)o Fz((}2)0> N <J§) JL%J)

_(F(f)r 07 () 0 _ (filmo ()] 0
g(f“f”l(’”—( 0 Fz(fz)l(G‘l(v))>_<l 0 fgme—%w])
ntonces,

OEFC(f1 ) r@m] = 0@ Gfr, f2)°lm]) +0°(Y ap, ® Gfr f2)! (33.)m])
= 0" @@ [ (m1) + ma))) +0° Y s, @ flmb " (3,)]ma))
+ 0" ap;, @ f3[mb ' (v;,)][ma))

JroT

= o ()] + Y ap;, @ b ()][ma)
1

+ (@ ® [fy(ma)] + prjz @ f3[ma0 " (v3,)][ma))
j2

= @ [f(m1)]+ vapjl @ fim0 " (y5,)]fma]

+ @ [fP(ma)] + Jz$pj2 @ f3[mal " (v,))[ma]

= (Fz'® Fé?](ffﬁ))”ao[w @ m.

Y o%(F&XG(f1, f2))* = 0. Entonces, el cuadro anterior conmuta.

Finalmente, al tener el isomorfismo de funtores F f—f G = Fgl @® F22, obtenemos que Fg es
fiel y pleno. U
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2.7 Funtores de reduccion y bifuntor Fxte(—,7)

En esta seccién vamos a explorar la exactitud de los funtores de reducciéon que hemos
presentado antes. Asi, todas las ditalgebras débiles triangulares entrelazadas que consideramos
en esta seccion son de Roiter, lo cual garantiza la existencia de la estructura exacta £ en la
categoria de modulos asociada.

Lema 2.7.1. Supongamos que (A,I) y (B,J) son ditdlgebras débiles entrelazadas y conside-
remos cualquier funtor exacto F : (B, J)-Mod— (A, I)-Mod, entonces se induce una transfor-
macion natural de bifuntores

F*: El’t(B7J)(—, 7) — Ext(A,I)(F(—), F(?))

Ademds, F* es un monomorfismo cuando F es fiel y pleno.

Demostracion: Esto es un caso particular de [4.3.26 O

Observacion 2.7.2. Recordemos que si (A,I) es una ditdlgebra débil triangular entrelaza-
da con estratificacion (R, W), entonces A = Tr(Wy), por lo que tener un A-mddulo M es
equivalente a tener:

e Un morfismo de k-dlgebras ¢, : R — Endyp(M) y;

o Un morfismo de R-R-bimddulos ¢1 : Wy — Endy,(M).
Recuerde ademds que Homp—r(Wo, Homy (M, M)) = Homp(Wo ®r M, M), via el isomor-
fismo n, el cual envia ¢1 — ¢, definido en un generador bdsico de la forma w ® m como
¢1(w @ m) := ¢1(w)[m].

Los elementos de A = Tr(W)) tienen la forma

a= T+ijnj T Wi Wy
JjeJ

donde r € R, wj, € Wy y n; > 1. Se tiene la siguiente forma recursiva que describe la accién
de a sobre M mediante ¢;.

Lema 2.7.3. Para cada a =1+ ZjeJ Wy, Wjy € A ym e M, tendremos que

am=rm+ Y éy(wj, ©wj, | - wj,w;m)
JjeJ

Demostraciéon: Veamos que, paratodot > 1, (wywi—1 - - - wawy)m = 51 (W RWy—1 -+ - wow1M).
La prueba sera por induccién sobre t.
Para t = 1, tendremos que wim = ¢1(w)[m] = ¢; (w1 @ m).
Supongamos que se tiene cierto para t > 1.

Para t 4 1 note que w1 - - - wim = ¢1(wig1)[wy - - - wawim| = ¢ (Wer1 @ wy - - - wowym). O
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Observacion 2.7.4. Dados M,N € A/I-Mod y~vy € Homr(Wo®gr M, N), vamos a construir
primero un A-modulo N ©~ M.

o Consideremos al R-mddulo N @ M.

e Consideramos el morfismo de R-mddulos 7 : Wy @r (N & M) — N & M, dado por la
sigutente composicion de morfismos
éN
0 oM

Wo®r(N®& M) — WoerN)e (Wo®g M) © — ' N& M.

Donde ¢n y dpr son los morfismos de R-mddulos correspondientes a la accion de A sobre N
y M. Entonces, en representacion matricial, tendremos que la formula

o) Z (et Y(w ®m)
m) wm ’
determina una estructura de A-mddulo sobre el R-mddulo N ® M, que vamos a denotar por

N &, M.

Veremos que se tiene una formula que describe la acciéon de A sobre N &, M, para ello
necesitamos la siguiente nocion.

Definicion 2.7.5. Si M y N son A-mddulos, definimos la siguiente transformacion lineal:
(=) : Homr(Wo ®r M,N) - Hompr(A®gr M,N)

que envia cada v € Homrp(Wy @ M, N) en ~¢ definido por: v¢(r@m) =0, sir € R, y

t
Vo(wpwy g wr @m) = wy - wy(wio1 @ wig -+ wym) + y(w @ wy_y - wim),
1=2

st wy,...wy € Wy yt>1.

Esto nos ayuda a visualizar, de forma més concreta la estructura de A-moédulo que tiene
N @, M.

Lema 2.7.6. Paraa € Ay <:L> € N® M, la accion de a sobre N © M satisface:

" <n> _ (an+ve(a®m)> .

Demostracién: Parat > 1y wy,...,w; € Wy, se tiene
<n> (wt‘--wln—i-’ye(wt"-wl ®m)>
wt---wl = .
m Wy * - WM,

La prueba de esto sera por induccién sobre t.
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Para t = 1, tendremos que w; (n) = (wln (@ m)) .
m wym

Supongamos que se tiene la férmula vélida para t > 1.

Para t + 1 note que

n wy - - win + Y (wpwe—q - - w1 @ m)
Wi Wy -+ - W = Wi41
m Wy - WM

_ Wit - WiN + WY (Wiwi—1 - - - w1 @ m) + y(wip1 @ wy - - - wim)

Wit - w1 + Y (W wy - - wy @ m)
Weg1 e wWIM

Luego, para a =7 + ZjeJ Wy, *** WipWjy € A, tendremos que

a (”) = (‘m + 2 jes Y (wj, wy, o wy, @ m))

m am

Definicion 2.7.7. El morfismo inclusion o : I — A, determina la transformacion lineal
(c®Id)*: Homp(A®r M,N) — Hompr(I @ M, N).
Nos fijamos en su nicleo K := ker(c @ Id)* y en el espacio
K(Wo®r M,N) := ((=)¢) 1K) € Homr(Wy ®r M, N).

Lema 2.7.8. Si M, N son A/I-mddulos yv € K(Wo®@rM, N), entonces el A-mddulo N &M
es un A/I-mddulo.

Demostraciéon: Si a € I, entonces

(2)- ()=

puesto que IM =0, IN =0y, dado que v € K(Wp ®g M, N), se tiene que v¢ € K, lo que
significa que 0 = (0 ® Id)*(7¢)(a ® m) = v°(c ® Id)(a ® m) = v°(a ® m). O

Lema 2.7.9. Para cada (f°, ') € Phomg_w,(M, N), definimos
A((f%, f))(w @m) = fO(wm) —wfo(m) + fH(3(w))[m],
entonces O(Phomp_w,(M,N)) C K(Wy ®r M, N).
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Demostracién: Sea v := 9((fY, 1)), tomemos a € I y veamos que v¢(a ® m) = 0.
Supongamos que a =1+ » jeg Win, "+ W)Wy, , entonces tendremos

(e ®m)
T
0

= Z ijn “wj, f (wji—l Swjm) — Z Z Wi, * Wi Wy [ (W - wjym)

JE] =2 jeJ i=2

0

+ Z Z Wi - wj, f (6(wji71))[wji72 T wjlm] + Z f (wjnj e wj1m)

jeJ 1=2 jeJ
- ijn nj—1 " Wi T ) + Z f wjn wjnjﬂ T wj1m]

Jjed jedJ

Recordando que fO(rm) =rf%(m) y f1(6(r))[m] = 0, tenemos que v¢(a ® m) es

n;—1 n;
Z Z Wi, - wy f (wjifl Swjm) — Z Z Wi ; * - Wy Wiy fo(wjifz T wjimﬂ
jed i=2 jeJ i=3
0 0
D wj fO(wj - wm) =Y wj, fO(wy, - wym)]
jed jed
O m) + 3wy e, O] + [ rm) + 3 Oy, e wgm)]
jeJ jeJ
n;
1
Zf wﬂn nj—1" "wjlm] +Zzwjnj "'wjif (6(wji—1))[wji—2 "'wj1mH
Jj€J jeJ i=2

Como IM = 0 e IN = 0, la suma anterior coincide con f1(8(a))[m]. Como I es un ideal
triangular, es balanceado por lo que se tiene §(a) € VI + IV. Utilizando nuevamente que
IM =0e IN =0, obtenemos f!(§(a))[m] = 0, como deseabamos. O

Lema 2.7.10. Sean M,N € A/I-Mod y v € K(Wy ®g M, N). Sean s° := (1,0)' : N —
N @y M y p’:(0,1): N ®y M — M la inyeccion y la proyeccion en R-Mod. Entonces, la
sucesion

S0 pO
0O—N-—-NO,M-—M—0

es exacta en A/I-Mod. En consecuencia,

(»°,0)

O N, P

v, : N M

es una conflacion en (A, I)-Mod.
Demostracién: Por N @ M es A/I-médulo. Por es facil ver que s y p° son

morfismos de A-moédulos y, por consecuencia, de A/I-modulos. Por m, V., es una confla-
cion. U
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t
Lema 2.7.11. Si0 - N (1’—0)> E (0—’1; M — 0 es exacta en A-Mod, con E = N & M como

R-mddulos, entonces existe v € Homp(Wo @ M, N) tal que E = N @&, M.
Ademds, si la sucesion es de A/I-mddulos, entonces v € K(Wy @r M, N).

Demostracion: Recuerde que la accion de A en E estd dada por la accion de Wy en E.
Sean w € Wy, n € N y m € M. Supongamos que

o(0) =)o) = ()

Denotemos por s = (1,0)" y p = (0, 1), entonces

v=ol(5)1=ptw (5 )) = wnl(§ )1 = w0 =0

De manera similar, tendremos

(5)- == ()~ ()

Por tanto x = wn. Ahora note que

v = (2) =t () = wri ()1 = .

wn +y(w ®@ m)
wm

Por lo tanto, tenemos que w <:1> = < ) , donde v(w ® m) = 2’ depende

de w y m de forma R-balanceada.

Entonces, E = N @, M. Ahora, si M, N, E son anulados por el ideal I, por 2.7.6] obtenemos
que ¥¢(a ® m) = 0, para todo a € I.

Esto es, (0 ® Id)*(7°) =0,y v € K(Wo ®r M, N). O

Lema 2.7.12. Sea (A, I) una ditdlgebra débil entrelazada de Roiter con estratificacion (R, W)
y consideremos la estructura exacta canonica € que tiene la categoria de modulos (A, I)-Mod.
Entonces, para cada M, N € A/I-Mod, consideramos la funcion

v IC(W(] KRR M,N) — E.I‘t(AJ)(M,N),

0 0
que envia cada vy sobre la clase de la conflacion W : N (ﬂ) Noy M <ﬂ) M. Entonces,

W es un morfismo k-lineal natural en ambas variables.
Demostracion: W esté bien definido por [2.7.10] Para la naturalidad en la primera variable,

tomemos ¢° : M’ — M en A/I-Mod, denotamos por g = L(g°) = (¢°,0) y queremos probar
que el siguiente diagrama conmuta:
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K(Wo ®r M, N) —Y— Ext 4 1)(M,N)

l(1®go)* Jg

IC(WO KRR M/,N) T)Ext(A,])(MlaN)

Afirmacién 1: (7(1® ¢°))¢ = 7¢(1 ® ¢°), para cada v € Homgr(Wy @ M, N). En conse-
cuencia, si v € K(Wy ®g M, N), resulta que (7(1 ® ¢°))¢ se anula en (o0 ® 1)(I @ M').

En efecto, pues

(Y1 ® ¢°))(wpws_1---wy @ m) = Zwt cwiy(1® ¢°) (wi—y @ wi_g---wim)

+ 7(1 ® ¢9) (wy @ wy_q - - wim)
= (1 ® ") (wwi—q - wy @m),

como desedbamos. Por lo cual el cuadro anterior tiene sentido.
Hay que demostrar V. gg40) ~ ¥, g.

Vamos a considerar el morfismo h := (1y@®¢°,0) : N&.(1940)M' — N@& M en (A, I)-Mod.
Dado que el siguiente diagrama conmuta en (A, I')-Mod

SO 0
(s%,0) (»°,0)

\I],y(l®90) : N N 69’7(1@90) MI M/

Il h l g
(s°,0) (»°,0)

v N Ne,M 22 M

ot .
se tiene la naturalidad en la primera variable.

Para la naturalidad de la segunda variable, tomemos f° : N — N’ un morfismo de A/I-
modulos, escribimos f = L(f%) = (f°,0), veremos que el siguiente diagrama conmuta:

K(Wo ®p M, N) —Y— Ext 4 1y(M, N)

| E

]C(W() XR M,N/) TE:L’LL(AJ)(M,N’)

Afirmacién 2: (f%v)¢ = f99¢, para cada v € Homgr(Wy ®r M, N). En consecuencia, si
v € K(Wy ®@r M, N), resulta que (f°y)¢ se anula en (0 ® 1)(I ® M). En efecto, pues

(fDV)e(wtwt—l"'wl@@m) = Zwt wzf Y(wi—1 @ wi—g - - - wim)

+ fO’Y(wt ® Wy—q - - wWM)

= O (wawi_y - wp @m),

como desedbamos. Por tanto el cuadro anterior tiene sentido.
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Hay que demostrar que fW, ~ W0, para v € K(Wo @g M, N).

Vamos a considerar el morfismo h:= (f° @ 1a7,0) : N @y M — N’ @ o, M en (A, I)-Mod.
Dado que el siguiente diagrama conmuta en (A, I)-Mod

SO 0
v,: N 2% yeoou 29 oy
‘f h |

SO (0]
PR R GEUNSS NS Y N Vi

se tiene la naturalidad en la segunda variable.
Ahora veamos que con esto podemos mostrar que ¥ es k-lineal.

Sean v, A € K(Wo ®g M, N). Denotemos por Y@ a la composicion

A
Wo @r (M & M) -2 (Wo @ M) & (Wo oz M) 23 N @ N,

donde el morfismo ¢ es el isomorfismo canoénico.
Note que v + A = VO(y&\)(1 @ A?), pues ¢(1 @ A%) = A0,

Aqui M & M y N & Nson A-médulos. Notemos que YBX € K(Wo @r (M @& M), N ® N),
puessi p: AQr (M & M) - (ARr M) @ (A®r M) es el isomorfismo canonico, se tiene la
formula

(BN = [(v @ Vel = (1 & X)9.
Por lo que (y&\)¢(c ® 1) = 0.

1 000
. . 0 0010 )
Finalmente, es facil ver que h° := 010 0]|® morfismo de A-modulos. Tendremos
00 01
entonces que el siguiente diagrama conmuta en (A, I)-Mod.
(s,0) (1°,0)
LN NoN — (NoeN)d g (MeM) — MoM

I (h,0) |

UV, e¥y: NeN — NeyM)ea(NexM) — MoM.

Por tanto, gracias a la naturalidad de ¥, tenemos que

[Wrr] = [\I}VO(W@)\)u@AO)] = [V‘I"@)\A] = [V(¥, & Uy)A] = [U,] + [U].

Proposicion 2.7.13. Sea (A, I) una ditalgebra débil entrelazada de Roiter con estratificacion
(R, W) y consideremos la estructura exacta candnica £ que tiene la categoria de mddulos

117



(A, I)-Mod. Entonces, para cada M,N € A/I-Mod, existe una sucesion exacta de espacios
vectoriales

0 — Hom(u1y(M,N) -Zs Phomp_w (M, N) -2 K(Wy @g M, N) 2 Ext( 45 (M,N) =0

Demostracion: Veamos que W es sobreyectiva. Pues la exactitud central de o y 0 es clara.

Tomemos una conflacion £ : N B % Men (A, I)-Mod. Como (A, I) es de Roiter,
para ver que [¢] € Im(¥), podemos asumir que f' = 0y g' = 0 y que la sucesiéon exacta

0 0
0= N 25 E 25 M = 0 se divide en R-Mod, ver [L5.1
Entonces, existe un isomorfismo h° en R-Mod tal que el siguiente diagrama es conmutativo

0

0
N—{ g%

Jho

N*O>NEBM0*>M
s p

Como (A, I) es de Roiter, entonces el R-modulo N & M admite una estructura de A/I-
moédulo N @& M tal que h = (h°,0) € Hom(a py(E,N & M).

Entonces tendremos que s° = h%f% y p® = ¢%(h%)~! son morfismos de A/I-mo6dulos. Por
2.7.11} sabemos que N & M = N @ M, para algtn v € K(Wy ® M, N) y encajamos el dia-
grama resultante en (A, I)-Mod con el funtor £ 4 1) para obtener W(v) = [¢]. Asi W es sobre.

Veamos que la sucesion es exacta en K(Wy @p M, N). Por [2.7.12] el morfismo ¥ es un
morfismo de k-lineal. Entonces, si ¥(y) = 0, existe un isomorfismo h € (A, I)-Mod tal que
conmuta el siguiente diagrama en (A, I)-Mod:

0 (1]
v: N O Ngom Yy
| h |

0 (0]
v,: N 2% N 0 g

Se tienen entonces las relaciones

59 = hVs%, p¥ = p°hY y, para cada v € V, hl(v)s® = 0, p°hl(v) = 0.

0 1 0 0

- (1) (2 - 2

paraw € Wy, n € N y m € M, es equivalente a la igualdad

0 1
Por tanto, h® = (1 g ) y ht(v) = <0 g (v)>, para alguna (¢°, g') € Phomp_w (M, N).

La condiciéon

Yw @ m) = g°(wm) — wg”(m) + g* (6(w))[m].
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En efecto, note que

()]
D6 D67

_ (n+g > < ><wn+0(w® )) <91(5(161))[m])
_ <wn+w9 )>_<wn+wgm(wm)>_<91(5(16)))[m]>

Esto nos dice que 9(¢°, g') = 7. Este argumento es reversible. Para (¢°, g') € Phomp_w (M, N),
tomando 7 := 9((¢°, g')), y un isomorfismo con la descripciéon matricial dada como antes.

Esto nos muestra que la sucesion del enunciado es exacta en K(Wy @ M, N). O

Lema 2.7.14. Supongamos que (A, I) es una ditdlgebra débil entrelazada de Roiter con es-

tratificacion (R, W). Sea W un sumando directo del R-R-bimddulo Wy tal que §(Wy) = 0.
Considere a B la subdlgebra de A generada por R y W/ Sea Ig = BN 1. Por tanto B es ge-
nerada libremente por R y W{. El morfismo de ditdlgebras débiles j : (B,I1g) — (A, I) induce

un funtor restriccion que es exacto

Fj: (A I)-Mod— (B, Ip)-Mod,

el cual induce un morfismo de bifuntores F; : Ext(a1)(—,?) = Extg 1) (F;(—), Fj(?))-

Ademds, si i : W5 — Wy es la inclusion, el morfismo (i @ 1)* : Homp(Wo ®r M,N) —

Homp(Wl ®r M, N) se restringue como se indica en el siguiente diagrama conmutativo

Phomp_w, (M, N) ~2— K(Wy ©@g M, N) —Y— Ext 4 (M, N)

lﬂ' J(i@l)ﬂ le*

Hompg(M,N) —6>K(W6 ®r M, N) TEN(B,IB)(M,N)-

donde 7 es la proyeccion.

Demostraciéon: Por es claro que Fj es exacto. Por[2.7.13] para M, N € A/I-Mod, se

tiene una sucesion exacta

Phomp_w, (M, N) 25 K(Wy @r M, N) ~% Ext(4.(M,N) =0

Asi mismo, para M, N € B/Ip-Mod, se tiene una sucesion exacta

Homp(M, N) 22 K(W) @r M, N) 2 Extgs 1, (M, N) = 0.

Donde hay que recordar que aqui Hompg(M, N) = Phomp_w,(M, N), pues son morfismos de
R-mo6dulos. Ademéas sabemos que existen los morfismos inclusiones i : W) — Wy, j: B — A
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y I : Ip < I, los cuales nos inducen epimorfismos

(i®1)*: Homr(Wo ®@r M,N) — Homgr(Wj®gr M,N)

(j®1)": Homr(A®r M,N) — Homgr(B ®r M, N)

y el morfismo
(l@l)* : HOTTLR(I®RM,N) —>HO7TLR(IB ®RM,N)

Entonces, se tiene el siguiente diagrama conmutativo

K—— Hompr(A®gr M,N) %HomR(I ®r M,N)
\

I (G@1)*] J(J@l)* l(l@)l)*

4 ( /®1)

K'—— Homg(B®gr M, N) %HOWR(IB ®r M, N).

También se tiene el siguiente cuadro conmutativo

Homp(Wo ©r M, N) 25 Homp(A®g M, N)

y@l)* lu@l)*

HOWLR(W(; QR M,N) i)HomR(B KR M,N)

En efecto, si v € Homp(Wo Qr M,N), m € M y wy,--- ,w; € W, tenemos:

Y@ (w---wi @m) = Zwt cwiy (1 @ 1) (wim1 @ wi—g -~ wim) + (1 ® 1)(wy @ wy—q - - - wym)

= Zwt cwy(Wwi—1 @ wi—g - wim) + y(w @ wy—q - - - wrm)
= 76(j®1)(wt~-w1®m).

Entonces, el morfismo (i ® 1)* se restringe a

(i ®1)*| : K(Wo @5 M, N) = K(W, @z M, N).

En efecto, si v € K(Wy ®r M, N), entonces ¢ € K. En consecuencia, ((1 ® 1)*(y))¢ =
(j ®1)*(v¢) € K'. Se sigue que (i @ 1)*(y) € K(W) ®r M, N).

La conmutatividad del cuadro derecho en el enunciado se debe a que F;(N @, M) =
N @4zig1) M y, en consecuencia, F;([¥,]) = [V, ;e1)]

Lema 2.7.15. Supongamos que (A, I) es una ditdlgebra de Roiter con estratificacion (R, W).
Sea W un sumando directo del R-R-bimddulo Wy tal que §(W() = 0.

Considere a R* la subdlgebra de T generada por R y W{. Por tanto R* es generada libremente
por R y W{. Consideremos I' = R* (" 1. Entonces, tenemos el funtor exacto F}
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Fj : (A, I)-Mod — R®/I'-Mod,

que envia cada A/I-mddulo en el R*/I'-mddulo obtenido por restriccion y cada f = (f°, f1) €
Homa (M, N) en 12, el cual induce un morfismo de bifuntores

Fj‘k : Ext(A,I)(_v 7)) = ExtRa/I',R(Fj(—)7Fj(?))>

donde Extpa/p g(Fj(—), Fj(?)) corresponde a la categoria exacta (R*/I'—Mod, ) del ejem-
plo E2.21

Demostraciéon: Se sigue de[2.7.14) pues B = R*, I = I’ y la categoria exacta (R®/I’-Mod,
€) puede identificarse con (B, Ip)-Mod.
O

Lema 2.7.16. Sea (A,I) una ditdlgebra de Roiter con estratificacion (R,W). Sea W un
sumando directo del R-R-bimddulo Wy tal que §(W() = 0 y sea (A%, 1) la ditdlgebra débil
con estratificacion (R*, W*®) obtenida de (A, I) por absorcion de Wy como antes. Note que la
equivalencia F* : (A%, 1*)-Mod — (A, I)-Mod es ezacta.

Entonces, se tiene una sucesion exacta de bifuntores

Fe)* a a Fy a a
0 — Bt o goy(— ) TX Bat o (F(=), FU?) —5 Eatgup p(F;F(=), F;F(7)).

Demostracion: Veamos que F'* es un funtor exacto, para esto tomemos una conflacion
Fea Foa
N LB % Men (A%, I*)-Mod, entonces tenemos la sucesion F*(N) ) F*(E) iy

0 0
F*(M), donde su composicién es cero por ser F* un funtor. Sabemos que 0 — N fﬂ E L
M — 0 es exacta y se divide en R*-Mod.
Ademés, como [F(f)]" = 0y [F%(g)]° = ¢, se tiene que la sucesion

a 0 a 0
0 = Fo(N) U pa( gy 2O ey g

se divide en R-Mod, por lo tanto la sucesiéon es una conflacién y entonces F'* es exacto.

0
Si&: N Ly E %5 M es conflacion en (A%, I*)-Mod, entonces la sucesion 0 — N A

0
E 25 M — 0 es exacta y se divide en R%Mod. Entonces, la conflacion FjF%(€) tiene la

0 0
forma 0 — N L E 5 M — 0 y se divide en (R*-Mod,¢). Asi, (Fj)*(F%)* = 0.

Reciprocamente, si n : N Ly B %5 M es una conflacion (A, I)-Mod tal que Fj(n) se

0 0
divide en (R%-Mod,¢), entonces la sucesion 0 — N fﬂ E 25 M — 0 es exacta y se divide

en R*-Mod. Entonces, el par exacto £ : N Ly E %5 M es una conflacion en (A%, I*)-Mod
tal que F*(§) = .
Se tiene en particular que, por ser F'* una equivalencia, (F'*)* es un monomorfismo.

O
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Lema 2.7.17. Supongamos que (A%, I°) es una ditdlgebra obtenida de la ditdlgebra de Roiter
(A, I) con estratificacion (R, W) por eliminacion de un ideal Ir de R. Entonces, el correspon-
diente funtor fiel y pleno F* : (A%, I°)-Mod — (A, I)-Mod es exacto e induce un isomorfismo
de bifuntores
(FS)* S S
E$t(As’Is)(—,?) — EIt(A’I)(F (—),F (7))

Demostraciéon: Veamos que el funtor F° es exacto. Tome & : N i) E %5 M una con-

flacion en (A®, I*)-Mod, entonces la composicion en el par F*(N) ) F*(E) gty F(M) es

cero. Ademas, como [F*(f)]° = Oy [F*(9)]° = ¢°, la sucesion
s 0 s 0
0= (V) U R ) R s 0y S 0

se divide en R-Mod, por lo tanto la sucesion es una conflacion en (A, I)-Mod y entonces F'*
es exacto.

Por [4.3.26| ya sabemos que F** produce un monomorfismo (F*)*.

Supongamos que tenemos una conflacion ¢ : F*(N) I RN F$(M) en (A,I)-Mod.
Como (A, ) es de Roiter, por podemos asumir que f' =0, ¢! =0 y que la sucesion

0 0
0 F5(N) L5 B 25 Ps(M) = 0

es exacta en A/I-Mod y se divide en R-Mod. Por tanto, el R-modulo E = N @& M es anulado
por Ig. Esto implica que E = F*(FE), entonces la sucesion

fo q°
0O—+-N-—F > M-—0

es exacta en A°/I5-Mod y se divide en R*-Mod. Entonces, si aplicamos F*® a la conflacion

0 0
¢ NI Y o,

obtenemos F*(¢’) = (.

Concluimos que F'® es mono y epi. O

Lema 2.7.18. Supongamos que (A, ) es una ditdlgebra débil entrelazada de Roiter con estrati-
ficacion (R, W), supongamos que se tiene la descomposicion de R-R-bimddulos Wy = Wy@W{/
y Wi = (W) @W/. Considere la ditilgebra débil entrelazada (A", I") obtenida de (A, I) por
reqularizacion del bimddulo W(. Entonces, el funtor F" de2110 es exacto, por lo que se tiene
un monomorfismo de bifuntores

(Fr)* r r
Extar iry(=,7) —> Ext g n(F" (=), F(?)).

Mas atun, si 6|y es inyectiva, (F")* es un isomorfismo.
) W() )
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Demostraciéon: Sabemos que (A", I") es de Roiter, por lo que para verificar la primera
afirmacién basta mostrar que el funtor F” es exacto.

Tome & : N . E %5 M una conflacién en (A", I")-Mod, entonces g f = 0y la composicion
Frvy 28 pre) 9 priar) es cero.
Ademas, [F"()]° = fO v [F"(9)]° = ¢°, por lo que la sucesién

T 0 Id 0
0 — F(N) I prpy LT proyny g
se divide en R-Mod. Por lo tanto, la sucesion es una conflacién y entonces F" es exacto.

Finalmente, si 5|W6 es inyectiva, entonces el funtor I es denso y por tanto una equivalencia.

De aqui se sigue que (F")* es epimorfismo. En efecto, si £’ : F"(N) AN AN F"(M) es
una conflacion en (A, I')-Mod, entonces existe E € (A", I")-Mod y un isomorfismo
h: F"(E) — E'. Asi, se tiene un diagrama conmutativo en (A, I')-Mod

& Ny L ey L P

| h |
¢ Ny LB L Fru,
Por lo que E es también una conflacion de (A, I )—Mod que resulta equivalente a ¢’. Como
F" es pleno, hay morfismos f y g tales que F"(f) = fy F"(g) = g. Como F" es equivalencia,
tenenmos el par exacto £ : N i> E -2 M en (A", I")-Mod que es una conflacion porque

fO=Fr(f)° = fo y ¢° = F"(9)° = 3° son tales que la sucesién

7 3°
0O0—+N-—F > M-—=0

es exacta y se divide en R-Mod. Ahora, basta notar que F"(§) = .EA ~ &' para deducir que
(F")* es suprayectivo.
O

Lema 2.7.19. Supongamos que (A, I) es una ditdlgebra débil entrelazada de Roiter con es-
tratificacion (R, W). Sea W un sumando directo de el R-R-bimddulo Wy tal que §(W()) = 0.
Considere B la subdlgebra inicial de (A, I). Consideremos el morfismo de ditdlgebras débiles
entrelazadas j : (B,Ip) — (A, 1), el funtor restriccion de 2714

F;: (A I)-Mod— (B, Ip)-Mod.

i M € (A, I)-Mod y N € (B,Ip)-Mod tal que F;(M) = N en (B,1g)-Mod, entonces existe
€ (A, I)-Mod con N = M en (A,I)-Mod y Fj(N) = N.

=2l%

Demostracién: Sea f = (f, f1) : F;(M) — N un isomorfismo en (B, Ig)-Mod. Asi, f1 =0
y f9 es isomorfismo de B-modulos.
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Dado que (A, I)-Mod es de Roiter, existe N € (A, I)-Mod con R-moédulo subyacente N tal
que f = (f°,0): M — N es un morfismo en (A, I)-Mod, por tanto un isomorfismo.

Para probar que Fj(N) = N, veamos que la accién en W es la misma. Denotemos por - la
accion de W en N y sea o la accion de W en N obtenida por restriccion de la accion de A

sobre el (A, I)-modulo N.

Sean w € Wi, n € Ny m € M tal que f%(m) = n. Entonces, tenemos que

w-n=w-f'(m) = fO(wm) =wo fo(m) =won.

Lema 2.7.20. Supongamos que X es un B-mddulo triangular completo, donde B es la
subdlgebra inicial de una ditdalgebra débil entrelazada de Roiter (A, I). Entonces, el funtor
FX . (AX IX)-Mod— (A, I)-Mod es exacto e induce la siquiente sucesion exacta de bifunto-
res

(FX * F*
0 = Bzt ax 1xy(—,7) | Ext an(F* (=), FX(?) == Eat(g 1) (F,FX (=), F;FX(7)).

Demostracién: Como (AX,I¥) es de Roiter si N 1y E %5 M es una conflacion en
(AX, I*)-Mod, podemos suponer que f = (f°,0) y g = (¢",0). Como FX es k-funtor, la
)
)

FX
composiciéon del siguiente par de morfismos FX () (

Ademés, como FX(f)? =1® f0y FX(g9)° =1 ® ¢°, entonces la sucesion exacta

X 0 X 0
FX(f) FX(g)

0 — FX(N) FX(E) FX(M) — 0 se divide en R-Mod,

pues es la imagen bajo X ®g — de la sucesion exacta
f0 9"
0—>N-—F— M —Q0,
que se divide en S-Mod. Por tanto, FX es un funtor exacto.

Como X es completo, X es fiel y pleno, por lo que (FX)* es monomorfismo. Resta mostrar
la exactitud central.

Supongamos que N L E -L5 M es una conflacion en (.AX JIX )-Mod, donde asumimos
0
que f = (f°,0) y g = (¢",0) como antes. Entonces, tenemos que la sucesion 0 — N ——

0
E 25 M — 0 se divide en S-Mod.
Tensorisando por el B-S-bimodulo X, se tiene la sucesion exacta
1®g°

0
0= XosN 2 Xog B 2% X 9¢ M —0
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que se divide en B-Mod y es anulada por Ig, pues la sucesiéon
X X
FXv) = X ey Y X
es anulada por I. Notemos que

F;FX(N) — F;FX(E) — F;F*(M)

coincide con . .
1 ;0 1®4¢°,0
X o5 N 020 x g p 0S50

Por tanto F} (FX)* =0.

X®5E X®SM.

Supongamos ahora que & : FX(N) — H 5 FX (M) es una conflacion que es enviada a
0 bajo F. Por4.1.3 hay un diagrama conmutativo en (B, Ip)-Mod

Fj(u) Ej(v)

F;FX(N) F;FX(M)

(o) oy

X®sN —— (X®sN)d(XesM) —— X ®sM.
Por lo tanto, F;(H) =2 X ®g (N & M) en B-Mod.

Fj(H)

IR

Por [2.7.19] existe E € (A,I)-Mod, con E = H en (A,I)-Mod y F;(E) = X ®g (N & M).
Por existe algin E € (AX, I%)-Mod con FX(E) = E.

Como FX es pleno, obtenemos un diagrama conmutativo

FX(¢): FX(v) Y px(p) FX(M)

| l% |

u

& FX(N) = H s FX(M).

X
F*(g)

donde ( : N L) E -2 M esun par de morfismos en (AX, I*)-Mod tal que gf = 0, pues

FX es fiel.

Asi, el primer renglon es una conflacion en (A, I')-Mod equivalente a &.

Ademas, como vimos en tenemos que Fjj Fjx = F;FX. Entonces, Fj; (F;x(¢)) es una
conflacion en (B, Ig)-Mod que se divide y, como F' é{ es fiel y pleno, por obtenemos que
F;x(¢) es una conflacién que se divide en (BX, I3 )-Mod. En particular,

1O q°
0O—->N—-—FE—>M—0

es una sucesion exacta en S-Mod que se divide. Por lo tanto, tenemos que ( es conflacién en
(A%, IX)-Mod tal que FX(¢) = ¢, como querfamos demostrar. O
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Capitulo 3
Apéndice 1

Este apéndice presenta resultados conocidos de M. Auslander e I. Reiten sobre categorias
Mod(C) de funtores sobre una categoria aditiva C con idempotentes que se dividen. Este
material, que usamos en lo hemos presentado de manera elemental y detallada. Muestra
relaciones interesantes que permiten estudiar C a partir de Mod(C).

3.1 Categorias aditivas con idempotentes que se dividen

En esta secciéon, supondremos que C es una k-categoria aditiva.

Definicion 3.1.1. Dado Y € C, un idempotente e € Endc(Y) se divide si y sdlo si existen
morfismos

XS5y x en C tales que ri = 1x y e =1r.

Decimos que los idempotentes se dividen en C si y sdlo si lo anterior ocurre para cada
Y € C y cada idempotente e € Endc(Y).

Lema 3.1.2. Supongamos que los idempotentes se dividen en C. Sean'Y € C y e € Endc(Y')
un idempotente. El idempotente e se divide y existen morfismos

X -5Y 25 X enC tales queri =1x ye=1ir.
También se divide el idempotente 1y — e y existen morfismos
Z-25Y 25 Z enC tales que ps =1z y 1ly — e = sp.

Entonces, (r,p)t: Y — X @& Z es isomorfismo con inversa (i,s) : X ® Z — 'Y y conmutan los
siguientes diagramas:

y —— > X X——4XapZ YiX@Z
). 6o [0
P 0 0
X X X —Y Y —XoZ
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Demostraciéon: Hay que notar que
. r .
(2 s)(p)zzr+sp:e+1y—e:1y.

Por otro lado, tenemos que

(e o= =0 ).

Finalmente note que (1ly — e)s = sps = s, por lo que irs = es = 0, entonces rs = 0.
Ahora, note que p = psp = p(ly — e) = p — pe. Entonces pir = pe = 0, de lo cual concluimos
que pt = 0.

La conmutatividad de los primeros dos diagramas es clara. Para el ultimo diagrama, hay
que notar que re = rir = r. Por lo que

()=o) =) - (5 0) C)

Corolario 3.1.3. Los idempotentes se dividen en C si y sdlo si para cada idempotente e €
Endc(Y) existen X, Z € C y un isomorfismo h: Y — X @ Z tal que conmuta el cuadro

y " xXez

bl

Demostracion: Por tendremos que existe tal cuadro conmutativo. O

Observacién 3.1.4. Notemos que en la situacion del corolario anterior, como (0,1)t : Z —

X & Z es el nicleo de <1X O) en la categoria C, entonces e tiene nicleo en C de la forma

0 0
Z =Y.

Demostracién: Hay que notar primero que ((1) 8) <(1)> = <8> )

Veamos que <?> tiene la propiedad universal del nucleo de <é 8)

Supongamos que existe <Z> : K — X@Z tal que <(1) 8) (Z) = <8> , entonces tendremos

que a = 0 y b es arbitrario. Por tanto b : K — Z es el inico morfismo tal que <(1)> b= <2>

Por lo cual <(1)> es nucleo de (é 8) . Ahora el cuadrado conmutativo induce un isomorfismo

a los nucleos, por lo que e tiene niicleo en C de la forma Z — Y. O
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3.2 Categorias Krull-Schmidt

Fijamos una k-categoria C additiva donde los idempotentes se dividen. A partir de cierto
punto, supondremos ademés que C es Hom-finita. Esto altimo significa que dim; Home(X,Y')
es finita, para cada X,Y € C.

Definicion 3.2.1. Diremos que la categoria C es Krull-Schmidt si y sdlo si cada objeto
X € C se descompone como suma directa finita de inescindibles con dlgebra de endomorfismos
local.

En lo que sigue aplicaremos una técnica de proyectivizacién: Todo objeto de una categoria
aditiva puede transformarse en un proyectivo finitamente generado sobre su anillo de endo-
morfismos.

Recordemos que si X es un objeto en una categoria aditiva C, entonces addX denota la sub-
categoria plena de C formada por los sumandos directos de sumas directas finitas de copias

de X.

Proposicion 3.2.2. Sean C una k-categoria aditiva y X € C. Denotemos por I' a su dlgebra
de endomorfismos I := Endc(X). El funtor

F:=Home(X,—):C — Mod-I'
tiene las siguientes propiedades:
(1) El funtor F induce biyecciones Home (Y, Z) — Homp(FY, FZ), para cada Y, Z € addX.

(2) SiY € addX, entonces FY € proj-T.

Entonces, I induce un funtor fiel y pleno addX —proj-I', donde proj-I' denota la subcategoria
plena de mod-I" formada por los I'-mddulos proyectivos finitamente generados. FEste funtor es
una equivalencia si los idempotentes se dividen en C.

Demostraciéon: (1) Claramente esta es una biyeccion para Y = X = Z pues, en este caso,
la composicion
I = Home(X, X) -5 Homp(F(X), F(X)) = Homp(I,T) -5 T,

donde 6 es el isomorfismo canénico dado por evaluar en 1, es la funcion identidad. Si
Y =X"y Z= X", tenemos el siguiente cuadro conmutativo

Home(X™, X™) SN Homyp ('™, T™)
ox O
(Mosen(Home(X, X)) —melEyr o (Homp(T,T))

~Y

donde hemos considerado al isomorfismo F(X™) = F(X)", que existe porque F' es aditivo,
como una identificacién y similarmente para m; los isomorfismos ¢x y ®r son los que asocian
los morfismos entre sumas directas y sus matrices correspondientes. Es decir ¢x manda a
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fir fie o fin

fo1 fo2 - fon

cada matriz de morfismos € Myxn(Home(X, X)) en el morfismo

fm,l fm,Q to fm,n
f=2>2;05fimi, donde m : X" — X y 0 : X — X™ denotan proyecciones e inyecciones de
las sumas directas X" y X" respectivamente.

Se sigue que la funcion F' del diagrama es biyectiva.
Para el razonamiento que sigue, conviene observar que la transformacion

F:Home(Y,Z) — Homr(FY,FZ)

es natural en la variable Y y en la variable Z.

Ahora consideremos el caso general donde se tiene X" =Y Y ' y X™ = Z& Z' en C.
Consideremos las inyecciones s : Y — X" y o : Z — X" y las proyecciones p : X" = Y y
m: X™ — Z. Se tiene entonces el siguiente diagrama

Home(Y, Z) —L Homp(F(Y), F(2))

A ]l

Home (X", Z) ——— Homp(FX™, FZ)

F
W*T la* F(ﬂ)*T JF(U)*

Home(X™, X™) — Homp(FX™, FX™)

De aqui obtenemos que, como p es retracciéon y o seccidén, p* y o, son secciones. Como
la F' del renglén inferior es inyectiva, se sigue que la F' del renglén superior también lo es.
Similarmente 7 retraccion y s seccion, tenemos que F'(7). y F'(s)* son retracciones. Como la
F' del renglon inferior es suprayectiva, se sigue que la F' del rengléon superior también lo es.
Hemos probado (1).

(2) Tenemos que F(X) =T es proyectivo, y también F(X") = F(X)™ 2 T es proyectivo.
Si X" =Y @Y, entonces como F(Y)® F(Y') = F(Y®Y') = F(X™) es proyectivo, también
loes F(Y).
Veamos ahora que, si los idempotentes se dividen en C, entonces el funtor F' : addX —proj-I'
es denso. Si P €proj-I, existe un natural n tal que I'" = Q ® P. Si denotamos por r : I'" — Q)
la proyeccion y s : @ — I'™ la inyeccién canodnicas, entonces, e := sr € Endp(I') es un
idempotente y tenemos un cuadro conmutativo en mod-I":

m -4 Qer
10

6

m - Qer

con t isomorfismo y P = ker(e). Como F es fiel y pleno, existe un idempotente g €
Ende(X™) tal que F(g) = e. Por hipotesis, g se divide, por lo que existe un isomorfismo h tal
que conmuta en C:
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Aplicando F obtenemos un cuadro conmutativo en mod-I"

rm Y pyye F(2)
1 0
lF(g)=e J(O 0>
Y Ry 6 F(2)
donde F'(h) es isomorfismo. Por se tiene F(Z) = ker(e) = P. O

El siguiente teorema es cierto para categorias aditivas arbitrarias. En esta seccion sélo lo
enunciamos y demostramos en el caso que mas nos interesa a saber, cuando C es Hom-finita.

Ver [11] y [13].

Teorema 3.2.3. Sea X un objeto en la k-categoria aditiva Hom-finita C, donde los idempo-
tentes se dividen. Supongamos que hay descomposiciones

X190 X, =X=YV10--- DY,

en suma directa de objetos con dlgebras de endomorfismos locales. Entonces, r = s y existe
una permutacion o € Sy tal que Y; = X, para cada i.

Demostracion: Sea C = addX, consideremos el algebra I' = Ende(X) y la equivalencia de
categorias F' : addX —proj-I'. Nuestra hipdtesis nos dice que I' es un algebra de dimensiéon
finita, por lo que sabemos que vale el teorema de Krull-Schmidt en mod-I". Aplicando F' a las
descomposiciones de la hip6tesis, obtenemos

FX1)® - aeFX,)2FX)2XFY)& - & F(Y;)

con F(X;),F(Y;) inescindibles. Luego, m = s y existe una permutacion o € S, tal que
F(Y;) = F(Xs(;)), para cada i. Como F' es fiel y pleno, esos isomorfismos provienen de

isomorfismos Y; = X ;) en C.
O

Corolario 3.2.4. Si C es una categoria Krull-Schmidt Hom-finita, siempre que tengamos
X2diX1®---®d,X, enC, donde X1, -+, X, son inescindibles no isomorfos dos a dos,
conn € N y cada d; > 1. Entonces las clases de isomorfismo de los inescindibles X;’s ast
como sus multiplicidades estdn determinadas de manera unica.

Observacion 3.2.5. De hecho puede probarse (ver [13]), que siC es una k-categoria aditiva
Hom-finita, son equivalentes:

(1) C es una categoria Krull-Schmidt.
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(2) Los idempotentes en C se dividen.
(8) Para cada'Y € C, el dlgebra Endc(Y') es local si y solo si'Y es inescindible.

La revision de este resultado escapa al plan de este trabajo, donde las propiedades enlistadas
ya se tienen para las categorias que nos interesan.

3.3 Categoria de funtores

En lo que sigue fijamos una k-categorfa Krull-Schmidt C cuyos idempotentes se dividen y
es Hom-finita. Suponemos también que C tiene un conjunto de representantes de las clases de
isomorfismo de objetos. El material de esta seccién es bien conocido, puede encontrarse en una
serie de articulos de M. Auslander e I. Reiten en la revista Communications in Algebra.
Ver [1]. Se trata, en cierto sentido, de otra forma de proyectivizar los objetos de una categoria
aditiva C, para estudiar C. Al final de la seccién veremos una aplicaciéon de esto.

Ejemplo 3.3.1. Para una ditdlgebra débil entrelazada especial (A, ), nos interesa aplicar lo
que sigue a la categoria C := (A, I)-mod, que es un ejemplo de lo anterior.

Observacion 3.3.2. Sih: X — Y es un morfismo entre inescindibles en C, son equivalentes:
(1) h es isomorfismo;
(2) h es seccion;

(3) h es retraccion.

Demostracién: Supongamos que h es retracciéon, entonces existe g : Y — X en C tal que
hg = Idy. Entonces, e := gh es un idempotente del algebra local End¢(X). Se sigue que
e =0 o bien e = Idx. En el primer caso, tendremos

0=he=hgh=hy Idy = hg =0,

por lo que Y = 0, lo que contradice que Y es inescindible. Entonces e = Idx y h es isomor-
fismo. Hemos mostrado 3 = 1. El argumento 2 = 1 es dual. O

Observacion 3.3.3. Notemos que un ideal I de C estd determinado por los espacios 1(X,Y),
donde X,Y € C son inescindibles.

En efecto, si X = P X; y Y = @;n:lY] en C, con X;,Y; inescindibles, tenemos las
inyecciones o; : X; — X y las proyecciones 7; : X — X;. Similarmente, tenemos las inyecciones
0% :Y; — Y y las proyecciones 7 : Y — Yj.

Entonces, por ser I un ideal de C, si f € I(X,Y), tendremos que cada morfismo f;; =
mifoi € I(X;,Y;). Reciprocamente, si cada f;; € 1(X;,Yj), tendremos

f=( O';T(';)f(z o) = ZO‘}?T;-fO’iTI'i = ZU}fj,z‘ﬂ'z‘ e I(X,)Y).
J i 0, 1,

Definicion 3.3.4. El radical rade de C es el ideal de C generado por los morfismos que no
son isomorfismos entre inescindibles.
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Lema 3.3.5. Para cada par X,Y € C, consideremos el conjunto I(X,Y) cuyos elementos son
los morfismos f € Home(X,Y) tales que para cada inescindible Z € C, cada g € Home(Z, X)
yh € Home(Y,Z), no es isomorfismo hfg.

Dichos espacios conforman un ideal I de C que coincide con el ideal radical rade.

Ademds, se tiene lo siguiente:

(1) Si X es inescindible, rade(X,Y) consiste de los morfismos f € Home(X,Y) que no
son secciones.

(2) SiY esinescindible, rade(X,Y) consiste de los morfismos f € Home(X,Y) que no son
retracciones.

(8) Si ambos X,Y son inescindibles, rade(X,Y) consiste de los morfismos que no son iso-
morfismos.

Demostracién: Vamos a demostrar que en efecto I es un ideal de C.
Note que si f,f' € I(X,Y) y ¢ € k, para cada inescindible Z, g € Home(Z,X) y h €
Home(Y, Z), se tiene que

hf+cf)g=hfg+chf'y
es suma de dos elementos nilpotentes y, por tanto, no es isomorfismo. Asi cada I(X,Y’) es un
subespacio de Hom¢(X,Y).
Dado f € I(X,Y), es facil ver que al componer a la izquierda o a la derecha con otro morfismo
de C, obtenemos nuevamente un elemento de I. De modo que I es efectivamente un ideal de C.

Finalmente, veamos que I = radg:

De I esta generado por los elementos de los espacios I(X,Y), para cada X,Y € C
inescindibles. Si tenemos un tal generador f € I(X,Y), entonces hflx no es isomorfismo
para cada h € Hom¢(Y, X) y, por lo tanto f no es seccion, y tampoco es isomorfismo. Luego,
f es un no isomorfismo entre inescindibles, por lo que f € rade(X,Y). Asi I C rade.

Reciprocamente, si f € rade(X,Y) es un generador de rade, es decir un no isomorfismo
entre inescindibles, y existen morfismos g € Home(Z, X)y h € Home(Y, Z), con Z un objeto
inescindible de C, tales que hfg es isomorfismo, entonces h es retraccién y g es seccién. Por
[B.:3.2] h y g son isomorfismos, por lo que también f lo es: contradiccion. Se sigue que los
generadores de radg pertenecen a I y, por lo tanto, rade C I.

Solo probaremos el punto (1) ya que el (2) es dual.

Note que si f € rade(X,Y) y f es seccion, entonces existe un morfismo ¢ : ¥ — X tal
que tf = 1x. Entonces como X es inescindible y ¢f1x es un isomorfismo, obtenemos una
contradiccion.
Si ff€ Home(X,Y) \ rade(X,Y), existen g: Z —+ X y h: Y — Z en C con Z inescindible
tales que hf’g es isomorfismo. Por[3.3.2] g es isomorfismo y de alli derivamos que f’ es seccion.
Por lo que rad¢(X,Y) consiste de los morfismos no secciones.

O
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Definiciéon 3.3.6. La categoria de funtores Mod(C) tiene por objetos los k-funtores con-
travariantes M : C — k-Mod. Un morfismo f : M — N en Mod(C) es una transformacion
natural de M en N. Como C tiene un conjunto de representantes de las isoclases de los objetos,
la coleccion de las transformaciones naturales de M en N es un conjunto. La composicion es
la composicion usual de transformaciones naturales.

Notemos que Mod(C) es una k-categoria de manera natural, donde dos morfismos f, f’ :
M — N en Mod(C) se combinan linealmente de manera puntual, es decir, (f + cf’)z =
fz+cfl, : M(Z) — N(Z), para cada Z € C.

Definiciéon 3.3.7. Sea M € Mod(C). Por definicion, un subfuntor L de M es otro funtor
L € Mod(C) tal que L(Z) < M(Z), para cada Z € C, y tal que las inclusiones jz : L(Z) —
M(Z) definen una transformacion natural j : L — M. Denotamos esta situacion con la
notacion L < M. Se definen de manera natural (puntual) la suma de subfuntores Ly + Lo y
la interseccion de subfuntores L1 N Lo de dos funtores L1 y Lo de M.

Cada L < M, determina un funtor cociente M/L € Mod(C) definido en cada Z € C por
(M/L)(Z) = M(Z)/L(Z), y si a« : Z — Z' en C, su imagen (M/L)(«) : M(Z')/L(Z') —
M(Z)/L(Z) es la transformacion lineal inducida por M(a) : M(Z') — M(Z). Tenemos
entonces, la proyeccion canénica p : M — M/L, dada por las proyecciones candnicas py :
M(Z)— (M/L)(Z), para cada Z € C.

Dado un morfismo f: M — N en Mod(C), tenemos el subfuntor Imf de N definido por los
subespacios (Imf)(Z) =Imfz; < N(Z), para Z € C.

Proposicion 3.3.8. La categoria Mod(C) es abeliana.

Demostracion: (1): Es claro que Mod(C) es una categoria aditiva, cuyo objeto cero es el
funtor 0 : C — k-Mod, que envia todos los objetos de C al 0. La suma directa My @& Mo
de My, My € Mod(C) esta dada en cada objeto Z € C por el espacio (M; @ Ms)(Z) =
Mi(Z) ® Ma(Z) y en cada morfismo o de C por la transformacion lineal (M; & Ms)(«a) =
M; (o) ® Ma(a). Se tienen inyecciones canonicas o; : M; — My @ My y proyecciones candnicas
m; : My & My — M;, para i = 1,2, que satisfacen las relaciones

. .. . 2 .
w0y = idp,, mio; =08l i #j,y Y iy 0im = idy @M,

(2): La categoria Mod(C) tiene nucleos. Sea f : M — N un morfismo en Mod(C). Con-
sideramos el subfuntor K de M definido en cada objeto Z € C como el espacio vectorial
K(Z) := kerfz; < M(Z), y para cada morfismo « : Z — Z', K(«) : kerfz — kerfz es la
restriccion de M («). Tenemos la inclusion j : K — M. Supongamos que g : L — M es otro
morfismo tal que fg =0 en Mod(C). Para cada Z € C, tenemos fzgz = 0y, entonces, existe
hz : L(Z) — K(Z) tal que jzhz = gz. Veamos que h : L — K es natural. Si a: Z — Z' es
un morfismo en C, tenemos

JjzK(a)hzr = M(a)jzhy = M(a)gz = gzL(a) = jzhzL(c).

Como jz es inyectiva, obtenemos K (a)hy = hzL(a), como desedbamos. La unicidad de h se
obtiene de la unicidad de cada hz. Hemos mostrado que j : K — M es el niicleo del morfismo
fen Mod(C).

(3): La categoria Mod(C) tiene conticleos. La prueba es similar a la anterior, dado f : M —
N en Mod(C), la proyeccion p : N — N/Imf es coniicleo de f en Mod(C).
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(4): Sea f : M — N un morfismo en Mod(C). Entonces, tenemos su morfismo niucleo
j : ker(f) = M y su morfismo contcleo p : N — Cok(f) en Mod(C). También tenemos el
morfismo ntcleo o : ker(p) — N de p y el morfismo conticleo © : M — Coker(j) de j, en
Mod(C).
Entonces, si utilizamos las definiciones categoricas, tenemos Im(f) = ker(p) y Coim(f) =
Coker(j). Consideremos el tinico morfismo f : Coim(f) — Im(f) tal que la composicién

M = Coim(f) L Im(f) <+ N

coincide con f. Entonces, como k-Mod es una categoria abeliana, cada f, es isomorfismo y,
por lo tanto, f también lo es. Se sigue que Mod(C) es una categoria abeliana.
O

Corolario 3.3.9. Sea f: M — N un morfismo en Mod(C), entonces:
(1) f es epimorfismo si y sdlo si, para cada Z € C, fz es suprayectivo;
(2) f es monomorfismo si y sdlo si, para cada Z € C, fz es inyectiva;

(3) f es isomorfismo si y sdlo si, para cada cada Z € C, fz es biyectiva.

Corolario 3.3.10. Dada una sucesion de morfismos M TyE L Nen Mod(C), la sucesion

0—M -1 E 2 N0 es ezacta en Mod(C) siy sdlo silo es

0— M(2) 1% BE(2) 2% N(Z) — 0
en k-Mod, para cada Z € C.

La categoria Mod(C) es muy parecida a una categoria de modulos sobre un anillo con uno.
Son validas las versiones correspondientes de los teoremas de Noether. Tenemos por ejemplo,
los dos siguientes.

Proposicién 3.3.11. Si f : M — N y g : M — Q son morfismos en Mod(C), con g
epimorfismo y tales que ker(g) C ker(f), ewiste un tnico morfismo f : @ — N tal que

af = .

Demostracién: Para cada X € C existe una transformacion lineal fx :Q(X) = N(X)
tnica tal que gx f y = fx. La naturalidad de f = {f x }x se sigue de que g es epimorfismo. OJ

La prueba de la siguiente version del teorema de la correspondencia es sencilla y 1la omitimos.

Proposicion 3.3.12. Sean K < M con M € Mod(C) y g : M — M/K la proyeccion. En-
tonces, hay una correspondencia biyectiva entre la clase S (M) de los subfuntores de M que
contienen a K y la clase S(M/K) de los subfuntores de M /K. Esta biyeccion ¢ : S (M) —
S(M/K) envia cada N € Sg(M) en ¢(N) = N/K.

SiT < M/K, entonces ¢~ (T es el subfuntor de M definido, para X € C, por ¢~ (T)(X) =
9x (T(X)), yparas: X =Y enC, ¢~(T)(s) es la restriccion ¢~ (T)(Y) — ¢~ H(T)(X) de
M(s): M(Y) - M(X).
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Observacion 3.3.13. Para cada Z € C, se tiene el funtor (—, Z) :== Home(—, Z) € Mod(C).
Para cada M € Mod(C), por el lema de Yoneda, se tiene el isomorfismo

HomMod(C)((_7 Z)aM) - M(Z)7

dado por g — gz(1z).

Lo anterior implica que cada funtor (—,Z) es proyectivo en Mod(C). En efecto, si f :
M — N es un epimorfismo y ¢ : (—,Z) — N es un morfismo en Mod(C), se tiene que
9z(1z) € N(Z), que tiene que ser de la forma

fz(m) = gz(1z), para algtin m € M(Z),

porque fz es suprayectivo. Ese elemento m € M(Z) determina un morfismo g: (—, Z) - M
tal que g, (1) = m. Entonces, tenemos

f29,(1z) = fz(m) = g2(12),
de donde usando el isomorfismo de Yoneda, obtenemos fg = g.

También se obtiene del lema de Yoneda que cada morfismo (—, X) — (—,Y) en Mod(C) es
de la forma (—, f), para algin morfismo f : X — Y en C.

Definiciéon 3.3.14. Un funtor M € Mod(C) se llama finitamente generado si y sdlo si
hay un epimorfismo p : @;_,(—, Z;) = M en Mod(C), para algunos Zi,...,Z, € C.
Observacion 3.3.15. Notemos que M € Mod(C) es finitamente generado si y sdlo si existe
una familia finita Zy,...,Z, € C y m; € M(Z;) tales que, para cada X € C ym € M(X),
existen s; € (X, Z;) tales que m = Y1 | M(s;)(m;).

En efecto, si p : @;_,(—, Z;) = M es epimorfismo, los elementos m; := pz,(1z,) € M(Z;)
cumplen esa condicion. Esto se debe a que, si X € Cy m € M(X), como

n
px EPX, Z;) - M(X)
i=1
es suprayectiva, obtenemos m = Y | px(s;), para algunos s; € (X, Z;). Pero, para cada 1,
conmuta el cuadro

(Z:, Z:) il M(Z:)

lsf JM(Sz‘)

(X,Zi)ﬁM(X)

por lo que

M (s;)(mi) = M(si)pz,(12,) = pxsi(1z,) = px(si).

Reciprocamente, dada una tal familia de objetos Z; € C y elementos m; € M(Z;), por el
lema de Yoneda, existe un morfismo p : @,(—, Z;) = M con m; = pz,(1z,), que es suprayec-
tivo gracias a la condicién expresada en las primeras lineas de esta observacion.

Llamaremos a los elementos mq,--- ,m, elementos generadores de M.

Notemos que si N < M y my,...,m, son elementos generadores de M, con m; € M(Z;),
y m; € N(Z;), para cada i, entonces N = M.

Lema 3.3.16. Si 0 # M € Mod(C) es finitamente generado y K < M es subfuntor propio,
existe un subfuntor maximal de M que contiene a K.
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Demostracion: Nos fijamos en un conjunto finito de elementos my, - - - , m,, generadores de
M, digamos que m; € M(Z;), con Z; € C. Consideramos la clase

Z:={N<M|K<Nym; ¢ N(Z;) para alguna i}.

Notemos que cada N esta determinado por la familia {N(Z) | Z € C}, con N(Z) < M(Z).
Si C' denota un conjunto de representantes de las clases de isomorfismo de los objetos de C
y Sz : Z — Z' es un isomorfismo, para Z € C con Z' € C, entonces la familia anterior esti
determinada por {N(Z’) | Z' € C'}. En efecto, si j : N — M es la inclusion, tenemos cuadros
conmutativos

N(Z') 22 M2

lN(Sz) JM(SZ)

N(Z)TM(Z)

De donde derivamos que N(Z) = M (sz)(N(Z')). Esto implica que, si denotamos por P al
conjunto potencia del conjunto |y cor M(X') y por F(C',P) al conjunto de funciones de C’
en P, cada N < M corresponde a una unica funcion alli X’ — N(X'). Se sigue que Z es un
conjunto.

El conjunto Z esté parcialmente ordenado por la relaciéon < y es no vacio porque K € Z.

Aplicaremos el lema de Zorn a Z, para lo cual tomamos una cadena no vacia F de Z.
Definiremos un subfuntor U de M como sigue:

Para cada X € C, definimos U(X) := Jycr N(X),

que es un subespacio de M (X) debido a que {N(X) | N € F} es una cadena de subespacios
de M(X). Sis: X — Y es un morfismo en C, definimos U(s) por medio de los diagramas
conmutativos
U(s)
UYy) ——U(X)
Un N(Y) Un N(X)

N{Y) —5— NX)

La funcion U(s) esta bien definida porque siempre que Ny, No € F, si N1 < Nj, entonces
Ns(s) se restringe a Ni(s). Asi, N < U, para cada N € F. La naturalidad de la inclusion
j:U — M sesigue de que N < M, N <U y de la definicién de U.

Sim; € U(Z;), para i € [1,n], entonces m; € N;(Z;), para algan N; € F, por definicion de

U(Z;). Como F es una cadena, existe N € F tal que m; € N(Z;), para cada ¢ € [1,n]. Esto
no es posible y, entonces, U € Z y U es cota superior de F en Z.

136



Por el lema de Zorn, existe N € Z maximal. Supongamos que N < N’ < M con N # N'.
Entonces, N’ ¢ Z y, por lo tanto, m; € N'(Z;) para cada i. Asi, N' = M y N es el subfuntor

maximal que contiene a K que buscabamos.
O

Nos interesa reformular las nociones de morfismo casi se divide a derecha y morfismo mi-
nimal casi se divide a derecha de C en términos de Mod(C). Para ello tendremos que estudiar
cubiertas proyectivas de funtores finitamente generados en Mod(C).

Definicién 3.3.17. Si M € Mod(C) y K < M, decimos que K es un subfuntor superfluo
de M si y sélo si para cada L < M tal que K + L = M se tiene que L = M. Escribimos
K << M siy sdlo si ocurre lo anterior.

Definicion 3.3.18. Un epimorfismo g : M — N en Mod(C) es epi superfluo si y sdlo si
para cada h : L — M tal que gh es epimorfismo en Mod(C) se tiene que h es epimorfismo.

Lema 3.3.19. Sig: M — N en Mod(C), entonces g es epi superfluo si y solo kerg << M.

Demostracion: Si L < M satisface la formula kerg + L = M, se tiene que la composicion

L% M2 N, donde 7 es la inclusion, es epi. Como g es superfluo, ¢ es epimorfismo. Luego

L =M.

Reciprocamente, si la composicion L Py M L N oes epimorfismo, se tiene que M =
kerg + I'mh. Entonces M = Imh. O

Lema 3.3.20. Dado M € Mod(C), se tiene:
(1) Si K << N < M, entonces K << M.

(2) Si K1 << M y Ky << M, entonces K1 + Ko << M.

Demostraciéon: Para probar (1), suponemos que K + L = M. Entonces se tiene que
K+ (LNN)=N.Luego, LNN =Ny K CN C L. Entonces, L = M.

Para verificar (2), suponemos que K; + Ko + L = M. Entonces, Ky + L = M y, también,
L=M. U

Definicion 3.3.21. Un epimorfismop : @ (—, Z;) — N en Mod(C) es cubierta proyectiva
de N € Mod(C) si y sdlo p es un epimorfismo superfluo o, equivalentemente, kerp <<

Di(= Z).

Corolario 3.3.22. Si {(—,Z;) 25 N;}; es una familia finita de cubiertas proyectivas en
Mod(C), entonces el epimorfismo @, p; : @,(—, Zi;) = @, Ni es cubierta proyectiva.
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Demostracién: Se tiene que K := ker(@, pi) = €, K, donde K; := kerp; << (—, Z;).

Por la primera parte de [3.3.20, cada K; << @,(—,Z;). Por la segunda parte de [3.3.20
K = Zj Kj << @i(—,Zi). O

Definicion 3.3.23. Hemos definido antes el ideal radical rade de la categoria C. Para cada
Z € C, se tiene el funtor r(—,Z) := rade¢(—, Z) € Mod(C).
Claramente, se tiene r(—, Z) < (—, Z).

Lema 3.3.24. Sea f: X — Z en C con Z inescindible. Entonces,

(1) f es casi se divide a derecha si y solo si (—, f) : (—, X) — r(—,Z) es epimorfismo en
Mod(C).

(2) Si(—,f):(—,X)—=r(—,2) es cubierta proyectiva en Mod(C), entonces f es minimal
cast se divide a derecha.

Demostraciéon: (1): Si f no es retraccion en C, se tiene que f € r(X, Z). Se sigue que la
imagen de (—, f) : (—, X) — (—, Z) esta contenida en r(—, Z). Para cada Y € C, vimos que
r(Y, Z) consiste de los morfismos no retracciones de Y en Z.

Como f es casi de divide derecho, cada uno de ellos t : Y — Z se factoriza por f. Esto es que
cada (Y, f) : (Y, X) — r(Y, Z) es suprayectivo. Luego, (—, f) es epimorfismo.
Reciprocamente, si (—, f) : (=, X) — r(—, Z) es epimorfismo, en particular, r(Z, Z) consiste
de los elementos de la forma fh, con h € (Z, X). Esto implica que f no es retraccion. También
se tiene que si Y € C, cada elemento de (Y, Z), que consiste de las no retracciones, es de la
forma fh, con h € (Y, X), y se sigue que f casi se divide a derecha.

(2): Supongamos que (—, f) : (=, Z) — r(—, Z) es cubierta proyectiva. Por (1), nos resta
verificar que f es minimal derecho. Supongamos entonces que un morfismo h : X — X de
C satisface fh = f. Entonces, el morfismo (—,h) : (=, X) — (—,X) seguido de (—, f) :
(=, X) = r(—,Z) coincide con (—, f) : (=, X) — r(—,Z). Como el epimorfismo (—, f) :
(=, X) — r(—,Z) es superfluo, obtenemos que (—,h) : (-, X) — (—,X) es epimorfismo.
Entonces, evaluando en X vemos que existe b’/ : X — X tal que hh/ = 1x. Por aplicado
al idempotente e = h'h, se tiene un diagrama conmutativo

X" . x

I

Como C es Krull-Schmidt, Y = 0 y h es isomorfismo. O

Veremos un poco mas adelante que vale la reciproca de la segunda parte del Lema anterior.

Lema 3.3.25. Si M € Mod(C) es finitamente generado y tiene cubierta proyectiva, entonces
es cubierta proyectiva el epimorfismo p : @;_,(—, X;) — M, donde n es el minimo natural
tal que existe un epimorfismo q : @;_,(—, X;) = M, con Xi,--- , X, inescindibles de C.
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Demostracion: Por hipotesis, existe una cubierta proyectiva q : @;Zl(—, Zj) — M, donde
podemos suponer que todos los objetos Z7,--- , Z; € C son inescindibles, dado que

(-, XaY)=2(—,X)P(—,Y), para cada X, Y € C.
Tenemos entonces un cuadro conmutativo en Mod(C),
@?:1(_7Xi) — M
h |
@2:1(_azj) 4 M
donde el morfismo h existe porque el dominio de p es proyectivo. Como ¢q es superfluo y

gh = p es epi, resulta que h es epi. Si definimos X := P | X; y Z := 69;:1 Zj, el morfismo
h determina un morfismo r : X — Z tal que conmuta

1R

(= X) — D= Xi)

‘(_,T) ‘

(—2) — @ji(~ %)

IR

donde (—,7) es también epimorfismo. Si evaluamos en Z, vemos que existe i € (Z, X) tal
que (—,7)z(i) =1z € (Z,Z). Es decir i = 1z. Esto implica por que hay un diagrama
conmutativo

X—" 57z

I

ZEBY(WZ

para algin Y € C. Como C es Krull-Schmidt, X = Z &Y implica que t < n y, por la
minimalidad de n, resulta que ¢ = n. Por lo tanto, Y = 0. Asi,  es isomorfismo, y también lo
son (—,r) y h. Por la conmutatividad del primer diagrama, p también es cubierta proyectiva

de M.
O

Vamos a ver ahora que todo funtor finitamente generado M € Mod(C) tiene cubierta
proyectiva. Como en el caso de las algebras de artin, esto se puede hacer utilizando los objetos
simples.

Lema 3.3.26. Los funtores simples de Mod(C) son, hasta isomorfismo, los funtores de la
forma (—, Z)/r(—,Z), con Z € C inescindible.

Demostracion: Veamos primero que si Z es inescindible, entonces (—, Z)/r(—, Z) es simple.
Para ello, bastara ver que r(—, Z) es subfuntor maximal de (—, Z).

Como 1z ¢ r(Z, Z), sabemos que 7(—, Z) no coincide con (—, Z). Sea L < (—, Z) un subfuntor
propio, veamos que L < r(—,Z). Sea j : L — (—, Z) la inclusion. Notemos que si 1z € L(Z),
dado que el siguiente diagrama conmuta para cada X € Cy p € (X, Z)
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L(Z)——(Z,2)

Jz

resulta que jx es suprayectivo. Es decir L = (—, Z), una contradiccion. Se sigue que L(Z) C
r(Z,Z), pues Endc(Z) es local con radical r(Z, Z).

Si X es inescindible no isomorfo a Z, claramente, cada ¢ € L(X) C (X, Z) pertenece a
r(X, Z). Por otro lado, si X = Z, consideramos un isomorfismo s : X — Z, y tenemos el
cuadro conmutativo

donde L(s) es isomorfismo. Asi, se tiene
Imjx = ImjxL(s) = s"Imjz C s'r(Z,Z) Cr(X,2),

por ser r ideal de C. Si escribimos X = @, X;, una suma de inescindibles en C, tenemos la
siguiente composicion

LX) = LEP ) - P Lix) = P, 2)

2

donde ¢ es el isomorfismo que envia cada ¢ € L(X) C (X, Z) en ), ¥s;, con s; : X; = X
la inyeccion canonica. Lo anterior nos dice que cada componente £s; de ¢ esta en (X, Z).
Entonces, ¢ € r(X, Z). Hemos visto que L C r(—, Z).

Asi r(—, Z) es subfuntor maximal de (—, Z) y el cociente es un funtor simple.
Si S € Mod(C) es un funtor simple, S # 0 y por lo tanto, existe 0 # s € S(Z), para algin
Z € C inescindible. Por Yoneda, existe un morfismo ¢ : (—, Z) — S tal que gz(1z) = s.

Entonces, como 0 # Img < .S, obtenemos que ¢ es epimorfismo. Su nucleo es un subfuntor
propio de (—, Z), dado que ¢ # 0. Se tiene entonces que kerq C r(—, Z) y, por el teorema del
isomorfismo para funtores existe un morfismo

p:S—(—,2)/r(—,Z) tal que qp = p,

donde p: (—,Z) — (—,Z)/r(—, Z) es la proyeccion canénica. Como p es un morfismo no
nulo entre funtores simples, resulta ser un isomorfismo. O

Lema 3.3.27. Para cada inescindible Z € C, la proyeccion candnica
p: (_7Z) - (—,Z)/T(—,Z)

es cubterta proyectiva.
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Demostraciéon: Supongamos que h: N — (—, Z) es un morfismo tal que ph es epimorfismo.
Deseamos mostrar que h es epimorfismo. Si evaluamos en Z, obtenemos el siguiente diagrama
en Ende(Z)-modulos derechos

(z,2) 2 (2,2)/r(2Z,2)
hz |

N©Z) 2z 22, 2)

Cada elemento s € Endc(Z) acttia por la derecha sobre N(Z) mediante la regla ns :=
N(s)[n], para n € N(Z). Aqui, Endc(Z) es local y de dimension finita de modo que pz es
cubierta proyectiva del simple (Z, Z)/r(Z, Z) en la categoria mod-End¢(Z). Se sigue que hy
es un epimorfismo. Sea ng € N(Z) tal que hz(ng) = 1z.

Entonces, para cada X € Cy t € (X, Z), del cuadro conmutativo

N(X) X5 (X, 2)

o

N(Z)——(Z,7)

zZ

obtendremos hx (N (t)[ng]) = t*(hz(no)) = t*(1z) =t, y h es epimorfismo. O

Definicién 3.3.28. Si M € Mod(C) e I es un ideal de C, tenemos el subfuntor MI de M
definido por las familias de subespacios siguientes. Para cada Z € C, (MI)(Z) consiste de las
sumas finitas y . M(r;)m;] € M(Z), donde Z; € C, m; € M(Z;) yr; € I(Z,Z;).

Observacion 3.3.29. Si M € Mod(C) e I es ideal de C, se tiene lo siguiente:
(1) Si Z € C, entonces (—, Z)] = 1(—, Z).
(2) Si N < M, entonces (M/N)I = (MI+ N)/N.

En efecto, si X € Cy s € ((—, Z)I)(X), entonces s tiene la forma s = > | (r;, Z)[s;], don-
de Z; € C,r € I(X,Z;) y si € (Z;,Z). Como [ es ideal de C, resulta s =) . s;r; € [(X, Z).
Reciprocamente, si s € I(X,Z), se tiene s = (1x,Z)[s] € ((—, Z2)I)(X). Se sigue que, para
cada X € C, tenemos ((—, 2)I)(X) = I[(X, Z), y vale (1).

Para mostrar (2), tomamos X € C y notamos que cada elemento del espacio

(MI];— Ny ox) = (MI)(])\?();)N(X)

es la clase ™ de un elemento m en (M1I)(X), es decir, de la forma m = Y | M(r;)[mi],
con Z; € C,r; € I(X,Z;) y my € M(Z;). Al tomar la clase de estos elementos vemos que
esos son precisamente los elementos de [(M/N)I](X), debido a la definicién de cociente de
funtores.

Corolario 3.3.30. Para cualquier Z € C se tiene (—, Z)r = r(—,Z). En consecuencia, 7
anula los mddulos simples de Mod(C).
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Demostracion: Se sigue de lo anterior y de[3.3.26 U

Se tiene la siguiente version del Lema de Nakayama para Mod(C).

Lema 3.3.31. Si M € Mod(C) es un funtor finitamente generado tal que Mr = M, entonces
M = 0. En consecuencia, Mr << M.

Demostraciéon: Supongamos que Mr = M y M # 0. Como M es finitamente generado,
por [3:3.16] existe K < M subfuntor maximal. Entonces

0= (M/K)r = (Mr+ K)/K = M/K,

lo que no es posible. Luego, M = 0.
Para la segunda parte, supondremos que N < M y Mr + N = M, entonces

(M/N)r =(Mr+ N)/N = M/N,
lo que implica que M/N = 0, es decir, N = M. Luego, Mr << M. O

Proposicion 3.3.32. Todo funtor finitamente generado M € Mod(C) tiene cubierta proyec-
tiva.

Demostracion: Como M es un funtor finitamente generado, existe un epimorfismo f :
@D ,(—, Z;) — M. Veamos que f(r(—, Z;)) < Mr, para cada Z;, donde r denota el radical de
C. Si consideramos la composicion f' := fo;, donde oy : (—, Z;) = D;—,(—, Z;) es la i-ésima
inyeccion, lo anterior equivale a mostrar que f'(r(—, Z;)) € Mr, es decir que f%(r(X, Z;)) C
(Mr)(X), para cada X € C. En efecto, si r; € r(X, Z;), tenemos el diagrama conmutativo

(X, 7))~ M(x)

T?T M(ﬁ‘ﬁ

(Zi, Zi) - M(Z;)
Zi

De alli que fx (ri) = fx (] (12)) = M(ri)[f7,(1z)] € (Mr)(X).
Entonces, f determina el siguiente diagrama conmutativo con renglones exactos en Mod(C)

0—— P, r(—, Zi) == B(—, Zi) — D,(—, Zi)/r(—, Zi) — 0

| | I

0 Mr M M/Mr————0

S/

donde s y s’ son inclusiones. Como f es epimorfismo, también lo es f. Esto implica que
M /Mr es isomorfo a una suma finita de algunos de los simples (—, Z;)/r(—, Z;) de los que
aparecen en el dominio de f. Denotemos por h : ®,(—.Z;)/r(—=,Z;) - M/Mr a dicho
isomorfismo. Tenemos el cuadro conmutativo
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®,(—2) 5 @, 2)/r(~ 2

i g
M <, M/Mr

donde g es la proyeccion, € p; es suma directa finita de cubiertas proyectivas, ver
que es cubierta proyectiva por 3.3.22] y p existe porque €P,(—, Z;) es proyectivo.
Veamos que p : @j(—,Zj) — M es cubierta proyectiva de M. Como @j pj es cubierta
proyectiva, también lo es su composicién con h, es decir gp. Por [3.3.31], ¢ es superfluo, y co-
mo el diagrama conmuta obtenemos que p es epimorfismo. Consideremos ahora un morfismo
g: N — @j(—, Z;) tal que pg es epimorfismo. Entonces, también lo es gpg y, como gp es
cubierta proyectiva, resulta que g es epimorfismo, como desedbamos. O

A continuacién mostramos la caracterizacién anunciada de morfismos minimales casi se
dividen a derecha en C mediante cubiertas proyectivas en Mod(C).

Proposicion 3.3.33. Sea f: X — Z un morfismo en C con Z inescindible. Entonces, f es
minimal casi se divide a derecha si y solo si (—, f) : (—, X) — r(—, Z) es cubierta proyectiva

en Mod(C).

Demostraciéon: Una de las implicaciones es|3.3.24{2). Supongamos entonces que f : X — Z
es minimal casi se divide a derecha. Entonces, por|3.3.24(1), r(—, Z) es finitamente generado
y, por [3.3.32], tiene cubierta proyectiva.

Si Y € C, denotemos por m(Y) el ntmero de inescindibles que aparecen en la descom-
posicion en inescindibles de Y. Por [3.3.25 cualquier cubierta proyectiva de r(—,Z) es un
epimorfismo

n
DY) = r(-2)
i=1
con Y; inescindibles y n minimo. Si tomamos Y = @, Y;, puesto que (—,Y) = ;" (-, i),
se trata de cualquier epimorfismo (—,Y) — r(—, Z) con m(Y) minimo. Este epimorfismo es
de la forma (—, g), con g : Y — Z, como observamos en [3.3.13| Por |3.3.24(2), obtenemos que
g :Y — Z es minimal casi se divide a derecha.
Luego, hay un isomorfismo h : X — Y tal que gh = f. Entonces, (—,h) : (—, X) = (—,Y) es
isomorfismo tal que (—,g)(—,h) = (—, f) v (—, f) también es cubierta proyectiva de r(—, Z),
como deseabamos probar. O

Corolario 3.3.34. Sea Z € C tal que existe un morfismo casi se divide a derecha f: X — Z
en C, entonces también existe un morfismo casi se divide a derecha minimal g : Y — Z.
Ademdas, cualquier morfismo g : W — Z casi se divide a derecha de C donde W tiene minimo
niumero de inescindibles en su descomposicion en inescindibles es minimal csdd.
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Demostracion: Sabemos que la existencia de un morfismo casi se divide a derecha f :
X — Z, implica que Z es inescindible. Por [3.3.24] (—, f) : (—, X) — r(—, Z) es epimorfismo
y, entonces, r(—, Z) es finitamente generado.

Sabemos que g : Y — Z es casi se divide a derecha en C siy solosi (—,g) : (—,Y) = r(—, 2)
es epimorfismo en Mod(C). Entonces, g : Y — Z es csdd en C con m(Y') minimo si y sélo
si (—9): (=Y) = r(—,2) es epimorfismo en Mod(C) con m(Y) minimo. Tal morfismo
(—,9): (=, Y) = (—,Z) es cubierta proyectiva y, por lo tanto, g : Y — Z es minimal casi se
divide a derecha. O
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Capitulo 4
Apéndice 2

En este apartado, revisamos la nocién de estructura exacta sobre una k-categoria C aditiva
con idempotentes que se dividen. Presentamos material conocido que se revisa en |12] y |10],
aunque esta version es mas detallada y enfocada a los resultados que requerimos en los primeros
capitulos de la tesis.

4.1 Preliminares
Fijemos C una k-categoria aditiva con idempotentes que se dividen.
Definicién 4.1.1. Un par de morfismos (s,d) que pueden componerse
N-E-L M
es un par exacto si y solo si s es nicleo de d y d es conicleo de s.

Por ejemplo, si X,Y € C, se tiene el par exacto trivial:

b) 0y

: X > XeY —'Y

Definicion 4.1.2. Un par ezacto & : N — E 45 M en una categoria aditiva C se divide
si y solo si existen morfismost: M — E yp: E — N tales que dt = 1) y ps = 1y.

Lema 4.1.3. En una categoria aditiva se tiene que las siguientes afirmaciones son equivalentes

para un par exacto & : N — E 4 M.
(1) & se divide;
(2) d es una retraccion;

(3) s es una seccion;

¢: N—* sp—% M

(4) Hay un diagrama conmutativo Jh
t

2 N (1n,0) & ]\4(0,1M) M.

con h isomorfismo

145



Demostraciéon: Note que (1) implica (2), antes de demostrar que (2) implica (1), vamos a
demostrar que (2) implica (3).

En efecto, si d es una retraccién, se tiene que existe ¢t : M — FE, tal que dt = 1,4, note
entonces que tenemos el morfismo 1g —td € Ende¢(E) que cumple d(1g — td) = 0, pero al ser
s el nicleo de d se tiene que existe un morfismo p : £ — N tal que sp = 1g — td, y ademés
tenemos que sps = (1g — td)s = s y por ser s un mono concluimos que ps = 1y.

Note que este argumento es dual si suponemos que s es una seccién, por lo cual se tiene
que (2) es equivalente a (3).

También dentro del argumento se mostro que (2) implica (1).
Finalmente, veamos la equivalencia de (1) a (4).
Suponiendo (4) y tomamos h = (hy,he)t y h= = (R}, h}). Tenemos de la conmutatividad del
diagrama hs = (hy,ho)ts = (15,0)¢, por lo que h1s = 1y, y s es seccién. De manera similar,
se cumple que dh~! = d(Rh}, hb) = (0, 1), por lo cual dhly = 1)/ y d es retraccion.

Para la reciproca, consideramos los morfismos t y s que aparecen suponiendo (2). Note

i M

que podemos construir el diagrama conmutativo J

60 ]\4(0 A

do h = (p,d)!, el cual es un isomorfismo, pues su inversa es (s,t). Por lo que tenemos las

toman-

equivalencias requeridas. O

Una propiedad muy 1util que relaciona a los pares exactos con los pullbacks y pushouts es
la siguiente.

Lema 4.1.4. Supongamos que se tiene en C el siguiente cuadro de morfismos

NI R

N

EQ‘)M
g2

y consideremos los morfismos:
@
f2 91 g
N Y B oB o o) ),
(1) El cuadro es un pullback si y sdlo si <f

f;) es nicleo de (—91 92) .

Entonces,

(2) El cuadro es un pushout si y sdlo si (—91 gg) es contcleo de (?) .
2
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Demostracién: La prueba es facil de ver. O

De modo que todo cuadro como el anterior que sea un pushout y pullback determina el
par exacto senalado y viceversa.

S/

Definiciéon 4.1.5. Un morfismo de pares exactos de M — E N en M B L
N’ es una terna de morfismos (u,v,w) en C tal que conmuta el siguiente diagrama

M— g%, N

Lol
M B N

Un tal morfismo es un tsomorfismo si y solo si u,v y w son isomorfismos.

Una clase de pares exactos £ en C se llama cerrada bajo isomorfismos si, para cada
isomorfismo como el anterior, donde el primer renglon pertenece a £, también el seqgundo
renglon estd en E.

N E

Lema 4.1.6. Consideremos en C un cuadro conmutativo QJ Jg’
N’ — E'
e Si el cuadro es un pushout y f y f' tienen conicleos, entonces Cokerf = Cokerf.

e Si el cuadro es un pullback y f y [’ tienen nicleos, entonces kerf = ker f'.

Demostraciéon: Solo vamos a probar el primer punto, pues el segundo es dual.
Consideremos el siguiente cuadro conmutativo:

Nt g " ¢

|

N ——FE —— '
f p
donde p es el conticleo de f y p’ es el conticleo de f/. Entonces, existe un morfismo v : C' — C’
que hace conmutar el diagrama.

Consideramos los morfismos 0 : N’ — C'y p: E — C, los cuales cumplen que Og = 0 = pf.

N Fp

Como gl ng es pushout, existe un tnico h : E' — C tal que hg' = py hf' =0.Y,

N —— F'
por la propiedad universal del conticleo p’, tendremos que existe v/ : C' — C' tal que v/p’ = h.

Veamos que v'v = Idg. Tenemos que V'vp = 1'p'g = hg' = p.

Como p es epimorfismo, v'v = Id¢.
Para probar que v/ = Idgr, consideremos los morfismos p'¢' : E — C' y 0 : N' — C’, los
cuales cumplen que p'¢g’ f = p'f'g = 0 = 0g. Por la propiedad universal del pushout, existe un
tnico A’ : B/ — C" tal que W' f' =0y h'g’ = p'g’. Note que
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w'p'g' =vhg' =vp=pg,yv/pf =0=p'f"

Por la unicidad de A’ tendremos que vv/p’ = h' = p/, por lo que v/ = Id¢r. O

4.2 Categorias exactas

Sea C una k-categoria aditiva con idempotentes que se dividen. Fijemos una clase £ de
pares exactos en C cerrada bajo isomorfismos.
En este contexto, con C y &£ fijos, llamamos conflaciones a los pares exactos de £. Por
definicién una deflaciéon d es un morfismo que aparece como segunda componente de una
conflacion (s,d). La primera componente seré llamada inflacion.

Definiciéon 4.2.1. Diremos que la clase de pares exactos € es una estructura exacta sobre
C si y sdlo si se cumplen los siguientes axiomas:

A1 Composicion de deflaciones es deflacion.

A2 Para cada f € Home(M', M) y cada deflacion d € Home(E, M), existe g € Home(E', E)
y una deflacion d' € Home(E', M') tal que dg = fd'.

A8 Identidades son deflaciones. Si de es una deflacion, entonces d es una deflacion.

A8’ Identidades son inflaciones. St js es una inflacion, entonces s es una inflacion.

Ejemplo 4.2.2. Sean A y R k-dlgebras y ¢ : R — A un morfismo de k-dlgebras. La clase €
formada por las sucesiones exactas

O—-—M—FE—N-=—=0

en A-Mod que se dividen en R-Mod es una estructura exacta en A-Mod.

En efecto, note que las deflaciones son los epimorfismos en A-Mod que son retracciones en
R-Mod, y analogamente los inflaciones son monomorfismos en A-Mod que son secciones en
R-Mod. Por lo cual los puntos A1, A3 y A3’ son claros. Entonces, resta mostrar A2.

Consideremos el diagrama de pullback en R-Mod,

o
—

A

M —4 M

donde d es un epimorfismo que se divide. Como d es un epimorfismo que se divide, existe
r: M — M’ tal que dr = 1);.Tenemos el siguiente cuadro conmutativo

E-11.E
rf Jf
M —L
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Por la propiedad universal del pullback, existe un tnico morfismo s : £ — E’ tal que
d's = 1g. Concluimos que d’ es un epimorfismo que se divide en R-Mod.

Mostraremos ahora que se cumple A2, sea f : M’ — M un morfismo de A-modulos y
d: E — M una deflaciéon. Consideremos el pullback correspondiente en A-Mod

E—C M

A

E—4 M

Por se tiene la sucesion exacta en A-Mod

(d.f")

0— L) g g 9

M,

que también es sucesion exacta en R-Mod. Entonces, el cuadro anterior también es un
pullback en R-Mod. Por el razonamiento anterior, veamos que d’ es suprayectivo y se divide
en R-Mod, es decir, d’ es deflacion.

En lo que sigue suponemos que tenemos una estructura exacta £ sobre C. Exploremos
algunas de sus propiedades bésicas.

X% x oy Wy

. 0,1)* 0,1

En efecto, ya observamos antes que el par es exacto. Como la composicion Y (—)> XaY —g

Y es 1y, que es deflacion, se sigue que (0,1) es deflacion. Entonces hay una conflacion € que
aparece en el siguiente diagrama conmutativo

Observacion 4.2.3. Si X, Y € C, se tiene la conflacion trivial & : X

10
€ : 0y ey @D,

|

¢: X —Lxey®,

donde h es un isomorfismo porque i y (1,0)! son nticleos de (0,1). Como &€ es cerrada bajo
isomorfismos, resulta que &y también es conflacion.

Lema 4.2.4. Para cada f € Home(Z',Z) y cada deflacion d € Home(Y, Z) existe un pullback

y _d /
Y —

donde d' es deflacion.

Demostracion: Sean f € Home(Z',Z) y d € Home(Y,Z) una deflacion. Definamos
= (—f,d) : Z®Y — Z, tenemos que pry = d, donde vy : Y — Z' @Y es la inyec-
cion canodnica. Por A3 se tiene que p es deflacion.

d/ N\t
Por tanto p admite un nucleo Y’ (’—f>) 7' ®Y vy, por4.1.4, tenemos el diagrama de pullback
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Resta mostrar que d’ es una deflaciéon. Elijamos cualquier diagrama conmutativo

o d’ /
Y'— 7

ol

YT>Z

donde d” es una deflacion (Estos diagramas existen pues se cumple A2).
Por la propiedad universal del pullback, tenemos que existe un tnico morfismo e : Y — Y’
que hace conmutar el diagrama

dl/
yr-e sy 4 g
I f
Y—Z7
f// d
Como d” = d'e, se tiene que d'e es una deflacion y, por A3, se concluye que d’ es una

deflacion.
O

Proposicion 4.2.5. Si los renglones del siguiente diagrama conmutativo son conflaciones

N#>E—d>M

bl

N g
entonces el cuadro izquierdo es un cuadro pullback y pushout. Mds ain, el par exacto aso-
N~ el
ciado N X | ® N’ D B es una conflacion.
Demostracion: Veamos que el cuadro de la izquierda es un pullback. Esto es porque en la
sucesion

(i.f)"

N g N )

E/
(i, f)t es nicleo de (—f',).

En efecto: Claramente (—f’,4')(i, f)! = 0. Supongamos que (a,b)! : Z — E® N’ es tal que
(—f',i)(a,b)! = 0, entonces tendremos que —f’a + i’b = 0. Por lo cual conmuta el siguiente
diagrama
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Z—2* g4 p
Y
N L g

Entonces, da = d' f'a = d'i'b = 0. Por tanto, por ser ¢ el nicleo de d, existe un tnico
morfismo m : Z — N tal que im = a. Note ahora que i’ fm = f'im = f'a = i'b, por lo que
fm = b, ya que 7 es monomorfismo. Por lo cual tendremos que (i, f)! es nicleo de (—f’, '),
y podemos aplicar [£.1.4]

Mostremos ahora que (—f’,4") es una deflacion.
Veamos primero que el diagrama siguiente es un pullback:

E @ N/ (_flvi/)

El
(id,O)J J{d/
M

F—
d
En efecto: Supongamos que conmuta el cuadro

T—25F

Ll

E—%yMm

Entonces, d'a = db = d'f'by d'(a — f'b) = 0. Como 7’ es el nucleo de d’, existe y : T — N’
tnico tal que a — f'b = 4'y. Si definimos x = —b, entonces conmuta el diagrama

a

t _f
77N E o N,

l(l,o) d’
EFE—M
b d

La unicidad de (z,%)! tal que conmutan los tridngulos se sigue de la unicidad de y. Por

[4:2.4] hay un pullback

n o d’ /
Y'— F

T

ET>M

donde d” es deflacion. Por la unicidad hasta isomorfismo de los pullbacks, hay un isomorfismo
h tal que conmuta

1! d//

K—"y" E

J

K—E®N —F
ha"’ (_flzl/)
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donde el primer renglon es la conflacion de d”. Se sigue que el segundo renglon es conflacion,
y que (—f’,4) es deflacion. Entonces, hay un diagrama conmutativo

K— EEBN’

|

!
N—E®N —
(Z,f) (= f’ i)

El
"
El

con g isomorfismo, pues hi” y (i, f)! son nticleos de (—f’,4’). Se sigue que el renglén inferior
es conflacion. Por el cuadro izquierdo del enunciado es un pushout.

Concluimos que el cuadro izquierdo es un pushout y un pullback. O

Lema 4.2.6. En cualquier diagrama conmutativo

N— g4, m

L

N g4

donde los renglones son conflaciones tenemos que f es un isomorfismo.

Demostraciéon: En efecto, por tenemos que el primer cuadro es un pushout. Entonces,
hay un tnico morfismo f’': £’ — E que hace conmutar el diagrama

1g

En particular, f’f = 1g. Por otro lado, conmuta el siguiente diagrama

. !
N3 FE
Js
N——p T p

N

7:/

y también conmuta si remplazamos ff’ por 1g/. Por la propiedad universal del pushout,
resulta ff’ = 1g. Asi, f es un isomorfismo. O

Hay que notar que en los axiomas de estructura exacta no se tiene un axioma A2’. Veamos
que de hecho se cumple el dual de [£.2.4]
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Lema 4.2.7. Para cada f € Home(X,X') y cada inflacion i € Home(X,Y) existe un
X—5Y
pushout fl Lu donde i’ es inflacion.
X Ly
Demostraciéon: Tomemos el diagrama
xXJdx Ly

donde 7 es una inflacién. Definamos j := (i, f)! : X — Y @ X'. Entonces, myj = i. Por A3’, j
es una inflacién. Entonces hay una conflacién

e\t gt
e: X Y yox LDy

Entonces, por [4.1.4] tenemos que el cuadro siguiente es pushout.

Xy
ol
X Ly

/

. . ., ., i/ p
Veamos que 7’ es una inflacién para una conflacion X' — Y’ —— Z.

Como i es una inflacién, entonces se tiene una conflaciéon
i p
(: X —=Y — 2

Tomando entonces los morfismos p : Y — Z y 0 : X' — Z, tendremos que 0f = 0 = pi.
Entonces, por la propiedad universal del pushout existe un tnico morfismo p’ : Y’ — Z tal
que p=p' f'y p/i’ = 0. Por lo cual tendremos el diagrama conmutativo

Xy 2.7

bl
. 0

X sy -t 7

de donde p’ es una deflacion por A3.
Veamos que p’ es conticleo de 7':

Supongamos que p” : Y’ — Z' satisface p”i' = 0. Entonces, p"f'i = p"i'f = 0f = 0.
Como p es conucleo de i, existe z : Z — Z' tal que xp = p” f’. Por la propiedad universal del
pushout, hay un tnico morfismo 6 : Y/ — Z’ tal que conmuta:

. zp
X—5Y

Lol

X —=y Lz
3
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Pero p” y zp’ desempenan ese papel de 6. Se sigue que p” = 6 = zp’. Como p’ es epi, z es
el tinico morfismo que satisface p” = xp’. Entonces, p’ es conicleo de 7.

Veamos ahora que ¢’ es el ntcleo de p':
Como p’ es deflacion, existe una conflacion

7 no i’ ;o
(" X" —Y — Z

Asi, i : X" — Y’ es el ntcleo de p’. Como p'i’ = 0, existe un tnico morfismo g : X’ — X"
tal que i = i"g. Por lo que tendremos el cuadrado conmutativo

X v .7

bl

X’*>Y/*>Z

I

C// . X// Y/ Z
Entonces, tenemos el diagrama conmutativo

Xty 2.7

bl

C” . X// Yl Z

con renglones conflaciones. Por obtenemos la conflacién £’ que aparece como segundo
renglén en el siguiente diagrama conmutativo

if)t gt gt
¢ x Wy g X0,y

I

&./ : 7g'f)'b X(/ fl ll

1 . . .
donde m = (0 2) . Por 4.2.6 m es un isomorfismo. Concluimos que g es un isomorfismo,

y, entonces, ¢ : X’ — Y es nucleo de p’. Se tiene entonces el isomorfismo de pares exactos

X’*>Y’*>Z

I

C” . X// Y/ Z

con segundo renglon conflacion. Asi, el primer renglon es conflacion y, en particular, i’ es
inflacion. O
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Proposicion 4.2.8. Si los renglones del siguiente diagrama conmutativo son conflaciones

N—sp_—Y,nm

b b

N p L
entonces el cuadro derecho es un cuadro pullback y pushout. Mds aiun, el par exacto asociado

d N\t _ d/
Y ®E ) M es una conflacion

Demostracion: La prueba es dual de la prueba de [£.2.5] y la omitimos. O

4.3 Propiedades de las conflaciones y bifuntor Exte(—,7).

En esta seccion vamos a estudiar propiedades importantes de las conflaciones para una
estructura exacta fija en la categorfa C. Mantendremos la notacion de [£.2]

s . d -
Proposiciéon 4.3.1. Si &: N =5 E -5 M es una conflacion, entonces:

e Cada morfismo f: N — N’ determina un diagrama conmutativo con renglones confla-
crones

N—>E—>M

I

e N E -t

e Cada morfismo g : M’ — M determina un diagrama conmutativo con renglones confla-

ciones
£g N L
N
¢: N—sE—%45 M

Demostracién: Vamos solo a mostrar el primer punto, porque el segundo es dual. Por
podemos calcular el pushout de (s, f), por lo cual podemos considerar el siguiente cuadro
conmutativo

N—sE—% . p

|
fJ( f’J{ vl
, NA

N S gy

donde ¢’ es inflacion y (s, p) es la conflacion donde aparece s’. Por existe un isomor-
fismo v : M — M’ que hace conmutar el segundo cuadro. Entonces, tomando el morfismo
d' := v~ 1p tendremos el diagrama deseado. O
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Lema 4.3.2. de factorizacion Supongamos que tenemos un diagrama conmutativo

¢ N—Ssp—%,Mm
ol
¢ N Ep L

con renglones conflaciones. Entonces tendremos un diagrama conmutativo con renglones

conflaciones:
& N—E—4yMm
|
£ N’ — E" — M
A
¢ N’ —>E’ — M’

donde g = ¢"¢’.
Ademds, podemos construir el diagrama de dos maneras:

(1) La parte superior del diagrama que involucra & y &” es el primer diagrama de 311 ¢

(2) La parte inferior del diagrama que involucra £ y &' es el sequndo diagrama de L31]
asociado a &'

Demostracién: Podemos considerar el primer diagrama conmutativo de

N%E%M

I

e NLpr

en donde el primer cuadro es un cuadro de pushout, por 4.2.5| _ Como s’ f = gs, por la propie-
dad universal existe un tinico morfismo ¢” : E” — E’ tal que ¢"s” = s’y g = ¢ ¢’. Tenemos asi
el diagrama del enunciado, donde resta por verificar que el cuadrado inferior derecho conmuta.

Para esto note que los morfismos hd : E — M’ y 0 : N’ — M’ son tales que hds = 0 = 0f,
entonces por la propiedad universal del pushout tendremos que existe un tnico 6 : B — M’
tal que hd = 0g’' y 0 = 6s".

Entonces hd”g' = hd y hd"s" =0, y también d'¢"g' =d'g=hd y d'g"s" = d's' = 0.
Por la unicidad tendremos que hd” =60 = d'g".

Para construir el diagrama tal que &’ = £’h, procedemos dualmente: iniciando con el se-
gundo diagrama de O
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Definicion 4.3.3. Diremos que las conflaciones
¢N-SE Y Mye . NS ELom,

son equivalentes si y solo si existe h: E — E’' tal que el siguiente diagrama conmuta:

N—>E—>M

|

N*>E’—>M

Escribiremos & ~ &'. Denotaremos por [£] la clase de equivalencia de la conflacion €.

Corolario 4.3.4. Sea £ : N =5 E 45 M una conflacion.

e Si el morfismo f: N — N’ aparece en un diagrama conmutativo

N*>E—>M

oy

(: N 2 F 2
con renglones conflaciones, entonces ¢ ~ f¢&.

e Si el morfismo g : M' — M aparece en un diagrama conmutativo

N g

b L

d
£: N—Z25FE—"5M
con renglones conflaciones, entonces £g ~ (.

Ademds, tendremos que si ( ~ &, entonces (g~ &g y fC ~ fE.
Demostracion: Solo mostraremos el primer punto, pues el segundo punto es dual.

Aplicando el lema de factorizacion tendremos el siguiente cuadrado conmutativo

N—E—4 M

b

e N'— B —— M
e
¢: N'—— B —— M

Por lo cual ¢ ~ f¢€.

Lema 4.3.5. Sea { : N -5 E 45 M una conflacion, f: N — N" yg: M' — M morfismos,
entonces f(£g) ~ (f€)g-
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Demostracién: Primero hay que notar que tenemos el siguiente cuadro conmutativo

£g: N

Lo

N%E%M

bl

; N ——E'——M
1/ d/l
S

Aplicando el lema de factorizacion, tendremos el siguiente cuadrado conmutativo con ren-
glones conflaciones

£g: N
]
¢ N’%ETM’
J |
fe: — B — s M
Por tenemos f(£g) ~ ¢ ~ (f€)g. O

Definicién 4.3.6. Decimos que un objeto P € C es E-proyectivo si para toda deflacion
d: E — M y cada morfismo f : P — M existe un morfismo f : P — E tal que df = f, es
decir conmuta el siguiente diagrama

P

- /
I Jf
%4

E—Lym

Diremos que una categoria C tiene suficientes £-proyectivos, si para cada objeto M existe
una deflacion d : P — M, donde P es un &E-proyectivo.

Vamos a denotar por Exte(M, N) a la coleccion de clases de equivalencia [¢] de conflaciones
& de M por N.

Proposicion 4.3.7. Supongamos que C tiene suficientes E-proyectivos. Entonces Extg (M, N)
es un conjunto.

Demostraciéon: Basta ver que hay un conjunto S(M, N) de conflaciones de M por N, tal
que cualquier conflacion es equivalente a una de S(M, N).

Como C tiene suficientes £-proyectivos, existe una conflacion £ : K — P NV, , donde P
es £-proyectivo y consideremos el conjunto
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S(M,N) :={h& | h € Homc(K,N)}.

. s d’ ., . .
Si tomamos ¢ : N — E — M una conflacion, como P es E-proyectivo, existe un
diagrama conmutativo con renglones conflaciones de la forma

K—=25sP—"5M
T
£ N—)ETM
y entonces & ~ h€. O

De aqui en adelante, cuando se quiera que Extg(M,N) sea un conjunto, estaremos supo-
niendo que & tiene suficientes proyectivos.

Proposicion 4.3.8. Para M € C se tiene un funtor covariante
Extg(M,—) : C — Set

donde a cada N — Extg(M,N) y cada morfismo f: N — N’ lo envia a Extg(M, f) tal que
Extg(M, f): Exte(M,N) — Exte(M,N') que envia [§] en [fE].
Asi mismo, para cada N € C, tendremos un funtor contravariante
Extg(?,N) :C — Set
donde a cada M — Extg(M,N) y cada morfismo g : M' — M lo envia a Exte(g, N) tal que
Extg(g,N): Extg(M,N) — Extg(M', N) que envia [£] en [Eg].

Demostracion: Por 4.3.4] la regla de asociacion de Exte(M, f) esta bien definida. So-
lo mostraremos que Fxte(M,—) preserva composiciones e identidades, pues la prueba para
Exte(?,N) es dual.

Veamos que Exte(M, g)Exte(M, f) = Exte(M, gf). Para esto, note que se tiene el diagra-
ma conmutativo

& N—S B2 ,Mm
]
fé: N’—>E’*>M
Lol
9(f9):  N'—m B — M

Pero se tiene que g(f&) ~ (gf)§ por

Para ver que las identidades van a identidades, note que se tiene el cuadro conmutativo
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£ N—Z2sE—SsM
o
¢ NT>ET’M
Y por [£.3:4] se tiene que 15& ~ &. O

Observacion 4.3.9. Para cada M € C tenemos morfismos especiales

Ay =01 :M—-MoM

Vv =(1,1): M®& M — M.

Ademds, si f : M — M' yg: N — N’ son morfismos en C, tenemos el morfismo suma
directa
fdg:= (g 2) :M®N — M &N
Notemos que, para cada f,g € Home(M, N), se tiene:

f+9=Vn(fDg)An.

Lema 4.3.10. Si¢: N 2% E LNV, y& N =2 F By M son conflaciones, entonces
fp¢d NoN 2 peE WL A MY es conflacion.

Demostracion: Como s; = kerd; y d; = Cokers; tendremos que s1 @ sy = ker(dy ® da) y
dy @ dy = Coker(sy @ s3). Por tanto, tendremos que £ ® £ es un par exacto.

Afirmacién: El siguiente cuadro es un pullback

Mea E 2% pra

(Ovl)J( l(oﬂ)

E/T)M,
2

En efecto: Sean a y b morfismos tales que conmuta el cuadro

R—Y% Ma M

al J{(O,l)

E—— M
da

Aqui b es un morfismo de la forma b = (b1, b2)!. El morfismo ¢ : R — M & E’ definido por
¢ = (b1, a)? conmuta como queremos y es tnico.
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Como dy es deflacién entonces 1 @ do es deflacion por pues los pullbacks son tinicos
hasta isomorfismo. De la misma manera tendremos que d; @ 1 es deflacién.

Por tanto (1 @ dg)(d; @ 1) = dy @ da es deflaciéon. Por lo tanto existe una conflaciéon € y un
diagrama conmutativo

M— e R 2% o

(=
1
Ep¢: No N —

M e M

Eq B 0% d1®d2

516Ds2

Como & es cerrada bajo isomorfismos, £ @ £ es conflacion. O

Lema 4.3.11. Pam morfismos f : N — Ny, f' : N' = N y conflaciones € : N = E 25 M
y& N’ LB M tenemos lo siquiente:

(1) (fe f)Eal)~ fEa f¢.

2) Ea&)gag)~Egaly.

Demostracion: (1) Se sigue de después de sumar los diagramas que corresponden a
las construcciones f¢y f'¢. O

Lema 4.3.12. e Si tenemos el siguiente diagrama conmutativo,
N——E—5M
Jf Jg donde £,&" son conflaciones,
¢ N’ — E’ — M
entonces, existe j : E — N’ tal que js = f si y solo si & se divide.
e Si tenemos el siguiente diagrama conmutativo,
N——E—4sM

Jg J{h donde &,&' son conflaciones,

£ N — E' — M’
entonces, existe t : M — E' tal que d't = h si y sélo si € se divide.

Demostracion: Solo vamos a mostrar el primer punto, pues el segundo es dual.
“ <" Recordemos que si &’ se divide entonces existe d’ : E' — N’ tal que d”s’ = Idy:. Por
tanto definimos 7 := d”g, note que js =d"gs =d"s'f = f.
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“ =" Supongamos que existe j : E — N’ con js = f. Por la propiedad universal del
N—%E

pushout Jf Jg
N —F
S

aplicada al par de morfismos (4, 1n/), existe 7 : E/ — N’ tal que s’ = 15/ y mg = j. Por
tanto, £ se divide. O

Lema 4.3.13. Si tenemos el siguiente diagrama conmutativo con renglones conflaciones

N— g% M

Lol

gl . N/ - El = M/
S
entonces existe j : B — N’ tal que js = f si y sdlo si existe t : M — E’ tal que d't = h.

Demostracion: Por el lema de factorizacion y [.3.4] tendremos el siguiente diagrama con-
mutativo.

¢ N—sp—%3Mm
I

fE~Eh: — B — s M
N

¢ N’—>E’T>M’

Por lo cual existe j : E — N’ tal que js = f siy solo si f¢ se divide es decir si y solo si £'h
se divide, por lo cual existe t : M — E’ tal que d't = h
O

Lema 4.3.14. Si &,&',& y & son conflaciones tales que & ~ & y & ~ &, entonces tendremos
que EDE ~ & DE].
Demostracion: En efecto, si tenemos los diagramas conmutativos

N—r—%m = N g

p I

& NHE1*>M & : N’*)E/HM/
1

también conmuta el diagrama
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, s@s ,  dod

Eog: NeN ZSEoFE —““MoM
Jrer
SRR NeN —E ®oEl—> Mo M
51Ds] d1®d]

Definicion 4.3.15. Suma de Baer Dadas [€],[{'] € Extg(M, N) definimos la suma de Baer
(€] + [£'] € Extg(M,N) como sigue:

€]+ [€] = [V(§® £)A]
Observacion 4.3.16. La suma de Baer de [€] y [£'] no depende de los representantes.
En efecto, si & ~ &1y & ~ &, por|d.3.14] B ~ §DE]. Por|d.3.4) V(EBE)A ~ V(E1DE)A

Para [£] € Extg(M,N)y f: N — N’ , denotamos f[¢] := [f¢]ysig: M — M, [€]lg := [&g].

Nuevamente, gracias a [£.3.4] estas notaciones son vélidas pues no dependen del represen-
tante.

Lema 4.3.17. Para [¢],[¢'] € Eate(M,N) tenemos lo siquiente:
(1) (f + €] = [fl + [1'€], si f, ' € Home(N, N').
(2) f(E]+ (&) = [fE] + [f€], si f € Home(N, N').
(1) [l(g+9") = [€9] + [€9'], si g, g' € Home(M', M).

(27) ([&1+[&])g = [€9] + [€'g), si g € Home(M', M).
Demostracion: Solo demostraremos 1,2, ya que los demés son duales.

Para demostrar 1 hay que considerar el siguiente diagrama conmutativo

¢: N—* L F L M
[
Eo¢ NeN - EGE—— Mo M.

Por el lema de factorizacion obtenemos que A& ~ (£ @ §)A. Por tendremos

(f+ € = V(& )AL

V(f o f)Eo A
V(fE® f'O)A]
fel+ 1€l

[
[
[
[
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Finalmente, para mostrar el punto 2, notamos que fV = V(f @ f) y entonces, por [4.3.11
tenemos lo siguiente:

FAE+1E]) =

fVEae)A]
V(fo HEad)Al
V(feo fe)A]
fE+ £

[
[
[
[

Proposicion 4.3.18. El conjunto Extg(M, N) resulta ser un k-espacio vectorial con la suma
de Baer y la accion del campo k dada por:

A€ := M€l para A € k y [€] € Exte(M, N).
Demostraciéon: Por la suma de Baer no depende del representante y es binaria.

Conmutatividad: Sean [¢], [¢'] € Exte(M, N), primero vamos a demostrar que 7(£®¢&') ~

1
(& ®&r, donde 7 := <§) O> . En efecto, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

Epe NoN-2Sper % e M
fof: N&N— =B &E——Me M
Usando el lema de factorizacion, tendremos

E@e: NoN2Sper % oM
Foob
TE®E) ~ (B oT: NoN E MoM
o)
¢ NoN——E&E——MaM.

Hay que notar que V7 = V y 7A = A. Por tanto, tendremos la siguiente cadena de igualdades

Vn(E@®E)AN]
VNT(E®E)Ap]
Vn(T(€®E))Am]
(€ @&m)AM]
@ E)TAM]
@AM

E1+1E] =

[
R EEEEE S
=2

<
2



Asociatividad: Sean [£], [¢'] y [¢"] € Extg(M, N), veamos que [£] + ([¢'] + [£"]) = ([¢] +
€ + [£"]-

1+ €T+ ) = [+ [V(E o)A
= [VEa V(o)A
= |
[

Ve V)Ee (ed")deA)A]
Ve V)Ee ad")le Al

Similarmente, tenemos ([{] + [£]) + €] = [V(Va 1)((e ) a ") (A s 1)A]

Notemos que los diagramas siguientes conmutan

No(NeN) & NeN X N

l¢ |
Vol v

(N®N)oN — N&oN — N

A

M 2y MeM 128

Me& (M e M)
[ ¢
M & MoM 22 (MeMoM
coE @) No(NeN) — Eo(BeE) — Mo (Mo M)

F P \¢

oot : (NeN)oN — (EQE)OE'" — (MoOM)OM

0 1

donde ¢ es el isomorfismo canénico determinado por la matriz | 0 0
10

Por obtenemos:
sl (e =(cad)ad)e.

Entonces,

A)A
A)A
DA

Viev)Ea (@ ad))1aeA)A = V(Vel)sEa (a1
~ ViVe (o ad)p(le
= V(Vel)(a (o) (Ao

(1,0)

0,1 :
Neutro: Consideremos la conflaciéon trivial &g : N — N & M (_; M y consideramos

. . 0 Id
también la conflacion (o : 0 — M —% M.
d . . .
Tomemos & : N — E - M una conflacién de M por N arbitraria, tendremos entonces el
siguiente cuadro conmutativo con renglones conflaciones
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1 0
0 0 010
0 s 0 0 d
§o P& NeN——(NoM)E—— Mo M
v 010
N s 0 1
CoPE: N MoE ———— MM
0 1 0
S d 0 d
9 o
£: N . E y M

Se sigue que (o B E ~ V(& D E) y que ((oDE) Ay ~ & Luego & ~ V(o @ &)Ap. Por lo
tanto hemos demostrado que [£] = [{o] + [¢]. Asi, el neutro de Extg(M, N) es [£p].

Inversos: Para verificar la existencias del inverso de [£], primero hay que notar que 0§ ~ &.
En efecto, por , tenemos el siguiente diagrama conmutativo

¢: N—* sp—% M
o)

d
06 ~ & : N——N&M-— M.

(0 1)

Con todo esto, usando tendremos
0= [S] = [0€] = (1 + (=) [¢] = [¢] + (=D)¢].
Hemos demostrado que Extg(M, N) es un grupo abeliano.

Para ver las propiedades de espacio vectorial hay que notar primero que A[{] esta bien
definido por Las siguientes propiedades se tienen de [4.3.17|y del hecho que End¢(N) es
k-espacio vectorial:

A€+ 1€7)) = AlE] + A[ET]-
A+ X)[E] = AlE] + V).
o AN = AWN)[E]-
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Proposicion 4.3.19. Para M € C, se tiene un k-funtor covariante.
Extg(M,—) : C — k-Mod

donde a cada N — Extg(M,N) y cada morfismo f: N — N’ lo envia a Extg(M, f) tal que
Exte(M, f) : Exte(M,N) — Extg(M, N') que envia [£] en [f€] es un morfismo de k-espacios
vectoriales

Asi mismo, para cada N € C, tendremos un k-funtor contravariante
Extg(?,N) : C — k-Mod

donde a cada M — Extg(M,N) y cada morfismo g : M' — M lo envia a Exte(g, N) tal que
Exte(g,N) : Extg(M,N) — Extg(M',N) que envia [£] en [Eg] es un morfismo de k-espacios
vectoriales.

Demostraciéon: Para la prueba de la primera parte, basta mostrar que cada Fxte(M, f) es
morfismo de k-espacios vectoriales, y que Extg(M,\f + f') = AExte(M, f) + Exte(M, f').
Esto se sigue de [4.3.17] y la estructura de k-espacio vectorial de Home (N, N').

La segunda parte es dual. O

Lema 4.3.20. Supongamos que en el siguiente diagrama conmutativo

X=X

1)

Y*)W*)A

|

Z*>W*>A

son conflaciones la primera columna, el renglon central y el renglon inferior, entonces la
columna central también es una conflacion.

Demostraciéon: Por hipotesis, se tiene o = i f. Por el cuadro inferior izquierdo es un
pushout. Vamos a demostrar el lema en tres pasos.

Paso 1: o = ker(m).
Supongamos que @ : X’ — W es un morfismo tal que 7o = 0. Entonces,
po =p're = 0.
Como i es nticleo de p, existe ¢ : X' — Y tal que ic = 7. Entonces,
i"g0 =mic =5 =0

y se sigue que go = 0. Pero, como f = ker(g), existe o/ : X' — X tal que fo' =37.
Entonces, obtenemos oo’ = ifo’ = ic = 7. Como o es mono, esta ¢’ es tnica tal que oo’ = .
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Asi, o = ker(m).

Paso 2: m = Coker(o). Como composicion de inflaciones es inflacion, o = if es inflacion
y existe la conflacién que aparece como primer renglon del siguiente digrama conmutativo

X2 -w-—-=25U

J/u
g T

X—W—W

donde u es el morfismo que existe porque @ = Coker(c) y o = wif = i"gf = 0. Como
(mi)f =7mif =70 =0y g = Coker(f), entonces, existe n : Z — U tal que i = ng. Aplicando
la propiedad del pushout de la esquina inferior izquierda del diagrama de la hipdtesis al cuadro
conmutativo

Yy %

w
||
U

Z

J

Jz

sabemos que hay un morfismo v : W — U tal que vr = 7 y vi” = . Ahora, para verificar
que 7 es epimorfismo, suponemos que x : W — T tal que 7 = 0 y veamos que x = 0. En
efecto, si aplicamos nuevamente la propiedad del pushout de la esquina inferior izquierda del
diagrama de la hipétesis al cuadro conmutativo

Yy W

g 0

75T
sabemos que hay un tnico morfismo y : W — T tal que ym = 0 y yi” = 0. Notemos
que xi”"g = xmi = 0y, como ¢ es epimorfismo, se tiene que z7” = 0. Como los morfismos

2,0 : W — T tienen las propiedades de y coinciden los tres. Entonces, tanto m como 7
son epimorfismos. Entonces, de las igualdades T = vm = vuT y m = uT = uvm, obtenemos
vu = idy y uv = idyr. Se sigue que 7 es conticleo de o.

Paso 3: La columna central es conflacién. En el diagrama que aparece al principio del
Paso 2, tenemos ahora un isomorfismo de pares exactos y, como £ es cerrada bajo isomorfis-
mos, el renglén inferior también es una conflacion. O

Lema 4.3.21. Si¢ : N =5 E %5 M es una conflacion, entonces para cada Z € C existe un
morfismo conectivo 0 : Home(Z, M) — Extg(Z,N), definido por la regla

0(h) = [Eh], para h € Home(Z, M).
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Demostracién: Veamos que en efecto esta funcion es un morfismo de k-espacios vectoriales.

Notemos que, para A € k, del diagrama conmutativo

N—=sp—94,M

J)\IN L\1E JMM

& N—E—>M
d

obtenemos, después de aplicar el lema de factorizacion, que (Aln)E ~ &£(A1lps). Entonces,

si h € Home(Z, M), E(AR) ~ E(Aagh) ~ (Al y)éh. Asi, O(AR) = A(h).

Note que 0(Ahy + h2) = [§(Ah1 + ho)] = [EA] + [€ha] = [MnE] + [Eha] = AlEhi] + [Ehal,
gracias a y la estructura de k-espacio vectorial de Home(Z, M) y la de End¢(N). O

. d .
Teorema 4.3.22. Si & : N 5 E - M es una conflacién, entonces, para cada Z € C,
eriste una sucesion exacta en k-Mod

0—— Home(Z, N) —= Home(Z, E) —= Home(Z, M)
(4

Bute(Z,N) —— Erte(Z, E) —— Eate(Z. M)

Demostraciéon: La sucesion superior claramente es exacta, por lo que resta mostrar que
pasa con la tltima.
Recordemos quienes son los morfismos s y d.

El morfismo 5 := Extg(Z,s) envia la clase de cada conflacion ¢ : N 2= U 2 Zenla
clase de la conflacion s&’. Se tiene el diagrama conmutativo asociado

/

N*)U%Z

b

s& E*>U’*>Z

/.

El morfismo d := Extg(Z,d) envia la clase de cada conflacion ¢ : E 2 U” 2 Zenla
clase de la conflacion d¢”. Se tiene el diagrama conmutativo asociado

" By Yy

L

dg” - M——U—>17.
El morfismo 6 se definié en [4.3.21] y tiene el diagrama conmutativo asociado
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¢h - N,
"

& N——F—M.
d

Veamos que I'm(dy) = ker(6)

En efecto, note que 6d.(h) = 6(dh), y recordando que 0(dh) = [{dh], entonces tendremos el
siguiente cuadro conmutativo

¢dh Ny p -2
|

Alli vemos que dh se factoriza por d. Entonces, por 4.3.12) [{dh] = 0. Concluimos que

0d, = 0. Luego Im(ds) C ker(#). Usando 4.3.12] podemos revertir el argumento y obtenemos
la otra inclusion.

Mostremos ahora que ker(s) = Im(0) :
En efecto tenemos que si 5[¢'] = 0, entonces, por [4.3.13] para el siguiente cuadro conmutativo

A N

Lo

&~ s E—U ——Z

existe t : U — E tal que ts’ = s. Ahora tenemos el siguiente cuadro con renglones confla-
ciones

en el cual existe el morfismo h gracias a que los renglones son conflaciones y se induce h,
por lo que 6(h) = [¢']. Luego, ker(s) C Im(0).

Para ver que Im(0) C ker(s), note que si h € Homeg(Z, M), tenemos el siguiente cuadro
conmutativo con renglones conflaciones

¢h : N Lz
"

Usando [£:3:4] aplicado a s obtenemos un cuadro conmutativo
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T
séh E——U——7

Por |4.3.12 obtenemos que séh se divide pues s = h's’. Asi, 56(h) =

Finalmente veamos que ker(d) = Im(3s). Como Exte(Z,—) es funtor y ds = 0, se tiene
que ds = 0. Se 81gue que I m(3) C ker(d). Para verificar la otra inclusion, consideremos una

conflacion ¢’ : E —> U —> Z tal que d¢’ se divide. Entonces obtenemos el siguiente diagrama:

¢ g2 s v—% .z
o]
de’ Mg &
|-
& : M2 re 2% 7

porque d¢’ se divide y podemos aplicar para deducir que d¢’' ~ &.
Si definimos g = ¢”¢’, a partir del diagrama anterior, obtenemos el siguiente diagrama con-

mutativo
N=——N
E (N

J, 1 O)t Jr (0 1)

o -7

Por la columna central ¢ es una conflacion. Como el diagrama conmuta, vemos que g
tiene la forma g = (¢,d')!, con ts' = d.

/. s’

Consideremos el siguiente diagrama conmutativo, donde el primer renglon es £” := ((0,1)* :

I N U Z
L Lo
LI Y

R

Componiendo en las columnas, obtenemos el diagrama conmutativo

" N—U—7

1,

¢ Eu-%,7
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Por s€" ~ ¢ Esto es que 3[¢"] = ¢ y entonces ker(d) C Im(3s), como se queria
verificar. (]

. . d .
Corolario 4.3.23. Si & : N = E - M es una conflacion, entonces, para cada Z € C,
eriste una sucesion exacta en k-Mod.

0—— Home(M, Z) —“— Home(E, Z) —~— Home¢(N, Z)

0

Batg(M,Z) —— Eate(B, Z) —;— Bate(N, Z)

Demostracion: La prueba es dual a la anterior. O

El siguiente corolario nos da otra forma de describir la estructura del espacio Exte (N, M)

Corolario 4.3.24. Si (C, &) tiene suficientes E-proyectivos, entonces para cada M € C y cada
conflacion

K s p-4 N,

donde P es un E-proyectivo, se tiene la siguiente sucesion exacta,

0—— Home(N, M) -~ Home(P, M) —— Home(K, M)

/0//

Exte(N, M) ———0
donde Extg(N, M) = Home(K, M)/Im(s*)

Demostracion: Por[4.3:23] se tiene la sucesion exacta larga, pero por ser P un E-proyectivo,
se tiene Extg(P, M) = 0. Por lo tanto, # resulta ser un epimorfismo y se tiene lo deseado. [

Definiciéon 4.3.25. Decimos que un funtor entre categorias exactas F' : (C1,E1) — (Ca,&2) es
exacto si y sdlo si F' envia 1 en &E.
d
Donde cada conflacion & : N -5 E %y M se envia a F(): F(N) £ F(E) e F(M).

Lema 4.3.26. Supongamos que (C1,&1) y (Ca,E2) son categorias exactas y supongamos que
tenemos un funtor eracto F : (C1,&1) — (Ca,&2). Entonces, F induce una transformacion
natural de bifuntores

F*: Exte, (—,7) = Extg,(F(—), F(?)).

Tal que F[¢] = [F(£)]. Ademds, F* es un monomorfismo cuando F es fiel y pleno.
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Demostracion: Claramente si & ~ & en (Cq,&1), entonces F(&) ~ F(£') en (Co,&2), por lo
que la funcién F™* esta bien definida.

Primero veamos que en efecto se obtiene una transformacién natural en ambas variables.
Para esto tomemos M € C; fijoy f : N — N’ un morfismo en Cy, veamos que conmuta el
siguiente diagrama

Exte,(M,N) 5  Este,(F(M), F(N))
Euxtg, (M, f) letsQ (F(M),F(f))
Eate, (M,N') -5 Eate,(F(M), F(N"))
Dada una conflacion ¢ : N = E 4 Men &1 tendremos que

Euxte,(F(M), F(f))F*[§] = Exte,(F(M), F(f))[F(&)] = [F(f)F ()]

Por otro lado,

F*Eaxte, (M, f)[¢] = F*[f¢] = [F(fE)]-

Vamos a mostrar que [F'(f)F(§)] = [F(f¢)].
En efecto, note que al aplicar el funtor F' al diagrama conmutativo

N— g4, m

|

fé: N’%E%M

obtenemos el diagrama conmutativo

PO PN FE)
| "o
PUE): PN 5 F(B)

Por [1.3.4] se tiene que [F(f)F(£)] = [F(fE)].

La verificacién de la naturalidad de F* en la otra variable es analoga.
Finalmente veamos que se cumple la tltima afirmacion.

Como F™ es una transformaciéon natural entre k-bifuntores vamos sélo a mostrar que
F*([¢]) = 0 implica que [(] = 0.

Sea ( : N i> E -%5 M una conflacion tal que F(¢) se divide.

d
Como F(¢ 4 F(E F( F(M) se divide entonces existe un morfismo r : F(E) —
F(N), tal que T’F( ) = zdF(N), por lo tanto, por ser F fiel y pleno existe un morfismo
v:E — N tal que F(v) = r, y entonces ( se divide, pues vs = idy. O
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Lema 4.3.27. El espacio Extg(M,N) tiene estructura natural de Endec(N) — Ende(M)-
bimddulo dada por las reglas

flEl =[r¢l, para f € Endc(N)

[€lg = €9, para g € Endc(M).

Demostraciéon: Se sigue de [£.34] [£.3.5] y [4.3.17} U

Lema 4.3.28. Sea F : (C',&') — (C, &) un funtor exacto fiel y pleno. Sea & : N RN NNV
un par de morfismos de C' tal que F(&) es una conflacion que se divide en (C,E). Entonces,
¢ es una conflacion que se divide en (C',E').

Demostracion: Como F(£) es un par exacto que se divide, hay un diagrama conmutativo
en C de la forma

F(Ny  ED, F(E) FO pary
| s [

Fovy Y% pveran % pan
| t [

donde la parte superior aparece por con s isomorfismo y la parte inferior es consecuen-
cia de que F' preserva biproductos, y t es isomorfismo. Como F es fiel y pleno, del rectangulo
externo obtenemos el diagrama conmutativo

¢ N L B 2 oM

| J% |
G: N L Naou O gy

donde &y es la conflacion trivial en (C', E’), ver Como &’ es cerrada bajo isomorfismos
¢ es conflacion en (C', '), que se divide por [1.1.3]
U
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