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Resumen

En este trabajo se presenta una generalizacién del sistema de Rossler dividida en
dos casos, con el objetivo de estudiar como ciertas modificaciones no lineales en
sus ecuaciones afectan la dinamica del sistema. Mediante simulaciones numéricas,
analisis tedricos y validacién experimental en una computadora analdgica (THE
ANALOG THING), se caracterizan las trayectorias, bifurcaciones, atractores y
estabilidad de los sistemas. Se identifican comportamientos cadticos robustos,
rutas al caos diversas y, de manera destacada, fenémenos de multiestabilidad bajo
parametros fijos. Las generalizaciones propuestas muestran estructuras dinamicas
que no habian sido reportadas previamente, lo que representa una aportacion
original al estudio de sistemas no lineales.

Palabras Clave: Sistemas dinamicos no lineales, Multiestabilidad, Computacion
analégica, Generalizacion, sistema de Rossler.
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Abstract

This work presents two generalizations of the Rossler system, aiming to study
how specific nonlinear modifications to its equations affect the system’s dynamics.
Through numerical simulations, theoretical analysis, and experimental validation
using an analog computer (THE ANALOG THING), the trajectories, bifurca-
tions, attractors, and stability of the systems are characterized. Robust chaotic
behavior, diverse routes to chaos, and notably, multistability phenomena under
fixed parameters are identified. The proposed generalizations exhibit dynamic
structures not previously reported, representing an original contribution to the
study of nonlinear systems.

Keywords: Nonlinear dynamical systems, Multistability, Analog computing, Ge-
neralization, Rossler system.
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Capitulo 1

Introduccion

El caos es un fenémeno muy interesante en sistemas dindmicos no lineales que
ha sido intensamente estudiado en las iltimas décadas. Un sistema cadtico es
un sistema determinista no lineal que exhibe un comportamiento no periédico
e impredecible [1]. En particular, los sistemas caéticos han sido de gran interés
para comprender el comportamiento cadtico de la naturaleza. Los sistemas mas
estudiados y representativos son los de Lorenz, Chua, Rossler, Van der Pol y
Duffing [2, 3, 4, 5, 6].

Los sistemas dindmicos han demostrado ser una herramienta fundamental pa-
ra comprender la evolucion y el comportamiento de numerosos fenémenos en la
ciencia y la naturaleza. Desde la fisica hasta la biologia, su aplicacién ha per-
mitido modelar interacciones complejas y predecir patrones en sistemas de gran
diversidad.

Uno de los ambitos donde los sistemas dindmicos han sido especialmente influ-
yentes es en la ecologia y la biologia de poblaciones. Modelos como el de Lotka-
Volterra describen la dinamica entre especies depredadoras y presas, proporcio-
nando una estructura matematica para analizar la estabilidad y persistencia de los
ecosistemas [7]. De manera similar, en epidemiologia, los modelos compartimenta-
les como SIR han permitido estudiar la propagacion de enfermedades infecciosas
y evaluar estrategias de control [8].

En el ambito fisico, el estudio de sistemas dinamicos ha sido crucial para compren-
der fenémenos como el caos y la turbulencia. El sistema de Lorenz, por ejemplo,
mostré como pequenas variaciones en las condiciones iniciales pueden generar




1. INTRODUCCION

trayectorias impredecibles, introduciendo el concepto de sensibilidad a las condi-
ciones iniciales. Este tipo de comportamiento cadtico se ha observado en diversos
contextos, como la meteorologia y la dinamica planetaria.

Ademas, en la neurociencia, los sistemas dinamicos han proporcionado marcos
tedricos para modelar la actividad neuronal y la sincronizacion de redes de neu-
ronas [9]. Estos modelos han sido fundamentales para comprender patrones de
oscilacién en el cerebro y su relacién con funciones cognitivas y enfermedades
neurologicas.

Los sistemas dinamicos han demostrado ser esenciales para el analisis y la predic-
cién de una amplia gama de fenémenos naturales. Su capacidad para capturar la
complejidad de interacciones no lineales y su aplicabilidad en diversas disciplinas
los convierte en una herramienta indispensable para la investigacion cientifica.

En este trabajo se tendra como base el sistema de Rossler. Este sistema es un
conjunto de ecuaciones diferenciales que ejemplifica el comportamiento cadtico
en sistemas dinamicos continuos. Desde su introduccién ha sido objeto de nume-
rosos estudios debido a su simplicidad y la riqueza de fenémenos que exhibe. Su
importancia radica en que permite estudiar el caos de manera mas accesible en
comparacion con otros sistemas més complejos.

El sistema fue propuesto en 1976 por el bioquimico y matematico aleman Otto E.
Rossler [10], quien buscaba una formulacién matematica que capturara la esencia
del caos con una estructura mas simple que el sistema de Lorenz. Rossler estaba
interesado en los sistemas dinamicos no lineales y en cémo estos podian dar lugar
a comportamientos impredecibles. Inspirado en los trabajos previos de Edward
Lorenz sobre la meteorologia y el caos determinista, Rossler desarrollé un sistema
de ecuaciones diferenciales de tres dimensiones con el objetivo de demostrar que
el caos podia emerger incluso en sistemas con dindmicas mas sencillas. El siste-
ma de Rossler esta definido por el siguiente conjunto de ecuaciones diferenciales
ordinarias:

T =y —z,
Yy =+ ay, (1.1)
Z=b+z(x —c).

donde z, 1, z representan las derivadas de las variables respecto al tiempo y a, b, ¢




son parametros que determinan el comportamiento del sistema. A diferencia del
sistema de Lorenz, que incluye términos cuadraticos y bilineales en todas sus
ecuaciones, el sistema de Rossler contiene solo una no linealidad cuadratica en la
tercera ecuacién, lo que facilita su andlisis matematico.

Dependiendo de los valores de los parametros a, b y ¢, el sistema de Rossler
puede exhibir diferentes tipos de comportamiento. En primer lugar, cuando los
parametros se eligen dentro de ciertos rangos, el sistema puede presentar un ciclo
limite, es decir, una oOrbita periédica estable. Por ejemplo, con a = 0.1, b = 0.1
y ¢ = 2.0, se observa un ciclo limite de periodo 1. En segundo lugar, para otros
valores de los parametros, el sistema puede mostrar un comportamiento cadtico,
caracterizado por trayectorias que nunca se repiten y una fuerte sensibilidad a
las condiciones iniciales. Un conjunto de pardametros que da lugar a este tipo de
comportamiento es a = 0.2, b = 0.2 y ¢ = 5.7, donde el sistema genera un atractor
extrano.

El sistema de Rossler es relevante en el estudio del caos por varias razones. En
primer lugar, su estructura matematica simple permite realizar anélisis tedricos
y simulaciones computacionales de manera més accesible que otros modelos més
complejos. En segundo lugar, el atractor de Rossler ha servido como un caso de
estudio para explorar las propiedades del caos, la teoria de bifurcaciones y los
exponentes de Lyapunov.

Otro aspecto importante del sistema de Rossler es su aplicabilidad interdiscipli-
naria. Ha sido utilizado para modelar fenomenos en diferentes areas del cono-
cimiento, incluyendo la quimica, la biologia, la electréonica y la neurociencia. Su
comportamiento cadtico lo convierte en un excelente ejemplo de como los sistemas
dindamicos pueden producir estructuras aparentemente aleatorias pero gobernadas
por ecuaciones deterministas.

El sistema de Rossler ha sido utilizado en diversas disciplinas cientificas debi-
do a su capacidad para modelar fenémenos cadticos en sistemas dindmicos. En
el ambito de la electrénica, se han disenado circuitos que replican el compor-
tamiento del atractor de Rossler, permitiendo estudiar experimentalmente las
propiedades del caos en sistemas eléctricos. En quimica, este sistema ha sido em-
pleado para modelar reacciones oscilatorias y sistemas fuera del equilibrio que
presentan comportamientos cadticos. En biologia y neurociencia, el sistema de
Rossler se ha utilizado para describir patrones de actividad neuronal que mues-
tran caracteristicas cadticas, contribuyendo a la comprension de fenémenos como
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las crisis epilépticas y la dindmica de redes neuronales. Ademas, en meteorologia
y dindmica de fluidos, se ha aplicado en el estudio de sistemas turbulentos y
modelos simplificados de dindmica atmosférica. Gracias a su relativa simplicidad
y riqueza en comportamientos dindmicos, el sistema de Rossler sigue siendo una
herramienta fundamental en la investigacion de los sistemas dinamicos no lineales
y el estudio del caos.

Aun con todo esto el sistema de Rossler puede volverse mas complejo, como el
sistema de Rossler por partes estudiado por Pisarchik [11, 12] representa una mo-
dificacion del sistema Rossler al reemplazar el elemento no lineal por una funcién
lineal por partes. Las ecuaciones que describen el sistema se pueden escribir de
la siguiente forma.

T =—axr— Py —z,
j=z+7z (1.2)
z=g(z) — z,.

donde g(z) es una funcién lineal por partes.

0 xr <3,
glo) = {u(a: —-3) z>3. (1.3)

También se ecuentra otro tipo de sistema de Rossler como el propuesto por An-
tonio Algaba y Emilio Freire [13], cuyas ecuaciones son:

T=—Y— 2,
Y=+ ay, (1.4)
Z=bxr —cz+zxz.

donde a, b, c € R son parametros que determinan la dinamica del sistema. Se ha
demostrado que el punto de equilibrio en el origen exhibe una degeneracion triple-
cero cuando a = ¢ = /2 y b= 1. En la dindmica de este sistema de Rossler se ha
observado la presencia de resonancias en las érbitas periédicas emergentes de la




bifurcacion Hopf-cero. En particular, aparecen resonancias del tipo 1 : n, donde
n varia desde 3 hasta valores superiores. Estas resonancias se manifiestan cuando
los multiplicadores de Floquet de una orbita periddica cruzan una raiz k-ésima
de la unidad, dando lugar a la aparicion de nuevas orbitas periddicas simétricas,
una hiperbdlica y otra eliptica, con periodos aproximadamente iguales a 2km. Se
ha identificado el fenémeno de fusion de resonancias, en el cual 6rbitas periddicas
con diferentes periodos colapsan en bifurcaciones tipo saddle-node. Este fenémeno
se ha analizado en detalle mediante diagramas de bifurcacion, donde se observa
cémo las resonancias 1:3, 1:4 y 1:5 convergen en una rama tUnica. Ademas, la
evolucion del sistema muestra la existencia de una cascada de Feigenbaum, en
la que se producen secuencias de duplicacién de periodo conectadas por curvas
invariantes de tori, lo que indica una transicién progresiva hacia el caos.

Por su lado, A. C. Fowler y M. J. McGuinness nos muestran una variante mas
compleja del sistema original [14]. Al reescalar las variables con ¢, el sistema de
Rossler puede escribirse en la siguiente forma:

T =y -z,
Y=z +ay, (1.5)
ez=¢e%+ (x —1)z,

donde € = 1/c. Esta reformulacién permite analizar el comportamiento asintético
del sistema cuando ¢ toma valores grandes.

El sistema de Rossler exhibe un atractor extranio que, para ciertos valores de los
parametros, adopta una estructura en forma de ldmina (sheet-like). Este atractor
se caracteriza por un conjunto de trayectorias espiraladas que se expanden en el
plano (z,y) antes de plegarse sobre si mismas. Se ha identificado la existencia
de orbitas homoclinicas en la proximidad del punto de equilibrio, lo que sugiere
la presencia de dinamicas cadticas. Ademas, el andlisis de las trayectorias mues-
tra que el atractor posee una dimension efectiva reducida, similar a estructuras
observadas en otros sistemas cadticos como el de Lorenz. El sistema presenta so-
luciones que alternan entre fases de crecimiento lento y explosiones rapidas, un
fendmeno conocido como bursting. En la fase lenta, las trayectorias permanecen
cercanas a una espiral estable en el plano z = 0, mientras que en la fase de pulso,
la variable z experimenta incrementos abruptos antes de retornar gradualmente
a la dindmica inicial. Se ha identificado que en el régimen de multiples pulsos,
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las soluciones pueden generar secuencias de disparos (bursts), donde cada pul-
so sucesivo decrece en amplitud antes de que el sistema regrese a la fase lenta.
Estos patrones de bursting son similares a los encontrados en modelos de activi-
dad neuronal, lo que sugiere una posible aplicacién del sistema de Rossler en la
modelizacién de senales biologicas.

Para este trabajo de investigacién se propone un sistema Rossler generalizado al
modificar la ecuacién Z dividido en dos casos: cuando 2 = b+ so(z —¢)(z — s1) ¥
Z = b+ sa(xr — ¢)(z — s1y). Con el objetivo de analizar y determinar el impacto
que tiene la adicién de dos parametros nuevos, asi como la incorporaciéon de una
funcién junto al parametro s;. Este tipo de generalizaciones no se han realiza-
do antes, por lo que tampoco se ha investigado y analizado la parte dinamica
de este tipo de sistemas que influyen una funcién que retroalimenta una de las
ecuaciones, obteniendo fendmenos tan interesantes como la multiestabilidad en
sistemas dinamicos no lineales. Asi, este trabajo contribuye en la generacion de
conocimiento e invita a la investigacién sobre otras funciones que se puedan in-
corporar y ahondar mas en sus dindmicas para comprender mejor la naturaleza
y los fenémenos con los que convivimos cada dia.

Y asi, en el segundo capitulo de este trabajo, se habla sobre los conceptos bésicos
de sistemas dinamicos, el analisis de estabilidad local asi como la clasificacion y
el impacto que tienen las diferentes formas en las que se presentan las funciones
propias y valores propios. Para el tercer capitulo se estara hablando sobre el sis-
tema de Rossler de manera mas detallada, agregando sus propiedades dinamicas,
la revisiéon de su atractor, estabilidad y bifurcaciones con su anélisis de compor-
tamiento cadtico. En el cuarto capitulo se abordara la generalizacién del sistema
de Rossler, analizando por partes como se comporta dependiendo los parametros
indicados, su estabilidad y puntos de equilibrio junto a sus respectivos exponen-
tes de Lyapunov, diagramas de bifurcacién y seccién de Poincaré, para introducir
ahi mismo un término no lineal adicional (generalizacién del pardmetro) con sus
respectivos analisis. Se realizara la modelacion del sistema en el quinto capitulo
mediante un circuito electronico adecuado para su implementacién en una compu-
tadora analégica (computadora THAT) para continuar con la comparacién del
sistema y su visualizacién con dicha computadora y un osciloscopio. Para tener
toda la informacion necesaria y poder discutir el analisis comparativo del sistema
de Rossler, el sistema genralizado, su impacto del parametro y su generalizacion
al otro término no lineal en el sexto capitulo. Finalizando el séptimo capitulo de
este trabajo dando las conclusiones necesarias con los resultados més importantes
de esta investigacién y dando pie a futuras investigaciones con este tema.
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Capitulo 2

Introduccién a los Sistemas Dinamicos

En matematicas, los sistemas dindmicos son sistemas cuyos parametros internos
(variables de estado) siguen una serie de reglas temporales. Se llaman sistemas
porque estan descritos por un conjunto de ecuaciones y dindmicos porque sus
parametros varian con respecto alguna variable que generalmente es el tiempo.
Los sistemas dindmicos permiten analizar y describir el cambio o evolucion que
experimenta una variable a lo largo del tiempo. La evolucion en el tiempo de
un sistema dindmico se simula calculando los valores de los estados del siste-
ma dindmico en cada paso de la simulacion mediante el uso de algoritmos de
resolucién numéricos basados en tiempo o en eventos. Se utiliza software de si-
mulacion para simular el comportamiento de sistemas representados por modelos
matematicos.

2.1. Conceptos Basicos

Los sistemas dinamicos constituyen una herramienta fundamental para modelar
fenémenos en diversas disciplinas. En particular, el analisis de su comportamiento
permite comprender la evolucion temporal de los sistemas bajo diferentes condi-
ciones iniciales y parametros. En este trabajo se abordan conceptos clave como
los sistemas auténomos y no auténomos, el espacio de fase, la estabilidad y los
atractores, asi como los principales tipos de comportamiento dinamico.

Un sistema dinamico esta definido por un conjunto de ecuaciones diferenciales de
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la forma:

dx
— =f(x,1). 2.1
=t 2.)
Si la funcién f no depende explicitamente del tiempo t, el sistema se dice auténo-
mo:

dx
— = f(x). 2.2
=) 2.2
En cambio, si f depende explicitamente del tiempo, el sistema es no auténomo. Los
sistemas autonomos son mas faciles de analizar porque las soluciones dependen
solo del estado actual y no de una dependencia temporal explicita.

El espacio de fase es el conjunto de todas las posibles configuraciones de un
sistema dinamico. Cada punto en este espacio representa un estado del sistema. La
evolucién de un sistema puede visualizarse mediante su trayectoria en el espacio
de fase. Estas trayectorias pueden ser:

» Orbitas cerradas: Indican comportamiento periodico.
= Puntos fijos: Estados estacionarios del sistema.

s Orbitas caodticas: Sensibilidad extrema a condiciones iniciales.

Las variables de estado de un sistema dinamico se puede visualizar en forma de
serie de tiempo, esto es, graficar la variable de estado contra el tiempo, o en for-
ma de espacio fase [15]. El concepto de espacio de fases se desarrollé en el siglo
XIX gracias a las contribuciones de Ludwig Boltzmann, Henri Poincaré, James
Maxwell y Josiah Gibbs a la mecanica estadistica y la mecénica hamiltoniana.
En dinamica no lineal, el espacio de fases es un espacio cuyas coordenadas co-
rresponden a las variables del sistema. La trayectoria del sistema en el espacio
de fases representa todos los estados posibles durante una evolucién en el tiem-
po infinito. La dimension del espacio de fase es igual al nimero de variables del
sistema. Cuando el espacio de fases tiene una dimensién muy grande, la trayec-
toria de un sistema suele visualizarse mediante proyecciones sobre el subespacio
correspondiente a dos o tres variables. Estas proyecciones se denominan retratos

8
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de fase. El espacio fase de un sistema dindmico X = F(z) es el espacio donde
todos los posibles estados de un sistema son representados, cada parametro del
sistema se representa como un eje de un espacio multidimensional y cada punto
del espacio representa cada posible estado de las variables de sistema.

El espacio fase esta descrito por un campo vectorial F' que rige el recorrido de
las variables del sistema z(t) en el tiempo, el recorrido de estas variables recibe
el nombre de trayectoria. Se dice que una singularidad del espacio fase es estable,
sumidero o atractor si toda trayectoria que comienza cerca de ella se aproxima
a ella conforme el tiempo transcurre, todas las trayectorias se acercan al punto
fijo. La importancia de la estabilidad de las singularidades radica en que ésta
determina la estabilidad del sistema en el que se presenten las singularidades. En
sistemas lineales las singularidades solo pueden ser puntos, los cuales se conocen
como puntos fijos; en cambio los sistemas no lineales pueden presentar puntos
fijos, ciclos limite y regiones llamadas atractores extranos.

La estabilidad de un sistema dinamico describe como evoluciona en respuesta
a pequenas perturbaciones. Si una trayectoria se mantiene cercana a un estado
estacionario bajo perturbaciones, este es un punto fijo estable. Un atractor es un
subconjunto del espacio de fase hacia el cual evolucionan las trayectorias. Tipos
de atractores incluyen:

= Puntos fijos: Estados estables donde las trayectorias convergen.

» Ciclos limite: Trayectorias cerradas que atraen soluciones.
Los sistemas dinamicos pueden presentar distintos tipos de evolucion:

= Movimiento periddico: El sistema regresa a su estado inicial tras un
tiempo determinado.

» Caos: Sensibilidad a condiciones iniciales con trayectorias impredecibles a
largo plazo.

= Movimientos cuasi-peridédicos: Combinaciéon de frecuencias incommen-
surables.

» Atractores extranos: Estructuras complejas que describen dindmicas caéti-
cas.
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El estudio de sistemas dinamicos permite comprender fenémenos en diversas dis-
ciplinas. La clasificacién en auténomos y no autéonomos, el andlisis del espacio
de fase y la estabilidad, asi como la identificacion de distintos comportamientos
dinamicos, son fundamentales en la modelizacion mateméatica de procesos natu-
rales y artificiales.

2.2. Sistemas no Lineales y Caos Determinista

Los sistemas no lineales y el caos determinista son temas fundamentales en la
teoria de sistemas dindamicos. Mientras que los sistemas lineales pueden analizarse
mediante métodos algebraicos convencionales, los sistemas no lineales presentan
comportamientos mas complejos, incluyendo fenémenos como la bifurcacion, la
sensibilidad a condiciones iniciales y la presencia de atractores extranos. El caos
determinista, una de las caracteristicas mas notables de los sistemas no lineales,
se refiere a un comportamiento aparentemente aleatorio en sistemas de ecuaciones
deterministas. Este concepto desafi6 las nociones clasicas de predictibilidad en la
fisica y las matemaéticas.

Un sistema es no lineal si la funcién f no es lineal con respecto a las variables
de estado. Esto implica que no se pueden usar técnicas de superposicién para
resolver las ecuaciones del sistema, lo que a menudo resulta en comportamientos
complejos como oscilaciones no periddicas, bifurcaciones y caos [16].

Las principales caracteristicas de los sistemas no lineales incluyen la dependencia
sensible a condiciones iniciales, es decir, un pequeno cambio en el estado inicial
puede dar lugar a trayectorias completamente diferentes en el futuro. También,
atractores extranos pues, en algunos casos, los sistemas no lineales no convergen a
un punto fijo ni a un ciclo limite, sino a estructuras fractales en el espacio de fase.
Algo que se debe considerar son las bifurcaciones, es decir, cambios cualitativos
en la dinamica del sistema cuando un parametro varia. Asi como, oscilaciones no
periddicas y caos, soluciones que no son ni periddicas ni estacionarias, sino que
evolucionan de manera impredecible a pesar de la determinacién de sus ecuaciones
subyacentes.

El caos determinista es una propiedad de ciertos sistemas dinamicos en los que una
evolucion aparentemente aleatoria surge de reglas completamente deterministas.
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2.2 Sistemas no Lineales y Caos Determinista

Este concepto fue popularizado por Edward Lorenz en 1963 al estudiar modelos
climaticos simplificados. Una de las caracteristicas mas relevantes de los siste-
mas caoticos es la sensibilidad a las condiciones iniciales, un fenémeno conocido
como el “efecto mariposa”’, que describe como pequenas diferencias en el estado
inicial pueden generar trayectorias completamente distintas. Matematicamente,
esta propiedad se expresa mediante un exponente de Lyapunov positivo:

6x(t) = 0x(0)e™,

donde A es el exponente de Lyapunov. Si A > 0, el sistema es cadtico, ya que
la separacion entre trayectorias cercanas crece exponencialmente con el tiempo,
haciendo que la prediccion a largo plazo sea practicamente imposible.

Otro aspecto fundamental del caos determinista es la presencia de atractores
extranos. En los sistemas cadticos, las soluciones no convergen a puntos fijos
ni a ciclos limite, sino que se agrupan en estructuras fractales conocidas como
atractores extranos. Estos atractores tienen dimensién no entera y describen la
dinamica de sistemas como el modelo de Lorenz, cuyas ecuaciones diferenciales
son:

%_U(y_l‘))
d
d—zzﬂj(p—Z)—y’

d

d—j:xy—ﬁz.

Este sistema exhibe caos para ciertos valores de los pardmetros (o = 10,p =
28,5 = 8/3), produciendo un atractor extrano en el espacio tridimensional que
refleja la evolucion impredecible pero determinista del sistema.

A pesar de su apariencia aleatoria, el caos determinista no implica falta de estruc-
tura. Aunque el sistema es impredecible a largo plazo debido a su sensibilidad a
las condiciones iniciales, su evolucién sigue trayectorias bien definidas dentro del
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2. INTRODUCCION A LOS SISTEMAS DINAMICOS

atractor extrano. Esto significa que el comportamiento cadtico no es sinénimo de
ruido o aleatoriedad pura, sino que obedece reglas deterministas subyacentes.

Ademads, muchos sistemas cadticos exhiben propiedades fractales en sus atracto-
res, lo que implica que presentan autosemejanza a diferentes escalas. Este compor-
tamiento se puede analizar mediante herramientas matematicas como la dimen-
sion fractal de Hausdorff o la dimension de correlaciéon, que permiten cuantificar
la complejidad geométrica de los atractores.

Un ejemplo clésico de sistema caotico es el péndulo doble, un sistema mecanico
simple que consiste en dos péndulos acoplados en serie. Aunque las ecuaciones
que rigen su movimiento son completamente deterministas, su dinamica es al-
tamente no lineal y muy sensible a perturbaciones, lo que lo convierte en un
caso paradigmatico de caos en mecanica. Incluso con pequenas variaciones en las
condiciones iniciales, el péndulo doble puede exhibir trayectorias drasticamente
diferentes, imposibilitando la prediccién precisa de su evolucién a largo plazo.

Otro sistema ampliamente estudiado en el contexto del caos determinista es el
mapa logistico, un modelo discreto que describe la dindamica de poblaciones me-
diante la ecuacién:

Tpi1 = rx,(1 —xy,).

Dependiendo del valor del parametro r, el sistema puede exhibir diferentes com-
portamientos. Para valores pequenos de r, la poblacion converge a un estado
estable. A medida que r aumenta, el sistema experimenta bifurcaciones que con-
ducen a oscilaciones peridédicas. Finalmente, para valores de r > 3.57, el sistema
se vuelve caotico y sensible a las condiciones iniciales, mostrando la transicion
desde la estabilidad hasta el caos a través de una serie de bifurcaciones sucesivas.

Ademas de los sistemas mecanicos y biolégicos, el caos también se observa en
circuitos electrénicos no lineales, como el circuito de Chua. Este sistema es un
ejemplo experimental de caos determinista, en el que la inclusién de un com-
ponente no lineal da lugar a oscilaciones cadticas. Sus ecuaciones diferenciales
muestran bifurcaciones y atractores extranos, permitiendo el estudio del caos en
un entorno fisico controlado. Este tipo de circuitos ha sido fundamental para la
validacién experimental de las predicciones tedricas sobre el caos y sus aplicacio-
nes en telecomunicaciones y procesamiento de senales.
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2.3 Analisis de Estabilidad y Comportamiento de los Sistemas

Asi, podemos decir que el caos determinista es un fenémeno que emerge en mu-
chos sistemas dinamicos no lineales y que se caracteriza por la sensibilidad que
demuestra a sus condiciones iniciales, la presencia de atractores extranos y una
estructura fractal en el espacio de fase. Ejemplos como el péndulo doble, el mapa
logistico y los circuitos electronicos de Chua ilustran la universalidad del caos en
distintos campos de la ciencia, desde la mecanica y la biologia hasta la ingenieria
y las telecomunicaciones. Aunque el caos puede parecer impredecible, su estu-
dio ha permitido desarrollar herramientas matematicas y computacionales para
describirlo y comprender su impacto en diversos fenémenos de la naturaleza.

2.3. Analisis de Estabilidad y Comportamiento

de los Sistemas

El estudio de los sistemas dinamicos se basa en comprender como evolucionan
en el tiempo bajo diferentes condiciones iniciales y perturbaciones. Un aspecto
central de este andlisis es la estabilidad de los puntos de equilibrio y su comporta-
miento en el espacio de fases. La estabilidad de un sistema determina si pequenas
perturbaciones en su estado inicial se desvaneceran con el tiempo o si, por el
contrario, amplificaran, llevando el sistema a una evolucién cadtica o divergente.

Para evaluar la estabilidad de un sistema, se emplean diversas herramientas ma-
temdticas, como el andlisis de la matriz jacobiana, la teoria de Lyapunov y el
estudio del espacio fase. Estas técnicas permiten clasificar los puntos de equili-
brio en estables, inestables o neutrales y entender la naturaleza de las soluciones
en sus cercanias.

2.3.1. Estabilidad de Equilibrio

La estabilidad de un punto de equilibrio se define en términos de la evolucién de
las soluciones en su vecindad:

» Estabilidad en el sentido de Lyapunov: El punto de equilibrio x* es
estable si, para cualquier € > 0, existe un § > 0 tal que si ||x(ty) — x*|| < 6,

13



2. INTRODUCCION A LOS SISTEMAS DINAMICOS

entonces ||x(t) — x*|| < € para todo t > 1.

= Asintética estable: Ademas de ser estable en el sentido de Lyapunov, si
existe 6 > 0 tal que ||x(tp) —x*|| < ¢ implica que x(t) — x* cuando t — oo,
entonces el equilibrio es asintoticamente estable.

= Inestabilidad: Si el equilibrio no es estable en el sentido de Lyapunov,
entonces es inestable.

Un punto de equilibrio x* es una solucion estacionaria del sistema. Su estabilidad
depende de la evolucién de pequenas perturbaciones alrededor de este punto. Para
analizar su comportamiento, se introducen pequenas desviaciones £ tal que:

x =x"+¢. (2.3)

Sustituyendo en la ecuacién original y expandiendo en serie de Taylor alrededor
de x*:

£ = J(x")E+ O(IE]), (2.4)

donde J(x*) es la matriz jacobiana evaluada en x*, definida como:

oF  OF oF,
F) ) B
oF,  0F o}
F) ) .

J(x)=|"" . (2.5)
oz Oxo OTn

El comportamiento de ¢ estd determinado por los valores propios de J(x*).

2.3.2. Andlisis de Estabilidad Local

El anélisis de estabilidad en sistemas dindmicos permite determinar como respon-
de un sistema ante pequenas perturbaciones en su estado inicial. En particular,
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se estudia si un sistema regresa a su estado de equilibrio o si diverge hacia otra
region del espacio fase.

Dado un sistema de ecuaciones diferenciales de la forma:

x = F(x), (2.6)

con x € R" un punto x* es un punto de equilibrio si F(x*) = 0. El objetivo del
analisis de estabilidad es determinar si las trayectorias cercanas a x* permanecen
proximas a medida que el tiempo avanza.

Existen diferentes métodos para analizar la estabilidad de los puntos de equilibrio.
Algunos de los méas utilizados son los siguientes.

En el método de Lyapunov [17] se busca una funcién V(x) con las siguientes
propiedades:

1. V(x) es positiva definida, es decir, V(x) > 0 para x # x* y V(x*) = 0.

2. Su derivada temporal V(X) es negativa definida en un entorno de x*, es
decir, V(x) < 0.

Si tales condiciones se cumplen, el equilibrio es asintéticamente estable. Este
método es 1util cuando el analisis de valores propios no es concluyente.

La estabilidad local se estudia linealizando el sistema alrededor del punto de
equilibrio. La ecuacion resultante es:

€= J(x)e. 2.7)
La solucion de este sistema es de la forma:
E(t) = cre™ivy + eV + -+ ey, (2.8)

donde \; son los valores propios de J(x*) y v; sus vectores propios asociados, que
se estudiara a continuacién.
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2. INTRODUCCION A LOS SISTEMAS DINAMICOS

Los puntos z* para los cuales F(z*) = 0 son llamados puntos fijos o puntos
de equilibrio. En estos puntos, el campo vectorial que determina la direccion
de las trayectorias en el espacio fase es nulo. Los valores propios A del sistema
estan estrechamente relacionados con los puntos fijos, ya que determinan la forma
en que las trayectorias interactian con el punto fijo. Consideremos sistemas de
ecuaciones diferenciales de la forma:

Tt = ar+by+cz, (2.9)
= dr+ey—+ fz, (2.10)
Z = gx+hy+iz. (2.11)

Se necesita obtener la matriz jacobiana de este sistema de ecuaciones que ayudara
en el analisis de su estabilidad:

AT B

— |9 09y 9y | _

il T e
z Odz 0Oz y
or Jdy 0z th

Para estudiar la estabilidad de un punto fijo, calculamos los valores propios A de
la matriz A resolviendo la ecuacion caracteristica:

det(Ja — M) = 0. (2.12)
Dado que la matriz es 3 x 3, el determinante nos da un polinomio ciibico en A:

AN — Tr(Ja)A2 + QX — det(Ja) = 0, (2.13)

donde Tr(J4) es la traza de la matriz J4 y @ es una cantidad que depende de los
elementos de la matriz:

Q=ae+ai+ei—bf —ch—dg. (2.14)
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2.3 Analisis de Estabilidad y Comportamiento de los Sistemas

Dependiendo de la naturaleza de las raices de este polinomio, podemos clasifi-
car los puntos fijos en un sistema tridimensional. En la Figura 2.1, se ilustra
graficamente la disposicion de los valores propios en el plano complejo \ para
los distintos tipos de comportamiento dindmico en sistemas tridimensionales [18].
Las combinaciones posibles incluyen nodos, espirales atractoras o repulsoras, pun-
tos silla y sillas espirales, cada uno asociado con un patrén especifico de valores
propios reales o complejos.

Los nodos atractores y repulsores indican que el sistema tiene un comportamien-
to mondtono de atraccién o repulsion en todas las direcciones. En cambio, las
espirales atractivas o repulsivas representan movimientos oscilatorios combinados
con expansion o contraccion. Las sillas y sillas espirales presentan una mezcla de
estabilidad e inestabilidad en diferentes direcciones del espacio fase.

‘ ‘

2
L 4 ¢
* .
Nodo Nodo espiral Espiral repulsor Respulsor
L 4 *
2 L 4
Punto silla Punto silla Silla en espiral  Silla en espiral

Figura 2.1: Valores propios en el plano complejo A para flujos hiperbdlicos tridimen-
sionales. Cada configuracién corresponde a un tipo distinto de punto fijo, dependiendo
de la cantidad y naturaleza (real o compleja) de los valores propios.

Para determinar la estabilidad del punto fijo, examinamos la parte real de los
valores propios:

= Si todos los valores propios tienen parte real negativa, el punto fijo es
asintéticamente estable.
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2. INTRODUCCION A LOS SISTEMAS DINAMICOS

= Si al menos un valor propio tiene parte real positiva, el punto fijo es ines-
table.

= Si todos los valores propios son imaginarios puros, el punto fijo es un centro,
lo que significa que las trayectorias oscilan sin decaer ni crecer.

En sistemas no lineales, los puntos fijos pueden cambiar de estabilidad mediante
una bifurcacién. Un caso interesante ocurre cuando un valor propio tiene parte
real exactamente cero, lo que indica la presencia de una transicion critica en la
dindmica del sistema.
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Capitulo 3

El Sistema de Rossler

El sistema de Rossler, propuesto en 1976 por Otto Rossler [19], constituye uno
de los ejemplos paradigmaticos en el estudio de sistemas dindmicos no lineales y
del caos determinista [20]. Su estructura simple y la riqueza de comportamientos
que presenta lo convierten en un modelo ideal tanto para la investigacion tedrica
como para la ilustraciéon de conceptos fundamentales en dindmica no lineal. A
diferencia del sistema de Lorenz, cuya formulacion esta inspirada en modelos fisi-
cos concretos, el sistema de Rossler fue concebido directamente como un ejemplo
matematico minimalista capaz de exhibir caos, lo que le ha permitido mantenerse
como una herramienta central en la docencia y en la investigacion.

3.1. Descripcién y Ecuaciones del Sistema de

Rossler

El sistema de Rossler esta constituido por un conjunto de tres ecuaciones dife-
renciales ordinarias de primer orden con dependencia temporal. Estas ecuaciones
definen un flujo continuo en el espacio tridimensional y estan dadas por:

T =y — 2z,
=z + ay, (3.1)
=b+z(x—c)
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3. EL SISTEMA DE ROSSLER

donde z(t), y(t) y z(t) representan las variables dindmicas del sistema y a, b,
y ¢ son parametros reales que controlan el comportamiento del sistema. Valores
tipicos utilizados para observar caos son a = 0.2, b = 0.2 y ¢ = 5.7, aunque
pequenas variaciones en estos pardmetros pueden generar transiciones notables
en la dindmica.

El sistema posee una simetria importante: es invariante bajo el cambio de signo
en la variable z, lo que implica que si (z(t),y(t), z2(t)) es una solucién, entonces
(—x(t), —y(t), z(t)) también lo es. Esta propiedad tiene implicaciones en la forma
del atractor y en la estructura de sus orbitas. Ademas, el sistema no presenta
términos cuadraticos o cubicos, lo que lo distingue de otros modelos cadticos
clasicos como el de Lorenz o Chen.

3.2. Propiedades Dinamicas del Sistema de Ross-

ler

Las soluciones del sistema de Rossler presentan una gran diversidad de comporta-
mientos dependiendo del conjunto de valores iniciales y de los parametros elegidos.
El sistema puede presentar dindmicas periddicas, cuasi-periddicas y cadticas. Es-
ta riqueza lo hace especialmente 1til para el estudio de bifurcaciones y de rutas
al caos.

3.2.1. Atractor de Rossler

El sistema de Rossler es célebre por su atractor cadtico, una estructura fractal en
el espacio de fases tridimensional que revela una érbita no periédica contenida en
una region acotada del espacio. A diferencia del atractor de Lorenz, que presenta
una simetria de mariposa, el atractor de Rossler tiene una forma espiralada plana
que se eleva lentamente en la direccion z, generando una apariencia similar a una
cinta enredada [21].
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Figura 3.1: Visualizacién del atractor de Réssler en el plano xy. Los parametros
utlizados son a = b = 0.2 y ¢ = 5.7, con condiciones iniciciales z(0) = 0, y(0) = —6.78
y 2(0) = 0.02.

Figura 3.2: Visualizacion en tres dimensines del atractor de Rossler con las mismas
condiciones iniciales y parametros que propuso en su trabajo original.
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El atractor de Rossler es un ejemplo de atractor extrano, caracterizado por su
sensibilidad a las condiciones iniciales y por la presencia de una estructura auto-
similar a multiples escalas. Esta geometria fractal implica que, aunque el sistema
evoluciona de manera determinista, cualquier pequena perturbacion en la condi-
cion inicial puede llevar a trayectorias divergentes, imposibilitando la prediccion
a largo plazo.

3.2.2. Estabilidad y Bifurcaciones en el Sistema de Ross-

ler

Desde el punto de vista de la estabilidad, el primer paso en el andlisis del siste-
ma de Rossler consiste en identificar sus puntos de equilibrio. Estos se obtienen
al anular las derivadas del sistema, es decir, resolviendo el sistema algebraico
resultante de igualar a cero las ecuaciones diferenciales:

T=-y—2z2=0
y=x+ay=0 (3.2)
Z=b+z(x—c)=0

De la segunda ecuacién se despeja © = —ay. Sustituyendo esto en la primera
se obtiene —y — z = 0, lo que implica que z = —y. Finalmente, sustituyendo
xr = —ayy z = —y en la tercera ecuacién se tiene:

b+ (—y)(—ay—c)=0 = b+ylay+c)=0 = ay’+cy+b=0 (3.3)

Esta es una ecuacion cuadratica en y, cuyas soluciones estan dadas por:

—c+ 2 —4ab
2a

y= (3.4)

Sustituyendo estos valores en las relaciones © = —ay y z = —y, se hallan las
coordenadas de x y z, obteniendo asi los dos puntos de equilibrio del sistema:
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P c—Vc2—4ab —c+ V2 —4ab ¢ — /2 — 4ab (3.5)
e 2 ’ 2a : 2a '
P <c+\/02—4ab —c—+/c? —4ab c+\/02—4ab) (3.6)
y = , , )

2 2a 2a

Para que estos puntos sean reales, es necesario que el discriminante ¢? — 4ab sea
mayor o igual que cero. En la mayoria de los estudios del sistema de Rossler,
incluyendo aquellos donde se desea analizar caos, se eligen valores de a, b y ¢ que
cumplen esta condicién.

Con los puntos de equilibrio identificados, el siguiente paso es analizar su es-
tabilidad local mediante el analisis lineal. Esto se logra linealizando el sistema
alrededor del punto de equilibrio y evaluando el Jacobiano:

J(z,y,2) =11 a 0 (3.7)

Al evaluar esta matriz en un punto de equilibrio especifico (o, yo, 20), se obtiene
una matriz constante cuyas propiedades espectrales determinan el comportamien-
to del sistema en un entorno infinitesimal alrededor del equilibrio. Los valores
propios A de esta matriz se obtienen resolviendo la ecuacién caracteristica:

det(J — M) =0 (3.8)

Al expandir esta expresion para el Jacobiano evaluado en el punto de equilibrio,
se obtiene una ecuacién cubica en A:

N —aX? + (¢ — o)A+ [a(mo — ¢) + 20) = 0 (3.9)

La naturaleza de las raices de esta ecuacion, ya sean reales o complejas, con parte
real positiva o negativa, determina el tipo de estabilidad. Como se ha visto en
la seccion 2.3.3, si los tres autovalores tienen parte real negativa, el punto de
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equilibrio es un foco espiral o nodo estable; si alguno tiene parte real positiva,
el punto es inestable. En caso de que exista un par de autovalores complejos
conjugados con parte real positiva y un valor real negativo, se tiene una espiral
inestable, lo que suele asociarse a trayectorias que escapan del equilibrio y son
eventualmente atrapadas por un atractor. Por ltimo, si un par de autovalores
complejos cruza el eje imaginario al variar un parametro, puede originarse una
bifurcacién de Hopf, dando lugar a una érbita periédica alrededor del equilibrio.

Sustituyendo los valores @ = 0.2, b = 0.2 y ¢ = 5.7, se obtiene que ¢* — 4ab =
32.49 — 0.16 = 32.33, cuyo valor positivo garantiza la existencia de dos puntos de
equilibrio reales distintos.

Los puntos de equilibrio aproximados son:

Py ~ (0.017, —28.56,28.56), P, ~ (5.683, —0.09, 0.09).

Evaluando el jacobiano en el punto Py ~ (0.017, —28.56, 28.56), los valores propios
son:

A~ —0.113, Ay3 ~0.096 £ 0.995:.

Dado que uno de los valores propios es negativo y el par complejo tiene parte
real positiva, este punto es un punto silla en espiral de indice 2, por lo tanto,
inestable.

Para el punto P; =~ (5.683,—0.09,0.09), los valores propios calculados son:

A~ —5.64, Aoz~ 0.035=£0.98i.

Nuevamente, se tiene un valor propio negativo y un par con parte real positiva, lo
que indica que también se trata de un punto silla en espiral de indice 2 e inestable.

En particular, para los valores tipicos el punto de equilibrio correspondiente re-
sulta ser inestable, con un par complejo conjugado de valores propios con parte
real positiva. Esto indica que las trayectorias divergen inicialmente del equilibrio,
pero son atrapadas por un atractor. Conforme se varia el pardmetro c, este par de
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autovalores puede cruzar el eje imaginario, originando un cambio cualitativo en la
dinamica del sistema, conocido como bifurcacién de Hopf. Esta bifurcacion marca
el surgimiento de un ciclo limite, es decir, una orbita cerrada estable alrededor
del punto de equilibrio.

Figura 3.3: Visualizacién de los puntos de equilibrio en tres dimensiones. El punto P;
en rojo y el punto P» en verde.

Posteriormente, cuando se sigue incrementando el parametro, este ciclo puede
experimentar duplicaciones de periodo y otras bifurcaciones, dando lugar final-
mente a un comportamiento cadtico. La apariciéon de estas transiciones puede
observarse de manera muy clara en los diagramas de bifurcacion, los cuales se
describen a continuacion.

El estudio de estas bifurcaciones puede realizarse mediante herramientas numéri-
cas y tedricas, como diagramas de bifurcacién [22] y cédlculo de exponentes de
Lyapunov. Estos andlisis revelan que la ruta al caos del sistema de Rossler si-
gue, en muchos casos, la conocida secuencia de Feigenbaum, aunque también se
observan ventanas periddicas y transiciones abruptas entre regimenes.

El anédlisis de bifurcaciones en el sistema de Rossler permite explorar como varia
el comportamiento cualitativo del sistema conforme se modifica alguno de sus
parametros. Una herramienta fundamental para este estudio es el diagrama de
bifurcacion [23], el cual representa los valores asintdticos de una variable del
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sistema (usualmente z) para distintos valores del pardmetro que se analiza.

A continuacién, se presentan tres diagramas de bifurcacién, uno por cada parame-
tro del sistema: a, by c.

En este primer diagrama, se fija b = 0.2, ¢ = 5.7, y se hace variar a. Se observa que
conforme a aumenta, el sistema atraviesa una serie de bifurcaciones que incluyen
periodos dobles y zonas cadticas.

20

15¢

X 10;

000 005 010 015 020 025 030 035
a

Figura 3.4: Diagrama de bifurcacion del sistema de Rossler al variar a.

En el segundo caso, se fija a = 0.2, ¢ = 5.7, y se permite que b varie, por ejemplo
en el rango [0.1,0.5]. Aunque la sensibilidad del sistema a b suele ser menor que a
los otros parametros, también se detectan bifurcaciones importantes, incluyendo
la aparicién de érbitas periddicas y regiones de caos.
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Figura 3.5: Diagrama de bifurcacién del sistema de Rossler al variar b.

Finalmente, el pardmetro ¢ es uno de los mas relevantes para inducir comporta-
miento cadtico. Con a = 0.2, b = 0.2, se hace variar ¢ en un rango mas amplio,
por ejemplo entre 2.5 y 6.0. Se observa una transicién clara desde un punto de
equilibrio estable, seguido por una bifurcacion de Hopf que da lugar a un ciclo
limite, multiples duplicaciones de periodo y finalmente caos.
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C

Figura 3.6: Diagrama de bifurcacion del sistema de Rossler al variar c.
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3. EL SISTEMA DE ROSSLER

Estos diagramas permiten observar los comportamientos dinamicos del sistema y
como la sensibilidad a cada parametro puede conducir a rutas distintas hacia el
caos. El caso del parametro ¢, en particular, ha sido ampliamente estudiado por
su capacidad para inducir trayectorias cadticas con atractores bien definidos.

3.3. Analisis de comportamiento cadtico en el

sistema de Rossler

El sistema de Rossler exhibe un comportamiento cadtico caracteristico dentro de
ciertos rangos del parametro ¢, como se evidencié en la seccion anterior mediante
el diagrama de bifurcacién (Figura 3.6). Este comportamiento se manifiesta en
la evolucién temporal de las variables del sistema, donde, por ejemplo, x(t) pre-
senta oscilaciones irregulares, acotadas pero no peridédicas, que nunca se repiten
exactamente. Tal comportamiento es una firma del caos determinista.

Una herramienta fundamental para confirmar la presencia de caos es el cédlculo
del exponente de Lyapunov mayor, el cual cuantifica la sensibilidad del sistema
a las condiciones iniciales [24]. Cuando este exponente es positivo, se indica que
trayectorias inicialmente cercanas divergen exponencialmente con el tiempo, lo
cual es un indicador inequivoco de caos. En el sistema de Rossler, este fenémeno
se observa a partir de valores de ¢ mayores a cierto umbral, en correspondencia
con las bifurcaciones de periodo-doblamiento descritas anteriormente.

Desde el punto de vista geométrico, el analisis en el espacio de fase ofrece una
representacion intuitiva del atractor cadtico. En el plano zy, las érbitas trazan
espirales elongadas que se desarrollan lentamente hacia fuera, sin cerrar ciclos. En
el espacio tridimensional xyz, las trayectorias describen una cinta continua que
nunca se cruza consigo misma, una manifestacién de la naturaleza determinista
del sistema y de la unicidad de las soluciones del sistema diferencial.

Para caracterizar cuantitativamente la complejidad del atractor, puede calcu-
larse su dimension fractal, por ejemplo, mediante el algoritmo de Grassberger-
Procaccia [25]. Los valores tipicos de esta dimensién para el atractor de Rossler
caen entre 2 y 3, lo cual sugiere que la dinamica se desarrolla sobre una estructura
intermedia entre una superficie y un volumen completo, lo que refleja la riqueza
del comportamiento cadtico dentro de una geometria aparentemente simple.
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3.3 Analisis de comportamiento cadtico en el sistema de Rossler

Mas alla de su interés tedrico, el sistema de Rossler ha sido aplicado en mlti-
ples contextos, como el modelado de senales biolégicas, el diseno de circuitos
electrénicos generadores de caos, y en esquemas de criptografia cadtica [26]. Es-
tas aplicaciones aprovechan precisamente la sensibilidad, la impredecibilidad y la
estructura compleja del sistema, lo cual lo convierte en una herramienta 1util para
simular fendmenos dindmicos no lineales con alta fidelidad y relativa simplicidad
estructural.
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Capitulo 4

(Generalizacion del Sistema de Rossler

La naturaleza del caos en sistemas dinamicos no lineales ha sido ampliamente
estudiada a partir de modelos clasicos como el sistema de Rossler. Sin embargo,
para una comprension mas profunda de sus propiedades y su posible aplicacion
a contextos reales, es fundamental considerar generalizaciones del mismo. Estas
generalizaciones permiten explorar nuevas dindamicas introduciendo parametros
adicionales o términos no lineales que amplian el comportamiento posible del
sistema. En este capitulo se presenta un estudio detallado de estas modificaciones,
analizando los efectos sobre los atractores, la estabilidad, las bifurcaciones y el
comportamiento cadtico.

4.1. Algunos Sistemas que Generalizan al Siste-

ma de Rossler

El sistema de Rossler ha servido como punto de partida para multiples extensio-
nes y generalizaciones, motivadas tanto por la exploracién matematica de nuevos
comportamientos dindmicos como por la necesidad de modelar fenémenos mas
complejos en sistemas fisicos, quimicos y bioldgicos. Estas generalizaciones se
obtienen mediante la inclusion de nuevos parametros, términos no lineales o aco-
plamientos funcionales que alteran la estructura original del sistema.

A continuacion, se presentan dos formas generalizadas del sistema de Rossler que
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4.2 Modificacién del Sistema mediante un Parametro

introducen modificaciones en la ecuacion correspondiente a la tercera variable.
Estas modificaciones incluyen nuevos términos paramétricos y no lineales que
permiten un control mas preciso del comportamiento dinamico del sistema. En
particular, se destacan las influencias de los pardametros s; y s, los cuales modulan
la intensidad y la forma de la no linealidad introducida.

El primer sistema generalizado que se estudia estd definido por las siguientes
ecuaciones diferenciales donde ya se involucra los nuevos pardmetros:

T=—(y+2),
y=c+ay, (4.1)
Z=b+ s:(x —c)(z — s1),

mientras que el segundo sistema incorpora una dependencia adicional de la va-
riable y(t) en la tercera ecuacién siendo el término no lineal, como se muestra a
continuacion:

T =—(y+2)
Yy =1+ ay, (4.2)
Z2=b+ sy(x —c)(z — 519),

Estas formulaciones permiten analizar de forma mas rica las bifurcaciones, la
sensibilidad a condiciones iniciales, los atractores extranos y las transiciones entre
comportamientos periodicos y cadticos. En las siguientes secciones se detallara
el analisis de cada sistema, incluyendo el estudio de los puntos de equilibrio, su
estabilidad, los exponentes de Lyapunov, las secciones de Poincaré y los diagramas
de bifurcacion asociados.

4.2. Modificacion del Sistema mediante un Parame-

tro

Aqui se analiza el primer sistema generalizado introducido previamente en la ecua-
cién (4.1), en el que se incorpora un parametro adicional en la tercera ecuacién
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4. GENERALIZACION DEL SISTEMA DE ROSSLER

del sistema de Rossler clasico. La inclusién de los parametros s; y so permite una
mayor flexibilidad en la estructura no lineal del modelo, afectando directamente
la evolucién temporal de la variable z(?).

La ecuacién modificada para 2, dada por b + sy(z — ¢)(z — s1), introduce una
interaccién cuadratica entre las variables x y z, modulada por los pardmetros s;
y So. Esta forma de acoplamiento implica que el crecimiento o decrecimiento de z
depende no solo del desplazamiento de x respecto a un valor critico ¢, sino también
del alejamiento de z con respecto a un valor de referencia s;. Esta estructura
permite inducir dindmicas mas complejas y sensibles a las condiciones iniciales,
asi como generar atractores con geometria distinta al sistema de Rossler clasico.

En la figura 4.1 se muestra el atractor tridimensional generado por el sistema para
ciertos valores de los parametros. A diferencia del atractor clasico de Rossler, este
presenta una dinamica que parece estabilizarse en una érbita de tipo periédico o
cuasi-periédico, con una forma suavemente curva en el espacio de fases y con una
estructura del lazo mucho mas ordenada. No se observan las espirales cadticas ca-
racteristicas del sistema original, lo que sugiere que el nuevo término ha reducido
el grado de caos presente, al menos para los parametros elegidos.

Este comportamiento puede atribuirse a la forma multiplicativa del término
So(x — ¢)(z — s1), el cual regula el crecimiento de z en funcién de cudn ale-
jadas estén las variables de sus respectivos valores de referencia. Para ciertas
combinaciones de s; y So, esta regulacion puede suavizar la dindamica del siste-
ma y estabilizarla en érbitas periddicas, limitando la expansion del atractor y
restringiendo la sensibilidad a condiciones iniciales.
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Figura 4.1: Atractor del sistema generalizado con término cuadratico en z y la adicién

del parametro s1. La forma indica una dindmica més ordenada y menos cadtica que en
el sistema clasico. Consideramos: a = 0.3012, b = 3.98740002, ¢ = 69.7, s; = 1/11.12 y

so = 7.17(1/177)

Si se modifican los valores de los pardmetros dentro del sistema (como se puede
apreciar en la figura 4.2 )se pueden obtener el mismo atractor pero mas cadtico,

con mas trayectorias.
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4. GENERALIZACION DEL SISTEMA DE ROSSLER

Figura 4.2: Al modificar algunos de los pardmetros del sistema (4.1) se obtienen més
trayectorias en el atractor. Consideramos: a = 0.323012, b = 1.98740002, ¢ = 69.7,
s1=1/200y so = 7.17(1/177)

(4.1)

La adicién de los parametros s; y so en la tercera ecuacion modifica significativa-
mente el comportamiento del sistema de Rossler, permitiendo controlar el grado
de caos y la forma del atractor. Esta modificacién puede ser titil para aplicaciones
en las que se requiera una transicion entre comportamientos cadticos y periodicos
mediante pequenas variaciones paramétricas.

4.2.1. Puntos de Equilibrio y su Estabilidad

Para estudiar la estabilidad del sistema generalizado, primero se determinan los
puntos de equilibrio resolviendo el siguiente sistema de ecuaciones, obtenido al
igualar a cero las derivadas:
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4.2 Modificacién del Sistema mediante un Parametro

T=-y—z=0,
Y=+ as1y + assz + as1$oy = 0, (4.3)

Z=b+ z(x — cs; — csg — ¢s152) = 0.

De la primera ecuacion se deduce que z = —y. Sustituyendo esta relacion en la
segunda ecuacion se obtiene:

T+ as1y — assy + asiSoy = 0, (4.4)

de donde se puede despejar  como:

xr = —a(s) — S2 — $152)V. (4.5)

Sustituyendo estas expresiones de x y z en la tercera ecuacion se llega a:

b+ (—y) (—a(s1 — s2 — $182)y — 81 — ¢Sg — ¢$182) = 0, (4.6)

que se reescribe como una ecuacién cuadratica en y:

a(s) — sy — 5182)y° + (51 + sy + cs182)y + b = 0. (4.7)

La solucién de esta ecuacién cuadratica proporciona dos posibles valores para
y, a partir de los cuales se obtienen las coordenadas correspondientes de x y z
mediante las relaciones anteriores. Asi, se hallan dos puntos de equilibrio reales
distintos:

c—Vc2—4ab —c+ V2 —4ab ¢ — /2 — 4ab
P1: 5 5 (48)
2 2a 2a
P <c+\/c2—4ab —c—+/c2 —4ab c+\/c2—4ab) (1.9)
2 = 3 9 .
2 2a 2a
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4. GENERALIZACION DEL SISTEMA DE ROSSLER

Para que estos puntos sean reales, es necesario que el discriminante de la ecuacion
cuadratica sea no negativo. En particular, para los valores a = 0.2, b = 0.2,
c=2>5.7,81 =1,y s9 =1, se tiene:

(cs1 + csy + c5189)% — da(sy — 5o — 5152)b = (5.7 + 5.7+ 5.7)* — 4(0.2)(—1)(0.2)
= 29241+ 0.16 = 292.57 > 0,
(4.10)

lo cual garantiza la existencia de dos puntos de equilibrio reales.

Con los puntos de equilibrio identificados, el siguiente paso es analizar su es-
tabilidad local mediante el analisis lineal. Esto se logra linealizando el sistema
alrededor de cada punto de equilibrio y evaluando el Jacobiano:

0 -1 -1
J(z,y,2) = |1 as;+ asise ass (4.11)
z 0 T — CS] — CSo — CS189

Al evaluar esta matriz en un punto de equilibrio especifico (g, yo, 20), se obtiene
una matriz constante cuyas propiedades espectrales determinan el comportamien-
to del sistema en un entorno infinitesimal alrededor del equilibrio. Los valores
propios A se obtienen resolviendo la ecuacién caracteristica:

det(J — M) = 0. (4.12)

Para los valores dados de los parametros, los puntos de equilibrio aproximados
son:

P, ~ (6.88,—5.10,5.10), P~ (—0.28,0.21, —0.21).

Evaluando el Jacobiano en el punto P, los valores propios obtenidos son:

A~ 0.25+ 157, Ao~ 0.25— 1.57i, M3~ —0.03.
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4.2 Modificacién del Sistema mediante un Parametro

Dado que el par de valores propios complejos posee parte real positiva, se concluye
que P; es un punto silla en espiral de indice 2, por lo tanto, inestable.

En el caso del punto P, los valores propios calculados son:

A1~ —0.09+0.407, Xy~ —0.09—0.407, I3~ —0.06.

Aqui todos los autovalores poseen parte real negativa, lo que implica que P; es
un foco espiral localmente estable.

En particular, para los valores tipicos de los parametros utilizados en este estudio,
el sistema generalizado presenta un punto de equilibrio inestable y otro localmente
estable. Esta coexistencia sugiere la posibilidad de comportamientos dinamicos
ricos, incluyendo trayectorias que divergen de un equilibrio inestable y se acercan
a un atractor alrededor del equilibrio estable. Cambios en los pardmetros podrian
inducir bifurcaciones que alteren estas caracteristicas, como la aparicién de érbitas
periédicas o incluso caos, dependiendo de la topologia del espacio de fases.

4.2.2. Exponentes de Lyapunov y Diagrama de Bifurca-

cién

Los exponentes de Lyapunov (LCE, por sus siglas en inglés: Lyapunov Charac-
teristic Exponents) son herramientas fundamentales para el andlisis de la esta-
bilidad de trayectorias en sistemas dinamicos no lineales y otras areas con este
comportamiento, como en biologia [27], con aplicaciones bioldgicas. Estos expo-
nentes cuantifican [28] la tasa promedio de divergencia o convergencia exponencial
de trayectorias inicialmente cercanas en el espacio de fases.

Sea un sistema dindmico tridimensional como el descrito en la Ec. (4.1), éste
tendra tres exponentes de Lyapunov: A1, Ay y A3, ordenados tipicamente de mayor
a menor. Dichos expoenntes se pueden intrepretar como:

= Si A; > 0, el sistema presenta sensibilidad a las condiciones iniciales, lo que
indica comportamiento cadtico.

= Si A\; = 0 y los demas son negativos, el sistema es no cadtico pero puede
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4. GENERALIZACION DEL SISTEMA DE ROSSLER

tener orbitas periddicas o cuasi-periddicas.

= Si todos los exponentes son negativos, el sistema converge hacia un atractor
estable (punto fijo o ciclo limite).

= La suma de los exponentes esta relacionada con la disipacion del sistema:

una suma negativa implica un sistema disipativo.

Para los pardmetros a = 0.3012, b = 3.98740002, 69.7, s; = 1/11.12 y s5 =
7.17(1/177) en el sistema generalizado (4.1) se obtuvo el siguiente conjunto de
exponentes de Lyapunov:

A1~ 0.0260, Ay =~ 0.000499, A3~ —2.0520.

Se puede graficar la convergencia de este conjunto de exponentes de Lyapunov
(figura 4.3 ) para ver su evolucién y obtener informacién de ello.

Convergencia de los exponentes de Lyapunov

Y cm——— SN

|
-
s

Exponentes de Lyapunov
A8

T

— LCE1
— LCE2
— LCE3

T T T T T T T
0 25 50 75 100 125 150 175 200
Tiempo

Figura 4.3: Convergencia de los exponentes de Lyapunov para a = 0.3012, b =
3.98740002, 69.7, s1 = 1/11.12 y s9 = 7.17(1/177) del sistema generalizado (4.1).

El analisis de este espectro permite obtener un analisis detallado. La presencia de
un exponente positivo muy pequenio (A; ~ 0.000499) indica que el sistema exhibe
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una dindmica cadtica débil, es decir, presenta sensibilidad a las condiciones ini-
ciales, aunque con una tasa de divergencia exponencial muy baja. Esto puede ser
indicativo de caos transitorio o cercano a una bifurcacion. El segundo exponente
ligeramente negativo (A &~ —0.0260) refleja contraccién débil en otra direccién
del espacio de fases, compatible con la dindmica en un atractor de dimension
fraccionaria. El tercer exponente fuertemente negativo (A3 ~ —2.0520): implica
contraccion significativa, lo cual confirma el cardcter disipativo del sistema.

La configuracién de estos exponentes (un positivo muy pequeno, uno negativo
débil y otro muy negativo) es tipica de un sistema con un atractor cadtico delgado
o poco desarrollado, donde la expansion del espacio de fases es muy limitada. Esto
podria estar asociado a un caos intermitente o a un sistema cerca del umbral entre
orden y caos.

Para el siguiente conjunto de parametros de este sistema generalizado, a =
0.323012, b = 1.98740002, 69.7, s; = 1/200 y sy = 7.17(1/177), se obtuvo el
siguiente conjunto de exponentes de Lyapunov:

A1~ 0.0714, X = 0.0006, A3~ —2.0175.

El anadlisis de estos valores permite caracterizar la naturaleza dinamica del siste-
ma:

= \; > 0: La existencia de un exponente positivo confirma que el sistema
presenta caos determinista, ya que pequenas diferencias en las condiciones
iniciales se amplifican exponencialmente a lo largo del tiempo.

= )\, = 0: Este valor cercano a cero corresponde a una direcciéon neutra en el
espacio de fases, usualmente asociada al movimiento a lo largo del atractor.
Esto es tipico en sistemas cadticos tridimensionales.

= A3 < 0: El tercer exponente, al ser negativo, indica una fuerte contrac-
cién en una direccion, lo que implica que el sistema es disipativo y que las
trayectorias tienden a concentrarse en un subconjunto del espacio de fases.

Este conjunto de exponentes es caracteristico de un sistema tridimensional con
un atractor extrano, en el que coexisten expansién, neutralidad y contraccion.
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4. GENERALIZACION DEL SISTEMA DE ROSSLER

La dindmica cadtica robusta se manifiesta en la sensibilidad a las condiciones
iniciales y en la estructura compleja del atractor.

También se puede graficar la evolucion en el tiempo de los exponentes de Lyapu-
nov previamente calculados, como se muestra en la Figura 4.4, lo que proporciona
informacion valiosa sobre su convergencia y estabilidad.

Convergencia de los exponentes de Lyapunov
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Figura 4.4: Convergencia de los exponentes de Lyapunov para a = 0.323012, b =
1.98740002, ¢ = 69.7, s1 = 1/200 y so = 7.17(1/177) del sistema generalizado (4.1).

La Figura 4.4 muestra cémo los exponentes de Lyapunov tienden a sus respectivos
valores asintéticos. Se observa que:

» La curva roja (LCE 1) converge a un valor claramente positivo, lo cual es
una fuerte evidencia de comportamiento cadtico.

» La curva azul (LCE 2) permanece cerca de cero, indicando una direccién
tangente al atractor.

» La curva verde (LCE 3) converge a un valor significativamente negativo
(alrededor de —2.0175), indicando la direccién de méxima disipacién del
sistema.
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4.2 Modificacién del Sistema mediante un Parametro

Esta estructura es consistente con la dinamica cadtica previamente descrita, y
refuerza la idea de que el sistema presenta un atractor de dimensién fraccionaria
con trayectorias no periédicas que evolucionan dentro de una region limitada del
espacio de fases.

El diagrama de bifurcacion mostrado en la figura 4.5 corresponde al sistema
trabajado variando el parametro s; dejando dijos los demas: a = 0.3012, b =
3.98740002, ¢ = 69.7 y 59 = %, en el cual se explora la dinamica del sistema
al variar el parametro s; en un rango amplio. El eje horizontal representa el
parametro s;, mientras que el eje vertical muestra los valores del estado variable x
en la seccion de Poincaré o tras un régimen transitorio suficientemente descartado.
El grafico estd construido al registrar los valores de x para cada valor de s;
tras la evolucion del sistema a estado estacionario, permitiendo asi visualizar
las transiciones cualitativas en el comportamiento dinamico conforme se barre el

parametro de control.
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Figura 4.5: Convergencia de los exponentes de Lyapunov para a = 0.3012, b =

3.98740002, ¢ = 69.7 y so = 7.17(1/177) y variando s; del sistema (4.1).

En el extremo derecho del diagrama (cerca de valores positivos de s), se obser-
va una dinamica relativamente simple, con un solo ramo que corresponde a un
atractor periddico o a un punto fijo estable. Sin embargo, conforme s; disminu-
ye, el diagrama exhibe la apariciéon de ramificaciones sucesivas y divisiones de
las trayectorias, caracteristica de bifurcaciones de periodo-doblamiento (period-
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doubling bifurcations) que son un preludio cldsico de la transicién al caos en
sistemas no lineales. Esta sucesién de duplicaciones de rama lleva a un régimen
en el que las trayectorias ya no se limitan a un conjunto finito de valores discretos,
sino que se dispersan densamente formando un continuo, lo cual es indicativo de
comportamiento cadtico.

En la regién central e izquierda del diagrama (valores negativos de s; grandes
en magnitud), se aprecia un abanico extremadamente rico de estructuras. Se
distinguen zonas densamente pobladas de puntos que reflejan atractores cadticos
con sensibilidad extrema a las condiciones iniciales, junto con bandas blancas o
vacias que corresponden a ventanas de periodicidad, donde el sistema recupera
temporalmente una dinamica regular y estable antes de volver a bifurcar hacia el
caos. Estas ventanas periddicas son manifestaciones clasicas de islas de estabilidad
incrustadas dentro del mar cadtico y suelen ser resultado de bifurcaciones internas
(como period-doubling inversas o bifurcaciones de ciclo limite).

El diagrama exhibe ademas bandas claramente delimitadas, dentro de las cuales
se pueden distinguir estructuras filamentosas y huecos, reflejando la existencia de
atractores extranos de geometria fractal. La compleja estratificacion de regiones
cadticas y periddicas es evidencia de un sistema altamente no lineal y sensible a
las variaciones paramétricas, con una dindmica rica que depende fuertemente del
valor elegido de s;. En particular, las transiciones abruptas entre caos y periodi-
cidad remarcan la presencia de bifurcaciones de tipo saddle-node o crisis internas
del atractor.

En conjunto, este diagrama de bifurcacién no solo confirma la presencia de caos
determinista en amplias zonas del espacio de parametros, sino que ilustra la com-
plejidad jerarquica de las transiciones dinamicas en el sistema generalizado de
Rossler. Su estructura revela la coexistencia de orden y caos, la sensibilidad a las
condiciones iniciales y la dependencia critica respecto a los pardmetros, carac-
teristicas esenciales para la comprension de su comportamiento en aplicaciones
reales y para la clasificacion de su atractor dentro de las familias de sistemas
dindmicos caodticos conocidos.

El diagrama de bifurcaciéon mostrado en la Figura 4.6 corresponde al mismo
sistema, variando s; pero con parametros a = 0.323012, b = 1.98740002, ¢ = 69.7
V So = % En el eje horizontal se representa el barrido del parametro s;, mientras
que en el eje vertical se muestran los valores de x en una seccién de Poincaré o

bien una muestra tomada tras descartar un régimen transitorio suficientemente
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largo. Este tipo de representacién permite visualizar los cambios cualitativos en
el comportamiento dindmico del sistema conforme varia un parametro de control.

En esta version del sistema se observan estructuras complejas y ramificadas que
senalan la presencia de bifurcaciones de periodo-doblamiento y caos determinista.
A diferencia del grafico previo, en el cual el caos y las bifurcaciones se presentaban
con un nivel de dispersion mas denso y en un patron altamente entrelazado, en
este nuevo grafico se nota una mayor organizacién en bandas definidas y regiones
con vacios bien marcados. Esto sugiere que, aunque el sistema sigue presentan-
do un comportamiento cadtico en amplias regiones del espacio de parametros, la
forma en la que las bifurcaciones se estructuran es distinta y estd mas delimita-
da, posiblemente por la reduccién del parametro b, lo cual atenua la fuerza de
crecimiento de la variable z y por ende su retroalimentacién sobre la dinamica
global.

Una caracteristica notoria de este nuevo gréafico es la presencia de ventanas pe-
riddicas con mayor claridad. Estas regiones, en las cuales el sistema pasa de un
régimen caotico a uno periddico de forma abrupta, se manifiestan como vacios
blancos y bandas curvas en el interior de zonas cadticas. También es visible una
mayor apertura de los abanicos bifurcados conforme se avanza hacia valores mas
negativos de s1, lo cual indica que la sensibilidad del sistema al parametro se inten-
sifica en dicha region. La geometria en forma de abanico, con una gran densidad
de puntos en la parte izquierda del diagrama, refleja la expansién cadtica de las
orbitas, mientras que las zonas con patrones mas claros, incluso con repeticiones,
revelan una organizacion periddica o cuasiperiddica.

Comparado con el diagrama anterior, el presente muestra una transicién mas
ordenada entre el comportamiento regular y cadtico, asi como una disposicion
simétrica mas evidente en torno a ciertas regiones del eje horizontal. Esto puede
interpretarse como un indicio de que la nueva configuracién de parametros genera
un sistema con transiciones més suaves o con mayor tendencia a bifurcaciones
estructuradas. La forma y tamano de las ventanas de periodicidad también ha
cambiado, siendo en este caso mas grandes y detectables a simple vista, lo cual
podria estar relacionado con la disminucién de la constante b, que modifica la
dindmica del sistema en el eje z, y por ende la retroalimentacion general del
modelo.

En resumen, este diagrama de bifurcacién ofrece una vision detallada del compor-
tamiento no lineal del sistema generalizado 1 bajo un nuevo conjunto de parame-
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4. GENERALIZACION DEL SISTEMA DE ROSSLER

tros. Muestra regiones extensas de caos intercaladas con zonas periddicas bien
definidas, bifurcaciones multiples y una topologia caracteristica de atractores ex-
tranos. La comparacién con el grafico anterior confirma que pequenas modifica-
ciones en los parametros del sistema pueden inducir cambios significativos en la
estructura de bifurcaciones, lo cual es consistente con la naturaleza altamente
sensible y compleja de los sistemas dinamicos no lineales.

400

300

200

100

-100
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Figura 4.6: Diagrama de bifurcacién del sistema (4.1) variando s; con los pardmetros

a = 0.323012, b = 1.98740002, ¢ = 69.7, y s3 = T .

4.2.3. Seccion de Poincaré

La seccion de Poincaré es una herramienta cualitativa clave en el estudio de
sistemas dindmicos [29]. Consiste en observar las intersecciones de las trayectorias
del sistema con un hiperplano transversal al flujo, reduciendo asi la dimension del
sistema en uno. Esta técnica permite visualizar la estructura interna de atractores
y detectar comportamientos periédicos, cuasiperiédicos o cadticos [30].

El objetivo principal de una secciéon de Poincaré es transformar un sistema con-
tinuo en un mapa discreto, facilitando el analisis de la dindmica recurrente del
sistema. Si la secciéon contiene un numero finito de puntos, se sugiere una Orbi-
ta periddica. Si los puntos se agrupan en curvas cerradas, el sistema puede ser
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cuasiperiédico. Una dispersion aparente e irregular de puntos indica un compor-
tamiento cadtico.
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Figura 4.7: Seccién de Poincaré en el plano y = constante para el sistema generalizado
con a = 0.3012, b = 3.98740002, ¢ = 69.7, s1 = 1/11.12, sy = 7.17/177.

En la Figura 4.7 se presenta la seccion de Poincaré obtenida para el sistema gene-
ralizado (4.1). La distribucién de los puntos en el plano (x, z) sugiere las siguientes
observaciones: Los puntos no se agrupan en un ntimero discreto de ubicaciones ni
siguen trayectorias cerradas. Esto descarta la posibilidad de un comportamiento
estrictamente peridédico o cuasiperidédico. En su lugar, los puntos se distribuyen
formando una estructura dispersa pero confinada, lo que es caracteristico de un
atractor extrano. La densidad variable de puntos en distintas regiones del plano
indica que la dinamica del sistema es compleja y no uniforme: algunas zonas del
espacio de fases son visitadas con mayor frecuencia que otras, un rasgo tipico de
sistemas caoticos.

Este comportamiento es consistente con los exponentes de Lyapunov previamente
calculados, que confirmaron la presencia de un exponente positivo. Por lo tanto, la
seccion de Poincaré en la Figura 4.7 proporciona una evidencia visual complemen-
taria del comportamiento cadtico del sistema bajo los parametros considerados.
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Figura 4.8: Seccién de Poincaré en el plano zz del sistema generalizado (4.1) con
pardmetros a = 0.323012, b = 1.98740002, ¢ = 69.7, s; = 1/200 y so = 7.17(1/177).

La Figura 4.8 muestra la seccién de Poincaré obtenida para el sistema generalizado
definido en la Ec. (4.1), con los pardmetros previamente especificados.

La seccion se construyod considerando intersecciones del flujo con un plano trans-
versal (por ejemplo, y = constante), registrando los valores de x y z en cada
cruce. Como puede observarse, los puntos no se agrupan en un nimero finito, ni
forman curvas cerradas bien definidas. En cambio, aparecen densamente distri-
buidos sobre una curva ancha y suavemente doblada, lo cual es caracteristico de
un atractor cadtico.

Este comportamiento confirma que el sistema no sigue orbitas periddicas ni cua-
siperiodicas, sino que presenta una dinamica mas compleja, con sensibilidad a
las condiciones iniciales y evolucién no repetitiva. Esta observacién es coherente
con los resultados previos obtenidos a partir del andlisis de los exponentes de
Lyapunov.
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4.3. Del Parametro al Efecto de un Término no

Lineal Adicional

El segundo sistema generalizado introducido en la ecuacién (4.2), que incorpora
una modificaciéon més compleja en la tercera ecuacién respecto al sistema de
Rossler clésico. En este caso, la ecuacién de z(t) incluye un acoplamiento no lineal
entre x, z y y, mediante la expresion so(x — ¢)(z — s1y). Esta modificacién agrega
una dependencia cruzada entre las tres variables del sistema, con dos parametros
de control adicionales: s; y ss.

Este nuevo término cuadratico extiende la estructura del atractor al introducir un
acoplamiento entre el desplazamiento de x respecto a un umbral ¢ y la interaccién
de z con y ponderada por s;. La dindmica de z se vuelve altamente sensible
a la interaccién combinada de estas dos desviaciones, lo que permite obtener
estructuras dindmicas mas ricas y potencialmente mas cadticas, dependiendo de
los valores paramétricos elegidos.

En la figura 4.9 se observa el atractor tridimensional generado con los siguientes
pardmetros: a = 0.3012, b = 3.98740002, ¢ = 69.7, s1 = 1753 v 2 = =(7.17).
A diferencia del primer sistema generalizado, este atractor exhibe una dindmica
méas expandida y compleja, con la presencia de trayectorias que se dispersan en
el espacio de fases y sugieren un comportamiento cadtico persistente. Se aprecia
una geometria que recuerda al atractor clasico de Rossler, pero con una torsion

adicional inducida por el término acoplado z — s1y.

Este tipo de acoplamiento tiene un efecto amplificador: pequenos cambios en x o
en y pueden inducir variaciones notables en la evolucién de z, lo que incrementa
la sensibilidad a las condiciones iniciales. Este fenémeno es tipico de sistemas
caoticos y se refleja en la figura mencionada, donde el atractor no colapsa en una
orbita periddica, sino que se mantiene en un régimen de oscilacién irregular.
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1000

Figura 4.9: Atractor del segundo sistema generalizado con acoplamiento cruzado en
la variable z mediante el término sa(x — ¢)(z — s1y). Se observa una dindmica cadtica
persistente y de mayor sensibilidad a condiciones iniciales. Pardmetros: a = 0.3012,
b = 3.98740002, ¢ = 69.7, s1 = 1/11.12 y s = 1/177(7.17).

De la misma forma, como se hizo con el sistema (4.1), al variar algunos de los
parametros que sean sensibles al caos se obtiene un atractor distinto, con mayor o
menor caos dependiendo la variacién de dichos parametros. La figura 4.10 muestra
el comportamiento al cambiar los parametros a y c.
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400 |-

Figura 4.10: Atractor del segundo sistema generalizado. Se observa una dindmica
cadtica persistente y de menor sensibilidad con los parametros: a = 0.323012, b =
3.98740002, ¢ = 55.7, s1 = 1/10 y s9 = 1/177(7.17).

La inclusién de los parametros s; y s en esta forma permite estudiar cémo la
interaccion cruzada entre variables puede desencadenar dindamicas cadticas incluso
en presencia de pequenas perturbaciones. Este tipo de sistemas puede ser ttil
para modelar fenémenos donde el acoplamiento entre diferentes procesos produce
inestabilidad, bifurcaciones o transito al caos.

4.3.1. Puntos de Equilibrio y su Estabilidad

Para estudiar la estabilidad del sistema generalizado 2, primero se determinan
los puntos de equilibrio resolviendo el siguiente sistema de ecuaciones, obtenido
al igualar a cero las derivadas:
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T=-y—2z2=0,
y=x+ay =0, (4.13)
Z=b+s3(x —c)(z —s1y) = 0.

De la primera ecuacion se deduce que z = —y. Sustituyendo esta relacion en la
segunda ecuacion se obtiene:

r = —ay. (4.14)

Sustituyendo estas expresiones en la tercera ecuacion, se llega a:

b+ sa(—ay — c)(—y — s1y) = 0, (4.15)

que se reescribe como una ecuacion cuadréatica en y:

asy(1 4 s1)y* + csa(1+s1)y +b=0. (4.16)

La solucién de esta ecuacion cuadratica proporciona dos posibles valores reales
para y, a partir de los cuales se obtienen las coordenadas correspondientes de = y
z mediante las relaciones anteriores. Asi, se hallan dos puntos de equilibrio reales,
que se pueden expresar como:
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)

_[c ay/— ((1+ s1)s2 (4ab — (1 + s1)s2))
b= (§ * 2a(1 + s1)s2

c \/— ((1 4 s1)s2 (4ab — (1 + s1)s2))

2a 2(1(1 + 81)82 ’
e, V(45152 (dab— (1 + snsm)
2a 2a(1 4+ s1)s2

P, = (C V= (A + 51)5a (dab = 1 + 51)s2)

2 2(1 + 81)82 ’
_ ¢ V(U 55 {ab — (1 1 51)s2))

2a 2a(1 + s1)s2 ’
o /(T +s)s(ab—(1+ s1>32>>)
2a 2a(1 4+ s1)s2

donde y; y 72 son las soluciones de la cuadratica anterior. Utilizando los valores

1 7.17

a=03012, b=3098740002, ¢=69.7, s =0, 5

los puntos de equilibrio se obtienen numéricamente como:

P, ~ (6.926, —5.135,5.135), Py ~ (—0.275,0.915, —0.915).

Con los puntos de equilibrio identificados, el siguiente paso es analizar su es-
tabilidad local mediante el analisis lineal. Esto se logra linealizando el sistema
alrededor de cada punto de equilibrio y evaluando el Jacobiano:

0 -1 -1
J(z,y,2) = 1 a 0 : (4.17)
s9(z — s1y) —s182(x —¢) sa(r —¢)
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Al evaluar esta matriz en un punto de equilibrio especifico (zg, yo, 20), se obtiene
una matriz constante cuyas propiedades espectrales determinan el comportamien-
to del sistema en un entorno infinitesimal alrededor del equilibrio. Los valores
propios A se obtienen resolviendo la ecuacién caracteristica:

det(J — M) = 0. (4.18)

Para el punto P, el calculo de los valores propios del Jacobiano da:

A1~ 0.2729, A2 = 0.0062 + 3.3393¢, A3 ~ 0.0062 — 3.3393:.

El hecho de que todos los valores propios tengan parte real positiva implica que
este punto de equilibrio es inestable, con una estructura de tipo foco-repulsor
tridimensional.

En el caso del punto P, los valores propios son:

A1~ —2.8150, Ay~ 0.1543 4+ 1.02817, A3~ 0.1543 — 1.0281s.

Este punto de equilibrio también es inestable, ya que presenta un par de valores
propios con parte real positiva. El comportamiento local alrededor de este punto
corresponde a un silla-foco tridimensional.

En conclusion, el sistema generalizado 2 presenta dos puntos de equilibrio reales,
ambos inestables para los valores dados de los parametros. Este resultado es con-
sistente con la presencia de comportamiento cadtico en las trayectorias numéricas,
las cuales no son atraidas hacia un equilibrio sino que exploran una regién mas
amplia del espacio de fases, tipicamente en torno a un atractor extrano.

4.3.2. Exponentes de Lyapunov

Para el primer andlisis se considera el sistema generalizado (4.2) con pardmetros

a = 0.3012, b = 3.98740002, ¢ = 69.7, s, = = LT

1
12 52 = T177-

52



4.3 Del Pardmetro al Efecto de un Término no Lineal Adicional

Los exponentes de Lyapunov aproximados para este conjunto de parametros son:

A A~ 0.1328, Ao~ 0.0006, M3~ —1.7181.

La figura 4.11 muestra la evolucion temporal de los tres exponentes de Lyapunov
(LCE) del sistema. Cada curva representa el valor acumulado de cada exponente
en funcion del tiempo, a medida que se integran las ecuaciones diferenciales y se
actualiza el calculo de la divergencia o contraccion de trayectorias cercanas en el
espacio de fases. Se observa que la curva roja (LCE 1) se estabiliza claramente en
un valor positivo cercano a 0.13. Esto es evidencia directa de caos determinista:
la presencia de un exponente de Lyapunov positivo implica sensibilidad a las
condiciones iniciales, es decir, trayectorias infinitesimalmente cercanas divergen
exponencialmente en el tiempo. El valor de aproximadamente 0.13 indica una tasa
moderada de divergencia, lo cual sugiere un atractor cadtico con una expansion
caracteristica en alguna direccion del espacio de fases.

Convergencia de los exponentes de Lyapunov
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Figura 4.11: Convergencia de los exponentes de Lyapunov para a = 0.3012, b =
3.98740002, 69.7, s; = 1/11.12 y so = 7.17(1/177) del sistema generalizado (4.2).

La curva azul (LCE 2) converge a un valor muy cercano a cero (aprox. 0.0006).
Esto es tipico en sistemas continuos con atractores cadticos de dimension fraccio-
naria, donde un exponente cerca de cero suele representar la direccion tangente
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al atractor (relacionada con la evolucién en el tiempo a lo largo de la érbita). En
otras palabras, es la manifestacion de la invariancia del atractor bajo el flujo del
sistema dinamico: el movimiento a lo largo de la trayectoria en el atractor no se
expande ni se contrae.

La curva verde (LCE 3) se estabiliza en un valor negativo de aproximadamente
—1.718. Este exponente negativo indica contraccion fuerte en una direccion del
espacio de fases. La dinamica en esa direccién aplasta el volumen de fases, ca-
racteristica de sistemas disipativos. Este resultado confirma que el atractor esta
embebido en una subvariedad de dimension fractal menor que la dimensién com-
pleta del sistema.

En conjunto, el espectro {0.1328,0.0006, —1.7181} es caracteristico de un sistema
cadtico tridimensional con atractor extrano: un exponente positivo (caos), uno
cercano a cero (direccién neutra), y uno negativo (disipacién). Ademas, la suma
de los exponentes es negativa, lo que es consistente con un sistema disipativo en
su conjunto, ya que el volumen en el espacio de fases se contrae a largo plazo.

Visualmente, la grafica muestra como estas tres curvas alcanzan su convergencia
asintotica a lo largo del tiempo de integracion. Las oscilaciones iniciales se amor-
tiguan conforme aumenta la integracién, revelando con claridad el valor de cada
exponente. Esta dindmica rica estd influenciada por el hecho de que en el sistema
generalizado 2, la ecuacién para z incluye un término multiplicativo en s;. Este
acoplamiento mas fuerte con el parametro puede amplificar la sensibilidad del
sistema a las condiciones iniciales y a los pardmetros, favoreciendo la aparicion
de caos robusto incluso con un parametro a. El valor mas alto del exponente
mayor respecto a otros sistemas indica que la modificacién en la ecuacién de z
incrementa la tasa de divergencia de trayectorias cercanas, generando un atractor
mas “activo” o “explosivo” en términos de expansion local en el espacio de fases.

En sintesis, la figura confirma de manera cuantitativa el caracter cadtico del
sistema generalizado 2 en el régimen de parametros dado, y pone en evidencia el
papel clave de la forma modificada de la ecuacién de z en amplificar la complejidad
del comportamiento dinamico.

Para el siguiente conjunto de parametros mostrados en la figura 4.10 los expo-
nentes de lyapunov obtenenidos son:

{0.0730, 0.0006, —1.4734}
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La figura muestra la convergencia de los tres exponentes de Lyapunov (LCE) del
1

sistema (4.2) para los parametros a = 0.323012, b = 3.98740002, ¢ = 55.7, s; = =
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Yy $2 = 177~
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Figura 4.12: Convergencia de los exponentes de Lyapunov para a = 0.323012, b =
3.98740002, 55.7, s1 =1/10y so = 7.17(1/177) del sistema generalizado (4.2).

En la gréfica, la curva roja (LCE 1) representa el mayor exponente de Lyapunov.
Tras las oscilaciones iniciales, se estabiliza alrededor de 0.0730. La positividad
de este valor confirma la presencia de caos determinista en el sistema: pequenas
diferencias en condiciones iniciales se amplifican exponencialmente a largo plazo.
Comparado con otros regimenes de parametros, este exponente es positivo pero
mas pequeno que en algunos casos previos (como cuando a es mucho mayor), lo
que indica que la tasa de divergencia de trayectorias cercanas es mas moderada.
Aun asi, sigue siendo suficiente para caracterizar un atractor cadtico.

La curva azul (LCE 2) se estabiliza en un valor muy cercano a cero (aproximada-
mente 0.0006). Esto es tipico en sistemas tridimensionales con atractores cadticos,
donde el exponente cercano a cero describe la direccién neutra correspondiente
a la evoluciéon a lo largo del atractor: no hay expansiéon ni contraccién neta en
esa dimension del espacio de fases. Su presencia confirma la estructura de flujo
continuo en el atractor.
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Por su parte, la curva verde (LCE 3) desciende rdpidamente al principio y luego
se estabiliza cerca de —1.4734. Este exponente claramente negativo indica con-
traccion fuerte en una direccién del espacio de fases, caracteristica de sistemas
disipativos. En términos geométricos, la dinamica “aplana” el volumen de fases a
largo plazo en esa direccidn, concentrandolo en una variedad de dimension fractal
mas baja.

La forma de las curvas en la figura muestra convergencia clara hacia valores
asintoticos a lo largo del tiempo de integracion. Aunque hay oscilaciones tran-
sitorias, el esquema de calculo de exponente de Lyapunov logra estabilizar las
estimaciones para cada direccion caracteristica del espacio de fases.

Es tipico de un sistema cadtico tridimensional con un atractor extrano. El expo-
nente positivo confirma la sensibilidad a condiciones iniciales (caos), el cercano
a cero representa invarianza a lo largo del flujo, y el negativo la disipacién en
otra direccién. Ademds, la suma de los tres exponentes es negativa, lo que es
consistente con la naturaleza disipativa global del sistema.

Es relevante notar que el valor del parametro ¢ = 55.7 en este caso es mas bajo
que en el caso anterior, dénde ¢ = 69.7. Esto puede explicar en parte que el
exponente maximo de Lyapunov sea menor, indicando un régimen cadtico menos
agresivo o con un atractor de menor dimension fractal. En el contexto del sistema
(4.2), la inclusién del factor s; en la ecuacion de z sigue permitiendo la aparicién
de caos incluso con este ajuste en ¢, pero modifica cuantitativamente la intensidad
de la divergencia de trayectorias cercanas.

En sintesis, la grafica y los valores de los exponentes de Lyapunov confirman
que el sistema (4.2) en el régimen de pardmetros dado es cadtico, con expansion
en al menos una direccién, neutra en otra, y fuerte contraccién en la tercera,
formando un atractor extrano caracteristico de sistemas dindmicos no lineales
tridimensionales.
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4.4. Estudio de Bifurcaciones y Cambios de Com-

portamiento

Los diagramas de bifurcacion son herramientas fundamentales para visualizar
cémo cambia el comportamiento dindmico de un sistema al variar alguno de sus
parametros. Al representar los valores asintéticos de una variable de interés en
funcion de un parametro de control, estos diagramas permiten identificar tran-
siciones entre estados estables, orbitas periddicas, cuasiperidédicas y regimenes
cadticos. En el contexto del sistema (4.2) que se estudia aqui, se exploran estas
transiciones al modificar parametros especificos, particularmente el parametro c,
que influye de manera significativa en la geometria del atractor.

El sistema presenta una forma generalizada de la ecuacién para z que inclu-
ye términos dependientes de s; y so, introduciendo una riqueza adicional en la
dinamica al alterar la intensidad y la forma de las no linealidades. Para analizar
esta complejidad, se han generado diagramas de bifurcacién correspondientes a
dos conjuntos distintos de parametros, sobre todo viendo el impacto que tiene el
parametro s;. Este enfoque permite observar de manera comparativa cémo pe-
quenos cambios paramétricos pueden inducir comportamientos cualitativamente
diferentes en el sistema, revelando bifurcaciones que marcan las fronteras entre
orden y caos.

4.4.1. Diagrama de Bifurcacién

A continuacién se presentan los diagramas de bifurcacion obtenidos para cada
conjunto de parametros, con el obj sus etivo de ilustrar visualmente estas transi-
ciones y caracteristicas dinamicas.

Ambos diagramas de bifurcacién muestran la evolucién de la dindmica del sistema
al variar el parametro sq, el cual participa directamente en el término no lineal de
la tercera ecuacion. La diferencia entre las dos graficas radica en los valores fijos de
los parametros a, b, ¢ y s, lo que permite comparar como distintas configuraciones
del sistema afectan el desarrollo de bifurcaciones y la transicién al caos.

En el primer diagrama 4.13, correspondiente a un conjunto especifico de parame-
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tros, se observa que para valores suficientemente negativos de s, aproximada-
mente s; 5 —0.25, el sistema presenta un comportamiento periédico simple. Las
iteraciones de la secciéon de Poincaré se agrupan en un solo valor, lo que indi-
ca la existencia de un ciclo limite de periodo uno. A medida que se incrementa
el parametro s;, comienza una bifurcacién de periodo doble, manifestada por la
aparicion de dos ramas simétricas en el diagrama. Esta transicion marca el inicio
de una cascada de duplicaciones de periodo, conforme se aproxima a s; =~ 0.03. A
partir de este punto, el sistema entra en un régimen cadtico, donde las iteraciones
se dispersan formando una nube densa de puntos. También se observan ventanas
de periodicidad intercaladas dentro de la region cadtica, una caracteristica tipi-
ca en atractores de tipo Rossler, que revela la coexistencia de comportamiento
periédico y cadtico en distintos subintervalos del parametro. Este patron indica
que conforme s; incrementa su valor, el acoplamiento z — sy modifica de forma
progresiva la estructura del atractor, conduciendo eventualmente a una dindmica
cadtica de alta amplitud.
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Figura 4.13: Diagrama de bifuracién del sistema (4.2) con pardmetros a = 0.3012,
b = 3.98740002, ¢ = 69.7 y so = 7.17(1/177) y variando s;.

En el segundo diagrama 4.14, generado con otro conjunto distinto de valores
para los parametros fijos, el comportamiento cualitativo del sistema es similar,
pero con rasgos adicionales que lo distinguen del caso anterior. Para valores de
s1 & —0.33, la dindmica es de periodo uno, como en el caso anterior. Sin em-
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4.4 Estudio de Bifurcaciones y Cambios de Comportamiento

bargo, conforme s; se aproxima a —0.31, aparece una regiéon de dispersion de
puntos que sugiere la existencia de una crisis interior: un atractor cadtico de baja
dimension emerge dentro del régimen peridédico. Esta transicién anticipada hacia
una dindmica compleja ocurre antes de que se inicie la bifurcacion de periodo
doble convencional. Posteriormente, entre s; ~ 0.29 y s; ~ 0.02, el sistema entra
en una fase de re-estabilizacién. La variable x permanece acotada a un rango
muy estrecho, lo que refleja un comportamiento casi estacionario, con oscilacio-
nes de muy baja amplitud. Este fendmeno no aparece en el primer conjunto de
pardmetros y es consecuencia directa de cémo el término sy influye en la re-
troalimentacién del sistema. A medida que s; se acerca a cero, el sistema pierde
nuevamente estabilidad y se desencadena una nueva secuencia de bifurcaciones
de periodo que culminan en un régimen cadtico mas amplio y estructurado que el
del primer caso. En esta tltima fase, se observan miltiples ventanas periddicas de
orden superior, regiones con senales de intermitencia y zonas cadticas de mayor
extension, indicando una dindmica maés rica y sensible a las condiciones iniciales.
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Figura 4.14: Diagrama de bifuracién del sistema (4.2) con pardmetros a = 0.323012,
b = 3.98740002, ¢ = 55.7 y s9 = 7.17(1/177) y variando s;.

En conjunto, ambos diagramas muestran cémo la forma funcional del sistema
se mantiene constante, pero pequenas variaciones en los pardmetros pueden mo-
dificar profundamente la ruta bifurcacional. En particular, el parametro s, al
interactuar con la variable ¥, se comporta como un modulador clave del grado de
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4. GENERALIZACION DEL SISTEMA DE ROSSLER

no linealidad del sistema. Su influencia es tal que determina no solo el punto de
inicio de las transiciones dinamicas, sino también la amplitud y complejidad del
atractor resultante.

4.4.2. Seccion de Poincaré

En las secciones de Poincaré correspondientes a los dos atractores estudiados
anteriormente se tienen comportamientos evidentemente distintos entre si, a di-
ferencia de las secciones de Poincaré analizadas en la seccién 4.2.3 dénde solo
diferia la cantidad de trayectorias que incidian sobre la misma.

La figura 4.15 presenta una seccién de Poincaré del sistema (4.2), calculada para
los pardametros a = 0.3012, b = 3.98740002, ¢ = 69.7, s; = le y Sg = 71'7177.La
ecuacion de z incorpora un acoplamiento adicional con s; en forma multiplicativa,
lo que altera la estructura no lineal del sistema y su dindamica en el espacio de

fases como se comprueba en la figura 4.9.
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Figura 4.15: Seccién de Poincaré para a = 0.3012, b = 3.98740002, 69.7, s; = 1/11.12
y 82 = 7.17(1/177) del sistema generalizado (4.2).

La grafica muestra un conjunto de puntos en el plano (z,z) correspondientes a
las intersecciones de las trayectorias del sistema con una superficie de seccion
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4.4 Estudio de Bifurcaciones y Cambios de Comportamiento

definida en el espacio de fases tridimensional. La dispersién y la organizacion de
los puntos en la figura reflejan la estructura del atractor subyacente y permiten
caracterizar la naturaleza de la dinamica.

En esta seccion de Poincaré se observa una distribucién densa de puntos que
se curva y se abre en forma de abanico hacia valores altos de z. Los puntos no
se agrupan en lineas o ciclos cerrados bien definidos, sino que forman multiples
bandas entrelazadas y estructuradas que llenan la regién del plano con aparente
complejidad fractal. Esta disposicion indica la presencia de un atractor extrano:
la dinamica no converge a un ciclo limite sencillo ni a un conjunto periédico de
intersecciones, sino que explora de forma densa una variedad de mayor dimension
en la seccion.

Ademas, la figura revela que las trayectorias atraviesan la secciéon formando varias
ramas o filamentos paralelos pero separados, especialmente hacia valores altos
de x y z. Este trenzado y la multiplicidad de capas reflejan la sensibilidad a
condiciones iniciales caracteristica del caos: trayectorias cercanas en el espacio de
fases se separan de manera exponencial y producen intersecciones dispares en la
seccion de Poincaré. La estructura multilaminada sugiere plegados y estiramientos
del atractor en el espacio de fases global, mecanismos clasicos de la generacién de
caos en sistemas dindmicos tridimensionales.

El hecho de que la figura presente regiones con mayor densidad de puntos también
es relevante. Estas zonas més pobladas indican regiones del atractor donde el flujo
pasa mas tiempo, un efecto relacionado con la geometria del campo de velocidades
y la atraccién hacia regiones de menor divergencia local. En contraste, las regiones
mas vacias corresponden a trayectorias que pasan rapidamente a través de la
seccion, o a exclusiones dindmicas impuestas por la topologia del atractor.

En conjunto, esta secciéon de Poincaré para el sistema generalizado 2 confirma
de manera visual el caracter cadtico del sistema en el régimen de parametros
considerado. La distribucion amplia y compleja de intersecciones, la multiplicidad
de bandas y el aspecto fractal del conjunto de puntos son consistentes con un
atractor extrano tridimensional. La inclusién del término modificado con s; en la
ecuacion de z introduce no linealidades adicionales que enriquecen la dindmica y
contribuyen a la generacién de estructuras complejas en la seccién. Asi, la figura
es evidencia de un régimen caotico robusto y sirve como herramienta clave para
entender la organizacién geométrica del atractor en el espacio de fases.
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Ahora, la figura 4.16 muestra la secciéon de Poincaré del mismo sistema, evaluado

con los parametros a = 0.323012, b = 3.98740002, ¢ = 55.7, 51 = % V Sg = 71—7177
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Figura 4.16: Seccién de Poincaré para a = 0.323012, b = 3.98740002, 55.7, s; = 1/10
y 82 = 7.17(1/177) del sistema generalizado (4.2).

En la gréafica se observa el conjunto de puntos correspondientes a las interseccio-
nes de la trayectoria con una superficie de seccién en el espacio tridimensional.
Estos puntos, proyectados en el plano (z,z), permiten analizar la organizacion
geométrica de las orbitas del sistema y su naturaleza periddica o cadtica.

Lo primero que destaca en la imagen es la forma suavemente curvada y bastante
bien definida de la nube de puntos, que se extiende desde valores relativamente
altos de = y 2z hacia una regiéon més concentrada en la parte inferior derecha del
grafico. A diferencia de secciones de Poincaré cadticas densamente llenas o de
apariencia fractal, aqui se aprecia una organizacién notablemente ordenada: los
puntos se agrupan en una o dos bandas principales y siguen una curva continua
bien diferenciada, con escasa dispersién transversal.

Esta organizacién sugiere un régimen dindmico menos caético y mas préximo a
la periodicidad o la cuasiperiodicidad. En un atractor cadtico tipico, la seccion
de Poincaré mostraria multiples filamentos entrelazados y una densa poblacion
de puntos llenando el plano, reflejo de la divergencia exponencial de trayectorias
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vecinas. En contraste, la figura actual carece de esos indicios claros de plegado
y estiramiento extremo del flujo. El hecho de que los puntos formen una curva
bien delimitada indica que la dindmica global del sistema explora una region de
dimension més baja en el espacio de fases.

Otro aspecto importante es la forma de la curva, que se abre suavemente en la
parte superior izquierda y se curva hacia abajo en la derecha. Esta geometria
sugiere la presencia de ciclos limite estables o toros invariantes donde la dinamica
se encuentra confinada. La dispersiéon muy reducida en ciertas dreas, especialmen-
te hacia valores altos de z, refuerza la idea de que el sistema sigue trayectorias
coherentes y repetitivas en esas regiones.

Aunque existe una pequena dispersion de puntos aislados en zonas bajas de z, esta
dispersién es poco densa y no forma estructuras ramificadas o filamentos cadticos.
Es posible que represente intersecciones transitorias o efectos de perturbaciones
numéricas, pero no altera la interpretacion global de un régimen dindmico mas
regular.

En conjunto, la seccion de Poincaré obtenida para estos parametros indica que el
sistema (4.2) se encuentra en un régimen de oscilacién regular o moderadamen-
te cuasiperiodico. La modificacién del pardmetro ¢ a 55.7 y los valores elegidos
para s, y sg parecen desplazar el sistema hacia un atractor de menor dimension,
en contraste con pardmetros que favorecen el caos. Asi, esta figura es evidencia
geométrica de un comportamiento mas predecible y estructurado en el espacio de
fases, 1util para comprender como los pardametros controlan la transicion entre el
caos y la regularidad en este sistema dinamico.

4.5. Comportamiento Cadtico y Transiciones de

Fase en el Sistema Generalizado

La dindmica del sistema generalizado de Rossler, en particular aquellos que in-
corporan términos no lineales como sy(z —¢)(z — s1y), exhibe una notable riqueza
estructural en sus trayectorias y en la evolucion de sus atractores. En este con-
texto, el analisis del comportamiento cadtico y las transiciones de fase adquiere
un papel importante para caracterizar las distintas regiones del espacio para el
conjunto de parametros donde el sistema presenta cambios en su comportamiento.
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A lo largo del estudio de los diagramas de bifurcacién, se ha evidenciado que la
variacién del parametro s;, manteniendo fijos los valores de a, b, ¢ y so, produce
una secuencia ordenada de transiciones que incluyen desde orbitas periddicas
de baja complejidad hasta dinamicas cadticas. Estas transiciones no ocurren de
manera aleatoria, sino que obedecen a mecanismos bifurcacionales bien conocidos
en la teoria de sistemas dindamicos, como lo son las bifurcaciones de periodo-doble,
las crisis internas del atractor y la aparicién de ventanas periédicas dentro de
zonas cadticas.

En particular, se observa que, para ciertos valores de sq, el sistema entra en una
fase de regularidad, donde las trayectorias se estabilizan en érbitas periddicas
o cuasiperiddicas. Sin embargo, pequenos cambios en s; pueden desencadenar
una ruptura subita de esta estabilidad, conduciendo a la formacién de atractores
cadticos con geometria fractal. Este fenédmeno se conoce como una transicion de
fase dinamica y puede interpretarse como el paso de una fase ordenada a una fase
cadtica, analoga al concepto de transicion de fase en fisica estadistica, donde el
sistema atraviesa un umbral critico que modifica su estado global.

El analisis de los exponentes de Lyapunov ha confirmado este comportamiento:
la presencia de un exponente positivo es indicativa de sensibilidad a condiciones
iniciales y, por ende, de caos determinista. En contraste, en regiones donde todos
los exponentes son negativos o uno de ellos se aproxima a cero mientras los demas
permanecen negativos, la dindmica es no caotica y tiende hacia atractores mas
simples.

Desde una perspectiva geométrica, las secciones de Poincaré han permitido visua-
lizar con claridad estas transiciones. En las regiones periddicas, las secciones se
reducen a un numero finito de puntos o curvas cerradas bien definidas. En cam-
bio, cuando el sistema se encuentra en un régimen caotico, la seccién se puebla
de puntos dispersos que forman estructuras irregulares, altamente sensibles a las
condiciones iniciales y con una organizacién que sugiere plegado y estiramiento
continuo del flujo en el espacio de fases.

Estas observaciones son consistentes con la existencia de un umbral critico en el
parametro s;, a partir del cual se desencadena una cascada de duplicaciones de
periodo que desemboca en caos. Adicionalmente, la aparicion de crisis internas,
intermitencia y ventanas periédicas revela que las transiciones no son necesaria-
mente monotonas, sino que el sistema puede alternar entre fases ordenadas y
caoticas conforme se explora el espacio paramétrico.
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En conjunto, el comportamiento cadtico del sistema generalizado y sus transicio-
nes de fase constituyen evidencia clara de su capacidad para modelar fenémenos
donde coexisten orden y caos, estabilidad e inestabilidad, y donde pequenas per-
turbaciones pueden inducir cambios profundos en la dindmica. Esta sensibilidad
y complejidad lo hacen un candidato natural para estudiar sistemas reales en fisi-
ca, biologia o ingenieria, donde este tipo de comportamiento es frecuentemente
observado.
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Capitulo 5

Modelacion del Sistema de Rossler

modificado

El estudio de sistemas dindmicos caodticos ha desempenado un papel fundamen-
tal en la comprension de fenémenos complejos en ciencias naturales y aplicadas.
Entre estos sistemas, el modelo propuesto por Otto Rossler ha destacado por
su simplicidad estructural y, al mismo tiempo, por su rica dinamica, incluyendo
comportamientos cadticos. No obstante, con el propodsito de capturar con ma-
yor fidelidad ciertos fenémenos observables o extender su aplicabilidad, se han
propuesto diversas modificaciones al sistema original.

Estas modificaciones conservan la estructura basica del sistema de Rossler pero
incorporan nuevas relaciones no lineales que introducen parametros adicionales.
Dichas extensiones permiten explorar un espacio de parametros mas amplio, lo
que facilita la aparicion de nuevos atractores, rutas de transicién hacia el caos y
bifurcaciones mas diversas. La modelacion precisa de estas variantes es esencial
no solo para su andlisis tedrico, sino también para su implementacién practi-
ca mediante herramientas como la simulacién computacional o la computacion
analogica.

En este capitulo se aborda la modelacion detallada de un sistema modificado
derivado del modelo de Rossler. Este analisis es fundamental para comprender
su comportamiento dindmico, asi como para su implementacién fisica a través de
plataformas de computacién analdgica. De manera especifica, se hace uso de un
dispositivo moderno que permite representar sistemas de ecuaciones diferenciales
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en tiempo real mediante circuitos analdgicos, lo que ofrece una alternativa tangible
a las simulaciones digitales y permite validar experimentalmente las predicciones
del modelo matematico.

5.1. Computacion Analégica

La computaciéon analégica es una forma de procesamiento de informacion en la
que los datos se representan mediante cantidades fisicas continuas. A diferencia
de la computacién digital, que codifica la informacion mediante valores discre-
tos (generalmente binarios), la computacién analdgica emplea sefiales eléctricas,
mecanicas, hidraulicas u opticas que varian de manera continua para modelar
directamente los fenémenos del mundo real [31].

La computacién analdgica es uno de los tres paradigmas computacionales: anal6gi-
ca, digital y cuantica. Cada uno de estos paradigmas tiene sus propias fortalezas
y debilidades, y difieren tanto en su desarrollo como en su prevalencia. La compu-
tacion digital es omnipresente hoy en dia, mientras que la computacion cuantica
estd en sus primeras etapas. La computacién analdgica es una tecnologia proba-
da y comprobada, aunque ha pasado de moda y hoy en dia es en gran medida
desconocida.

Durante la Segunda Guerra Mundial, la necesidad de resolver rapidamente ecua-
ciones diferenciales llevé al desarrollo de computadoras analégicas electromecani-
cas y electrénicas més avanzadas[32]. Entre ellas destaca el Differential Analyzer,
desarrollado por Vannevar Bush en el MIT en la década de 1930, el cual re-
solvia ecuaciones mediante integradores mecanicos [33]. Posteriormente, surgieron
computadoras analdgicas electronicas, que sustituian componentes mecanicos por
amplificadores operacionales y elementos eléctricos, lo que mejoré su velocidad y
precision.

En los anos 1950 y 1960, la computacién analégica vivié su auge. Instituciones
de investigacion y desarrollo militar, como la NASA y laboratorios de defensa,
emplearon computadoras analégicas para simular trayectorias balisticas, modelos
de vuelo y sistemas de control [34]. Incluso en el diseno de aeronaves y cohetes,
estos dispositivos fueron esenciales antes de que existieran computadores digitales
lo suficientemente potentes.
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No obstante, a partir de la década de 1970, la computacién digital se impuso
debido a la miniaturizacion de componentes, el desarrollo de microprocesadores
y la facilidad de reprogramacion, lo que llevé a una disminucion significativa del
uso de computadoras analdgicas.

En términos generales, la computacién analdgica consiste en modelar sistemas
dindmicos [35], es decir, sistemas que cambian con el tiempo de acuerdo con
relaciones conocidas. Ejemplos de ello incluyen las economias de mercado, la
propagacién y control de enfermedades, la dinamica poblacional, la absorcion
de nutrientes, las reacciones nucleares en cadena y los sistemas mecanicos. Los
modelos de sistemas dindmicos son utiles de manera similar a como lo son los mo-
delos arquitectonicos en el diseno de edificios o los mufiecos de pruebas de choque
en la ingenieria de seguridad automotriz. Estos modelos ofrecen perspectivas so-
bre fenomenos que serian demasiado dificiles, laboriosos, costosos o peligrosos de
estudiar directamente.

La computacién analdgica puede tener diversos propositos. Puede ayudar a com-
prender lo que es (modelos de), o puede ayudar a lograr lo que deberfa ser (mo-
delos para). Puede usarse para explicar en contextos educativos, para imitar en
videojuegos, para predecir en las ciencias naturales y para controlar en ingenieria,
o puede simplemente practicarse por el puro gusto de hacerlo. La computacion
analdgica también es una excelente forma de aprender calculo, ciencia e ingenieria.

Las computadoras analdgicas son modulares, y la programaciéon en una compu-
tadora analdgica consiste en traducir el comportamiento de un sistema dado en
conexiones entre los elementos de computo: los moédulos que constituyen una
computadora analdgica [36]. Como pasos intermedios, este proceso requiere des-
cribir el comportamiento temporal en forma de ecuaciones diferenciales y, poste-
riormente, convertir estas ecuaciones en diagramas de conexién. Mientras que las
soluciones de ecuaciones algebraicas son valores unicos, las soluciones de ecua-
ciones diferenciales son funciones, es decir, relaciones que pueden representarse
mediante graficos. Por consiguiente, las computadoras analdgicas producen salidas
en forma de graficos (tipicamente bidimensionales). Todas las ecuaciones diferen-
ciales pueden modelarse usando solo unos pocos tipos de elementos de computo:
inversores, sumadores, multiplicadores y, de manera crucial, integradores .

Una de las raices principales de la computacién analdgica se encuentra en la
invencion del integrador mecéanico de disco-esfera-y-cilindro. De forma comparable
a como los engranajes entrelazados de distintos tamanos multiplican velocidades
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de rotacion y pueden considerarse como una forma de realizar multiplicaciones
matematicas, el integrador de disco-esfera-y-cilindro puede entenderse como una
forma de realizar integraciones matematicas, al calcular el area bajo una curva
en el espacio x/y

ey

Figura 5.1: Representacion del integrador mecanico de disco-esfera-cilindro.

El integrador de disco-esfera-y-cilindro, ilustrado en la figura 5.1, consiste en un
disco, una esfera (o globo) y un cilindro, todos montados para girar. El disco, la
esfera y el cilindro estan dispuestos de modo que la superficie circular del disco
toca la esfera y la esfera, a su vez, toca la superficie curva del cilindro, de tal
manera que al girar cualquiera de los tres, normalmente se produce el movimiento
de los otros dos.

Ademas de su capacidad de rotacion, la esfera puede moverse linealmente hacia
adelante y hacia atras a lo largo de su eje de rotacion, que es paralelo al diametro
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del disco, sin perder nunca el contacto con el disco ni con el cilindro. Con el disco
girando a una velocidad constante a para marcar el paso del tiempo, la rotacion
de entrada b sigue una curva que cambia a lo largo del eje temporal horizontal,
desplazando la esfera a través del didmetro del disco. La rotacién de salida ¢ del
cilindro representa entonces la integral del area bajo la curva b.

Al retroalimentar la rotacion de salida del cilindro ¢ para accionar la rotacién de
entrada b, el integrador puede usarse, en principio, para resolver ecuaciones dife-
renciales de primer orden y trazar graficamente sus soluciones. Dos integradores
en serie, donde la salida del segundo se retroalimenta a la entrada del primero,
permiten resolver ecuaciones diferenciales de segundo orden, y asi sucesivamente.

Este principio de funcionamiento de las computadoras analdgicas mecénicas pue-
de implementarse de manera mas eficiente utilizando electrénica analégica, es-
pecificamente mediante el uso de amplificadores operacionales configurados para
integrar sus entradas eléctricas en el tiempo mediante la carga y descarga de
capacitores.

Entre las ventajas mas destacadas de la computacién analdgica se encuentran:

= Procesamiento en tiempo real: La computacién analdgica permite resol-
ver ecuaciones diferenciales sin discretizaciéon, lo que habilita la simulacién
directa y continua de sistemas dinamicos.

= Representacion continua: Es especialmente adecuada para modelar fenéme-
nos del mundo real que cambian de forma continua en el tiempo, como
sistemas bioldgicos, fisicos o econémicos.

= Alta eficiencia energética: En muchas aplicaciones especificas, las compu-
tadoras analdgicas consumen significativamente menos energia que sus con-
trapartes digitales.

» Visualizacién directa: Los resultados pueden visualizarse como funcio-
nes continuas (gréficas), lo que permite una interpretacién inmediata del
comportamiento del sistema.

» Simplicidad de hardware en ciertos casos: Para modelos especificos,
el hardware analdgico puede ser més simple que una implementacion digital
equivalente.
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Sin embargo, también presenta desventajas como:

= Precision limitada: Las senales analdgicas son susceptibles al ruido, las
variaciones térmicas y las tolerancias en los componentes, lo que reduce su
precision frente a la computacion digital.

= Baja flexibilidad: Cambiar el modelo computado implica redisenar fisica-
mente el circuito (reconfigurar conexiones), lo cual no es tan practico como
reprogramar un software digital.

» Escalabilidad reducida: Ampliar un sistema analégico a un niimero gran-
de de variables o ecuaciones puede volverse complejo y costoso.

» Dificultad de integracién con sistemas digitales modernos: Su im-
plementacién actual requiere adaptadores o interfaces especificas para co-
nectarse con sistemas digitales predominantes.

= Obsolescencia tecnolégica: La produccién comercial de computadoras
analdgicas es limitada, y muchos componentes especializados ya no se fa-
brican a gran escala.

A pesar de estas limitaciones, ha resurgido recientemente un interés en la compu-
tacion analdgica debido a su potencial en aplicaciones como la inteligencia arti-
ficial neuromérfica, el control robdtico autéonomo y, de manera particular, en la
representacion fisica de sistemas no lineales donde las soluciones en tiempo real
ofrecen ventajas cruciales.

Histéricamente, la computacion analdgica tuvo un impacto profundo en la ciencia
y la tecnologia. Permitio, por ejemplo, simular con alta fidelidad sistemas eléctri-
cos, mecanicos y biolégicos antes de la aparicion de las herramientas computacio-
nales actuales. Incluso en el ambito educativo, estas computadoras han servido
para ilustrar conceptos de dinamica, control, y sistemas no lineales de forma
tangible y directal[37].

En el contexto contemporaneo, dispositivos como The Analog Thing (THAT)
representan una nueva generacién de computadoras analégicas que, aprovechando
componentes modernos y un diseno pedagogico, permiten revivir el potencial de
esta tecnologia en el aula y el laboratorio. En particular, su uso para simular
sistemas dindmicos caéticos ofrece una plataforma valiosa tanto para la ensenanza
como para la experimentacién empirica de fenémenos no lineales.
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5.1.1. Computadora The Analog Thing (THAT)

En anos recientes, el resurgimiento del interés por la computacion analdgica ha
dado lugar a dispositivos innovadores disenados para fines educativos, de investi-
gacion y experimentacién. Entre ellos, destaca The Analog Thing (THAT) [38],
una computadora analégica moderna que combina la potencia conceptual de los
sistemas analdgicos clasicos con la accesibilidad y portabilidad necesarias en en-
tornos contemporaneos.

THAT permite construir y analizar modelos de sistemas dindamicos mediante co-
nexiones fisicas entre médulos computacionales basicos, lo que proporciona una
experiencia tangible e intuitiva del comportamiento de ecuaciones diferenciales.
Su disenio modular y su enfoque practico la convierten en una herramienta valiosa
para comprender la dinamica no lineal, la teoria del caos y el modelado continuo,
areas donde la intuicién fisica y la visualizaciéon directa desempenan un papel
crucial.

THAT es una computadora analégica electrénica disenada para uso de escritorio,
cuyo propdsito es resolver (conjuntos de) ecuaciones diferenciales. A diferencia
de sus contrapartes digitales de programa almacenado, su interfaz de usuario
es notablemente distinta, ya que en lugar de teclado, ratéon y monitor, cuenta
con un panel de conexiones (patch panel). Este panel estd dividido en grupos de
elementos de computo analégico, como integradores, sumadores y multiplicadores.
Estos elementos estén listados y explicados en la Secciéon 7. Cada uno tiene una o
mas entradas y una salida, accesibles mediante conectores tipo jack en el tablero
de conexiones. La programacién en THAT se realiza conectando estos elementos
a través de cables de conexién: cables de un solo hilo con conectores tipo banana
en ambos extremos.
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Figura 5.2: Computadora analdgica THAT. Se muestra cémo se distribuyen los médu-
los y se compone la propia computadora.

La salida de cada elemento puede alimentarse a una o mas entradas de otros
elementos. Sin embargo, cada entrada solo puede recibir una tinica senal, como la
salida de otro elemento. Para resolver ecuaciones diferenciales, las cadenas de ele-
mentos conectados deben contener al menos un lazo de retroalimentacion cerrado.
La retroalimentacion alrededor de un integrador permite resolver ecuaciones di-
ferenciales de primer orden; con dos integradores en retroalimentacién, se pueden
resolver ecuaciones de segundo orden, y asi sucesivamente.

THAT representa cantidades mediante voltajes que varian con el tiempo dentro
de un rango con limites fijos. Este rango, llamado unidad de maquina, se concep-
tualiza como de —1 a +1. No obstante, el rango real de voltaje que utiliza THAT
es de -10 V a +10 V. Traducir los patrones de cambio de sistemas dindmicos a
ecuaciones diferenciales y luego a conexiones fisicas en una computadora anal6gi-
ca implica cominmente aplicar escalamiento de la velocidad y de las cantidades.

El escalamiento de la velocidad permite comprimir o expandir la variable inde-
pendiente (el tiempo), tipicamente en varios érdenes de magnitud, para que la
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5. MODELACION DEL SISTEMA DE ROSSLER MODIFICADO

duracion de la simulacién se ajuste a un intervalo conveniente de observacion y
medicion. De este modo, la descomposicion rapida de un compuesto volatil puede
simularse a una velocidad mas lenta, permitiendo su observacién y manipulacion;
mientras que fenomenos como la dinamica poblacional a lo largo de décadas o
siglos pueden simularse en un abrir y cerrar de ojos.

El escalamiento de cantidades consiste en multiplicar uniformemente todos los
valores involucrados en una simulacién, de forma que el valor més alto se ajuste
adecuadamente al intervalo de la unidad de maquina. Por ejemplo, un modelo del
tamano de la poblacién humana mundial, que representa millones de individuos,
no requiere millones de voltios, sino que se escala para ajustarse al rango de —1 a
+1 (es decir, =10 V. a +10 V).

THAT entrega las soluciones de las ecuaciones diferenciales en forma de voltajes
que varian con el tiempo. Estos pueden capturarse mediante una computadora
digital conectada para procesamiento posterior, o bien observarse visual y direc-
tamente mediante un osciloscopio u otro sistema de visualizacion similar. Al igual
que las computadoras digitales de placa tinica pueden operar ”sin cabeza” (es de-
cir, sin monitor), THAT puede funcionar sin un sistema visual. Sin embargo,
especialmente en las primeras etapas de uso, se recomienda utilizar una visuali-
zacion en tiempo real. La Seccion 6 muestra diversas opciones de visualizacion.

Una vez que THAT estd conectada a una fuente de alimentacién y a un sistema
de visualizacién, estd lista para conectarse o ”parchearse”. Este proceso suele co-
menzar con la comprension de las relaciones cuantitativas presentes en un sistema
dinamico, expresadas mediante una o mas ecuaciones diferenciales. Esta informa-
cion guia el desarrollo de un diagrama de conexién (patching diagram) que luego
se implementa fisicamente en el panel de conexiones de THAT.

Las cantidades ingresan al sistema mediante potenciémetros de coeficientes. Estos
se configuran al inicio del proceso de parcheo, conectando la entrada de cada
potenciometro a +1, ajustando el selector de modo a COEFF, seleccionando el
potenciometro con el botén selector, monitoreando su salida en el medidor del
panel, y girando la perilla del potenciometro hasta que se obtenga el valor deseado.

Establecer THAT en los modos OP, REP o REPF inicia la simulacién para re-
solver la(s) incognita(s) de las ecuaciones diferenciales y entregar las soluciones
como voltajes que varian con el tiempo, correspondientes al cambio temporal del
sistema dinamico modelado. La forma més directa de leer estas soluciones y mani-
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pularlas interactivamente es visualizarlas en tiempo real mediante un osciloscopio
o una configuracién similar.

5.2. Implementacién del Circuito en THAT

Antes de comenzar a conectar cualquier cable en la computadora analégica THAT
se necesita trabajar el sistema de ecuaciones diferenciales que se quiere manipular
en dicha computadora. Asi, el sistema Rossler modificado que se ha estudiado en
este trabajo también debe normalizarse o escalarse para poder ser correctamente
evaluado en la computadora analdgica, ya que la magia de la misma es transformas
ese lenguaje abstracto en soluciones en funcién de voltaje que varia en el tiempo.
Los sistemas de ecuaciones (4.1) y (4.2) ya analizado en el capitulo anterior toman
la siguiente forma una vez ya normalizados:

i = —0.8y — 2.3z,
y = 1.25x + a™y, (5.1)

5= b+ 30— )z — s,

i = —0.8y — 2.3z,
gy = 1.25x + a*y, (5.2)
2=0"+s3(x — ") (z — sjy),

donde a* = 0.3012,b* = 0.3987,c* = 0.697,s7 = 0.0899, s5 = 0.15. Con estos
nuevos parametros y la normalizacion de las ecuaciones ya es posible simularlo
con la ayuda de la computadora analdgica. Para este proceso es importante tener
una guia del cableado para que las conexiones entre las ecuaciones sean mas
entendibles y, sobre todo, para entender la logica que hay detras de las ecuaciones
diferenciales con la computacién analdgica. Es importante hacer notar que cada
una de las computadoras THAT cuenta con un pequena cantidad de integradores
y coeficientes, por lo tanto, se requieren dos computadora THAT para cablear de
manera correcta los dos sistemas normalizados. En la segunda THAT se tienen
los coeficientes 8 y 9, con sus salidas hacia la primera THAT para terminar las
operaciones.
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5. MODELACION DEL SISTEMA DE ROSSLER MODIFICADO

A continuacién, en la figura 5.3 se muestra el diagrama del circuito para la cone-
xi6n del sistema (5.1) en THAT. La figura 5.2 ayuda a entender los simbolos que
aparecen en el diagrama.

(D
oSlpey
O— o

s

Figura 5.3: Diagrama del circuito para el sistema (5.1).

Sum

Sum

—O— 1

En el diagrama se observan pequenos circulos que no se muestran en la figura
5.2 como parte de la simbologia, pero, esos circulos son la representacion de los
coeficientes del sistema. Sin embargo, el coeficiente 1 no correspoonde a ninguno
de los valores en los pardmetros en el sistema (5.1) debido a que se trata de la
condicién inicial con la que se alimenta el sistema y que también podemos variar
con el potenciémetro correspondiente de ese coefeciente (los demds pardmetros
también se pueden variar con sus potenciémetros). Algo muy similar sucede con
las unidades de la méquina, que en el diagrama se muestran con +1 o —1 (segin
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5.2 Implementacién del Circuito en THAT

sea el caso) y otorgan el signo que se requiere a los coeficientes necesarios.

El cableado se muestra en la figura 5.4. Cada color en los cables ayuda a identificar
la dindmica de cada integrador o las operaciones que se estan realizando. Asi, el
color rojo corresponde a la integracion de la ecuacion z, los coeficientes que lo
alimentan y la salida del mismo integrador. El color azul, es el integrador de la
ecuacion y con sus operaciones que entran y salen. El color verde, con el integrador
de la ecuacion z. Por ultimo, el color amarillo son todas las operaciones cruzadas
(como las multiplicaciones, sumas o restas) y los coeficientes que nacen solos
(antes de entrar a algin integrador u operacién). Los dos cables negros son la
comunicacion entre THAT y el osciloscopio, es decir, son la salida general del
sistema.

e

VP
AL
*\3

e o O
%o s %o Yo s %

THE ANR

Figura 5.4: Cableado en THAT. Asi se verian las conexiones del diagrama 5.3.

Para el sistema (5.2) su diagrama correspondiente se muestra en la figura 5.5.
Como la diferencia entre los sistemas solo es el término no lineal que se agrega en
la ecuacién de z solo se agrega un pequeno puente desde la salida del integrador
de la ecuacion y (para conservar el signo menos) y el coeficiente 9 relacionado con
el parametro s;.
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Sum

Figura 5.5: Diagrama del circuito para el sistema (5.2).

El cableado del diagrama anterior se muestra en la figura 5.6, donde podemos
notar ese puento entre el integrador de la ecuacién y y el pardmetro s;.
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Figura 5.6: Cableado en THAT. Asi se verfan las conexiones del diagrama 5.5.

5.3. Comparacion entre el Sistema, el Circuito

en THAT y su implementacién

La visualizacion de los sistemas (5.1) y (5.2) mediante los diagramas y cablea-
dos mostrados en la subseccion anterior sera apoyada por el osciloscopio Hameg
HM1507-2 [39] que cuenta con un ancho de banda de 150M Hz y una tasa de
muestreo de 200M S/s, lo que le permite capturar senales de alta frecuencia con
una resolucién de hasta 2048 puntos por barrido. Dispone de dos canales para
medir senales y una sensibilidad vertical que varfa desde 1 mV /div hasta 50 V/-
div. Su conversién A/D es de 8 bits, lo que garantiza una buena precisién en la
visualizacién de senales. La pantalla CRT de 810cm ofrece una resolucién clara,
y su interfaz RS-232 permite control remoto y documentacién en PC. Ademas,
tiene un calibrador interno que facilita la calibracion de las sondas y una memoria
de referencia para la comparacion de senales.

De esta forma, podemos comparar las simulaciones realizadas en la computadora
digital y la senial que nos muestra el osciloscopio procedente de la computadora
analégica THAT.
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X Shdau~ X

Figura 5.7: Proyecciones en el plano zy. En (a) tenemos la proyeccion de la simulacién
y en (b) la proyeccién dada por la computadora analdgica para el (5.1).

De la figura 5.7 podemos apreciar algunas diferencias pero el comportamiento
es el mismo. La diferencia en la rotacién se debe a la forma en que el oscilosco-
pio procesa la senal, asi mismo, por el tiempo de operacién en la computadora
analogica podemos apreciar la diferencia en el numero de las trayectorias.

Algo muy similar sucede en la comparacién del sistema con la adiciéon de la
funcién y. Los comportamientos se siguen manteniendo aunque de manera casi
incompleta. En la figura 5.8 se notan mas las diferencias, en principio, por el
tiempo de operacion como ocurrié anteriormente, pero también es debido a la
naturaleza del sistema que es mucho mas inestable que el caso del primer sistema
con los paraetros iniciales. En el osciloscopio se muestra estas rupturas de manera
rapida que es dificil capturar el momento exacto donde el atractor mpas parecido
al atractor.

También se debe mencionar que en la computadora analégica THAT los poten-
cidmetros de los coeficientes se pueden manipular al tiempo que opera la compu-
tadora y, con esto, modificar en tiempo real el atractor del sistema de ecuaciones.
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P LIty RSOV~

(a)

Figura 5.8: Proyecciones en el plano zy. En (a) tenemos la proyeccion de la simulacién
y en (b) la proyeccién dada por la computadora analdgica para el sistema (5.2).

5.4. Efectos de los Parametros del Sistema en

las Bifurcaciones

Es sabido que los parametros en este tipo de sistemas influyen directamente en el
comportamiento del atractor que se forma. En particular, al introducir el parame-
tro s; vuelve al sistema sensible a sus cambios, de forma muy similar a como
se comporta el sistema original con el parametro c. Gracias a la computadora
analogica podemos ver estos cambios y el impacto que tiene el parametro s; en
tiempo real con la visualizacién del osciloscopio.

A continuacién, se muestran dos ejemplos de la dindmica que adquieren los siste-
mas previamente estudiados al manipular el potenciémetro del parametro s;. En
la figura 5.9 se puede apreciar un atractor con dos periodos bien definidios, pero
mientras mas se van desarrollando las trayectorias estas tienden a juntarse en el
centro y forman esa banda ancha més iluminada.
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Figura 5.9: Atractor que se forma al manipular el pardmetro s; en el sistema (5.1).
La proyeccién esta sobre el plano zy

Para el sistema (5.2) se obtienen casos més interesantes pero un poco més compel-
jas de apreciar desde el osciloscopio debido a la complejidad de las ecuaciones. Si
estamos en el plano zy al manipular el parametro s; para este caso se obtendran
cosas muy similares a los del sistema (5.1) que se aprecian en la figura anterior.
Sin embargo, si se analiza en otro plano, como lo muestra la figura 5.10, veremos
un comportamiento mas parecido al sistema Rossler que estamos acostumbrados.

Es importante mencionar que en tiempo real al manipular cualquier pardmetro se
observa como cambian o se construyen las trayectorias en el tiempo de operacion
que se defina. En el osciloscopio es un poco mas sencillo de observar los puntos en
el que el sistema empieza a crear bifuraciones con los pardmetros manipulados,
pues al funcionar con las variaciones de voltaje, estas bifurcaciones se pueden
ver como las descargas del sistema y dan acceso a estados que desaparecen muy
rapido pero que son visibles. En THAT es posible ver atin més fino estos estados
donde el sistema se estabiliza o queda inestable, pues su modo REPF hace que las
apariciones sean mas cortas y se repitan en periodos mas pequenos. En cambio,
con su modo REP solo veremos uno de esos estados, sin embargo, si observamos
por un tiempo la pantalla del osciloscopio seremos capaces de apreciar las bifur-
caciones del sistema, ya que se geuda evaluando en el mismo tiempo, solo que su
periodo es mas amplio que cuadno tenemos la versién rapida.
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Figura 5.10: Proyecciones en el plano zz. En (a) el pardmetro s; se mantiene fijo,
con el comportamiento caracteristico del sistema. En (b) se observa cémo cambian
las trayectorias en periodos bien definidos (aunque con el mismo comportamiento) al
manipular el parametro si.

Estos sistemas son demasiado sensibles a sus pardametros, en especial al parametro
s1, por eso mismo es muy dificil mantener el sistema estable en el osciloscopio,
ya que el intervalo donde existe el atractor es demasiado pequeno.
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Capitulo 6

Discusion de Resultados

Los resultados obtenidos a lo largo del analisis de los sistemas generalizados de-
rivados del modelo de Rossler permiten identificar una serie de caracteristicas
dindmicas que enriquecen considerablemente la comprension del comportamien-
to no lineal y cadtico en estos modelos. Tanto el sistema generalizado 1, con su
término cuadratico en la ecuacion de z, como el sistema generalizado 2, que inclu-
ye un acoplamiento no lineal adicional con la variable y, exhiben una diversidad
de comportamientos que incluyen atractores cadticos, érbitas periddicas, bifurca-
ciones multiples, sensibilidad a condiciones iniciales y transiciones abruptas entre
regimenes dindmicos. La comparacion entre estos modelos, asi como la validacion
empirica mediante computacién analdgica, ha permitido constatar la influencia
que ejercen los parametros estructurales y funcionales sobre el desarrollo y evo-
lucién del sistema.

En el caso del sistema generalizado 1, se identificé que la modificacion en la ecua-
cién de z mediante el término so(x — ¢)(z — s1) introduce una regulacién sensible
que puede atenuar o amplificar la dinamica cadtica. En particular, se observo
que para ciertos valores de sy y ss, el sistema tiende a generar atractores de ti-
po periddico o cuasiperiédico, con geometrias mas ordenadas y trayectorias mas
confinadas en el espacio de fases. Este fendmeno quedd claramente ilustrado en
la Figura 4.1, donde el atractor resultante presenta una forma mas controlada y
menos dispersa que la del sistema de Rossler clasico. Sin embargo, al modificar los
parametros hacia valores que intensifican la no linealidad, como ocurre en la Figu-
ra 4.2, el sistema transita nuevamente hacia un régimen de caos, incrementando
la complejidad del atractor y la cantidad de trayectorias visibles.
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Este comportamiento fue confirmado mediante el andlisis de los exponentes de
Lyapunov. La presencia de un exponente positivo, aunque pequeno, en el primer
conjunto de parametros, sugiere un caos débil o cercano a una transicion bifur-
cacional. Por el contrario, en el segundo conjunto de parametros utilizados, se
identificé un exponente positivo mas elevado, con un espectro tipico de sistemas
cadticos tridimensionales. Esta evolucion en el grado de caos también se reflejo en
los diagramas de bifurcacién obtenidos al variar el parametro s;. Dichos diagra-
mas, como los presentados en las Figuras 4.5 y 4.6, revelan transiciones ordenadas
de tipo periodo-doblamiento, aparicién de ventanas periddicas, bandas caoticas
densas y regiones fractales, lo que demuestra la capacidad del sistema para ge-
nerar dindmicas altamente sensibles y estructuradas conforme se varia un solo
parametro de control.

La representacién geométrica de estas transiciones fue reforzada por el uso de
secciones de Poincaré, las cuales permitieron observar la distribucion de puntos
en el plano xz a partir de intersecciones sucesivas con un hiperplano transversal.
Las secciones obtenidas para el sistema generalizado 1, tanto en sus versiones
con bajo y alto nivel de caos, mostraron estructuras densas, no periddicas y con
patrones claramente caoticos, en coherencia con el comportamiento esperado de
un atractor extrano.

En el caso del sistema generalizado 2, la dinamica resulté atin mas rica y compleja.
La introduccién del término so(z — ¢)(z — s1y) en la ecuacién de z provoca una
retroalimentacién cruzada entre las tres variables del sistema, lo que tiene como
efecto una amplificacion del caos, mayor sensibilidad a condiciones iniciales y una
topologia mas intricada del atractor. Esto se observo claramente en la Figura 4.9,
donde el atractor resultante muestra una estructura expandida y retorcida, en
comparacion con los casos anteriores. El analisis de estabilidad de los puntos de
equilibrio también mostrd que, en este caso, ambos puntos son inestables, lo que
contrasta con el sistema generalizado 1, donde uno de los puntos era localmente
estable. Esta pérdida de estabilidad refuerza la idea de que el sistema tiende, de
forma natural, a una dinamica no periédica y dispersa.

Los exponentes de Lyapunov correspondientes a este sistema confirmaron esta
intuicion: se identificaron valores positivos mas elevados para el mayor exponente,
lo cual indica una divergencia més rapida de trayectorias cercanas, reflejo de un
caos mas robusto. Ademas, se mantuvo la estructura tipica de un sistema cadtico
tridimensional, con un exponente positivo, uno cercano a cero y otro fuertemente
negativo. La suma negativa del espectro refuerza la conclusion de que el sistema
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es disipativo, caracteristica clave para la formacién de atractores extranos.

Los diagramas de bifurcacion generados para el sistema generalizado 2 mostraron
una mayor diversidad de comportamientos conforme se manipul6 el parametro
s1. A diferencia del sistema anterior, en este caso las transiciones al caos no solo
se produjeron mediante duplicaciones de periodo, sino también a través de crisis
internas y ventanas de comportamiento estacionario que anticipaban nuevas fases
caoticas. Las Figuras 4.13 y 4.14 ilustran estas diferencias: en el segundo caso,
ademas del caos tradicional, se observaron zonas donde el sistema permanecia
casi estatico, seguido por un estallido repentino de trayectorias complejas, lo que
refleja una transicion abrupta entre fases cualitativamente distintas.

Este tipo de transiciones dinamicas fue también capturado en las secciones de
Poincaré correspondientes. En el primer conjunto de parametros del sistema ge-
neralizado 2, la seccién mostré bandas anchas, estructuras trenzadas y una orga-
nizacion fractal tipica de caos determinista. Sin embargo, con el segundo conjunto
de parametros, la figura cambié drasticamente, presentando una nube de puntos
mas ordenada y agrupada en curvas, lo que sugiere una transicién hacia una
dindamica cuasiperiédica o incluso peridédica. Estas observaciones refuerzan la no-
ciéon de que el sistema generalizado 2 no solo permite un caos mas fuerte, sino
también mayor diversidad estructural, dependiendo de la eleccién de los parame-
tros.

Una aportacion destacada de este trabajo fue la implementacion experimental
de ambos sistemas en una computadora analégica moderna, THE ANALOG
THING. Esta implementacién permitié validar empiricamente los resultados ob-
tenidos por simulacion digital, ademas de ofrecer una herramienta de exploraciéon
en tiempo real de la sensibilidad del sistema a parametros como s;. Las proyec-
ciones sobre el plano xy, obtenidas tanto por simulacién como por el osciloscopio
conectado a THAT, evidenciaron un alto grado de similitud en el comportamiento
general, aunque con pequenas variaciones atribuibles a la duracion del experimen-
to, a la rotacién de senales y a la resolucion visual del sistema. Las Figuras 5.7
y 5.8 muestran estas correspondencias, destacando que, en ambos casos, la forma
del atractor es conservada, incluso cuando hay diferencias en densidad o simetria.

Ademas de servir como herramienta de verificacion, THAT permitié visualizar bi-
furcaciones en tiempo real mediante la manipulaciéon directa de potenciémetros.
El parametro s1, cuya influencia se habia evidenciado teéricamente como critica,
pudo ser modificado dindmicamente, permitiendo observar cémo el sistema tran-
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sicionaba entre distintas fases, incluso detectando rupturas sibitas en el patron
de trayectorias. La figura 5.9 es un ejemplo claro de cémo se puede observar el
surgimiento de bandas amplias a partir de trayectorias con periodicidad definida.
Asimismo, en la figura 5.10 se documenta cémo el andlisis en diferentes planos
permite descubrir atractores con mayor similitud al sistema de Rossler original,
al ajustar los parametros en tiempo real.

Este enfoque experimental aporté evidencia visual directa de la sensibilidad del
sistema y del caracter cadtico de sus soluciones. En particular, se evidencié que
pequenos cambios en el parametro s; podian generar bifurcaciones notorias, tran-
siciones hacia estados mas ordenados o inestables, y fenémenos de ruptura que
solo pueden detectarse observando la dindmica a través de un osciloscopio. El
uso de modos como REP o REPF permiti6 identificar estos estados con mayor
claridad o en ciclos repetitivos, respectivamente, enriqueciendo la comprension de
las trayectorias transitorias y de las fases criticas del sistema.

En conjunto, el estudio realizado demuestra que las generalizaciones propuestas
al sistema de Rossler, tanto en sus versiones con término cuadratico como con
acoplamiento cruzado, permiten no solo reproducir comportamientos cadticos co-
nocidos, sino también generar nuevas formas de atractores, nuevas rutas hacia
el caos, y estructuras dinamicas mas versatiles. Ademas, la posibilidad de imple-
mentar estos sistemas en una computadora analégica moderna permitio validar
los resultados obtenidos por métodos numéricos, asi como explorar de forma ex-
perimental las bifurcaciones y transiciones de fase inducidas por parametros clave
del modelo.

Finalmente, cabe introducir una propiedad que ha sido observada en algunos de
los experimentos pero que requiere un estudio mas profundo: la multiestabili-
dad [40]. Este fendmeno se refiere a la coexistencia de multiples atractores en el
sistema bajo los mismos parametros, donde diferentes condiciones iniciales pue-
den llevar a trayectorias que convergen hacia distintos regimenes dindmicos [41].
La multiestabilidad implica que el sistema posee varias soluciones estables si-
multaneas, y que la eleccion del estado final depende de la historia del sistema,
es decir, de sus condiciones iniciales. Este tipo de comportamiento no solo anade
complejidad al analisis tedrico, sino que plantea desafios en la prediccion y control
de sistemas reales, ya que pequenos cambios pueden llevar a resultados cualita-
tivamente distintos [42]. Con esto en mente, se abordard con mayor detalle este
fenémeno y se exploraran condiciones especificas bajo las cuales aparece.
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6. DISCUSION DE RESULTADOS

Se toma el sistema (4.1). Primero, es importante revisar el atractor generado por
el nuevo conjunto de parametros a = 0.323012,b = 1.98740002, ¢ = 69.74, s, =
—100, s9 = 1/177 % 7.17, cambiando las condiciones iniciales. En la figura 6.1 se
observa el nuevo atractor.

1000

200 0 200

X

Figura 6.1: Atractor del sistema (4.1). Se considera: a = 0.323012, b = 1.98740002,
c¢=69.7, s; = —100 y sy = 7.17(1/177), con condiciones iniciales z(0) = —1.2,y(0) =
50, 2(0) = —50

Este nuevo atractor tiene el comportamiento que se ha estudiado a lo largo de
este trabajo, sin embargo, la manera en la que se agrupan sus periodos difiere
de los vistos con anterioridad. Se nota mas organizado pero con espacios vacios
considerables. Este tipo de trayectorias podria ser un indicador de multiestabili-
dad, ya que sugiere la presencia de otro atractor que en algiin momento termine
completando esos espacios que existen entre los periodos.

Entonces, siguiendo esta idea de multiestabilidad ahora se cambia el conjunto de
condiciones iniciales manteniendo los parametros del sistema exactamente igual.
Esto con la finalidad de asegurar que se trata del mismo atractor y poder detectar
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diferencias inmediatas en caso de tenerlas. En la figura 6.2 se muestra el atractor
del mismo sistema ahora cambiando sus condiciones iniciales.
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Figura 6.2: Atractor del sistema (4.1). Se considera: a = 0.323012, b = 1.98740002,
¢=69.7, s1 = —100 y sy = 7.17(1/177) y condiciones iniciales xz(0) = —1.055,y(0) =
—0.11, 2(0) = —10

Es evidente que este nuevo atractor, a pesar de seguir el mismo comportamiento
como el atractor anterior, presenta diferencias en sus periodos ya que son mas
definidos y no cadticos como el primer caso. Para visualizar la coexistencia de los
atractores basta con sobreponer ambos en el mismo grafico, como en la figura 6.3

En algunos puntos, las trayectorias del segundo atractor (el atractor de color
rojo) parecen unirse al primer atractor, sin embargo, no es asi. Los dos atractores
siguen trayectorias distintas y con sus propias dinamicas a pesar de que se trata
del mismo atractor por sus parametros iguales, solo varian desde donde empieza
cada atractor.

Esto no significa que si nosotros damos otro conjunto distinto de condiciones ini-
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6. DISCUSION DE RESULTADOS
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Figura 6.3: Coexistencia de los atractores del sistema (4.1) donde el atractor verde
tiene condiciones iniciales z(0) = —1.2,y(0) = —50,2(0) = —50 y el atractor rojo
z(0) = —1.055,y(0) = —0.11, 2(0) = —10. En (a) la proyeccién en el plano zz de frente,
(b) en el plano zy desde arriba, (c) y (d) en los planos zy de los costados.

ciales siempre tendremos multiestabilidad. Solo sucede en casos muy especificos y
sobre ciertos rangos, aunque, es verdad que si damos algtin otro conjunto de con-
diciones iniciales a tiempos cortos en la evolucion del atractor podremos apreciar
dos comportamientos distintos, pero no se trata de multiestabilidad, es la natu-
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raleza de las condiciones iniciales; el atractor se comienza a generar en distintos
puntos, a veces desde el centro, otras veces desde la periferia del mismo, incluso
iniciando con dos o mas trayectorias. Pero al evaluar por mas tiempo todas estas
trayectorias se convierten en el mismo atractor.

si revisamos el diagrama de bifurcacién podemos notar cosas interesantes [43].
Primero, en la figura 6.4 se muestra el diagrama de bifurcacion del atractor 6.1.
Posteriormente, la figura ?? corresponde al diagrama de bifurcacion del atractor
6.2.

500,

400
300} ¢
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100

0

-100
-500 -400 -300 -200 -100 0 100

S1

Figura 6.4: Diagrama de bifurcacién del atractor 6.1. Consideramos: a = 0.323012,
b = 1.98740002, c=69.7 y so = 7.17(1/177) y condiciones iniciales z(0) = —1.2,y(0) =
—50, z(0) = —50.

-500 -400 -300 —200 -100 0 100
Sq

Figura 6.5: Diagrama de bifurcacién del atractor 6.2. Consideramos: a = 0.323012,
b = 1.98740002, ¢=69.7 y so = 7.17(1/177) y condiciones iniciales x(0) = —1.055,y(0) =
—0.11, 2(0) = —10.
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6. DISCUSION DE RESULTADOS

A simple vista parecen el mismo diagrama, incluso, se parecen a los analizados
en la seccion 4.2.2 porque se trata del mismo sistema. Si se presta atencion si
hay diferencias sutiles sobre todo en donde se muestran los periodos, las zonas
estables del sistema. Una vez mads, si se sobreponen (6.6)los dos diagramas de
bifuracién se hacen notorias las diferencias que tiene uno sobre el otro.
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-500 -400 -300 -200 -100 0 100
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Figura 6.6: Diagrama de bifurcacién de los dos atractores. En color rojo el diagrama
de bifurcacién del atractor 6.1 y en azul el diagrama de bifurcacién del atractor 6.2.

Cuando los dos diagramas se encuentran juntos se aprecia mejor la manera en
la que se comportan. Se observa facilmente las zonas donde un diagrama com-
plementa al otro y aqui es donde se puede revisar la multiestabilidad. En par-
ticular, los dos atractores estan evaluados en el parametro s; = —100 porque
este pardmetro es muy notable en los diagramas de bifurcacién. Al analizar con
detalle el diagrama 6.6, cuando s; = —100 los atractores toman comportamientos
distintos, siendo el primero un poco mas cadtico que el segundo y que coincide
con los periodos que se muestran con cada uno. De esta manera se determina la
multiestabilidad desde el comportamiento general al determinar el diagrama de
bifurcacién para el parametro de estudio.

92



1000+ ‘o 1

800+ \ ]

400+ -

200+ o]

0 ;‘ X

. . —

0 50 100 150 200 250

X

Figura 6.7: Seccién de poincaré de de la figura 6.3 donde coexisten los dos atractores.

La figura 6.7 muestra la seccion de Poincaré cuando los atractores coexisten
(figura 6.3). Es mas sencillo determinar que las trayectorias no se unen ni se
cruzan en nigin momento, aunque hay lugares donde se acercan bastante.
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Capitulo 7

Conclusiones

El presente trabajo se ha centrado en el estudio y andlisis de una generalizacién al
modelo clasico de Rossler, incorporando nuevos parametros y un término no lineal
con el propédsito de explorar con mayor profundidad las propiedades cadticas, las
bifurcaciones, las trayectorias y, en particular, la sensibilidad a condiciones ini-
ciales que caracteriza a los sistemas tridimensionales no lineales. A través de una
metodologia que combiné simulacién numérica, analisis tedrico y validacién expe-
rimental mediante una computadora analégica, se logré caracterizar con detalle
la complejidad dindmica de estas generalizaciones.

Uno de los logros mas importantes de este trabajo fue demostrar que pequenas
modificaciones en la estructura del sistema original, como la inclusién de términos
cuadraticos o acoplamientos cruzados con otras variables, son suficientes para
generar una rica variedad de fenémenos dinamicos, muchos de ellos ausentes en
el sistema de Rossler original. A través del analisis del sistema (4.1), en donde se
introduce un término de la forma ss(x — ¢)(z — s1), se observé que esta forma de
retroalimentacion permite al sistema transitar entre comportamientos caodticos,
cuasiperiédicos y peridédicos de una manera mas estructurada, dando lugar a
atractores con una geometria mas definida y con bandas cadticas que se organizan
de manera particular en el espacio de fases. Este sistema resulté ser un punto
intermedio entre la simplicidad del modelo clasico y la complejidad de nuevas
formas cadticas inducidas en la ecuacién de evolucién de z.

Por otro lado, el sistema (4.2), con un acoplamiento adicional dependiente de la
variable y en la forma ss(x — ¢)(z — s1y), mostré una dindmica considerablemen-
te mas compleja, donde el caos se vio amplificado y las trayectorias adquirieron
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mayor sensibilidad a las condiciones iniciales. La estructura de los atractores ge-
nerados en este sistema evidencié comportamientos mas complejos, con trayecto-
rias densamente trenzadas y regiones de transicion abrupta entre fases estables y
caoticas. Asimismo, se detectaron zonas en los diagramas de bifurcacién donde el
sistema experimenta cambios drasticos de comportamiento ante variaciones mini-
mas en los parametros, lo cual representa un hallazgo significativo sobre la forma
en que ciertas modificaciones estructurales del sistema original pueden conducir
a nuevas rutas hacia el caos.

El analisis de estabilidad, tanto local como global, mostré que en estas gene-
ralizaciones es posible encontrar puntos de equilibrio con distintas naturalezas:
algunos estables, otros tipo silla, y otros completamente inestables, dependien-
do de los valores de los parametros. Este tipo de estructura de equilibrio, junto
con el estudio detallado de los exponentes de Lyapunov, permitié cuantificar con
precision la expansion del caos en ambos modelos. Se verificé que en todos los
casos analizados, al menos uno de los exponentes es positivo, lo que certifica la
presencia de caos determinista, mientras que la suma negativa de los exponentes
confirma que los sistemas son disipativos, es decir, que sus trayectorias convergen
hacia un atractor en el espacio de fases.

Una contribucion clave de este trabajo fue la validacion experimental median-
te el uso de la computadora analdégica THE ANALOG THING (THAT). Esta
implementacion permitié observar de manera fisica las trayectorias del sistema
en tiempo real, asi como explorar las bifurcaciones y transiciones de fase ajus-
tando directamente los potenciémetros que controlan los parametros del modelo.
Las trayectorias obtenidas de esta forma coincidieron de forma notable con las
obtenidas numéricamente, validando asi los resultados de las simulaciones digi-
tales y demostrando la viabilidad de estudiar sistemas dindmicos complejos con
herramientas analdgicas. Esta validacion experimental representa un aporte me-
todologico valioso, ya que permite visualizar de manera tangible las dinamicas
caodticas y explorar fenémenos que, en simulacién digital, podrian pasar desaper-
cibidos por restricciones de visualizacién, resolucion o tiempo de integracion.

Uno de los hallazgos mas sobresalientes surgié en la tltima etapa del andlisis, al
identificar evidencia clara de multiestabilidad en el sistema generalizado 1. Este
fenémeno, caracterizado por la coexistencia de multiples atractores bajo un mismo
conjunto de parametros pero con distintas condiciones iniciales, anade una capa
de complejidad significativa al estudio de sistemas no lineales. La coexistencia de
dos atractores con trayectorias diferentes, geometria particular y diagramas de
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7. CONCLUSIONES

bifurcacién con regiones que se complementan, demuestra que el sistema puede
responder de manera distinta a perturbaciones iniciales. Este comportamiento
no solo complica el analisis tedrico y la prediccion de estados futuros, sino que
abre nuevas lineas de estudio respecto al control de trayectorias, la ingenieria de
atractores y la manipulacion intencionada del estado final de un sistema para
aplicaciones en ciencias fisicas, quimicas o bioldgicas.

Desde una perspectiva mas amplia, el presente trabajo constituye una aportacion
original al conocimiento en el estudio de sistemas dindamicos no lineales. Aunque el
sistema de Rossler ha sido ampliamente estudiado, las generalizaciones propues-
tas aqui no habian sido analizadas previamente. La incorporacion de términos no
triviales, el estudio sistematico de sus parametros, la validacion experimental con
dispositivos analégicos y la identificacion de fendmenos complejos como la multi-
estabilidad hacen de este trabajo importante en el estudio de las generalizaciones
del tipo Rossler.

Las aplicaciones de estos hallazgos son multiples. Por ejemplo, la multiestabilidad
y la sensibilidad a condiciones iniciales pueden ser ttiles en el disenio de sistemas
de codificacion o cifrado cadtico, donde distintas trayectorias pueden representar
diferentes canales de informacion bajo las mismas reglas dinamicas. También, la
estructura rica en bifurcaciones y ventanas periddicas podria utilizarse en sistemas
de deteccién o prediccion donde pequenos cambios en entradas o parametros
generen saltos entre regimenes que sean detectables. Adicionalmente, el uso de
THAT como plataforma educativa y experimental representa una herramienta
didactica poderosa para introducir de manera visual conceptos como atractores
extranos, los propios sistemas dinamicos, el impacto histérico del desarrollo de la
computacién asi como la resoluciéon de problemas reales y las ventajas tecnolégicas
que conlleva.

Finalmente, este estudio deja abiertas diversas lineas de investigacién futuras.
Entre ellas destacan: (1) el andlisis detallado del espacio de pardmetros para
identificar regiones de coexistencia de multiples atractores; (2) la aplicacién de
técnicas de control de caos sobre las trayectorias para inducir o suprimir com-
portamientos deseados; (3) la incorporacién de ruido o perturbaciones externas
para estudiar la robustez de los atractores encontrados; (4) la implementacion de
estas generalizaciones en circuitos electrénicos reales més alld de THAT, y (5)
la exploracién del impacto que tendrian estas modificaciones en sistemas fisicos,
bioldégicos o de ingenieria modelados a partir del sistema de Rossler.
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En conclusion, el estudio desarrollado demuestra que, a partir de pequenas pero
bien dirigidas modificaciones al sistema de Rossler, es posible acceder a una gama
muy amplia de comportamientos dinamicos. Estas nuevas estructuras permiten
no solo comprender mejor los fundamentos del caos determinista, sino también
construir puentes hacia aplicaciones experimentales, educativas y tecnolégicas que
aprovechen la riqueza de los sistemas dinamicos no lineales.
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