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Resumen

En este trabajo estudiamos la homogeneidad respecto a subconjuntos
densos numerables en espacios separables. En particular, hacemos un
estudio acerca del grado de homogeneidad respecto a subconjuntos
densos numerables para las clases de arboles, dendritas y dendroides.
Este concepto fue introducido por Ralph Bennett en 1972 y ha sido
estudiado por muchos investigadores en los tultimos afios. El propo-
sito de este texto es exponer una caraterizacion de este concepto en
las dendritas y dendroides. De hecho, demostramos que una caracte-
rizacién al grado de homogeneidad respecto a subconjuntos densos
numerables en las dendritas y en dendroides, solo puede uno de tres

opciones; finito, w o ¢.

Palabras clave: Continuo, homogéneo respecto a subconjuntos densos
numerables, drbol, dendrita, dendroide.

Abstract

In this work we studied the countable dense homogeneity in separable
spaces. In particular, we conduct a study about the countable dense
homogeneity degree for the classes of trees, dendrites and dendroids.
This concept was introduced by Ralph Bennett in 1972 and it has
been studied by many researchers in recent years. The purpose of this
text is expose a characterization of this concept in the dendrites and
dendroids. In fact, we proved that a characterization of the countable
dense homogeneity degree in dendrites and dendroids can only take
one of three values; finite, w or c.

Keywords: Continuum, countable dense homogeneous, tree, dendrite,
dendroid.
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Introduccion

La tematica de esta tesis se encasilla dentro de la Topologia General. Parti-
cularmente, se estudian algunas propiedades sobre el grado de homogeneidad
respecto a subconjuntos densos numerables. La finalidad de este texto es exponer
una caraterizacién de este concepto en las dendritas y dendroides.

El estudio de las propiedades de los espacios métricos, compactos y conexos
(continuos) inicié a principios del siglo XX en Europa, cuyos principales cola-
boradores fueron Z. Janiszewski, W. Sierpifiski, S. Mazurkiewicz, B. Knaster, K.
Kuratowski y K. Borsuk. Como se menciona en [15], aunque este objeto es prin-
cipalmente estudiado por top6logos, también aparecen de manera natural en las
ecuaciones diferenciales, sistemas dindmicos, fisica y quimica.

El libro Continuum Theory: An Introduction, escrito por Sam B. Nadler Jr.,
fue el primero en reunir los principales resultados acerca de los continuos de
Peano y las dendritas. Las demostraciones de los teoremas sobre estos conceptos,
presentados en este trabajo, se pueden encontrar en ese libro.

Debido a que el drea de Teorfa de Continuos tiene un estudio bastante extenso
alrededor de distintos conceptos como la propiedad de punto fijo, el pseudoarco,
la indescomponibilidad, los limites inversos, entre muchos otros (véase [12]); esta
tesis se enfoca principalmente sobre el grado de homogeneidad respecto a sub-
conjuntos densos numerables, aunque este término es atribuido a Bennet en [22],
los primeros resultados se obtuvieron por G. Cantor quien en 1895, en su articu-
lo Beitriige zur Begriindung der transfiniten Mengenlehre [8] sent6 un antecedente
acerca del grado de homogeneidad respecto a subconjuntos densos numerables.
Efectivamente, prob6 que para dos subconjuntos densos numerables M y N de
un intervalo abierto en la recta real existe un homeomorfismo del intervalo en si
mismo, que puede ser tomado creciente o decreciente, tal que la imagen de M es
igual a N.

Muchas contribuciones alrededor de este concepto fueron hechas durante 1980
por B. Fitzpatrick and Z. Hao-xuan [3, 4, 5]. En afios mds recientes, J. van Mill y
otros autores han seguido investigando este concepto, véase [19, 20]. Por lo que, el
grado de homogeneidad respecto a subconjuntos densos numerables sigue siendo
un tema investigacion vigente.

Este trabajo se basa en el articulo Countable dense sets of dendrites [27] de los
autores Rafael E. Garcia-Becerra, Maria de]. Lopez y Patricia Pellicer-Covarrubias.
El objetivo es dar una exposicion mas detallada de sus resultados para tener una
mejor comprension de éstos e introducirnos al mismo tiempo en la investigacion
que actualmente se realiza en estos temas.

La exposicion de los resultados estd organizada en cuatro capitulos. En el
primero se incluyen algunos conceptos de topologia general relacionados con
arboles, dendritas y dendroides; ademéds se presentan resultados importantes
expuestos en su mayoria en [28], que son fundamentales en el estudio de estos

III



objetos y que serdn ttiles en las demostraciones de los resultados en los siguientes
capitulos.

En el Capitulo 2, se introduce la defincién del grado de homogeneidad respecto
a subconjuntos densos numerables y se trabaja este concepto en los drboles.

En el Capitulo 3, se demuestra una caracterizacién al grado de homogeneidad
respecto a subconjuntos densos numerables en las dendritas, mostrando que solo
ocurren tres casos; es finito, @ o ¢. De hecho, se muestra que el grado de homoge-
neidad respecto a subconjuntos densos numerables en las dendritas que no son
arboles es w si y s6lo si se cumplen las siguientes condiciones:

1. Todo arco contiene una cantidad finita de puntos de ramificacién.
2. Contiene una cantidad finita de puntos de orden w.

3. Contiene una cantidad finita de arcos cuya cantidad de puntos de ramifica-
cién es distinta.

4. Contiene una cantidad finita de puntos de orden finito o w.

Finalmente en el Capitulo 4, se da una caracterizacién del grado de homoge-
neidad respecto a subconjuntos densos numerables en los dendroides mostrando
igualmente que solo ocurren tres casos; es finito, w o ¢. De hecho, se muestra
que el grado de homogeneidad respecto a subconjuntos densos numerables en
los dendroides es w si y s6lo si es una dendrita que no es drbol o se cumplen las
cuatro condiciones mencionadas anteriormente. Luego, se concluye el capitulo
trabajando con los espacios fuermente homogéneos respecto a subconjuntos den-
sos numerables y se caracteriza esta clase de espacios como la clases de espacios
numerables y discretos.

Un lector con antecedentes en un curso bdsico de topologia general puede
iniciar la lectura de esta tesis en el primer capitulo. Mejor atin, si tiene alguna
experiencia con las propiedades topoldgicas de arboles, dendritas y dendroides
puede avanzar la lectura directamente en el segundo capitulo. Sin embargo, al-
gunos conceptos de esta teorfa serdn recordados cuando sea necesario.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se exponen algunas nociones y resultados bésicos de la topo-
logia general y de teoria de continuos, los cuales son necesarios para el desarrollo
de esta tesis.

1.1. Nociones basicas

En todo el escrito se utiliza la siguiente notacién: IR denota al conjunto de los
numeros reales y N = {1,2,...} denota al conjunto de ntimeros naturales.

El conjunto vacio es representado por el simbolo 0. Dados dos conjuntos A y
B,AcCB,A\B,AUB, AN B, AX By P(A) denotan la contencién, la diferencia,
la unién, la interseccién, el producto cruz y la potencia de los conjuntos A y B,
respectivamente. Ademads, A" denota la n-ésima potencia de un conjunto A. Por
otro lado, para un subconjunto Z de R? y 4 € R el simbolo aZ se refiere al conjunto

{(ax,ay) : (x,y) € Z}.

Las familias de conjuntos se denotan mediante {A; : i € I}, donde A, son los
conjuntos y la letra I el conjunto de indices. Ademads, las operaciones de unién,
interseccién y producto se expresan respectivamente por

A, Ny [] A

iel iel iel

Se denota por f : X — Y a una funcién que tenga como dominio a X y toma
valores en Y mientras que su funcién inversa se denotard por f~!. Ahora, laimagen
de un conjunto A bajo la funcién f y la preimagen de un conjunto A seran por
flAly f7'[A], respectivamente.

Recordemos que |X]| denota la cardinalidad del conjunto X. La relacién |X| <
|Y| expresa, la existencia de una funcién inyectiva de X a Y o la existencia de
una funcién sobreyectiva de Y a X. Las operaciones de sumas y producto de



cardinales se usan como en [7]; los simbolos w y ¢ simbolizaran la cardinalidad
de IN y de P(IN), respectivamente. Cabe destacar que éstos son los cardinales maés
importantes para esta tesis.

Por un espacio X se entiende un conjunto X con la estructura de espacio topo-
16gico como en [13, 23]. Dados dos subconjuntos A y B de un espacio topolégico
X que cumplan A C B, denotamos la cerradura, interior, conjunto de puntos de
acumulacién y frontera de A, con respecto a B, por clz(A), intg(A), Ay y fre(A). En
el caso en que B = X, omitimos el subindice. Asimismo, los conceptos continuidad
de una funcién, compacidad, conexidad, metrizabilidad y sus respectivos resul-
tados se apoyan de [13, 23, 24, 28]. Una separacién de un espacié X, se denota por
X = U|V donde U y V son conjuntos abiertos que separan a X.

El siguiente resultado nos da una caracterizacén sobre los puntos de acumu-
lacién en espacios métricos y se puede encontrar en [24].

1.1 Teorema. Sea A subconjunto de un espacio métrico X. Entonces x € A’, si y sélo si,
para toda vecindad V de x, el conjunto V N A es infinito.

Un espacio X es homogéneo si para todo x,y € X, existe un homeomorfismo
h:X — Xtal que h(x) = y.

El siguiente resultado se puede probar mediante una prueba natural.

1.2 Teorema. Si X es un espacio homogéneo y no discreto entonces X = X'.

Recordemos que una familia {A, : @ € A} en un espacio X es localmente finita
si todo punto de X tiene una vecindad V tal que VN A, # 0 para a lo mas una
cantidad finita de indices a.

El siguiente resultado es conocido como el Lema del Pegado, el cual nos
menciona las condiciones que debe cumplir una familia de funciones continuas
para que su unién siga siendo funcién continua. La demostracién de este hecho
lo podemos encontrar en [13].

1.3 Teorema. Sean X, Y dos espacios topoldgicos y {A, : a € A} una familia de conjuntos
abiertos o una familia de conjuntos cerrados localmente finita en X tal que es cubierta
de X. Si f, : Ay = Y es continua para todo o« € Ay f, [ auna,= fp [4,n4, para todo
(a, B) € Ax A, entonces f = Uyep fo : X = Y es una funcion continua tal que f Ta,= fa
para todo o € A.

Un concepto que se utilizard bastante en esta tesis es el orden de un punto.
A saber, este concepto es de los mas importantes relacionados con la estructura
de las curvas. Fueron W. H. Young y G. Ch. Young quienes dieron una definicién
usando continuos. Al momento de tratar de precisar el concepto, Z. Janiszewski
uso6 a los continuos irreducibles (véase [15]). Sin embargo, hoy en dia se usa la
siguiente definicion.



1.4 Definicion. Sean X espacio topolégico, p € X'y f un nimero cardinal. Decimos
que p es de orden menor o igual a  en X, denotado por ord(p, X) < f3, si para todo
abierto U tal que p € U, existe V abierto tal quep € V C U y |fr(V)| < p. Decimos
que p es de orden  en X, denotado por ord(p, X) = p, siord(p, X) < Byord(p, X) £ a
para todo ntimero cardinal a < B.

Cuando no hay confusién sobre que espacio se estd tomando el orden de p, lo
denotaremos por ord(p).

1.5 Ejemplo. Sea X = [0, 1], notemos que 0 y 1 son puntos que tienen orden uno
y cada punto en X \ {0, 1} tiene orden dos.

Ademés, por la Definicién 1.4 y propiedades de cerradura respecto a un subes-
pacio, se puede argumentar el siguiente resultado.

1.6 Teorema. Si X es un espacio topolégico y A es un subespacio de X, entonces para

todo x € A cumple que ord(x, A) < ord(x, X).

En general, los puntos de un espacio topolégico que tengan orden uno se
llaman puntos extremos, los de orden dos son puntos ordinarios y los de orden
mayor o igual a tres se dice que son puntos de ramificacion.

La estructura de conjuntos de orden finito fue estudiada por W. L. Ayres en
1931 y por P. S. Urysohn en 1927 [15]. Este altimo construy6 ejemplos de curvas
constituidas solamente por puntos de orden w.

1.7 Notacién. Denotamos a los conjuntos de puntos que tienen ciertos ordenes
dentro de un espacio topolégico X como sigue:

1. R[X] = {x € X : x es punto de ramifacién}.
2. E[X] = {x € X : x es punto extremo}.

3. O[X] = {x € X : x es punto ordinario}.

4. R,[X] ={r e R[X] : ord(r) = w}.

La siguiente definicién fue dada en 1853 por G. Cantor, cuyo nombre se debe
a que sus raices estdn asociadas a la nocién de continuidad (véase [15]). Dicho
concepto engloba los conceptos fundamentales de este trabajo.

1.8 Definicién. Un continuo es un espacio métrico, compacto, conexo y no vacio.

Un continuo no degenerado es un continuo que tiene méas de un punto. Un arco
es un espacio homeomorfo al intervalo cerrado [0, 1]. El siguiente teorema es un
resultado importante sobre la cardinalidad de los continuos y se encuentra en

[23].

1.9 Teorema. Sea X un continuo no degenerado entonces |X| = c.
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La siguiente observacion se puede justificar mediante una prueba de manera
natural.

1.10 Observacién. Sean X, Y espacios topoldgicos y  : X — Y homeomorfismo.
Si A es un arco en X entonces h(A) es un arco en Y. Ademads, para todo B C X se
cumple que |B| = |h(B)|.

Utilizando la Definicién 1.4, las propiedades de homeomorfismo y la Obser-
vacion 1.10 se argumenta el siguiente resultado.

1.11 Teorema. Sean X, Y espacios topoldgicos y h : X — Y un homeomorfismo. Entonces
para todo x € X, ord(h(x),Y) = ord(x, X).

Recordemos que una componente de un espacio X, se define como un subcon-
junto conexo maximal de X.

El siguiente resultado se encuentra en [28].

1.12 Teorema. Sean X continuoy E subconjunto propio no vacio de X. Si K es componente
de E, entonces:

1. Si E es abierto en X entonces cI(K) N (X \ E) # 0.
2. Si E es cerrado en X entonces KN cl(X \ E) # 0.

Un punto p en X es de corte si X \ {p} es disconexo. Por otro lado, una curva
cerrada simple es un espacio homeomorfo a S'.

Ahora, sean A un arcoy h : [0,1] — A homeomorfismo con h(0) = py h(l) =
g. Notemos que los puntos p y g4 son puntos extremos del arco A. Un espacio
topolégico X es arcoconexo si para cualesquiera p,q € X distintos existe un arco
con puntos extremos p y 4. Ademas, si A es un arco en un espacio X con puntos
extremos p y g, entonces A es arco libre si A\ {p, g} es un conjunto abierto en X.

El siguiente teorema da una caracterizacion a los continuos sin puntos de rami-
ficacion. Mientras tanto, el segundo resultado caracteriza a los arcos en términos
de sus puntos que no son de corte. Las pruebas se pueden hallar en [28].

1.13 Teorema. Si X es un continuo no degenerado, entonces ord(p, X) < 2 para todo
p € X siy solo si X es un arco o una curva cerrada simple.

1.14 Teorema. Un continuo X es un arco si y sélo si X tiene exactamente dos puntos que
no son puntos de corte.

En la demostraciéon de la implicacién del resultado anterior, Nadler da una
construcciéon de un homeomorfismo s : X — [0, 1] en el que para todo subconjunto
densonumerable C de X\ {p, q}, donde p y g son puntos extremos de X, y el conjunto
denso de racionales diddicos D en (0, 1) cumple que h[C] = D, h(p) =0y h(g) = 1.
De esto hecho, se argumenta el siguiente resultado.
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1.15 Teorema. Si J; y ], son arcos con puntos extremos p1,q1 Y p2, g2, respectivamente
y si Dy y D, son subconjuntos densos numerables de J1 \ {p1,q1} v ]2 \ {p2, g2} entonces
D; y D, son homeomorfos. Mds aiin, existe un homeomorfismo h : |1 — |, tal que

W(D1) = Dy, h(p1) = p2 y h(q1) = q2.

Cabe destacar que indirectamente se esta trabajando con el axioma de eleccién
pues en la demostracién del siguiente teorema se usa el principio maximal de
Haussdorff. Este principio y la prueba de que es equivalente al axioma de eleccién
se encuentra en [7]. En 1920, R. L. Moore demostr6 el siguiente teorema y su
demostracion se encuentra en [28].

1.16 Teorema. Sean X continuo y ¢ punto de corte de X, es decir,
X\ {c} =UIV.

Entonces, existe un punto que no es de corte de X en U y existe un punto que no es de
corte de X en V. Por tanto, X tiene al menos dos puntos que no son de corte.

Una grdfica es una uniéon de una familia finita de arcos tales que cualesquiera
dos arcos en dicha familia son disjuntos o se intersectan s6lo en uno o en ambos
puntos extremos. Ademads, un drbol es una grafica que no contiene curvas cerradas
simples.

El siguiente resultado caracteriza a los drboles mediante la cantidad de puntos
extremos. Su prueba se puede hallar en [28].

1.17 Teorema. Un continuo X es un drbol si y sélo si X tiene una cantidad finita de
puntos que no son de corte.

1.2. Continuos de Peano

Uno de los conceptos bésicos de topologia es la conexidad. La definicién
actual de este concepto fue introducida en 1893 por C. Jordan para la clase de
subconjuntos compactos del plano. El estudio de este concepto comenzé en 1914
por E. Hausdorff, y continué en 1921 por B. Knaster y K. Kuratowski (véase [15]).

Un espacio topolégico X es localmente conexo, si para todo punto p € Xy toda
vecindad de p, contiene un abierto conexo que tenga a p.

En 1890, G. Peano construy6 una funcién continua y sobreyectiva que va del
intervalo cerrado [0,1] al cuadrado unitario [0,1] X [0, 1]. Gracias al teorema de
Hahn-Mazurkiewicz, que caracteriza a los continuos localmente conexos como
imagenes continuas del intervalo cerrado [0, 1], hoy en dia nos referimos a esos
continuos como continuos de Peano (véase [12]). En esta seccién se presentan
resultados importantes sobre los continuos de Peano.



1.18 Definicién. Un espacio métrico X es un espacio de Peano si es localmente
conexo.

En 1913 S. Mazurkiewicz y en 1916 R. L. Moore demostraron el siguiente teore-
ma importante acerca de los continuos de Peano, cuya demostracion se encuentra
en [28].

1.19 Teorema. Todo continuo no degenerado de Peano es arcoconexo.

Un espacio topolégico X es localmente arcoconexo si para cada p € X toda
vecindad de p contiene una vecindad arcoconexa de p.

Un hecho basico es que todo espacio métrico localmente arcoconexo es espacio
de Peano. Los espacios localmente arcoconexos y de Peano han sido estudiados
por B. Banaschewski, M. Henriksen, J. R. Isbell, S. A. Drozdovskii, entre otros
(véase [12]).

Los siguientes dos resultados son consecuencias del teorema anterior, sus
pruebas se pueden hallar en [28].

1.20 Teorema. Todo subconjunto abierto de un continuo de Peano es localmente arcoco-
nexo. En particular, todo continuo de Peano es localmente arcoconexo.

1.21 Teorema. Todo subconjunto abierto conexo de un continuo de Peano es arcoconexo.

Un espacio topolégico X es conexo en pequefio si para todo punto p, toda vecin-
dad de p contiene una vecindad conexa de p.

En 1920, Kuratowski caracterizo a los continuous de Peano como los continuos
en los cuales las componentes de los conjuntos abiertos también son conjuntos
abiertos (véase [15]). En 1961, John G. Hocking y Gail. S. Young enunciaron el
concepto de conexo en pequefio y demostraron que un espacio conexo en pequeio
implica que es un espacio de Peano. Su trabajo acerca de este concepto se puede
encontrar en [14]. Actualmente se caracteriza a los espacios de Peano mediante el
siguiente resultado que se encuentra en [28].

1.22 Teorema. Sea X un espacio métrico. Las siguientes afirmaciones son equivalentes.

1. X es un espacio de Peano.
2. Toda componente de cada subconjunto abierto de X es abierto en X.

3. X es conexo en pequerio.



1.3. Dendritas

En [16], Janusz ]. Charatonik reuni6 62 caracterizaciones de dendritas que se
han publicado en distintos articulos desde 1942. Sin embargo, para objetivos de
este trabajo s6lo se menciona 4 formas de caracterizarlas. Entre varios resultados
acerca de las dendritas se encuentra la construccién de una dendrita que tiene una
copia de cualquier dendrita, hecha por T. Wazewksi en 1923 (véase [28]). Ademés,
Wazewski construy6 para cada niimero natural n > 3 una dendrita que tiene una
copia de cualquier dendrita para la clase de dendritas que tienen todos sus puntos
de orden a lo mas n (véase [15]).

1.23 Definicién. Una dendrita X es un continuo de Peano que no contiene curvas
cerradas simples.

En [11], H. M. Gehman construyé una dendrita cuyo conjunto de puntos
extremos es homeomorfo al conjunto de Cantor en [0,1] y todos sus puntos de
ramificaciéon son de orden 3, dando como resultado que el conjunto de puntos
extremos en dendritas puede ser no numerable. Sin embargo, esto no sucede con
el conjunto de puntos de ramificacién de una dendrita tal y como se muestra en
el siguiente teorema que se encuentra en [28].

1.24 Teorema. Si X es una dendrita entonces, R[X] es numerable.

Otra propiedad que se cumple es que el orden de todo punto en una dendrita es
a lo mds numerable tal como menciona el siguiente resultado, cuya demostracién
se encuentra en [28].

1.25 Teorema. Si X es una dendrita, entonces para todo x € X cumple que ord(x, X) < w.

En 1998, J. ]J. Charatonik y W. J. Charatonik demostraron que el conjunto de
puntos ordinarios es denso en una dendrita. Este resultado es de gran importancia
en los teoremas de la seccién 2; su prueba se encuentra en [26].

1.26 Teorema. Si X es una dendrita entonces O[X] es denso en X.

Una de las propiedades que cumplen las dendritas, tal y como se muestra en el
siguiente resultado, es que el ser dendrita se hereda a los subcontinuos. La prueba
de este hecho se encuentra en [28].

1.27 Teorema. Todo subcontinuo de una dendrita es una dendrita.

Dado un espacio topolégico X y dos puntos distintos p y g en X, un punto z
separaapyqgsiX\{z} =U|VconpeUqgeV.

Sea X un espacio conexo y p € X. Se define el niimero de componentes de p en
X, denotado por c(p, X), como la cardinalidad del conjunto de componentes de

X\ {p}.
El siguiente resultado se debe a S. B. Nadler Jr., presenta 4 formas de caracte-

rizar a las dendritas, se usara de manera recurrente a lo largo de todo el trabajo y
la prueba se puede encontrar en [28].



1.28 Teorema. Sea X un continuo no degenerado y p € X. Las siguientes propiedades
son equivalentes:

1. X es una dendrita.

2. Cualesquiera dos puntos de X son separados en X por un tercer punto.
3. Todo punto de X es un punto de corte o un punto extremo de X.

4. ord(p, X) = c(p, X) siempre que alguno de éstos sea finito.
5

. La interseccion de cualesquiera dos subconjuntos conexos de X es conexo.

Se dice que un continuo X es herditariamente localmente conexo, o simplemente
hlc, si todo subcontinuo de X es continuo de Peano. En particular un continuo hlc,
es un continuo de Peano.

Recordemos que en un espacio topolégico X, podemos definir la nocién de
convergencia mediante la siguiente definicion.

1.29 Definicién. Sea X un espacio topolégico, y sea {A,},en una sucesion de
subconjuntos de X. Definimos el limite inferior de A, y el limite superior de A, como
sigue:

1. liminf A, = {x € X : para cada subconjunto abierto U que tiene a x
existe N € N tal que U N A, # () para cada n > N}.

2. lim sup A, = {x € X : para cada subconjunto abierto U que tiene a x
existe un subconjunto infinito | de IN tal que
UNA, # 0 paracadan € J}.

Para S C X, se dice que la sucesion {A,},en converge a S y se denota por
limA, = S, cuando lim inf A, = S = lim sup A,.

Debido a esta definicion y al trabajo en hiperespacios [1], tenemos el siguiente
teorema acerca del concepto de convergencia en espacios métricos compactos
(véase [28]).

1.30 Teorema. Sea X un espacio métrico compacto. Entonces toda sucesion de subconti-
nuos de X tiene una subsucesion que converge a un subcontinuo de X.

Un subcontinuo A de un espacio métrico compacto X es un continuo de
convergencia si existe una sucesiéon de subcontinuos disjuntos {A,}.en tales que
A=1limA,yANA, =0, paratodon € N.

El siguiente resultado es conocido como el Teorema del Continuo de Con-
vergencia, debido a que nos da condiciones para que un continuo contenga un
continuo de convergencia. La demostracion se puede encontrar en [28].
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1.31 Teorema. Sean X continuo y N = {x € X : X no es conexo en pequefio en x}. Si
p € N, entonces existe un continuo de convergencia K de X tal quep € Ky K C N.

Los siguientes resultados muestran que las dendritas son herditariamente
localmente conexas y proporcionan una caracterizacién de esta propiedad en
términos de los continuos de convergencia. Las demostraciones se pueden hallar
en [28].

1.32 Teorema. Toda dendrita es hlc.

1.33 Teorema. Un continuo X es hlc si y sélo si X no contiene un continuo de conver-
gencia.

1.4. Resultados auxiliares sobre dendritas

En esta seccién, se presenta la relacion entre dendritas, gréficas y arboles,
siendo éstos tltimos en los que se trabaja con mds detalle. Igualmente, se presenta
las contrucciones del continuo F, y el peine, objetos que ayudan a caracterizar a
las dendritas que no son drboles. Ademds, a partir de aqui se empiezan a dar las
pruebas de algunos resultados que son conocidos, pero cuya demostraciéon no se
encuentra tan facilmente en la literatura.

El siguiente resultado es conocido como el Lema de Transgresién, el cual se
utiliza para obtener una funcién continua mediante la preimagen de los singletons.
Dicha preimagen se llama fibra. Sin embargo, la demostracién no se encuentra
facilmente en la literatura por lo que se da una prueba de este resultado.

1.34 Teorema. Sean X, Y, Z espacios topologicos, f : X — Y mapeo cocientey g : X — Z
funcion continua. Si § es constante en cada fibra f~'(y) (es decir, g o f~! es valor iinico),
entonces g o f~1 es funcion continua.

Demostracién. Sea U conjunto abierto de Z, entonces ¢~'[U] es conjunto abierto
de X. Afirmamos que f[f[g![U]] = ¢ ![U]. En efecto, sea x € f'[f[¢g [U]],
entonces f(x) € f[¢'[U]]. Esto implica que existe w € ¢'[U] tal que f(x) = f(w).
Dado que g es constante en cada fibra se tiene que ¢(x) = (go f)(f(x)) = (go
FH(f(w)) = g(w). Se sigue que g(x) = g(w) € U, por lo que x € g~'[U].

Dado que f'[f[¢g ' [U]] = ¢g"'[U] es conjunto abierto de X y por ser f mapeo
cociente, obtenemos que f[¢'[U]] = (¢ o f1)7'[U] es conjunto abierto de Y. Por
lo tanto, g o f~! es continua. ]

1.35 Teorema. Sea X una dendrita. Sea T un continuo contenido en X y K componente
de X \ T. Entonces cl(K) es una dendrita y cl(K) = KU {y} para algiin y € T. Mds aiin,
y € E[cl(K)] y ademds O # E[cI(K)] \ {y} C E[X].



Demostracién. cl(K) es un subcontinuo de X entonces, por el Teorema 1.27, cl(K)
es dendrita. Por el Teorema 1.22, las componentes del conjunto abierto X \ T son
abiertas, entonces cI(K) C KUT. Por el Teorema de Golpes en la Frontera, Teorema
1.121, cI(K) N T # 0. Supongamos que cl(K) D KU {x, y}, con x,y € T \ K distintos.
Por el Teorema 1.28 2, existe z € X tal que X\ {z} = A|Bconx € A, y € B. Analicemos
los siguientes dos casos:

m Size X\T,entonces T C X\ {z} = A|B. Por ser T continuo, T C Ao T C B.
Entoncesy € T C Aox € T C B, lo cual es una contradiccién.

m SizeT,entonces K C X\ T c X\ {z} = A|B. Por ser K conexo, K ¢ Ao K C B.
Entonces, y € clx\;)(K) C clx\iz(A) = A 0 x € clx\y(K) C clx\i(B) = B, lo cual
es una contradiccion.

En cualquiera de los casos anteriores, llegamos a una contradiccién. Por lo
que, c/(K) = KU {y} paraalginy € T.

Notemos que, cl(K) \ {y} = K, entonces c(y, c/(K)) = 1. Por ser cl(K) dendrita, el
Teorema 1.28 4, implica que y € E[cl(K)].

Seap € cl(K)\{y}, por ser cl(K) dendrita, p es punto extremo o punto de corte de
cl(K). Si p es punto de corte, por el Teorema 1.16, c/(K) tiene al menos dos puntos
que no son de corte; y por el Teorema 1.28 3, esos dos puntos son extremos. Si p
es punto extremo, claramente, 0 # E[c/(K)] \ {y}.

Sea p € E[cl(K)] \ {y}. Notemos que

X=TU(X\T)=TuU (L) : L es componente de X \ T}.

De lo anterior y dado que toda componente L de X \ T cumple cI(L) \ {p} es
conexo y cl(L) \ {p} N T # 0, obtenemos

X\ {p} =TUU(c(L) \ {p} : L es componente de X \ T}

es conexo. Por tanto, p € E[X]. O

Sea un espacio métrico X. Dado un conjunto A no vacio y acotado, se define
el didmetro de A como diam(A) = sup{d(x,y) : x,y € A}. Si A es un conjunto que no
estd acotado, entonces se dice que A carace de didmetro o que diam(A) = co.

1.36 Definicién. Sea X un espacio métrico. Una sucesién de conjuntos {A,},cn es
una sucesion nula si
lim diam(A,) = 0.

n—-oo

El siguiente resultado fue mencionado por G. Whyburn en 1942 como un
corolario en [9]. Sin embargo, su demostracién no se encuentra facilmente en la
literatura. A continuacion, se da una demostracion.

10



1.37 Teorema. Si X es un continuo hlc, entonces toda sucesion de distintas componentes
de un conjunto abierto de X forma una sucesion nula.

Demostracién. Sea U un conjunto abierto en X. Sea {K, : n € IN} una sucesién de
distintas componentes de U. Por el Teorema 1.21 y el Teorema 1.22, los conjuntos
K, son abiertos y arcoconexos para todo n € IN.

Supongamos por contradiccién, que existe € > 0 tal que para todo n € N,
diam(K,) > e. Tomemos distintos x,, v, € K, tales que d(x,, y,) > €, para todo
n € IN. Entonces existen arcos A, en K, que conectan de x, a y,. Por el Teorema
1.30, sin pérdidad de generalidad, {A,},en converge a un subcontinuo A.

Para llegar a una contradiccion, por el Teorema 1.33, es suficiente probar que A
es un continuo de convergencia. Si existe z, € A, N A para algtin n € IN, entonces
por ser K, abierto que contiene a z, y dado que A = liminf A;, existe N € IN tal
que para todoi > N, K, N A; # 0. Sea m = max{N, n} y notemos que K, N A1 # 0
y por tanto K, N K,,.1 # 0; lo cual es una contradiccién. Por tanto, para todo
n € N, A, N A = 0. Es decir, A es un continuo de convergencia, obteniendo la
contradiccion deseada. Por tanto {K,, : n € IN} es una sucesion nula. O

De los Teoremas 1.32 y 1.37 se obtiene el siguiente corolario.

1.38 Corolario. Si X es una dendrita, entonces toda sucesion de distintas componentes
de un conjunto abierto de X forma una sucesién nula.

1.39 Lema. Sea X una dendrita. Sea A un arco en X con puntos extremos p y a, y sea
B un arco en X con puntos extremos p y b, donde a # b, a no pertenece al arco B y b no
pertenece al arco A. Si q es el mdximo punto que pertenece a (A N B) \ {p} entonces g es
punto de ramificacion de X.

Demostracién. Vamos analizar las componentes de X \ {g}. Supongamos que una
componente K contiene a {p,a}, por el Teorema 1.21, existe un arco E en K con
puntos extremos p y a. Entonces, A N E no es conexo lo cual es una contradiccién,
por el Teorema 1.28 5. Entonces la componente que contiene a p es distinta a la
componente que contiene al punto a.

De manera analoga, se demuestra que las componentes no contienen ninguno
de los conjuntos {p,b} ni {a,b}, por lo tanto las componentes que contienen a
algunos de los puntos a, p y b son distintas. Entonces c(g, X) = 3 y por el Teorema
1.28 4, g es punto de ramificacion. O
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A continuacién, se muestra la construccién de dos dendritas que serdn de
gran importancia para poder caracterizar el grado de homogeneidad respecto a
subconjuntos densos numerables en el siguiente capitulo.

1.40 Ejemplo. Paracadan € N, A, denota el segmento de recta en IR? que conecta
los puntos (0,0) y (3, ). El continuo |, Ax es denotado por F,,.

1.41 Ejemplo. Para cada n € IN, A, denota el segmento en R? que conecta los
puntos (%, 0)y (%, %). Consideramos el continuo P = ([0, 1] X {0}) U (U,,en An)- Todo
continuo homeomorfo a P es llamado peine (o peine nulo).

1]

Nadler prob6 en [29] implicitamente el siguiente resultado.

1.42 Teorema. Si X es un continuo de Peano que no es una grdfica, entonces X contiene
una copia F,, o un peine.

El siguiente resultado da condiciones bajo las cuales una familia de drboles es
finita, salvo homeomorfismos.

1.43 Teorema. Fijemos ny € IN. Sea F una familia de drboles tal que cumple las siguientes
condiciones para todo T € F:

1. Todo arco A C T satisface |A N R[T]| < ny.

2. ord(x, T) < ng para todo x € T.

Si los elementos de F no son homeomorfos por pares, entonces F es finito.
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Demostracién. Sea T € J que contiene un punto de ramificacién x; € T. Definimos
X_1=0,Xp = {x} yparacadan € N,

X, ={y € R[T] \ X,,—» : existe un arco libre A, , deun x € X, _; a y}.

Ahora, notemos que X, = () para cada n > 1y, de lo contrario podemos formar
un arco pegando 1 arcos mediante sus puntos extremos, con lo que se tendria un
arco con 1 + 1 puntos de ramificacién, lo cual contradice la condicién 1. Ademés,
por la condicion 2, |X,| < njj para cada n < ny. Por altimo, R[T] C U,n Xi- De este
andlisis, podemos concluir que |R[T]| < m para algtin m € IN.

Ahora, un punto extremo y de T se puede unir mediante un arco libre a un tinico
punto de ramificacién. Pues, de poder conectarse a otro punto de ramificaciéon
mediante otro arco libre, ord(y, T) = 2, entonces y no seria punto extremo. Por
la condicién 2, no se pueden conectar més de 1y puntos extremos a cada punto
x € R[T]. Por tanto, |[E[T]| < mny. Entonces el conjunto de vértices del arbol T,
denotado por V(T), es acotado por algtn p = mny +m € IN .

Sea K, la gréfica completa de p vértices y sea J, el conjunto de las subgraficas
de K, que son arboles. Notemos que todo arbol se puede encajar en K, como
un elemento de J,. Definamos una funcién ¢ : ¥ — 7, donde ¢(T) es la copia
de T contenida en K, antes mencionado. Ademads, si ¢(T) = ¢(T') con T, T" € F
distintos, entonces T = ¢(T) = ¢(1”) = T’ lo cual contradice la hip6tesis. Entonces
¢ es inyectiva y por lo tanto |F] < [F,| < 0. |

Un continuo X es arcoconexo de forma iinica si para cada par de puntos distintos
a,b € X, existe un tinico arco en X que tiene puntos extremos a y b. Este arco es
denotado por ab.

1.44 Teorema. Si X es una dendrita, entonces X es arcoconexo de forma iinica.

Demostracién. Sean a,b € X distintos, por ser X dendrita existe un arco A con
puntos extremos a y b. Si existe un arco B distinto de A con puntos extremos a y b,
entonces A N B no es conexo, lo cual es una contradiccién por el Teorema 1.28 5.
Esto implica que el arco A es tinico. Por tanto, X es arcoconexo de forma tnica. O

1.45 Lema. Sea X una dendrita. Las sigquientes condiciones son equivalentes:

1. X es un drbol.
2. X es gridfica.
3. X es union finita de arcos.

4. X tiene una cantidad finita de puntos extremos.
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Demostracién. Por definicién de gréfica y drbol, basta probar que 3 implica 4 y que
4 implica 1.

Supongamos que X es unién finita de arcos. Por el Teorema 1.14, cada arco tiene
exactamente dos puntos que no son de corte. Dado que X es una dendrita y por el
Teorema 1.28 3, solo esos puntos pueden ser puntos extremos de X. Efectivamente,
para probar esta afirmacion tomemos un arco A de los finitos uniendos de X. Sea
a € A que es punto de corte de A. Si a es punto extremo de X entonces, por el
Teorema 1.28 4, X \ {a} = K con K conexo. Por el Teorema 1.28 5, A\ {a} = KN A es
conexo, asi c(a,A) = 1y por el Teorema 1.28 4, a es punto extremo de A, lo cual es
una contradiccién. Por lo que, los puntos de corte de los arcos de X siguen siendo
puntos de corte de X. Por lo tanto, X tiene una cantidad finita de puntos extremos.

Luego, supongamos que X tiene una cantidad finita de puntos extremos, por
el Teorema 1.28 3, éstos son exactamente los puntos que no son de corte y por el
Teorema 1.17, X es un arbol. O

El resultado anterior muestra que en una dendrita el concepto de gréfica es
equivalente al de arbol. Ademas, el teorema siguiente da condiciones para que
una dendrita sea un arbol.

1.46 Teorema. Si X es una dendrita tal que R,[X] = O y cada arco en X contiene una
cantidad finita de puntos de R[X] entonces X es un drbol.

Demostraciéon. Supongamos que X no es un drbol, por el Lema 1.45, X no es una
grafica. Por el Teorema 1.42, X contiene una copia de F, o un peine.

I) Si X contiene una copia F,, sin pérdida de generalidad podemos suponer
que la copia de F,, es exactamente F,,, tomando el punto p = (0,0) en R? y
dado que X es una dendrita cumple que ord(p, X) = w. Por tanto, p € R,[X],
lo cual es una contradiccién.

IT) Si X contiene un peine, sin pérdidad de generalidad, tomando el arco A que
va de (0,0) a (1,0) en R?, cumple que la sucesion de puntos {(nlq, 0)}ien, €s
una sucesion de puntos de ramificacién en el arco. Para cada n € IN tomando

el arco que va de (0,0) a (-33, -7) y junto con el arco A, por el Teorema 1.39,

el arco A contiene una cantidad infinita de puntos de R[X], lo cual es una

contradiccion.
En cualquiera de los dos casos se llega a una contradiccién. Por tanto, X es un
arbol. |

1.47 Observacién. Sea X una dendrita tal que R,[X] es finito y no vacio. El
conjunto T := (J{ab : a,b € R,[X]} es un arbol o un singletén, donde aa = {a}.

1.48 Teorema. Sea X una dendrita tal que R, [X] es finito y no vacio. Sih : X — X es
un homeomorfismo entonces h[R,] = R, y por tanto W[T] = T, donde T es como en la
observacion 1.47.
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Demostracién. Por Teorema 1.11, se obtiene que h[R,] = R,. Luego, usando que
h[R,] = R, y el Teorema 1.15 concluimos que,

hﬁ):LﬁmwyameRan:LﬁmmmmﬁwmmmeRdzf.
O

1.49 Corolario. Sea X una dendrita tal que cada arco en X contiene una cantidad finita
de puntos de R[X]. Si R, [X] es un conjunto finito no vacio y K es componente de X \ T,
donde T es como en la observacion 1.47, entonces cl(K) es un drbol.

Demostracién. Por el Teorema 1.35, cI(K) = KU {r}, donde r € T N E[cl(K)]. Entonces
existe un arco ab con a,b € R,[X] tal que r € ab.

Afirmamos que r € R[X]. En efecto, si r es punto extremo de ab terminamos. Si
r no es punto extremo de ab, entonces ab \ {r} = U|V dondea € Uy b € V. Luego,
tomamos un arco A que va de un punto en K hacia r tal que A Nab = {r}, entonces
c(r, X) = 3 y notemos que las componentes son U, V y A. Por el Teorema 1.28 4,
r € R[X].

Afirmamos que R,[cl(K)] = 0. En efecto, si existe x € R,[cl(K)] entonces por
Teorema 1.6, x € R, [X] asi, x € T. Por Teorema 1.35, tenemos que x = r € E[cl(K)],
lo cual es una contradiccién.

Luego, si A es un arco contenido en cI(K), entonces por el Teorema 1.6,

|A N R[cI(K)]| < |ANR[X]| < w.

Finalmente, por Teorema 1.46, concluimos que cI(K) es un arbol. m|
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Capitulo 2

Grado de homogeneidad respecto a
subconjuntos densos numerables

En este capitulo se empieza a trabajar con la nocién de espacio homogéneo
respecto a subconjuntos densos numerables definido en espacios topolégicos se-
parables. Este concepto que se remonta al trabajo de Cantor en [8]; posteriormente,
Arhangel’skii, J. van Mill, Fitzpatrick, entre otros; siguieron publicando trabajos
respecto a esa nocién (véanse [2] y [6]).

La nocién del grado de homogeneidad respecto a subconjuntos densos nume-
rables fue introducida por Kennedy en [17] y [18], donde mostré espacios que
cumplen que su grado de homogeneidad respecto a subconjuntos densos nu-
merables es finito o numerable. Ademads, el grado de homogeneidad respecto a
subconjuntos densos numerables también ha sido estudiado por R. Hernandez-
Gutiérrez en [25], y por M. Hrusédk y J. van Mill en [21] donde generalizaron
algunos resultados de [18].

Este capitulo se divide en dos secciones, la primera aborda un estudio general
sobre el grado de homogeneidad respecto a subconjuntos densos numerables y la
segunda se enfoca en el estudio de dicho concepto en arboles.

2.1. El grado de homogeneidad dcpy(X)

Para un espacio topolégico separable X, definimos al conjunto
Dx = {M c X : M es denso numerable }.

2.1 Definicién. Sean X espacio topolégico separable, Y C Xy M, N € Dx. Decimos
que M ~ N si existe un homeomorfimos / : X — X tal que h[M] = N. Si ademés,
se satisface que & Iy es la identidad, escribimos M ~y N.

2.2 Observacién. Para un espacio topoldgico separable X y Y C X, nétese que ~
y ~y son relaciones de equivalencia en Dy.
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2.3 Definicién. Un espacio topolégico separable X es homogéneo respecto a subcon-
juntos densos numerables si M ~ N para todo M, N € Dx. Al conjunto de clases de
equivalencias bajo la relacién ~, lo denotaremos por ix.

La siguiente definicion fue introducida por Kennedy en [17].

2.4 Definicién. Sea X espacio topoldgico separable. El grado de homogeneidad res-
pecto a subconjuntos densos numerables de X es la cardinalidad del conjunto iy,
denotado por dcpr(X). Més atn, si Y C X entonces la cardinalidad del conjunto
de clases de equivalencias bajo la relacién ~y es denotada por dcpu(X, Y).

2.5 Teorema. Sea X espacio topoldégico separable y Y C X entonces

depr(X) < depu(X, Y).

Demostracién. Definimos a ¢ : A — B donde A = {[M]y : M € Dx}y B = {[M] :
M € Dy} por ¢([M]y) = [M]. La funcién ¢ estd bien definida, en efecto, sean
[M]y, [N]y € A tales que [M]y = [N]y, entonces M ~y N, esto implica M ~ N,
entonces ¢([M]y) = ¢([Nly).

Afirmamos que ¢ es sobreyectiva. En efecto, sea [M] € B, entonces [M]y € Ay
cumple que ¢([M]y) = [M]. Con esto concluimos que dcpy(X) < depr(X, Y). O

Elsiguiente resultado indica que el grado de homogeneidad respecto a subcon-
juntos densos numerables de continuos no degenerados tiene una cota superior.

2.6 Teorema. Si X es continuo no degenerado, entonces dcpr(X) < |X|.

Demostracién. Afirmamos que dcpr(X) < {M C X : M es numerable}|. En efecto,
sean A = {M C X : M es numerable} y B = {[M] C X : M es numerable}. Definimos
una funcién ¢ : A — B definida por ¢(M) = [M]. Notemos que esta funcion es
sobreyectiva por lo que, dcp(X) < |A|. Ahora, |A| < [X“| = ¢ = ¢. Por el Teorema
1.9, concluimos que dcpy(X) < |X]. O

2.2. El grado de homogeneidad en arboles

Esta seccion se enfoca en el estudio del grado de homogeneidad respecto a
subconjuntos densos numerables en arboles. Ademas, al final de esta seccion se
muestran las condiciones para las cuales el grado de homogeneidad de un espacio
Hausdorff es mayor o igual al continuo.

2.7 Notacién. Para un arbol X y un subconjunto finito F de X, Y[F] denotara el
conjunto E[X] U R[X] U F.

2.8 Teorema. Sea X un drbol y sea F un subconjunto finito de X. Si My N pertenecen a
Do\r entonces N ~ypr M.
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Demostracién. Denotemos por A el conjunto de arcos libres A en X los cuales son
maximales con respecto a la propiedad A N F C E[A]. Dado que X es un arbol
entonces X = [ J A. Ademas, A es localmente finita en el arbol X.

Sean A,B € A con A # B. Afirmamos que A N B C E[A] N E[B] € R[X] U F.
Primero, si x € AN B, como A y B son arcos libres maximales distintos en X,
entonces x es un punto extremo de A y B pues de lo contrario, C = A U B es
arco libre tal que A y B estan contenidos en C lo cual es una contradiccién por la
maximalidad, asi A N B C E[A] N E[B]. Luego, si z € E[A] N E[B] y no es punto
de ramificacién de X ni estd en F, entonces C = A U B es arco libre tal que A y B
estdn contenidos en C lo cual es una contradiccion por la maximalidad. Por tanto,
E[A]NE[B] c RIX]UF.

Sea A € A, por el Teorema 1.15, existe un homeomorfismo h,y : A — A tal que
ha[N N A] = M N A tal que ha [ga es la identidad. Definimos h : X — X por
h(x) = ha(x) six € A, por el Teorema 1.3, h es un homeomorfismo y observamos
que

KH[N] = UhA[NmA] = UMnA =M.

AeA AeA

Ademés, six € Y[F], porlamaximalidad delos arcos libres, existe unarco A € A
tal que x es punto extremo de A y el otro punto extremo que es de ramificacion de
X, extremo de X o estd en F. En particular, x € E[A] y h(x) = ha(x) = x. Por tanto,
h Tyir) es la identidad. ]

El Teorema 2.6 nos muestra que el grado de homogeneidad respecto a sub-
conjuntos densos numerables de un continuo no degenerado estd acotado supe-
riormente por c. El siguiente resultado mejora la cota del grado de homogeneidad
respecto a subconjuntos densos numerables para el caso en el que el continuo es
un arbol.

2.9 Corolario. Sean X un drbol y F subconjunto finito de X. Fijemos un L € Dox)\r Y
sea My = {LUB : B C Y[F]}. Si N € Dy, entonces existe M € M tal que N ~yjry M. En
particular, dcpp(X) < depu(X, Y[F]) < [P(Y[F])I.

Demostracién. Notemos que N N (O[X] \ F) € Doxp\r. Ahora, por el Teorema 2.8,
existe un homeomorfismo i : X — X tal que [N N (O[X]\ F)] =Ly h [y es la
identidad. Sea B = N N Y[F], entonces tomando M = L U B € M, se cumple que

h[N] = h[N N X] = [N N (Y[F] U (O[x] \ F))]
= [N N Y[F]] UK[N N (O[X] \ F)]
=(NNY[F)UL=BUL =M.

Por tanto, N ~yr; M. Ahora, todo elemento en M, es un conjunto denso nume-
rable, porque L es un conjunto denso numerable y todo B C Y[F] es un conjunto
numerable, pues Y[F] es numerable, entonces My C Dx. Ademads, notemos que
[Mo| = [P(YTF])I.
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Basta probar que dcpy(X, Y[F]) < [My|. En efecto, definimos ¢ : A — M,, donde
A= {[N]y[p] :N e Dx}, por qb([N]y[F]) = M donde M € Mo y N ~Y[F] M. Si [N]y[p] y
[N']yir) estdn en A tales que ¢([N]yir)) = ¢([N']yir)), entonces

N ~yirp M ~yipp M~y N'.

Donde M y M’ estdn relacionados mediante el homeomorfismo identidad, enton-
ces [N]yir) = [N’lyir), asi ¢ es inyectiva. Se sigue que dcpr(X, Y[F]) < [Mol.

Por tanto, dcpu(X, Y[F]) < |P(Y[F])| y por el Teorema 2.5 concluimos que,
dcpu(X) < depu(X, Y[F]) < [P(YTF])I. O

El siguiente resultado muestra que el grado de homogeneidad respecto a
subconjuntos densos numerables en un arco es tres. Mds atin, nos da un ejemplo
en el cual la relaciéon del Teorema 2.5 es estricta.

2.10 Teorema. Si X es un arco con puntos extremos a y b, entonces dcpp(X) = 3. Mds
aiin, si Y es un subarco propio de X entonces dcpu(X,Y) = ¢.

Demostracién. Fijemos D € Dojx; y sea N € Dx. Por el Corolario 2.9, N ~ M para
algain M € {D,D U {a}, D U {b}, D U {a, b}}.

Por el Teorema 1.15, existe un homeomorfismo & : X — X tal que h(D) =
D, h(a) = by h(b) = a, porlo que, DU{a} ~ DU{b}. Ademds, observemos que {D, DU
{a}, D U {a,b}} no son equivalentes por pares puesto que, los homeomorfismos
mandan puntos de corte en puntos de corte y respetan el niimero de puntos que
no son de corte. Por tanto, dcpy(X) = 3.

Por otro lado, probemos que dcpr(X,Y) = ¢. Fijemos D € Dgjx; y para todo
z € Y\ D definimos D, = D U {z}, entonces D, € Dx.Siz,w € Y \ D son distintos y
h: X — X es un homeomorfismo tal que k[D,] = D,, entonces h(z) # z, pues z no
pertenece a D,,. Esto prueba que D, +y D,,, entonces dcpu(X, Y) = . O

El siguiente resultado nos da las condiciones para que la cardinalidad del
conjunto de clases de equivalencias bajo la relaciéon ~y de una unién finita de
continuos sea a lo mds numerable.

2.11 Teorema. Sean X un continuo y Yo C X un drbol o un singleton. Sea k € N y
supongamos que Y1, ..., Yy son subcontinuous no degenerados de X tales que para todo
i€({l,...,k} las siguientes condiciones se cumplen:

1. Yi N YO = {yz}
2. YiNY; CY,, para todoi # j.
3. depu(Yi, {yi}) £ w.
SiY = Uf:o Y; entonces dcpu(Y, {y1, ..., yi}) < w.
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Demostracién. Dado que Yy es un drbol y tomando F = {vy, ..., vk}, por el Corolario
2.9, fijamos una familia numerable M, C Dy, tal que para todo N € Dy,, existen
MeMyyh:Yy— Yyhomeomorfismo tal que h[N]=Myh [, ., esidentidad.

También, por la condicién 3, para todo i € {1,...,k} tenemos una familia
numerable M; C Dy, tal que para todo N € Dy, existen M € M;y h; : Y; = Y;
homeomorfismo tal que i;[N] = My hi(y;) = y;.

Definimos D = {Ufzo M; : M; e M, paratodoi € {1,...,k}}. Notemos que D es
numerabley D C Dy.

Fijemos N € Dy y para todoi € {0,1,...,k} sabemos que Y; \ {y1,..., yx} es un
conjunto abierto no vacio de Y, por tanto NNY; € Dy,. Sii € {1,...,k}, entonces
existen M; € M; y h; : Y; — Y; homeomorfismos tales que ;[N NY;] = M; y
hi(yi) = yi. También, podemos tomar M, € My y hy : Yo — Y, homeomorfismo tal
que ho[N N Yyl = Moy ho T,y €s laidentidad.

Luego, definimos h : Y — Y por h(y) = hi(y) si y € Y;. Por el Teorema 1.3, h es
un homeomorfismo y

k k
W[N] = h[NN Y] = Uh[N nY; = UMZ-.
i=0 i=0

Entonces, como D es numerable, concluimos que dcpu(Y, {y1, ..., y)) <w. O

Los resultados anteriores muestran que la cardinalidad del conjunto de clases
de equivalencias bajo la relacién ~y de un espacio es a lo maés el continuo. Sin
embargo, el siguiente resultado nos da condiciones para que el grado de homoge-
neidad de un espacio Hausdorff X sea mayor o igual al continuo, y por el Teorema
2.5 se sigue que para todo Y C X satisface que dcpu(X, Y) > .

2.12 Teorema. Sea X un espacio Hausdorff. Supongamos que L C X es un arco con
int(L) = 0 y con puntos extremos ay y by. Supongamos que E es un subconjunto denso
numerable de X\L. Sea <; un orden total en L cuyo punto minimo es ay. Fijemos sucesiones
{au}nen Y {bulnen en L cuyos limites son ay y by, respectivamente y que satisfacen para
cadan € N,

Aps1 <p y <p a1 < by <p by <p by

Mds aiin, para todo n € IN, sea D,, un subconjunto denso numerable del subarco
A3n—1a3,—> de L.
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Para cada K € P(IN), definimos
MK:EU(UDH)U{IJH:ne]NU{O}}U{ag,n:neK}U{aO}.

nelN

Supongamos que para todo K, Q € P(IN) y cada homeomorfismo h : X — X tal que
h[Mk] = Mg satisface que h[L] = L. Entonces dcpr(X) > .

Demostracién. Fijemos K, Q € P(IN). Si U es un abierto no vacio de X entonces,
como el interior de L es vacio, U \ L es abierto no vaciode X\ L,asi (U\L)NE # 0,
por lo que U N E # (. Entonces Mg, Mg € Dx.

Sea h : X — X un homeomorfismo tal que h[Mg] = Mg. Para probar que
depu(X) > ¢ es suficiente demostrar que K = Q, puesto que esto induce una
funcién inyectiva ¢ : P(IN) — {[M] : M C X denso numerable} definida por
$(K) = [Mk].

Por hipétesis tenemos que h[Mg N L] = Mg N L. Esto implica que si C es una
componente no degenerada de c/(Mg N L), entonces h(C) es una componente no
degenerada de cI(Mg N L). Asi, h[{U,en Dul = U, en Dy- Notemos que

1. ag € cl(Uyen Dn)-

En efecto, sea U abierto tal que a9 € U. Por ser gy punto limite de {a,},en, existe
N € N tal que para todo a € L con ay < a <; ay se cumple que a € U. Entonces
existe un subarco as,,_143,—» para alginm € Ncon3m—2 > N talque UND,, # 0,
esto implica que U N (U,en D) # 0, entonces ag € cl(U,,cn Di)-

2. by no pertenece a cl(|J,,en Dn)-

En efecto, pues tomando el subarco bib, es una vecindad de b, en L tal que
bibo N (Upen D) = 0.

Las condiciones 1 y 2 junto con h[L] = L implican que h(by) = by. Con esto
tenemos que & preserva el orden. Ahora, sea x € cl({J,en Dr) tal que

(i) x pertenece a una componente no degenerada cl(D;) de cl(lJ,cn D) para
algtin j € IN.

(i) cl(D;) esta contenida en el subarco xb, de L.
(iii) xby contiene exactamente j componentes no degeneradas de cl(|,ep Dh).

Observemos que a3;_; es el tinico punto en c/(lJ,n D») que satisface las condi-
ciones (i), (ii) y (iii). La condicién (iii) junto con h[L] = L y h(by) = by implican que
h(asj-1) = azj-1. Se sigue que para todo j € IN, h[cl(D))] = cl(D;) y h(azj-2) = azj».
En particular, el subarco a3,,4143,-1 de L es invariante bajo h, para todo n € IN.

Finalmente, probemos que K C Q. En efecto, si k € K entonces az pertenece
a MK N ase+1a3—1 entonces, h({l3k) S h(MK N a3k+1a3k_1) = MQ N Azp103k-1- Dado que
A3k+1 # A3c # Az—1 implica que h(az) = as € Mo, asik € Q. Mediante un argumento
similar, se prueba que Q C K. Por lo tanto, K = Q y mediante la funcién inducida
mencionada anteriormente, concluimos la prueba. m|
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Capitulo 3

Caracterizacién de d-py(X) en
dendritas

En el presente capitulo se calcula el grado de homogeneidad respecto a sub-
conjuntos densos numerables en dendritas. Gracias al Corolario 2.9, es natural
probar el grado de homogeneidad respecto a subconjuntos densos numerables en
arboles es finito. Sin embargo, el reciproco no es tan evidente y nos apoyamos del
Teorema 1.42 (véase Corolario 3.12).

Una vez que se caracteriza que el grado de homogeneidad respecto a subcon-
juntos densos numerables es finito, mediante el apoyo del Corolario 1.49, bastara
caracterizar en dendritas que el grado de homogeneidad respecto a subconjuntos
densos numerables es el continuo mediante las siguientes condiciones:

1. Contiene un arco con una cantidad infinita de puntos de ramificacioén (véase
Teorema 3.3).
2. Contiene una cantidad infinita de puntos de orden w. (véase Teorema 3.5).

3. Contiene una cantidad infinita de arcos cuya cantidad de puntos de ramifi-
cacion es distinta (véase Teorema 3.6)

4. Contiene una cantidad infinita de puntos de orden finito o w (véase Teorema

3.8).

Finalmente, se determina que el grado de homogeneidad respecto a subcon-
juntos densos numerables en dendritas es finito, w o ¢ (véase Corolario 3.12).
Primero, demostramos que si el grado de homogeneidad respecto a subconjuntos
densos numerables en una dendrita es finito si y sélo si la dendrita es un arbol.

3.1 Teorema. Sea X una dendrita. Entonces dcpp(X) < w siy sélo si X es un drbol.
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Demostracién. Si X es un arbol, entonces X es unién finita de arcos por lo que
tiene una cantidad finita de puntos de ramificaciéon. Ademads, por el Lema 1.45, X
tiene una cantidad finita de puntos extremos. Se sigue que por el Corolario 2.9,
dcpu(X) < |P(Y[F])| < w, donde F C X finito.

Ahora, procediendo de manera contrarreciproca, supongamos que X no es un
arbol. Por el Lema 1.45 y el Teorema 1.42, X contiene una copia de F,, o un peine.
Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que X contiene una copia de F,, y
que la copia de F, es exactamente F,. Probemos la siguiente afirmacion:

1. Para cada punto extremo de F,, que no es extremo de X, se le puede asignar
un punto extremo de X de manera que tal asignacion es inyectiva.

Enefecto, seaz € E[F,]\E[X]. Sea K componente de X\ {z} tal que KNF,, = 0. Por
el Teorema 1.35, c/(K) = KU{z} y 0 # E[c/(K)]\ {z} C E[X]. Fijemos z’ € E[c/(K)]\ {z}.
Observemos que la asignacion z +— z’ es inyectiva.

De 1y que la cardinalidad de E[F,] es infinito, concluimos que la cardinalidad
de E[X] es infinito. Ahora, tomemos una sucesion de puntos {e,},en C E[X].
Fijemos M € Dopx; y para todo n € IN definimos M, = MU {e; : 1 < i < nj},
entonces M, € Dy, para todo n € IN. Mds atn, si n,k € IN satisfacen que existe
un homeomorfismo h : X — X tal que h[M,] = M; entonces se cumple que
hl{e;: 1 <i<mn}]={e;:1<i<k} puesparatodoie€{l,...,n}, e no pertenece a M.
Por lo tanto, n = k. Se sigue que la funcion ¢ : N — Itk definida por ¢(n) = [M,,]
es inyectiva. Por lo tanto, dcpp(X) > w. O

Como consecuencia del teorema anterior, se enfocara a dar las condiciones ne-
cesarias y suficientes para que el grado de homogeneidad respecto a subconjuntos
densos numerables en dendritas sea el continuo. Primero, daremos una condicién
para que una dendrita contenga un arco con una cantidad infinita de puntos de
ramificacion.

3.2 Lema. Sean X dendrita, g € X y K componente de X \ {g}. Si q € clx) (K N R[X]),
entonces existe un arco A C cl(K) tal que A N R[X] es infinito.

Demostracién. Por el Teorema 1.35, cI(K) = K U {g} es una dendrita y q € E[c/(K)].
Fijemos ry € KN R[X], por el Teorema 1.19, sea ryq arco en cl(K).

Ahora, por el Teorema 1.20, sea V; una vecindad arcoconexa de g en c/(K) tal
que rp no pertenece a Vq; tomemos s; € V1 NR[X] \ {g}. Afirmamos que existe r; €
rog\{ro, q} tal query € R[X]ysir1Nrog = {r1}. Enefecto, sis; € roq entonces tomamos
r1 = s1 € R[X] y si s; no pertenece a el arco ryq entonces, por la arcoconexidad de
Vi, existeel arcosiry en V4, paraalginr; € rog, tal que sir1Nrog = {r1}. Supongamos
que r; = g, entonces X contiene dos arcos distintos con puntos extremos s; y 7o,
el primero de ellos es 519 U gry, y el segundo de ellos es el arco si7y contenido
en K\ {g}, el cual existe por el Teorema 1.19, cuya interseccién no es conexa, lo
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cual contradice el Teorema 1.28. Por tanto, 1 € roq \ {ro,q} y, por el Teorema 1.39,
€ R[X]

Recursivamente, supongamos que existe n puntos distintos r,7,,...,7, que
pertenecen a roq N R[X] \ {g}. Sea V41 una vecindad arcoconexa en c/(K) de g tal
que {ro,r1,...,7x} N Vypr = 0. Sea sy41 € Viyer N R[X] \ {g}). Afirmamos que existe
Tus1 € Yoq \ {10, 71,...,7s,q} tal que 1,41 € R[X] y Sys17041 N 10g = {rn11}. En efecto,
Si Sy41 € 19q, tomemos 7,11 = 5,41 € R[X] Yy, si s,+1 no pertenece al arco ryq, por la
arcoconexidad de V.4, existe el arco s,.17,+1 en V.1 tal que s,.17441 N710q = {1441},
para algan 7,41 € roq. Supongamos que 1,1 = 4, entonces X contiene dos arcos
distintos con puntos extremos s,.1 y 1o, el primero de ellos es s,,1q9 U r¢gq, y el
segundo de ellos es el arco s,.17p contenido en K\ {7}, el cual existe por el Teorema
1.19, cuya interseccién no es conexa, lo cual contradice el Teorema 1.28. Por tanto,
the1 € 1o \ {ro,q} y para todo i € {1,...,n} se cumple que 7,41 # r;. Ademas,
por el Teorema 1.39, se satisface que r,+1 € R[X]. De esta forma, concluimos que
roq N R[X] es infinito. O

Ahora que hemos determinado condiciones para la existencia de un arco en
una dendrita con una cantidad infinita de puntos de ramificacién mostraremos c6-
mo la existencia de estos arcos determina que el grado de homogeneidad respecto
a subconjuntos densos numerables de la dendrita es el continuo.

3.3 Teorema. Sea X una dendrita. Si existe un arco A contenido en X tal que R[X] N A
es infinito entonces dcpu(X) = ¢

Demostracién. Sea <, orden total en A. Tomemos un punto de acumulacién p de
R[X] N A. Invirtiendo el orden si es necesario, podemos suponer que existe una
sucesion {r,},en C R[X] N A tal que 7, <4 7441 <a p, paratodon € Ny r, — p. Sea
S = {r, : n € N} U {p}. Probemos la siguiente afirmacion.

1. Sih : X — X es un homeomorfismo tal que h[S] = S, entonces h [ es la
identidad.

Como p es el tnico punto no aislado de S, entonces h(p) = p. Como rip es
un arco que contiene a S y E[rip] C S, esto implica que h(r1p) es un arco que
contiene a S y E[h(rip)] C S. Entonces E[h(r1p)] = {h(r1),p} y como h preserva
puntos extremos, h(r1) = r1 y por el Teorema 1.44, obtenemos que h[rip] = r1p.

Dado que h [, ,: rip — rip es un homeomorfismo creciente y h[S] = S entonces
h Tseslaidentidad. En efecto, procediendo por induccién, sabemos que h(ry) = 1.
Supongamos que tenemos h[r;] = r; para todo i < n. Si h[r,.1] =1, conm >n+2,
dado que h[S] = S, existe un 1 € S, para algtn k > n + 2, tal que h[rx] = r441. Como
Tu+1 <a i, al aplicar el homeomorfismo h, que preserva orden, obtenemos que
I'm <a Tns1, 10 cual es una contradiccion. Por tanto, /1 [ es la identidad.

Luego, para cada n € N, dado que r, € R[X], existe un arco L, C X tal que
L,NA = {r,} yr, € E[L,]. Sea K, una componente de X \ {r,} que contiene a
L, \ {ry}. Por el Teorema 1.35, c/(K,) = K, U {r,} es una dendrita. Asi, fijemos
e, € E[cl(K,)] \ {r,} C E[X] y observemos que
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2. e,ry N1yp = {1y}, para todon € IN.

3. Si j # n, entonces {r;,1,,} C ejr,.

Fijemos M € Doyx; y para todo B € P(IN) sea Mp = MUSU /e, : n € B}. Entonces
Mg € Dx. Supongamos que B,C € P(IN) tales que existe un homeomorfismo
h: X — X tal que h[Mg] = Mc. Probemos que B = C.

Sea n € B, notemos que h[S] = h[cl(Mp N R[X])] = cl(h[Mp N R[X]]) = cl(Mc N
R[X]) = S. Por 1, h [s es la identidad. Como e, € Mg N E[X] tenemos que h(e,)
pertenece a (Mc \ {p}) N E[X]. Por tanto, h(e,) = ¢; para algin j € IN. Por 1y 2
deducimos que e;jr, N rip = hle,r, Nrp] = {r,}. Si j # n, por 3, {rj,r,} Nrp C
ejr, N rip = {r,}, entonces r; = r,, lo cual es una contradiccion por lo tanto, j = n'y

h(e,) = e, € Mc. Entonces, n € C. Similarmente, se prueba que C C B, por lo tanto
B=C.

Definimos una funcién inyectiva ¢ : P(IN) — Mix por ¢(B) = [M3]. Asi, por los
Teoremas 1.9 y 2.6, obtenemos que dcpr(X) = ¢. m|

3.4 Lema. Sean X dendrita, q € X y K componente X \ {g}. Si existe r € KN R,[X],
entonces para todo n € IN existe E, C E[cl(K)] \ {g} C E[X] tal que |E,| = n.

Demostracién. Observemos que c(r, X) = w, de lo contrario por el Teorema 1.28
4, ord(r, X) < w lo cual es una contradiccién. Luego, sea L la componente conexa
de X \ {r} que contiene a g y a X \ K. Asi, para todo n € N existen L,,...,L,
componentes conexas de X \ {r} distintas de L. Observemos que L;,...L, son
componentes conexas de c/(K) \ {r}. Por el Teorema 1.35, existen e; € E[cI(L;)] \ {r}
para todo i < n. Entonces ¢; € E[cI(K)] \ {g} € E[X] para todo i < n. Tomamos
E,=1{e;:1<i<n}. O

Ahora, en el siguiente resultado probamos que el grado de homogeneidad
respecto a subconjuntos densos numerables en una dendrita es el continuo si
existe una cantidad infinita de puntos de orden w.
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3.5 Teorema. Si X es una dendrita tal que R, [X] es infinito, entonces dcpu(X) = ¢.

Demostracién. Sea q un punto de acumulacion de R, [X] y una sucesién {7, },en que
pertenezca a R,[X] \ {g} y que converjaa g. Sea S = {r, : n € IN}. Si existe K una
componente de X \ {g} tal que KN S es infinito, por el Lema 3.2, existe un arco A
en cl(K) tal que A N R[X] es infinito y por el Teorema 3.3, dcpu(X) = c.

Por tanto, supongamos que cada componente de X \ {7} contiene una cantidad
tinita de puntos de S. Si ord(g, X) < w, por el Teorema 1.28, c(g, X) < w es decir,
existe una cantidad finita de componentes Kj, ..., K, de X'\ {7} tales que contienen
una cantidad finita de puntos de S, entonces S es finito lo cual es una contradiccién.
Por tanto, g € R, [X].

Para cada n € N, sea K,, componente de X \ {g} tal que r, € K,,. Sin pérdida
de generalidad, podemos suponer que K; # K; para todo i # j. Luego, la sucesién
{r.}nen satisface que, por el Corolario 1.38, la sucesiéon de componentes {K,,},cn €s
nula. Dado que, para todon € N, r, € K, N R,[X] y del Lema 3.4, podemos tomar
E, C E[c/(K,)] \ {g} € E[X] tal que |E,| = n.

Ahora, fijemos M € Dojx) y para todo B € P(IN) sea

MB:MU{q}U(UEn]U{rn:neB}.

nelN

Entonces Mj € Dx. Sean B y C elementos infinitos de P(IN) y supongamos que
existe un homeomorfismo h : X — X tal que h[M;] = Mc. Probemos que B = C.
Sea n € B, entonces 1, € Mp asi, h(r,) € Mc N R[X]. Entonces, por el Teorema 1.1,

hl{g}] = h[(Mp 0 R[X])'] = (h[Mp N R[X]])" = (Mc N R[X])" = {g}.

Por tanto, h(r,) = rj, para algtan j € C. Dado que h(q) = q y h(r,) = r; entonces
h[K,] es una componente de X \ {g} que contiene a r;, es decir, h[K,] = K;. Esto
implica que h[E,] = h[K, "M N E[X]] = K;NMc N E[X] = E;. Por el Teorema 1.10,
n = |E,| = |[E;| = j, entonces n € C. De manera similar, se prueba que C C B. Por lo
tanto, B = C.

Definiendo una funcién inyectiva ¢ : P(IN) — Mix por ¢(B) = [M3] y por los
Teoremas 1.9 y 2.6, concluimos que dcpp(X) = . O

Otra condiciéon para que el grado de homogeneidad respecto a subconjuntos
densos numerables en una dendrita X es el continuo es la existencia de una
infinidad de arcos cuya cantidad de puntos de ramificacién de X es distinta, esto
se prueba en el siguiente teorema.

3.6 Teorema. Si X una dendrita tal que | = {|A N R[X]| : A es un arco en X} es infinito,
entonces dcpy(X) = .

Demostracién. Por los Teoremas 3.3 y 3.5 podemos suponer que
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1. IR,[X]| < .

2. Todos los arcos A en X satisfacen que |A N R[X]| < w.

Si X es un drbol entonces, X tiene una cantidad finita de puntos de ramificacién
dando como resultado que | es finito lo cual es una contradiccén, esto implica
que X no es drbol. Por el Lema 1.46 y 2, obtenemos que R,[X] # 0. Sea T como en
la Observacién 1.47 y X familia de componentes de X \ T. Dado que T es uni6n
finita de arcos (o un singletén) y por la condicién 2, se tiene que |T N R[X]| < w. Si
K € X entonces, por el Corolario 1.49, cl(K) es drbol. Por la misma razén que T, se
sigue cumple que |[K N R[X]| < w.

Consideremos Jy = {[K N R[X]| : K € K}. Como [T N R[X]| < w y ] es infinito
entonces Jj es infinito. En efecto, si ], es finito, implica que existe n € IN tal que
|IK N R[X]| < n para todo K € K. Méas atin, podemos suponer que IT N R[X]| < n.
Entonces para todo arco A en X se cumple que |[A N R[X]| < 3n, debido a que A
contiene puntos de R[X] en T y en a lo més dos elementos de X. Esto implica que
J estd acotado por 3, lo cual es una contradiccion.

Se sigue que, podemos tomar una sucesion {K,},en C X, K; # K; para todo
i # j, tal que para cada n € N existe R,, C R[cl(K,)] \ T y IR,| = n. Posteriormente,

para cada n € IN, por el Teorema 1.35, fijemos e, € E[cl/(K,)] \ T. Ahora, fijemos
M € Doyx; y para cada B € P(IN) definimos

MB=MU(URH)U{en:n€B}.

nelN

Entonces M € Dx. Sean B, C € P(IN) y supongamos que existe un homeomor-
fismo h : X — X tal que h[M3] = Mc. Probemos que B = C. Sea n € B, entonces
e, € Mgy h(e,) € Mc N E[X], por lo que h(e,) = e; para algtin j € C. Dado que
h(e,) = e; y que por el Teorema 1.48 se cumple que h[T] = T, entonces h[K,] es una
componente de X \ T que contiene a ¢;, asi h[K,] = K;. Se sigue que

h[Rn] = ]’l[Kn N MB N R[X]] = K] N Mc N R[X] = R]

Obtenemos que, por el Teorema 1.10, n = |R,| = [R;| = j € C. De manera similar,
se prueba que C C B. Por lo tanto, B = C.

Definimos una funcién inyectiva ¢ : P(IN) — Nix por ¢(B) = [Mg] y por los
Teoremas 1.9 y 2.6, concluimos que dcpy(X) = . O

3.7 Notacion. Para una dendrita X, denotamos
ORx = {ord(r) : r € R[X]} ¢ N U {w}.
Otra manera, y la tiltima, para obtener que el grado de homogeneidad respecto
a subconjuntos densos numerables en una dendrita es el continuo es mediante la

existencia de una infinidad de puntos de ramificacién con ordenes distintos, esto
se prueba en el siguiente teorema.
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3.8 Teorema. Si X es una dendrita tal que ORx es infinito, entonces dcpp(X) = ¢.

Demostracién. Tomemos E = {r, : n € IN} C R[X] tal que ord(r,) # ord(ry), para
todo n # k. Fijemos M € Doyx; y para todo B € P(IN) definimos

Mg =MU{r, :n € B}

Entonces Mg € Dx.Sean B, C € P(IN) y supongamos que existe un homeomorfismo
h: X — X tal que h[Mg] = Mc. Entonces,

h[{r, : n € B}] = h[Mp N R[X]] = Mc N R[X] = {r, : n € C}.

Probemos que B = C. Sea m € B, por el Teorema 1.11, ord(r,,) = ord(h(r,)) y
por la eleccién de E, implica que la h(r,,) = r,. De esto, se obtiene que m € C.
Similarmente, se prueba que C C B. Finalmente, definiendo una funcién inyectiva
¢ : P(N) — My por ¢(B) = [Mg] y por los Teoremas 1.9 y 2.6, concluimos que
depu(X) = ¢ U

Ya que hemos dado condiciones para que el grado de homogeneidad respecto
a subconjuntos densos numerables en una dendrita sea el continuo, ahora nos
enfocaremos a dar condiciones para que el grado de homogeneidad respecto
a subconjuntos densos numerables en una dendrita sea w. Primero lo haremos
cuando la dendrita sea un arbol. Para eso, requerimos la siguiente notacién.

3.9 Notacién. Sea T un arbol, fijemos e € E[T] y supongamos T es encajado en
[1,2] X [0,1] de una manera que e = (1,0). Para todon € N, sea T, = T y
e, = (2,7,0) Consideremos los conjuntos

—(UT {0,0)} vy Yo={es:neN}JU{O0,0)).

Definimos T,, como espacio cociente obtenido de Y por la identificacion del
conjunto Yy en un punto singular. Denotemos por ¢ : Y — T, el mapeo cociente.
Para un drbol Z, denotemos por V(Z) a la unién de E[Z] y R[Z].
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El siguiente resultado prueba que el grado de homogeneidad respecto a sub-
conjuntos densos numerables del espacio cociente T, es w.

3.10 Teorema. Si T es drbol y e € E[T] entonces dcpu(T,,) = w, donde T, es como en la
Notacion 3.9.

Demostracién. Sea S = P(V(T)), digamos S = {Si,...,S}. Notemos que k > 2.
Denotemos por 0 el elemento de (IN U {0})F en el cual todas las coordenadas son
iguales a cero. Un elemento (15, ...,1) € (NU {0})¥ es denotado por 1. Luego, para
todo 7 € (N U {0})* definimos el conjunto

) = QU{Q[%SJ]:iE{(int]+1,...,[int]+nj}}.

=1 t=1

Al ser una union finita, para todo 7 € (IN U {0})¥, se cumple que a(#) es finito.
Sea {Py, ..., P¢} una particién de IN en subconjuntos infinitos de IN. Consideremos
el conjunto A := (N U {0})* X [P(S) \ {0}]. Para cada (7, £) € A definimos

I(L):={iefl,...,k}: 5 €L},
(L) == min I(£L),

B, L) = UU{ [2 ] iePryi>int}y

rel(£)
y(#,L) = UU{ [2 ] i€ePp, yz>Znt}.
rel(L)
Como ejemplo, si (7, £L) € Adonde £ =1{54,...5}yl <k
T T 1 T T T
2_1T 7 T ST T ... 2,11—+n2T .. 22,(71] o T ... 225 T T
U - U U - U - U .. U
1 1 1 1
2_151 oMy Sl 2;11+1 SZ < 2"1_"'”252 st 221 i nj+1 Sk Tt 225{:1 n; Sk
7’11 nz e nk
P\, ko) . P, XN mi | Pra L. B ) e P\{L, o D i)
Sq et Si Sy .. Sue)
L
(7, L) y(#, L)

Como Py, ..., Prsonnumerables, los conjuntos (71, £) y (1, £) son numerables,
para todo (71, £) € A. Fijemos M € Doyt vy para todo (71, £) € A tomemos

M(#, £) := MU a(ft) U B(R, £) U (1, L) y
C:={M(#,L): (1, L) € Ab.
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Notemos que cada M(#1, £) pertenece a Dr, y € es numerable. Probemos que
todo subconjunto denso numerable de T,, es equivalente a un elemento de C. Sea
N € Dr, . Paratodoi€ {1,...,k}, definimos

Q; := {q eN:NNng [V(T,,)] = ¢ [%s]}

Observemos que Ule Q; = IN. Si Q; es finito, entonces tomemos n; := |Qj,
de otra forma tomemos n; = 0. Definimos # = (ny,...,m) y £ = {5; € S :
Q; es infinito}. Dado que Ui;l Q; = N, necesariamente £ # (). Por tanto, (71, £) € A.
Probemos que existe un homeomorfismo h : T, — T, tal que h[N] = M(11, £).

Primeramente, elegimos una funcién biyectiva f : N — IN tal que para todo
i€({l,...,k} satisface que:

{( E nt) +1,... ,( ;;1 nt) + ni} si Qi; es finito,
flQil =1 P;n (Z];:1 14, ©0) si Qjesinfinitoyi# u(L),
(Pi U Uygre) Pr) N (Z’;Zl 14, ©0) si Q;esinfinitoyi= u(L).

Ahora, para cada i € IN, sean N;, M; C T tales que (p[%NZ-] = NN oe[O[T]] y
QD[%MZ] =Mn QD[T,] Notemos que Ni,Mf(i) € DO[T] pues, N € ®Tw y M € DO[TH,]'
Por el Teorema 2.8, tomando a F = (), existe un homeomorfismo g; : T — T tal que
SilNil = M4 y gi Tvr) es laidentidad; esto sucede para todo i € IN.

Definimos una funcién g : Y — Y dada por g(0,0) = (0,0) y g(3%) = 5758i(%),
para todo i € N y para todo x € T. Por el Teorema 1.3, ¢ [ . 7, e un ho-
meomorfismo y g es funcién continua en (0,0) pues sea {t,},en Una sucesion
de Y tal que lim,_.t, = (0,0) entonces, por ser ¢ [, 1, homeomorfismo,
1im,, . () = g(0,0) = (0,0). De manera, anéloga se prueba que la funcién ¢! es
continua en (0, 0). Por lo tanto, g es un homeomorfismo. Asimismo, pog:Y — T,
€s un mapeo cociente.

Notemos que ¢ es constante en cada fibra (¢ o g)™'(f) y ¢ o ¢ es constante en
cada fibra ¢~!(t). Basta observar que para todo i € N y para todo x € T se cumple
que:

» o ' [Yol = Yo =g [Yol = (g7 0o @ )[Yo] = (@ o g)'[Yol.
» o7 [5x] = (3% = ¢ 5w 8i)] = (€71 e o 58] = (@ © &) ' [Fr&i()].

Se sigue que por el Lema de Transgresion, Teorema 1.34, aplicado a los mapeos
cocientes ¢ y a ¢ o g, existe un homeomorfismoh : T, —» T, talquehop =¢pog.

Luego, para todo i € N y para todo B C V(T), como g; [v(r) es la identidad,
se tiene que h[@[3B]] = ¢[g[5BI] = ¢[558iBl] = ¢l577B]. Por lo tanto, [5B] =
1l 5 B11
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Para probar que h[N] = M(#1, £) es suficiente mostrar que para todo n € N,
hIN] N @[T,] = M(#n, L) N @[T,]. Primero, demostremos que para todo n € IN se
cumplen las siguientes condiciones:

1. BIN] N @[T, ] N V(T.) = M(h, £) N @[T,] N V(T,).
2. HIN1 N [T,] N O[T,] = M(#, £) N ¢[T,] N O[T, ]

Fijemos n € Ny vamos a demostrar 1. Dado que UL, Qi = Ny f'(n) € N,
existei € {1,...,k} tal que f~(n) € Q;, entonces n € f[Q;]. Se sique que

M ne {(Zt i)+ 1, (T ) + } si Q; es finito.
(I) ne P;N (Z]f:1 1ny,00), si Q; es infinito y i # u(L).

(ID) 1 € (P; U U, ey P) N (Ziey 11, 00), si Q; es infinito y i = p(L).
Podemos deducir que,

hINI N @[T, 1N V(Tw) = hIN] N @[V(Ty)] = hIN N k™ 1[(P[ S V(DI

1

V(T)] = hIN N @[V(T p)1] = i@l Sill
1

1
= @[g[msi]] = (P[ggffl(n)[si]] = (P[Esi]-

2f1<>

De esta manera, obtenemos que h[N] N ¢[T,] N V(T,) = go[%Si]. Por otro lado,
notemos que M(#1, L)N[T,]NV(T,) = M(71, L)N[V(T,)] y consideremos 3 casos:

(i) Si Q; es finito, entonces n € {(Zt 1) +1,. (Zt 1 1) + 1 } esto implica que

1
—Si].

M(#, £) N plV(T)] = a(@) N elV(Tn] = ¢l

(ii) Si Q; es infinito y i # u(£), entonces n € P; N (th;l 1y, 00), esto implica que
" . 1
M@, £) 0 plV(Ta)] = B, £) 0 plV(Tw)] = pl5;5il-

(iii) Si Q; esinfinitoyi = (L), entonces 1 € (P; U U, g1y Pr) N (XX, n;, 00), esto
implica que

M(h, £0) 0 LV(T)] = 7(3, £) N IV(T,)] = pl-Sl
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Por tanto, se satisface la condicién 1. Ahora, demostremos la condicién 2.
Primero, observemos que

HQLOIT 4] = I8l OLTII = @l 8-+ [OITI = 9l OLTI] = IOIT, .

2f1(n)
Por tanto, ¢[O[Tf-1(y]] = ™ [@[O[T,11]. Se sigue que

HINI 0 pIT,] 0 OIT, ] = KNI 1 O[T, 1] = HIN 1 ™ [p[OIT, 1]
= HIN 0 GIOIT 11 = Ml 5Ny 1] = GISTN o]
1

= Pl 1Nyl = @l Myl = MO @IT,] = M(3, £) 0 pIT,] N O[T,

Por tanto se satisface la condicién 2. Asimismo, de las condiciones 1 y 2 im-
plica que h[N] = M(#1, £). Dado que € es numerable y definiendo una funcién
sobreyectiva f : ¢ — My, definida por f(M(#, £)) = [M(71, £)] concluimos que
dcpr(Ty) < w. Como T, no es un arbol, por el Teorema 3.1, obtenemos que
depu(Ty) = w. u

Gracias al resultado anterior, tenemos un ejemplo de una dendrita cuyo grado
de homogeneidad respecto a subconjuntos densos numerables es w. Como con-
secuencia, de todo el trabajo expuesto hasta el momento, podemos argumentar el
primer resultado importante de esta tesis, el cual es la caracterizacién para que el
grado de homogeneidad respecto a subconjuntos densos numerables en dendritas
sea w.

3.11 Teorema. Sea X una dendrita que no es un drbol entonces dcpu(X) = w si y solo si
se cumplen las siguientes condiciones:

1) A N R[X] es finito, para todo arco A C X.

2) R,[X] es finito.

3) El conjunto | = {|A N R[X]| : A es un arco en X} es finito.
4) ORy es finito.

Demostracién. Si suponemos que dcpr(X) = w entonces por los Teoremas 3.3, 3.5,
3.6 y 3.8 se cumplen las condiciones 1, 2, 3 y 4, respectivamente.

Ahora, supongamos que se cumplen las cuatro condiciones. Si R,,[X] es vacio,
por el Teorema 1.46, X es un 4rbol lo cual es una contradiccién. Por lo que, R, [X]
es distinto del vacio. Sea T como en la Notacién 1.47. Como T es unién finita de
arcos (o un singletén), por la condicién 1, tenemos que IT NR[X]| < w.

Si T es no degenerado, entonces E[T] € R,[X] por la construccién de T. En
cualquier caso, afirmamos que fr(T) c R[X]. En efecto, sea x € fr(T) c T, entonces
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existen a,b € R,[X] tales que x € ab. Por la condicién 1, tenemos que ab N R[X] =
{z1,...,zn}. Six € {a,z1,...,2zm, b}, entonces terminamos. De lo contrario, existe U
conjunto abierto de X tal quex €e UNaby U N {z,...,z,} = 0. Luego, por ser X
un espacio de Peano, existe V' conjunto abierto conexo de X tal que x € V C U.
Como x € fr(T), tenemos que existe y € V \ T. Por el Teorema 1.21, obtenemos la
existencia del arco xy. Por el Lema 1.39, V N ab contiene un punto de ramificacion
en X, lo cual es una contradicciéon. Por tanto, fr(T) C R[X] y como consecuencia
de que T N R[X] es finito, tenemos que fr[T] es finito.

Luego, sea X una familia de componentes de X \ T. Si K € X, por el Corolario
1.49, entonces cl(K) es &rbol. Por la condicién 4 y el Teorema 1.28 4, existe ny €
N tal que c(x, X) < ng para todo x € X. Sea x € cl(K) \ T y supongamos que
c(x,X) = m para algun m < ng. Sea C la componente conexa de X'\ {x} que

contiene a T'y sea C,, componente conexa de cl/(K) que intersecta a T. Asi, existen
Cy,...,Cpu1 componentes conexas de X \ {x} distintas de C. Observemos que
Cy,...Cu-1, Gy son las componentes conexas de cl(K) \ {x}. Por el Teorema 1.28 4,
se sigue que ord(x, cl(K)) = ord(x, X) < ny. De esto y de la condicién 3, sin pérdida
de generalidad, podemos tomar a 1 tal que las siguientes condiciones se cumplen:
I. Todo arco A en cl(K) cumple que |A N R[c/(K)]| < ny.
II. Todox e cl(K)\ T cumple que ord(x, c/(K)) = ord(x, X) < ny.

III. Six e cl(K) N T entonces ord(x, cI(K)) = 1 < ng. (véase el Teorema 1.35)

Analicemos los siguientes dos casos:
Caso 1. |R,[X]| = 1.

Para este caso, sea v € X tal que R,[X] = {v} = T. Para todo K € X, definimos
Lx ={Q € X : existe un homemomorfismo h : c/(K) — cl(Q) tal que h(v) = v}. Sea
Ko = {K € X : Lk es infinito}. Notemos que por el Corolario 1.49, el Teorema 1.43
y de las condiciones I y II se obtiene que

a) Ko # 0.
b) X\ XK es finito.

c) Existe K; C K finito tal que para todo K € K, existe K; € K; N L.

Observemos que (Jgey, cl(K) = Ukex, Uges, ¢/(Q). Por tanto,
X = U cl(K) U U U Q).
KeX\Xo KeX; Qely

Luego, paracadaK € X; tomamos el drbol c/(K) y consideramos la construccién
presentada en la Notacién 3.9 tomando como el punto extremo eigual a v. Aligual
que en la Notacién 3.9, denotamos al correspondiente espacio cociente por cl(K),,.
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Sea K € X, por el Teorema 1.38, observamos (g, c/(Q) es homeomorfo de

cl(K),; de esto y del Teorema 3.10, obtenemos que dcpy (UQeﬁK cl(Q)) = w. Sin
embargo, debido a que R,[Uges, ¢/(Q)] = {v}, obtenemos que

dCDH( | e, {v}] =w
Qelk

Recordemos que X \ Ky y K; son finitos y tomemos a Y, = {v}. Observemos
que por el Teorema 1.35 se cumple las siguientes condiciones:

» c(K)NYo = Ugeg,, cl(Q)NYq = Yy, para todo K € K\ Ky y para todo K’ € K.
cl(K) N cl(Q) = Yy, para cada K, Q € X \ K, distintos.

Uges, Ugree,, Q') Ncl(Q”) = Y, para cada K’, K” € X, distintos.

Uges,, cl(Q) N cl(K) = Yy, para todo K € X\ Ko y K" € K.

depu(cl(K), Yo) < w, para todo K € K \ Ky (Se obtiene de que cI(K) es drbol y
del Corolario 2.9).

depr(Ugeg, ¢1(Q), Yo) = w, para todo K € K.

Por los Teoremas 3.1,2.5y 2.11, obtenemos que @ < dcpp(X) < depu(X, {v}) < w.
Por tanto, dCDH(X) = dCDH(X/ {U}) = .

Caso 2. |R,[X]| > 1.

Para cada x € fr(T) definimos C, = U{cI(K) : K € K, x € cl(K)}. Se sigue de
los Teoremas 1.27 y 1.38 que C, es dendrita. Sea x € fr(T). Si C, es un arbol
entonces, el Corolario 2.9 garantiza que dcpp(Cy, {x}) < w. Si C; no es un arbol
entonces, el Teorema 1.46 garantiza que R, [C,] # 0. Por el Teorema 1.6, tenemos
que R,[C,] = {x}. Notemos que C, es una dendrita que satisface las condiciones 1,
2,3y 4. Por el Caso 1, tenemos que dcpr(Cy, {x}) = w.

Finalmente, notemos que X = T U U{C, : x € fr(T)}. Ademés, recordemos que
fr(T) es finito y tomamos Y, = T. Observemos que para todo z,z’ € fr(T) distintos
se cumple que C.N Yy = {z}, C,NCy = 0 C Yy ydcpu(C,, {z}) < w. Por los Teoremas
3.1,2.5y 2.11, se cumple que @ < depu(X) < depu(X, Ufx : x € fr(T}) < w. Por lo
tanto, dcpy(X) = w. O

El segundo resultado importante de este trabajo, es que el grado de homoge-
neidad respecto a subconjuntos densos numerables en dendritas solo puede ser
tinito, w o ¢. Mds aun, el siguiente corolario nos muestra en qué momento el grado
de homogeneidad respecto a subconjuntos densos numerables en dendritas toma
esos valores y su justificacion es una consecuencia inmediata de los Teoremas 3.1,
3.3,3.5, 3.6, 3.8 y 3.11. Ademas, mediante el grado de homogeneidad respecto a
subconjuntos densos numerables podemos saber cudndo una dendrita es un arbol
y cudndo no lo es; y también saber las propiedades que cumplen sus arcos y sus
puntos de ramificacién.
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3.12 Corolario. Si X es una dendrita, entonces dcpy(X) € IN U {w, ¢}. Mds atin:

a) dcpu(X) € IN si y sélo si X es un drbol.
b) dcpr(X) = w siy sélo si X no es drbol y cumple las siguientes condiciones:

1. A N R[X] es finito, para todo arco A C X.

2. R,[X] es finito.

3. El conjunto | = {|]A N R[X]| : A es un arco en X} es finito.
4. ORy es finito.

c¢) depu(X) = ¢ en cualquier otro caso.

El siguiente resultado muestra que si el grado de homogeneidad respecto
a subconjuntos densos numerables de un espacio localmente compacto es a lo
mas w, entonces existe cierto subconjunto tal que su complemento es homogéneo

respecto a subconjuntos densos numerables. Su demostracién se encuentra en
[21].

3.13 Teorema. Sea X localmente compacto teniendo a lo mds una cantidad numerable
de clases de equivalencia de subconjuntos densos numerables. Entonces X contiene un
conjunto cerrado y disperso L de rango de Cantor-Bendixson finito el cual es invariante
bajo todos los homeomorfimos de X y que tiene la propiedad de que X \ L es homogéneo
respecto a subconjuntos densos numerables. Mds aiin, si X tiene a lo mds n clases de
equivalencia de subconjuntos densos numerables para algiin n € IN, entonces |L| < n —1.

Una pregunta natural es si el reciproco del teorema anterior es verdadero. Sin
embargo, el siguiente ejemplo prueba que no lo es.

3.14 Ejemplo. Para cada n € IN, el conjunto A, denota el segmento de R* que
conecta los puntos (1 - 1,0) y (1 - 1, 1). Definimos a Z = ([0, 1] X {0}) U (U, .cn An)
yaC=ZU{(-x,y):(x,y) € Z}. Sea L = E[C] U R[C].
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Entonces el rango de Cantor-Bendixson de L es dos y como todo homeomor-
fismo manda puntos extremos a puntos extremos y de la misma forma para los

puntos de ramificacién. Entonces L es invariante bajo todos los homeomorfimos
de C.

Afirmamos que C \ L es homogéneo respecto a subconjuntos densos numera-
bles. En efecto, sea {X,, : n € IN} el conjunto de componentes de C \ L. Luego, sean
M, N densos numerables de C \ L. Entonces, M = |, MN X, yN = U, cn NN X,
donde para todo n € N, M N X,, y N N X,, son subconjuntos densos numerables
de X,,. Se sigue del Teorema 1.15, que para todo n € N existe un homeomorfismo
fa 2 Xy — Xy talque f,[MNX,] = NNX,. Definimosh : C\L — C\L por h(x) = f,(x)
six € X, y por el Teorema 1.3, h es un homeomorfismo tal que #[M] = N. Es decir,
C \ L es homogéneo respecto a subconjuntos densos numerables.

Sin embargo, tomando el arco que conecta los puntos (-1,0) y (1, 0) contiene
una cantidad infinita de puntos de R[C]. Por el Teorema 3.3, concluimos que
dcpu(C) = c. [ |
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Capitulo 4

Caracterizacién de d-py(X) en
dendroides

En este tltimo capitulo calculamos el grado de homogeneidad respecto a sub-
conjuntos densos numerables en dendroides. Como ya hicimos el caso de las
dendritas, bastara analizar el caso cuando sean dendroides que no sean dendri-
tas. Es decir, los dendroides que no sean espacios de Peano. Para estos tltimos,
probamos que contienen un arco con interior vacio y debido a esto, su grado de
homogeneidad respecto a subconjuntos densos numerables es el continuo (véase
Teorema 4.4 y Corolario 4.5). Como consecuencia, determinamos que el grado
de homogeneidad respecto a subconjuntos densos numerables en dendroides es
finito, w o ¢. Mds atin, vamos a mostrar en el Corolario 4.6 una caracterizacién de
cuando el grado de homogeneidad respecto a subconjuntos densos numerables
en dendroides sea w, mediante las siguientes condiciones:

1. Todo arco contiene una cantidad finita de puntos de ramificacién.

2. Contiene una cantidad finita de puntos de orden w.

3. Contiene una cantidad finita de arcos cuya cantidad de puntos de ramifica-
cién es distinta.

4. Contiene una cantidad finita de puntos de orden finito o w.
Ahora, recordemos que un continuo X es hereditariamente unicoherente si para

todo subcontinuo P de X cumple que para cualesquiera dos subcontinuos A y B
de P tales que P = A U B, se tiene que A N B es conexo.

4.1 Definicién. Un dendroide es un continuo arcoconexo y hereditariamente uni-
coherente.

4.2 Observacién. Sea X un continuo de Peano. Entonces X es un dendroide si y
s6lo si X es una dendrita.
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Recordemos que el conjunto CL(X) = {A C X : Ano vacio y cerrado en X} es
llamado el hiperespacio de cerrados de X.

4.3 Definicién. Sean X continuo y A, B € CL(X). Definimos:

1. La nube de radio r > 0 y centrada en A denotada por

Nx(r,A) = {x € X : existea € A tal que d(x,a) < r}.

2. La métrica de Hausdorff como la funciéon H : CL(X) X CL(X) — R dada por
H(A,B) =inf{r >0: A C Nx(B,r) y B C Nx(A,)}.

Las propiedades de esta métrica se pueden encontrar en [1].

El siguiente resultado nos da condiciones para que el grado de homogeneidad
respecto a subconjuntos densos numerables en dendroides sea .

4.4 Teorema. Si X es un dendroide que contiene un arco con interior vacio, entonces
depr(X) = ¢

Demostracion. Paracadan € IN, sea F, un subconjunto finito de X tal que H(F,,, X) <
% ; podemos suponer que para todo n € IN, F,, C F,;1. Usando la arcoconexidad de
X, para cada n € IN tomamos un arbol T, C X tal que F, C T,, C T)41. Mds atn,
para cada n € N fijemos E, C Dr, y E, C E,41. Sea E = U,en En. Dado que para
cada n € N se cumple que H(T,, X) < 1, tenemos que E € Dy.

Por hipétesis, sea L un arco de X tal que int(L) = (. Para cada n € IN conside-
ramos ao, by, <r, {an}neN, {bnlnen Y Dy como en el Teorema 2.12.

Definimos E = E \ L. Dado que |E| < |E| y por ser E subconjunto numerable,

tenemos que E es numerable. Ademds, como E = X \ L = X\ int(L) = X se sigue
que E € Dx.

Luego, para cada K € P(IN) definimos

MK:EU(UDnJU{bn:ne]NU{O}}U{agn:neK}U{ao}.
nelN

Dado que E € Dy, tenemos que Mk € Dx. Probemos las siguientes afirmacio-
nes:

Afirmacion 1. Si y, z son puntos distintos de E tales que yzN L = 0, entonces yzNE
es denso en yz.

En efecto, notemos que y,z € E. Entonces existe s € N tal quey,z€ E; C T,
como T es un arbol implica que yz C T;. De esta forma yz N E; es denso en yz.
Debido a que yz N L = 0, se obtiene que yz N E es denso en yz.

Afirmacion 2. Fijando K,Q € P(N). Si h : X — X es homeomorfismo tal que
h[Mk] = Mg, entonces h[L] = L.

En efecto, sea Z el conjunto de puntos de My que cumplen dos condiciones:
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(i) Toda vecindad U de x contiene un arco A, tal que x € E[A,].

(i) cl(AxNMp) contiene una cantidad infinita de sus componentes distintas que
convergen a {x} en la métrica Hausdorff.

Dela Afirmaciéon 1, obtenemos que Z C M \E C L. En efecto, siexistez € ZNE,
entonces X \ L contiene un arco A, tal que z € E[A;]. S5i A, \ {z} N E = 0, entonces
cl(A, N Mp) = {z}, lo cual contradice la condicién (ii). Asi, obtenemos que existe
y € A\ {z}NE. Dado que X es arcoconexo de forma tinica, yz es un subarcode A, y
por la afirmacién 1 tenemos que yz N E es denso en yz. Sin embargo, cl(yz N Mp) no
contiene una cantidad infinita de sus componentes distintas que convergen a {z}
con la métrica Hausdorff, lo cual es una contradiccion. De esta forma, se satisface
que Z C My \ E.

De la condicién (ii) podemos garantizar que ZN({b, : n € N}U{az, : n € N}) = 0.
Miés atin, las condiciones (i) y (ii) garantizan que Z N (U,en Dy) = 0. Por tanto,
obtenemos que Z es un conjunto que consta de solo dos puntos, Z = {ay, by}.
Similarmente, observamos que ay y by son los tnicos puntos de Mk (o Mg) que
satisfacen las condiciones (i) y (ii) (si reemplazamos My con Mg o Mg ). Esto y
la hipotesis de que h[Mk] = Mg implica que h[Z] = Z, entonces h[L] = L. De la
afirmacion 2 y de los Teoremas 2.12, 2.6 y 1.9, concluimos que dcpp(X) = «. O

El siguiente resultado muestra la existencia de un arco con interior vacio en
los dendroides que no son de Peano. Como consecuencia del teorema anterior,
obtenemos que su grado de homogeneidad respecto a subconjuntos densos nu-
merables es el continuo.

4.5 Corolario. Si X es un dendroide que no es de Peano, entonces dcpp(X) = ¢.

Demostracién. Por el Teorema 1.22, X es un dendroide que no es conexo en peque-
fo. Entonces el conjunto N = {x € X : X no es conexo en pequefio en x} # 0. Sea
p € N, por el Teorema 1.31, existe un subcontinuo de convergencia (no degenera-
do) K de X tal que p € Ky K C N. Entonces existe una sucesiéon de subcontinuos
disjuntos {A,},en tales que K = lim A, y KN A, = 0, para todo n € IN. Ademés,
notemos que K es un dendroide.

Sea g € K distinto de p, entonces pg C K. Afirmamos que int(pq) = 0. En efecto,
si existe z € int(pq), entonces existe U conjunto abierto de X tal que z € U C pq. Por
ser K continuo de convergencia, existe m € N tal que UN A, # 0. Seaa € UN A,
entoncesa € pgNA,, C KNA,,, 1o cual es una contradiccién. Por lo tanto, int(pg) = 0.
Por el Teorema 4.4, concluimos que dcpp(X) = ¢. O

El segundo resultado importante de este capitulo es, que el grado de homoge-
neidad respecto a subconjuntos densos numerables en dendroides solo puede ser
finito, w o ¢. Més atin, podemos caracterizar el grado de homogeneidad respecto a
subconjuntos densos numerables en dendroides, esto sucede como consecuencia
de la Observacion 4.2 y de los Corolarios 3.12 y 4.5. Ademads, mediante el grado
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de homogeneidad respecto a subconjuntos densos numerables podemos saber
cudndo un dendroide es una dendrita y cudndo no lo es; y también saber las
propiedades que cumplen sus arcos y sus puntos de ramificacion.

4.6 Corolario. Si X es un dendroide, entonces dcpy(X) € N U {w, ¢}. Mds atin:

a) depr(X) € IN si y sélo si X es un drbol.

b) dcpu(X) = w si y sélo si X es una dendrita que no es drbol y cumple las siguientes
condiciones:

1. AN R[X] es finito, para todo arco A C X.

2. R,[X] es finito.

3. El conjunto | = {|ANR[X]| : A es un arco en X} es finito.
4. OR es finito.

c) depu(X) = ¢ en cualquier otro caso.

4.7 Definicién. Un abanico es un dendroide que tiene exactamente un punto de
ramificacion.

El siguiente resultado nos muestra que para saber si un abanico es F,,, basta co-
nocer que su grado de homogeneidad respecto a subconjuntos densos numerables
es w.

4.8 Teorema. Sea X un abanico. Entonces dcpn(X) = w si y sélo si X es F,,.

Demostracién. Si depu(X) = @ entonces, por el Corolario 4.5, X es continuo de
Peano y por la Observacion 4.2, tenemos que X es una dendrita. Por los Teoremas
3.1y 1.42, obtenemos que X no es un drbol y contiene una copia de F,, o un peine.
Si X contiene un peine, entonces X contiene un arco con una cantidad infinita de
puntos de ramificacién y, por el Teorema 3.3, tenemos que dcpu(X) = ¢, lo cual es
una contradiccién. De esta forma, tenemos que X contiene una copia de F,, y sea
p el punto que tiene orden w en esa copia.

Como X es un abanico, obtenemos que R,[X] = {p}. Entonces, existe una
sucesion de componentes {K, },en de X\ {p}. Por el Teorema 1.38, 1a sucesion {K,, },en
es nula. Por el Teorema 1.35, tenemos que para todo n € IN, c/(K,) = K, U {p} es
una dendprita con p € E[cl(K,)] y @ # E[cl(K,)] \ {p} € E[X]. Afirmamos que cI(K,)
es un arco, para todo n € IN. En efecto, sea n € IN y supongamos que existen
a,b € E[cl(K,)] \ {p} distintos, por el Teorema 1.19, existen pa, pb C cl(K,). Sea r el
maximo punto que pertenece a pa N pb. Notemos que r # p, pues a,b € K,. Asi,
por el Lema 1.39, r € R[cl(K,)] y por lo tanto en r € R[X] \ {p}, lo cual es una
contradiccién. Se sigue que, |[E[c/(K,)]| = 2 y por el Teorema 1.14, tenemos que
cl(K;) es un arco. Por lo tanto, el dendroide X es F,,.

Ahora, si el dendroide X es F,,, entonces tomamos el arco con didmetro maximo
y realizamos una construccién similar a la de la Notacién 3.9 y por el Teorema
3.10, concluimos que dcpr(X) = w. O
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4.1. Fuertemente homogéneo respecto a subconjuntos
densos numerables

En esta tltima seccién trabajamos con espacios fuertemente homogéneos res-
pecto a subconjuntos densos numerables, los cuales fueron introducidos por Ge-
rald S. Ungar en 1978 (véase [10]). Ademds, mostramos que un espacio fuerte-
mente homogéneo respecto a subconjuntos densos numerables, en particular, es
homogéneo (véase Teorema 4.10). Por tltimo, concluimos el trabajo caracterizan-
do esta clase de espacios como la clases de espacios numerables y discretos (véase
Teorema 4.11). Primero, veamos la definicién de espacio fuertemente homogéneo
respecto a subconjuntos densos numerables.

4.9 Definicién. Un espacio X es fuertemente homogéneo respecto a subconjuntos den-
sos numerables si es separable y para cualesquiera dos densos numerables de X,
digamos D = {d, : n € N} y E = {e, : n € IN}, existe un homeomorfismo h : X — X
tal que h(d,) = e,, para todon € IN.

En el siguiente resultado probamos que todo espacio fuertemente homogéneo
respecto a subconjuntos densos numerables es homogéneo.

4.10 Lema. Si X es fuertemente homogéneo respecto a subconjuntos densos numerables,
entonces X es homogéneo.

Demostracién. Seanx,y € Xy fijemos N € Dx. Tomando D = NU{x}y E = NU{y};
notemos que D, E € Dx. Supongamos que D = {d,, : n € N} y E = {e, : n € N} con
di = x y e; = y. Entonces existe un homemorfismo h : X — X tal que h(d;) = e; es
decir, h(x) = y. Por lo tanto, X es homogéneo. O

Finalmente, probemos que en un espacio T; el ser discreto y numerable es
equivalente a ser un espacio fuertemente homogéneo respecto a subconjuntos
densos numerables.

4.11 Teorema. Sea X un espacio Ty. Entonces X es fuertemente homogéneo respecto a
subconjuntos densos numerables si y sélo si X es numerable y discreto.

Demostracién. Si X es fuertemente homogéneo respecto a subconjuntos densos
numerables entonces, por el Lema 4.10, X es homogéneo. Fijemos un N € Dx.

Si X no es discreto entonces, por el Teorema 1.2, X = X’. Fijemos x,y € X
distintos y tomemos D = N\ {x, y}, digamos D = {d,, : n > 2}. Debido a que X = X/,
tenemos que D € Dyx. Luego, definimos a ¢y = y,d; = x y e, = d,, para todo
n € IN. Ahora, definimos Dy = {d;} U {d,, : n > 2} y E = {e1} U {e, : n > 2}; notemos
que Dy, E € Dx. Observemos que si existe un homeomorfismo h : X — X tal que
h(d1) = e1 y h(d,) = e, para todo n > 2, entonces h [p es la identidad. Dado que
D € Dx tenemos que h es la funcién identidad. Entonces x = h(x) = h(d;) = e1 = y,
lo cual es una contradicciéon. Por lo tanto, X es discreto. Asi, el singletén {x} es
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abierto en X, para todo x € X. Entonces, X = N y como N es numerable, concluimos
que X es numerable.

Por otro lado, si X es discreto y numerable. Sean D = {d, : n € N} y E =
{e, : n € IN} densos numerables. Podemos definir una funcién i : X — X tal
que h(d,) = e, para todo n € IN. Dado que X es discreto, obtenemos que h
es un homeomorfismo. Por lo tanto, X es fuertemente homogéneo respecto a
subconjuntos densos numerables. |
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