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De Fusiones Binarias a Vortices Estacionarios:
Estructuras con Momento Angular en Materia Oscura

Bosénica y su Impacto Sobre un Gas Ideal

Escrito por:
Carlos Alberto Tena Contreras

En este trabajo se estudia el comportamiento dinamico de configuraciones autogravi-
tantes de materia oscura bosonica tipo condensado de Bose—Einstein (BECDM, por sus
siglas en inglés) bajo dos contextos principales: fusiones binarias de solitones y evolu-
cion de vortices con momento angular en presencia de gas baridnico. El sistema fisico se
modela con las ecuaciones de Gross—Pitaevskii-Poisson-Euler (GPPE), resueltas me-
diante simulaciones tridimensionales con el cédigo CAFE-BECDM.

Primero, se construyeron soluciones estacionarias del sistema GPPE para configura-
ciones esféricas y con vorticidad axial, incluyendo los efectos de autointeraccion. Se
propuso un ajuste empirico para el perfil de densidad solitonico, el cual depende expli-
citamente de la autointeraccion y de la amplitud central del campo. Estas soluciones
sirvieron como estados base para estudiar la dindmica de fusiones binarias.

Se realizaron simulaciones de colisiones entre dos estrellas de bosones, con y sin gas
acoplado, analizando el impacto de la autointeraccion y del cociente de masas entre
ambas componentes. Se encontrd que la autointeraccion repulsiva y la presencia de la
componente barionica favorecen la retencion de masa de la componente bosonica y es-
tabilizan la estructura final. Ademaés, se observd una estructura nucleo-halo resultante
en la materia bosoénica en todos los casos, confirmando la robustez del sistema.

Por otro lado, se analizaron configuraciones con lineas de vortice, evolucionando dentro
de un entorno aleatorio de gas ideal. Los resultados mostraron que las lineas de vortice
en BECDM son estructuras estables incluso ante perturbaciones bariénicas. En dicha
configuracon el gas tiende a condensarse alrededor del ntcleo del vortice, formando es-
tructuras coherentes inducidas gravitacionalmente.

En conjunto, estos resultados resaltan el papel fundamental que juegan las interacciones
internas de la materia oscura y su acoplamiento gravitacional con materia bariénica en
la formacion y estabilidad de estructuras. Las configuraciones obtenidas podrian tener
implicaciones observacionales relevantes en escenarios cosmologicos y galacticos, parti-
cularmente dentro del marco de modelos de materia oscura ultraligera.

Palabras clave: Condensado de Bose—Einstein, fusiones binarias, vortices cuanticos,
gas barionico, simulaciones numéricas.






From Binary Mergers to Stationary Vortices: Angular

Momentum Structures in Bosonic Dark Matter and
Their Impact on an Ideal Gas

Written by:
Carlos Alberto Tena Contreras

This work studies the dynamical behavior of self-gravitating configurations of boso-
nic dark matter in the form of a Bose-Einstein condensate (BECDM) under two
main contexts: binary soliton mergers and the evolution of vortices with angular mo-
mentum in the presence of baryonic gas. The physical system is modeled using the
Gross—Pitaevskii-Poisson-Euler (GPPE) equations, solved through three-dimensional
simulations with the CAFE-BECDM code.

First, stationary solutions of the GPPE system were constructed for spherical and
axially rotating configurations, including the effects of repulsive self-interaction. An
empirical fit was proposed for the solitonic density profile, which explicitly depends on
the auto-interaction and on the central amplitude of the field. These solutions served
as base states for studying the dynamics of binary mergers.

Simulations of collisions between two boson stars were carried out, both with and
without coupled gas, analyzing the impact of the auto-interaction and the mass ratio
between both components. It was found that repulsive self-interaction and the presence
of a baryonic component favor mass retention on bosonic dark matter and stabilize the
final structure. Additionally, a core-halo structure was observed in the bosonic matter
in all cases, confirming the robustness of the system.

On the other hand, configurations with vortex lines were analyzed, evolving within
a random environment of ideal gas. The results showed that vortex lines in BECDM
are stable structures even under baryonic perturbations. In such configuration, the gas
tends to condense around the vortex core, forming gravitationally induced coherent
structures.

Taken together, these results highlight the fundamental role played by internal in-
teractions of dark matter and its gravitational coupling with baryonic matter in the
formation and stability of structures. The configurations obtained could have relevant
observational implications in cosmological and galactic scenarios, particularly within
the framework of ultralight dark matter models.

Keywords: Bose—FEinstein condensate, binary mergers, quantum vortices, baryonic gas,
numerical simulations.
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Introduccion

La naturaleza de la materia oscura constituye uno de los problemas abiertos méas
importantes en la fisica contemporanea. Diversas observaciones astronémicas, desde la
rotacion de galaxias hasta la anisotropia del fondo césmico de microondas, apuntan a
la existencia de una componente no luminosa la cual domina la masa del universo [1].
A pesar de su influencia gravitacional a gran escala, la composicion microscopica de la
materia oscura sigue siendo desconocida.

El modelo de materia oscura fria (CDM, por sus siglas en inglés) ha sido notablemen-
te exitoso al describir una amplia gama de fenémenos cosmologicos y astrofisicos. Por
ejemplo, proporciona un marco teérico solido y coherente para explicar la formacion
de estructuras a gran escala, permitiendo el crecimiento de pequenas perturbaciones
desde la época del fondo cosmico de microondas (CMB, por sus siglas en inglés) hasta
la formacion de galaxias y ctimulos observados en la actualidad. Ademés, reproduce
con gran precision la distribuciéon de galaxias en filamentos y vacios —la llamada red
cosmica— observada en mapas del universo como los generados por el SDSS [2]. Otro
resultado clave es la coincidencia entre el espectro de potencias de la materia (P(k))
derivado de simulaciones de N-cuerpos y las observaciones, lo que respalda la validez
del modelo a escalas cosmologicas [3].

El CDM también es consistente con las anisotropias del CMB, donde las posiciones
y amplitudes de los picos actuisticos sugieren la existencia de un componente no bari6-
nico, frio y dominante en el contenido de materia del universo [4]. A escalas galacticas,
el modelo explica las curvas de rotaciéon planas de galaxias espirales —que muestran
velocidades orbitales constantes a grandes radios— mediante la presencia de halos ex-
tensos de materia no luminosa [5]. Asimismo, permite entender la dindmica de galaxias
elipticas y esferoidales, cuyas dispersiones de velocidad y perfiles de masa requieren una
componente adicional a la materia bariénica. A nivel estructural, el CDM predice que
las galaxias se forman de manera jerarquica a partir de la fusion de halos mas pequenos,
lo que concuerda con diversas observaciones [3]. También reproduce correctamente la
abundancia de subestructuras dentro de halos galécticos mas grandes, como los nume-
rosos subhalos que se infieren en la Via Lactea. Finalmente, el modelo permite explicar
fenomenos de lentes gravitacionales fuertes en cimulos de galaxias, los cuales requieren
grandes cantidades de masa no bariénica para ser consistentes con las observaciones [4].



No obstante, a pesar de este éxito en escalas cosmoldgicas y galacticas, el modelo CDM
enfrenta desafios importantes en escalas més pequenas. Uno de los problemas més dis-
cutidos es el del nicleo-cuspide, ya que las simulaciones de CDM tienden a predecir
perfiles de densidad con cuspides pronunciadas en los centros galdcticos, mientras que
muchas observaciones favorecen ntcleos de densidad constante, especialmente en gala-
xias enanas. Otro desafio es el de los satélites faltantes, relacionado con la discrepancia
entre el namero de galaxias satélite observadas en halos como el de la Via Lactea y
el nimero mucho mayor de subhalos predicho por simulaciones. Asimismo, el llamado
problema del too big to fail apunta a que algunos de los subhalos méas masivos predichos
por CDM parecen demasiado densos para alojar a las galaxias satélite observadas, lo
que sugiere una posible tension entre teoria y observacion.

Estos problemas han motivado la exploracién de alternativas o extensiones al para-
digma estandar, entre ellas el modelo Materia Oscura Cdlida (WDM, por sus siglas
en inglés) [6], o ultraligera, también conocida como Materia Oscura Difusa (FDM, por
sus siglas en inglés). Dentro de esta ultima categoria, los escenarios de Materia Oscura
Ultraligera (ULDM, por sus siglas en inglés) han ganado atencion por su capacidad de

suavizar los perfiles de densidad en galaxias pequenas y reducir la sobreabundancia de
subhalos [7].

Estos problemas han motivado la exploracién de alternativas o extensiones al para-
digma estéandar, entre ellas el modelo Materia Oscura Cdlida (WDM, por sus siglas
en inglés) [6], o ultraligera, también conocida como Materia Oscura Difusa (FDM, por
sus siglas en inglés). Dentro de esta ultima categoria, los escenarios de Materia Oscura
Ultraligera (ULDM, por sus siglas en inglés) han ganado atencioén por su capacidad de
suavizar los perfiles de densidad en galaxias pequenas y reducir la sobreabundancia de
subhalos [7].

En particular, el modelo conocido como Materia Oscura tipo Condensado de Bose
Finstein (BECDM, por sus siglas en inglés) describe a la materia oscura como un
campo escalar complejo ultraligero cuya evolucion esta gobernada por las ecuaciones
de Gross—Pitaevskii-Poisson (GPP). Este enfoque permite capturar efectos cuénticos
relevantes a escalas astrofisicas, como patrones de interferencia y la formaciéon de es-
tructuras solitonicas autogravitantes en los centros galacticos [8].

Una caracteristica notable del modelo BECDM es la aparicion de soluciones solito-
nicas estables, conocidas como ntcleos de materia oscura tipo soliton o estrellas de
bosones, que podrian explicar las distribuciones de densidad observadas en los centros
galacticos [9, 10, 11, 12|. Ademas, este marco tedrico admite configuraciones rotaciona-
les con lineas de vortice cuéntico, andlogas a las observadas en sistemas condensados en
laboratorio, lo cual abre la posibilidad de estructuras con momento angular cuantizado
en el universo [13, 14].



Este trabajo se enfoca en el anilisis dinamico de configuraciones autogravitantes de
BECDM en dos contextos relevantes: fusiones binarias y lineas de vortice en presencia
de gas bariénico. En ambos escenarios se busca explorar el papel de la autointeraccion
bosonica, el acoplamiento gravitacional con la materia baridnica y la estabilidad de las
estructuras resultantes. Para abordar estos problemas, se resuelve el sistema completo
de ecuaciones GPPE (Gross—Pitaevskii-Poisson-Euler) en tres dimensiones, utilizan-

do esquemas numéricos espectrales y de volimenes finitos implementados en el codigo
CAFE-BECDM.

Los objetivos principales de esta tesis son:

» Estudiar la fusion de dos nucleos de BECDM con y sin presencia de gas bariénico,
cuantificando la retencion de masa y la formaciéon de estructuras nucleo—halo.

» Construir estados base estacionarios del sistema GPPE, incluyendo efectos de
vorticidad y autointeraccion repulsiva o atractiva.

= Analizar la estabilidad de lineas de vortice bajo colapso gravitacional inducido
por gas barionico, y proponer métodos para su posible deteccion indirecta.

La tesis se organiza de la siguiente manera: en el Capitulo 1 se presenta el modelo
fisico y las ecuaciones gobernantes. El Capitulo 2 describe los métodos numéricos im-
plementados y la estructura del cédigo CAFE-BECDM. En el Captitulo 3 se presenta
los métodos para construir las soluciones estacionarias del sistema de ecuaciones GPPE
y sus subsitemas. En el Capitulo 4 se estudia la fusién de configuraciones binarias. En
el Capitulo 5 se aborda el comportamiento dindmico de vértices y su interacciéon con
gas ideal. Finalmente, se presentan las conclusiones generales del trabajo.






Capitulo 1

Modelo y Ecuaciones

En este capitulo se presentan las ecuaciones necesarias para modelar sistemas en los
que la materia oscura se describe como un condensado de Bose-Einstein. Estos modelos
surgen como una alternativa a los enfoques tradicionales de materia oscura, permitiendo
incorporar propiedades cuanticas a escalas astrofisicas mediante el uso de una funcion
de onda macroscopica que describe el estado colectivo del condensado.

Para analizar la evolucion dinamica del BECDM y las posibles interacciones que puede
tener consigo mismo o con otros componentes del universo, se consideran dos escenarios
principales: sistemas compuestos tinicamente por BECDM autogravitante, y sistemas
mixtos en los que la materia oscura y barionica coexisten interactuando exclusivamente
a través de la gravedad.

A pesar de que este enfoque considera tnicamente la interaccién gravitacional y des-
estima otros efectos fisicos como la viscosidad, colisiones o correcciones relativistas, el
modelo resulta ser una herramienta efectiva y robusta para capturar el comportamiento
global del sistema en las escalas de interés. Esta idealizacion es comin en cosmologia y
astrofisica, donde los modelos proporcionan aproximaciones ttiles del comportamiento
colectivo de la materia oscura, incluso sin recurrir a una teoria cinética completa. En
particular, el uso del formalismo del condensado de Bose-Einstein permite describir fe-
némenos como el perfil de densidad de halos galécticos, la estabilidad de configuraciones
autogravitantes o la supresion de estructuras a pequena escala, sin necesidad de incluir
interacciones no gravitacionales [15, 16].

La dinédmica del condensado se modela mediante la ecuacién de Gross-Pitaevskii, una
version no lineal de la ecuacion de Schrédinger que incluye términos de interaccion entre
las particulas del condensado. Esta ecuacion es adecuada debido a que, a temperatu-
ras suficientemente bajas, la mayoria de los bosones ocupan el mismo estado cuantico,
permitiendo una descripcion efectiva en términos de una funcién de onda macroscopica
U colectiva [17].

Por otro lado, se utilizan las ecuaciones de Euler para modelar la contribuciéon de la
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materia barionica al sistema. Este conjunto forma un sistema no lineal de leyes de con-
servacion que gobierna la dindmica de un fluido compresible, como los gases o liquidos,
donde se desprecia la friccion, la viscosidad y la conduccion de calor [18].

La forma macroscopica que se asume para la materia barionica es la de un gas compresi-
ble, que puede seguir una ecuacion de estado politropica o de gas ideal. Por simplicidad,
nos referimos a ambos casos como gas de fermiones (GF), asumiendo que la materia vi-
sible o barionica (protones, neutrones) esta compuesta en su mayoria por particulas que
obedecen la estadistica de Fermi-Dirac. Sin embargo, el modelo hidrodinamico adopta-
do puede describir tanto un régimen clasico (alta temperatura, baja densidad), como
un régimen cuantico degenerado (baja temperatura, alta densidad). En el primer caso,
se emplea una ecuacion de estado de gas ideal, valida para fermiones cuando los efectos
de degeneracion cuantica son despreciables y el sistema se aproxima a una estadistica
de Maxwell-Boltzmann. En el segundo caso, se usa una ecuacion de estado politropica
que emula la presion de degeneracion caracteristica de un gas fermiénico degenerado,
como el que se encuentra en estrellas compactas.

SECCION 1.1

Sistema de Gross-Pitaevskii—Poisson—Euler

Consideremos un sistema idealizado en el que la BECDM y un gas de fermiones
coexisten en la misma region del espacio, interactuando iinicamente a través del campo
gravitacional. El sistema de ecuaciones que describe su dinamica es [19]:

o = T2 g R, (1)

2mp
Op+ Vi (pv) = 0, (1.2)
(pv) + V- (pr@v+pl) = —pViV, (1.3)
OE + V5 [H(E+5)| = —pt- VsV, (1.4)
(1.5)

ViV = 4n G (pr—e(pr)).
+

donde V:g = (85;,837,35) y V% = 82
Laplace respectivamente.

02 + 02 es el operador nabla y el operador de

La ecuacion (1.1) describe la evolucion del condensado bosénico, donde W es la funcion
de onda macroscopica y m B\\TJ|2 representa la densidad de masa. El parametro mpg es la
masa del boson, & es la constante reducida de Planck, y § = 4wh?a,/mp es el coeficiente
de autointeraccion no lineal, con a4 la longitud de dispersiéon entre los bosones.



1.2. INVARIANZA 7

Las ecuaciones (1.2)-(1.4) corresponden al sistema de Euler hidrodindmico para la ma-
teria barionica. Donde p es la densidad del gas de fermiones, ¢’ el campo de velocidades,

7 la presion, v la energfa total por unidad de volumen E = (é + %|1~7|2>, donde ¢ es la
energia interna especifica e I es el tensor identidad.

Para cerrar el sistema es necesario anadir una ecuaciéon de estado que relacione pre-
sion, densidad y energia interna. Consideramos dos casos relevantes:

» Gas politrépico: .
p=Kptm, (1.6)

con K constante y n el indice politropico. Esta forma describe sistemas autogra-
vitantes frios como estrellas degeneradas [20, 21].

» Gas ideal:

con v el indice adiabatico. Esta ecuacion es adecuada para gases en régimen clasico
o relativista.

Finalmente, el potencial gravitacional V se obtiene de la ecuacion de Poisson (1.5),
acoplando la materia oscura y bariénica a través de la densidad total jp = p+mp|U|2.
La constante € indica el tipo de frontera: ¢ = 0 para condiciones aisladas, ¢ = 1 para
condiciones periddicas [22].

Este sistema completo se conoce como sistema de Gross—Pitaevskii-Poisson-Euler (GP-
PE). Un subsistema se presenta cuando no hay presencia de gas bariénico (p = 0), con lo
que se recupera el sistema de Gross—Pitaevskii—Poisson (GPP), utilizado para describir
materia oscura autogravitante pura.

SECCION 1.2

Invarianza

Una propiedad 1til del sistema de ecuaciones GPPE es su invarianza bajo transfor-
maciones de escala:

{E, 70,3, f/} = {A—%?, AL AT, A2, W}
~ R B 5 (1.8)
{ﬁ, 7, &, P, E} N {/\4,5, ALE A%, A%, A2E}

donde A es el factor de escala y en el caso en que se considere una ecuacion de estado
politropica K — \~CGH4/n [
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Esta propiedad de invarianza implica que el sistema admite soluciones autosemejantes:
configuraciones cuya estructura espacial y temporal se conserva salvo por un cambio
en la escala fisica. Esta caracteristica no solo permite generar una familia de soluciones
equivalentes a partir de una solucién base, sino que también aporta una herramienta
util para el analisis teorico y computacional del sistema. Ademaés, esta simetria funda-
menta el uso de variables adimensionales, facilitando la resolucién numérica del sistema
y la comparaciéon entre distintos escenarios fisicos.

SECCION 1.3

Adimensionalizacion del sistema

Una estrategia hasta cierto punto poderosa, es adimensionalizar el sistema de ecua-
ciones. El objetivo es transformar un sistema con coordenadas fisicas a uno con coor-
denadas adimensionales. Este cambio de coordenadas tiene miiltiples ventajas:

= Reduce el numero de parametros en el problema, haciendo mas facil el analisis
numeérico y anélitico.

= Mejora la estabilidad y precision de los métodos numéricos. Las variables con
magnitudes muy diferentes pueden causar errores de redondeo o mala condicién
en los métodos numéricos.

= Los resultados adimensionales se pueden aplicar a una familia de problemas simi-
lares con diferentes escalas fisicas lo que facilita la comparacion entre modelos y
datos observacionales, en general permite comparar distintos sistemas fisicos de
forma unificada.

La forma de lograr un conjunto de ecuaciones sin dimensiones fisicas es redefiniendo
sus variables a través de una transformacion de tal manera que absorban las constantes
fisicas de las ecuaciones (1.1)-(1.5). Para el sistema GPPE se considera la siguiente
transformacion:

t~: m}];ﬁ[o t, %:Iof,
~ h o 2 2 ~ GmeO
U = W \I/, g = 47erong, as = T as,

TGmyxg L9

h2 ~ h h4 ( . )
0 , U= v. D = ,
P drGmEa; P mpo b 4rGmyal b

h? . Rt ~ h?
e =—5 56 b= 1.6 V=-—"g-5V
METH drGmpx mpTH

Las cantidades con tilde representan las variables con dimensiones fisicas, mientras que
las que no tienes tilde son sus contrapartes adimensionales. La eleccion natural de los
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pardmetros de escala se hace en base a la masa del bosén mp = mag x 10722 eV/ c?ysu
longitud de escala caracteristica o = lkpc/A. El tamatio tipico de un halo galactico es
~ 1lkpc, por lo que la eleccion de A permite comparar escalas relevantes de la materia
oscura en contextos astrofisicos.

Usando las transformaciones (1.9) el sistema GPPE se reescribe de manera adimen-
sional como:

1
100 = — VAUV 4 g VT,

(1.10)

Op+V - (pv) =0, (1.11)

O(pv) + V- (p0 @ U+ pI) = —pVV, (1.12)
OE +V - [0(E + p)] = —pi- VV, (1.13)
V2V = pr + e {pr), (1.14)

con pr = p+ |¥|?, E=p (e + %\UF) y sus respectivas ecuaciones de estado en forma

adimensional: p = K p!*1/7

para el gas politropico y p = (v — 1)pe para el gas ideal.
Como mencionamos anteriormente, el sistema GPP es un subsistema o un caso especial
del sistema GPPE. Si hacemos p = 0 y lo sustituimos en (1.10)-(1.14) obtenemos:

1
i O,V = —§V2\IJ+V\I/+9|\I/|2\II, (1.15)
V2V = |U2 + € (U2, (1.16)

que es la forma adimensional de sistemas de BECDM puro.

En general, para el sistema GPPE o GPP no se han encontrado soluciones analiticas
exactas, por lo que su estudio requiere el uso de métodos numéricos. En el siguien-
te capitulo se describen las estrategias computacionales empleadas para resolver las
ecuaciones dinamicas del sistema en tres dimensiones, incluyendo los esquemas de in-
tegracion temporal y espacial, asi como el tratamiento de las condiciones de frontera.
Como paso inicial hacia la exploraciéon de la dinamica no lineal de estos sistemas, se
construyen configuraciones estacionarias que representan estados base estables. Dichas
configuraciones sirven como punto de partida para simulaciones més complejas como
fusiones binarias o evoluciones con materia barionica, y seran abordados en el capitulo
posterior a los métodos numéricos.
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Capitu102

Métodos Numéricos

Este capitulo describe los esquemas numéricos empleados para la resolucion del sis-
tema de ecuaciones que modela la dindmica de sistemas formados por materia oscura
bosonica y materia bariénica. En particular, se resuelven numéricamente el sistema de
GPP y su extension con materia baridnica, el sistema GPPE. Las simulaciones se reali-
zaron en tres dimensiones, utilizando esquemas explicitos en el tiempo y discretizaciones
pseudoespectrales para la resolucion de la ecuacion de Gross-Pitaevskii y Poisson, asi
como volumenes finitos para las ecuaciones de Euler.

SECCION 2.1

Dominio Espacial y Temporal

Consideramos un dominio discreto de la forma (t,z,y,2) € [0,ts] x D = [0,tf] X
[Tmins Tmax) X [Ymins Ymax] X [2mi, Zmax] donde ¢, x, y, z representan coordenadas Carte-
sianas.

La resoluciéon computacional de problemas de este tipo requiere de una discretizacion
tanto espacial como temporal. Definimos un dominio espacial y temporal discreto de la
siguiente manera D% = {(z;, y;, zx) € D} en donde

Ti = Tmin + 1 AL, 1=0,1,...,N, — 1
Yj :ymin+jAy7 j:()a]-a"wNy -1
2k = Zmin + k Az, k=0,1,...,.N,—1

t" = n At, n=20,1,... Ny — 1

con Ny, Ny, N, y N; como el nimero de puntos totales de la discretizacion en las
coordenadas x, y, z y t respectivamente, ademaés

AI _ Lmax — :Bmin’ Ay _ Ymax — yml’n7 AZ _ Zmax Zmin’
N, N, N,

Y

11
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representan las resoluciones espaciales.

El dominio temporal se discretiza de manera anéloga, utilizando pasos de tiempo uni-
formes de tamano At. Este paso debe elegirse cuidadosamente para asegurar la esta-
bilidad del esquema numérico utilizado. En particular, debe satisfacer la condicion de
Courant—Friedrichs-Lewy (CFL), que en su forma general esta dada por

At = CFL * min (Az, Ay, Az)* .

El parametro CFL depende del esquema numérico utilizado y, tipicamente, debe ser
menor que 1 para garantizar la estabilidad [23].

Intuitivamente, la condicion CFL garantiza que la informacion fisica no se propague
més alla de una celda espacial en un solo paso de tiempo. Si no se cumple esta restric-
cion, las soluciones pueden volverse inestables, generando errores numéricos que crecen
con el tiempo.

SECCION 2.2

Solucién del sistema GPP

2.2.1 Solucién de la Ecuacion de Gross-Pitaevskii

La dindmica del campo escalar complejo W(¢, ¥) esta gobernada por la ecuacion de
Gross-Pitaevskii (1.15), la cual se puede escribir de manera compacta como

R . 1
i0,¥ = HWU, con H:—§V2+V+g|\lf|2,

donde el operador Hamiltoniano H contiene una parte cinética, una parte potencial
gravitacional V', y un término no lineal de autointeracciéon g|¥|?. Para resolver esta
ecuacion de manera eficiente, se emplean métodos numéricos explicitos e implicitos,
cuya eleccion depende de los requisitos de estabilidad, precision y costo computacional.

Métodos Explicitos

Los métodos explicitos actualizan la funcién de onda utilizando inicamente su esta-
do en el tiempo actual. Una manera efectiva de implementar este enfoque es mediante
la descomposicion de operadores, que separa la evolucion en términos cinéticos y po-
tenciales. El avance temporal se expresa entonces como una aproximacion del operador
de evolucion:

S A (2.1)

donde U™ y W™ *! representan las funciones de onda en los tiempos t" y "1, respectiva-
mente. El operador H contiene el potencial gravitacional y la autointeraccion evaluados



2.2. SOLUCION DEL SISTEMA GPP 13

en t": V" y g|0n|?.

Dado que la evaluacion directa del operador de evolucién es compleja, se emplea una
aproximacion conocida como split de operadores, en la que se aplican por separado los
operadores cinético y potencial. Definiendo el potencial efectivo como

o= V" +g|O" P,
la evolucion por partes se expresa como
Pl m @ IVIAY2 IVEAL g 4 O (A¢%) . (2.2)

En esta estrategia, primero se aplica el potencial efectivo en el espacio real, seguido del
operador cinético en el espacio de Fourier, lo que da lugar al conocido como método de
la evolucion por partes. La evolucidén puede representarse como

LA a4 (2.3)

gl - F-l {671(27%)2&/2]_— (\I,n+a)} 7 (2.4)
donde k% = k-k es el ntimero de onda y JF representa la transformada discreta de Fourier.

Una mejora de esta técnica es el Strang splitting, que consiste en aplicar simétrica-
mente el operador de potencial efectivo en dos pasos:

P = VA2 (VAL VA2 L 0 (AF2) . (2.5)

Este enfoque mejora la precision temporal y es particularmente ttil cuando el potencial
(gravitacional o de autointeraccion) varia significativamente.

Si bien estos métodos son sencillos de implementar y computacionalmente rapidos,
también presentan limitaciones. Su estabilidad es condicional, exigiendo pasos de tiem-
po pequenos para mantener la precision. Ademas, su desempeno disminuye en presencia
de potenciales intensos o con grandes gradientes espaciales, y pueden acumular errores
a lo largo de simulaciones prolongadas.

Métodos Implicitos

Para mejorar la estabilidad y permitir pasos de tiempo mas grandes, se recurre a
métodos implicitos. Estos consideran tanto la informaciéon en el tiempo actual como en
el futuro, lo cual requiere resolver sistemas de ecuaciones en cada iteraciéon temporal.
Un ejemplo clésico es el método de Crank—Nicolson, cuya formulaciéon en términos del
operador de evolucion es:

GHTIALY2 g+l _ i AY2 n (2.6)
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Al expandir esta ecuacién en una aproximacion de segundo orden, obtenemos

At At -
(1 + i7H”+1> VAR (1 — 2'71{”) U+ O (A), (2.7)
reescribiendo enconterramos
At T - .
U= 0 — i A B+ 0 (A8) (2.8)

donde el operador H™*1 contiene la autointeraccion evaluada en el tiempo futuro:
it = _Lgr gy gl
5 .

Este sistema es no lineal debido al término g| U™ >WU"t! v se resuelve mediante una
iteracion de punto fijo. Se define una funcion de iteracion h (" 1) igual a el lado derecho
de la ecuacion (2.8), y se busca un punto fijo mediante

Wi = h (e,

hasta que se cumpla la condicién de convergencia ||\If’,3jj — U] < ¢, donde € es
una tolerancia prefijada. Este enfoque mejora la estabilidad numérica y permite una
evolucién precisa incluso con pasos de tiempo grandes. No obstante, tiene un mayor
costo computacional debido a la necesidad de resolver sistemas iterativos en cada paso.

2.2.2 Soluciéon de la Ecuacion de Poisson

El potencial gravitacional V (¢, ) se obtiene resolviendo la ecuacion (1.16). Dado
que esta ecuacion es lineal, puede resolverse de manera eficiente aplicando un método
pseudoespectral. Aplicando la transformada de Fourier se obtiene

V(E) =——==F{pr—(pr)}, (2.9)

V(z) = F {V(E)} . (2.10)

A o

Para evitar divergencias en el modo nulo (k = 0), se impone la condicion V (0)
eliminando el componente del potencial medio.

0,

SECCION 2.3
Evolucion del sistema GPPE

Una vez descritos los procedimientos numeéricos necesarios para resolver tanto la
ecuacion de Poisson como la de Schrodinger, el siguiente paso en la integracion del
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sistema GPPE completo (1.11)-(1.13) consiste en abordar la solucion de las ecuaciones
de Euler. Para ello, en esta seccion se presenta el enfoque numérico adoptado, basado
en métodos de volumenes finitos.

2.3.1 Métodos de Volimenes Finitos

Las ecuaciones de Euler pueden expresarse de manera compacta en forma conserva-
tiva como:

oU
=tV F(U) = S(U), (2.11)

donde U es el vector de variables conservadas, F = (F* FY F?) representa los flujos en
cada direccion espacial, y S es el término fuente. Estos se definen como:

p 0 pv
pv® —p0,V ‘ PUVT + i
U= |, |, S=1| —-po,V |, F' = pvay + iy |
pv* —p0.V pU'v* + dip
E —pv-VV v'(E + p)

donde i € {x,y, 2} y 0;; es la delta de Kronecker. El sistema también puede escribirse
como:

ZAlaxz (U), (2.12)

con Al = %% siendo las matrices jacobianas del flujo. Estas matrices son diagonalizables

con autovalores reales, lo cual garantiza que el sistema es hiperbodlico. Los autovalores
de A’ son:

A* = diag(v' — ¢, v", 0", 08 0" 4 ), (2.13)

y las matrices de eigenvectores R? que diagonalizan a A’ permiten expresar:
A" =R'A(RH (2.14)

Aqui, ¢4 es la velocidad del sonido local y H = (E +p)/p la entalpia total. Este anélisis
es esencial para el desarrollo de esquemas numéricos basados en la propagacion de ondas
caracteristicas [18].
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Método HLLE

El método de voliimenes finitos se basa en la discretizaciéon del dominio espacial en
celdas finitas, sobre las cuales se considera constante el valor promedio de las variables
conservadas. Definimos el volumen de control tridimensional €, ; , centrado en el punto
(xi,9;, 2x), con volumen AQ = AzAyAz. La integracién del sistema de Euler sobre
dicho volumen produce la forma semidiscreta:

— Yy Yy
dUi j.k + Fivi/2,6 Fio1/2,5k + Fi,j+1/2,k_Fi,j—1/2,k_|_
dt o Az - - Ay (2.15)
Likt1/2 T gko1/2 G
Az = i,k

donde Uj ;; es el promedio de U en el volimen de control:

U= i/ U(t,7) d’, Sijik=S(Ui k) (2.16)
AQ Qi 5.k
Para calcular los flujos numéricos en las interfaces, se utiliza el esquema HLLE (Harten-
Lax-van Leer-Einfeldt), que aproxima los flujos resolviendo una version simplificada del
problema de Riemann entre celdas adyacentes. En la direcciéon x, por ejemplo, el flujo
se calcula como:

erie  AFT(Ug) — X F7(UL) + A2 A7 (U, — Up)
i+1/2,5.k Aﬁ —\ )

F (2.17)

donde Uy y Uy son los promedios en las celdas izquierda y derecha de la interfaz, y
© son las velocidades caracteristicas maximas y minimas a lo largo de dicha interfaz:

A = min((),min(Ax(fJ_L),Ax(ﬁ_R))), (2.18)
AT = méx(0, max(A"(Uy), A"(Ug))). (2.19)

La forma semidiscreta del sistema se resuelve temporalmente mediante un integrador
explicito Runge-Kutta de tercer orden.

Reconstruccion Espacial: Godunov y Minmod

Para aumentar la precision espacial, se utilizan técnicas de reconstruccion en las
interfaces de las celdas. En el caso més simple, el esquema de Godunov asume que las
variables conservadas son constantes dentro de cada celda y resuelve un problema de
Riemann entre celdas vecinas, generando una solucién de primer orden.

Para mejorar la precision en regiones suaves del flujo, se emplea la reconstrucciéon
lineal limitada usando el limitador de Minmod. Este limitador previene la aparicion
de oscilaciones espurias al elegir una pendiente que minimiza la variaciéon entre celdas
adyacentes. El esquema resultante es de segundo orden en regiones suaves y de primer
orden en zonas con discontinuidades, como ondas de choque [18].
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SECCION 2.4

CAFE-BECDM: Cédigo de Evoluciéon del Sistema GPPE

El c6digo CAFE-BECDM fue desarrollado por el grupo de trabajo del Departamento de
Fisica Computacional del Instituto de Fisica y Matematicas (IFM) de la Universidad
Michoacana de San Nicolas de Hidalgo (UMSNH). Esta implementado en el lenguaje
de programacion Fortran, utilizando librerias desarrolladas desde cero, especializadas
en el analisis mediante métodos espectrales y de voltmenes finitos, asi como en la op-
timizacion de escritura y almacenamiento de datos.

Este codigo ha sido validado y empleado exitosamente en diversos trabajos previos
[22, 24, 25, 12, 26|, lo cual respalda su confiabilidad como herramienta para la simula~
cién numérica del sistema GPPE.

Las simulaciones presentadas en este trabajo fueron realizadas utilizando CAFE-BECDM,
y el analisis posterior de los resultados se llevo a cabo con el lenguaje Python, haciendo
uso de Matplotlib, SciPy y NumPy, que permiten un procesamiento y visualizacion
eficiente de los datos obtenidos.

Para poder resolver el sistema GPPE con el c6digo CAFE-BECDYV, es indispensable con-
tar con una condicién inicial fisicamente consistente, que represente un estado base del
sistema bajo estudio. Esta condicion inicial no solo garantiza la estabilidad numérica
de la simulacion, sino que también define las propiedades globales del sistema, como su
masa, energia y perfil de densidad. En el siguiente capitulo se describe el procedimiento
seguido para obtener estas configuraciones iniciales, asi como los métodos numéricos
empleados para construir los estados base que sirven como punto de partida para las
simulaciones dinamicas.
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Capitu103

Construccion de Soluciones Estacionarias

En este capitulo se detalla el enfoque numérico adoptado para obtener las solucio-
nes estacionarias de los sistemas GPP y GPPE. Se exploran distintas estrategias de
construccion, resaltando tanto su fundamento teérico como su implementaciéon compu-
tacional.

Primero, se introduce un esquema basado en algoritmos genéticos para la obtencion
de soluciones del sistema GPP, acompanado de una caracterizacion precisa de los per-
files de densidad resultantes.

A continuacion, se describe la aplicacién del método ITEM en coordenadas cilindri-
cas, orientado a generar soluciones con lineas de vortice perpendiculares al eje z, lo que
permite modelar configuraciones con estructuras topologicas no triviales.

Finalmente, se describe las ecuaciones necesarias para construir soluciones estaciona-
rias del sistema GPPE bajo simetria esférica. Este enfoque conduce a la obtencion de
configuraciones auto-consistentes donde la materia bariénica y bosonica coexisten en
equilibrio, acopladas gravitacionalmente en una misma region del espacio.

SECCION 3.1

Sistema GPP: Estrellas de Bosones

Uno de los elementos fundamentales en el estudio de sistemas de materia oscura bo-
sonica es la construccion de soluciones estacionarias del sistema Gross—Pitaevskii—Poisson
(GPP). Estas configuraciones, conocidas comunmente como estado base o una version
Newtoniana de las Estrellas de Bosones (EB) [11], representan soluciones estables y
simétricas que describen ntcleos autogravitantes de BECDM en equilibrio hidrostatico
cuantico.

La importancia de estas soluciones radica en su papel como estructuras atractoras

19



20 CAPITULO 3. CONSTRUCCION DE SOLUCIONES ESTACIONARIAS

en la evolucién dinamica del sistema. Diversos estudios han mostrado que, indepen-
dientemente de las condiciones iniciales, los sistemas tienden a estabilizarse hacia una
configuracion solitéonica central con un halo difuso, cuya estructura puede aproximarse
por un estado base estacionario [27]. Por esta razon, dichas soluciones se utilizan como
punto de partida para simular procesos dinamicos como fusiones binarias, interacciones
con materia bariénica o perturbaciones gravitacionales.

3.1.1 Ecuaciones Estacionarias

La forma estacionaria del sistema GPP en su forma adimensional se construye asu-
miendo simetria esférica, con lo que el parametro de orden se puede reescribir como
U(t,7) = (r)e”™* donde ¥(r) es una funcién real que depende tinicamente de la coor-
denada radial r = /22 + y? + 22 y w representa una frecuencia propia del sistema.

Con tales consideraciones, el sistema (1.15)-(1.16) se reescribe como:

L d (7‘2%> + Vi + g = wip, (3.1)

1d 2dVY

Para asegurar soluciones fisicamente aceptables, se imponen condiciones de frontera ade-
cuadas. Para el parametro de orden estacionario v se requiere que ¥(0) = 1., ¥'(0) =0
y que en el lim,_,o ¢ = lim,_,,?¥" = 0. La comilla superior representa una primera
derivada espacial.

212 dr

Para el potencial gravitacional V' tomamos las siguientes condiciones de frontera: V' (0) =
Vey V'(0) = 0. La eleccion de V. puede ser arbitraria, ya que desplazar esta condicion
a V. + V, equivale a hallar un valor propio w + V, para un valor arbitrario de V,.Estas
condiciones de contorno garantizan soluciones fisicamente significativas que satisfacen
los requisitos de regularidad y aislamiento.

Dado que este conjunto de ecuaciones se resolvera numéricamente, conviene reescri-
birlo como un sistema de primer orden definiendo las variables ¢ = r?y' y M = r?V".
Entonces el sistema anterior se reescribe como:

/ ¢

¢ = 20" (V+ g —w) e, (3.4)
. M

M = %2 (3.6)

cuyas condiciones de frontera son ¥(0) = ., ¢(0) = 0, V(0) = V., M(0) = 0y
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lim, o (1) = lim, o ¢(r) = 0. Este conjunto de ecuaciones junto con las condiciones
de frontera definen un problema de valores propios, con w como el valor propio del
sistema.

Por simplicidad, es conveniente definir un vector u = (1, ¢,V, M) con el lado dere-
cho del sistema como f(r,u) = (ug/r?, 2r?(us + gu? —w)uy, wus/r*, r?u?). Entonces,
el sistema puede escribirse de manera compacta como:

du

L=y ul0) =, (37)

donde Uy = (wcy 07 ‘/:?’ 0)

Existen diferentes estrategias que pueden ser empleadas para resolver numéricamen-
te el sistema (3.7). Tradicionalmente se resuelve en un dominio discreto y se emplea un
método de shooting para encontrar el valor propio w. En este trabajo utilizaremos un
dominio dicreto pero no el método de shooting.

Construimos la solucién en un dominio finito D = [0, 7yay]. Consideramos un valor
finito para rpns, con el que se busca satisfacer las condiciones de contorno de ma-
nera aproximada ¥(rmax) = &(rmsx) =~ 0. Ahora, se define un dominio dicreto como
D4 = {r; € D|i =0,...,N,} donde N, es el ntimero de puntos. La manera mas sencilla
de construir D? es empleando una particiéon uniforme donde cada punto es elegido como
ri = 1Ar, con Ar = rys/Nr la cual representa la resolucion del dominio.

3.1.2 Descripciéon del Método para Encontrar Valores Propios

Encontramos el valor de w con el que se satisfacen las condiciones de borde en 7,5y
empleando un Algoritmo Genético (AG) que es un método de optimizacion que basa
su funciénamiento en la teéria de de la evolucion.

En un algoritmo genético, existe una poblacién inicial dentro de un entorno defini-
do. A cada individuo de esta poblacion se le asigna un nivel de aptitud, que representa
su capacidad para sobrevivir en el entorno. Este nivel de aptitud, que denominaremos
fitness, esta determinado tnicamente por el ADN de cada individuo de la poblacion.
Los individuos mejor adaptados tienen una mayor probabilidad de reproducirse y trans-
mitir su material genético a las generaciones posteriores. La descendencia se genera a
partir de dos progenitores, cada uno de los cuales aporta aproximadamente el 50 % de
su material genético. Ademés, en la naturaleza, la descendencia puede adaptarse mejor
al entorno que sus progenitores debido a mutaciones en su ADN. Este proceso iterativo
contintia durante muchas generaciones hasta que se observan cambios significativos en
la poblaciéon. Con base en esta comprension de la evolucion, describimos nuestro AG de
la siguiente manera:



22

CAPITULO 3. CONSTRUCCION DE SOLUCIONES ESTACIONARIAS

. Definir el Problema: En nuestro contexto, el ADN de cada individuo repre-

senta una posible solucién al problema de valores propios. La cadena de ADN
que representa a cada individuo se representa como ADN = (w, sy ), donde los
componentes de estos vectores se denominan genes.

. Inicializacién de la poblacién: La poblaciéon se genera aleatoriamente, con un

tamano constante Npgblacion que se mantiene constante a lo largo de la evolucion.

. Funciéon Fitness: La funcién fitness representa el nivel de aptitud de cada

individuo y se define como

fitness(w, rmax) = [ (rmax)” + ¥ (Fmax)?] -

(3.8)
donde ¢ (r) es la solucion del sistema (3.7) asociada con los valores del ADN de
cada individuo. La eleccion de la forma de la funcion fitness (3.8) se debe al
hecho de que tanto la funcéon de onda como su derivada deben desvanecerse en el
limite cuando r — rpax.

. Seleccién: Usamos un método de clasificacion elitista que agrupa los mejores

Niejores individuos: Obtenemos el valor de la funciéon fitness de cada individuo
de la poblacién, después se ordenan de tal manera que aquellos con un ajuste mas
alto son los primeros en la lista.

. Reproduccién: Elegimos dos padres de los primeros Nyejores de manera aleatoria

para generar un nuevo individuo. Los genes del ADN del nuevo individuo son
seleccionados aleatoriamente de los genes de los padres.

. Primera Mutacidon: Antes de crear un nuevo individuo, aplicamos una mutacion

donde cada gen en la cadena de ADN tiene una probabilidad de ser amplificada
por un factor de 1.5.

. Reemplazo: Repetimos los pasos 5-6 para Npoblacisn — NVmejores O €l fin de generar

los individuos restantes.

. Segunda Mutacioén: Aplicamos una mutacion diferencial a toda la poblacion.

Para cada individuo con ADN;, seleccionamos aleatoriamente otros dos individuos
con ADN; y ADN, con los que generamos un nuevo individuo ADN ,evo = ADN;+
0.1 (ADN; + ADNy). Si fitness(ADNpuevo) > fitness(ADN;) reemplazamos el i-

ésimo individuo por el nuevo.

. Condiciéon para detener el método: Repetimos los pasos 4-8 durante multi-

ples generaciones. De cada generacion selecionamos el individuo mejor calificado
AD Nguperior; i 1/ fitness(AD Ngyperior) < 1078 decimos que el algoritmo convergi6
a la solucion.
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3.1.3 Solucién del Problema de Valores Propios

Para integrar el sistema se deben establecer los parametros ¥, V., g, W ¥ Tmax, de
los cuales desconocemos el valor propio y, por razones de presicion numérica, el radio
méximo. Buscamos w y s emplenado un algoritmo genético (AG). Aplicando el AG
es posible encontrar la solucion al problema de valores propios especificando tinicamente
la amplitud del parametro de orden ). en el origen y el coeficiente no lineal g. Ya que el
valor de V. puede ser elegido de manera arbitraria, una vez que encontramos la solucion
es necesario reescalar el potencial gravitacional y el valor propio de la siguiente manera:

M max
Vi M)

M max
w—V(rmsx) — —ir ) — w,

con esto el potencial gravitacional ahora satisface las condiciones de frontera monopolar.

Exploramos un espacio de parametros que incluye diversos valores de g y 1. dentro
del rango (., g) € [1, 2] x [-0.5,0.5] y lo dividimos en dos casos:

Caso g = 0. Utilizamos el AG con una poblacién inicial Npoplacion = 500 y una tolerancia
de 1078. La inversa del fitness del mejor individuo de la poblacion para (1., g) = (1, 0),
se muestra en la subgrafica izquierda de la Figura 3.1, ilustrando la convergencia tras
120 generaciones. Una vez que se alcanza la tolerancia 6éptima, los genes resultantes del
individuo con mejor aptitud de la tltima generacion son (rpax, w) ~ (12.24, —0.6922),
resultado consistente con resultados bien conocidos (por ejemplo, [11]).

Este régimen ha sido estudidado ampliamente. En [28] se presenta una féormula em-
pirica para el perfil de densidad de las soluciones estacionarias, encontrada a partir de
simulaciones de formacion de estructuras en el modelo FDM:

—4

1+ (25— 1) (ﬁﬂ , (3.9)

Te

zﬂcore (r)gzo = wc

donde r. representa el radio del niicleo, que se define como el radio en el cual la den-
sidad 9?(r,) es la mitad de la densidad central 1)2. Esta formula coincide con el perfil
de densidad de la solucion del estado fundamental del sistema GPP para ¢ = 0. En la

subgrafica derecha de la Figura 3.1 se muestra la comparacion entre el perfil de densidad
obtenido con el AG y el perfil (3.9).

Caso g # 0. Proponemos una generalizacion del ajuste empirico (3.9) de la siguiente

manera:
P\ 218 —4
1+ (2% —1) (—) ] , (3.10)

Te

wcore (T)gzo = d}c
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Figura 3.1: A la izquierda se muestra el inverso del fitness del mejor individuo de la
poblacion del algoritmo genético (AG) como funcion de las generaciones para el caso
(e, g) = (1,0), demostrando que el AG proporciona soluciones de manera rapida que
se aproximan satisfactoriamente a las soluciones estacionarias del sistema GPP. En la
subgrafica de la derecha se compara la solucién encontrada por el AG con la féormula
empirica (3.9), para el caso con ¥? = 1.0 y 7. ~ 1.306.

donde r. = r.(e,9) v B = B(We, g) determinan el radio del nacleo y el exponente
del ajuste respectivamente. Buscamos una expresion que determine r. y 5 de manera
directa, por lo que recurrimos a calcular la masa del niicleo de la siguiente manera:

M. = / W2 (r)ridr

R N €7 L Gk )
T
5040 che 248
= M(Tmax), (3.11)

resolviendo para r. obtenemos la expresion:

1/3
5040(2 +B)M,

(218 — 1) 75 T <2+,3) r (8 - m)

En el caso aislado, en el cual no existe una atmosfera de bosones alredor del ntcleo como
el las simulaciones de colapso gravitacional de BECDM, la masa del niicleo coincide con
la masa total obtenida de la soluciéon numérica, es decir M, = M (rmax), ¥ [ es el tnico
pardmetro libre de 92 . Consecuentemente, 3 debe ser ajustado para hacerlo coincidir
con el ansatz (3.10). Buscamos el valor optimo de  con el algoritmo genético estable-
ciendo ADN = () y una funcion de aptitud fitness(8) = [ [5™ [¢2e — wzﬂ_l dr

con una tolerancia de 10~% para el mejor individuo.

(3.12)

re =
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Proponemos una funcién empirica para el radio del nicleo y el exponente 3 similar
a (3.12) pero en esta ocasion para g # 0, sujeta a las siguientes constricciones:

1. De acuerdo al reescalamiento \, 7. ~ 1z /% y r, ~ g'/2.
2. [ deberia ser A-invariante.
3. Cuando g =0, r. = 1.306. /* v 8 = 0.

La transformacion (1.8) implica que el coeficiente o = g1). es A-invariante; entonces,
[ solo debe depender de «. Basado en estas condiciones se proponen las siguientes
funciones:

re = 1.306¢;2(1 + aya + aza?), (3.13)
B = bia+ bya® + bsla|'?, (3.14)

donde los parametros del ajuste son:

a1 = 0.3681 £ 24.50 x 1072,
as = 0.0905=+31.34 x 107°,
by = 0.2842+10.71 x 1072,
by = 0.0845+21.80 x 107°,
by = —0.0117 4 5.443 x 107°.

Para verificar que la formula empirica general es una buena aproximaciéon al estado
fundamental, mostramos en la Figura 3.2 la grafica de r. (izquierda) y 8 (derecha)
como funciénes de la densidad 1? usando tanto la solucién del problema de autovalores
como la férmula empirica. Se observa que r. disminuye al aumentar 1. y aumenta
cuando g crece, como se esperaba. El exponente § cambia de signo cuando g cambia de
signo.

SECCION 3.2

Sistema GPP: Soluciones con Vorticidad Axial

3.2.1 Ecuaciones Estacionarias

Consideremos el subsistema (1.15)-(1.16) en coordenadas cilindricas (r,, ¢, z) don-
de la funcién de onda macrocopica toma la forma (¢, ) = ¢(rL, z) €™ donde m € Z
denota el momento angular cuantizado o niimero de vortice. Al sustituir en las ecua-
ciones del sistema GPP se obtiene un problema no lineal de valores propios

H ¢ = wo, (3.15)
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Figura 3.2: Se muestra la comparacion entre el ajuste empirico general (3.10) y la
solucion numérica del sistema GPP en el rango de parametros (¢., g) = [1.0, 2.0] x
[—0.5, 0.5] para el radio del core r. (izquierda) y el exponente § (derecha). El rango de
colores (azul a verde) que toman las lineas y puntos representa el valor del coeficiente
de autointeraccion g.

donde w es el valor propio y H representa el Hamiltoniano efectivo, definido como

1/ 0 1 0 02 m?
He—-(L 22 & I 2 1
2<ar3+mam+az2 ri)+v+9¢ (3.16)

El potencial gravitacional V' (r, z) se determina de forma autoconsistenete a partir de

la ecuaciéon de Poisson:
*V 10V  09*V

8Ti r,or, 022

= ¢*. (3.17)
Imponemos las siguientes condiciones de frontera:

= ¢(0,z) = 0 para imponer un vortice en el centro a lo largo del eje z.
» 0,¢0(r;,0) = 0 para garantizar simetria ecuatorial.

» Decaimiento asintotico en el infinito

im ¢= lim 0.,6= lim 8.6=0.

2 4,2 2 4,2 24,2
i +z2—o00 4 +z2—00 4 +25—00

Estas condiciones garantizan la normalizacion y, en el caso lineal g = 0, la unicidad de
la solucion. Para el potencial gravitacional, se impone regularidad y simetria mediante
0, V(0,2) =0y 0.V(ry,0) = 0 respectivamente.
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En este caso, resolveremos el sistema numéricamente usando el método de evolucion
imaginaria en el tiempo (ITEM, por sus siglas en ingles), donde se resuelve la ecuacion

GPP dependinete del tiempo bajo la sustitucion ¢ = —i t, obteniendo una ecuacion tipo
difusion
99
= = Ho. 3.18
2~ o (3.13)

Esta evoluciéon suprime los estados excitados y permite la convergencia hacia el estado
fundamental del hamiltoniano. Este enfoque también se aplica al caso no lineal g # 0,
tipicamente convergiendo hacia una configuraciéon fundamental o metaestable. En cada
paso de tiempo, la funciéon de onda se normaliza para conservar la masa total

M = 2%/@52 rydry dz, (3.19)

asegurando la convergencia hacia un valor propio w tnico para la masa elegida. Si-
multaneamente, el potencial V' se actualiza resolviendo la ecuacion (3.17) mediante el
método de sobre-relajacion sucesiva (SOR, por sus siglas en inglés), para acelerar la
convergencia.

El dominio es finito: (r, z) € [0, R]?, con condiciones de contorno de Neumann 9,¢(R, z) =
0y 0.¢(r, R) = 0, las cuales aproximan un decaimiento asintotico. Para validar esta
aproximacion, se exploran diferentes valores de R y se evalua la sensibilidad a las fron-
teras para el caso M = 27, g = 0. La Figura 3.3 muestra perfiles radiales ¢(r,, z = 0)
para R = 40, 60, 80 y 100, con m = 1. Los perfiles convergen al aumentar el tamano
del dominio, a partir de R = 40 ya ofrece una buena aproximaciéon a la soluciéon en el
dominio infinito.

Todas las soluciones estan normalizadas por la amplitud maxima ¢, s.~0.0422, que ocurre
en rpax ~ 8.0, para M = 27 y g = 0. Esta normalizaciéon hace que los perfiles sean
invariantes frente a cambios de escala de longitud A, como se discute en [11, 29, 19|,
garantizando la unicidad dentro del escalado adoptado.

3.2.2 Impacto del Nimero de Vértice m

El numéro de vortice m determina el momento angular cuantizado del condensado
y tiene un impacto directo en la estructura del niicleo del vortice. A medida que m au-
menta, el término de barrera centrifuga m?/r? se intensifica, ensanchando la depresion
central en el perfil de densidad y dando lugar a configuraciones toroidales con menor
densidad central. Como resuldado, el pico de la funcién de onda se desplaza hacia afue-
ra, ampliando la extension radial de la estructura.

Estos efectos se ilustran en la Figura 3.4, que muestra los perfiles radiales de ¢(r, , z = 0)
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Figura 3.3: Perfiles radiales de la funcion de onda ¢(r, , z = 0) para diferentes tamanos
del dominio computacional R = 40, 60, 80, y 100, con nimero de vortice m = 1, masa
total M = 27, y g = 0. La convergencia de los perfiles al aumentar R confirman que
las condiciones de frontera de Neumann se aproximan con precision al comportamiento
asintotico esperado. Todas las curvas estan normalizadas por ¢nsx ~ 0.0422 a 14 &

8.000, lo que hace que las soluciones sean invariantes ante reescalamiento de longitud
A

para varios valores de m, con parametros fijos ¢ = 10 y M = 27. A medida que el nu-
méro de vortice aumenta, los perfiles se vuelven progresivamente mas anchos y planos
del centro, revelando claramente la influencia del momento angular.

3.2.3 Impacto del Coeficiente de Autointeraccién g

El parametro g controla la intensidad y naturaleza de las autointeracciones dentro
del condensado. Para g > 0, la interacciéon es repulsiva, lo que favorece perfiles mas
extendidos y menos concentrados. A medida que ¢ aumenta, la funciéon de onda se
vuelve més plana y difusa, acercandose al régimen de Thomas-Fermi. En constraste,
para g < 0 la interaccion es atractiva, promoviendo configuraciones compactas y de alta
densidad, que pueden volverse inestables mas alla de un umbral critico de |g|.

La Figura 3.5 presenta perfiles radiales de la funcién de onda para diferentes valo-
res de g, manteniendo fijos M = 2r y m = 1. A medida que g aumenta, los perfiles
se ensanchan y sus amplitudes centrales disminuyen, ilustrando la dispersiéon inducida
por las autointeracciones repulsivas. Por el contrario, para valores negativos de g, las
configuraciones se vuelven mas compactas.

3.2.4 Impacto de la masa total M

La masa total M determina la normalizacién general de la funcién de onda y contro-
la la ligadura gravitacional de la configuracién. Masas mayores incrementan el potencial
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Figura 3.4: Perfiles radiales de la funcion de onda ¢(r,, z = 0) para diferentes nimeros
de vortice m, con coeficiente de autointeraccion fija ¢ = 10 y masa total M = 27. Valores
grandes de m conducen a niicleos mas amplios y maximos en la densidad desplazados
hacia afuera, debido a una mayor barrera centrifuga.

Figura 3.5: Perfiles radiales de la funcion de onda ¢(r,,z = 0) para diferentes valores
del coeficiente de autointeracciéon g, con M = 27 y m = 1 fijos. Aumentando el valor
de g obtenemos perfiles mas amplios y difusos con amplitudes centrales reducidas.
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gravitacional del sistema, dando lugar a perfiles mas compactos con picos centrales mas
pronunciados. Este efecto compite con la presiéon cuantica y la autointeraccién, mode-
lando el perfil de equilibrio.

La Figura 3.6 muestra los perfiles radiales para distintas masas totales M, con pa-
rametros fijos m = 1y g = 10. A medida que M aumenta, el niicleo se vuelve mas
denso y el perfil mas localizado, lo que indica un mayor confinamiento gravitacional.

Figura 3.6: Perfiles radiales de la funcion de onda ¢(ry,z = 0) para diferentes masas
totales M, con m = 1y g = 10 fijos. Al aumentar M se mejora el confinamiento
gravitacional, lo que da como resultado configuraciones més compactas.

SECCION 3.3

Sistema GPPE: Estrellas de Fermiones-Bosones

En esta seccion se presentan las soluciones estacionarias del sistema (1.15)-(1.14),
las cuales corresponden a la version Newtoniana de las llamadas Estrellas de Fermiones
y Bosones (EFB). Se considerara el caso sin autointeraccion en el condensado bosonico,
es decir, se fija g = 0, con el objetivo de estudiar exclusivamente los efectos generados
por la interaccion gravitacional entre un gas de bosones y un fluido bariénico.

3.3.1 Ecuaciones Estacionarias

Asumiendo simetria esférica, la funciéon de onda bosénica puede escribirse como
U(t,r) = 1(r)e™, donde 1(r) es una funcion real. Esta eleccion garantiza que la den-
sidad bosonica |U|? es independiente del tiempo. Se asume que el gas de ferrmiones
se encuentra en equilibrio hidrostético, por lo que p = p(r), p = p(r), ¥ = 0. Como
consecuencia, el potencial gravitacional también depende solo de r: V' = V().

Bajo estas consideraciones, el sistema GPPE se reduce a:
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1 d [ ,dv
- = - Vi = 3.20
2r2 dr (r dr) +Vy w, ( )
dp av
- = —p— 3.21
dr p dr’ ( )
1 d ([ ,dV ,
el . — .22
r2dr (r dr) vt (3.22)

donde el sistema se cierra mediante una ecuacion de estado para el fluido bariénico. En
este trabajo se considerardn dos opciones: una ecuacion de estado politropica (1.6) y
una ecuacion de estado de gas ideal (1.7).

En general, el sistema constituye un problema de valores propios para w, el cual se
resuelve aqui mediante el método de shooting, con integracion numérica basada en
el esquema de Runge-Kutta de cuarto orden. Para facilitar el tratamiento numérico,
introducimos las siguientes variables auxiliares:

¢:=r*)', M:=r*V', con ('=d/dr),

de modo que el sistema puede reescribirse como:

Vo= 5 (3.23)
¢ = 2r*(V —w), (3.24)
, M

Vo= —ry, (3.25)
, M

Vi= (3.26)

M = ({*+p)r (3.27)

Se busca que las soluciones sean regulares en el origen y localizadas en el espacio, lo
cual implica que ¥(r), p(r) y p(r) deben tender a cero cuando r — co. Para garantizar
estas condiciones, se imponen las siguientes condiciones de frontera:

o0 = v (3.28)
#(0) = 0, (3.29)
p(0) = pe, (3.30)
V() = V., (3.31)
M) = 0, (3.32)

Tlgglow(r) = TILIEOV(T):O (3.33)

Para integrar el sistema, basta con establecer los valores iniciales (¢, p.), ya que V,
puede elegirse arbitrariamente. Cualquier eleccion de V. tnicamente requiere un rees-
calamiento posterior del potencial gravitacional y del valor propio w.
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Escalamiento y generaciéon de soluciones

Tal como se discuti6 en la Seccion 1.2, el sistema GPPE es invariante bajo transfor-
maciones de escala, lo que permite generar soluciones autosemejantes. En particular,
cuando se considera tnicamente el condensado bosonico o el fluido bariénico por se-
parado, esta propiedad permite construir familias completas de soluciones a partir de
una configuracion base, gracias a la invariancia del sistema de Schrédinger-Poisson o la
ecuacion de Lane-Emden, respectivamente.

Sin embargo, cuando ambos componentes estdn acoplados, la transformacion de es-
cala requiere que la constante politropica K se reescale como K — A\~Ct4" K o cual
impide construir toda la familia de soluciones para un par fijo (K,n). Por tanto, el
sistema debe resolverse numéricamente para cada par de valores centrales (., p.), v

la simetria de escala solo puede usarse para obtener soluciones equivalentes bajo un
cambio de K.

3.3.2 Relacion de masas

Para caracterizar la contribucion relativa de cada componente, se introduce el co-

ciente de masas:
Mg,

~ Mggc’
donde Mg,s y Mpgc representan la masa total del componente fermioénico y del bosénico,
respectivamente, definidas como

(3.34)

T—00

Mggc = lim {47? /Orw(r')g(r')er'] ) (3.35)

r—R

Mg,s = lim {4#/ p(r') (r')? dr’} , (3.36)
0
donde R es el primer cero de la densidad p.

En la Figura 3.7, se muestran los perfiles de densidad de ambos componentes, ilus-
trando como la constante p modifica la estructura del sistema y la dominancia relativa
de cada tipo de materia.

Las soluciones obtenidas representan configuraciones de equilibrio donde materia bario-
nica y bosonica coexisten de manera estable bajo su propia atraccion gravitacional. La
forma de los perfiles de densidad revela como el gas de fermiones puede actuar como un
"nicleo" compacto que confina gravitacionalmente al condensado bosénico, o viceversa,
dependiendo de la relacion de masas p. Estos resultados son particularmente relevantes
en contextos astrofisicos donde se propone la coexistencia de materia oscura bosénica
con materia visible en objetos autogravitantes. En particular, el analisis de como varia
la estructura del sistema al modificar . o p. permite explorar diferentes escenarios de
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dominancia bosonica o fermidnica, cuestion que abordaremos con mayor detalle en los
analisis numéricos posteriores.

Figura 3.7: Perfiles radiales de la densidad de las contribuciones de materia bosonica
(izquierda) y fermionica (derecha) para tres valores distintos de la razon de masas 1 =
0.1, 1.0 y 10.0.
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Capitulo4

Fusiones de Binarias

SECCION 4.1

Condiciones Iniciales

Consideramos dos tipos de sistemas binarios: estrellas de bosones (EB) y estrellas
compuestas de fermiones y bosones (EFB). En ambos casos, la configuracion inicial
consiste en la colision de dos configuraciones aisladas ubicadas simétricamente con res-
pecto al origen y moviéndose una hacia la otra, como se ilustra en la Figura 4.1. El
procedimiento de inicializaciéon para cada caso se detalla a continuacion.

4.1.1 Sistema Binario de Estrellas de Bosones.

Cada EB esta caracterizada por el valor central de su funciéon de onda, ., el cual
determina la masa y el tamano de cada ntucleo solitéonico. Para introducir asimetria
entre ambas EBs, definimos un factor de escala adimensional, denotado por 7, que
controla la amplitud relativa, posicion y velocidad del segundo soliton respecto del pri-
mero. El valor central inicial de la funciéon de onda para la configuraciéon izquierda es
1.1, mientras que para la derecha es 1.5 = 7721%,1- Cada EB se ubica inicialmente en
71 = (x1,11,0) y ¥5 = —nZy, de modo que el centro de masa del sistema esta en el
origen. Esta construccion usa el hecho de que la segunda EB sea una version escalada
de la primera, aprovechando las propiedades de escala del sistema GPP.

La funcién de onda bosénica total se construye superponiendo ambos paquetes de onda,
cada uno impulsado con su respectiva velocidad:

e

D(0, ) = €™ T 4 hpe™ T, (4.1)

donde 171 = (UIJ, 0, 0) y 172 = —7]171

35
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4.1.2 Sistema Binario de Estrellas Fermiones y Bosones.

La parte bosoénica del sistema EFB se inicializa de la misma manera que en el caso
puramente bosonico, utilizando la ecuacion (4.1), pero ahora las funciones de onda
11 vy 1y corresponden a soluciones en estado fundamental (GS) del sistema GPPE.
La componente baridnica, sin embargo, requiere una inicializaciéon adicional para la

densidad:

p(0,Z) = méx(p; + pa, floor), (4.2)

donde floor = 107! es una atmosfera artificial introducida para evitar divisiones por
cero en las ecuaciones de Euler. El campo de velocidad del gas se define como

’(}1’ Si |.fz:\_fl‘ <R1,
70,7) = { B, si |7 — | < Ry, (4.3)

(0,0,0), en otro caso,

donde R; y Rs son los radios de las configuraciones FBS individuales, definidos como
el primer cero del perfil de densidad politropico.

La presion se define de acuerdo con la ecuacion de estado politropica (1.6) con n = 1.5
y K = 10. El indice politropico n corresponde a un indice adiabético y = 1+1/n = 5/3,
caracteristico de un gas monoatémico. La eleccion del valor de la constante politropica
no afecta la generalidad del sistema debido a la invariancia por reescalamiento de las
ecuaciones GPPE [12]. Esto nos permite fijar arbitrariamente el valor de K, ya que
cualquier otra eleccién puede recuperarse mediante un cambio de escala.

La contribucién relativa del gas al sistema se cuantifica mediante el cociente de masas:

M gas

_ Mo 4.4
Mggc (4.4)

L

donde Mg,s y Mpgc son las masas totales de los gases de fermiones y bosones, respec-
tivamente. Definidas por

Mprc = f“I’Pd%» (4.5)
Mgs = [pdiz. (4.6)
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Figura 4.1: Ilustracion de las condiciones iniciales para el choque de dos configuraciones.

SECCION 4.2

Configuraciéon Numérica

La evolucion se lleva a cabo en un dominio ciibico tridimensional D = [—20, 20]?,
discretizado con N = 128 puntos por direccién, lo que corresponde a una resoluciéon
espacial de h = 0.3125. El sistema se evoluciona durante 250 unidades de tiempo con

un paso temporal de At = (.01, el cual satisface la condicion de Courant At/h? < 62
™
tal como se recomienda en [27].

Las simulaciones se realizan utilizando el codigo CAFE-BECDM descrito en la Sec-
cion 2.4, donde el sistema GPPE se resuelve mediante un esquema de Runge-Kutta de
tercer orden para la integracion temporal. La ecuacion de Gross-Pitaevskii (1.15) y la
ecuacion de Poisson (1.16) se resuelven empleando la Transformada Rapida de Fourier
(FFT). Las ecuaciones de Euler (1.11)-(1.13) se resuelven usando métodos HRSC (cap-
tura de choques de alta resolucion), especificamente el limitador de pendientes Minmod
y el solucionador aproximado de Riemann HLLE para calcular los flujos numeéricos, tal
como se describid en la Secciéon 2.3.1.

Las condiciones de frontera utilizadas en todas las simulaciones son periddicas, tanto
para la funcién de onda como para las variables hidrodinamicas. Esta eleccion garantiza
la conservacion de masa y energia total, y es cominmente adoptada para emular un
entorno cosmologico en el cual las perturbaciones que reingresan al dominio pueden re-
presentar influencias externas. Aunque esto implica que el sistema no esté estrictamente
aislado, las fronteras peridédicas permiten una simulaciéon més realista de influencias ex-
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ternas, como perturbaciones del medio circundante.

En contraste, para el potencial gravitacional se imponen condiciones de frontera de
tipo Dirichlet, fijando V' = 0 en los bordes del dominio. Esta suposicion aisla efec-
tivamente al sistema de fuentes gravitacionales externas. Como resultado, las escalas
temporales dinamicas de la colisiéon binaria se asemejan maés a las de un sistema aislado,
incluso si los campos materiales evolucionan bajo condiciones periddicas.

SECCION 4.3

Espacio de Parametros

Para estudiar el efecto de la auto-interaccion y de la componente luminosa sobre la
compacidad de las configuraciones formadas durante colisiones con momento angular
distinto de cero, consideramos los siguientes escenarios:

Efectos de la auto-interaccion. Incluimos sélo la contribucion del BECDM, va-
riando el pardmetro de auto-interaccion con los valores ¢ = —0.1, 0.0, 0.1, 0.2 y 0.3.
Las condiciones iniciales para el estado fundamental izquierdo se fijan con 9.3 = 1, y
posicion inicial #; = (=5, y1,0), donde el pardmetro de impacto toma los valores y; = 5
y 10. La componente de velocidad no nula se toma como v,, = 0.05, 0.1, 0.15, 0.2,
0.25. Para el estado fundamental derecho, se consideran factores de escala n = /1.5 y
v/2.0. La eleccion de posicion y velocidad escaladas garantiza que el centro de masa del
sistema permanezca en el origen del dominio.

Efectos del gas politropico. En este caso, consideramos sélo la contribuciéon del
gas politropico, es decir, con g = 0. La configuracion izquierda tiene una amplitud
central de ¢¥.; = 1 y una razén de masa entre u = 0.1. Las velocidades y posiciones
iniciales son las mismas que en el caso anterior. La configuracion derecha toma un valor
fijo del factor de escala 7 = v/1.5 para la componente bosonica y razones de masa entre
el gas y el BECDM p = 0.1, 1.0 y 10.0. La posicién y velocidad se ajustan para que el
centro de masa del sistema esté centrado en el origen del dominio.

SECCION 4.4

Diagnéstico

Para analizar la evolucion del sistema antes, durante y después de la fusiéon, moni-
toreamos el cociente entre las masas de las configuraciones iniciales y finales. Esto nos
permite generalizar los hallazgos de [30], que reportaron tendencias de conservacion de
masa del niicleo en fusiones similares sin auto-interaccion.
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El perfil de densidad promediado angularmente se define como:

1
fan(t,’f‘) = E /Q fdQ, (47)

donde f representa |¥|? o p. El angulo solido esta dado por 2 = [0, 7] x [0,27], con
elemento diferencial d2 = sin 6 df d¢. Una vez que se ha formado el nucleo final tras la
fusion, su masa se calcula como:

Mcmerged(t) = 477/ fave(t, 7“)7"2 dr, (4.8)
0

donde 7. es el radio del nucleo, definido como el radio en el cual la densidad cae a la
mitad de su valor central. La masa del nicleo fusionado M™8*d se compara con las
masas iniciales M., y M.» mediante el cociente de masa del ntcleo

Mmerged
Ry, = —¢ 4.9
Me Mc,l + Mc,Q ( )

el cual representa la retencion de masa de la configuracion resultante de la colision.

SECCION 4.5

Resultados

4.5.1 Efectos de la Auto-interaccion

Configuraciéon Final. La Figura 4.2 muestra la evolucion del perfil de densidad en
el plano z = 0 para el caso especifico con condiciones iniciales n = v/2.0, y; = 10 y
vy, = 0.2. Se presentan instanténeas en los tiempos ¢ = 0, 43.2, 64.8 y 108.0 para
diferentes valores de la constante de auto-interacciéon g = —0.1, 0, 0.1, 0.2 y 0.3.

Un nicleo estable comienza a distinguirse alrededor de t ~ 64. A medida que el siste-
ma sigue evolucionando, se forma un halo difuso alrededor del ntucleo central. Esto es
consecuencia de la masa que escapa hacia las fronteras y posteriormente reingresa al do-
minio debido a las condiciones de frontera periddicas. Este comportamiento se asemeja
al enfriamiento gravitacional (ver [31] para g = 0y [32] para g # 0), pero contrasta con
simulaciones bajo condiciones de frontera aisladas [33, 22|, donde los modos salientes
son absorbidos y la formaciéon de halos es suprimida.

Las configuraciones resultantes exhiben una estructura caracteristica: un pico denso
central (ntcleo solitéonico) rodeado por un halo que decae lentamente. Estos ntcleos
solitonicos permanecen estables para todos los valores de g, lo que confirma su robustez
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g -0.1 0.0 0.1 0.2 0.3
R max | 0.6263 | 0.6866 | 0.7275 | 0.7697 | 0.8263
Ry ave | 0.5636 | 0.6011 | 0.6217 | 0.6579 | 0.6839
Ry, min | 0.4921 | 0.5055 | 0.5075 | 0.4387 | 0.4387

Cuadro 4.1: Valores promedio, méximo y minimo de la relacion de masa del niicleo
Ry, provenientes de la fusion de BSs para distintos valores de la constante de auto-
interaccion g.

tras la fusion. Este comportamiento es consistente con estudios previos [33, 30, 22|.

La Figura 4.3 presenta perfiles de densidad promediados angularmente en tres tiem-
pos distintos ¢ = 100, 180 y 200, junto con los ajustes obtenidos mediante la Ec. (3.10).
Solo se muestra el caso n = /1.5, ya que los resultados para 7 = /2.0 son cualitativa-
mente idénticos. La estrecha concordancia entre las simulaciones y el modelo empirico
(3.10) confirma la formacion y estabilidad del niuicleo solitonico para cada valor consi-
derado de g.

Relacion de Masa Final. Para evaluar el impacto de la auto-interacciéon sobre la
masa final del nticleo, se calcula la relacion de masa del nucleo utilizando la Ec. (4.9),
enfocandose en el régimen posterior a la fusion, cuando la estructura solitonica ya se ha
formado. Esta elecciéon asegura una comparacion consistente entre los distintos valores
del parametro de auto-interaccion y aisla su efecto en el estado final.

La Figura 4.4 muestra la evolucion de la razéon R),, para diferentes valores de g, con
resultados de 20 simulaciones por caso. Los datos muestran que R, flucttia alrededor
de un valor promedio en cada caso.

La Tabla 4.1 resume los valores promedio (R, avg), MAXIMO (Rs, max) ¥ MInimo (Raz, min)
de la relacion de masa del nucleo. A medida que aumenta la intensidad de la auto-
interaccion, también lo hace la masa promedio retenida en el ntcleo final, lo que indica
que las auto-interacciones repulsivas aumentan la eficiencia de fusion y reducen la pér-
dida de masa durante la relajacion.

Estos resultados destacan el papel de la auto-interaccion en la regulacion de la retencion
de masa y la formaciéon de halos. Para g > 0, las interacciones repulsivas suprimen la
pérdida de masa, estabilizan el ntcleo resultante y aumentan su compacidad. En con-
traste, las interacciones atractivas (¢ < 0) conducen a una mayor dispersion de masa
en el halo, lo que indica un proceso de relajacion menos eficiente. En general, la auto-
interaccion actiia como un mecanismo de control del enfriamiento gravitacional y de la
estructura final del remanente solitonico.
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Figura 4.2: Instantaneas de la evolucién de la densidad en el plano z = 0 en distin-
tos tiempos. Cada fila corresponde a un valor diferente de la intensidad de la auto-
interaccion g = —0.1, 0, 0.1, 0.2 y 0.3. Parametros: n = v2.0, y; = 10 y v,, = 0.2.
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Figura 4.3: Perfil de densidad promediado angularmente (4.7) (mostrado con puntos)
en tres tiempos distintos, comparado con el ajuste empirico (3.10) (linea continua).
Cada panel corresponde a un valor diferente de ¢ = —0.1, 0, 0.1, 0.2 y 0.3. Parametros:
n=1+2.0,1 =10y v, =0.2.
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Figura 4.4: Evolucion temporal de la relacion de masa del nicleo Ry, para g = —0.1,
0.0, 0.1, 0.2 y 0.3, mostrados de arriba hacia abajo. Cada panel muestra resultados de
20 simulaciones para un valor fijo de ¢g. Las lineas punteadas indican el valor promedio
de Ry, ; las bandas grises denotan el rango de oscilaciones.
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I 0.1 0.3 0.5 0.7 0.9
Ry max | 0.6263 | 0.6911 | 0.7078 | 0.7512 | 0.7643
Ry, ave | 0.5584 | 0.6102 | 0.6274 | 0.6525 | 0.6737
Ry, min | 0.4921 | 0.5211 | 0.5196 | 0.5073 | 0.5337

Cuadro 4.2: Valores promedio, méximo y minimo de la relacién de masa del ntacleo R,
para diferentes valores de la razon de masas p

4.5.2 Efectos del Gas Politrépico

Formaciéon del Nucleo. La Figura 4.5 presenta la evolucion del perfil de densidad en
el plano z = 0 para un caso representativo con condiciones iniciales n = v/2.0, y; = 10
y vz, = 0.2, y diferentes valores de la constante de presiéon politropica p = 0.1, 1.0 y
10.0. Las instantaneas corresponden a los tiempos de codigo t = 0, 43.2, 64.8 y 108.0.

En todos los casos, se observa la formacién de un nticleo de BECDM estable rodea-
do por un halo difuso. Similar al caso con auto-interaccion, el halo se genera por la
dispersion de materia durante la fusion y la posterior recaptura debido a las condicio-
nes periddicas. El niicleo permanece en el centro del dominio y su tamano y forma son
fuertemente influenciados por la magnitud de pu.

La Figura 4.6 muestra los perfiles de densidad promediados angularmente a tiempos
seleccionados, junto con los ajustes mediante la expresion empirica de la Ec. (3.10).
Se utilizd6 nuevamente el caso n = V1.5 como referencia, dada su similitud cualitativa
con n = v2.0. Los ajustes muestran un excelente acuerdo con los datos simulados, lo
que confirma que el perfil soliténico se mantiene incluso en presencia del gas politrépico.

Relacion de Masa del Nucleo. Para cuantificar la influencia de la presion poli-
tropica sobre la masa del nucleo final, se calcula nuevamente la relaciéon R,;, a partir
de la Ec. (4.9). La Figura 4.7 muestra su evolucion para distintos valores de la razon de
masas entre el gas y el BEC p, a partir de 20 simulaciones independientes por cada caso.

La razén R);, presenta un comportamiento estable después de la fusion, y su valor
promedio aumenta con u, lo que indica que una presion mayor ayuda a retener méas
masa en el nicleo. La Tabla 4.2 resume los valores promedio, maximo y minimo de Rjy,.

Estos resultados reflejan que el gas politropico acttia de manera similar a una auto-
interaccion repulsiva: favorece la retenciéon de masa y reduce la amplitud de las osci-
laciones del nicleo resultante. Esto puede interpretarse como una presion efectiva que
suaviza los procesos de dispersion durante la relajacion, mejorando la eficiencia del
enfriamiento gravitacional y la estabilidad del soliton remanente.
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Figura 4.5: Evolucion del perfil de densidad en el plano z = 0 en distintos tiempos.
Cada fila corresponde a un valor diferente de la razéon de masas p = 0.1, 1.0 y 10.0.
Otros parametros: y; = 10 y v,, = 0.2.
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Figura 4.6: Perfiles de densidad promediados angularmente a diferentes tiempos, com-
parados con el ajuste de la Ec. (3.10). Cada panel corresponde a un valor distinto de
@ =0.1, 1.0 y 10.0. Otros parametros: y; = 10 y v,, = 0.2.
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Figura 4.7: Evolucion temporal de la relacion de masa del niucleo Ry, para valores de
i =0.1, 1.0 y 10.0. Cada panel muestra resultados de 20 simulaciones independientes.
Las lineas punteadas indican el promedio y las bandas grises el rango de fluctuacion.
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Capitulo5

Vortices en BECDM y su Interacciéon con un Gas
Ideal

En este capitulo nos centramos en el estudio de lineas de vortice dentro de un
condensado BECDM, particularmente en su interaccion gravitacional con un gas ideal.

SECCION 5.1

Condiciones Iniciales

El objetivo es inicializar un linea de vortice en la componente de BECDM e in-
vestigar su influencia dindmica sobre un medio bariénico circundante. Para ello, cons-
truimos una solucion estacionaria que presente vorticidad axial, tal como se construye
en la Seccién 3.2. Obtendremos asi una funciéon de onda en coordenadas cilindricas
U(ry, @, z) = ¢(ry,2)e’™#, la cual tendremos que interpolar al domino tridimensional
descrito en coordenadas cartesianas, donde tendré lugar la evolucién.

Las condiciones iniciales para la componente de gas ideal (IG, por sus siglas en in-
glés) se generan a partir de una funciéon de onda auxiliar:

W = AF {7 0 (5.1)

donde A es una constante de normalizacion elegida para que la masa total del gas sea
M,4s. La densidad inicial del gas se define como p(0, Z) = |V, |?. El campo de veloci-
dades 0(0, Z) se asigna de manera aleatoria, sujeto a la restriccion |0(0, Z)| < v,,, donde
vy representa la velocidad maxima permitida para el gas al momento de la inicializa-
cion. La presion inicial se establece usando una ecuaciéon de estado politropica del estilo
(1.6). La energia interna correspondiente se calcula a partir de la ley de gases ideales

p(0,7) K
(v=Dp(0,7) -1
como se define en la ecuacion (1.7).

e(0,7) = p(0, %), (5.2)

49
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SECCION 5.2

Configuracion Numérica

Las simulaciones se realizaron utilizando el codigo CAFE-BECDM, descrito en 2.4.
El sistema de ecuaciones se resuelve en un dominio tridimensional periédico descrito
con coordenadas cartesianas. Todas las ecuaciones de evolucion se integran usando un
esquema Runge-Kutta de tercer orden.

El sistema se evoluciona por 500 unidades de tiempo adimensionales, en un dominio
cubico de tamano L = 80, discretizado con N = 128 puntos por dimension, dando
una resolucion espacial uniforme h = L/N. El paso de tiempo At es fijo y se elige de
modo que se satisfaga la condicion de Courant—Friedrichs—Lewy (CFL), especificamente
At/h? < 1/(67), siguindo el criterio propuesto en [27].

SECCION 5.3

Espacio de Parametros

Para investigar la relajacion del IG alrededor de una linea de vortice en la BECDM,
exploramos un espacio de parametros tridimensional (g, Mpgc/Mig, vm), donde Mpgc
y Mie denota las masas totales del condensado y el gas ideal respectivamente. Note
que en la seccion anterior utilizamos la etiqueta gas para referirnos a un gas politropico
de fermiones, ahora usaremos IG para denotar que se trata de un gas de fermiones en
forma de gas ideal.

Consideramos dos valores para la intensidad de la auto-interaccion: g = 1 y 100, para
evaluar el impacto de la Autointeraccion sobre la estabilidad del vortice. La masa del
nicleo BECDM se fija en Mggc = 18.85, mientras que la razéon de masas varia entre
Mpggc/Mig = 0.1, 1 y 10. La velocidad maxima inicial del gas se fija en vy, = 0.5 y 1.0,
controlando la respuesta dinamica del componente 1G.

Los parametros restantes se mantienen constantes: el niimero de vortices se fija en
m = 1, correspondiente a la configuraciéon méas estable y energéticamente favora-
ble [34, 35]; la constante politropica es K = 0.1, lo que establece una escala de energia
interna moderada; y el indice adiabético es v = 5/3, apropiado para un gas monoatomi-
co no relativista. Esta configuraciéon da lugar a un total de 2 x 3 x 2 = 12 simulaciones,
disenadas para cuantificar como las lineas de vortice del BECDM influyen en el medio
barionico circundante.
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SECCION 5.4

Diagnésticos

Para caracterizar la evolucion del sistema, calculamos varias cantidades macrosco-
picas para las componentes BECDM e IG en cada paso de tiempo. Para el BECDM
evaluamos las siguientes integrales:

Mmcz/mmf
Kprc = 2/\1/ V20 dPx,
chzl/vafa
Ippc = = /]\11\4d3

donde Mggc es la masa total del condensado, Kpgc su energia cinética cuantica, Wygc
la energia potencial gravitacional, e Iggc la energia de auto-interaccion asociada al tér-
mino no lineal.

Para la componente IG, calculamos:

MIG :/pdng

1 —
Kig = §/p|v|2d3x,

1
Wic = /de3

Ulg—/—d3

donde Mg es la masa total del gas, Kig la energia cinética del volumen, Wi la energia
potencial gravitacional y Ujg la energia interna.

A partir de estas cantidades, definimos la energia total y las expresiones viriales para
cada componente:
Egrc = Kpec + Wakc,

QBec = 2Kgpc + WaEe + 31sic,
Ei¢ = Kig + Wig + Usg,
Qic = 2K1¢ + Wig + 33Uy,

donde Fggrc v Eig son las energias totales del condensado y del gas respectivamente,
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mientras que QJgc v Q1¢ son escalares viriales derivados del teorema virial generalizado.
En equilibrio, estos indicadores deben satisfacer () ~ 0, proporcionando una medida de
relajacion dinamica y estabilidad para cada componente.

SECCION 5.5

Resultados

5.5.1 Estabilidad del Voértice

La estabilidad de configuraciones aisladas de lineas de vortice en BECDM ha sido
previamente investigada en [35], su interaccion con agujeros negros centrales en [36], y
su dindmica durante fusiones frontales en [13]|. En este trabajo, analizamos la estabili-
dad de las lineas de vortice bajo un tipo de perturbacion cualitativamente distinta: una
inducida por la condensacion gravitacional de un IG con condiciones iniciales aleatorias.
Este escenario sirve como banco de pruebas dinamico para evaluar la estabilidad de las
configuraciones de lineas de vortice cuando estan inmersas en un medio fermionico.

La Figura 5.1 ilustra la evolucion del sistema en ¢ = 0, 250 y 500. Cada panel muestra
una visualizacion tridimensional de la densidad de BECDM, con una isosuperficie cen-
tral que resalta la linea de vortice, superpuesta a un mapa de color volumétrico de la
energia interna especifica del GI. De arriba hacia abajo, las filas corresponden a razones
de masa M;g/Mprc = 0.1, 1.0 y 10.0, todas para el caso ¢ = 1 y velocidad méaxima
inicial del gas v,,, = 0.5. El gas inicialmente sigue una distribucién homogénea pero con
una semilla aleatoria, y se condensa progresivamente debido a la atraccion gravitacional.

De manera notable, a pesar de la asimetria del colapso barionico, la estructura de
la linea de vortice en la BECDM permanece bien definida durante toda la simulacion.
Esto respalda la hipotesis de que las lineas de vértice no son simplemente soluciones
estacionarias, sino estructuras dinamicamente estables bajo perturbaciones bariénicas.

Una evaluaciéon maéas cuantitativa se presenta en la Figura 5.2, que muestra la evo-
lucion de las densidades méximas de ambas componentes para dos valores de la fuerza
de auto-interaccion, g = 1 y g = 100. La columna izquierda corresponde al compo-
nente BECDM vy la derecha al IG. Cada curva representa una razoén de masa distinta
(Mg /Mpgc = 0.1, 1.0 y 10.0), con lineas punteadas y solidas indicando v,, = 0.5 y
v = 1.0, respectivamente.

Para g = 1, todas las configuraciones exhiben oscilaciones acotadas en la densidad
méaxima del BECDM, indicando que la estructura de la linea de vortice permanece es-
table en todo el espacio de parametros explorado. El componente gaseoso alcanza un
estado cuasi-estacionario tras un transitorio inicial, logrando densidades de equilibrio
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Figura 5.1: Evolucién de una configuraciéon de linea de vortice sumergida en un gas
ideal que experimenta condensacion gravitacional. Cada panel muestra una visualiza-
cion volumétrica 3D de la densidad de BECDM, con una isosuperficie (color cian) que
resalta el nicleo del vortice, superpuesta a un mapa de colores de la energia interna
especifica del gas ideal. Las columnas corresponden a tiempos de simulacién ¢ = 0, 250,
y 500, y las filas corresponden a Mg /Mprc = 0.1, 1.0, y 10.0. La intensidad de la
autointeraccion se fija en g = 1, y la velocidad inicial méxima del gas es v, = 0.5.

mas altas para mayores razones de masa.

En contraste, el comportamiento para g = 100 es marcadamente distinto. La mayoria de
las simulaciones con este valor muestran fuertes fluctuaciones de densidad, decaimiento
del pico de BECDM vy signos claros de inestabilidad—particularmente para razones de
masa bajas o moderadas. La tnica excepcion es el caso con Mig/Mpgc = 10y v,, = 0.5,
que mantiene un nicleo relativamente estable y compacto durante la simulacion. Estos
resultados indican que una auto-interacciéon fuerte no mejora universalmente la esta-
bilidad del voértice; en algunos regimenes, incluso puede desencadenar inestabilidades
dindmicas en presencia de perturbaciones baridnicas.

En conjunto, la persistencia de las estructuras de vortice depende no solo de la au-
tointeraccion, sino también del dominio gravitacional de la componente BECDM y de
la cantidad de energia cinética inyectada por el gas.
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Figura 5.2: evolucién temporal de las densidades maximas |¥|?> y p para las compo-
nentes BECDM e IG, respectivamente. Se consideran dos valores de la intensidad de
autointeraccion : g = 1 (fila superior) y g = 100 (fila inferior). Las lineas solidas co-
rresponden a v, = 1.0, y las lineas punteadas a v,, = 0.5. Los tres colores representan
diferentes razones de masa Miq/Mpgrc = 0.1 (azul), 1.0 (naranja) y 10.0 (verde).

5.5.2 Condensacioén del gas ideal

La configuraciéon de la linea de vortice no solo permanece estable dinamicamente en
presencia de un gas ideal acoplado gravitacionalmente, sino que también desempena un
papel central en guiar su condensaciéon. Como se muestra en la Figura 5.1, a pesar de la
distribucioén inicial aleatoria del gas, esta colapsa preferentemente alrededor del niicleo
del vortice preexistente de BECDM. Este comportamiento se da para todas las razones
de masa Mg /Mpgc, aunque la intensidad del colapso depende de dicha razén y de la
dispersion de velocidad inicial.

El potencial gravitacional inducido por la linea de vortice de BECDM acttia como se-
milla de condensacion, atrayendo el gas hacia su centro, donde se acumula y termaliza.
Como se ilustra en la Figura 5.2, la densidad del gas atraviesa una fase inicial de com-
presion réapida, seguida de una estabilizacion parcial hacia un estado cuasi-estacionario
en la mayoria de los casos.

Para g = 1, el gas alcanza una densidad central relativamente estable después del
colapso inicial, con valores de equilibrio més altos observados para mayores razones de
masa Mg /Mgpgc, reflejando la mayor confinacion gravitacional ejercida por un conden-
sado méas masivo. En contraste, para g = 100, el gas exhibe una dindmica mas erratica:
solo la configuracion con Mg /Mpgc = 10 y v, = 0.5 logra un estado estable, mientras
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que los demas casos muestran oscilaciones persistentes y picos de densidad transitorios,
impulsados por la inestabilidad del vortice subyacente.

A pesar de estas fluctuaciones, la densidad maxima del gas permanece acotada en todas
las simulaciones, lo que indica que el proceso de condensacién no conduce a un colapso
descontrolado. Estos resultados sugieren que las lineas de vortice en BECDM pueden
actuar como trampas gravitacionales para la materia bariénica, facilitando potencial-
mente la formacion de estructuras visibles. Sin embargo, la eficiencia y estabilidad de
este mecanismo dependen criticamente del balance entre el dominio del condensado y
la dinamica del gas, y no son necesariamente mejoradas por una mayor auto-interaccion
bosonica.

Para evaluar si la linea de vortice deja una huella morfologica detectable en el gas,
las Figuras 5.3 y 5.4 se presentan cortes bidimensionales en z = 0 de la densidad del
gas filtrada mediante el operador Laplaciano de Gauss (LoG), con isocontornos super-
puestos de la BECDM. El mapa de color representa la distribucion filtrada del gas,
destacando estructuras de borde y gradientes localizados, mientras que los contornos
negros trazan regiones de densidad constante del condensado. Para una explicacion de-
tallada del operador LoG y su implementacién en este contexto, ver el Apéndice A.1.

Los resultados muestran que, a pesar del caracter cadtico del gas, la estructura de
la linea de vortice se correlaciona consistentemente con patrones en forma de anillo o
crecientes en la densidad filtrada del gas. Estas correlaciones se intensifican en tiempos
tardios (t > 400) y para mayores razones de masa. En particular, para M;g/Mpgc = 1.0
y 10.0, el filtro LoG revela patrones de ruptura de simetria y distorsiones anulares en
el gas que se alinean espacialmente con las isocontornos del vortice de BECDM.

Esto sugiere que, aunque el gas permanece dinamicamente distinto y no coherente a
nivel cuantico, responde gravitacionalmente a la topologia subyacente del condensado.
Como resultado, la linea de vortice deja una huella morfolégica medible en la com-
ponente fermionica, lo que potencialmente permitiria su deteccion indirecta mediante
trazadores luminosos.

5.5.3 Analisis: Energias y Funcién Virial

Para cuantificar més detalladamente la evolucion dindmica y la estabilidad del sis-
tema, analizamos la evolucién temporal de las componentes de energia y las cantidades
viriales para las componentes BECDM y IG. Las Figuras 5.5 y 5.6 presentan las re-
sultados para todas las combinaciones de g, Mic/Mpgc ¥ Um, mostrando la energia
cinética (K), potencial gravitacional (1), interna (U), de auto-interaccion (1), energia
total (E) y el escalar virial (Q).

La Figura 5.5 muestra la evolucion de las energias del BECDM. Para g = 1, el sis-
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Figura 5.3: Mapas LoG de la densidad del gas ideal en el plano z = 0 para g = 1, en
tiempos t = 200, 300, 400, 500. El color de fondo representa la magnitud del filtro, y las
curvas negras muestran isodensidades del BECDM. Se observa alineacién espacial entre
el gas y el nucleo vortical, especialmente para Mg/Mpgc > 1.0.
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Figura 5.4: Mapas LoG de la densidad del gas ideal en el plano z = 0 para g = 100,
en tiempos t = 200, 300,400, 500. El color de fondo representa la magnitud del filtro,
y las curvas negras muestran isodensidades del BECDM. La mayor presion interna del
condensado debilita la formacion de estructuras coherentes en el gas, salvo en el caso
més masivo y frio, donde el colapso del gas refuerza el confinamiento del BECDM.
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tema exhibe oscilaciones alrededor de (Qgrc =~ 0, particularmente en escenarios con
alta razon de masa, lo cual es consistente con una configuracion de vortice dinamica-
mente estable. La energia total Fggc permanece practicamente constante en el tiempo,
confirmando la conservacion global. En contraste, para g = 100, la mayoria de las con-
figuraciones muestran desplazamientos monoétonos en (Jggc y una reorganizacion de las
componentes de energia, senalando el inicio de inestabilidades y una pérdida gradual
de coherencia, excepto en el caso Mg /Mpgc = 10, v, = 0.5 que se mantiene marginal-
mente estable.

Figura 5.5: Evolucion de las energias y de la funcién virial Qggc para el componen-
te BECDM, considerando distintas combinaciones de g, Miq/Mpgc y Um. Las lineas
continuas y punteadas corresponden a v,, = 0.5 y 1.0, respectivamente. Para g bajo
se observa un comportamiento oscilatorio estable, mientras que con g alto predominan
desequilibrios viriales, salvo en el caso méas masivo y frio. El eje temporal es logaritmico
para resolver la dindmica temprana.
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Figura 5.6: Evolucion de las energias y de la funcion virial Q¢ para el gas ideal. Se
muestran las energias interna, cinética, gravitacional y total. El desacoplamiento mas
fuerte ocurre en configuraciones con Mg /Mgrc = 10. El eje temporal es logaritmico
para mayor detalle en tiempos tempranos.
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Las energias de la componente IG, mostradas en la Figura 5.6, reflejan su respuesta
gravitacional al condensado. Para g = 1, el gas alcanza un estado cuasi-estacionario
donde las energias cinética e interna se estabilizan, y se satisface aproximadamente la
condicion virial Qg ~ 0. Sin embargo, para g = 100, la mayoria de los casos muestran
un claro desequilibrio virial, especialmente para M /Mgpgc grandes, lo cual indica una
actividad dindmica sostenida provocada por la inestabilidad del condensado. Cabe des-
tacar que las configuraciones con Mjg/Mpgc = 10 exhiben incrementos significativos
tanto en energia interna como cinética, confirmando un fuerte acoplamiento gravitacio-
nal entre las componentes.

En conjunto, estos diagnoésticos refuerzan la conclusién de que la condensacion ba-
ribnica inducida por vortices es mas eficiente—y potencialmente observable—cuando el
condensado es a la vez masivo y dinamicamente estable. Ademés, muestran que una
fuerte auto-interacciéon bosoénica no necesariamente mejora la estabilidad, y puede en
cambio impulsar una redistribucién compleja de energia en el sistema.
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Conclusiones Generales

Este trabajo ha explorado, mediante simulaciones numeéricas, distintos escenarios
astrofisicamente relevantes en modelos de materia oscura tipo condensado de Bose-
Einstein (BECDM). Los resultados obtenidos posicionan al BECDM como un candida-
to viable y rico en fenomenologia dentro del marco de materia oscura no convencional.
Las distintas configuraciones estudiadas (solitones, vortices) no solo son estables bajo
condiciones extremas, sino que también podrian dejar firmas observacionales indirectas
a través de su interaccion gravitacional con componentes barionicos.

En particular, se han abordado tres lineas principales: (i) la dinamica de fusiones bina-
rias de solitones bosonicos con auto-interaccion, (ii) la evolucion conjunta de estrellas
Fermion-Boson (FBS) que incluyen un gas bariénico politropico, y (iii) la estabilidad y
efectos gravitacionales de configuraciones tipo vortice en presencia de gas ideal. A partir
de estos estudios, se desprenden una serie de conclusiones generales que destacamos a
continuacion.

Autointeraccion y fusiones binarias

» La inclusion de una autointeraccion repulsiva (g > 0) mejora significativamente
la retencién de masa en el nucleo resultante tras una fusion. Esto se refleja en un
aumento del cociente de masa Ry, lo cual sugiere que dicha interaccion actta
como un mecanismo amortiguador durante la colisién, suprimiendo la expulsiéon
violenta de materia.

= La autointeraccion también regula la formaciéon del halo difuso: a mayor g, me-
nor es la fraccion de materia expulsada, y mas estable es el soliton final. Por el
contrario, en el caso g < 0, el sistema presenta mayores oscilaciones y halos més
extensos.

= La competencia entre atraccion gravitacional y presion cuantica determina la
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estructura final, pero de forma no trivial. La dindmica de la fusién no es puramente
hidrostatica, si no que incluye efectos de interferencia y redistribucion energética
compleja.

» Estos resultados tienen implicancias para la formacion de estructuras en BECDM:
los niicleos soliténicos formados tras fusiones serian mas masivos, estables y com-
pactos en presencia de auto-interacciéon repulsiva, con consecuencias directas en
su posible deteccion observacional.

Efectos del gas politrépico sobre la evolucién del BECDM

= La presencia de un de gas de fermiones modifica la evolucién post-fusion. Inicial-
mente, el gas se dispersa por efectos hidrodindmicos, pero luego tiende a recon-
centrarse gravitacionalmente en torno al ntcleo bosonico, reforzando su confina-
miento.

» A pesar de sus diferentes naturalezas dinamicas (onda vs. fluido), el acoplamiento
gravitacional entre el gas y el BECDM permite una evoluciéon cooperativa: la
BECDM acttia como trazador del gas de fermiones, estabilizando su morfologia.

= La formacién del soliton bosoénico no se ve inhibida por la presencia del gas. Por
el contrario, se mantiene bien localizado y compacto, con un cociente de masa
central promedio M, ave ~ 0.63, similar al caso puramente bosénico.

= El gas aporta una masa extendida adicional a la configuracién final, lo que sugiere
un proceso de relajacion virial mas prolongado y una contribucion significativa a
la forma del perfil gravitacional.

= Estas conclusiones resaltan la importancia de incluir componentes bariénicos o
fluidos en modelos de materia oscura: aun interactuando sélo gravitacionalmente,
el gas modifica de forma sustantiva las propiedades morfoldgicas y dindmicas del
sistema.

Estabilidad y firmas de vértices en BECDM con gas

= Las configuraciones de linea de vortice en BECDM muestran una estabilidad
sobresaliente incluso bajo condiciones realistas de colapso gravitacional con gas
ideal. En particular, para g = 1, las lineas de vortice se conservan a lo largo de
toda la evolucién, actuando como atractores dinamicos.
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Estas lineas de vortice inducen una acumulacion sistematica de gas en sus nucleos,
formando estructuras cuasiestacionarias que reflejan la morfologia del condensado.
Esta respuesta gravitacional del gas sugiere una posible via indirecta de detecciéon
mediante trazadores luminosos.

Se observa una dependencia compleja con el coeficiente de autointeraccion: para
valores grandes (g = 100), la estabilidad de los vortices se ve comprometida, salvo
en el caso mas masivo y frio. Esto contradice la expectativa de que una mayor
presion interna estabiliza la estructura.

El anélisis energético corrobora este panorama: los casos estables conservan la
energia total y alcanzan virializaciéon, mientras que los inestables exhiben redis-
tribuciéon energética y pérdida de equilibrio.

Finalmente, la eficiencia de condensaciéon del gas esta correlacionada con la es-
tabilidad dinamica del vortice. Esto refuerza la idea de un acoplamiento fuerte
entre materia oscura y bariénica en escenarios de formacion de estructuras.
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ApéndiceA

Apéndice

SECCION A.1

Deteccion de estructuras mediante filtrado Laplaciano de
Gauss

Para identificar estructuras inducidas por vortices en la densidad proyectada del gas
ideal, aplicamos una técnica de realce de bordes basada en el operador de Marr—Hildreth
[37], comtnmente conocido como el filtro Laplaciano de Gauss (LoG, por sus siglas en
inglés). Este método se aplica a la densidad del gas ideal evaluada en el plano ecuatorial
z =0, y se define como

LOG[/O‘,Z:O] = v?x,y) (GU * p’z:O) = (v%xy)GU) * p‘z:Ov (Al)
donde G,(z,y) = ﬁ exp (—%) es un nucleo Gaussiano de ancho o, el simbolo *

denota la convolucién, y V%m’ y) €8 el Laplaciano bidimensional en el plano z-y.

El filtro LoG acttia como un operador pasa-banda: suprime gradientes de gran escala
y ruido de alta frecuencia, realzando estructuras a escalas intermedias. En nuestras
simulaciones, este filtro resalta de manera efectiva depresiones anulares en la densidad
del gas, asociadas con lineas de vortice del componente BECDM.

Adoptamos un valor fijo de ¢ = 1, que ofrece un balance adecuado entre resolucién
espacial y supresion de ruido cerca del nicleo del vortice. Para una evaluacion eficiente,
calculamos el filtro en el espacio de Fourier mediante el teorema de la convolucién:

LOG[P’z=0] = fil [‘F(szU) ’ F(plz:O)} ) (AQ)

donde F y F~! representan las transformadas de Fourier directa e inversa bidimensio-
nales.
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Figura A.1: Aplicacion del filtro Laplaciano de Gauss (LoG) a la densidad proyectada
del gas ideal en el plano z = 0. Fila superior: densidad original p, nicleo LoG V%G,
y resultado filtrado. Fila inferior: amplitudes de Fourier de p, V3G, y su producto. Se
utiliza ¢ = 1. Parametros: g = 1, v,, = 0.5, Mjg/Mpgc = 1.0, ¢ = 500. El anillo en el
resultado filtrado coincide con el ntcleo del vortice, confirmando su origen fisico.

La Figura A.1 ilustra este procedimiento para un caso representativo con g = 1,
Um = 0.5, y Mprpc/Mig = 1.0 en t = 500, correspondiente a las simulaciones de la
Seccion 5.5.2. La fila superior muestra la densidad original del gas, el nicleo LoG y el
campo resultante filtrado. La fila inferior presenta las amplitudes de Fourier correspon-
dientes y su producto espectral. La imagen filtrada revela una estructura anular clara
alineada con la ubicacion del vortice BECDM, no evidente en los datos sin procesar.

Para confirmar que el anillo detectado no es un artefacto del filtro, aplicamos el mismo
procedimiento LoG a un colapso esféricamente simétrico sin formacion de vortices. Es-
te caso corresponde a una distribucion inicial homogénea de gas y BECDM. Como se
discute en [26], el sistema evoluciona hacia una estrella Fermién-Bosén newtoniana sin
momento angular.

La Figura A.2 muestra que el resultado filtrado no presenta estructuras anulares ni
asimetrias. La salida del filtro LoG mantiene simetria esférica, coherente con una res-
puesta de curvatura centrada. Este contraste confirma que la senal asociada al vortice
en la Figura A.1 es genuina y no un artefacto del método.
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Figura A.2: Filtro LoG aplicado a una configuracion esféricamente simétrica sin forma-
cion de vortices. Fila superior: densidad proyectada, niicleo LoG y resultado filtrado.
Fila inferior: transformadas de Fourier y producto espectral. La ausencia de estructuras
asimétricas confirma que la firma del vortice en la Figura A.1 no es un artefacto del
filtrado.
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