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Resumen

En este trabajo abordamos el problema de la resolucién de singularidades en superficies
téricas por medio de la iteracion de la explosién de Nash normalizada. Asimismo, car-
acterizamos aquellas superficies téricas normales cuya explosion de Nash normalizada
es suave.

Palabras clave: superficies toricas normales, explosion de Nash, fracciones con-
tinuas, resoluciéon de singularidades, geometria algebraica.



Abstract

In this work we address the problem of resolving singularities in toric surfaces by means
of the iteration of the normalized Nash blowup. We also characterize those normal toric
surfaces whose normalized Nash blowup is smooth.
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Introduccion

La resolucion de singularidades es un problema central en geometria algebraica. En
términos generales, consiste en encontrar, para una variedad algebraica, otra variedad
que sea suave y birracionalmente equivalente a ella. En 1964, H. Hironaka demostrd
en [12] que cualquier variedad algebraica sobre un campo de caracteristica cero ad-
mite una resolucién de singularidades. Sin embargo, es sabido que sus técnicas no se
extienden directamente al caso de caracteristica positiva, por lo que la resolucion de
singularidades en este contexto sigue siendo un problema abierto en general. Resulta
entonces necesario explorar nuevas herramientas para abordar esta cuestién.

La explosiéon de Nash nos proporciona una construccion geométrica que asocia a
una variedad algebraica X una nueva variedad X* la cual reemplaza los puntos singu-
lares de X por limites de espacios tangentes. Se ha planteado la posibilidad de resolver
singularidades iterando este proceso.

Es algo incierto donde surgio originalmente esta estrategia: M. Spivakovsky men-
ciona en [18] que el problema fue propuesto por primera vez por J. Nash a H. Hironaka
a principios de los anos sesenta. Independientemente del origen de la pregunta, resulta
interesante abordar este problema, pues sugiere un método canénico para resolver sin-
gularidades. Esta pregunta ha sido ampliamente estudiada por diversos autores ([15],

[17], [8], [10], [13], [18],[9],[1],[11],[7},[3])-

En [15], A. Nobile presenta un ejemplo en el que, considerando la curva y? + 23 = 0
sobre un campo K de caracteristica 2, su explosion de Nash consiste en la explosion a
lo largo del ideal T = (2y, 32%) = (2?). Dado que este ideal es principal, la proyeccién
p: X* — X resulta ser un isomorfismo. Este ejemplo muestra cémo, en caracteristica
2, la explosién de Nash no siempre da lugar a una desingularizacion, lo que llevé a que
el problema se abordara principalmente en caracteristica cero. Sin embargo, en [5] se
retomé el estudio del problema en caracteristica positiva, superando las dificultades
anteriores al introducir la condicién adicional de normalidad. Este avance ha abierto
la puerta para continuar investigando las propiedades de resolucion de la “explosiéon de
Nash normalizada” en caracteristica prima. La variante de Nash normalizada consiste
en alternar el proceso de explosion de Nash con la normalizacion de la variedad, lo que
permite obtener una descripcién mas controlada del proceso de resolucién de singulari-
dades. De hecho, esta variante, ya se habia introducido por Gonzalez-Springberg en
[10], vy estudiada posteriormente por H. Hironaka y M. Spivakovsky en [13] y [18].

Si bien la explosion de Nash es una herramienta aplicable a variedades algebraicas
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en general, en esta tesis nos enfocaremos en su estudio dentro del contexto de las varie-
dades toricas. Estas son variedades algebraicas cuya estructura esta determinada por
datos combinatorios. Ademas de ser un caso de interés por si mismas, su descripcién
combinatoria facilita tanto el andlisis de la explosion de Nash como el proceso de nor-
malizacién. Este enfoque se apoya en el trabajo de Gonzalez-Springberg [8], donde se
introduce el “ideal logaritmico jacobiano”. Este ideal ha sido fundamental para pro-
porcionar una descripciéon completamente combinatoria de la explosion de Nash, lo que
permitié demostrar la resolucién de singularidades en superficies toricas.

En este trabajo abordamos el problema de resolucién de singularidades en superfi-
cies téricas normales resuelto por Gonzélez-Springberg en [8] y posteriormente por A.
Atanasov et al. en [1]. Mientras que Gonzalez-Springberg utilizé el célculo de un drea
asociada al cono que define la variedad, mostrando que dicha area decrece durante el
proceso, A. Atanasov et al. adoptaron una técnica diferente al asociar una fraccién
continua al cono que define la superficie térica. Con esta técnica la mejora se encuentra
en los parametros que definen a la fraccién continua. En este trabajo trataremos este
enfoque.

El trabajo de A. Atanasov et al. [1] proporciona una solucién al problema de reso-
lucién de superficies toricas normales en caracteristica cero. La parte fundamental de
dicha solucién yace en el estudio de los vértices del llamado “poliedro de Newton”.
Posteriormente, en [4] se introduce el “ideal logaritmico jacobiano médulo p”, lo que
permitio extender el concepto de poliedro de Newton a caracteristica prima y con ello,
resolver el problema de resolucién de singularidades en superficies téricas en este con-
texto.

Ademas de exponer los resultados de [1] y [4], en esta tesis abordamos el sigui-
ente problema: caracterizar de manera precisa las superficies toricas normales cuya
resolucion se obtiene mediante una tnica explosién de Nash normalizada. Esta carac-
terizacion se establece a partir del andlisis de las fracciones continuas asociadas a dichas
superficies. Es importante senalar que este es un resultado original.

Hemos estructurado esta tesis en cuatro capitulos:
En el capitulo 1 presentamos los preliminares necesarios, incluyendo una breve discusion
sobre las grassmannianas y las coordenadas de Pliicker, asi como un recordatorio de
aspectos basicos de geometria torica.

En el capitulo 2 definimos formalmente la explosién de Nash, demostramos que ésta
es isomorfa a la explosion de la variedad en cierto ideal adecuado. También en el caso
de variedades toricas definimos el ideal logaritmico jacobiano el cual nos permitird pro-
porcionar una descripcién detallada de la explosion de Nash para el caso torico, todo
esto en caracteristica positiva.

En el capitulo 3 cambiamos un poco la direccién de lo expuesto en los capitulos

anteriores para explorar algunos resultados de fracciones continuas, herramientas que
seran fundamentales para el capitulo siguiente.
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Finalmente, en el capitulo 4 demostraremos que la explosiéon de Nash normalizada
resuelve las singularidades de superficies téricas en caracteristica positiva. Ademas,
también presentamos nuestra contribucién principal: una caracterizacién precisa de
las superficies toricas normales cuya explosiéon de Nash normalizada es suave.
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Capitulo 1

Preliminares

En el presente capitulo se presentan algunos conceptos necesarios para este trabajo.
La lectura de esta tesis requiere conocimientos basicos de geometria algebraica.
A menos que se indique lo contrario, a lo largo de este trabajo K denotara un campo
algebraicamente cerrado y de caracteristica arbitraria.

1.1 La grassmanniana

La grassmanniana jugard un papel fundamental para definir la explosién de Nash,
por ello comenzaremos haciendo una breve discusién de ésta.

Es bien sabido que la grassmanniana tiene una estructura de variedad proyectiva
dada clasicamente por el morfismo de Pliicker. Dado que en la prueba del teorema 2.7
utilizaremos dicho morfismo, daremos una breve descripcion de éste. Un tratamiento
extenso del tema se puede consultar en [14].

Comenzamos fijando notacién que sera ttil para definir el morfismo de Pliicker:

e Para n € N, denotamos [n| = {1,2,--- ,n} .

e Dado 1 < d < n, denotamos al conjunto Sy = {(i1,+* ,in_q) € [n|"%:1 <4 <

Tg < -+ <in_d§n}.

Tomamos a S; como conjunto de indices para etiquetar a las coordenadas de PV, donde
N=(3) -1
Definicién 1.1. Sean d,n € N, tales que d < n. La grassmanniana de subespacios
vectoriales de K™ de dimensién d es el conjunto dado por:

Gr(d,n) = {W < K" : dimg(W) = d}.

Sea W € G(d,n) definido por el sistema de ecuaciones Y7, atz; =0,i=1,--- ,n—d.
) j=1%5 3 ) )
Consideramos la matriz My = (a5), para cada (ji,- - ,jn—d) € S4, denotamos como
1 1 1

a%i &%2 . a%-nid

drednea = det [ N (1.2)
n—d n—d n—d
aj aj, -



1.2. Geometria Torica

Definimos el morfismo de Pliicker como sigue:

Y :G(d,n) — PV
Wor— (i Bjgeat)
El morfismo de Pliicker induce una biyeccion entre la grassmanniana G(d, n) y una

subvariedad proyectiva de PV, definida por una familia de polinomios homogéneos de
grado 2. Véase [pag. 292 de [14]].

1.2 Geometria Torica

En esta seccién definiremos nuestro objeto basico de estudio y presentaremos algunos
resultados fundamentales dentro de esta teoria. No incluiremos demostraciones, las
mismas se pueden consultar en [2] y en [6].

1.2.1 Variedades toricas afines

Dado n € N denotaremos (K*)" = (K \ {0})". Este conjunto tiene las siguientes
propiedades:

1. (K*)™ tiene estructura de grupo multiplicativo.
2. (K" =K"\V(xy---x,), es decir, (K*)" es una abierto afin de K".

3. (K™ = V(zyys — 1, , 2y, — 1) C K?, es decir, (K*)" es isomorfo a una
variedad afin.

Llamamos toro algebraico a toda variedad afin que sea isomorfa a (K*)" y cuya
estructura de grupo sea heredada por dicho isomorfismo.

Definicién 1.3. Una variedad térica afin es una variedad afin irreducible V' que
contienen un toro algebraico T como abierto de Zariski tal que la accién de T en si
mismo se extiende a una accion algebraica de 7" en V.

Ejemplo 1.4. Consideremos la cispide C' = V(23 —3?) C K2 que es una variedad afin
irreducible. Definimos el subconjunto abierto "= C'\ {(0,0)} y observamos que 7" es
isomorfo a K* a través de los siguientes morfismos:

K* > T > K*
t—— (12,3)

(a,b) ——— b/a

Ademas, podemos ver que esta accion se extiende naturalmente a toda C', lo que
implica que C' es una variedad térica afin.



1.2. Geometria Torica

Definicién 1.5. Una reticula es un grupo abeliano libre de rango finito. Un semi-
grupo es un conjunto S dotado de una operacién binaria asociativa con un elemento
identidad. Un semigrupo afin es un semigrupo que satisface las siguientes condi-
ciones:

e La operacién binaria en S es conmutativa.
e S es finitamente generado, es decir, existe un conjunto finito A C S tal que

NA:{Zamm:ameN}:S.

meA
e S puede encajarse en una reticula.

A continuacién daremos una caracterizacién de las variedades téricas a partir de
semigrupos afines.

Dado un semigrupo afin I' C Z? definimos
K[t'] = {Z cyt? 1 cy € Ky ¢y # 0 para un nimero finito de 7} )
yel
Este tiene una estructura de K-dlgebra con el producto inducido por:

_ +
t% . t72 — th 727

donde la suma v, + 7, corresponde a la operacion del semigrupo.
Proposicién 1.6. Sea I' C Z¢ un semigrupo afin, entonces:

1. K[t'] es un dominio entero.

2. K[t'] es una K-dlgebra finitamente generada.

3. La variedad afin Xt correspondiente a K[t'] es una variedad térica afin.

Ejemplo 1.7. Consideremos el semigrupo afin I' C Z generado por {2,3}, es decir,
I'=1{0,2,3,---} C N. Observemos que

K[z, ]
(23 —y?)

Esto implica que la variedad térica afin asociada a ' es Xt = V(23 — y?).

K[t'] = K[, %] =

Ahora sabemos que todo semigrupo afin define una variedad térica afin. Sin em-
bargo, esto es ain mas general ya que dichos semigrupos caracterizan completamente
estas variedades.

Teorema 1.8. Sea V' una variedad afin, entonces V' es torica si y solo si V = Xt para
algin semigrupo afin T



1.2. Geometria Torica

1.2.2 Variedades tdricas afines normales

El proceso de normalizacién de una variedad térica juega un papel fundamental en
este trabajo, y los semigrupos afines serdn una herramienta clave en su desarrollo.
A continuacion, describiremos la construccion de variedades téricas afines normales y
posteriormente analizaremos el proceso de normalizacién.

Consideremos un subconjunto finito S C R%. Definimos el cono poliedral genera-
do por S como el conjunto de combinaciones lineales positivas de los elementos de S,

es decir
o =R-(9) = {Z Al 2 Ay > o} c R%

u€eS
Dado un cono poliedral ¢ en R?, definimos su cono dual como
g={meR*: m-u>0 paratodou € o},

donde m - u denota el producto punto entre m y u.
Proposicién 1.9. Sea 0 C R? un cono poliedral. Entonces & es un cono poliedral en
Ry 6 =o0.

De aqui en adelante, cada vez que mencionemos un cono poliedral, nos referiremos
a él simplemente como cono.
Definicién 1.10. Dado un cono o C R%, se dice que

e 0 es fuertemente convexo si no contiene subespacios vectoriales de R? de

dimensién positiva.
e 0 es racional si existe un conjunto finito S C Z¢ tal que o = Rxo(S).

Es importante notar que si ¢ es un cono racional, entonces ¢ también lo es.

Proposicién 1.11 (Lema de Gordan). Sea o un cono racional en R:. Entonces el
conjunto Sy := & NZ* es un semigrupo afin.

Del resultado anterior y de la proposicién 1.6, tenemos que a cada cono racional
le corresponde una variedad térica afin, dicha variedad la denotaremos por X,. Si el
cono o C RY es fuertemente convexo, entonces dim(X,) = d.

Ejemplo 1.12. Consideremos el cono R>o((3,—1),(0,1)) C R% Podemos notar que
su cono dual es & = Rx(((1,0), (1, 3)).

b2

Figura 1.1: Semigrupo & N Z?



1.2. Geometria Torica

Notemos que el semigrupo afin S, = §NZ? esta generado por {(1,0), (1,1),(1,2), (1,3)}.
De esta manera

K[xh T, X3, ZL'4]

_ 2 31~
K[Sy] = K[z, zy, zy*, zy°] = 5 -
(r1T3 — T3, 1124 — ToXg, Toly — T3)
Por lo tanto concluimos que la variedad térica, esta dada por X, = V(2123 — 23, 2104 —
2
Toly, Toly — T3).

Teorema 1.13. Sea X una variedad torica afin. Entonces X es normal si y sélo st
ezxiste o un cono racional fuertemente convexo tal que X = X,.

Ahora veamos brevemente el proceso de normalizaciéon de una variedad torica afin. Sea
I' C Z% un semigrupo afin. Definimos la saturacién de I' como

Sat(I") = Rso(I") N Z4.

De esta manera, la normalizacién de una variedad térica afin se describe en el siguiente
enunciado.

Teorema 1.14. Sea I' C Z* un semigrupo afin y sea & el cono generado por I'. En-
tonces, la inclusion I' — S, induce el morfismo X, — Xr, que es la normalizacion
de XF.

Notemos que en el resultado anterior S, = Sat(I).

Hasta ahora, hemos caracterizado las variedades téricas afines normales y hemos
revisado brevemente el proceso de normalizacion de una variedad torica afin. A con-
tinuacion, abordaremos otro aspecto importante: la descripcion de su suavidad, la cual
como veremos esta determinada por ciertas condiciones en los conos que la definen.
Para esto, comencemos definiendo las caras de un cono.

Dado m € R% denotamos como
H, = {uecR':m-u=0}

Definicién 1.15. Sea ¢ C R? un cono, una cara de ¢ es un subconjunto de la forma
T = H,, N o para algin m € ¢. Indicamos que 7 es una cara de o escribiendo 7 < 0.

Observacion 1.16. Cada cara de un cono poliedral también es un cono poliedral.
Ademas, si o es un cono fuertemente convexo y racional es posible encontrar m en
sNZtal que 7 = H,,No.

La dimensién de un cono o se define como dim(c) = dim(Span(o)), es decir, la
dimensién del subespacio vectorial mas pequeno que lo contiene. En particular, un
rayo de o es una cara de dimension 1. Estos rayos juegan un papel fundamental ya
que determinan un conjunto generador candénico para un cono racional fuertemente
convexo.

Sea o C R? un cono racional y fuertemente convexo. Consideremos un rayo 7 de
0. Dado que T es racional, el semigrupo 7 N Z¢ estd generado por un tnico elemento
u, € TN Z4 cuyas entradas son primos relativos. A este elemento se le conoce como el
generador primitivo de 7.



1.2. Geometria Torica

Figura 1.2: Rayo 7 C R? y su generador primitivo ..

Proposicion 1.17. Un cono racional fuertemente convexo es generado por los genera-
dores primitivos de sus rayos.

Al conjunto descrito en la proposicién anterior lo llamamos conjunto minimo gene-
rador de un cono racional fuertemente convexo.

Decimos que un elemento m € § NZ? no cero es irreducible si m = m; + my para
mi, me € & N Z% implica que m; = 0 0 my = 0.
Para un cono ¢ C R? de dimensién méxima, el semigrupo & N Z¢ tiene un conjunto
generador minimal Uinico, que se construye de la siguiente manera.

Proposicién 1.18. Sea ¢ C R? un cono racional fuertemente convexo de dimension
maxima. Entonces
H={me&snNZ":m es irreducible}

tiene las siguientes propiedades
1. H es finito y genera a 6 N Z%.
2. H contiene los generadores de los rayos generadores de las aristas de &.
3. H es el minimo conjunto generador de & NZ% con respecto a la inclusion.

El conjunto H definido en la proposicion anterior es llamado la base de Hilbert
del semigrupo ¢ NZ?. Esta base serd fundamental en capitulos posteriores.

Definicién 1.19. Un cono racional fuertemente convexo ¢ C R? de dimensién méxima
es suave si el conjunto minimo de generadores de ¢ es una Z-base para Z<.

El concepto de suavidad de una variedad térica afin normal se relaciona directa-
mente con la suavidad de los conos que la definen, lo cual constituye un ejemplo claro
de las ventajas que ofrece la descripcion combinatoria de estos objetos.

Teorema 1.20. Sea 0 C R? un cono racional fuertemente convero. Entonces X, es
suave si y solo si o es suave. Mds aiun, toda variedad torica afin suave es de esta
forma.



1.2. Geometria Torica

1.2.3 Variedades toéricas

En un sentido amplio, una variedad tdrica es una variedad irreducible X que contiene
a un toro T = (K*)™ como subconjunto abierto de Zariski tal que la accién de T en si
mismo se extiende a una accién algebraica de T en X.

Un resultado fundamental en la teoria de variedades téricas establece que toda
variedad térica normal puede ser cubierta por variedades téricas afines normales (véase
el teorema 1.23). Este hecho permite asociarles un objeto combinatorio que facilita su
estudio. Sin embargo, no todas las variedades téricas son normales, lo que implica que
las herramientas combinatorias del caso normal no siempre son aplicables. En [7] se
aborda este problema y se propone una construccion que generaliza el caso normal. A
continuacion, presentaremos ambas construcciones.

Variedades téricas normales

La construcciéon de una variedad térica normal se apoyara de la construccién dada
a partir de conos descrita en la subsecciéon anterior. Comenzamos presentando un
resultado que describe el anillo de coordenadas asociado a una cara de un cono dado.

Proposicién 1.21. Sea 0 C R? un cono fuertemente convexo racional y sea 7 = H,,No
una cara de o, con m € & NZ% Entonces K[S;| es la localizacion de K[S,] en

tm e K[S,].

Definicién 1.22. Un abanico Y en R? es una coleccién finita de conos en R? tal que
1. Cada cono ¢ € X es un cono poliedral fuertemente convexo y racional.
2. Para todo o € X, cada cara de o esta también en .
3. Para cualesquiera o1, 09 € ¥, la interseccion o; N oy es una cara de ambos conos.

A partir de la informacién de un abanico, haremos la construccién de una variedad
algebraica. Consideremos ¥ C R? un abanico:

e Cada o € X define una variedad torica afin X, .

e Cada 7 < o define un cono 7 = H,,,No. Por la Proposicion 1.21, K[S;] = K[S,]m.
Asi, X, = X, \ V(™).

e Sean 01,00 € ¥ y 7 = o1 Noy. Entonces existe m € &1 N (—dq) N Z% tal
que oy N H,, =17 = 09N H_,,. Por lo tanto, tenemos el siguiente diagrama
conmutativo:

X, D X, \ V(™) —— X, \ V(™) C X,

| |

9oq,0
(Xal)tm — ’ (Xag)t*m




1.2. Geometria Torica

De esta manera construimos la variedad Xy que consta de abiertos afines X,, donde
dos abiertos X, , X,, se pegan via el isomorfismo ¢, »,. Esta es una variedad tdrica,
normal y separada.

Teorema 1.23 (Sumihiro). Sea X wna variedad torica normal separada, entonces
existe un abanico X tal que X = Xsx,.

Variedades téricas no normales

Como mencionamos anteriormente, existen variedades toricas no normales que no satis-
facen el teorema de Sumihiro. Un ejemplo de esto se presenta en [7, Example 41|, donde
se muestra que la curva proyectiva V (y?z — 2?(x + 2)) C P? es una variedad térica que
no cumple con dicho teorema. Este ejemplo resalta la necesidad de proponer una con-
struccion que generalice el caso normal. A continuacion, presentamos la propuesta
realizada por P. Gonzélez y B. Teissier en [7].

Sea I'y C Z? un semigrupo afin, denotamos como & al cono generado por I'y y a o
su cono dual. Si 7 es una cara de o, entonces I'y N 7+ es un subsemigrupo finitamente
generado, asf Z(I'o N 7+) C Z¢ denota su reticula.

Consideramos ahora una pareja (3,T"), que consta de una abanico ¥ en Z¢ y una
familia de semigrupos afines I' = {I', C 6 NZ%: 0 € ¥} que satisfacen lo siguiente:

1. Zl, = Z% y R5¢l', = &, para todo o € X.
2. I, =T, +Z(', N 7+), para cada o € ¥ y para cualquier 7 cara de o.

Asi, se define la variedad X+ como la unién de las variedades afines Xt,, con o € ¥,
donde para cualesquier par 01,02 € & pegamos Xr, y Xr,, a lo largo de un abierto
comtn Xr, ., (ver [7]).

Teorema 1.24. La variedad X% es una variedad térica, y Xx es su normalizacion.



Capitulo 2

Explosion de Nash

En este capitulo presentaremos la definicion formal de la explosién de Nash y de-
mostraremos su equivalencia con la explosion de la variedad a lo largo de un cierto
ideal. Posteriormente, ofreceremos una descripcién combinatoria de este proceso en
el contexto de variedades téricas. El contenido de este capitulo estd basado en los
trabajos [15], [4] y [7].

Definicién 2.1. Sea X una variedad afin, y sea I = (fo,..., fs) un ideal de K[X].

Consideremos el morfismo

e : X\V(I) — X <P, o) =(p,(folp): - fs(p))

La explosion de X a lo largo del ideal I, denotada por Bl;(X), es la cerradura de
Zariski de la imagen (X \ V(1)) en X x P*.

Definicién 2.2. Sea X C K" una variedad algebraica irreducible de dimensién d.
Consideremos la aplicacion

G : X\ Sing(X) — X x Gr(d,n), G(p) = (p,T,(X)),

donde T,(X) es el espacio tangente de X en p. Denotamos por X* a la cerradura de
Zariski de G(X \ Sing(X)) en X x Gr(d,n) y llamamos v a la restricciéon en X* de la
proyeccién de X x Gr(d,n) sobre X. La explosiéon de Nash es el par (X*,v).

En virtud del morfismo de Pliicker, consideramos la grassmanniana G(d,n) como
una subvariedad de PV. Con esta identificacién, la explosién de Nash se describe como

X* 22 qy(X \ Sing(X)) € X x PV,

donde la aplicacion
Yo = (Id x2p) o G : X \ Sing(X) — X x PV (2.3)
asigna a cada punto no singular de X las coordenadas de Pliicker del espacio tangente.

Ejemplo 2.4. [17] Consideremos la curva X = {(x,y) € C? : 27 + y? = 0}, donde
p,q € N son primos relativos. Notemos que X tiene una uinica singularidad en el origen.
Luego tenemos que

X = {((z,y), (pxr=t : qya7)) € X x P : (z,y) # (0,0)}
= {((z,y), (prr~tay : qy~loy)) € X x PL: (z,y) # (0,0)}.
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Usando que 2P = —y, escribimos

X* = {((z,y), (=pyty : qyiz)) € X x P': (z,9) # (0,0)}
= {((z,9), (—py : qz)) € X x PV (z,y) # (0,0)}.

Veamos su representacion en cartas afines:

XU, = {(my%qg) €C3:ap+y1 =0, <x,y>¢<0,0>}

12

{(x,y,§> ceCiaPr+y1=0, (z,y) # (0,0)}
C {(z,y,2") € C’: 2’ +y7=0, ya' = z}.

De esta manera,
X*NnUy = {(y,2') €C*: (ya')* +y* = 0}.

Por lo tanto,

X*NUy = {(y,2/)€C*: 2”4+ ¢y =0}, siq>p; (2.5)

X NUy = {(y,2)eC*:yP 927 +1=0}, siqg<p. (2.6)

La curva (2.6) es no singular. En cambio la curva (2.5) ain presenta una singularidad
en el origen, pero con un exponente menor. La representacion de X* N U; se obtiene
de manera andloga.

Hemos visto en el caso concreto de la curva X cémo se construye la explosion de
Nash y cémo esta transformacién modifica la singularidad en el origen. De manera
mas general, A. Nobile demostrd que la explosion de Nash de cualquier variedad puede
interpretarse en términos de una explosién a lo largo de un ideal, lo que proporciona una
perspectiva mas amplia sobre su naturaleza algebraica. A continuacién, enunciamos
este resultado.

Teorema 2.7. [15, Theorem 1] Sea X C K" una variedad irreducible, entonces la
explosion de Nash de X es la explosion de X a lo largo de un ideal.

Demostracion. Sea 1(X) = (f1,..., fm) el ideal que define X, y supongamos que
dim(X) = d. Consideremos la matriz jacobiana de X:

Jac(X) = (gﬁ) , 1<i<m
j

Por el criterio jacobiano, existe un menor de tamano (n — d) X (n — d) que no se

anula en algin punto de X. Sin pérdida de generalidad, supongamos que dicho menor

corresponde a la submatriz obtenida al tomar las primeras n — d filas de Jac(X).
Definamos la matriz

J:<3ﬁ>’1§i§n—¢ 1<j<n.




2.1. Explosion de Nash en variedades toricas

Para una eleccién de columnas a € Sy de la matriz J, denotamos por A, al menor
correspondiente a dichas columnas (ver la notacién de la grassmanniana, seccién 1.1).
Ahora, consideremos el ideal

I=(A,]acSy.

Afirmamos que Bl;(X) coincide con la explosién de Nash de X. Para demostrarlo,
primero observemos que por construccién el conjunto de ceros de I, es decir, V(I),
contiene al conjunto de puntos singulares de X, esto es

S(X) C V(D).

Esto implica que el complemento X \ V(I) es denso en X \ S(X) en la topologia de
Zariski. Como la explosion de Nash se define como la cerradura

= Po(X \ 5(X)),
obtenemos que
= Po(X\V(I)).
Sea z € X \ V(I). Entonces, z no es singular. Ademas,

=N (%)

Aplicando el morfismo de Pliicker obtenemos
V(ITX) = (-t Aa o aesy (2.8)

donde A, es el determinante obtenido de la matriz (%@@), con 1l <i<n-—dy
J

1 < j < n, al seleccionar las columnas correspondientes a «. De esta forma, tomando
¢ segun la definicién 2.1, y considerando las igualdades (2.8) y (2.3), concluimos que

p(2) = (2, (- Bai o)) = 2o(2),

es decir, la explosion de Nash de X coincide con la explosién de X a lo largo del ideal
I.
m

2.1 Explosién de Nash en variedades toéricas

En el contexto de variedades toricas, la explosion de Nash puede describirse de manera
combinatoria. En caracteristica cero, esta descripcion se basa en el ideal logaritmico
jacobiano introducido por Gonzélez-Sprinberg en [8]. Mucho tiempo después, en [4],
este concepto fue generalizado para el caso de caracteristica prima, permitiendo exten-
der dicha descripcion. En esta seccién, abordaremos el caso de caracteristica prima.
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2.1. Explosion de Nash en variedades toricas

Definicién 2.9 ([8],[4]). Supongamos que char(K) = p > 0. Sea I' C Z% un semigrupo
affn generado por {71, , 7.}, tal que ZI' = Z¢. El ideal logaritmico jacobiano
modulo p de Xt es el ideal:

Ty = (T det(qy;, - v,) A0 (mod p), 4y < - < dg) C K[t
Ejemplo 2.10. Consideremos el semigrupo I' C Z? generado por {(1,0), (1,1), (1,2)}.

Calculamos para cada p el correspondiente ideal logaritmico jacobiano médulo p. Para
ello, comenzamos calculando los determinantes de las matrices formadas por pares de

generadores:
11 11 11
det (O 1) =1, det (0 2) =2, det <1 2) = 1.

Ty = <t(1’0)+(1’1),t(1’1)+(1’2)> _ <t(2’1),t(2’3)>

Asi, para p = 2

parap =0y p=>3
T, = FLOHLD LO+(12) GAD+HA2)y — (421) 4(22) 4(23))

Teorema 2.11. [/, Theorem 1.9] Supongamos que char(K) =p > 0. La explosion de
Nash de Xt es isomorfa a la explosion de la variedad a lo largo de su ideal logaritmico
jacobiano maodulo p.

Antes de demostrar el teorema 2.11, presentamos algunos lemas que seran funda-
mentales en la prueba. Ademas, incluimos un ejemplo para ilustrar una de las ideas
clave.

Sea I' C Z“ un semigrupo afin generado por {vi,--- 7.}, tal que ZI' = Z¢. En-
tonces se tiene que

[(Xr) = (X" — XPi b(ay) = b(ﬂi»ie[m}a

donde b : Z" — Z< se define por b(e;) = v; para todo 1 < i < n (ver Lema 3.6 de [19]).

Observacion 2.12. El nimero de generadores del ideal es al menos la codimension de
la variedad, es decir ¢ = n — d.

Sea K = (ky, ko, -+ ,k.) € S4. Definimos a Jx como la submatriz obtenida de
Jac(Xr) al considerar las primeras c filas y las columnas correspondientes a . Ademas,
definimos a By como la submatriz obtenida de B = (a; — ;)ic|q al tomar las filas
correspondientes a K.

Ejemplo 2.13. Consideremos el semigrupo afin I' C Z? generado por los elementos
{(1,0),(1,1),(1,2),(1,3)}. Del Ejemplo 1.12, sabemos que el ideal de la variedad Xt
esta dado por

I(XT) = (z173 — T3, T1T4 — ToT3, ToTy — T3).

12



2.1. Explosion de Nash en variedades toricas

Siguiendo la notacién anterior, definimos los vectores
Qp = (1?07170)7 Qg = (1707071)7 a3 = (0717071)7

51 = (0,2,0,0), 62 = (07 17 1a0)7 63 = (Oa 07270)

De esta manera, obtenemos la matriz

1 1 0
2 -1 1
B=11 1 9
0 1 1

Asimismo, la matriz jacobiana asociada a Xr es

T3 —2x9 T3 0
Jac(Xp) = |2y —x3 —x2 x4
0 T4 —2333 T2

Consideremos ahora el subconjunto de indices K = {2,3}. Calculamos los deter-
minantes de las submatrices B y Jg:

det(Bg) = det (_12 j) =3, det(Jg) = det (

—2.172 I

= 223 + 1123
—Z3 T2

Ahora, observemos la siguiente relacién:

T2I3 det(JK) = IQI3(2!L’§ + l’lxg)
= 2x§x2x3 + 1297373
= 2mwgriry + v1r17473  (mod I( X))

= 3rixixsry  (mod I(X1)).
Finalmente, usando la notacién multiindice X = (x1, 22, x3), obtenemos la relacién
zoxgdet(Jg) = X X det(Bg). (2.14)

La relacién (2.14) ilustra un caso especial de un resultado méas general, que presen-
tamos en el siguiente lema.

Lema 2.15. Con la notacidn anterior

C

Xpy - Xy, det(Ji) = [ [ X det(Bx)  (mod I(Xr)).

=1

Demostracion. Para cada i € [C] escribimos

a; = (ai(1),i(2),- -+ ,ai(n)) vy Bi = (Bi(1), Bi(2),- -+, Bi(n)).

13



2.1. Explosion de Nash en variedades toricas

Por propiedades de determinantes tenemos que

o (k)X = By(k) X2 o g (ke) X — By (ke) X P!
(k1) X — Bo(k1)XP2 .. ok )XO‘2 Ba(ke) X P2
Xiy oo Xk, det(Jg) = det . '
e (k)Xo ~ (k) X% . ag(k) X% — A (k)X
(01(21) - 51(?))?31 (al(Zc) - 51(’;&)?“1
C e (a( 1)—?2( 1)) (ua( c)—?z( c) (mod I(Xp))

(olkr) — BelkD) X% - (aolke) — Bolke)) XO

[T x* det(Bx) (mod I(Xr)).

i1

Lema 2.16. Sea

0 s Ke — By gkn A K » 0

una sucesion exacta corta de K-espacios vectoriales. Sea K C [n] tal que |K| = c.
Denotamos por Bi a la matriz formada por los renglones de B correspondintes a K.
Y denotamos como Ap,\k @ la matriz formada por las columnas de A correspondientes
al conjunto [n]\ K. Entonces det(Bg) # 0 si y solo si det(Appx) # 0.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad supongamos que K = {d + 1,--- ,n} y
denotemos D = [n] \ K.
Supongamos que det(Bg) # 0. Sean Ay, -+, Aq € K tales que

/\1a1—|—---+)\dad:0,

donde a; son los vectores columna de Ap. Asi, \jA(er)+- -+ AgA(eq) = 0, donde {e;}
es base candnica de K", asi Zle Aie; € ker(A), entonces existe z = (xq,- -+ ,z.) € K tal
que B(z) = Zle Aiei, es decir Y37 bz = \; para cada i = 1,--- ,d, y Bg(r) = 0.
Como det(Bg) # 0, entonces © = 0 y con ello \; = 0 para cada j. Por lo tanto
det(AD) 75 0.

Para la otra implicacién, basta aplicar la discusion anterior en la sucesion

0 —» Kd AT, gn B, ge » 0

donde AT y BT son las matrices transpuestas de A y B respectivamente.

[]

Demostracion del teorema 2.2. Asumamos que {71, - ,7,} es el conjunto minimo de

generadores de I' C Z¢ y que ZI' = Z?. Tomamos ¢ = n — d. Por el criterio jacobiano,

existen X — X% ... X% — XP € I(Xy) tales que rank(Jac(X® — X% );eq) = c.
Consideremos la sucesién

Ze By gn A, 7d

(2.17)
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2.2. Descripcién combinatoria de la explosién de Nash en variedades tdéricas

donde A= (y1-- )y B= (a1 —f1--a.— ). Notemos que A es sobreyectiva pues
Z¢=7T.
Afirmamos que Im(B) C ker(A). Consideremos el morfismo

KXy, -, X, = K], #p(X;) =,
Dado que ker(7r) = I(Xr), entonces D7, aiyy = D5 By, donde a; = (g, - -+, )

y Bi = (B1i,- -+, Bni) parai=1,---  c. Con ello se sigue que Im(B) C ker(A).
La sucesién (2.17) induce, cocientando médulo p, la siguiente sucesién

\ Cc B \ n A \ d \
/Sy / (2.18)

donde A y B se obtienen con las entradas de A y B médulo p respectivamente. Vamos
a mostrar que la sucesién (2.18) es exacta.
Primero notemos que A es sobreyectiva pues A lo es y de manera similar, Im(B) C

ker(A).

Sea J = Jac(X® — X" );eg. Como rango(J) = ¢, existe Ky C [n] con |Ky| = c tal
que det(Jx,) # 0 en K[t'].

Dado que {71, - ,7} es un conjunto minimo de generadores de T', se tiene que
X; ¢ I(Xr), por lo tanto, [[;cx, Xk det(Jk,) # 0 mod I(Xt). Asi, por el Lema 2.15,
det(B) # 0, entonces B tiene rango c y, con ello, B es inyectiva. Considerando las
dimensiones, concluimos que (2.18) es exacta.

Luego, consideremos K C [n], con |K| = ¢. Por el Lema 2.15 tenemos que

XX Xodet(Tg) = | [ X (HX“) det(B). (2.19)

i€\ K i=1

Por el teorema 2.7, tenemos que X{ es isomorfo a la explosion de Xr a lo largo del
ideal (det(Jk) : K C [n],|K| = ¢). Dado que multiplicar por un ideal principal resulta
en explosiones isomorfas, al multiplicar por (X;---X,) y usar la congruencia (2.19),
obtenemos:

Xt = Bl e X0 (T X0 det(Bro):sKClnl [ K |=¢) XT
= Bl X0) det(Bro): Kl | K ]=e) XT
Ahora, en virtud del Lema 2.15, tenemos que
< [I Xi:det(Bx)#0,K C [n],|K| = c> - < [T Xi:det(Apx) #0,K C [n],|K| = c>,
i€n)\K i€[n]\K
el cual corresponde al ideal 7.

[]

2.2 Descripcion combinatoria de la explosién de Nash en variedades toéricas

En la seccion anterior vimos que la explosion de Nash de una variedad térica co-
rresponde a la explosion de la variedad a lo largo de su ideal logaritmico jacobiano
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2.2. Descripcién combinatoria de la explosién de Nash en variedades tdéricas

moédulo p, el cual es un ideal monomial. En esta seccion, describiremos la explosion
de una variedad torica afin a lo largo de un ideal monomial desde un enfoque combi-
natorio. Posteriormente, veremos como se aplica esto en el caso de la explosion de Nash.

Sea I' C Z¢ un semigrupo afin tal que ZI' = Z?. Denotemos por & = R5¢[' y o su
cono dual, asumamos ademas que ¢ es fuertemente conexo.

Consideremos un ideal monomial [ = (t™ ... ™) C K[t']. Para simplificar,
también denotamos como I al conjunto de exponentes es decir, I = {my,..., my}.
Definimos el poliedro de Newton asociado a I como:

Ny(I) =& + Conv{my,--- ,my},

donde Conv denota la envolvente convexa.
Para cada m; € I, definimos los semigrupos

i =T 4 Zso(my — my, ..., mp —my),

y denotamos por o; a los conos duales de ; = R>oI';. Ademaés, para 7 < ¢;, definimos
el semigrupo I';, = T'+ Z(I' N 7+) y denotamos por I'(I) a la familia de todos estos
semigrupos.

Finalmente, el abanico asociado a I, denotado por X(I), se define como:

Y(I) = {71 < o;: m; es vértice de N,(I)}.

Observacion 2.20. Usando la construccion de P. Gonzalez y B. Teissier descrita en
el capitulo 1 (ver teorema 1.24), tenemos que la pareja (X(1),I'(I)) determina una
variedad torica.

Teorema 2.21. Con la notacion anterior, la variedad torica X;Eg es isomorfa a

Bl (Xr).
Demostracion. Ver Proposicién 32 de [7]. O

Ejemplo 2.22. Consideremos el semigrupo I' C Z? generado por {y; = (1,0),7 =
(1,1),73 = (1,2)}. Recordemos que

Jp = (1772 s det(y,, 7i,) # 0 (mod p), i < ip) C K[t].

Asi del ejemplo 2.10 tenemos que J» = {(2,1),(2,3)}, v J, = {(2,1),(2,2),(2,3)},
parap=0yp > 3.
Consideramos el poliedro de Newton N,(J,) y notamos que para cualquier p, los
vértices de éste son my = (2,1) y mg = (2, 3).

Por el teorema 2.21 las cartas afines de la explosién de Nash estdn determinadas
por los siguientes semigrupos:

Iy = T4N{(2,2) = (21),(2,3) = (2,1))
= I'+N{(0,1),(0,2)}
= N{(l,O),(O,l)}
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2.2. Descripcién combinatoria de la explosién de Nash en variedades tdéricas

= F+N{(07_2)7(Oa_1)}
= N{(0,-1),(1,2)}.
Por 1ltimo, hagamos notar que el poliedro de Newton no dependi6 de p. Esto no es
una coincidencia y sera una observacion clave cuando demostremos que en caracteristica

arbitraria, la iteraciéon de la explosién de Nash normalizada resuelve superficies téricas
normales.
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Capitulo 3

Fracciones continuas

Las fracciones continuas ofrecen una manera de representar niimeros reales mediante
cocientes anidados. Mas alla de su uso clasico en teoria de ntimeros, estas estructuras
han encontrado aplicaciones significativas en la teoria de singularidades, especialmente
en la resolucién de superficies toricas normales. Su aplicacién se vuelve crucial en este
contexto, ya que permiten una descripciéon precisa de la resolucion de singularidades.
Trabajos como [1], [6], [16],[2], [9] han explorado su utilidad en este contexto, par-
ticularmente en relacion con la versiéon de Hirzebruch-Jung que analizaremos en este
capitulo.

El objetivo de este capitulo es presentar algunos resultados fundamentales sobre
fracciones continuas de Hirzebruch-Jung, tal como se describen en [1]. Estos resul-
tados seran esenciales para el desarrollo de los conceptos abordados en el capitulo
siguiente.

Dada una fraccion continua

1
la, -+ a] =a; — 1
a9 — 1
43~ .1
ar
definimos las siguientes sucesiones:
p-1=0, po=1, pi=api-1 —pi2, 1<i<r (3.1)
0=0, ¢1=1 ¢ =0aigi-1—¢G-2 2<i<T '
Proposicién 3.2. Sea [ay,- - ,a,| una fraccion continua. Para cadai € {1,--- r} se
tiene que |ay,--- ,a;] = —.

7

Demostracion. Procedamos por induccién sobre i. Notemos que para [a;], es vélido el
resultado pues, en este caso p;y =a; y ¢4 = 1.

Sea ¢ > 1, asumamos el resultado para ¢+ — 1. Consideremos la fraccion continua de
i — 1 términos [a1, ag, -+ ,a;—2,a;—1 — 1/a;] y sean P;, Q); como en (3.1), las sucesiones
definidas por dicha fraccién continua. Observemos que P; = p; y (); = ¢; para cada
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7 <1 — 1. De esta manera tenemos que

—

Ay, ,0;-1 — 1/%‘]

-1

[al"' 7a2.] =

Ol

a;—1 — 1/az)pz 2 — Di-3

(
(ai—1 — 1/ai)qi—2 — qi—s
(
(a

a;—1Qa; — )pz— — @;Pi—3
Q;— )%‘—2 — Q;q;—3
(az 1Pi—2 — Pi-3 ) — Pi—2
a;(

Qi—1Gi—2 — qi— )—C]z’—2
Di

Qi'

m
Proposicion 3.3. Para i > 0, se satisface p;_1q; — piqi—1 = 1.

Demostracion. Procedamos por induccién sobre ¢. Sea ¢ > 1, asumamos el resultado
cierto para ¢ — 1. Entonces,

Di—14i — Pigi—1 = pifl(ai%fl - qi72) - (aipz;l - pif2>Qi71
Pi—24i—1 — Pi—14i—2
= 1.

]

Los dos resultados previos nos dicen que p;/g; es una fraccién en su forma reducida.

Proposicién 3.4. Para i < j el denominador de la fraccion [a;y1,- - ,a;] en su forma
reducida es piq; — Djq;-

Demostracion. El caso ¢ = j — 1 se deduce de la Proposiciéon 3.3. Procedamos por
induccion decreciente sobre .

Para cada i < j, sean N;, D; € Z~q tales que [a;;1, -
forma reducida. Por convencién tomemos N; =1y D; = 0.
Notemos que

,a;] = N;/D; esta en su

;11 Niy1 — Dipa

Nit1 ’
estd también en su forma reducida. Por lo tanto D; = N;1 1 v N; = a;11Nix1 — Disq, y
de esta manera D; satisface la siguiente recurrencia decreciente

D; = a;y2Di11 — Diyo.

[ai+17 T aa'j] =

Por hlpétGSlS de induccién DH—I = pi+1Qj — iji—l-l y Di+2 = pi_‘_gq]' — qul'_;,_Q. El’ltOIlCGS,
D; = ajr2Diy1 — Digo
ai+2(pi+IQj - PjCJz‘+1) — Pi+245 — Pj4i+2
= (@ip2pit1 — pi+2)Qj - pj(ai+2Qi+1 — i+2)
= Diq; — DPjq;-
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Proposicion 3.5. Para cualquier numero racional x, existe una cantidad finita de
enteros ay,- -+ ,ay tales que x = [ay,--- ,ag|. Dichos a; estin univocamente determi-
nados.

Demostracion. Daremos un proceso constructivo. Comenzamos renombrando z; = x,
ahora tomemos a; = [z1] y definamos b; = a; — z1. Notemos que 0 < b; < 1, por lo
que x3 = 1/b; > 1. Recursivamente obtenemos z;, a; = [x;|, b; = a; —x; y xi11 = 1/b;.
Para cada i, sean n;,d; € Z tales que x; = n;/d; es su forma reducida. Como z;4; =
1/(a; — z;), entonces x;41 = d;/(a;d; —n;) y esta es su forma reducida, pues n; y d; son
primos relativos. De esta manera

Ahora, por como se definieron b;, tenemos que x; > 1 para toda ¢ > 1, entonces
Niy1 > di+1 y por (36),

di > dz‘+1,
es decir la sucesién {d;};~; es estrictamente decreciente, por lo tanto existe k € N tal
que dj = 1 y el proceso termina.

El proceso que acabamos de describir implica la unicidad de las a;.
m

Observacion 3.7. De la demostracién de la proposicion anterior, se deducen dos
hechos importantes:

e Dado que z; > 1 para toda @ > 1, se sigue que a; > 1 para toda ¢ > 1, pues
a; = [x;].

e Si z es un numero racional tal que 0 < z < 1, entonces el primer coeficiente de
su fraccion continua es a; = 1.

Esta observacién nos proporciona informacion general de los valores que aparecen
en la fraccién continua asociada a un numero racional.

Corolario 3.8. Sia; > 1 para i > 1, entonces para 1 < j < i, el denominador de
la;,- -+ ,a;] es estrictamente menor que el de [a1,- - ,a;].

Demostracion. Siguiendo la notacion presentada en la demostracion de la Proposicion

3.5, para la fraccién continua [aq, - - -, a;], tenemos que
1
Ty = ———
a; —
= ! :[a27"'>aj]'

a; — [ala"' 7aj]
De manera recursiva podemos ver que z; = [a;,-- -, a;]. Y dado que la sucesién de las
d; es estrictamente decreciente, se concluye el resultado. O

Proposicion 3.9. Sia; > 1 para i > 1, entonces para toda j > i, el denominador de
lai,--- ,a;] es estrictamente menor que el de [aq,--- ,a;].
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Demostracion. Sabemos que el denominador de [ag, - ,a;] es ¢;, por lo que basta
probar que la sucesion de las g; es estrictamente decreciente.
Procedamos por induccién sobre i. Supongamos que ¢;_1 — ¢;_o > 0. Veamos que

¢ —4qi-1 = Gifi—1 — ¢i—2 — (i—1
(a; — 1)gim1 + ¢im1 — gi—2 > 0.

]

Observacién 3.10. De la demostracién de la proposiciéon anterior vemos que ¢;—q;—1 >
0, esto implica que la sucesion de las ¢; es estrictamente creciente.

Corolario 3.11. Si a; > 1 para i > 1, entonces para toda 1 < i < j < k, el denomi-
nador de [a;,- -+ ,a;] es estrictamente menor que el de [ay,- - , agl.

Demostracion. Dado que 1 < ¢ < 7, el corolario 3.8 garantiza que el denominador en
su forma reducida de [a;, . . ., a;] es estrictamente menor que el de [aq, ..., a;]. Ademds,
por la proposicién 3.9, como j < k, este denominador es estrictamente menor que el
de [ay, ..., ax).

m
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Capitulo 4

Explosion de Nash en superficies
toricas

En este capitulo planteamos dos objetivos principales. El primero es analizar como la
iteracion de la explosion de Nash normalizada permite resolver las singularidades de
una superficie torica definida sobre un campo de caracteristica prima. Este resultado
fue demostrado en [8] y [1] para caracteristica cero y posteriormente extendido a carac-
teristica prima en [4]. En nuestra exposicién seguimos la estrategia de demostracién
presentada en [1], incorporando la adaptacién a caracteristica prima desarrollada en [4].

El segundo objetivo es clasificar aquellas superficies téricas normales cuyas singula-
ridades se resuelven mediante una tinica iteracion de la explosion de Nash normalizada.
A diferencia del primer objetivo, cuya prueba se basa en trabajos previos, esta clasifi-
cacion constituye una contribucion original.

Comenzamos este capitulo presentando un par de resultados que seran fundamen-
tales para describir el poliedro de Newton en dimensién 2.

Proposicién 4.1. Sea o un cono racional en R* de dimension 2. Entonces existe
un elemento de SL(2,Z) que lleva a o a un cono de la forma Rx(((1,0), (p,q)), con
0<p<quyp,q primos relativos.

Demostracién. Para (z,vy), (a,b) € Z? definimos {(z,y); (a,b)) = zb — ya.

Sea 0 = Rs((a,b),(c,d)) con generadores primitivos. Sin pérdida de generalidad
supongamos que ((a,b); (¢,d)) > 0.

Como a y b son primos relativos, existen x,y € Z tales que xa+yb = 1, de esta manera,

consideramos la matriz
Ty
(—b a) € SL(2,7Z).

Aplicando la matriz a los generadores de o obtenemos o' = Rx(((1,0), (e, f)), donde
f={(a,b);(c,d)), es decir f > 0.

Ahora afirmamos que existe g € Z tal que 0 < e + gf < f. Para probar esto,
analizaremos algunos casos:

e Si f < e, podemos escribir e = gf + r, donde g,r € Ny 0 < r < f, lo que
garantiza que la desigualdad se cumple.
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e Si f < —e, entonces —e = gf —r, con g,r € Ny 0 <r < f, y la condicion
también se verifica.

En cualquier otro caso, el resultado es inmediato. Por lo tanto concluimos que siempre
existe g € Z que satisface 0 < e+ gf < f.

Con esto, basta considerar
L g
(0 1) € SL(2,Z),

para obtener R>o((1,0), (e+gf, f)). Quitando factores comunes de e+g¢f y f obtenemos
pPyq. ]

Del resultado anterior, dado un cono o, podemos expresarlo como R>4((1,0), (p, q))
con 0 < p < qy p,qprimos relativos. Denominamos esta expresiéon la forma estandar
de o.

Antes de continuar, recordemos que para una fraccién continua [aq,as, ..., a,| se
definen las sucesiones:

p-1=0, po=1, pi=a;pi1 —pi—2, 1
0=0, ¢=1, ¢ =aiq-1—q—2, 2<i1<r.

Proposicién 4.2. Sea & = R>(((1,0),(p,q)) en su forma estandar. Consideremos el
semigrupo afin & N Z* y denotemos por H su base de Hilbert. Sip/q = |ay,...,a,],
entonces

H =Avy,...,v.}, dondev; = (pi,q)-

Demostracién. Primero, demostraremos que el conjunto {vg, vy, . .., v, } genera a §NZ2.
Por la proposicion 3.3, se cumple que

Pi—1¢i — Pigi—1 = 1.

De esto se deduce que

pi Di-1 Dibi-1
lo que implica que las pendientes de los rayos generados por los vectores v; son estric-
tamente crecientes. En particular, el rayo generado por vy tiene la menor pendiente,
mientras que el rayo generado por v, tiene la mayor.
Ahora, probemos que vy y v, generan a . Por la proposicion 3.2, se tiene que

i i— 1
Q__Q1+

lat,as,...,a;] = %, para todo 1 <7 <.
K2

En particular, esto implica que v, = (p,, ¢;) = (p,q), yaque p/q = [a1, ..., a,|. Ademas,
el primer vector es vg = (po,qo) = (1,0). Por lo que en efecto, vy y v, son los gene-
radores de & en su forma reducida.

Sea z € & N Z?, entonces z € &, més aun, como las pendientes de los rayos generados
por los vectores v; son estrictamente decrecientes, entonces existe 0 < k < r — 1 tal
que z € Rso(vg, vgy1). De esta manera {vg, vy, - ,v,} genera a ¢ NZ. Como la base
de Hilbert es la base mas pequena que genera al semigrupo, H C {vg, vy, - , 0, }.
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4.1. Poliedro de Newton en dimensién 2

Ahora afirmamos que v; es irreducible. Para probar esto, procedamos por contradiccién.
Supongamos que v; se puede expresar como combinacién entera no negativa de

{,007 ccrt V=1, Uiy, st 7UT}7

para alguna i. Asi, tenemos que

4 = Z €jq;j;

JF

donde ¢; > 0 para cada j. Por la observacion 3.10 la sucesiéon de las g; es estrictamente
creciente, por lo tanto ¢; = 0 para toda j > i. Entonces v; es combinacién entera no
negativa de {vo, - -+ ,v;_1} lo cual es una contradiccién, pues las pendientes de los rayos
son estrictamente crecientes. O

4.1 Poliedro de Newton en dimension 2

Como vimos en la seccién 2.2, el poliedro de Newton juega un papel fundamental en
la descripcién de la explosién de Nash de variedades téricas. En [4] se demostré que
en dimension dos este objeto es independiente de la caracteristica del campo, lo que
fue clave para probar que la iteracion de la explosién de Nash normalizada resuelve
las singularidades de una superficie térica normal en caracteristica prima. Con esto
en mente, en esta seccién daremos una descripciéon de este objeto en el caso de carac-
teristica arbitraria.

Comencemos con una observacion que retine algunos hechos que utilizaremos recu-
rrentemente.

Observacién 4.3. Al igual que en la proposicién 4.1, para (z,v), (a,b) € Z?, consid-
eremos el producto

<(:C7 y)7 (CL, b)> =xb— ya.
1. Este producto es bilineal.
2. Para los vectores definidos en la proposicién 4.2, si ¢ < j, se cumple que
(vis V) = Pig; — Pjdi-

Ademas, por la proposicion 3.4, este valor corresponde al denominador de la
fraccién continua [a;41, .. ., a;].

3. Dados dos vectores (z,y) y (a,b), si consideramos las pendientes de los rayos
que estos determinan, podemos observar que (a,b) estd en sentido antihorario
respecto a (z,y) siy sélo si ((x,y); (a,b)) > 0.

Ahora comencemos con la descripcion del poliedro de Newton en caracteristica ar-
bitraria.
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4.1. Poliedro de Newton en dimensién 2

Consideremos & = R>(((1,0), (p,q)) en su forma estandar. Sea p/q = [ay, - ,a,]
su expresion en fraccion continua. Por la proposicién 4.2 tenemos que la base de Hilbert
del semigrupo afin 6 NZ? es H = {vg,--- ,v,}. Asi en este caso, el ideal logaritmico
jacobiano modulo p es

Tp = ("% s det(v; v;) Z0  (mod p)).
Por lo tanto, el poliedro de Newton es

N, (J,) = ¢ + Conv{v; + v; : det(v;v;) Z0 (mod p)}

Como se observé en el ejemplo 2.22; en dimensién 2, los vértices de N,(J,) no
parecen depender de p, y en efecto, esto ocurre siempre. En los siguientes resultados,
exploramos este hecho a fondo.

Proposicién 4.4. Sea p = char(K), no necesariamente positiva. Entonces
Na‘(jp) = 6’ _'_ COHV{U’L +,UZ+1 N ’L E {O7 e 77’~ —_ 1}}

Demostracion. Sea S = {v;+v;11 :1 € {0,...,r—1}}. Por la proposicién 3.3, se tiene
que det(v; v;41) = 1, por lo tanto v; + vip1 € {v; +v; : det(v; v;) # 0 (mod p)} para
cada 7 y para cada p. De esta manera

d + Conv(S) C g + Conv{v; + v; : det(v;v;) Z0 (mod p)} = Ny(T,)-

Sean v;,v; € H con 0 < i+1 < j < r tales que det(v;v;) Z 0 (mod p). Mostraremos
que
v; +v; € 5 + Conv{v; + vit1,vj_1 + v;}.

Para ilustrar esto, consideremos la figura 4.1. La regiéon sombreada representa a & +
COIlV{’Ui + Vi1, Vj—1 + Uj}.

Figura 4.1

Notemos que en esta figura, cada recta [y,ls,l3 divide al plano en dos regiones, la
positiva y la negativa respecto a cada una de las rectas. De esta manera, para lograr
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4.1. Poliedro de Newton en dimensién 2

mostrar nuestra afirmacioén, veremos que v; + v; se encuentran en la regién positiva
determinada por cada una de las rectas.

Consideremos, como antes, el producto definido por ((x,y); (',y)) = xy’ — 2'y. Defi-
nimos ahora, para cualesquiera dos puntos u;, us € R?, la aplicacién ¢ como:

p(u) = (ui;u) + (u;ug) — (ur; ug).

Notemos que los ceros de ¢ describen la recta que pasa por u; y us. Observemos
también que ¢ determina dos regiones del plano, la parte positiva y la parte negativa
respecto a esa recta.

Mostraremos primero que v; + v; se encuentra en la regién positiva respecto a la recta
l1. Sean u; = v; + V41 y U2 = vj_1 + v;. Evaluaremos ¢ en v; + v;. Para ello, primero
observemos que

(i tvip 0+ ;) = (Vi) + (Ui v) + (Vi3 vi) + (Vig1; V)
{vi v))

+
+ (Vig1;vi) + (Vi1 ).

(Vi + o501 +v5) = (Vi 1) + (V5 v5) + (V5 05-1) + (V55 05)
= (v v5-1) + (Vs v5) + (V5;v5-1).
(Vi + Vi v Fv) = (o5 v5m0) + (Ui vs) + (Vi v-1) + (Vi vg).

Por lo tanto, al evaluar ¢(v; + v;), obtenemos

p(vi + vy)

De la proposicién 3.3, tenemos que (v;;v;41) = (vj_1;v;) = 1, por lo tanto
e(vi + ;) = (Vi v;) — (Vig1;vj-1) — 2. (4.5)

Por otro lado, por la observacién 4.3 tenemos que (v;11;v;) ¥ (Viy1;v;-1) son los
denominadores de [a;i2,- - ,a;] ¥ [@iy2,- - ,aj_1] respectivamente. De esta manera
por la proposicién 3.9 (viy1;vj-1) < (Viy1;v4).

De la misma forma, (v;;v;) es el denominador de [a;41, - ,a;] y como se vio en la
demostracién de la proposicién 3.5 (viy1;v;) < (v;;0;). Ast (v;0;) > (Vig1;05-1) + 2,y
considerando (4.5) tenemos que ¢(v; +v;) > 0, lo cual muestra que v; +v; se encuentra
en la regiéon positiva respecto a la recta [;.

Consideremos ahora la recta [y, que es la recta que pasa por v; + v; 41 con direccion
vo. Para demostrar que v; + v; se encuentra en el lado positivo respecto a esta recta,
realizamos una traslacion y verificamos que (v; + v;) — (v; + viy1) = v; — V41 estd en
sentido antihorario con respecto a vy.
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4.1. Poliedro de Newton en dimensién 2

Calculemos entonces (vg;v; — v;41). Como antes, por la observacién 4.3 tenemos
que (vo; vj) ¥ (vo; vi+1) son los denominadores de [aq,- - ,a;] y [a1,- - ,a;11] respecti-
vamente. Asi por la proposicién 3.9, tenemos que (vo; v;) > (vo; v;+1). Por lo tanto, se
sigue que (vo; v; — v;41) > 0, como querfamos demostrar.

Finalmente, de manera andloga, podemos verificar que v; v, también esta del lado
positivo definido por la linea que pasa por v;_; + v; con direccién v,, es decir 3.
m

El resultado anterior nos muestra que el poliedro de Newton es independiente de
la caracteristica del campo. Ademas, también sugiere como son sus vértices, lo que
resulta fundamental para el estudio de las cartas en la explosién de Nash, tal como se
observo en el ejemplo 2.22. Sin embargo, el hecho de que podamos describir el poliedro
con los puntos de la forma v; + v;41, no nos garantiza que todos los vértices sean asi.
Para ello, debemos asegurarnos de que la pendiente del iltimo rayo v, sea menor que
la pendiente de los segmentos que unen los puntos en cuestion. El siguiente resultado
nos asegura lo que sospechamos al respecto de los vértices.

Proposicién 4.6. La frontera de N,(J,) consta de los segmentos que unen v;_y + v
Y Vi + Vg1 para 0 < @ < 7, junto con los rayos que salen de vg + v1 Yy V,—1 + v, con
direccion vy y v, respectivamente.

Demostracion. Dado que vy = (1,0), basta mostrar que las pendientes de los segmentos
mencionados en el enunciado son positivas y decrecientes, y que la pendiente de v, es
menor que la del tdltimo segmento.

De la observacion 3.7, tenemos que a; > 2 para toda ¢ > 1, por lo tanto

10541 — 1 > 3.

Por otro lado, en virtud de la proposicién 3.4, tenemos que p;_1¢i1o — Pitogi—1 €s el
denominador en su forma reducida de [a;,a;11,a;42]. Dada esta fraccién continua,
definimos Qp = 0, @1 = 1, Q2 = a;41 v Q3 = a;42a;41 — 1, como en (3.1). Entonces
por la proposicién 3.2, Q3 también es el denominador en de [a;, a;11, a;12] en su forma
reducida. Por lo tanto

Pi-1Gi+2 — Pit2Gi-1 = Qiy20i41 — 1 > 3.
Asi por la proposicion 3.3, tenemos
Pic1Giv2 — Pit2Gi-1 > (Dis1Git2 — Div2Giv1) + (Pi-1Gi — PiGi-1) + (PiGit1 — Pi+1Gi)-
Agrupando términos, obtenemos

qi-1 — ¢i+1 > qi+2 — G;
Di—1 — Di+1  Dit2 — Di

Esto muestra la primera parte.
Para la segunda parte, observemos que p,_q, — p,q.—2 > 0, lo cual implica que la
pendiente de v, es menor que la pendiente del ultimo segmento.

]
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4.2. Resolucién de superficies tdéricas

De esta manera, tenemos la certeza de que los vértices de N,(J,) estan contenidos
en el conjunto
{vi+vig1:i€{0,---,r—1}}.

4.2 Resolucion de superficies toéricas

Hasta aqui, los resultados presentados nos proporcionan informacién util para describir
de manera combinatoria la explosion de Nash normalizada. A continuacién, describire-
mos el proceso.

Comenzamos con un cono en su forma estandar & = Rx¢((1,0), (p, q)).

1. Calculamos la expansién en fraccién continua del cociente p/q.

2. Encontramos la base de Hilbert H asociada al semigrupo & N Z?2, mediante las
sucesiones {p;} y {¢}-

3. Determinamos el poliedro de Newton N,(7,) y hallamos sus vértices, digamos
{Ul, Ce 7’11,3}.
4. Para cada vértice u;, consideramos los conos ¢; descritos en la seccion 2.2. Este

proceso lo denominamos localizacién de N,(7,) en u,.

5. Determinamos si 7; es suave, si lo es, terminamos. En caso contrario repetimos
el proceso con este cono.

Ejemplo 4.7. Consideremos el cono Rx¢((1,0),(2,5)). Observamos que la fraccién
continua de % se expresa como [1,2,3]. A partir de esto, las sucesiones de p; y ¢; son
las siguientes:

=1 p=1 p =1 p3=2
0=0, =1 @=2, q¢g=>5.

Por lo tanto, la base de Hilbert es H = {vg = (1,0),v; = (1,1),v2 = (1,2),v3 = (2,5)}.
En este caso, los vértices del poliedro de Newton N, (J,) para cualquier p (incluyendo
p = 0) son:

UO+U1:<271>7 v+ vy = (273)7 U2+U3:<377)'
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4.2. Resolucién de superficies tdéricas

Ahora, estudiaremos la suavidad de cada una de las localizaciones. Para determinar si
un cono es suave o no, basta con verificar si el determinante de la matriz formada por
sus generadores primitivos es igual a 1.

Para ilustrar esto, consideremos la tabla 4.1. En ella como podemos apreciar, los
conos g1 y dy son suaves, mientras que el cono 3 no lo es.

Localizacién en (2,1) | Localizacién en (2,3) | Localizacién en (3,7)
(2,5)
(1,4)
(0,2)
(1,0) (0,-2) (—1,—-4)
4! 02 O3

Tabla 4.1 Localizaciones del poliedro de Newton.

Dado que el cono g3 no es suave, aplicamos nuevamente el proceso de resolucién.
Para ello, siguiendo la Proposicién 4.1, transformamos &3 en el cono R>¢((1,0),(1,3))

mediante la matriz
3 -1
4 —1)°

Repetimos el proceso. Calculamos la base de Hilbert y determinamos los vértices del
poliedro de Newton asociado, que en este caso son (2,1) y (2,5). Localizando en estos
puntos, obtenemos los conos R ((1,0), (0,1)) y R>o((0, —1), (1,3)), los cuales resultan
ser suaves, completando asi el proceso en este caso.

El ejemplo anterior nos ilustré la iteracion de la explosion de Nash normalizada.
En tal caso, bastaron dos iteraciones para resolver las singularidades.
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4.2. Resolucién de superficies tdéricas

Dada una localizaciéon de N,(J,), como en el ejemplo 4.7, podemos transformar
dicha localizacion en Rx(((1,0), (', ¢)), con p/, ¢' primos relativos y p’ < ¢'. Asi, para
demostrar que el método resuelve las singularidades de una superficie térica normal,
nuestro objetivo sera mostrar que ¢’ es eventualmente 1.

Proposicién 4.8. Sea 6 = R>(((1,0),(p,q)) y sea H = {vg,v1, -+ ,v,.} la base de
Hilbert de 5 N Z2. Entonces a menos que p = q — 1, cada cono localizado satisface
qd <q.

Demostracion. Sea 0 < i < r — 1 tal que v; + v;41 es vértice de N,(J,). Localizando
en este vértice tenemos el cono

Rzo(vi—1 = Vi1, Vig2 — Uz‘)-

Siguiendo el proceso descrito en la demostracién de la proposicién 4.1, podemos trans-
formar este cono en uno de la forma

R>o((1,0), (e +gf, f)), donde f = (vi_y — Vi1 Viya — vi).

Asi quitando factores comunes de e + gf y f se obtienen p’ y ¢. Podemos notar que
en particular ¢ < f.
Por otro lado tenemos que

<Uz’71 — Uj41, Vig2 — Ui) = <'Ui71;vi+2> - (Uzel;%) - <Uz’+1; Ui+2> + <Ui+l; Uz'>

= (%‘—1; Ui+2> - <Ui—1;'Ui> - (Uz‘+1§ Uz‘+2> - <Ui; Uz‘+1>-
Por la proposicién 3.3, se sigue que
<U171 — Uit1; Vig2 — U7;> = <U7;—1; Ui+2> - 3.

Por la observacién 4.3, sabemos que (v;_1;v;42) es el denominador de la fraccién
continua [a;, a;y1,a;42|, éste por el corolario 3.11 es menor que el denominador de
[a1,as,--- ,a,] el cual es q. De esta manera tenemos que ¢’ < f < ¢, concluyendo asi
la prueba para el caso 0 <7 <r — 1.

Ahora para i = 0, consideramos el vértice vy + v;. Localizando en éste tenemos el cono

RZO(UO7 Vo — 1)0).

Siguiendo la estrategia del caso anterior, para este cono, al seguir el proceso descrito
en la proposicién 4.1, obtenemos f = (vo; vy — vg) = (vo;v2), y este es tal que ¢’ < f
tal como el caso anterior.

Por la observacion 4.3. f = (vg;vq) es el denominador de [ay, as]. Entonces, por el
corolario 3.11, este valor es estrictamente menor que ¢, a menos que p/q = [aq, as).
Analicemos este posible caso. Aqui ¢ = f, ya que en general se cumple que ¢ < f.
En esta situacion, tendriamos » = 2. Ademas dado que 0 < p < ¢, necesariamente se
sigue que a; = 1,de donde se deduce que

p  ag—1

q a2
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4.2. Resolucién de superficies tdéricas

Lo cual implica que p = ¢ — 1. En este caso tenemos que

- = [LQ]'

p_a-1
q q

Esto nos indica que vy = (1,0), v = (1,1) y vo = (¢ — 1,q). Asi, como f = (vg;va),
entonces f = ¢, es decir ¢’ = ¢. Este andlisis es el mismo para el caso caso i = r — 1.
Asi, la inica manera de que ¢’ no decrezca es que p = g — 1. n

Teorema 4.9. Cualquier superficie torica normal se desingulariza por un nimero finito
de explosiones de Nash normalizadas.

Demostracion. Consideremos Rx(((1,0), (p,q)) el cono asociado a la superficie en su
forma estandar. Notemos que el cono sera suave si y solo si ¢ = 1. Por lo tanto, basta
mostrar que en el proceso el nimero ¢ no incrementa y eventualmente decrece.

Si p # g — 1, la proposicién anterior asegura que ¢ decrece bajo la explosién de Nash
normalizada. Supongamos que el cono en cuestién es de la forma Ro((1,0), (¢—1,q)).
Observemos que (¢—1)/q = [1,q|, y que H = {wvg,v1,v2}, donde vy = (1,0), v; = (1,1)
y v =(q—1,q). Asi,

vo+uvr=1(2,1), vi+vy=_(¢q+1).

Localizando en (g, ¢+1), obtenemos el cono R>o((2—¢q, —¢), (¢—1, ¢)). Ahora analizare-
mos los casos:

Caso 1.1: Supongamos que ¢ es par. En este caso, el generador (2 — ¢, —¢) no
es primitivo, por lo que consideramos el generador (1 — ¢/2, —q/2). Siguiendo el pro-
ceso descrito en la proposicion 4.1, obtenemos el cono R>o((1,0), (¢/2 —1,¢/2)). Aqui
podemos observar que ¢/2 < q.

Caso 1.2: Supongamos que g = 2n + 1. En este caso, el cono es
Rso((—2n + 1, —2n — 1), (2n,2n + 1)).
Notemos que ambos generadores son primitivos ya que
(—n)(=2n+ 1)+ (n—1)(-2n—-1) =1.
Como antes, al expresar el cono en su forma estdndar, obtenemos R>¢((1,0), (n,q)),

donde n < g y n # g — 1. Por la proposicién anterior, la siguiente iteraciéon hara que ¢
decrezca.

Por 1ltimo localizando en (2, 1), tenemos el cono R>(((1,0), (¢ —2,¢)), que al igual
de la localizacion anterior tenemos dos casos:

Caso 2.1: Supongamos que g es par. En este caso, el cono en cuestion es

R>o((1,0),(¢/2 - 1,q/2)).
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4.3. Resolucién en un paso

Caso 2.2: Supongamos que ¢ = 2n + 1. Entonces, el cono en cuestion es
RZO((L O)a (277' - 17 2n + 1))7

de donde el segundo generador esta dado por dos primos relativos, pues son impares
consecutivos.

Notemos que en cualquier de los dos casos la localizacion ya esta dada en su forma
estandar, y tenemos una mejoria en q. O

4.3 Resolucion en un paso

En la seccion anterior alcanzamos nuestro primer objetivo. Ahora, con el fin de com-
prender la iltima iteracién del proceso de Nash normalizado, en esta seccion caracteri-
zaremos las superficies téricas normales que se resuelven en un solo paso.

Para ello, determinaremos los posibles valores de la fraccién continua asociada a la
superficie térica normal. La estrategia consiste en considerar los vértices de N,(J,) y
a partir de estos, analizar las localizaciones del poligono de Newton sobre ellos.

Antes de comenzar la discusion sobre las localizaciones, recapitularemos y aclararemos
algunos hechos que usaremos de manera reiterada en esta seccion.

Como ya hemos mencionado, en virtud de la proposicién 4.1 podemos considerar
los conos en su forma estandar, esto es & = R>(((1,0), (p,q)), con p, ¢ primos relativos
y p < q. Dados estos valores, procedemos a encontrar la fraccién continua asociada,
esto es

D _
a_ [a17a’27"' 7a7’]-

De la observacion 3.7, tenemos que en esta fraccién continua a; = 1 y a; > 1, para
toda ¢ > 1.

Por la proposicién 4.2, la base de Hilbert de 5NZ? est4 dada por H = {vg, vy, -+ , v, },
donde v; = (p;,q;). Obtenidos estos vectores podemos determinar los vértices de
N,(J,). Como vimos en la seccion 4.1, dichos vértices tienen la forma v;_; +v;. Entre
estos vértices, se distinguen dos tipos:

e Los vértices extremales que corresponden a vg 4+ vy y v,_1 + ¥,
e Los vértices interiores v;_1 + v;, para 1 <i <r — 1.

A partir de estos vértices procederemos analizar las localizaciones del poligono de New-
ton sobre ellos.

Comenzaremos el anélisis con los vértices interiores y posteriormente con los vértices
extremales.

En la figura 4.2 podemos apreciar una representacién de la localizacién en un vértice
interior. Como podremos observar todas las localizaciones de estos vértices nos daran
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4.3. Resolucién en un paso

Vit1 — Vi—1

Vi—2 — Vg

Figura 4.2: Localizacién de N,(J,) en el vértice v;_1 + v;.

un cono de la forma
Rzo(Ui,Q — U3, Vjyr1 — ’Uifl). (410)

Descrita esta localizacion, comencemos con nuestro primer resultado, en el que estable-
ceremos las condiciones necesarias y suficientes de suavidad para los vértices interiores.

Lema 4.11. Sea [1,a9, -+ ,a;-1,0;,a;41," -+ ,a,| la fraccion continua asociada a una
superficie torica normal, tal que v;—1+v; es vértice de N,(T,), para algin 2 <i <r—1.
Entonces la localizacion en v;_14v; es suave st y solo si se satisface una de las siguientes
condiciones:

1. a; =2 ya1=3.
2. a; =2 y a4 =4
3.0, =3 Yy a1 =2
4. a; =4y a4 =2,
Demostracion. Como en (4.10), al localizar N,(7,) en v;_1 + v;, obtenemos
Tvortv; = Ro(Vig — v, Vi1 — Viz1).

Para estudiar la suavidad de este cono necesitamos considerar generadores primitivos.
Por definicién, p; = a;p;-1 — pi—2 ¥ ¢; = a;qi—1 — ¢i—2, entonces sustituyendo en las
entradas de v;_o — v; = (Pi_2 — Pi, ¢i—2 — ¢;) tenemos:

Vio — U = (2pi—a — aiPi—1, 2Gi—2 — A;Gi—1). (4.12)

De la misma forma, considerando ahora p;11 = a0 1p; — Dic1 Y Giv1 = Qix1G; — Gi—1, Y
sustituyendo en las entradas de v,y — v;_1 = (Div1 — Pi—1, @ir1 — Gi—1) Vemos que:

Vig1 — Vie1 = (@ip1Di — 2pi—1, Gis1Gi — 2Gi—1). (4.13)

Hagamos notar que los generadores que hemos obtenido en (4.12) y (4.13) no son nece-
sariamente primitivos, pues esto dependera completamente de los valores que tomen a;
y a;+1. Por lo tanto procederemos por casos respecto a la paridad de a; y a;11.
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Caso 1. Supongamos que a; = 2m y a;11 = 2n. En este caso, los vectores v;_o — v;
y ;41 — ¥;—1 No son primitivos pues 2 divide a ambas entradas de los dos vectores.
Consideremos los vectores (p;_o — mp;_1,¢i—2 — mq;—1) v (np; — pi—1,nq; — ¢;i—1), los
cuales generan al mismo cono. Afirmamos que estos vectores son primitivos. Para esto,
notemos que

Gi—1(pi—2 — mpi—1) — Pi—1(Gi—2 — MGi—1) = DPi—2¢i—1 — MPi—1¢i—1 — Pi—1Gi—2 + MPi—1Gi—1
= Pi—249i—1 — Pi—1Gi—2
— 1’

donde la tltima igualdad es gracias a la proposicién 3.3. Asi (p;_a—mp;_1, Gi—2—mq;_1)
es primitivo.
De manera analoga
—qi(npi — pic1) + pi(nGi — Gi-1) = —NGPi + Pic1Gi + NPidi — Pidi-1
= Di-14i — Pigi—1
=1

Y

es decir (np; — p;_1,nq; — ¢;—1) es primitivo también.
De esta manera, el cono &, ,4,, €s suave siy solo si

det Di—2 — Mpi—1 qi—2 — MGi—1) _ 1,
np; — Pi-1 ng; — gi—1
si y solo si
(Pi—e —mpi—1) (g — ¢i1) — (qi2 — mgi—1)(npi —pic1) = L.
Desarrollando la parte izquierda de la ecuacién y asociando convenientemente se obtiene

1 = npi_2g; —Pi—2Gi—1 — MNP;_1G; + MP;_1¢;—1 — NG;—2P; + Gi—2Pi—1 + MNG;_1P; — MG;—1Pi—1
= "(pz’—z% *piqz‘—z) - nm(pi—lQi *Pz‘qi—l) - (pi—qu—1 - pi—1q1—2)-

Por la proposiciéon 3.3, p;_1¢; — pigi—1 = Pi—2Gi—1 — Pi—1¢i—2 = 1 y por la proposicion
3.4, pi—2q; — pigi—2 es el denominador en su forma reducida de [a;_1, a;], el cual es a;.
Asi sustituyendo en la tltima igualdad tenemos que el cono es suave si y sélo si nm = 2.
Por lo tanto, en este caso, el cono es suave si y sélosia; =2y a;.1 =40a; =4y
Ai+1 = 2.

Caso 2. Supongamos que a; = 2m y a;11 = 2n + 1. Como en el caso anterior
Vir2 — v; NO es primitivo, por lo que consideramos (p;_2 — mp;_1,¢i—2 — mq;—1). En
contraste, en este caso

Vit1 — Vi1 = ((2n 4+ )p; — 2pi—1, (2n+ 1)q; — 2¢;—1)
es primitivo pues
(ng; — qi—1)[(2n + 1)p; — 2pi—1] — (npi — pi—1)[(2n 4+ 1)qi — 2¢i—1] = pi—1Gi — pigi—1 = 1.

Con esto, el cono es suave si y so6lo si

det Di—2 —Mpi—1  qi—2 — MGi-1 | _ 1
Qit1Pi — 2Pi—1 Qit1Gi — 2¢i—1
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si y sélo si

ai+1(pi—2(Ji - piQi—Q) - ai+lm(pi—1Qi - piQi—l) - 2(]%—2%—1 - ]%—1%’—2) =1

De manera analoga al caso 1, por la proposicion 3.3 y la proposicion 3.4, el cono es
suave si y sélo si a;11(a; —m) = 3, es decir, si y s6lo si a; =2y a;41 = 3.

Caso 3. Supongamos que a; = 2m+ 1y a;41 = 2n. De manera anéloga a los casos
anteriores buscamos generadores primitivos para &,, ;4.

Lo expuesto en los casos anteriores nos permite ver que (2p;_o—a;p;_1, 2¢i—2—a;qi—1)
y (np; — pi—1,nq; — gi—1) son generadores primitivos de dicho cono.

De esta manera, el cono es suave si y solo si

det (2pi2 — QiPi-1 2¢i—2 — aiQil) —1,
np; — pi—1 ng; — qi—1

si y s6lo si
2n(pi—2Gi — Gi—2pi) — ain(pi—1Gi — Pigi—1) — 2(pi—2Gi—1 — Gi—2pi1) = 1
Asi por la proposicion 3.3 y la proposicién 3.4, el cono es suave si y solo si a;n = 3,

es decir, si y sélo si a; =3y a;41 = 2.

Caso 4. Por tultimo, considerando a; = 2m + 1 y a;41 = 2n + 1. Veremos que
este caso, el cono no puede ser suave. Siguiendo la estrategia de los casos anteriores,
tenemos el cono es suave si y solo si

det 2pi—2 — ;Pi—1 2qi—2 — A;Qi—1 —1,
Qit1Pi — 2Pi—1 Qiy1Gi — 2¢i—1

si y solo si

2ai+1(pi—2%‘ - Qi—Zpi) - aiai-i-l(pi—l% - Qi—lpi) - 4(1%‘—2%‘—1 - %-2]%-1) =1.

Esto diria que a;a;1+1 = 5, lo cual implicaria que a; =5y a1 =10a; =1y a;41 =5,
pero a; > 1 para toda ¢ > 1. Por lo tanto, en este caso no hay suavidad.
O

Con el resultado anterior concluimos el estudio de la suavidad para vértices interio-
res. Ahora estudiaremos la suavidad para los vértices extremales. En el siguiente par
de resultados tratamos estos casos.

Lema 4.14. Sea [1,a9,as,- - ,a,] la fraccion continua asociada a una superficie torica
normal. Entonces la localizacion de N,(J,) en el vértice vy + vy es suave si y solo si
a9 = 2.
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Demostracion. Por como se define en (3.1) sabemos que
po =1, p1 = ag, p2 = aza; — 1,
0=0, @a=1, q2 = as.

Como a; = 1, entonces

p(]:]-) plz]-) p2:a2_17
qo = O? 1 = 17 g2 = as.

De esta manera tenemos que vy + v; = (2,1) y v1 + v3 = (a2, az + 1). Por tal motivo
la localizacién en el vértice vy + v1 es

R>0((1,0), (a2 — 2, a2)).

Como en la demostracién del lema 4.11, que el vector (as — 2, as) sea primitivo depen-
dera de la paridad de as.

Caso 1. Supongamos que a; = 2n. En este caso, el vector en cuestién no es
primitivo, por lo que tomamos (n — 1,n). En este caso el cono es suave si y sélo si

det( 1 0):1,
n—1 n

es decir, el cono sera suave si y sélo sin = 1.

Caso 2. Supongamos que as = 2n + 1, en tal caso (ay —2,a5) = 2n—1,2n+1) ,
es decir, es primitivo. De esta manera, el cono es suave si y solo si

1 0
det (Qn—l 2n+1) =1

es decir el cono serd suave si y solo si as = 1, lo cual no ocurre pues as > 1. Asi que
en este caso, el cono no puede ser suave. m

Lema 4.15. Sea [1,as, - ,a,] una fraccion continua asociada a una superficie torica.
La localizacion de Ny (J,) en el vértice v,_1 + v, es suave si y sélo si a, = 2.

Demostracion. La prueba de este resultado sigue la misma idea de la demostracion del
lema 4.11.
Notemos que la localizacién de N,(J,) en el vértice v,_1 + v, esta dada por el cono

Ovp_1+v, = RZO((QPT—Z — QpPr_1,2qr 2 — ar(.lr—l)> (pT7 (]r))-

Vemos también que por la proposicién 3.2, el vector (p,,q,) = (p,q), que son primos
relativos. Entonces (p,, ¢,) es primitivo. Como antes, que el otro generador cumpla la
misma propiedad depende de la paridad de a,.

Caso 1. Supongamos que a, = 2n. Tenemos que el primer generador del cono no
es primitivo, por ello de manera andloga a la prueba del lema 4.11 sustituiremos dicho
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generador por el vector (p,—o — np,_1,Gr—2 — ngy—1) €l cual cumple esta propiedad. De
esta manera el cono es suave si y solo si

det (pr—Q —NPr—1 Gr—2 — nqr—l) _ 17
DPr dr

si y solo si
(Pr—2Gr — Pr@r—2) — (Dr—1¢r — Prgr—1) = L.

Asi que por lo anterior y las proposiciones 3.3 y 3.4, en este caso la suavidad del cono
depende exclusivamente de que a, —n = 1, es decir a, = 2.

Caso 2. Supongamos que a, = 2n + 1. En este caso el primer generador es
primitivo. De manera andloga el cono es suave si y solo si

2(pr—2qr — Pr@r—2) — ar(Pr—1¢r — Pr@r—1) = 1,

es decir habria suavidad si y sélo si a, = 1, lo cual no pasa pues r > 1. Concluimos
que en este caso no es posible la suavidad del cono. O

Con los resultados expuestos hasta aqui hemos logrado determinar los valores de
a; Unicamente para aquellos casos en los que v;_1 + v; corresponde a un vértice. No
obstante, como podemos observar en el ejemplo 2.22, no todos estos puntos son vértices.
El siguiente resultado nos proporciona los valores correspondientes en los casos en los
que no obtenemos vértices.

Lema 4.16. Consideremos la fraccion continua [1,as,- -+, a.], asociada a una superfi-
cie torica normal. Entonces para cada 3 <1 < r—1 se tiene que v;_1+v; no es vértice
de Ny(TJp) siy solo st a; =2 y a1 = 2.

Demostracion. Consideremos los puntos v;_o—v; y v;41 —v;—1. Como en (4.12) y (4.13)
tenemos que:

Vi—2 — Uy = (2]%—2 — QiPi—1,2¢i—2 — aiQi—l)?

Vi1 — Vi1 = (ai+1pi — 2pi—1, Qip1G; — 26]1‘71)-

Entonces, estos puntos estan alineados si y sélo si

det 2pi2 — @iPim1 2Gip — QiGi1) _ 0,
it1Pi — 2Pi—1 Qiy1Gi — 2¢i—1

si y solo si
2a;11(Pi—2¢i — Gi—2Pi) — @i0is1(Di—1¢i — Pigi—1) — 4(Pi—2Gi—1 — ¢i—2pi—1) =0

Asi, por la proposicién 3.3 y la proposicién 3.4, v;_1 — v; no es un vértice de N, (7)) si
y sélo si a;y1a; = 4, es decir, si ambos son iguales a 2. O

Ahora estamos listos para dar la caracterizacion de las superficies téricas normales
que se resuelven por una explosiéon de Nash normalizada.
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Teorema 4.17. La explosion de Nash normalizada de una superficie torica normal es
suave si y solo si su fraccion continua asociada es de la forma [1,2, a3, a4, ,a,_1,2],
donde (a;,a;+1) € {(2,2),(2,3),(2,4),(3,2),(4,2)} para cada 3 <i <r—2.

Demostracion. Sea X una superficie térica normal cuya explosién de Nash normalizada
es suave, y sea [1,ag,as,...,a,] su fraccién continua asociada.

Por el lema 4.14, se tiene que ay = 2, y por el lema 4.15, se cumple que a,, = 2.
El valor de los restantes a; se determinan en funcién de si v;_1 + v; es vértice o no
de N,(J,). Si wvi_1 —v; no es un vértice, el lema 4.16 dice que (a;,a;+1) = (2,2),
y si v;_1 — v; es un vértice, el lema 4.11 garantiza que (a;, a;y1) pertenece al con-
junto {(2,3),(2,4),(3,2),(4,2)}. Dado que estos casos cubren todas las posibles situa-
ciones, la fraccién continua asociada debe ser de la forma [1,2, a3, a4, ..., a,_1,2], con
(aiy ai-i—l) < {(2’ 3)’ (27 4)7 (37 2>’ (4) 2)}
Puesto que los lemas enunciados son equivalencias, la otra implicacion del teorema se
deduce con el mismo andlisis.

]
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