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José Amador Cruz Fuentes

Tutor: Dr. Andrés Daniel Duarte
Centro de Ciencias Matemáticas UNAM
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Índice

Agradecimientos III

Resumen V

Abstract VI

Introducción VII

1 Preliminares 1
1.1 La grassmanniana . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
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3 Fracciones continuas 19

4 Explosión de Nash en superficies tóricas 23
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A mi madre, Maŕıa del Carmen, le debo todo lo que soy. Su amor incondicional
ha sido mi sustento en cada paso. Agradezco el apoyo que me ha brindado en todas y
cada una de mis locuras.

A mi querida Alma Lizeth, le agradezco profundamente por impulsarme a seguir
persiguiendo mi sueño académico y por brindarme su apoyo económico durante los
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Resumen

En este trabajo abordamos el problema de la resolución de singularidades en superficies
tóricas por medio de la iteración de la explosión de Nash normalizada. Asimismo, car-
acterizamos aquellas superficies tóricas normales cuya explosión de Nash normalizada
es suave.

Palabras clave: superficies tóricas normales, explosión de Nash, fracciones con-
tinuas, resolución de singularidades, geometŕıa algebraica.
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Abstract

In this work we address the problem of resolving singularities in toric surfaces by means
of the iteration of the normalized Nash blowup. We also characterize those normal toric
surfaces whose normalized Nash blowup is smooth.
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Introducción

La resolución de singularidades es un problema central en geometŕıa algebraica. En
términos generales, consiste en encontrar, para una variedad algebraica, otra variedad
que sea suave y birracionalmente equivalente a ella. En 1964, H. Hironaka demostró
en [12] que cualquier variedad algebraica sobre un campo de caracteŕıstica cero ad-
mite una resolución de singularidades. Sin embargo, es sabido que sus técnicas no se
extienden directamente al caso de caracteŕıstica positiva, por lo que la resolución de
singularidades en este contexto sigue siendo un problema abierto en general. Resulta
entonces necesario explorar nuevas herramientas para abordar esta cuestión.

La explosión de Nash nos proporciona una construcción geométrica que asocia a
una variedad algebraica X una nueva variedad X∗ la cual reemplaza los puntos singu-
lares de X por ĺımites de espacios tangentes. Se ha planteado la posibilidad de resolver
singularidades iterando este proceso.

Es algo incierto dónde surgió originalmente esta estrategia: M. Spivakovsky men-
ciona en [18] que el problema fue propuesto por primera vez por J. Nash a H. Hironaka
a principios de los años sesenta. Independientemente del origen de la pregunta, resulta
interesante abordar este problema, pues sugiere un método canónico para resolver sin-
gularidades. Esta pregunta ha sido ampliamente estudiada por diversos autores ([15],
[17], [8], [10], [13], [18],[9],[1],[11],[7],[3]).

En [15], A. Nobile presenta un ejemplo en el que, considerando la curva y2+x3 = 0
sobre un campo K de caracteŕıstica 2, su explosión de Nash consiste en la explosión a
lo largo del ideal I = (2y, 3x2) = (x2). Dado que este ideal es principal, la proyección
p : X∗ → X resulta ser un isomorfismo. Este ejemplo muestra cómo, en caracteŕıstica
2, la explosión de Nash no siempre da lugar a una desingularización, lo que llevó a que
el problema se abordara principalmente en caracteŕıstica cero. Sin embargo, en [5] se
retomó el estudio del problema en caracteŕıstica positiva, superando las dificultades
anteriores al introducir la condición adicional de normalidad. Este avance ha abierto
la puerta para continuar investigando las propiedades de resolución de la “explosión de
Nash normalizada” en caracteŕıstica prima. La variante de Nash normalizada consiste
en alternar el proceso de explosión de Nash con la normalización de la variedad, lo que
permite obtener una descripción más controlada del proceso de resolución de singulari-
dades. De hecho, esta variante, ya se hab́ıa introducido por González-Springberg en
[10], y estudiada posteriormente por H. Hironaka y M. Spivakovsky en [13] y [18].

Si bien la explosión de Nash es una herramienta aplicable a variedades algebraicas
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en general, en esta tesis nos enfocaremos en su estudio dentro del contexto de las varie-
dades tóricas. Estas son variedades algebraicas cuya estructura está determinada por
datos combinatorios. Además de ser un caso de interés por śı mismas, su descripción
combinatoria facilita tanto el análisis de la explosión de Nash como el proceso de nor-
malización. Este enfoque se apoya en el trabajo de González-Springberg [8], donde se
introduce el “ideal logaŕıtmico jacobiano”. Este ideal ha sido fundamental para pro-
porcionar una descripción completamente combinatoria de la explosión de Nash, lo que
permitió demostrar la resolución de singularidades en superficies tóricas.

En este trabajo abordamos el problema de resolución de singularidades en superfi-
cies tóricas normales resuelto por González-Springberg en [8] y posteriormente por A.
Atanasov et al. en [1]. Mientras que González-Springberg utilizó el cálculo de un área
asociada al cono que define la variedad, mostrando que dicha área decrece durante el
proceso, A. Atanasov et al. adoptaron una técnica diferente al asociar una fracción
continua al cono que define la superficie tórica. Con esta técnica la mejora se encuentra
en los parámetros que definen a la fracción continua. En este trabajo trataremos este
enfoque.

El trabajo de A. Atanasov et al. [1] proporciona una solución al problema de reso-
lución de superficies tóricas normales en caracteŕıstica cero. La parte fundamental de
dicha solución yace en el estudio de los vértices del llamado “poliedro de Newton”.
Posteriormente, en [4] se introduce el “ideal logaŕıtmico jacobiano módulo p”, lo que
permitió extender el concepto de poliedro de Newton a caracteŕıstica prima y con ello,
resolver el problema de resolución de singularidades en superficies tóricas en este con-
texto.

Además de exponer los resultados de [1] y [4], en esta tesis abordamos el sigui-
ente problema: caracterizar de manera precisa las superficies tóricas normales cuya
resolución se obtiene mediante una única explosión de Nash normalizada. Esta carac-
terización se establece a partir del análisis de las fracciones continuas asociadas a dichas
superficies. Es importante señalar que este es un resultado original.

Hemos estructurado esta tesis en cuatro caṕıtulos:
En el caṕıtulo 1 presentamos los preliminares necesarios, incluyendo una breve discusión
sobre las grassmannianas y las coordenadas de Plücker, aśı como un recordatorio de
aspectos básicos de geometŕıa tórica.

En el caṕıtulo 2 definimos formalmente la explosión de Nash, demostramos que ésta
es isomorfa a la explosión de la variedad en cierto ideal adecuado. También en el caso
de variedades tóricas definimos el ideal logaŕıtmico jacobiano el cual nos permitirá pro-
porcionar una descripción detallada de la explosión de Nash para el caso tórico, todo
esto en caracteŕıstica positiva.

En el caṕıtulo 3 cambiamos un poco la dirección de lo expuesto en los caṕıtulos
anteriores para explorar algunos resultados de fracciones continuas, herramientas que
serán fundamentales para el caṕıtulo siguiente.
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Finalmente, en el caṕıtulo 4 demostraremos que la explosión de Nash normalizada
resuelve las singularidades de superficies tóricas en caracteŕıstica positiva. Además,
también presentamos nuestra contribución principal: una caracterización precisa de
las superficies tóricas normales cuya explosión de Nash normalizada es suave.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

En el presente caṕıtulo se presentan algunos conceptos necesarios para este trabajo.
La lectura de esta tesis requiere conocimientos básicos de geometŕıa algebraica.
A menos que se indique lo contrario, a lo largo de este trabajo K denotará un campo
algebraicamente cerrado y de caracteŕıstica arbitraria.

1.1 La grassmanniana

La grassmanniana jugará un papel fundamental para definir la explosión de Nash,
por ello comenzaremos haciendo una breve discusión de ésta.

Es bien sabido que la grassmanniana tiene una estructura de variedad proyectiva
dada clásicamente por el morfismo de Plücker. Dado que en la prueba del teorema 2.7
utilizaremos dicho morfismo, daremos una breve descripción de éste. Un tratamiento
extenso del tema se puede consultar en [14].

Comenzamos fijando notación que sera útil para definir el morfismo de Plücker:

• Para n ∈ N, denotamos [n] = {1, 2, · · · , n} .

• Dado 1 ≤ d < n, denotamos al conjunto Sd = {(i1, · · · , in−d) ∈ [n]n−d : 1 ≤ i1 <
i2 < · · · < in−d ≤ n}.

Tomamos a Sd como conjunto de ı́ndices para etiquetar a las coordenadas de PN , donde
N =

(
n
d

)
− 1.

Definición 1.1. Sean d, n ∈ N, tales que d ≤ n. La grassmanniana de subespacios
vectoriales de Kn de dimensión d es el conjunto dado por:

Gr(d, n) = {W ≤ Kn : dimK(W ) = d}.
SeaW ∈ G(d, n) definido por el sistema de ecuaciones

∑n
j=1 a

i
jxj = 0, i = 1, · · · , n−d.

Consideramos la matriz MW = (aij), para cada (j1, · · · , jn−d) ∈ Sd, denotamos como

∆j1...jn−d
= det


a1j1 a1j2 . . . a1jn−d

a2j1 a2j2 . . . a2jn−d

...
...

. . .
...

an−d
j1

an−d
j2

. . . an−d
jn−d

 . (1.2)
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1.2. Geometŕıa Tórica

Definimos el morfismo de Plücker como sigue:

ψ : G(d, n) −→ PN

W 7−→ (· · · : ∆j1...jn−d
: · · · ).

El morfismo de Plücker induce una biyección entre la grassmanniana G(d, n) y una
subvariedad proyectiva de PN , definida por una familia de polinomios homogéneos de
grado 2. Véase [pág. 292 de [14]].

1.2 Geometŕıa Tórica

En esta sección definiremos nuestro objeto básico de estudio y presentaremos algunos
resultados fundamentales dentro de esta teoŕıa. No incluiremos demostraciones, las
mismas se pueden consultar en [2] y en [6].

1.2.1 Variedades tóricas afines

Dado n ∈ N denotaremos (K∗)n = (K \ {0})n. Este conjunto tiene las siguientes
propiedades:

1. (K∗)n tiene estructura de grupo multiplicativo.

2. (K∗)n = Kn \ V (x1 · · · xn), es decir, (K∗)n es una abierto af́ın de Kn.

3. (K∗)n ∼= V (x1y1 − 1, · · · , xnyn − 1) ⊂ K2n, es decir, (K∗)n es isomorfo a una
variedad af́ın.

Llamamos toro algebraico a toda variedad af́ın que sea isomorfa a (K∗)n y cuya
estructura de grupo sea heredada por dicho isomorfismo.

Definición 1.3. Una variedad tórica af́ın es una variedad af́ın irreducible V que
contienen un toro algebraico T como abierto de Zariski tal que la acción de T en śı
mismo se extiende a una acción algebraica de T en V .

Ejemplo 1.4. Consideremos la cúspide C = V (x3−y2) ⊂ K2 que es una variedad af́ın
irreducible. Definimos el subconjunto abierto T = C \ {(0, 0)} y observamos que T es
isomorfo a K∗ a través de los siguientes morfismos:

K∗ T K∗

t (t2, t3)

(a, b) b/a

Además, podemos ver que esta acción se extiende naturalmente a toda C, lo que
implica que C es una variedad tórica af́ın.
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1.2. Geometŕıa Tórica

Definición 1.5. Una ret́ıcula es un grupo abeliano libre de rango finito. Un semi-
grupo es un conjunto S dotado de una operación binaria asociativa con un elemento
identidad. Un semigrupo af́ın es un semigrupo que satisface las siguientes condi-
ciones:

• La operación binaria en S es conmutativa.

• S es finitamente generado, es decir, existe un conjunto finito A ⊆ S tal que

NA =

{∑
m∈A

amm : am ∈ N

}
= S.

• S puede encajarse en una ret́ıcula.

A continuación daremos una caracterización de las variedades tóricas a partir de
semigrupos afines.

Dado un semigrupo af́ın Γ ⊂ Zd definimos

K[tΓ] =

{∑
γ∈Γ

cγt
γ : cγ ∈ K y cγ ̸= 0 para un número finito de γ

}
.

Este tiene una estructura de K-álgebra con el producto inducido por:

tγ1 · tγ2 = tγ1+γ2 ,

donde la suma γ1 + γ2 corresponde a la operación del semigrupo.

Proposición 1.6. Sea Γ ⊂ Zd un semigrupo af́ın, entonces:

1. K[tΓ] es un dominio entero.

2. K[tΓ] es una K-álgebra finitamente generada.

3. La variedad af́ın XΓ correspondiente a K[tΓ] es una variedad tórica af́ın.

Ejemplo 1.7. Consideremos el semigrupo af́ın Γ ⊂ Z generado por {2, 3}, es decir,
Γ = {0, 2, 3, · · · } ⊂ N. Observemos que

K[tΓ] = K[t2, t3] ∼=
K[x, y]

⟨x3 − y2⟩
.

Esto implica que la variedad tórica af́ın asociada a Γ es XΓ = V (x3 − y2).

Ahora sabemos que todo semigrupo af́ın define una variedad tórica af́ın. Sin em-
bargo, esto es aún más general ya que dichos semigrupos caracterizan completamente
estas variedades.

Teorema 1.8. Sea V una variedad af́ın, entonces V es tórica si y sólo si V = XΓ para
algún semigrupo af́ın Γ.
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1.2. Geometŕıa Tórica

1.2.2 Variedades tóricas afines normales

El proceso de normalización de una variedad tórica juega un papel fundamental en
este trabajo, y los semigrupos afines serán una herramienta clave en su desarrollo.
A continuación, describiremos la construcción de variedades tóricas afines normales y
posteriormente analizaremos el proceso de normalización.

Consideremos un subconjunto finito S ⊂ Rd. Definimos el cono poliedral genera-
do por S como el conjunto de combinaciones lineales positivas de los elementos de S,
es decir

σ = R≥0(S) =

{∑
u∈S

λuu : λu ≥ 0

}
⊂ Rd.

Dado un cono poliedral σ en Rd, definimos su cono dual como

σ̌ = {m ∈ Rd : m · u ≥ 0 para todo u ∈ σ},
donde m · u denota el producto punto entre m y u.

Proposición 1.9. Sea σ ⊂ Rd un cono poliedral. Entonces σ̌ es un cono poliedral en
Rd y ˇ̌σ = σ.

De aqúı en adelante, cada vez que mencionemos un cono poliedral, nos referiremos
a él simplemente como cono.

Definición 1.10. Dado un cono σ ⊂ Rd, se dice que

• σ es fuertemente convexo si no contiene subespacios vectoriales de Rd de
dimensión positiva.

• σ es racional si existe un conjunto finito S ⊂ Zd tal que σ = R≥0(S).

Es importante notar que si σ es un cono racional, entonces σ̌ también lo es.

Proposición 1.11 (Lema de Gordan). Sea σ un cono racional en Rd. Entonces el
conjunto Sσ := σ̌ ∩ Zd es un semigrupo af́ın.

Del resultado anterior y de la proposición 1.6, tenemos que a cada cono racional
le corresponde una variedad tórica af́ın, dicha variedad la denotaremos por Xσ. Si el
cono σ ⊂ Rd es fuertemente convexo, entonces dim(Xσ) = d.

Ejemplo 1.12. Consideremos el cono R≥0((3,−1), (0, 1)) ⊂ R2. Podemos notar que
su cono dual es σ̌ = R≥0((1, 0), (1, 3)).

Figura 1.1: Semigrupo σ̌ ∩ Z2
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1.2. Geometŕıa Tórica

Notemos que el semigrupo af́ın Sσ = σ̌∩Z2 esta generado por {(1, 0), (1, 1), (1, 2), (1, 3)}.
De esta manera

K[Sσ] = K[x, xy, xy2, xy3] ∼=
K[x1, x2, x3, x4]

⟨x1x3 − x22, x1x4 − x2x3, x2x4 − x23⟩
.

Por lo tanto concluimos que la variedad tórica, esta dada por Xσ = V (x1x3−x22, x1x4−
x2x3, x2x4 − x23).

Teorema 1.13. Sea X una variedad tórica af́ın. Entonces X es normal si y sólo si
existe σ un cono racional fuertemente convexo tal que X = Xσ.

Ahora veamos brevemente el proceso de normalización de una variedad tórica af́ın. Sea
Γ ⊂ Zd un semigrupo af́ın. Definimos la saturación de Γ como

Sat(Γ) = R≥0(Γ) ∩ Zd.

De esta manera, la normalización de una variedad tórica af́ın se describe en el siguiente
enunciado.

Teorema 1.14. Sea Γ ⊂ Zd un semigrupo af́ın y sea σ̌ el cono generado por Γ. En-
tonces, la inclusión Γ ↪→ Sσ induce el morfismo Xσ −→ XΓ, que es la normalización
de XΓ.

Notemos que en el resultado anterior Sσ = Sat(Γ).

Hasta ahora, hemos caracterizado las variedades tóricas afines normales y hemos
revisado brevemente el proceso de normalización de una variedad tórica af́ın. A con-
tinuación, abordaremos otro aspecto importante: la descripción de su suavidad, la cual
como veremos está determinada por ciertas condiciones en los conos que la definen.
Para esto, comencemos definiendo las caras de un cono.

Dado m ∈ Rd denotamos como

Hm = {u ∈ Rd : m · u = 0}

Definición 1.15. Sea σ ⊂ Rd un cono, una cara de σ es un subconjunto de la forma
τ = Hm ∩ σ para algún m ∈ σ̌. Indicamos que τ es una cara de σ escribiendo τ ≤ σ.

Observación 1.16. Cada cara de un cono poliedral también es un cono poliedral.
Además, si σ es un cono fuertemente convexo y racional es posible encontrar m en
σ̌ ∩ Zd tal que τ = Hm ∩ σ.

La dimensión de un cono σ se define como dim(σ) = dim(Span(σ)), es decir, la
dimensión del subespacio vectorial más pequeño que lo contiene. En particular, un
rayo de σ es una cara de dimensión 1. Estos rayos juegan un papel fundamental ya
que determinan un conjunto generador canónico para un cono racional fuertemente
convexo.

Sea σ ⊂ Rd un cono racional y fuertemente convexo. Consideremos un rayo τ de
σ. Dado que τ es racional, el semigrupo τ ∩ Zd está generado por un único elemento
uτ ∈ τ ∩ Zd cuyas entradas son primos relativos. A este elemento se le conoce como el
generador primitivo de τ .
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1.2. Geometŕıa Tórica

τ

uτ

Figura 1.2: Rayo τ ⊆ R2 y su generador primitivo uτ .

Proposición 1.17. Un cono racional fuertemente convexo es generado por los genera-
dores primitivos de sus rayos.

Al conjunto descrito en la proposición anterior lo llamamos conjunto mı́nimo gene-
rador de un cono racional fuertemente convexo.

Decimos que un elemento m ∈ σ̌ ∩Zd no cero es irreducible si m = m1 +m2 para
m1,m2 ∈ σ̌ ∩ Zd implica que m1 = 0 o m2 = 0.
Para un cono σ ⊂ Rd de dimensión máxima, el semigrupo σ̌ ∩ Zd tiene un conjunto
generador minimal único, que se construye de la siguiente manera.

Proposición 1.18. Sea σ ⊂ Rd un cono racional fuertemente convexo de dimensión
máxima. Entonces

H = {m ∈ σ̌ ∩ Zd : m es irreducible}

tiene las siguientes propiedades

1. H es finito y genera a σ̌ ∩ Zd.

2. H contiene los generadores de los rayos generadores de las aristas de σ̌.

3. H es el mı́nimo conjunto generador de σ̌ ∩ Zd con respecto a la inclusión.

El conjunto H definido en la proposición anterior es llamado la base de Hilbert
del semigrupo σ̌ ∩ Zd. Esta base será fundamental en caṕıtulos posteriores.

Definición 1.19. Un cono racional fuertemente convexo σ ⊂ Rd de dimensión máxima
es suave si el conjunto mı́nimo de generadores de σ es una Z-base para Zd.

El concepto de suavidad de una variedad tórica af́ın normal se relaciona directa-
mente con la suavidad de los conos que la definen, lo cual constituye un ejemplo claro
de las ventajas que ofrece la descripción combinatoria de estos objetos.

Teorema 1.20. Sea σ ⊂ Rd un cono racional fuertemente convexo. Entonces Xσ es
suave si y sólo si σ es suave. Más aún, toda variedad tórica af́ın suave es de esta
forma.
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1.2. Geometŕıa Tórica

1.2.3 Variedades tóricas

En un sentido amplio, una variedad tórica es una variedad irreducible X que contiene
a un toro T ∼= (K∗)n como subconjunto abierto de Zariski tal que la acción de T en si
mismo se extiende a una acción algebraica de T en X.

Un resultado fundamental en la teoŕıa de variedades tóricas establece que toda
variedad tórica normal puede ser cubierta por variedades tóricas afines normales (véase
el teorema 1.23). Este hecho permite asociarles un objeto combinatorio que facilita su
estudio. Sin embargo, no todas las variedades tóricas son normales, lo que implica que
las herramientas combinatorias del caso normal no siempre son aplicables. En [7] se
aborda este problema y se propone una construcción que generaliza el caso normal. A
continuación, presentaremos ambas construcciones.

Variedades tóricas normales

La construcción de una variedad tórica normal se apoyara de la construcción dada
a partir de conos descrita en la subsección anterior. Comenzamos presentando un
resultado que describe el anillo de coordenadas asociado a una cara de un cono dado.

Proposición 1.21. Sea σ ⊂ Rd un cono fuertemente convexo racional y sea τ = Hm∩σ
una cara de σ, con m ∈ σ̌ ∩ Zd. Entonces K[Sτ ] es la localización de K[Sσ] en
tm ∈ K[Sσ].

Definición 1.22. Un abanico Σ en Rd es una colección finita de conos en Rd tal que

1. Cada cono σ ∈ Σ es un cono poliedral fuertemente convexo y racional.

2. Para todo σ ∈ Σ, cada cara de σ está también en Σ.

3. Para cualesquiera σ1, σ2 ∈ Σ, la intersección σ1 ∩ σ2 es una cara de ambos conos.

A partir de la información de un abanico, haremos la construcción de una variedad
algebraica. Consideremos Σ ⊂ Rd un abanico:

• Cada σ ∈ Σ define una variedad tórica af́ın Xσ.

• Cada τ ≤ σ define un cono τ = Hm∩σ. Por la Proposición 1.21, K[Sτ ] = K[Sσ]tm .
Aśı, Xτ = Xσ \ V (tm).

• Sean σ1, σ2 ∈ Σ y τ = σ1 ∩ σ2. Entonces existe m ∈ σ̌1 ∩ (−σ̌2) ∩ Zd tal
que σ1 ∩ Hm = τ = σ2 ∩ H−m. Por lo tanto, tenemos el siguiente diagrama
conmutativo:

Xσ1 ⊃ Xσ1 \ V (tm) Xσ2 \ V (t−m) ⊂ Xσ2

(Xσ1)tm (Xσ2)t−m

∼=

gσ1,σ2

7



1.2. Geometŕıa Tórica

De esta manera construimos la variedad XΣ que consta de abiertos afines Xσ, donde
dos abiertos Xσ1 , Xσ2 se pegan v́ıa el isomorfismo gσ1,σ2 . Esta es una variedad tórica,
normal y separada.

Teorema 1.23 (Sumihiro). Sea X una variedad tórica normal separada, entonces
existe un abanico Σ tal que X = XΣ.

Variedades tóricas no normales

Como mencionamos anteriormente, existen variedades tóricas no normales que no satis-
facen el teorema de Sumihiro. Un ejemplo de esto se presenta en [7, Example 41], donde
se muestra que la curva proyectiva V (y2z− x2(x+ z)) ⊂ P2 es una variedad tórica que
no cumple con dicho teorema. Este ejemplo resalta la necesidad de proponer una con-
strucción que generalice el caso normal. A continuación, presentamos la propuesta
realizada por P. González y B. Teissier en [7].

Sea Γ0 ⊂ Zd un semigrupo af́ın, denotamos como σ̌ al cono generado por Γ0 y a σ
su cono dual. Si τ es una cara de σ, entonces Γ0 ∩ τ⊥ es un subsemigrupo finitamente
generado, aśı Z(Γ0 ∩ τ⊥) ⊂ Zd denota su ret́ıcula.

Consideramos ahora una pareja (Σ,Γ), que consta de una abanico Σ en Zd y una
familia de semigrupos afines Γ = {Γσ ⊂ σ̌ ∩ Zd : σ ∈ Σ} que satisfacen lo siguiente:

1. ZΓσ = Zd y R≥0Γσ = σ̌, para todo σ ∈ Σ.

2. Γτ = Γσ + Z(Γσ ∩ τ⊥), para cada σ ∈ Σ y para cualquier τ cara de σ.

Aśı, se define la variedad XΓ
Σ como la unión de las variedades afines XΓσ , con σ ∈ Σ,

donde para cualesquier par σ1, σ2 ∈ Σ pegamos XΓσ1
y XΓσ2

a lo largo de un abierto
común XΓσ1∩σ2

(ver [7]).

Teorema 1.24. La variedad XΓ
Σ es una variedad tórica, y XΣ es su normalización.
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Caṕıtulo 2

Explosión de Nash

En este caṕıtulo presentaremos la definición formal de la explosión de Nash y de-
mostraremos su equivalencia con la explosión de la variedad a lo largo de un cierto
ideal. Posteriormente, ofreceremos una descripción combinatoria de este proceso en
el contexto de variedades tóricas. El contenido de este caṕıtulo está basado en los
trabajos [15], [4] y [7].

Definición 2.1. Sea X una variedad af́ın, y sea I = ⟨f0, . . . , fs⟩ un ideal de K[X].
Consideremos el morfismo

φ : X \ V (I) −→ X × Ps, φ(p) = (p, (f0(p) : · · · : fs(p))).

La explosión de X a lo largo del ideal I, denotada por BlI(X), es la cerradura de
Zariski de la imagen φ(X \ V (I)) en X × Ps.

Definición 2.2. Sea X ⊂ Kn una variedad algebraica irreducible de dimensión d.
Consideremos la aplicación

G : X \ Sing(X) −→ X ×Gr(d, n), G(p) = (p, Tp(X)),

donde Tp(X) es el espacio tangente de X en p. Denotamos por X∗ a la cerradura de
Zariski de G(X \ Sing(X)) en X ×Gr(d, n) y llamamos ν a la restricción en X∗ de la
proyección de X ×Gr(d, n) sobre X. La explosión de Nash es el par (X∗, ν).

En virtud del morfismo de Plücker, consideramos la grassmanniana G(d, n) como
una subvariedad de PN . Con esta identificación, la explosión de Nash se describe como

X∗ ∼= ψ0(X \ Sing(X)) ⊂ X × PN ,

donde la aplicación

ψ0 := (Id×ψ) ◦G : X \ Sing(X) −→ X × PN (2.3)

asigna a cada punto no singular de X las coordenadas de Plücker del espacio tangente.

Ejemplo 2.4. [17] Consideremos la curva X = {(x, y) ∈ C2 : xp + yq = 0}, donde
p, q ∈ N son primos relativos. Notemos que X tiene una única singularidad en el origen.
Luego tenemos que

X∗ = {((x, y), (pxp−1 : qyq−1)) ∈ X × P1 : (x, y) ̸= (0, 0)}
= {((x, y), (pxp−1xy : qyq−1xy)) ∈ X × P1 : (x, y) ̸= (0, 0)}.
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Usando que xp = −yq, escribimos

X∗ = {((x, y), (−pyqy : qyqx)) ∈ X × P1 : (x, y) ̸= (0, 0)}
= {((x, y), (−py : qx)) ∈ X × P1 : (x, y) ̸= (0, 0)}.

Veamos su representación en cartas afines:

X∗ ∩ U0
∼=

{(
x, y,

−q
p

x

y

)
∈ C3 : xp + yq = 0, (x, y) ̸= (0, 0)

}
∼=

{(
x, y,

x

y

)
∈ C3 : xp + yq = 0, (x, y) ̸= (0, 0)

}
⊂

{
(x, y, x′) ∈ C3 : xp + yq = 0, yx′ = x

}
.

De esta manera,

X∗ ∩ U0
∼= {(y, x′) ∈ C2 : (yx′)p + yq = 0}.

Por lo tanto,

X∗ ∩ U0
∼= {(y, x′) ∈ C2 : x′p + yq−p = 0}, si q ≥ p; (2.5)

X∗ ∩ U0
∼= {(y, x′) ∈ C2 : yp−qx′q + 1 = 0}, si q ≤ p. (2.6)

La curva (2.6) es no singular. En cambio la curva (2.5) aún presenta una singularidad
en el origen, pero con un exponente menor. La representación de X∗ ∩ U1 se obtiene
de manera análoga.

Hemos visto en el caso concreto de la curva X cómo se construye la explosión de
Nash y cómo esta transformación modifica la singularidad en el origen. De manera
más general, A. Nobile demostró que la explosión de Nash de cualquier variedad puede
interpretarse en términos de una explosión a lo largo de un ideal, lo que proporciona una
perspectiva más amplia sobre su naturaleza algebraica. A continuación, enunciamos
este resultado.

Teorema 2.7. [15, Theorem 1] Sea X ⊂ Kn una variedad irreducible, entonces la
explosión de Nash de X es la explosión de X a lo largo de un ideal.

Demostración. Sea I(X) = ⟨f1, . . . , fm⟩ el ideal que define X, y supongamos que
dim(X) = d. Consideremos la matriz jacobiana de X:

Jac(X) =

(
∂fi
∂xj

)
, 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n.

Por el criterio jacobiano, existe un menor de tamaño (n − d) × (n − d) que no se
anula en algún punto de X. Sin pérdida de generalidad, supongamos que dicho menor
corresponde a la submatriz obtenida al tomar las primeras n− d filas de Jac(X).

Definamos la matriz

J =

(
∂fi
∂xj

)
, 1 ≤ i ≤ n− d, 1 ≤ j ≤ n.
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2.1. Explosión de Nash en variedades tóricas

Para una elección de columnas α ∈ Sd de la matriz J , denotamos por ∆α al menor
correspondiente a dichas columnas (ver la notación de la grassmanniana, sección 1.1).

Ahora, consideremos el ideal

I = ⟨∆α | α ∈ Sd⟩.

Afirmamos que BlI(X) coincide con la explosión de Nash de X. Para demostrarlo,
primero observemos que por construcción el conjunto de ceros de I, es decir, V (I),
contiene al conjunto de puntos singulares de X, esto es

S(X) ⊆ V (I).

Esto implica que el complemento X \ V (I) es denso en X \ S(X) en la topoloǵıa de
Zariski. Como la explosión de Nash se define como la cerradura

X∗ = ψ0(X \ S(X)),

obtenemos que
X∗ = ψ0(X \ V (I)).

Sea z ∈ X \ V (I). Entonces, z no es singular. Además,

Tz(X) =
n−d⋂
i=1

V

(
n∑

j=1

∂fi(z)

∂xj
xj

)
.

Aplicando el morfismo de Plücker obtenemos

ψ(Tz(X)) = (· · · : ∆α : · · · )α∈Sd
, (2.8)

donde ∆α es el determinante obtenido de la matriz
(

∂fi(z)
∂xj

)
, con 1 ≤ i ≤ n − d y

1 ≤ j ≤ n, al seleccionar las columnas correspondientes a α. De esta forma, tomando
φ según la definición 2.1, y considerando las igualdades (2.8) y (2.3), concluimos que

φ(z) = (z, (· · · : ∆α : · · · )) = ψ0(z),

es decir, la explosión de Nash de X coincide con la explosión de X a lo largo del ideal
I.

2.1 Explosión de Nash en variedades tóricas

En el contexto de variedades tóricas, la explosión de Nash puede describirse de manera
combinatoria. En caracteŕıstica cero, esta descripción se basa en el ideal logaŕıtmico
jacobiano introducido por González-Sprinberg en [8]. Mucho tiempo después, en [4],
este concepto fue generalizado para el caso de caracteŕıstica prima, permitiendo exten-
der dicha descripción. En esta sección, abordaremos el caso de caracteŕıstica prima.
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2.1. Explosión de Nash en variedades tóricas

Definición 2.9 ([8],[4]). Supongamos que char(K) = p ≥ 0. Sea Γ ⊂ Zd un semigrupo
af́ın generado por {γ1, · · · , γn}, tal que ZΓ = Zd. El ideal logaŕıtmico jacobiano
módulo p de XΓ es el ideal:

Jp = ⟨tγi1+···+γid : det(γi1 · · · γid) ̸= 0 (mod p), i1 < · · · < id⟩ ⊆ K[tΓ].

Ejemplo 2.10. Consideremos el semigrupo Γ ⊂ Z2 generado por {(1, 0), (1, 1), (1, 2)}.
Calculamos para cada p el correspondiente ideal logaŕıtmico jacobiano módulo p. Para
ello, comenzamos calculando los determinantes de las matrices formadas por pares de
generadores:

det

(
1 1
0 1

)
= 1, det

(
1 1
0 2

)
= 2, det

(
1 1
1 2

)
= 1.

Aśı, para p = 2
J2 = ⟨t(1,0)+(1,1), t(1,1)+(1,2)⟩ = ⟨t(2,1), t(2,3)⟩,

para p = 0 y p ≥ 3

Jp = ⟨t(1,0)+(1,1), t(1,0)+(1,2), t(1,1)+(1,2)⟩ = ⟨t(2,1), t(2,2), t(2,3)⟩.

Teorema 2.11. [4, Theorem 1.9] Supongamos que char(K) = p > 0. La explosión de
Nash de XΓ es isomorfa a la explosión de la variedad a lo largo de su ideal logaŕıtmico
jacobiano módulo p.

Antes de demostrar el teorema 2.11, presentamos algunos lemas que serán funda-
mentales en la prueba. Además, incluimos un ejemplo para ilustrar una de las ideas
clave.

Sea Γ ⊂ Zd un semigrupo af́ın generado por {γ1, · · · , γn}, tal que ZΓ = Zd. En-
tonces se tiene que

I(XΓ) = ⟨Xαi −Xβi : b(αi) = b(βi)⟩i∈[m],

donde b : Zn → Zd se define por b(ei) = γi para todo 1 ≤ i ≤ n (ver Lema 3.6 de [19]).

Observación 2.12. El número de generadores del ideal es al menos la codimensión de
la variedad, es decir c = n− d.

Sea K = (k1, k2, · · · , kc) ∈ Sd. Definimos a JK como la submatriz obtenida de
Jac(XΓ) al considerar las primeras c filas y las columnas correspondientes aK. Además,
definimos a BK como la submatriz obtenida de B = (αi − βi)i∈[c] al tomar las filas
correspondientes a K.

Ejemplo 2.13. Consideremos el semigrupo af́ın Γ ⊂ Z2 generado por los elementos
{(1, 0), (1, 1), (1, 2), (1, 3)}. Del Ejemplo 1.12, sabemos que el ideal de la variedad XΓ

está dado por
I(XΓ) = ⟨x1x3 − x22, x1x4 − x2x3, x2x4 − x23⟩.
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2.1. Explosión de Nash en variedades tóricas

Siguiendo la notación anterior, definimos los vectores

α1 = (1, 0, 1, 0), α2 = (1, 0, 0, 1), α3 = (0, 1, 0, 1),

β1 = (0, 2, 0, 0), β2 = (0, 1, 1, 0), β3 = (0, 0, 2, 0).

De esta manera, obtenemos la matriz

B =


1 1 0
−2 −1 1
1 −1 −2
0 1 1

 .

Asimismo, la matriz jacobiana asociada a XΓ es

Jac(XΓ) =

x3 −2x2 x1 0
x4 −x3 −x2 x1
0 x4 −2x3 x2

 .

Consideremos ahora el subconjunto de ı́ndices K = {2, 3}. Calculamos los deter-
minantes de las submatrices BK y JK :

det(BK) = det

(
−2 −1
1 −1

)
= 3, det(JK) = det

(
−2x2 x1
−x3 −x2

)
= 2x22 + x1x3.

Ahora, observemos la siguiente relación:

x2x3 det(JK) = x2x3(2x
2
2 + x1x3)

= 2x22x2x3 + x1x2x3x3

≡ 2x1x3x1x4 + x1x1x4x3 (mod I(XΓ))

≡ 3x1x1x3x4 (mod I(XΓ)).

Finalmente, usando la notación multíındice X = (x1, x2, x3), obtenemos la relación

x2x3 det(JK) ≡ Xα1Xα2 det(BK). (2.14)

La relación (2.14) ilustra un caso especial de un resultado más general, que presen-
tamos en el siguiente lema.

Lema 2.15. Con la notación anterior

Xk1 . . . Xkc det(JK) ≡
c∏

i=1

Xαi det(BK) (mod I(XΓ)).

Demostración. Para cada i ∈ [C] escribimos

αi = (αi(1), αi(2), · · · , αi(n)) y βi = (βi(1), βi(2), · · · , βi(n)).
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2.1. Explosión de Nash en variedades tóricas

Por propiedades de determinantes tenemos que

Xk1
. . . Xkc

det(JK) = det


α1(k1)X

α1 − β1(k1)X
β1 . . . α1(kc)X

α1 − β1(kc)X
β1

α2(k1)X
α2 − β2(k1)X

β2 . . . α2(kc)X
α2 − β2(kc)X

β2

...
. . .

...
αc(k1)X

αc − β2(k1)X
βc . . . αc(kc)X

αc − βc(kc)X
βc



≡ det


(α1(k1)− β1(k1))X

α1 . . . (α1(kc)− β1(kc))X
α1

(α2(k1)− β2(k1))X
α2 . . . (α2(kc)− β2(kc))X

α2

...
. . .

...
(αc(k1)− βc(k1))X

αc . . . (αc(kc)− βc(kc))X
αc

 (mod I(XΓ))

≡
c∏
i1

Xαi det(BK) (mod I(XΓ)).

Lema 2.16. Sea

0 Kc Kn Kd 0B A

una sucesión exacta corta de K-espacios vectoriales. Sea K ⊂ [n] tal que |K| = c.
Denotamos por BK a la matriz formada por los renglones de B correspondintes a K.
Y denotamos como A[n]\K a la matriz formada por las columnas de A correspondientes
al conjunto [n] \K. Entonces det(BK) ̸= 0 si y sólo si det(A[n]\K) ̸= 0.

Demostración. Sin pérdida de generalidad supongamos que K = {d + 1, · · · , n} y
denotemos D = [n] \K.

Supongamos que det(BK) ̸= 0. Sean λ1, · · · , λd ∈ K tales que

λ1a1 + · · ·+ λdad = 0,

donde aj son los vectores columna de AD. Aśı, λ1A(e1)+ · · ·+λdA(ed) = 0, donde {ej}
es base canónica de Kn, aśı

∑d
i=1 λiei ∈ ker(A), entonces existe x = (x1, · · · , xc) ∈ Kc tal

que B(x) =
∑d

i=1 λiei, es decir
∑c

j=1 bijxj = λi para cada i = 1, · · · , d, y BK(x) = 0.
Como det(BK) ̸= 0, entonces x = 0 y con ello λj = 0 para cada j. Por lo tanto
det(AD) ̸= 0.

Para la otra implicación, basta aplicar la discusión anterior en la sucesión

0 Kd Kn Kc 0AT BT

donde AT y BT son las matrices transpuestas de A y B respectivamente.

Demostración del teorema 2.2. Asumamos que {γ1, · · · , γn} es el conjunto mı́nimo de
generadores de Γ ⊆ Zd y que ZΓ = Zd. Tomamos c = n− d. Por el criterio jacobiano,
existen Xα1 −Xβ1 , · · · , Xαc −Xβc ∈ I(XΓ) tales que rank(Jac(Xαi −Xβi)i∈[c]) = c.

Consideremos la sucesión

Zc Zn ZdB A

(2.17)
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2.2. Descripción combinatoria de la explosión de Nash en variedades tóricas

donde A = (γ1 · · · γn) y B = (α1 − β1 · · ·αc − βc). Notemos que A es sobreyectiva pues
Zd = ZΓ.
Afirmamos que Im(B) ⊂ ker(A). Consideremos el morfismo

πΓ : K[X1, · · · , Xn] → K[tΓ], πΓ(Xi) = tγi .

Dado que ker(πΓ) = I(XΓ), entonces
∑n

j=1 αjiγj =
∑n

j=1 βjiγj, donde αi = (α1i, · · · , αni)
y βi = (β1i, · · · , βni) para i = 1, · · · , c. Con ello se sigue que Im(B) ⊂ ker(A).

La sucesión (2.17) induce, cocientando módulo p, la siguiente sucesión

0 Zc
p Zn

p Zd
p 0B A (2.18)

donde A y B se obtienen con las entradas de A y B módulo p respectivamente. Vamos
a mostrar que la sucesión (2.18) es exacta.
Primero notemos que A es sobreyectiva pues A lo es y de manera similar, Im(B) ⊂
ker(A).

Sea J = Jac(Xαi −Xβi)i∈[c]. Como rango(J) = c, existe K0 ⊂ [n] con |K0| = c tal
que det(JK0) ̸= 0 en K[tΓ].

Dado que {γ1, · · · , γn} es un conjunto mı́nimo de generadores de Γ, se tiene que
Xi /∈ I(XΓ), por lo tanto,

∏
k∈K0

Xk det(JK0) ̸≡ 0 mod I(XΓ). Aśı, por el Lema 2.15,

det(B) ̸= 0, entonces B tiene rango c y, con ello, B es inyectiva. Considerando las
dimensiones, concluimos que (2.18) es exacta.

Luego, consideremos K ⊂ [n], con |K| = c. Por el Lema 2.15 tenemos que

X1X2 · · ·Xn det(JK) ≡

 ∏
i∈[n]\K

Xi

( c∏
i=1

Xαi

)
det(BK). (2.19)

Por el teorema 2.7, tenemos que X∗
Γ es isomorfo a la explosión de XΓ a lo largo del

ideal ⟨det(JK) : K ⊂ [n], |K| = c⟩. Dado que multiplicar por un ideal principal resulta
en explosiones isomorfas, al multiplicar por ⟨X1 · · ·Xn⟩ y usar la congruencia (2.19),
obtenemos:

X∗
Γ

∼= Bl⟨(
∏

i∈[n]\K Xi)(
∏c

i=1 X
αi ) det(BK):K⊂[n],|K|=c⟩X

∗
Γ

∼= Bl⟨(
∏

i∈[n]\K Xi) det(BK):K⊂[n],|K|=c⟩X
∗
Γ.

Ahora, en virtud del Lema 2.15, tenemos que〈 ∏
i∈[n]\K

Xi : det(BK) ̸= 0,K ⊂ [n], |K| = c

〉
=

〈 ∏
i∈[n]\K

Xi : det(A[n]\K) ̸= 0,K ⊂ [n], |K| = c

〉
,

el cual corresponde al ideal Jp.

2.2 Descripción combinatoria de la explosión de Nash en variedades tóricas

En la sección anterior vimos que la explosión de Nash de una variedad tórica co-
rresponde a la explosión de la variedad a lo largo de su ideal logaŕıtmico jacobiano
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2.2. Descripción combinatoria de la explosión de Nash en variedades tóricas

módulo p, el cual es un ideal monomial. En esta sección, describiremos la explosión
de una variedad tórica af́ın a lo largo de un ideal monomial desde un enfoque combi-
natorio. Posteriormente, veremos como se aplica esto en el caso de la explosión de Nash.

Sea Γ ⊂ Zd un semigrupo af́ın tal que ZΓ = Zd. Denotemos por σ̌ = R≥0Γ y σ su
cono dual, asumamos además que σ̌ es fuertemente conexo.

Consideremos un ideal monomial I = ⟨tm1 , · · · , tmk⟩ ⊂ K[tΓ]. Para simplificar,
también denotamos como I al conjunto de exponentes es decir, I = {m1, . . . ,mk}.
Definimos el poliedro de Newton asociado a I como:

Nσ(I) = σ̌ + Conv{m1, · · · ,mk},

donde Conv denota la envolvente convexa.
Para cada mi ∈ I, definimos los semigrupos

Γi = Γ + Z≥0(m1 −mi, . . . ,mk −mi),

y denotamos por σi a los conos duales de σ̌i = R≥0Γi. Además, para τ ≤ σi, definimos
el semigrupo Γi,τ = Γ + Z(Γ ∩ τ⊥) y denotamos por Γ(I) a la familia de todos estos
semigrupos.

Finalmente, el abanico asociado a I, denotado por Σ(I), se define como:

Σ(I) = {τ ≤ σi : mi es vértice de Nσ(I)}.

Observación 2.20. Usando la construcción de P. González y B. Teissier descrita en
el caṕıtulo 1 (ver teorema 1.24), tenemos que la pareja (Σ(I),Γ(I)) determina una
variedad tórica.

Teorema 2.21. Con la notación anterior, la variedad tórica X
Γ(I)
Σ(I) es isomorfa a

BlI(XΓ).

Demostración. Ver Proposición 32 de [7].

Ejemplo 2.22. Consideremos el semigrupo Γ ⊂ Z2 generado por {γ1 = (1, 0), γ2 =
(1, 1), γ3 = (1, 2)}. Recordemos que

Jp = ⟨tγi1+γi2 : det(γi1 γi2) ̸= 0 (mod p), i1 < i2⟩ ⊆ K[tΓ].

Aśı del ejemplo 2.10 tenemos que J2 = {(2, 1), (2, 3)}, y Jp = {(2, 1), (2, 2), (2, 3)},
para p = 0 y p ≥ 3.
Consideramos el poliedro de Newton Nσ(Jp) y notamos que para cualquier p, los
vértices de éste son m1 = (2, 1) y m3 = (2, 3).

Por el teorema 2.21 las cartas afines de la explosión de Nash están determinadas
por los siguientes semigrupos:

Γ1 = Γ + N{(2, 2)− (2, 1), (2, 3)− (2, 1)}
= Γ + N{(0, 1), (0, 2)}
= N{(1, 0), (0, 1)}
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2.2. Descripción combinatoria de la explosión de Nash en variedades tóricas

σ̌

m1

m2

m3

Nσ(Jp)

Γ3 = Γ + N{(2, 1)− (2, 3), (2, 2)− (2, 3)}
= Γ + N{(0,−2), (0,−1)}
= N{(0,−1), (1, 2)}.

Por último, hagamos notar que el poliedro de Newton no dependió de p. Esto no es
una coincidencia y será una observación clave cuando demostremos que en caracteŕıstica
arbitraria, la iteración de la explosión de Nash normalizada resuelve superficies tóricas
normales.
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Caṕıtulo 3

Fracciones continuas

Las fracciones continuas ofrecen una manera de representar números reales mediante
cocientes anidados. Más allá de su uso clásico en teoŕıa de números, estas estructuras
han encontrado aplicaciones significativas en la teoŕıa de singularidades, especialmente
en la resolución de superficies tóricas normales. Su aplicación se vuelve crucial en este
contexto, ya que permiten una descripción precisa de la resolución de singularidades.
Trabajos como [1], [6], [16],[2], [9] han explorado su utilidad en este contexto, par-
ticularmente en relación con la versión de Hirzebruch-Jung que analizaremos en este
caṕıtulo.

El objetivo de este caṕıtulo es presentar algunos resultados fundamentales sobre
fracciones continuas de Hirzebruch-Jung, tal como se describen en [1]. Estos resul-
tados serán esenciales para el desarrollo de los conceptos abordados en el caṕıtulo
siguiente.

Dada una fracción continua

[a1, · · · , ar] = a1 −
1

a2 −
1

a3 −
1

. . . − 1

ar

definimos las siguientes sucesiones:

p−1 = 0, p0 = 1, pi = aipi−1 − pi−2, 1 ≤ i ≤ r.
q0 = 0, q1 = 1, qi = aiqi−1 − qi−2, 2 ≤ i ≤ r.

(3.1)

Proposición 3.2. Sea [a1, · · · , ar] una fracción continua. Para cada i ∈ {1, · · · , r} se

tiene que [a1, · · · , ai] =
pi
qi
.

Demostración. Procedamos por inducción sobre i. Notemos que para [a1], es válido el
resultado pues, en este caso p1 = a1 y q1 = 1.
Sea i > 1, asumamos el resultado para i − 1. Consideremos la fracción continua de
i− 1 términos [a1, a2, · · · , ai−2, ai−1 − 1/ai] y sean Pj, Qj como en (3.1), las sucesiones
definidas por dicha fracción continua. Observemos que Pj = pj y Qj = qj para cada
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j < i− 1. De esta manera tenemos que

[a1 · · · , ai] = [a1, · · · , ai−1 − 1/ai]

=
Pi−1

Qi−1

=
(ai−1 − 1/ai)pi−2 − pi−3

(ai−1 − 1/ai)qi−2 − qi−3

=
(ai−1ai − 1)pi−2 − aipi−3

(ai−1ai − 1)qi−2 − aiqi−3

=
ai(ai−1pi−2 − pi−3)− pi−2

ai(ai−1qi−2 − qi−3)− qi−2

=
pi
qi
.

Proposición 3.3. Para i > 0, se satisface pi−1qi − piqi−1 = 1.

Demostración. Procedamos por inducción sobre i. Sea i > 1, asumamos el resultado
cierto para i− 1. Entonces,

pi−1qi − piqi−1 = pi−1(aiqi−1 − qi−2)− (aipi−1 − pi−2)qi−1

= pi−2qi−1 − pi−1qi−2

= 1.

Los dos resultados previos nos dicen que pi/qi es una fracción en su forma reducida.

Proposición 3.4. Para i < j el denominador de la fracción [ai+1, · · · , aj] en su forma
reducida es piqj − pjqi.

Demostración. El caso i = j − 1 se deduce de la Proposición 3.3. Procedamos por
inducción decreciente sobre i.

Para cada i < j, sean Ni, Di ∈ Z>0 tales que [ai+1, · · · , aj] = Ni/Di está en su
forma reducida. Por convención tomemos Nj = 1 y Dj = 0.
Notemos que

[ai+1, · · · , aj] =
ai+1Ni+1 −Di+1

Ni+1

,

está también en su forma reducida. Por lo tanto Di = Ni+1 y Ni = ai+1Ni+1 −Di+1, y
de esta manera Di satisface la siguiente recurrencia decreciente

Di = ai+2Di+1 −Di+2.

Por hipótesis de inducción Di+1 = pi+1qj − pjqi+1 y Di+2 = pi+2qj − pjqi+2. Entonces,

Di = ai+2Di+1 −Di+2

= ai+2(pi+1qj − pjqi+1)− pi+2qj − pjqi+2

= (ai+2pi+1 − pi+2)qj − pj(ai+2qi+1 − qi+2)

= piqj − pjqi.
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Proposición 3.5. Para cualquier número racional x, existe una cantidad finita de
enteros a1, · · · , ak tales que x = [a1, · · · , ak]. Dichos ai están uńıvocamente determi-
nados.

Demostración. Daremos un proceso constructivo. Comenzamos renombrando x1 = x,
ahora tomemos a1 = ⌈x1⌉ y definamos b1 = a1 − x1. Notemos que 0 < b1 < 1, por lo
que x2 = 1/b1 > 1. Recursivamente obtenemos xi, ai = ⌈xi⌉, bi = ai−xi y xi+1 = 1/bi.
Para cada i, sean ni, di ∈ Z tales que xi = ni/di es su forma reducida. Como xi+1 =
1/(a1−xi), entonces xi+1 = di/(aidi−ni) y esta es su forma reducida, pues ni y di son
primos relativos. De esta manera

ni+1 = di. (3.6)

Ahora, por como se definieron bi, tenemos que xi > 1 para toda i > 1, entonces
ni+1 > di+1 y por (3.6),

di > di+1,

es decir la sucesión {di}i>1 es estrictamente decreciente, por lo tanto existe k ∈ N tal
que dk = 1 y el proceso termina.
El proceso que acabamos de describir implica la unicidad de las ai.

Observación 3.7. De la demostración de la proposición anterior, se deducen dos
hechos importantes:

• Dado que xi > 1 para toda i > 1, se sigue que ai > 1 para toda i > 1, pues
ai = ⌈xi⌉.

• Si x es un número racional tal que 0 < x ≤ 1, entonces el primer coeficiente de
su fracción continua es a1 = 1.

Esta observación nos proporciona información general de los valores que aparecen
en la fracción continua asociada a un número racional.

Corolario 3.8. Si ai > 1 para i > 1, entonces para 1 < j ≤ i, el denominador de
[ai, · · · , aj] es estrictamente menor que el de [a1, · · · , aj].

Demostración. Siguiendo la notación presentada en la demostración de la Proposición
3.5, para la fracción continua [a1, · · · , aj], tenemos que

x2 =
1

a1 − x1

=
1

a1 − [a1, · · · , aj]
= [a2, · · · , aj].

De manera recursiva podemos ver que xi = [ai, · · · , aj]. Y dado que la sucesión de las
di es estrictamente decreciente, se concluye el resultado.

Proposición 3.9. Si ai > 1 para i > 1, entonces para toda j > i, el denominador de
[a1, · · · , ai] es estrictamente menor que el de [a1, · · · , aj].
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Demostración. Sabemos que el denominador de [a1, · · · , ai] es qi, por lo que basta
probar que la sucesión de las qi es estrictamente decreciente.
Procedamos por inducción sobre i. Supongamos que qi−1 − qi−2 > 0. Veamos que

qi − qi−1 = aiqi−1 − qi−2 − qi−1

= (ai − 1)qi−1 + qi−1 − qi−2 > 0.

Observación 3.10. De la demostración de la proposición anterior vemos que qi−qi−1 >
0, esto implica que la sucesión de las qi es estrictamente creciente.

Corolario 3.11. Si ai > 1 para i > 1, entonces para toda 1 < i < j < k, el denomi-
nador de [ai, · · · , aj] es estrictamente menor que el de [a1, · · · , ak].

Demostración. Dado que 1 < i < j, el corolario 3.8 garantiza que el denominador en
su forma reducida de [ai, . . . , aj] es estrictamente menor que el de [a1, . . . , aj]. Además,
por la proposición 3.9, como j < k, este denominador es estrictamente menor que el
de [a1, . . . , ak].
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Caṕıtulo 4

Explosión de Nash en superficies
tóricas

En este caṕıtulo planteamos dos objetivos principales. El primero es analizar cómo la
iteración de la explosión de Nash normalizada permite resolver las singularidades de
una superficie tórica definida sobre un campo de caracteŕıstica prima. Este resultado
fue demostrado en [8] y [1] para caracteŕıstica cero y posteriormente extendido a carac-
teŕıstica prima en [4]. En nuestra exposición seguimos la estrategia de demostración
presentada en [1], incorporando la adaptación a caracteŕıstica prima desarrollada en [4].

El segundo objetivo es clasificar aquellas superficies tóricas normales cuyas singula-
ridades se resuelven mediante una única iteración de la explosión de Nash normalizada.
A diferencia del primer objetivo, cuya prueba se basa en trabajos previos, esta clasifi-
cación constituye una contribución original.

Comenzamos este caṕıtulo presentando un par de resultados que serán fundamen-
tales para describir el poliedro de Newton en dimensión 2.

Proposición 4.1. Sea σ un cono racional en R2 de dimensión 2. Entonces existe
un elemento de SL(2,Z) que lleva a σ a un cono de la forma R≥0((1, 0), (p, q)), con
0 ≤ p < q y p, q primos relativos.

Demostración. Para (x, y), (a, b) ∈ Z2 definimos ⟨(x, y); (a, b)⟩ = xb− ya.
Sea σ = R≥0((a, b), (c, d)) con generadores primitivos. Sin pérdida de generalidad
supongamos que ⟨(a, b); (c, d)⟩ > 0.
Como a y b son primos relativos, existen x, y ∈ Z tales que xa+yb = 1, de esta manera,
consideramos la matriz (

x y
−b a

)
∈ SL(2,Z).

Aplicando la matriz a los generadores de σ obtenemos σ′ = R≥0((1, 0), (e, f)), donde
f = ⟨(a, b); (c, d)⟩, es decir f > 0.
Ahora afirmamos que existe g ∈ Z tal que 0 ≤ e + gf < f . Para probar esto,
analizaremos algunos casos:

• Si f ≤ e, podemos escribir e = gf + r, donde g, r ∈ N y 0 ≤ r < f , lo que
garantiza que la desigualdad se cumple.
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• Si f < −e, entonces −e = gf − r, con g, r ∈ N y 0 ≤ r < f , y la condición
también se verifica.

En cualquier otro caso, el resultado es inmediato. Por lo tanto concluimos que siempre
existe g ∈ Z que satisface 0 ≤ e+ gf < f .
Con esto, basta considerar (

1 g
0 1

)
∈ SL(2,Z),

para obtener R≥0((1, 0), (e+gf, f)). Quitando factores comunes de e+gf y f obtenemos
p y q.

Del resultado anterior, dado un cono σ, podemos expresarlo como R≥0((1, 0), (p, q))
con 0 ≤ p < q y p, q primos relativos. Denominamos esta expresión la forma estándar
de σ.

Antes de continuar, recordemos que para una fracción continua [a1, a2, . . . , ar] se
definen las sucesiones:

p−1 = 0, p0 = 1, pi = aipi−1 − pi−2, 1 ≤ i ≤ r,

q0 = 0, q1 = 1, qi = aiqi−1 − qi−2, 2 ≤ i ≤ r.

Proposición 4.2. Sea σ̌ = R≥0((1, 0), (p, q)) en su forma estándar. Consideremos el
semigrupo af́ın σ̌ ∩ Z2 y denotemos por H su base de Hilbert. Si p/q = [a1, . . . , ar],
entonces

H = {v0, . . . , vr}, donde vi = (pi, qi).

Demostración. Primero, demostraremos que el conjunto {v0, v1, . . . , vr} genera a σ̌∩Z2.
Por la proposición 3.3, se cumple que

pi−1qi − piqi−1 = 1.

De esto se deduce que
qi
pi

=
qi−1

pi−1

+
1

pipi−1

,

lo que implica que las pendientes de los rayos generados por los vectores vi son estric-
tamente crecientes. En particular, el rayo generado por v0 tiene la menor pendiente,
mientras que el rayo generado por vr tiene la mayor.

Ahora, probemos que v0 y vr generan a σ̌. Por la proposición 3.2, se tiene que

[a1, a2, . . . , ai] =
pi
qi
, para todo 1 ≤ i ≤ r.

En particular, esto implica que vr = (pr, qr) = (p, q), ya que p/q = [a1, . . . , ar]. Además,
el primer vector es v0 = (p0, q0) = (1, 0). Por lo que en efecto, v0 y vr son los gene-
radores de σ̌ en su forma reducida.
Sea z ∈ σ̌ ∩ Z2, entonces z ∈ σ̌, más aún, como las pendientes de los rayos generados
por los vectores vi son estrictamente decrecientes, entonces existe 0 ≤ k ≤ r − 1 tal
que z ∈ R≥0(vk, vk+1). De esta manera {v0, v1, · · · , vr} genera a σ̌ ∩ Z. Como la base
de Hilbert es la base mas pequeña que genera al semigrupo, H ⊆ {v0, v1, · · · , vr}.
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Ahora afirmamos que vi es irreducible. Para probar esto, procedamos por contradicción.
Supongamos que vi se puede expresar como combinación entera no negativa de

{v0, · · · , vi−1, vi+1, · · · , vr},

para alguna i. Aśı, tenemos que

qi =
∑
j ̸=i

cjqj,

donde cj ≥ 0 para cada j. Por la observación 3.10 la sucesión de las qi es estrictamente
creciente, por lo tanto cj = 0 para toda j > i. Entonces vi es combinación entera no
negativa de {v0, · · · , vi−1} lo cual es una contradicción, pues las pendientes de los rayos
son estrictamente crecientes.

4.1 Poliedro de Newton en dimensión 2

Como vimos en la sección 2.2, el poliedro de Newton juega un papel fundamental en
la descripción de la explosión de Nash de variedades tóricas. En [4] se demostró que
en dimensión dos este objeto es independiente de la caracteŕıstica del campo, lo que
fue clave para probar que la iteración de la explosión de Nash normalizada resuelve
las singularidades de una superficie tórica normal en caracteŕıstica prima. Con esto
en mente, en esta sección daremos una descripción de este objeto en el caso de carac-
teŕıstica arbitraria.

Comencemos con una observación que reúne algunos hechos que utilizaremos recu-
rrentemente.

Observación 4.3. Al igual que en la proposición 4.1, para (x, y), (a, b) ∈ Z2, consid-
eremos el producto

⟨(x, y); (a, b)⟩ = xb− ya.

1. Este producto es bilineal.

2. Para los vectores definidos en la proposición 4.2, si i < j, se cumple que

⟨vi; vj⟩ = piqj − pjqi.

Además, por la proposición 3.4, este valor corresponde al denominador de la
fracción continua [ai+1, . . . , aj].

3. Dados dos vectores (x, y) y (a, b), si consideramos las pendientes de los rayos
que estos determinan, podemos observar que (a, b) está en sentido antihorario
respecto a (x, y) si y sólo si ⟨(x, y); (a, b)⟩ > 0.

Ahora comencemos con la descripción del poliedro de Newton en caracteŕıstica ar-
bitraria.
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Consideremos σ̌ = R≥0((1, 0), (p, q)) en su forma estándar. Sea p/q = [a1, · · · , ar]
su expresión en fracción continua. Por la proposición 4.2 tenemos que la base de Hilbert
del semigrupo af́ın σ̌ ∩ Z2 es H = {v0, · · · , vr}. Aśı en este caso, el ideal logaŕıtmico
jacobiano módulo p es

Jp = ⟨tvi+vj : det(vi vj) ̸≡ 0 (mod p)⟩.

Por lo tanto, el poliedro de Newton es

Nσ(Jp) = σ̌ + Conv{vi + vj : det(vi vj) ̸≡ 0 (mod p)}

Como se observó en el ejemplo 2.22, en dimensión 2, los vértices de Nσ(Jp) no
parecen depender de p, y en efecto, esto ocurre siempre. En los siguientes resultados,
exploramos este hecho a fondo.

Proposición 4.4. Sea p = char(K), no necesariamente positiva. Entonces

Nσ(Jp) = σ̌ + Conv{vi + vi+1 : i ∈ {0, · · · , r − 1}}.

Demostración. Sea S = {vi+ vi+1 : i ∈ {0, . . . , r− 1}}. Por la proposición 3.3, se tiene
que det(vi vi+1) = 1, por lo tanto vi + vi+1 ∈ {vi + vj : det(vi vj) ̸≡ 0 (mod p)} para
cada i y para cada p. De esta manera

σ̌ + Conv(S) ⊆ σ̌ + Conv{vi + vj : det(vi vj) ̸≡ 0 (mod p)} = Nσ(Jp).

Sean vi, vj ∈ H con 0 < i+1 < j ≤ r tales que det(vivj) ̸≡ 0 (mod p). Mostraremos
que

vi + vj ∈ σ̌ + Conv{vi + vi+1, vj−1 + vj}.

Para ilustrar esto, consideremos la figura 4.1. La región sombreada representa a σ̌ +
Conv{vi + vi+1, vj−1 + vj}.

vi + vi+1

vj−1 + vj

l1

l2

l3

Figura 4.1

Notemos que en esta figura, cada recta l1, l2, l3 divide al plano en dos regiones, la
positiva y la negativa respecto a cada una de las rectas. De esta manera, para lograr
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4.1. Poliedro de Newton en dimensión 2

mostrar nuestra afirmación, veremos que vi + vj se encuentran en la región positiva
determinada por cada una de las rectas.
Consideremos, como antes, el producto definido por ⟨(x, y); (x′, y′)⟩ = xy′ − x′y. Defi-
nimos ahora, para cualesquiera dos puntos u1, u2 ∈ R2, la aplicación φ como:

φ(u) = ⟨u1;u⟩+ ⟨u;u2⟩ − ⟨u1;u2⟩.

Notemos que los ceros de φ describen la recta que pasa por u1 y u2. Observemos
también que φ determina dos regiones del plano, la parte positiva y la parte negativa
respecto a esa recta.
Mostraremos primero que vi + vj se encuentra en la región positiva respecto a la recta
l1. Sean u1 = vi + vi+1 y u2 = vj−1 + vj. Evaluaremos φ en vi + vj. Para ello, primero
observemos que

⟨vi + vi+1; vi + vj⟩ = ⟨vi; vi⟩+ ⟨vi; vj⟩+ ⟨vi+1; vi⟩+ ⟨vi+1; vj⟩
= ⟨vi; vj⟩+ ⟨vi+1; vi⟩+ ⟨vi+1; vj⟩.

⟨vi + vj; vj−1 + vj⟩ = ⟨vi; vj−1⟩+ ⟨vi; vj⟩+ ⟨vj; vj−1⟩+ ⟨vj; vj⟩
= ⟨vi; vj−1⟩+ ⟨vi; vj⟩+ ⟨vj; vj−1⟩.

⟨vi + vi+1; vj−1 + vj⟩ = ⟨vi; vj−1⟩+ ⟨vi; vj⟩+ ⟨vi+1; vj−1⟩+ ⟨vi+1; vj⟩.

Por lo tanto, al evaluar φ(vi + vj), obtenemos

φ(vi + vj) = ⟨u1; vi + vj⟩+ ⟨vi + vj;u2⟩ − ⟨u1;u2⟩
= ⟨vi + vi+1; vi + vj⟩+ ⟨vi + vj; vj−1 + vj⟩ − ⟨vi + vi+1; vj−1 + vj⟩
= ⟨vi; vj⟩+ ⟨vi+1; vi⟩+ ⟨vj; vj−1⟩ − ⟨vi+1; vj−1⟩
= ⟨vi; vj⟩ − ⟨vi; vi+1⟩ − ⟨vi+1; vj−1⟩ − ⟨vj−1; vj⟩.

De la proposición 3.3, tenemos que ⟨vi; vi+1⟩ = ⟨vj−1; vj⟩ = 1, por lo tanto

φ(vi + vj) = ⟨vi; vj⟩ − ⟨vi+1; vj−1⟩ − 2. (4.5)

Por otro lado, por la observación 4.3 tenemos que ⟨vi+1; vj⟩ y ⟨vi+1; vj−1⟩ son los
denominadores de [ai+2, · · · , aj] y [ai+2, · · · , aj−1] respectivamente. De esta manera
por la proposición 3.9 ⟨vi+1; vj−1⟩ < ⟨vi+1; vj⟩.

De la misma forma, ⟨vi; vj⟩ es el denominador de [ai+1, · · · , aj] y como se vio en la
demostración de la proposición 3.5 ⟨vi+1; vj⟩ < ⟨vi; vj⟩. Aśı ⟨vi; vj⟩ ≥ ⟨vi+1; vj−1⟩+2, y
considerando (4.5) tenemos que φ(vi+vj) ≥ 0, lo cual muestra que vi+vj se encuentra
en la región positiva respecto a la recta l1.

Consideremos ahora la recta l2, que es la recta que pasa por vi + vi+1 con dirección
v0. Para demostrar que vi + vj se encuentra en el lado positivo respecto a esta recta,
realizamos una traslación y verificamos que (vi + vj) − (vi + vi+1) = vj − vi+1 está en
sentido antihorario con respecto a v0.
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Calculemos entonces ⟨v0; vj − vi+1⟩. Como antes, por la observación 4.3 tenemos
que ⟨v0; vj⟩ y ⟨v0; vi+1⟩ son los denominadores de [a1, · · · , aj] y [a1, · · · , ai+1] respecti-
vamente. Aśı por la proposición 3.9, tenemos que ⟨v0; vj⟩ > ⟨v0; vi+1⟩. Por lo tanto, se
sigue que ⟨v0; vj − vi+1⟩ > 0, como queŕıamos demostrar.

Finalmente, de manera análoga, podemos verificar que vi+vj también está del lado
positivo definido por la ĺınea que pasa por vj−1 + vj con dirección vr, es decir l3.

El resultado anterior nos muestra que el poliedro de Newton es independiente de
la caracteŕıstica del campo. Además, también sugiere cómo son sus vértices, lo que
resulta fundamental para el estudio de las cartas en la explosión de Nash, tal como se
observó en el ejemplo 2.22. Sin embargo, el hecho de que podamos describir el poliedro
con los puntos de la forma vi + vi+1, no nos garantiza que todos los vértices sean aśı.
Para ello, debemos asegurarnos de que la pendiente del último rayo vr sea menor que
la pendiente de los segmentos que unen los puntos en cuestión. El siguiente resultado
nos asegura lo que sospechamos al respecto de los vértices.

Proposición 4.6. La frontera de Nσ(Jp) consta de los segmentos que unen vi−1 + vi
y vi + vi+1 para 0 < i < r, junto con los rayos que salen de v0 + v1 y vr−1 + vr con
dirección v0 y vr respectivamente.

Demostración. Dado que v0 = (1, 0), basta mostrar que las pendientes de los segmentos
mencionados en el enunciado son positivas y decrecientes, y que la pendiente de vr es
menor que la del último segmento.
De la observación 3.7, tenemos que ai ≥ 2 para toda i > 1, por lo tanto

ai+2ai+1 − 1 ≥ 3.

Por otro lado, en virtud de la proposición 3.4, tenemos que pi−1qi+2 − pi+2qi−1 es el
denominador en su forma reducida de [ai, ai+1, ai+2]. Dada esta fracción continua,
definimos Q0 = 0, Q1 = 1, Q2 = ai+1 y Q3 = ai+2ai+1 − 1, como en (3.1). Entonces
por la proposición 3.2, Q3 también es el denominador en de [ai, ai+1, ai+2] en su forma
reducida. Por lo tanto

pi−1qi+2 − pi+2qi−1 = ai+2ai+1 − 1 ≥ 3.

Aśı por la proposición 3.3, tenemos

pi−1qi+2 − pi+2qi−1 ≥ (pi+1qi+2 − pi+2qi+1) + (pi−1qi − piqi−1) + (piqi+1 − pi+1qi).

Agrupando términos, obtenemos

qi−1 − qi+1

pi−1 − pi+1

≥ qi+2 − qi
pi+2 − pi

.

Esto muestra la primera parte.

Para la segunda parte, observemos que pr−2qr − prqr−2 > 0, lo cual implica que la
pendiente de vr es menor que la pendiente del último segmento.
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4.2. Resolución de superficies tóricas

De esta manera, tenemos la certeza de que los vértices de Nσ(Jp) están contenidos
en el conjunto

{vi + vi+1 : i ∈ {0, · · · , r − 1}}.

4.2 Resolución de superficies tóricas

Hasta aqúı, los resultados presentados nos proporcionan información útil para describir
de manera combinatoria la explosión de Nash normalizada. A continuación, describire-
mos el proceso.

Comenzamos con un cono en su forma estándar σ̌ = R≥0((1, 0), (p, q)).

1. Calculamos la expansión en fracción continua del cociente p/q.

2. Encontramos la base de Hilbert H asociada al semigrupo σ̌ ∩ Z2, mediante las
sucesiones {pi} y {qi}.

3. Determinamos el poliedro de Newton Nσ(Jp) y hallamos sus vértices, digamos
{u1, . . . , us}.

4. Para cada vértice ui, consideramos los conos σ̌i descritos en la sección 2.2. Este
proceso lo denominamos localización de Nσ(Jp) en ui.

5. Determinamos si σ̌i es suave, si lo es, terminamos. En caso contrario repetimos
el proceso con este cono.

Ejemplo 4.7. Consideremos el cono R≥0((1, 0), (2, 5)). Observamos que la fracción
continua de 2

5
se expresa como [1, 2, 3]. A partir de esto, las sucesiones de pi y qi son

las siguientes:

p0 = 1, p1 = 1, p2 = 1, p3 = 2.

q0 = 0, q1 = 1, q2 = 2, q3 = 5.

Por lo tanto, la base de Hilbert es H = {v0 = (1, 0), v1 = (1, 1), v2 = (1, 2), v3 = (2, 5)}.
En este caso, los vértices del poliedro de Newton Nσ(Jp) para cualquier p (incluyendo
p = 0) son:

v0 + v1 = (2, 1), v1 + v2 = (2, 3), v2 + v3 = (3, 7).
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4.2. Resolución de superficies tóricas

(2, 1)

(2, 3)

(3, 7)

Ahora, estudiaremos la suavidad de cada una de las localizaciones. Para determinar si
un cono es suave o no, basta con verificar si el determinante de la matriz formada por
sus generadores primitivos es igual a 1.

Para ilustrar esto, consideremos la tabla 4.1. En ella como podemos apreciar, los
conos σ̌1 y σ̌2 son suaves, mientras que el cono σ̌3 no lo es.

Localización en (2, 1) Localización en (2, 3) Localización en (3, 7)

(0, 2)

(1, 0)

(1, 4)

(0,−2)

(2, 5)

(−1,−4)

σ̌1 σ̌2 σ̌3

Tabla 4.1 Localizaciones del poliedro de Newton.

Dado que el cono σ̌3 no es suave, aplicamos nuevamente el proceso de resolución.
Para ello, siguiendo la Proposición 4.1, transformamos σ̌3 en el cono R≥0((1, 0), (1, 3))
mediante la matriz (

3 −1
4 −1

)
.

Repetimos el proceso. Calculamos la base de Hilbert y determinamos los vértices del
poliedro de Newton asociado, que en este caso son (2, 1) y (2, 5). Localizando en estos
puntos, obtenemos los conos R≥0((1, 0), (0, 1)) y R≥0((0,−1), (1, 3)), los cuales resultan
ser suaves, completando aśı el proceso en este caso.

El ejemplo anterior nos ilustró la iteración de la explosión de Nash normalizada.
En tal caso, bastaron dos iteraciones para resolver las singularidades.
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4.2. Resolución de superficies tóricas

Dada una localización de Nσ(Jp), como en el ejemplo 4.7, podemos transformar
dicha localización en R≥0((1, 0), (p

′, q′)), con p′, q′ primos relativos y p′ < q′. Aśı, para
demostrar que el método resuelve las singularidades de una superficie tórica normal,
nuestro objetivo sera mostrar que q′ es eventualmente 1.

Proposición 4.8. Sea σ̌ = R≥0((1, 0), (p, q)) y sea H = {v0, v1, · · · , vr} la base de
Hilbert de σ̌ ∩ Z2. Entonces a menos que p = q − 1, cada cono localizado satisface
q′ < q.

Demostración. Sea 0 < i < r − 1 tal que vi + vi+1 es vértice de Nσ(Jp). Localizando
en este vértice tenemos el cono

R≥0(vi−1 − vi+1, vi+2 − vi).

Siguiendo el proceso descrito en la demostración de la proposición 4.1, podemos trans-
formar este cono en uno de la forma

R≥0((1, 0), (e+ gf, f)), donde f = ⟨vi−1 − vi+1; vi+2 − vi⟩.

Aśı quitando factores comunes de e + gf y f se obtienen p′ y q′. Podemos notar que
en particular q′ ≤ f .
Por otro lado tenemos que

⟨vi−1 − vi+1; vi+2 − vi⟩ = ⟨vi−1; vi+2⟩ − ⟨vi−1; vi⟩ − ⟨vi+1; vi+2⟩+ ⟨vi+1; vi⟩
= ⟨vi−1; vi+2⟩ − ⟨vi−1; vi⟩ − ⟨vi+1; vi+2⟩ − ⟨vi; vi+1⟩.

Por la proposición 3.3, se sigue que

⟨vi−1 − vi+1; vi+2 − vi⟩ = ⟨vi−1; vi+2⟩ − 3.

Por la observación 4.3, sabemos que ⟨vi−1; vi+2⟩ es el denominador de la fracción
continua [ai, ai+1, ai+2], éste por el corolario 3.11 es menor que el denominador de
[a1, a2, · · · , ar] el cual es q. De esta manera tenemos que q′ ≤ f < q, concluyendo aśı
la prueba para el caso 0 < i < r − 1.
Ahora para i = 0, consideramos el vértice v0+ v1. Localizando en éste tenemos el cono

R≥0(v0, v2 − v0).

Siguiendo la estrategia del caso anterior, para este cono, al seguir el proceso descrito
en la proposición 4.1, obtenemos f = ⟨v0; v2 − v0⟩ = ⟨v0; v2⟩, y este es tal que q′ ≤ f
tal como el caso anterior.
Por la observación 4.3. f = ⟨v0; v2⟩ es el denominador de [a1, a2]. Entonces, por el
corolario 3.11, este valor es estrictamente menor que q, a menos que p/q = [a1, a2].
Analicemos este posible caso. Aqúı q′ = f , ya que en general se cumple que q′ ≤ f .
En esta situación, tendŕıamos r = 2. Además dado que 0 ≤ p < q, necesariamente se
sigue que a1 = 1,de donde se deduce que

p

q
=
a2 − 1

a2
.
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4.2. Resolución de superficies tóricas

Lo cual implica que p = q − 1. En este caso tenemos que

p

q
=
q − 1

q
= [1, q].

Esto nos indica que v0 = (1, 0), v1 = (1, 1) y v2 = (q − 1, q). Aśı, como f = ⟨v0; v2⟩,
entonces f = q, es decir q′ = q. Este análisis es el mismo para el caso caso i = r − 1.
Aśı, la única manera de que q′ no decrezca es que p = q − 1.

Teorema 4.9. Cualquier superficie tórica normal se desingulariza por un número finito
de explosiones de Nash normalizadas.

Demostración. Consideremos R≥0((1, 0), (p, q)) el cono asociado a la superficie en su
forma estándar. Notemos que el cono será suave si y solo si q = 1. Por lo tanto, basta
mostrar que en el proceso el número q no incrementa y eventualmente decrece.
Si p ̸= q − 1, la proposición anterior asegura que q decrece bajo la explosión de Nash
normalizada. Supongamos que el cono en cuestión es de la forma R≥0((1, 0), (q−1, q)).
Observemos que (q−1)/q = [1, q], y que H = {v0, v1, v2}, donde v0 = (1, 0), v1 = (1, 1)
y v2 = (q − 1, q). Aśı,

v0 + v1 = (2, 1), v1 + v2 = (q, q + 1).

Localizando en (q, q+1), obtenemos el cono R≥0((2−q,−q), (q−1, q)). Ahora analizare-
mos los casos:

Caso 1.1: Supongamos que q es par. En este caso, el generador (2 − q,−q) no
es primitivo, por lo que consideramos el generador (1 − q/2,−q/2). Siguiendo el pro-
ceso descrito en la proposición 4.1, obtenemos el cono R≥0((1, 0), (q/2− 1, q/2)). Aqúı
podemos observar que q/2 < q.

Caso 1.2: Supongamos que q = 2n+ 1. En este caso, el cono es

R≥0((−2n+ 1,−2n− 1), (2n, 2n+ 1)).

Notemos que ambos generadores son primitivos ya que

(−n)(−2n+ 1) + (n− 1)(−2n− 1) = 1.

Como antes, al expresar el cono en su forma estándar, obtenemos R≥0((1, 0), (n, q)),
donde n < q y n ̸= q− 1. Por la proposición anterior, la siguiente iteración hará que q
decrezca.

Por último localizando en (2, 1), tenemos el cono R≥0((1, 0), (q− 2, q)), que al igual
de la localización anterior tenemos dos casos:

Caso 2.1: Supongamos que q es par. En este caso, el cono en cuestión es

R≥0((1, 0), (q/2− 1, q/2)).
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Caso 2.2: Supongamos que q = 2n+ 1. Entonces, el cono en cuestión es

R≥0((1, 0), (2n− 1, 2n+ 1)),

de donde el segundo generador esta dado por dos primos relativos, pues son impares
consecutivos.

Notemos que en cualquier de los dos casos la localización ya está dada en su forma
estándar, y tenemos una mejoŕıa en q.

4.3 Resolución en un paso

En la sección anterior alcanzamos nuestro primer objetivo. Ahora, con el fin de com-
prender la última iteración del proceso de Nash normalizado, en esta sección caracteri-
zaremos las superficies tóricas normales que se resuelven en un solo paso.

Para ello, determinaremos los posibles valores de la fracción continua asociada a la
superficie tórica normal. La estrategia consiste en considerar los vértices de Nσ(Jp) y
a partir de estos, analizar las localizaciones del poĺıgono de Newton sobre ellos.

Antes de comenzar la discusión sobre las localizaciones, recapitularemos y aclararemos
algunos hechos que usaremos de manera reiterada en esta sección.

Como ya hemos mencionado, en virtud de la proposición 4.1 podemos considerar
los conos en su forma estándar, esto es σ̌ = R≥0((1, 0), (p, q)), con p, q primos relativos
y p < q. Dados estos valores, procedemos a encontrar la fracción continua asociada,
esto es

p

q
= [a1, a2, · · · , ar].

De la observación 3.7, tenemos que en esta fracción continua a1 = 1 y ai > 1, para
toda i > 1.

Por la proposición 4.2, la base de Hilbert de σ̌∩Z2 está dada porH = {v0, v1, · · · , vr},
donde vi = (pi, qi). Obtenidos estos vectores podemos determinar los vértices de
Nσ(Jp). Como vimos en la sección 4.1, dichos vértices tienen la forma vi−1 + vi. Entre
estos vértices, se distinguen dos tipos:

• Los vértices extremales que corresponden a v0 + v1 y vr−1 + vr.

• Los vértices interiores vi−1 + vi, para 1 ≤ i ≤ r − 1.

A partir de estos vértices procederemos analizar las localizaciones del poĺıgono de New-
ton sobre ellos.

Comenzaremos el análisis con los vértices interiores y posteriormente con los vértices
extremales.

En la figura 4.2 podemos apreciar una representación de la localización en un vértice
interior. Como podremos observar todas las localizaciones de estos vértices nos darán
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vi−2 + vi−1

vi−1 + vi

vi + vi+1

vi−2 − vi

vi+1 − vi−1

Figura 4.2: Localización de Nσ(Jp) en el vértice vi−1 + vi.

un cono de la forma

R≥0(vi−2 − vi, vi+1 − vi−1). (4.10)

Descrita esta localización, comencemos con nuestro primer resultado, en el que estable-
ceremos las condiciones necesarias y suficientes de suavidad para los vértices interiores.

Lema 4.11. Sea [1, a2, · · · , ai−1, ai, ai+1, · · · , ar] la fracción continua asociada a una
superficie tórica normal, tal que vi−1+vi es vértice de Nσ(Jp), para algún 2 ≤ i ≤ r−1.
Entonces la localización en vi−1+vi es suave si y sólo si se satisface una de las siguientes
condiciones:

1. ai = 2 y ai+1 = 3.

2. ai = 2 y ai+1 = 4.

3. ai = 3 y ai+1 = 2.

4. ai = 4 y ai+1 = 2.

Demostración. Como en (4.10), al localizar Nσ(Jp) en vi−1 + vi, obtenemos

σ̌vi−1+vi = R≥0(vi−2 − vi, vi+1 − vi−1).

Para estudiar la suavidad de este cono necesitamos considerar generadores primitivos.
Por definición, pi = aipi−1 − pi−2 y qi = aiqi−1 − qi−2, entonces sustituyendo en las
entradas de vi−2 − vi = (pi−2 − pi, qi−2 − qi) tenemos:

vi−2 − vi = (2pi−2 − aipi−1, 2qi−2 − aiqi−1). (4.12)

De la misma forma, considerando ahora pi+1 = ai+1pi − pi−1 y qi+1 = ai+1qi − qi−1, y
sustituyendo en las entradas de vi+1 − vi−1 = (pi+1 − pi−1, qi+1 − qi−1) vemos que:

vi+1 − vi−1 = (ai+1pi − 2pi−1, ai+1qi − 2qi−1). (4.13)

Hagamos notar que los generadores que hemos obtenido en (4.12) y (4.13) no son nece-
sariamente primitivos, pues esto dependerá completamente de los valores que tomen ai
y ai+1. Por lo tanto procederemos por casos respecto a la paridad de ai y ai+1.
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Caso 1. Supongamos que ai = 2m y ai+1 = 2n. En este caso, los vectores vi−2− vi
y vi+1 − vi−1 no son primitivos pues 2 divide a ambas entradas de los dos vectores.
Consideremos los vectores (pi−2 − mpi−1, qi−2 − mqi−1) y (npi − pi−1, nqi − qi−1), los
cuales generan al mismo cono. Afirmamos que estos vectores son primitivos. Para esto,
notemos que

qi−1(pi−2 −mpi−1)− pi−1(qi−2 −mqi−1) = pi−2qi−1 −mpi−1qi−1 − pi−1qi−2 +mpi−1qi−1

= pi−2qi−1 − pi−1qi−2

= 1,

donde la última igualdad es gracias a la proposición 3.3. Aśı (pi−2−mpi−1, qi−2−mqi−1)
es primitivo.
De manera análoga

−qi(npi − pi−1) + pi(nqi − qi−1) = −nqipi + pi−1qi + npiqi − piqi−1

= pi−1qi − piqi−1

= 1,

es decir (npi − pi−1, nqi − qi−1) es primitivo también.
De esta manera, el cono σ̌vi−1+vi es suave si y sólo si

det

(
pi−2 −mpi−1 qi−2 −mqi−1

npi − pi−1 nqi − qi−1

)
= 1,

si y sólo si

(pi−2 −mpi−1)(nqi − qi−1)− (qi−2 −mqi−1)(npi − pi−1) = 1.

Desarrollando la parte izquierda de la ecuación y asociando convenientemente se obtiene

1 = npi−2qi − pi−2qi−1 −mnpi−1qi +mpi−1qi−1 − nqi−2pi + qi−2pi−1 +mnqi−1pi −mqi−1pi−1

= n(pi−2qi − piqi−2)− nm(pi−1qi − piqi−1)− (pi−2qi−1 − pi−1qi−2).

Por la proposición 3.3, pi−1qi− piqi−1 = pi−2qi−1− pi−1qi−2 = 1 y por la proposición
3.4, pi−2qi − piqi−2 es el denominador en su forma reducida de [ai−1, ai], el cual es ai.
Aśı sustituyendo en la última igualdad tenemos que el cono es suave si y sólo si nm = 2.
Por lo tanto, en este caso, el cono es suave si y sólo si ai = 2 y ai+1 = 4 o ai = 4 y
ai+1 = 2.

Caso 2. Supongamos que ai = 2m y ai+1 = 2n + 1. Como en el caso anterior
vi+2 − vi no es primitivo, por lo que consideramos (pi−2 − mpi−1, qi−2 − mqi−1). En
contraste, en este caso

vi+1 − vi−1 = ((2n+ 1)pi − 2pi−1, (2n+ 1)qi − 2qi−1)

es primitivo pues

(nqi − qi−1)[(2n+ 1)pi − 2pi−1]− (npi − pi−1)[(2n+ 1)qi − 2qi−1] = pi−1qi − piqi−1 = 1.

Con esto, el cono es suave si y sólo si

det

(
pi−2 −mpi−1 qi−2 −mqi−1

ai+1pi − 2pi−1 ai+1qi − 2qi−1

)
= 1
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si y sólo si

ai+1(pi−2qi − piqi−2)− ai+1m(pi−1qi − piqi−1)− 2(pi−2qi−1 − pi−1qi−2) = 1

De manera análoga al caso 1, por la proposición 3.3 y la proposición 3.4, el cono es
suave si y sólo si ai+1(ai −m) = 3, es decir, si y sólo si ai = 2 y ai+1 = 3.

Caso 3. Supongamos que ai = 2m+1 y ai+1 = 2n. De manera análoga a los casos
anteriores buscamos generadores primitivos para σ̌vi−1+vi .

Lo expuesto en los casos anteriores nos permite ver que (2pi−2−aipi−1, 2qi−2−aiqi−1)
y (npi − pi−1, nqi − qi−1) son generadores primitivos de dicho cono.

De esta manera, el cono es suave si y sólo si

det

(
2pi−2 − aipi−1 2qi−2 − aiqi−1

npi − pi−1 nqi − qi−1

)
= 1,

si y sólo si

2n(pi−2qi − qi−2pi)− ain(pi−1qi − piqi−1)− 2(pi−2qi−1 − qi−2pi−1) = 1

Aśı por la proposición 3.3 y la proposición 3.4, el cono es suave si y sólo si ain = 3,
es decir, si y sólo si ai = 3 y ai+1 = 2.

Caso 4. Por último, considerando ai = 2m + 1 y ai+1 = 2n + 1. Veremos que
este caso, el cono no puede ser suave. Siguiendo la estrategia de los casos anteriores,
tenemos el cono es suave si y sólo si

det

(
2pi−2 − aipi−1 2qi−2 − aiqi−1

ai+1pi − 2pi−1 ai+1qi − 2qi−1

)
= 1,

si y sólo si

2ai+1(pi−2qi − qi−2pi)− aiai+1(pi−1qi − qi−1pi)− 4(pi−2qi−1 − qi−2pi−1) = 1.

Esto diŕıa que aiai+1 = 5, lo cual implicaŕıa que ai = 5 y ai+1 = 1 o ai = 1 y ai+1 = 5,
pero ai > 1 para toda i > 1. Por lo tanto, en este caso no hay suavidad.

Con el resultado anterior concluimos el estudio de la suavidad para vértices interio-
res. Ahora estudiaremos la suavidad para los vértices extremales. En el siguiente par
de resultados tratamos estos casos.

Lema 4.14. Sea [1, a2, a3, · · · , ar] la fracción continua asociada a una superficie tórica
normal. Entonces la localización de Nσ(Jp) en el vértice v0 + v1 es suave si y sólo si
a2 = 2.
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Demostración. Por como se define en (3.1) sabemos que

p0 = 1, p1 = a1, p2 = a2a1 − 1,

q0 = 0, q1 = 1, q2 = a2.

Como a1 = 1, entonces

p0 = 1, p1 = 1, p2 = a2 − 1,

q0 = 0, q1 = 1, q2 = a2.

De esta manera tenemos que v0 + v1 = (2, 1) y v1 + v2 = (a2, a2 + 1). Por tal motivo
la localización en el vértice v0 + v1 es

R≥0((1, 0), (a2 − 2, a2)).

Como en la demostración del lema 4.11, que el vector (a2 − 2, a2) sea primitivo depen-
derá de la paridad de a2.

Caso 1. Supongamos que a2 = 2n. En este caso, el vector en cuestión no es
primitivo, por lo que tomamos (n− 1, n). En este caso el cono es suave si y sólo si

det

(
1 0

n− 1 n

)
= 1,

es decir, el cono será suave si y sólo si n = 1.

Caso 2. Supongamos que a2 = 2n+ 1, en tal caso (a2 − 2, a2) = (2n− 1, 2n+ 1) ,
es decir, es primitivo. De esta manera, el cono es suave si y sólo si

det

(
1 0

2n− 1 2n+ 1

)
= 1,

es decir el cono será suave si y sólo si a2 = 1, lo cual no ocurre pues a2 > 1. Aśı que
en este caso, el cono no puede ser suave.

Lema 4.15. Sea [1, a2, · · · , ar] una fracción continua asociada a una superficie tórica.
La localización de Nσ(Jp) en el vértice vr−1 + vr es suave si y sólo si ar = 2.

Demostración. La prueba de este resultado sigue la misma idea de la demostración del
lema 4.11.
Notemos que la localización de Nσ(Jp) en el vértice vr−1 + vr está dada por el cono

σ̌vr−1+vr = R≥0((2pr−2 − arpr−1, 2qr−2 − arqr−1), (pr, qr)).

Vemos también que por la proposición 3.2, el vector (pr, qr) = (p, q), que son primos
relativos. Entonces (pr, qr) es primitivo. Como antes, que el otro generador cumpla la
misma propiedad depende de la paridad de ar.

Caso 1. Supongamos que ar = 2n. Tenemos que el primer generador del cono no
es primitivo, por ello de manera análoga a la prueba del lema 4.11 sustituiremos dicho
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generador por el vector (pr−2 − npr−1, qr−2 − nqr−1) el cual cumple esta propiedad. De
esta manera el cono es suave si y sólo si

det

(
pr−2 − npr−1 qr−2 − nqr−1

pr qr

)
= 1,

si y sólo si
(pr−2qr − prqr−2)− n(pr−1qr − prqr−1) = 1.

Aśı que por lo anterior y las proposiciones 3.3 y 3.4, en este caso la suavidad del cono
depende exclusivamente de que ar − n = 1, es decir ar = 2.

Caso 2. Supongamos que ar = 2n + 1. En este caso el primer generador es
primitivo. De manera análoga el cono es suave si y sólo si

2(pr−2qr − prqr−2)− ar(pr−1qr − prqr−1) = 1,

es decir habŕıa suavidad si y sólo si ar = 1, lo cual no pasa pues r > 1. Concluimos
que en este caso no es posible la suavidad del cono.

Con los resultados expuestos hasta aqúı hemos logrado determinar los valores de
ai únicamente para aquellos casos en los que vi−1 + vi corresponde a un vértice. No
obstante, como podemos observar en el ejemplo 2.22, no todos estos puntos son vértices.
El siguiente resultado nos proporciona los valores correspondientes en los casos en los
que no obtenemos vértices.

Lema 4.16. Consideremos la fracción continua [1, a2, · · · , ar], asociada a una superfi-
cie tórica normal. Entonces para cada 3 ≤ i ≤ r−1 se tiene que vi−1+ vi no es vértice
de Nσ(Jp) si y sólo si ai = 2 y ai+1 = 2.

Demostración. Consideremos los puntos vi−2−vi y vi+1−vi−1. Como en (4.12) y (4.13)
tenemos que:

vi−2 − vi = (2pi−2 − aipi−1, 2qi−2 − aiqi−1),

vi+1 − vi−1 = (ai+1pi − 2pi−1, ai+1qi − 2qi−1).

Entonces, estos puntos están alineados si y sólo si

det

(
2pi−2 − aipi−1 2qi−2 − aiqi−1

ai+1pi − 2pi−1 ai+1qi − 2qi−1

)
= 0,

si y sólo si

2ai+1(pi−2qi − qi−2pi)− aiai+1(pi−1qi − piqi−1)− 4(pi−2qi−1 − qi−2pi−1) = 0

Aśı, por la proposición 3.3 y la proposición 3.4, vi−1 − vi no es un vértice de Nσ(Jp) si
y sólo si ai+1ai = 4, es decir, si ambos son iguales a 2.

Ahora estamos listos para dar la caracterización de las superficies tóricas normales
que se resuelven por una explosión de Nash normalizada.
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Teorema 4.17. La explosión de Nash normalizada de una superficie tórica normal es
suave si y sólo si su fracción continua asociada es de la forma [1, 2, a3, a4, · · · , ar−1, 2],
donde (ai, ai+1) ∈ {(2, 2), (2, 3), (2, 4), (3, 2), (4, 2)} para cada 3 ≤ i ≤ r − 2.

Demostración. Sea X una superficie tórica normal cuya explosión de Nash normalizada
es suave, y sea [1, a2, a3, . . . , an] su fracción continua asociada.

Por el lema 4.14, se tiene que a2 = 2, y por el lema 4.15, se cumple que an = 2.
El valor de los restantes ai se determinan en función de si vi−1 + vi es vértice o no
de Nσ(Jp). Si vi−1 − vi no es un vértice, el lema 4.16 dice que (ai, ai+1) = (2, 2),
y si vi−1 − vi es un vértice, el lema 4.11 garantiza que (ai, ai+1) pertenece al con-
junto {(2, 3), (2, 4), (3, 2), (4, 2)}. Dado que estos casos cubren todas las posibles situa-
ciones, la fracción continua asociada debe ser de la forma [1, 2, a3, a4, . . . , an−1, 2], con
(ai, ai+1) ∈ {(2, 3), (2, 4), (3, 2), (4, 2)}.
Puesto que los lemas enunciados son equivalencias, la otra implicación del teorema se
deduce con el mismo análisis.
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