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Resumen

Una variedad suave, cerrada y simplemente conexa se dice que es como un plano pro-
yectivo si tiene homología entera isomorfa a la homología entera de un plano proyectivo,
es decir, suma de tres copias de los enteros.
Este tipo de variedades es una generalización a los planos proyectivos sobre los com-
plejos, cuaterniones y octoniones. El objetivo de este trabajo es obtener el cálculo
explícito del grupo modular de variedades que son como planos proyectivos en dimen-
siones 8 y 16. Dicho cálculo se realiza empleando técnicas basadas en esferas exóticas,
aprovechando su relación con clases de bordismo y clases de difeomorfismos.
Para desarrollar esta teoría, iniciamos examinando el surgimiento de estructuras dife-
renciales no estándar en la esfera a partir del trabajo de John Milnor, quien mostró que
la esfera estándar en dimensión 7 puede admitir múltiples estructuras suaves. Esto con-
duce a la construcción de los grupos de esferas homotópicas para todas las dimensiones,
los cuales son finitos abelianos y permiten describir la existencia de esferas exóticas.
Posteriormente se revisa la clasificación de las variedades que son como planos proyec-
tivos, iniciada por James Eells y Nicolaas H. Kuiper y completada por Linus Kramer y
Stephan Stolz mediante clases características, en particular clases de Pontryagin. Estas
herramientas permiten comprender cómo la presencia de esferas exóticas puede alterar
la estructura diferenciable de dichas variedades.
Finalmente, siguiendo el trabajo de Yang Su y Wei Wang, se obtiene el cálculo explícito
del grupo modular en dimensiones 8 y 16, utilizando los grupos de esferas exóticas
para describir las clases de isotopía de difeomorfismos. El análisis proporciona además
consecuencias para los espacios de métricas de curvatura escalar positiva, en especial
en el caso de variedades que son como el plano proyectivo cuaterniónico.

Palabras clave: Esferas exóticas, bordismo spin, bordismo string, teoría de indice,
clases caracteristicas.
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Abstract

A smooth, closed, and simply connected manifold is said to be like a projective plane if
it has integer homology isomorphic to the integer homology of a projective plane, that
is, the sum of three copies of the integers.
This type of manifold is a generalization of the projective planes over the comple-
xes, quaternions, and octonions. The objective of this work is to obtain the explicit
computation of the mapping class group of manifolds wich are like projective planes in
dimensions 8 and 16. This computation is carried out using techniques based on exotic
spheres, taking advantage of their relation with bordism classes and diffeomorphism
classes.
To develop this theory, we begin by examining the emergence of non-standard diffe-
rential structures on the sphere from the work of John Milnor, who showed that the
standard sphere in dimension 7 can admit multiple smooth structures. This leads to
the construction of the groups of homotopy spheres for all dimensions, which are finite
abelian and allow us to describe the existence of exotic spheres. Subsequently, we review
the classification of manifolds that are like projective planes, initiated by James Eells
and Nicolaas H. Kuiper and completed by Linus Kramer and Stephan Stolz through
characteristic classes, in particular Pontryagin classes. These tools make it possible to
understand how the presence of exotic spheres can alter the differentiable structure of
such manifolds.
Finally, following the work of Yang Su and Wei Wang, we obtain the explicit compu-
tation of the mapping class group in dimensions 8 and 16, using the groups of exotic
spheres to describe the isotopy classes of diffeomorphisms. The analysis also provides
consequences for the spaces of metrics of positive scalar curvature, especially in the
case of manifolds that are like the quaternionic projective plane.

Keywords: exotic spheres, spin bordism, string bordism, index theory, characteristic
classes.
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Introducción

Durante mucho tiempo dentro de la topología diferencial se asumía que un homeo-
morfismo entre variedades determinaba un difeomorfismo entre ellas, en particular, la
estructura suave de la esfera estándar Sn se daba por hecho que era única, sin embargo,
no fue hasta el año 1956 que esta suposición de la topología diferencial fue refutada
por John Milnor, quien probó que la esfera estándar de dimensión 7 tiene más de una
estructura diferenciable no trivial [38]. A partir del trabajo de Milnor se abrió una
nueva perspectiva de la topología diferencial.
Tiempo después, en 1963 Milnor y Michel Kervaire construyeron los grupos de esferas
homotópicas bajo la operación suma conexa de variedades de dimensión n, estos grupos
están denotados por Θn. Uno de los resultados que prueban Milnor y Kervaire es que
Θn son grupos abelianos y finitos [28]. Los elementos no triviales de Θn, cuando los
hay, son llamados esferas exóticas; aquellas variedades que son homeomorfas a la esfera
estándar Sn, pero no difeomorfas a ésta.
En el capitulo 1 se presentan varias construcciones de grupos tales como:

1. Considerar el conjunto de todas las variedades suaves, cerradas, conexas y orien-
tadas de dimensión n y definimos la operación suma conexa de variedades de
dimensión n en este conjunto, entonces obtenemos un monoide bajo la operación
suma conexa y al grupo de elementos invertibles bajo la operación suma conexa
lo denotamos por An.

2. Considerar el conjunto de todas las variedades suaves, cerradas, conexas y orien-
tadas de dimensión n y definimos la relación de equivalencia de h−cobordismo
entre variedades de dimensión n en este conjunto, luego el conjunto de clases de
equivalencia bajo esta relación forman un monoide bajo la operación suma conexa
de variedades de dimensión n. Al grupo de clases de equivalencia invertibles bajo
la suma conexa lo denotamos por Θn, pues ésta es la construcción de Milnor y
Kervaire antes mencionada.

3. Si consideramos Diff(Sn−1) y Diff(Dn) el grupo de difeomorfismos de la esfera
Sn−1 y el disco estándar Dn, respectivamente, entonces tenemos un homomorfis-
mo restricción ∂ : Diff(Dn) → Diff(Sn−1) tal que podemos considerar el grupo

Γn := Diff(Sn−1)
/
∂Diff(Dn)

el cual es abeliano.
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El objetivo de este capítulo es mostrar que para n ≥ 5 existen isomorfismos de grupos
entre An, Θn y Γn, así mismo abarcar algunas propiedades especiales sobre estos grupos
[18].
Por otro lado, seaM una variedad simplemente conexa, cerrada y suave, decimos queM
es como un plano proyectivo siH∗(M ;Z) ∼= Z⊕Z⊕Z. En [23] se muestra que siM es una
variedad que es como un plano proyectivo, entonces es homotópicamente equivalente
a un CW−complejo con estructura celular mínima y la solución del problema del
invariante de Hopf 1 [2], garantiza que la dimensión de M debe ser 4, 8 ó 16. En
dimensión 4, las variedades que son como planos proyectivos son homeomorfas a CP2

por la clasificación de Freedman sobre 4−variedades simplemente conexas [17].
Las variedades que son como planos proyectivos combinan simplicidad con riqueza
estructural: son espacios que generalizan (homológicamente) planos proyectivos como
CP2, HP2 y OP2, por eso son estructuras con una homología relativamente simple, pero
presentan características topológicas no triviales, como torsión en la cohomología, que
permiten detectar propiedades de haces vectoriales fibrados y clases características.
Además, clasificar variedades que son como planos proyectivos es importante porque
permite comprender de manera precisa sus propiedades topológicas, geométricas y alge-
braicas. Al conocer exactamente cómo se comportan sus clases de cohomología (clases
características) y su estructura de fibrado tangente, podemos abordar problemas de
suma importancia dentro de la topología diferencial y topología algebraica como lo
es identificar obstrucciones a la orientación, a la paralelizabilidad o a la existencia de
ciertos tipos de fibrados sobre ellas. También, la caracterización de variedades que son
como planos proyectivos facilita su uso como modelos fundamentales en cobordismo,
ya que muchas construcciones y teoremas se prueban primero sobre estos espacios por
su simplicidad homológica combinada con propiedades no triviales.
En el capitulo 2 se desarrolla de manera explícita la clasificación de variedades que son
como planos proyectivos en dimensión 8 y 16. Esta labor fue iniciada por James Eells y
Nicolaas H. Kuiper durante los años 60’s. Eells y Kuiper obtienen una clasificación de
variedades que son como planos proyectivos salvo suma conexa con una esfera exótica
de la correspondiente dimensión [16]. La clasificación hasta difeomorfismo fue concluida
por Linus Kramer y Stephan Stolz durante el 2007, Kramer y Stolz dan una caracte-
rización de variedades que son como planos proyectivos mediante clases de Pontryagin
[31].
Por otra parte, dada M una n−variedad suave y cerrada, definimos el grupo modular
de M como el grupo de clases de isotopía de difeomorfismos de M que preservan
orientación, lo denotamos por M(M). El cálculo de los grupos modulares es de suma
importancia en la actualidad dentro de muchas ramas de la matemática, como lo son:
Topología de bajas dimensiones, en la cual el grupo modular se interpreta como “grupo
de simetrías” de una superficie; en Geometría hiperbólica y Teoría de Teichmüller, aquí
el espacio de Teichmüller T tiene como grupo de automorfismos un grupo modular
y éste controla cómo se identifican distintas estructuras geométricas hiperbólicas; en
Álgebra y aritmética, para el toro, el grupo modular SL(2,Z) está relacionado con la
teoría de formas modulares y la aritmética de curvas elípticas.
Este trabajo está inspirado en el trabajo de Yang Su y Wei Wang [46], sobre el cálculo
de grupos modulares de variedades que son como planos proyectivos de dimensión 8 y
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16, utilizando los grupos Θn. En el trabajo de Su y Wang se obtiene el cálculo explícito
de dichos grupos modulares, para los cuales los capítulos 1 y 2 son necesarios con el
fin de tener un entendimiento más claro.
En el capítulo 3 se desarrolla el material requerido para los resultados principales. Una
aportación sobre el trabajo de Su y Wang, además de desarrollar de manera autoconte-
nida la teoría, es proponer nuevas alternativas de demostración de algunos resultados
sobresalientes y así obtener las conclusiones deseadas, por ejemplo:
Dado G un grupo y P un G−haz principal sobre un espacio X, AdP denota el haz aso-
ciado a P con fibra G y la acción de G en sí mismo es adjunta, es decir, AdP = P ×GG
(el cual es un fibrado de grupos sobre X). Las secciones de AdP pueden ser identificadas
con funciones f : P → G tal que f(pg) = g−1f(p)g [4]. El espacio de secciones ΓAdP
forma un grupo bajo la multiplicación puntual y es el grupo calibrado de P , denotado
por G(P ). Este grupo actúa naturalmente como un grupo de funciones G−equivariantes
de P , el cual es la identidad en X. En [4] se muestra que para un G−haz principal
P → B el espacio clasificante del grupo calibrado G(B) es homotópicamente equiva-
lente a la componente conexa MapP (B,BG) del espacio de funciones Map(B,BG), la
cual contiene la función clasificante de P .
A partir de esto, durante el desarrollo de éste capítulo, se propone una demostración
alternativa para probar, de una manera más accesible, que

π1(MapP (B,BG)) ∼= π0(G(P )).

En el capítulo 4, se dan las demostraciones a detalle de los teoremas de Su y Wang
sobre el cálculo de grupos modulares de variedades que son como planos proyectivos de
dimensión 8 y 16. Así mismo, se discuten algunas consecuencias inmediatas que tiene
el cálculo de estos grupos modulares. En particular, usando que HP2 admite métricas
Riemannianas de curvatura escalar positiva, podemos considerar R+

scal el conjunto de
dichas métricas. Es bien sabido que Diff(HP2) actúa en R+

scal vía pull-back; por lo
tanto, el cálculo del grupo modular de variedades que son como planos proyectivos
nos permite decir algunas cosas sobre comportamiento de la acción de Diff(HP2) en
R+

scal que, dicha acción, naturalmente pasa a una acción de M(HP2) a π0(R+
scal), el cual

tiene cociente π0(M+
scal), donde M+

scal es el espacio moduli de métricas Riemannianas
en HP2.



Capítulo 1

Esferas homotópicas.

1.1 Esferas homotópicas.
En este capítulo nos enfocaremos en dar algunas definiciones y resultados acerca de
esferas homotópicas, las cuales fueron definidas y estudiadas por Kervaire y Milnor en
1963, todo esto como una continuación del trabajo de Milnor sobre esferas exóticas en
dimensión 7.

Definición 1.1. Una esfera homotópica es una n−variedad que es homotópicamente
equivalente a la esfera estándar Sn.

Del teorema de Whitehead y del teorema de Hurewicz [23] tenemos el siguiente resul-
tado

Proposición 1.2. Una n−variedad M con n ≥ 2 es una esfera homotópica si y sólo
si π1(M) = 0 y Hi(M ;Z) ∼= Hi(Sn;Z) para toda i ∈ N.

Durante el desarrollo de este trabajo Dn denota el disco unitario estándar de dimensión
n.

Definición 1.3. Sean M1 y M2 dos n−variedades suaves y orientadas. Para i = 1, 2
tomamos encajes suaves hi : Dn ↪→ Mi tal que h1 preserva orientación y h2 invierte
orientación, considerando M̂i = M1 \ int(hi(Dn)) definimos la suma conexa de M1 y
M2, denotada por M1#M2, como la variedad

M̂1 ∪φ M̂2

donde φ : ∂M̂1 ∼= Sn−1 → ∂M̂2 ∼= Sn−1 un difeomorfismo que invierte orientación.

Veamos que la definición de suma conexa no depende de la elección de los encajes de
Dn.

Definición 1.4. Sean M y N dos variedades y f, g : M ↪→ N son dos encajes. Decimos
que f y g son isotópicas si existe una homotopía (suave) entre f y g, digamos H :
M × [0, 1] → N tal que H(x, t) es un encaje para todo t ∈ [0, 1] y para todo x ∈ M .

1
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Definición 1.5. Sean M y N dos variedades y f, g : M ↪→ N son dos encajes. Decimos
que f y g son isotópicas en el ambiente si existe una isotopía H : N × [0, 1] → N tal
que para todo x ∈ N se tiene que H(x, 0) = x y H(f(x), 1) = g(x). A la isotopía H se
le llama isotopía ambiente entre f y g.

Luego tenemos el siguiente teorema debido a Richard Palais, la prueba puede ser con-
sultada en [29].

Teorema 1.6. (Teorema del Disco.)
Sea M una n−variedad y f, g : Dk ↪→ M dos encajes. Si n = k y para f y g se
cumple que o ambas preservan orientación o ambas invierten orientación, entonces f
es isotópica en el ambiente a g.

Volviendo a la definición de suma conexa, si h̄1 : Dn ↪→ M1 es otro encaje, entonces
por el Teorema del Disco 1.6, existe una isotopía ambiente (suave) f : M1 → M1 tal
que h̄1 = f ◦ h1, entonces la variedad M1#M2 que resulta con el encaje h1 y h2 será
difeomorfa a la variedad que resulte de utilizar h̄1 y h2. El mismo argumento aplica
para h2. Por tanto la suma conexa de variedades de dimensión n no depende de la
elección de los encajes de Dn.
La siguiente observación y teorema son mostrados en [18].

Observación 1.7. La suma conexa de dos n−variedades suaves M1 y M2 es una
n−variedad suave.

Teorema 1.8. El conjunto de n−variedades cerradas orientadas, conexas y suaves es
un monoide conmutativo bajo la suma conexa con identidad la esfera estándar Sn.

Del monoide del teorema 1.8 consideramos el conjunto An el cual consiste de todos los
elementos invertibles en dicho monoide, con esto An es grupo .
De aquí en adelante las variedades serán suaves, orientadas, compactas. Luego en [18]
se muestra el siguiente resultado.

Lema 1.9. Sean M1 y M2 dos n−variedades. Entonces M1#M2 es una esfera homo-
tópica si y sólo si M1 y M2 son esferas homotópicas.

Proposición 1.10. Los elementos de An son esferas homotópicas.

Demostración. Si M ∈ An, entonces existe −M ∈ An tal que M#−M ∼= Sn, entonces
por el lema 1.9 tenemos que M y −M son esferas homotópicas.

Para probar que los elementos de An son topológicamente esferas, es decir, que son
homeomorfas a Sn, utilizamos el teorema generalizado de Schöenflies [10].

Teorema 1.11. Supongamos que f : Sn−1 × [−1, 1] → Sn es un encaje, entonces Sn \
f(Sn−1 ×{0}) consiste de dos componentes conexas y la cerradura de cada componente
es homeomorfa a Dn.

Proposición 1.12. Sean M1 y M2 dos n−variedades. Si M1#M2 ∼= Sn, entonces
M1 ∼= M2 ∼= Sn.
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Demostración. Para i = 1, 2 tomamos D ↪→ Mi un encaje de un disco de dimensión
n y construimos M1#M2 usando D. Por hipótesis tenemos un homeomorfismo f :
M1#M2 → Sn, entonces ∂D está encajada en Sn. Como ∂D está encajada en Sn−1

falta ver que podemos extender este encaje a un encaje de Sn−1 × [−1, 1], para poder
utilizar el teorema 1.11.
Notemos que podemos encontrar otro encaje D∗ ↪→ M1 tal que D ⊂ D∗ y extendemos
el encaje de Sn−1 usando el encaje de D∗, entonces el teorema 1.11 nos dice que la
cerradura de M1 \D es homeomorfa a Dn, así M1 es homeomorfa a dos discos pegados
por su frontera, es decir, M1 ∼= Sn. Mostrar que M2 ∼= Sn es análogo.

Por tanto An consiste de esferas que son homeomorfas a Sn, pero puede contener
esferas que no necesariamente son difeomorfas a Sn. A los elementos no triviales de An

se llaman esferas exóticas. Notemos que An no contiene todas las esferas exóticas, solo
las que son invertibles bajo la suma conexa.

1.2 h−cobordismo.
En esta sección veremos otra forma de ver el grupo de esferas homotópicas. Iniciamos
con el importante teorema de h−cobordismo que demostró Stephen Smale en 1961.

Definición 1.13. Sean M yN dos n−variedades cerradas orientadas. Un cobordismo
orientado entre M y N es una (n + 1)−variedad orientada W tal que ∂W = M ⊔ N .
El cobordismo lo denotamos por (W ;M,N).

Definición 1.14. Un h−cobordismo es un cobordismo orientado (W ;M,N) para el
cual las inclusiones M ↪→ W y N ↪→ W son equivalencias homotópicas. En este caso
decimos que M y N son h−cobordantes.

Para una demostración del teorema de h−cobordismo se puede ver [40].

Teorema 1.15. Sean M y N variedades simplemente conexas, cerradas y suaves. Si
(W ;M,N) es un h−cobordismo con dim(W ) ≥ 6, entonces W es el cobordismo trivial,
es decir, W es difeomorfo a M × I.

Una de las consecuencias más importantes del trabajo de Smale es la clasificación de
variedades diferenciables en dimensiones altas.

Corolario 1.16. Sean M y N variedades simplemente conexas, cerradas y suaves
con dim(M) = dim(N) ≥ 5. Si M y N son h−cobordantes, entonces M y N son
difeomorfas.

Demostración. Si M y N son h−cobordantes, entonces existe W una n−variedad con
dim(W ) ≥ 6 tal que ∂W = M ⊔N . Por el teorema de h−cobordismo tenemos que W
es difeomorfo a M × I y a N × I, además como un difeomorfismo preserva frontera
tenemos que M ⊔M es difeomorfo a N ⊔N , de aquí que M y N son difeomorfas.

Otra aplicación muy recurrente del teorema de h−cobordismo es el Teorema de Poin-
caré generalizado [40].
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Teorema 1.17. Sea Σ una esfera homotópica de dimensión n ≥ 6, entonces Σ es
homeomorfa a Sn.

La relación de h−cobordismo entre variedades cerradas suaves y orientadas es una
relación de equivalencia [18], entonces podemos considerar el conjunto de todas las
clases de equivalencia de h−cobordismo de esferas homotópicas de dimensión n, y a
este conjunto lo denotamos por Θn. Respecto a este conjunto tenemos los siguientes
resultados

Lema 1.18. Sea M una n−variedad simplemente conexa, suave y orientada con n ≥ 6,
entonces:

1. M es h−cobordante a Sn si y sólo si M es la frontera de una variedad suave
contráctil.

2. Si M es una esfera homotópica, entonces M#−M es la frontera de una variedad
contráctil.

3. M es una esfera homotópica si y sólo si existe una n−variedad N simplemente
conexa, orientada y suave tal que M#N es frontera de una variedad contráctil.

Demostración. Sólo se muestra 1, pues los incisos siguientes son consecuencia de éste.
Para la necesidad tomamos (W ;M,Sn) el h−cobordismo entre M y Sn, entonces pe-
gando un (n + 1)−disco a W a través de Sn obtenemos W ′ una nueva variedad para
la cual ∂W ′ = M . Por el teorema de h−cobordismo tenemos que W es difeomorfa
a M × I, entonces W ′ es homotópicamente equivalente a un disco Dn+1, el cual es
contráctil.
Por otro lado, si existe W variedad contráctil con ∂W = M , entonces W tiene la misma
homología de un punto, por la proposición 7·6 de [18] tenemos que W es difeomorfa a
Dn y por tanto (W \ D̊n;M,Sn) es un h−cobordismo entre M y Sn.

La demostración de los siguientes resultados se puede ver en [18].

Lema 1.19. Sean M,M1 y M2 tres n−variedades suaves con n ≥ 3 y M1 h−cobordante
a M2. Entonces M1#M es h−cobordante a M2#M.

Teorema 1.20. Las clases de h−cobordismo de n−variedades suaves orientadas for-
man un monoide bajo la suma conexa de variedades donde la identidad es la clase de
h−cobordismo de Sn. Más aún, el grupo de elementos invertibles es Θn.

Ahora veamos otra forma de ver Θn y An, así como la relación que existe entre estos
grupos.

Definición 1.21. Sea M una n−variedad suave. Definimos Diff(M) como el conjunto
de difeomorfismos de M que preservan orientación.

Lema 1.22. El conjunto Diff(M) es un grupo bajo la composición.
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Demostración. Dadas las propiedades de la composición de funciones, basta probar que
Diff(M) es cerrado bajo la composición. Sean f, g ∈ Diff(M) y tomemos un atlas de
{Uα, φα} de M , entonces φα ◦ g ◦f ◦φ−1

β es suave, similar f−1, g−1 son suaves, entonces
podemos encontrar una carta φγ tal que

φα ◦ g ◦ φ−1
γ ◦ φγ ◦ f ◦ φ−1

β

es una composición de funciones suaves, pues f y g lo son. Para f−1 y g−1 es análogo.

Ahora consideramos Diff0(M) ⊂ Diff(M) definido como el conjunto de difeomorfismos
que son isotópicos a la identidad. Entonces tenemos lo siguiente:

Observación 1.23. 1. El conjunto Diff0(M) es un subgrupo de Diff(M).

2. Sea [Diff(Sn−1),Diff(Sn−1)] el conmutador del grupo Diff(Sn−1), entonces

[Diff(Sn−1),Diff(Sn−1)] ⊂ Diff0(Sn−1).

Ahora consideremos el homomorfismo restricción

∂ : Diff(Dn) → Diff(Sn−1),

la imagen de este homomorfismo son los difeomorfismos de Sn−1 los cuales pueden ser
extendidos sobre Dn y se tiene que Diff0(Sn−1) ⊂ ∂Diff(Dn), ver [18]. Entonces de
la observación 1.23 y esto último se tiene que Diff0(Sn−1) y ∂Diff(Dn) son subgrupos
normales, pues contienen al conmutador. Sea

Γn := Diff(Sn−1)
/
∂Diff(Dn),

entonces se tiene que

Proposición 1.24. El grupo Γn de difeomorfismos de Sn−1 módulo los difeomorfismos
que se pueden extender sobre Dn es un grupo abeliano.

Así tenemos las siguientes relaciones, que pueden ser consultadas en [18].

Proposición 1.25. Para n ≥ 5, la función f : An → Θn que envía un elemento de An

a su clase de h−cobordismo en Θn es un isomorfismo de grupos abelianos.

A la unión ajena de dos n−discos los cuales son identificados por su frontera por algún
difeomorfismo h : Sn−1 → Sn−1 le llamamos esfera torcida y la denotamos por Σ(h).

Proposición 1.26. La función g : Γn → An que envía un difeomorfismo h : Sn−1 →
Sn−1 a Σ(h) es un homomorfismo inyectivo de grupos abelianos.

Teorema 1.27. Para n ≥ 6 se tiene que Γn, An y Θn son grupos abelianos isomorfos.
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1.3 Esferas homotópicas s−paralelizables.
Sea M una n−variedad suave y tomemos τ = τ(M) el haz tangente de M .

Definición 1.28. Decimos que M es paralelizable si τ es el haz trivial y decimos que
M es s−paralelizable si τ ⊕ ϵ1 es el haz trivial, donde ⊕ es la suma de Whitney y ϵ1 es
el haz trivial. El haz τ ⊕ ϵ1 es llamado el haz tangente estable de M .

En [28] se muestran los siguientes resultados:

Teorema 1.29. Cualquier esfera homotópica es s−paralelizable.

Lema 1.30. 1. Sea M una n−subvariedad de Sn+k con n < k. Entonces M es
s−paralelizable si y sólo si su haz normal es trivial.

2. Una n−variedad conexa con frontera no vacía es s−paralelizable si y sólo si es
paralelizable.

Ahora consideremos el siguiente subgrupo de Θn

bPn+1 = {M ∈ Θn : M es la frontera de una variedad paralelizable}
= {M ∈ Θn : ∃W paralelizable con ∂W = M}

Sea M una n−variedad s−paralelizable cerrada y tomemos i : M ↪→ Sn+k un encaje
suave con k > n + 1. Por el lema 1.30 tenemos que N el haz normal de M es trivial.
Eligiendo φ un campo específico de k−marcos (k vectores linealmente independientes
y ortogonales) normales. La construcción Pontryagin-Thom nos da una función

P (M,φ) : Sn+k → Sk

ver [41] y [48]. La clase de homotopía de P (M,φ) es un elemento bien definido en
el grupo de homotopía estable πs

n := πs
n+k(Sk) y con esto tenemos que si P (M) :=

{P (M,φ)}φ es la colección de funciones haciendo variar φ sobre todos los los campos
de k−marcos ortonormales de M tenemos que P (M) ⊂ πs

n.

Luego en [28] se muestra el siguiente resultado

Lema 1.31. El conjunto P (Sn) ⊂ πs
n es un subgrupo de πs

n. Además P (Σ) es una clase
lateral del subgrupo P (Sn) para cualquier esfera homotópica Σ y existe un homomor-
fismo de grupos

p′ : Θn → πs
n

/
P (Sn)

Σ 7→ P (Σ)
tal que ker(p′) ∼= bPn+1.

De este resultado tenemos que

Θn/bPn+1 ∼= p′(Θn) ≤ πs
n

/
p(Sn).

Luego en [44] J.P. Serre prueba que πs
n es finito y con esto tenemos uno de los resultados

más importantes sobre estos grupos de esferas homotópicas [28].
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Teorema 1.32. Θn

/
bPn+1 es finito.

Como P (Sn) ≤ πs
n puede ser descrito como la imagen de

Jn : πn(SO(k)) → πn+k(Sk)

donde Jn es el homomorfismo J de Hopf-Whitehead [26], entonces

πs
n

/
P (Sn) ∼= coker(Jn).

Luego para n ≤ 8, en la siguiente tabla se resume la información que se sabe para los
grupos mencionados [28]:

n 1 2 3 4 5 6 7 8

πn Z2 Z2 Z24 0 0 Z2 Z240 Z2 ⊕ Z2

πs
n

/
P (Sn) 0 Z2 0 0 0 Z2 0 Z2

Θn

/
bPn+1 0 0 0 0 0 0 0 Z2

Por otro lado, usando que Θn

/
bPn+1 es finito, se puede probar que Θn es finito, basta

probar que para n ̸= 3 bPn+1 es finito, en [28] se prueba que bPn+1 = 0 para n par y
es cíclico finito para n impar n ̸= 3. Además también se prueba que bPn+1 tiene orden
1 o 2 para n ≡ 1 (mód 4), pero el orden crece exponencialmente para n ≡ 3 (mód 4).
Algunos valores para bPn+1 son los de la siguiente tabla:

n 1 3 5 7 9 11 13 15 17 19
∣∣∣bPn+1

∣∣∣ 1 1 1 28 2 992 1 8128 2 130,816

Uno de los resultados más importantes del trabajo de Kervaire y Milnor [28] es el
siguiente:

Teorema 1.33. Para n ̸= 3 el grupo Θn es finito.

Sus técnicas fallan en el caso n = 3, sin embargo, ya resuelta la conjetura de Poincaré,
el resultado es cierto para todo n. Algunos ordenes del grupo Θn se muestran en la
siguiente tabla:

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
∣∣∣Θn

∣∣∣ 1 1 1 1 1 1 28 2 8 6 992 1 3 2 16256 2 16 16



Capítulo 2

Variedades que son como planos
proyectivos.

En este capítulo se enuncian los principales resultados del trabajo de Eells y Kuiper,
como lo es el estudio de variedades que son como planos proyectivos y su clasificación
[16].

Definición 2.1. Una n−variedad M simplemente conexa, suave y cerrada es como un
plano proyectivo si

H∗(M ;Z) ∼= Z ⊕ Z ⊕ Z.

Este tipo de variedades es homotópicamente equivalente a un CW -complejo de es-
tructura celular mínima y la solución del problema del invariante de Hopf 1 [2] nos
asegura que si M es como un plano proyectivo, entonces la dimensión de M debe ser
n = 2m = 4, 8, 16. Para dimensión 4 se tiene que M es homeomorfa a CP2 por la
clasificación de 4−variedades simplemente conexas de Freedman [17]. El estudio de
variedades que son como planos proyectivos en dimensión 8 y 16 lo comenzaron Eells
y Kuiper, ellos muestran que en dimensión 8 (respectivamente 16) hay 6 (respecti-
vamente 60 ) tipos de homotopía de este tipo de variedades. También prueban que
H∗(M ;Z) ∼= Z[x]

/
(x3) con deg(x) = m [16].

Los ejemplos más típicos de estas variedades son los panos proyectivos CP2, HP2, OP2

sobre los números complejos, cuaternios y octoniones, respectivamente.

2.1 Clasificación de variedades que son como pla-
nos proyectivos salvo suma conexa con esferas
homotópicas.

En esta sección veremos la clasificación de variedades que son como planos proyectivos
realizada por Eells y Kuiper en [16].

Definición 2.2. Sea N una n−variedad suave, decimos que N es casi-cerrada si es
compacta y su frontera es una esfera homotópica.

8
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Las variedades casi-cerradas pueden ser obtenidas de una n−variedad cerrada N re-
moviendo el interior de un disco D̊n de N , con esto ∂N es homeomorfa a Sn−1 y
consideramos

N(α) := N ∪α D
n

donde α : ∂Dn → ∂N es un homeomorfismo. Notemos que N(α) es suave si α es
difeomorfismo, más aún, si β : ∂Dn → ∂N es otro difeomorfismo, entonces N(β) es
difeomorfa a N(α)#Σ donde Σ = Dn ∪α−1β D

n es una esfera homotópica. Así N(α) no
depende de α.

Teorema 2.3. (Eells-Kuiper)
La clase de difeomorfismo de variedades simplemente conexas casi-cerradas que son
como planos proyectivos de dimensión 2m = 8, 16 está en correspondencia 1 − 1 con
los enteros no negativos. La variedad Nt correspondiente a t ∈ Z≥0 es el haz de discos
del haz vectorial ξt → Sm con clase de Euler e(ξt) = x y clase de Pontryagin pm(ξt) =
2(1 + 2t)x para m = 4 (respectivamente pm(ξt) = 6(1 + 2t)x para m = 8) donde
x ∈ Hm(Sm) es el generador.

Demostración. Tomemos Nt = D(ξt) el haz de discos de ξt, notemos que Nt es una
variedad casi-cerrada que es como un plano proyectivo, pues la condición de que e(ξt) =
x nos garantiza que ∂D(ξt) es una esfera homotópica. Además, si hacemos el pullback
de ξt via una función f : Sm → Sm de grado −1, entonces f ∗ξt es un haz isomorfo
a ξ−t−1, entonces las variedades Nt y N−t−1 son difeomorfas y es suficiente considerar
t ≥ 0.
Por otro lado, si N es una variedad simplemente conexa casi-cerrada que es como un
plano proyectivo de dimensión 2m = 8, 16, consideramos el haz normal ξ de un encaje
Sm ↪→ N el cual representa un generador de H∗(N ;Z) ∼= Z. Entonces ξ es un m−haz
vectorial orientado sobre Sm, para el cual su haz de discos puede ser identificado con
una vecindad tubular de Sm ⊂ N . Salvo isomorfismo ξ está determinado por su clase
de Euler e(ξ) y la clase de Pontryagin pm(ξ), dado que N es como un plano proyectivo
se tiene que

H∗(N/∂N ;Z) ∼= Z[x]
/

(x3)

y esto implica que e(ξ) = x. La clasificación de m−haces vectoriales sobre Sm implica
que ξ es isomorfo a ξt para algún t ∈ Z. Ahora removiendo el interior del haz de discos
D(ξ) ⊂ N de N obtenemos W un h−cobordismo entre ∂D(ξ) y ∂N , como dim(W ) ≥ 6,
por el teorema de h−cobordismo tenemos que W es difeomorfa a ∂D(ξ) × [0, 1]; en
particular,

N = D(ξ) ∪∂D(ξ) W

es difeomorfa a D(ξ) = D(ξt).

Una pregunta natural es ¿Para qué valores de t ∈ Z se cumple que ∂Nt es difeomorfa a
S2m−1?, la respuesta a esto es una consecuencia del teorema 2.3. Cabe mencionar que
en [16] está la prueba de la necesidad, sin embargo, la suficiencia está basada en un
resultado de Crispin Thomas St. John Wall en [50].
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Proposición 2.4. (Eells-Kuiper, Wall.)
La frontera ∂Nt es difeomorfa a S2m−1 si y sólo si t ≡ 0, 7, 48, 55 (mód 56) para m = 4
y t ≡ 0, 127, 16128, 16255 (mód 16256) para m = 8.

Demostración. Para la necesidad, tomemos α : S2m−1 → ∂Nt un homeomorfismo y
consideremos Nt(α) = Nt ∪α D

2m−1. El género Â de Nt(α), Â(Nt(α)), es una cierta
combinación lineal racional de los números de Pontryagin p2

m(M)[M ] y p2
2m(M)[M ] que

es independiente de α y puede ser descrito en términos de t como [30],[16]:

Â(Nt(α)) =
− t(t−1)

7·8 m = 4
− t(t−1)

127·128 m = 8

El género Â es definido para cualquier variedad, pero en general no es un número
entero. Del Teorema de Índice de Atiyah-Singer, Borel y Hirzebruch mostraron que el
género Â para variedades spin coincide con el índice del operador de Dirac el cual es
un entero. Por tanto, para variedades spin el género Â es un número entero [7].
Ahora, si ∂Nt es difeomorfa a S2m−1, entonces podemos pensar a α como difeomorfismo
y así Nt(α) es suave. Dado que H i(M ;Z/2) = 0 para i = 1, 2, entonces las obstrucciones
para una estructura spin wi(M) ∈ H i(M ;Z/2) se anulan, así Nt(α) puede ser dotada
con una estructura spin. Por el comentario anterior tenemos que Â(Nt(α)) ∈ Z y por
tanto Â(Nt(α)) cumple las congruencias.
Para la suficiencia, si tenemos que se cumplen las congruencias requeridas, entonces
Â(Nt(α)) ∈ Z y por el Teorema 4 de [50] tenemos que la obstrucción para que ∂Nt sea
difeomorfa a S2m−1 es

χ(Nt)2 − τ(Nt)
8 (mód 28) (m = 4), χ(Nt)2 − τ(Nt)

8 (mód 26 · 127) (m = 8),

donde χ y τ son la característica de Euler y la signatura, respectivamente. Dado que el
género Â en este caso es un número entero, entonces las obstrucciones se anulan, por
tanto ∂Nt es difeomorfa a S2m−1.

Con esto tenemos que las clases de difeomorfismo de M una variedad que es como un
plano proyectivo de dimensión 2m ≥ 8 está determinado por la pm/4-ésima clase de
Pontryagin de M , y estas son:

pm/4(Mt) =
2(1 + 2t)x t ≡ 0, 7, 48, 55 (mód 56) m = 4

6(1 + 2t)x t ≡ 0, 127, 16128, 16255 (mód 16256) m = 8

Entonces podemos concluir que el género Â es un invariante numérico completo de
dichas variedades, y se sigue que:

Â(Mt) =
− t(t−1)

7·8 t ≡ 0, 7, 48, 55 (mód 56) m = 4
− t(t−1)

127·128 t ≡ 0, 127, 16128, 16255 (mód 16256) m = 8

Como resultado principal en está sección y como consecuencia de los resultados ante-
riores tenemos que:
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Teorema 2.5. Sea M una 2m−variedad que es como un plano proyectivo con m = 4, 8.
Entonces salvo suma conexa con una esfera homotópica, el tipo de difeomorfismo de
M está determinado por el número de Pontryagin p2

m(M)[M ] ∈ Z. Más aún, un entero
k es igual al número p2

m(M)[M ] si y sólo si

k =
22(1 + 2t)2 t ≡ 0, 7, 48, 55 (mód 56) m = 4

62(1 + 2t)2 t ≡ 0, 127, 16128, 16255 (mód 16256) m = 8

2.2 Grupos de bordismo.
Recordemos que

BOk =
⋃

n∈N
Grk(Rn+k) y BO =

⋃
k∈N

BOk.

Sea (N, ∂N) una n−variedad compacta y consideremos

ι : (N, ∂N) ↪→ (Rn+k
+ , ∂Rn+k

+ )

un encaje suave donde Rn+k
+ denota el hiper-semiplano superior de Rn+k. La función

ν : N → Grk(Rn+k)

que envía un punto x ∈ N a su espacio normal en Rn+k es llamada la función de
Gauss. Tomemos B → BO una fibración fija sobre el espacio clasificante BO del grupo
ortogonal estable.

Definición 2.6. Una B−estructura en N es una clase de equivalencia de pares (ι, ν̄)
donde ν̄ es la función que hace conmutativo el siguiente diagrama

B

N Grk(Rn+k) ⊂ BOk ⊂ BOν

ν̄

y la relación de equivalencia es generada por deformaciones simultáneas de ι y ν̄, y por
la estabilización de Rn+k ↪→ Rn+k+1.

Definición 2.7. Una B−variedad es una variedad que tiene una B−estructura y un
B−bordismo entre B−variedades M1

ν̄1−→ B y M2
ν̄2−→ B es un bordismo W entre M1

y M2 con una B−estructura ν̄ : W → B la cual se restringe a ν̄1 y ν̄2 en la frontera
∂W = M1 ⊔M2.

Definición 2.8. Una B−estructura ν̄ : M → B es llamada k−suave normal si ν̄ es
una (k + 1)−equivalencia, es decir, ν̄∗ : πi(M) → πi(B) es isomorfismo para i ≤ k y
suprayectivo para i = k + 1.
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Si existe una B−estructura k−suave ν̄ : M → BO y πi(B) → πi(BO) es isomorfismo
para i > k + 1 e inyectivo para i = k + 1, entonces la fibración B → BO está
determinada por M salvo equivalencia homotópica en las fibras. En este caso nos
referimos a B → BO como el k−tipo normal de M . En [31] podemos encontrar el
siguiente teorema:

Teorema 2.9. Sean M1 y M2 dos n−variedades cerradas con n ≥ 5, χ(M1) = χ(M2)
y con una B−estructura k−suave normal. Para k ≥

⌊
n
2

⌋
− 1 un B−bordismo W entre

M1 y M2 es bordante a un s−cobordismo si y sólo si una determinada obstrucción
θ(W ) es elemental, donde θ(W ) ∈ Ln+1(π1(B), w : π1(B) → π1(BO) ∼= Z/2) el grupo
de cirugía clásico de Wall.

De este teorema tenemos que podemos pensar en el conjunto de clases de equivalencia
bajo la relación de B−bordismo como un grupo y lo denotamos con ΩB

n . Entonces
tenemos los siguientes resultados

Corolario 2.10. Sean M1 y M2 dos 2m−variedades cerradas simplemente conexas
con una B−estructura m−suave normal, m ≥ 3. Si M1 y M2 representan el mismo
elemento en ΩB

2m, entonces M1 es difeomorfa a M2.

Corolario 2.11. Sea M una 2m−variedad simplemente conexa, m ≥ 3, y ν̄ : M → B
una B−estructura m−suave normal de M . Si Σ es una esfera homotópica con una
B−estructura tal que [Σ] = 0 ∈ ΩB

2m, entonces M#Σ es difeomorfa a M .

Demostración. Es sabido que la suma conexa de dos B−variedades M y N admite
una B−estructura tal que en ΩB

∗ se tiene que [M#N ] = [M ⊔ N ]. Construimos el
B−bordismo W tomando M × I y N × I y pegando una 1−asa en Dn × I, W es una
(n+ 1)−variedad tal que

∂W = M ⊔N ⊔M#N,
de la teoría de obstrucción tenemos que la B−estructura pude ser extendida a la 1−asa,
entonces W tiene una B−estructura. Dado que la B−estructura en M#Σ es m−suave
normal, entonces del resultado anterior tenemos que M#Σ es difeomorfa a M .

2.2.1 El m−tipo normal de variedades que son como planos
proyectivos.

Da teoría de obstrucción tenemos que si B y B′ son k−universales y admiten una
estructura k−suave normal de la misma variedad M , entonces las dos fibraciones son
equivalencia homotópica por fibras, mas aún, la descomposición de Moore-Postnikov
implica que para cada M existe una fibración k−universal Bk sobre BO que admite
una estructura k−suave normal de M . Entonces el tipo de homotopía de la fibra de
Bk → BO es un invariante de M y lo llamamos el k−tipo normal de M , denotado por
Bk(M).

Lema 2.12. Sea M una 2m−variedad que es como un plano proyectivo con m = 4, 8
tal que la variedad casi-cerrada M̊ (obtenida removiendo un disco abierto de M) es
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difeomorfa a Nt. Además, si ν : M → BOk ⊂ BO es la función de Gauss inducida por
un encaje M ⊂ R2m+k, se tiene que

ν∗ : πm(M) ∼= Z −→ πm(BO) ∼= Z

es multiplicación por ±(2t+ 1).

Demostración. Sea i : Sm ↪→ D(ξt) = Nt ⊂ M la inclusión de la sección cero, notemos
que el haz normal de este encaje es ξt y el haz normal del encaje Nt ⊂ M ↪→ Rn+k es
el pullback ν∗γk del haz universal γ → BO vía la función de Gauss ν : M → BOk.
Luego tenemos que el haz

TSm ⊕ ξt ⊕ i∗ν∗γk ∼= i∗TM ⊕ i∗ν∗γk ∼= i∗(TM ⊕ ν∗γk)

es la restricción del haz tangente de Rn+k a Sm ⊂ M ⊂ Rn+k y por tanto trivial. Iden-
tificando haces vectoriales estables sobre Sm con [Sm → BO] ∈ πm(BO) concluimos
que i∗ν∗γ = −ξt ∈ πm(BO), comparando las clases de Pontryagin pm(ξt), pm(ξ1) ∈
Hm(Sm;Z) vemos que ξt = (2t + 1)ξ1 ∈ πm(BO), lo que implica que i∗ν∗γ = −(2t +
1)ξ1 ∈ πm(BO), reinterpretando esta ecuación, esto nos dice que la función

ν∗ : πm(M) → πm(BO)

manda el generador [i : Sm → M ] a −(2t+ 1)ξ1, como ξ1 es el generador de πm(BO),
y así obtenemos el lema.

Notemos que si M es como un plano proyectivo de dimensión 2m, es (m−1)−conexa, es
decir, πi(M) = 0 para i < m, luego de la teoría de obstrucción tenemos que ν : M →
BOk ⊂ BO de un encaje M ⊂ R2m+k, puede ser factorizada mediante la cubierta
(m− 1)−conexa

q : BO⟨m⟩ → BO.

Observemos que el levantamiento ν̄ : M → BO⟨m⟩ no es m−suave normal de M y por
el lema 2.12 se cumple que

πm(M) → πmBO⟨m⟩ ∼= πm(BO)

no es isomorfismo a menos que t = 0. En particular, BO⟨m⟩ → BO no es m−tipo
normal de M a menos que t = 0.
Vamos a producir la fibración B → BO. Sea K(Z,m) el espacio de Eilenberg-McLane,
caracterizado salvo equivalencia homotópica por πi(K(Z,m)) = 0 para i ̸= m y
πm(K(Z,m)) ∼= Z. Consideremos ΩK(Z,m) y PK(Z,m) el espacio de lazos y el espacio
de caminos de K(Z,m), respectivamente. Luego de la fibración de caminos

ΩK(Z,m) → PK(Z,m) → K(Z,m)

y considerando su sucesión exacta larga en homotopía junto con el hecho de que
PK(Z,m) es contráctil, tenemos que

ΩK(Z,m) = K(Z,m− 1).
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Para m ≡ (mód 4) denotamos por Bd,m → BO⟨m⟩ el pullback sobre la fibración de
caminos vía

ϕ : BO⟨m⟩ → K(Z,m)
tal que

ϕ∗ : πm(BO⟨m⟩) ∼= Z → πm(K(Z,m))) ∼= Z

es multiplicación por d. De la sucesión exacta larga en homotopía tenemos que

πm(Bd,m) ∼= Z → πm(BO⟨m⟩) ∼= Z

es multiplicación por ±d.

Proposición 2.13. Sea M como en el lema 2.12, entonces el m−tipo normal de M es
la fibración

B2t+1,m → BO⟨m⟩ → BO.

Demostración. Sea ν̄ ′ : M → BO⟨m⟩ el levantamiento de la función de Gauss M →
BO asociada al encaje M ↪→ Rn+k. La teoría de obstrucción muestra que ν̄ ′ puede ser
levantada a ν̄ : M → B2t+1,m y del lema 2.12 tenemos que

ν̄∗ : πi(M) → πi(B2t+1,m)

es isomorfismo para i = m. Más aún, es suprayectivo para i = m + 1: para m = 4 se
sigue de que π5(BO) = 0 y para m = 8 se sigue del hecho de que la fibración de Hopf
η : S9 → S8 induce suprayección

π8(BO) ∼= Z → π9(BO) ∼= Z/2.

Ahora aplicando el corolario 2.11 a variedades que son como planos proyectivos, pode-
mos concluir que:

Corolario 2.14. Si M es como en 2.12 y Σ es una esfera homotópica de dimensión
2m con [Σ] = 0 en ΩB2t+1,m

2m , entonces M#Σ es difeomorfa a M .

A continuación uno de los resultados más importantes sobre la clasificación de varie-
dades que son como planos proyectivos es trabajo de Linus Kramer y Stephan Stolz en
2007, ver [31].

Proposición 2.15. Sea Σ una esfera homotópica de dimensión 2m = 8, 16, entonces
[Σ] = 0 en ΩB2t+1,m

2m para cualquier t.

Notemos que B2t+1,m → BO⟨m⟩ es una función de haces fibrados sobre BO la cual
induce un homomorfismo de grupos de bordismo

ΩB2t+1,m
∗ → ΩBO⟨m⟩

∗

Para m = 4, 8 se sabe que los grupos ΩBO⟨m⟩
2m son:

ΩBO⟨4⟩
8

∼= Z ⊕ Z y ΩBO⟨8⟩
16

∼= Z ⊕ Z
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ver [37][19][20]. Dado que Θ2m
∼= Z/2 para m = 4, 8 se sigue que para cualquier

esfera homotópica Σ de dimensión 2m, la suma conexa Σ#Σ es difeomorfa a S2m. En
particular, Σ representa un elemento de orden a lo mas dos en ΩB2t+1,m

∗ . La demostración
del siguiente resultado se puede encontrar en [31].

Proposición 2.16. El homomorfismo

ΩB2t+1,m
∗ → ΩBO⟨m⟩

∗

es un isomorfismo 2−local, es decir, su kernel y cokernel son grupos de torsión sin
elementos de orden 2.

Todos estos resultados de L. Kramer y S. Stolz demuestran una clasificación completa
de variedades que son como planos proyectivos [31]:

Teorema 2.17. Sea M una 2m−variedad que es como un plano proyectivo, m ̸= 2.
Entonces para cualquier esfera homotópica Σ de dimensión 2m la suma conexa M#Σ
es difeomorfa a M .

Demostración. Dado que Σ es una esfera homotópica de dimensión 2m por la pro-
posición 2.15 tenemos que [Σ] = 0 en ΩB2t+1,m

2m , luego dado que M es como un plano
proyectivo se tiene que M es como en 2.12, entonces esto nos lleva a que M#Σ es
difeomorfa a M por la proposición 2.14.



Capítulo 3

El grupo modular de variedades
que son como planos proyectivos.

En este capítulo nos enfocaremos en dar las herramientas necesarias para hacer el
cálculo explícito del grupo modular de variedades que son como planos proyectivos.
Iniciamos recordando algunos de los conceptos principales.

Definición 3.1. Una n−variedad M simplemente conexa, suave y cerrada es como un
plano proyectivo si H∗(M ;Z) ∼= Z ⊕ Z ⊕ Z.

Definición 3.2. Sea M una n−variedad suave cerrada, el grupo modular de M es el
grupo de clases de isotopía de difeomorfismos de M que preservan orientación. Este
grupo es denotado por M(M).

Además, recordemos que por 1.22 y 1.23 tenemos que Diff(M) es un grupo y Diff0(M) es
un subgrupo normal de Diff(M). También M(M) puede ser visto como las componentes
conexas del grupo Diff(M), es decir,

M(M) = Diff(M)
/

Diff0(M).

Veamos que Diff(M) tiene una estructura de grupo topológico [5], y por tanto podemos
darle una estructura de grupo topológico a M(M).
Sea Cr(M,N) el espacio de todas las funciones f : M → N de clase Cr con 1 ≤ r ≤ ∞.
El conjunto de todos los difeomorfismos de clase Cr de M se denota por Diffr(M) y
la composición en Cr(M,M) induce una estructura de grupo en Diffr(M). Con esta
estructura, Diffr(M) se llama el grupo de difeomorfismos de clase Cr de M , además
hay inclusiones naturales:

Diff1(M) ⊇ Diff2(M) ⊇ · · · ⊇ Diffr(M) ⊇ · · · ⊇ Diff∞(M),

donde Diff∞(M) = Diff(M) es el grupo de difeomorfismos de clase C∞ de M . El
soporte de una función h ∈ Cr(M,M) es denotado por supp(h) y es la cerradura del
conjunto {x ∈ M | h(x) ̸= x}. El espacio de funciones con soporte compacto, para
algún compacto K ⊂ M , es

Cr
c (M,M) := {h ∈ Cr(M,M) | supp(h) ⊂ K}.

16
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Entonces el grupo de difeomorfismos de clase Cr con soporte compacto se define como

Diffr
c(M) := Diffr(M) ∩ Cr

c (M,M).

y se tiene que Diffr
c(M) es un subgrupo normal de Diffr(M). Además si M es compacta,

ambos grupos coinciden. Sean M,N variedades suaves y f ∈ Cr(M,N) con 1 ≤ r ≤ ∞.
Sea (φ,U) una carta local en M , y K ⊂ U un subconjunto compacto tal que f(K) ⊂ V ,
donde V es dominio de una carta (ψ, V ) en N . Para ε ≥ 0, definimos

Nr(f, (φ,U), (ψ, V ), ε,K)

como el conjunto de g ∈ Cr(M,N) tales que g(K) ⊂ V y

∥Dkf(x) −Dkg(x)∥ ≤ ε, ∀x ∈ φ(K), 0 ≤ k ≤ r.

Los conjuntos Nr(f, (φ,U), (ψ, V ), ε,K) forman una subbase para una topología en
Cr(M,N), llamada topología compacto-abierta Cr (o también topología débil Cr) [24].
La topología compacto-abierta C∞ en C∞(M,N) es la inducida por las inclusiones

C∞(M,N) ⊂ Cr(M,N), r < ∞.

Si denotamos por Cr
W (M,N) al espacio Cr(M,N) dotado con la topología débil, enton-

ces el grupo Diffr(M) con la topología inducida de Cr
W (M,M) es un grupo topológico,

metrizable y con base numerable [24].
Sea Cr

K(M,N) es el conjunto de funciones con soporte en un compacto K ⊂ M , se
dota a este conjunto con la topología compacto-abierta y se define

Cr
c (M,N) = lim−→

K⊂M compacto
Cr

K(M,N),

con la topología de límite directo. Entonces el grupo Diffr
c(M) de difeomorfismos de

clase Cr con soporte compacto se dota con la topología de límite directo inducida de
Cr

c (M,M). Por tanto, el grupo Diff∞
c (M) de difeomorfismos C∞ con soporte compacto

también se dota con la topología de límite directo, como

Diff∞
c (M) = lim−→

K⊂M compacto
Diffr

K(M),

donde cada Diffr
K(M) tiene la topología compacto-abierta. Por tanto, Diff(M) es un

grupo topológico y en consecuencia M(M) también lo es con la topología compacto-
abierta C∞.

Observación 3.3. Si M es como un plano proyectivo en el teorema 2.3 hemos visto
que las clases de Pontryagin pm/4 son no triviales y además sabemos que

H∗(M ;Z) ∼= Z[x]
/

(x3) con deg(x) = m

lo cual implica que cualquier difeomorfismo de M necesariamente preserva orientación,
ver [16].
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A partir de aquí M siempre será una variedad que es como un plano proyectivo de
dimensión 2m = 8, 16.

Definición 3.4. El grupo modular de un disco Dn relativo a su frontera es definido y
denotado por

M(Dn, ∂) = {f : Dn −→ Dn|f es difeomorfismo orientado con f |Sn−1 = idSn−1}.

En [13] se muestra que para n ≥ 5 se cumple que

M(Dn, ∂) ∼= Θn+1. (1)

Ahora, sea D2m ↪→ M un encaje suave y f ∈ M(D2m, ∂). Dado que ∂D2m ∼= S2m−1

y f |S2m−1 = idS2m−1 , podemos extender f a un difeomorfismo en M con idM en el
complemento de D2m. Tal extensión del difeomorfismo f es llamado difeomorfismo con
soporte en un disco, por tanto obtenemos un homomorfismo de grupos

M(D2m, ∂) −→ M(M).

Por otro lado por el teorema de Haefliger ([21], [22]) existe un encaje Sm ↪→ M único
salvo homotopía, representando un generador fijo de Hm(M ;Z) ∼= Z. Sea N una vecin-
dad tubular de Sm, el cual es el haz de discos del haz normal ξ de Sm (el haz vectorial
ξ debería tener número de Euler ±1, esto solo pasa para m = 2, 4, 8 y fue probado por
Bott y Milnor en [9]). Por otro lado el teorema de h−cobordismo implica que

M ∼= N ∪S2m−1 D2m.

Entonces los grupos modulares de M y N se relacionan por la siguiente sucesión exacta
(ver Teorema 3 de [51])

M(D2m, ∂) α−→ M(M) β−→ M(N) γ−→ I(M) → 0 (2)

donde α está dado por una extensión por la identidad (antes explicado), por el Teorema
del disco y el Teorema de extensión de isotopía, cualquier difeomorfismo f de M es
isotópico a un difeomorfismo f1, el cual está bien definido salvo isotopía y fija a D2m;
β(f) es la restricción de f1 a N ; I(M) = {Σ ∈ Θ2m| M#Σ ∼= M} es el grupo de
inercia de M (ver [36] ), y γ es definido vía la restricción de un difeomorfismo de N a
∂N = S2m−1. Por otro lado, por el teorema 2.17 tenemos que

I(M) = Θ2m
∼= Z/2.

Del isomorfismo (1) y de la sucesión (2), tomemos el homomorfismo correspondiente a
α con este isomorfismo como

ϕ : Θ2m+1 → M(M). (3)
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3.1 Automorfismos de haces.
El propósito de este capítulo es estudiar los morfismos de la sucesión exacta (2). Em-
pezamos dando una demostración alternativa a uno de los resultados mencionados en
el trabajo de Su y Wang [46] que es de suma importancia para el calculo de grupos
modulares de variedades que son como planos proyectivos.
Recordemos que N = D(ξ) es el espacio total del haz de discos cerrados del haz nor-
mal ξ de Sm. Tomemos aut(ξ) el grupo de clases de isotopía de isomorfismos ξ → ξ
que preservan orientación, fibras y además son la identidad en el espacio base Sm (no
mueve los puntos base).
Si φ : ξ → ξ, entonces φx : ξx → ξx es un isomorfismo lineal para cada x ∈ Sm y cada
vector v ∈ ξx se mapea a otro vector φx(v) ∈ ξx, esto es suave y preserva la estructura
del disco en ξx, así tenemos un que ϕ induce un difeomorfismo D(ξ) → D(ξ), es decir,
un elemento en aut(N). Por tanto tenemos un homomorfismo de grupos bien definido

aut(ξ) −→ aut(N).

Por otro lado, si P es un G−haz principal sobre un espacio X, AdP denota el haz
asociado a P con fibra G y la acción de G en sí mismo es adjunta, entonces AdP =
P ×GG y ya no es un haz fibrado principal, si no un fibrado de grupos sobre X , de los
cuales sus secciones pueden ser identificadas con f : P → G tal que f(pg) = g−1f(p)g,
ver [4].
El espacio de secciones ΓAdP forma un grupo bajo la multiplicación puntual y es el
grupo calibrado de P , denotado por G(P ). Este grupo actúa naturalmente como un
grupo de funciones G−equivariantes de P , el cual es la identidad en X. Además si
consideramos Map(M,BG) como el espacio de funciones de M a BG y MapP (M,BG)
como la componente conexa de Map(M,BG) la cual contiene la función clasificante de
P , entonces tenemos el siguiente resultado, para el cual se propone una demostración
alternativa:

Teorema 3.5. Si BG es paracompacto y locamente contráctil, entonces

π1(MapP (B,BG)) ∼= π0(G(P )).

Antes de iniciar la demostración de este importante resultado, veamos un lema y un
teorema el cual puede ser consultado en [4].

Lema 3.6. G(P ) = aut(P ).

Demostración. Si f : P → G es una sección de AdP , entonces definimos

f∗ : P → P
p 7→ pf(p)

y dado que f(pg) = g−1f(p)g tenemos que f∗ es G−equivariante.
Por otro lado, si f∗ : P → P es G−equivariante definimos

f : P → G

tal que f∗(p) = pf(p). Entonces así definido es una sección de AdP .



20

En particular, sea P (ξ) el SO(m)−haz principal asociado de ξ, entonces (ver [4])

aut(ξ) = G(P (ξ)) = π0G(P (ξ)).

Teorema 3.7. Sea BG el espacio clasificante de G, entonces

BG(P ) ≃ MapP (M,BG)

donde el subíndice P denota la componente de una función M → BG la cual induce
P .

Veamos la demostración del teorema 3.5

Demostración. Por el teorema 3.7 tenemos que para un G−haz principal P → B
el espacio clasificante de su grupo calibrado G(B) es homotópicamente equivalente a
la componente conexa MapP (B,BG) del espacio de funciones Map(B,BG), la cual
contiene la función clasificante de P .
Denotamos por ΩX el espacio de lazos basados de un espacio topológico X, entonces
tenemos las siguientes equivalencias homotópicas

G(B) ≃ ΩBG(B) ≃ ΩMapP (B,BG).

También recordemos que de la fibración G → EG → BG podemos considerar el
conjunto de funciones G−equivariantes P → E, denotado por MapG(P,E), entonces
G(P ) actúa en MapG(P,E) por composición y tenemos la fibración

G(P ) → MapG(P,E) π−→ MapP (B,BG)

para la cual en la sucesión exacta larga de homotopía tenemos

→ π1(G(P )) → π1(MapG(P,E)) → π1(MapP (B,BG)) → π0(G(P )) → π0(MapG(P,E)) →

Ahora como BG es paracompacto y locamente contráctil tenemos que π es una fibración
principal localmente trivial [4], lo cual implica que MapG(P,E) es contráctil y por tanto
tenemos un isomorfismo

π1(MapP (B,BG)) ∼= π0(ΩMapP (B,BG)) ∼= π0(G(P )).

Por tanto, para B = Sn y G grupo topológico conexo tenemos equivalencias homotó-
picas

Map∗
P (Sn, BG) ≃ ΩnBG ≃ Ωn−1G

donde Map∗
P (Sn, BG) es el espacio correspondiente de funciones punteadas y usando

que ΩBG ≃ G. Entonces existe una sucesión exacta

π1(G) Sp−→ πn(G) −→ π0(G(B)) → 0
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donde el homomorfismo sp : π1(G) → πn(G) es descrito como sigue:
Para un grupo topológico G la función

G×G → G
(g1, g2) 7→ [g1, g2]

desciende a una función c : G ∧G → G la cual induce una pareja bilineal

⟨−,−⟩ : πn(G) ⊗ πm(G) → πn+m(G)

llamado el producto de Samelson [8]. Entonces sp puede ser identificado con un producto
de Samelson como sigue:
Lema 3.8. Sea [fp] ∈ πn−1(G) la clase de homotopía de la función de pegadura del
haz principal P → Sn, entonces sp es idéntico al siguiente producto de Samelson

sp = −⟨−, [fp]⟩ : π1(G) → πn(G).

Demostración. Sea [gp] ∈ πn(BG) la clase de homotopía de la función clasificante del
haz principal P , en [34] se muestra que el homomorfismo frontera

π2(BG) → π1(Map∗
P (Sn, BG)) ∼= πn+1(BG)

de la fibración
Map∗

P (Sn, BG) → MapP (Sn, BG) → BG

es equivalente al producto de Whitehead [−, gp]. Tomemos

T : π∗(BG) → π∗−1(ΩBG) ∼= π∗−1(G)

el isomorfismo natural y [fp] = T [gp] la clase de homotopía de la función de pegadura.
Por el Teorema 7.10 de [52] y el Teorema 7.1 de [43] tenemos que se cumple la ecuación

T [α, β] = (−1)p⟨Tα, Tβ⟩ para α ∈ πn+1(BG) y β ∈ πq+1(BG).

Notemos que sp es la composición

π1(G) T −1
−−→ π2(BG) → πn+1(BG) T−→ πn(G),

así para cualquier x ∈ π1(G), se tiene que

sp(x) = −T [T−1x, [gp]] = −⟨x, T [gp]⟩ = −⟨x, [fp]⟩.

Con este lema tenemos que el cálculo de aut(ξ) se reduce a calcular, para m = 4, 8, el
producto de Samelson

⟨−,−⟩ : π1(SO(m)) ⊗ πm−1(SO(m)) → πm(SO(m)).

Dado un vector fijo v ∈ Sn−1 consideramos SO(n) → Sn−1 la función evaluación
respecto a v y tomemos el inducido en homotopía como

Pn : πn−1(SO(n)) → πn−1(Sn−1) ∼= Z

entonces tenemos el siguiente resultado
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Proposición 3.9. Sea x ∈ πm−1(SO(m)) tal que Pm(x) = ±[idm−1], donde idm−1 :
Sm−1 → Sm−1, entonces el producto de Samelson

⟨−, x⟩ : π1(SO(m)) → πm(SO(m))

es no trivial.

Demostración. Para p < q sean i, i′ : SO(p) → SO(q) la inclusión inducida por la inclu-
sión de la primera o la ultima p−ésima coordenada en el espacio euclidiano respectivo.
Entonces tenemos el siguiente diagrama conmutativo salvo homotopía

SO(2) ∧ SO(m) SO(m+ 1) ∧ SO(m+ 1) SO(m+ 1)

SO(m) ∧ SO(m) SO(m)

i∧i′

i∧id

c

c

i

Sea α2 ∈ π1(SO(2)) un generador, entonces i∗(α2) = αm es el generador de π1(SO(m)).
Veamos que (c ◦ (i ∧ i′))∗(α2 ⊗ x) no es trivial, entonces por la conmutatividad del
diagrama anterior ⟨αm, x⟩ no es trivial.
En [8] se muestra que el homomorfismo inducido por c ◦ (i ∧ i′) en homotopía se ve
como

(c ◦ (i ∧ i′))∗ = △ ◦ λE
∗ ◦ E ◦ (P2 ∧ Pm)

donde

• E es el homomorfismo suspensión;

• λE : Sm+1 → Sm+1 es de grado 1;

• △ : πm+1(Sm+1) → πm(SO(m + 1)) es el homomorfismo frontera de la fibración
SO(m+ 1) → SO(m+ 2) → Sm+1.

Dado que P1(α2) = id1, Pm(x) = ±idm−1 y el grado de λE es 1, tenemos que

(λE
∗ ◦ E ◦ (P1 ∧ Pm))(α2 ⊗ x) = ±[idm+1].

Por otro lado, es sabido que △ es no trivial para m = 4, 8 [27], entonces

(c ◦ (i ∧ i′))∗(α2 ⊗ x) = △([idm+1])

es no trivial. □
Con estos resultados podemos dar el cálculo de aut(ξ).

Lema 3.10. Cuando m = 4 tenemos que aut(ξ) ∼= Z/2 y para m = 8 se tiene que
aut(ξ) ∼= Z/2 ⊕ Z/2.

Demostración. Notemos que la sucesión exacta

π1(G) Sp−→ πn(G) −→ π0(G(B)) → 0
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se reduce a
π1(SO(m)) Sp−→ πn(SO(m)) −→ aut(ξ) → 0.

Utilizando el hecho de que

π4(SO(4)) ∼= (Z/2)2 y π8(SO(8)) ∼= (Z/2)3

(ver [27]) tenemos que la clase de Euler es e(ξ) = ±1 (pues ∂N es una esfera), lo
cual es equivalente a que la imagen en πm−1(Sm−1) de la función de pegadura de ξ en
πm−1(SO(m)) es ±[id]. Luego por la proposición 3.9 tenemos que sp no es trivial y
sabemos que

π1(SO(m)) =


0 m = 1
Z m = 2
Z/2 m ≥ 3

entonces para m = 4 la sucesión exacta es

Z/2 Sp−→ (Z/2)2 −→ aut(ξ) → 0.

Para m = 8 tenemos la sucesión exacta

Z/2 Sp−→ (Z/2)3 −→ aut(ξ) → 0

y así obtenemos el resultado.

Lema 3.11. El homomorfismo aut(ξ) → M(N) es un isomorfismo.

Demostración. Para la suprayectividad tenemos que un difeomorfismo f : N → N
necesariamente preserva la clase de Pontryagin pm/4(N), entonces f induce la identidad
en Hm(N). La sección cero Sm ⊂ N representa un generador de Hm(N) y por el
Teorema de Hurewicz y el Teorema de Haefliger [21], tras una homotopía podemos
asumir que f |Sm = id.
Sea g = df la diferencial de f en Sm, la cual es un automorfismo de ξ. Por el Teorema
de la vecindad regular (unicidad) [24], tras una homotopía podemos asumir que f = g
en una pequeña vecindad tubular V ⊂ Sm, luego f−1 ◦ g es un difeomorfismo de N \ V
el cual, por el Teorema de h−cobordismo, es un difeomorfismo a ∂V × [0, 1]. Notemos
que f−1 ◦ g = id en ∂V , entonces por el Teorema de pseudo-homotopía de Cerf [13],
f−1 ◦ g es isotópica a la identidad relativo a ∂V y esto muestra que f es isotópica a g.
Por tanto aut(ξ) → M(M) es suprayectiva.
Para m = 4 tenemos que aut(ξ) ∼= Z/2 y

γ : M(N) → I(M) ∼= Θ8 ∼= Z/2

es suprayectiva, así aut(ξ) → M(N) debe ser isomorfismo.
Cuando m = 8 definimos M(N) → aut(ξ) la función inversa como sigue:
Para f : N → N difeomorfismo con f |S8 = id el diferencial df induce un automorfismo
f̄ : ξ → ξ. Veamos que la clase de isotopía de f̄ depende sólo de la clase de isotopía de
f . Sea Q : N×[0, 1] → N×[0, 1] una isotopía entre f y g con f |S8 = id = g|S8 , entonces
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Q|S8×[0,1] es homotópica a la identidad relativa a S8×{0, 1}. Luego el Teorema del encaje
de Haefliger vale para m = 8, es decir, Q|S8×[0,1] es isotópica a la identidad relativa
a Q|S8×{0,1} y modificando Q por una isotopía, podemos asumir que Q|S8×[0,1] = id.
Por tanto la diferencial de Q, dQ, nos da una isotopía entre df y dg. Entonces la
composición

aut(ξ) → M(N) → aut(ξ)
es por definición la identidad y

M(N) → aut(ξ) → M(N)

es la identidad por [51].

3.2 Difeomorfismos con soporte en un disco.
Esta sección está dedicada a estudiar el homomorfismo 3

ϕ : Θ2m+1 → M(M)

que recordemos proviene de la sucesión exacta (2).

Definición 3.12. Sea D ⊂ M un 2m−disco cerrado encajado. Definimos el grupo
modular de M relativo a D como

M(M, rel D) := {f ∈ M(M) : f |D = idM}.

Definición 3.13. Sea M una n−variedad y f : M → M un homeomorfismo. El
mapping torus de M bajo f es el espacio cociente

M × [0, 1]
(x, 0) ∼ (f(x), 1)

y se denota por Mf .

Por [51] tenemos que existe una sucesión exacta

Z/2 → M(M, rel D) → M(M) → 0. (4)

En esta sucesión la imagen de 1 ∈ Z/2 en M(M, rel D) es un giro de Dehn en la vecin-
dad collar A ∼= S2m−1 × [0, 1] de ∂(M \ D̊). Más aún, sea α : [0, 1] → SO(2m− 1) una
curva suave que manda una vecindad de {0, 1} a la matriz identidad y que representa
un elemento no trivial en π1(SO(2m − 1)) ∼= Z/2. Definimos f(x, t) = (α(t) · x, t) un
difeomorfismo de A y extendemos f a un difeomorfismo de M con la identidad en el
complemento de A, a esto le llamamos difeomorfismo frontera.
Sea D′ ⊂ M un 2m−disco que es disjunto de D, considerando un difeomorfismo so-
portado en D′ tenemos un homomorfismo ϕ̄ : Θ2m+1 → M(M, rel D) que levanta al
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homomorfismo ϕ : Θ2m+1 → M(M), es decir, tenemos el siguiente diagrama conmuta-
tivo

M(M, rel D)

Θ2m+1 M(M)

ϕ̄

ϕ

Consideramos X el resultado de la cirugía en el encaje S1 × D ↪→ S1 × M e I(X) el
grupo de inercia de X, entonces tenemos el siguiente resultado

Proposición 3.14. ker(ϕ̄) = I(X).

Demostración. Para f ∈ M(D2m, ∂) por el isomorfismo (1) podemos considerar Σf ∈
Θ2m+1 la correspondiente esfera homotópica, entonces el mapping torus Mf es difeo-
morfo a (S1 ×M)#Σf . La cirugía en S1 ×D ⊂ (S1 ×M)#Σf

∼= Mf produce X#Σf .
Si Σf ∈ ker(ϕ̄), entonces Mf es difeomorfa a S1 ×M relativo a S1 ×D, después de la
cirugía en S1 ×D tenemos que X#Σf

∼= X, es decir, Σf ∈ I(X).
Por otro lado, sea V la traza de la cirugía en S1 ×D ⊂ S1 ×M y consideramos

W := V ∪S1×M D2 ×M con ∂W = X.

Entonces el generador de H2(W ;Z) ∼= Z está representado por un encaje de S2 con haz
normal trivial. Hacemos una 2−cirugía en este encaje de S2 y anulamos H2(W ;Z) ∼= Z,
el resultado de la cirugía lo seguimos denotando por W . En [33] se muestra que

X#Σf
∼= (N × I) ∪f×id (N × I)

donde N = M \ D̊ y si X#Σf
∼= X, entonces (W,N × I) es un h−cobordismo relativo

a ∂, esto implica que f es pseudo-isotópica a la identidad relativa a D y por el Teorema
de pseudo-isotopía de Cerf tenemos que f es isotópica a id relativa a D [13].

Observación 3.15. La proposición 3.14 vale en general para W una n−variedad sim-
plemente conexa orientada y n ≥ 5, la prueba es la misma. Y está estrechamente
relacionado con el siguiente resultado de Levine [36]:

Teorema 3.16. Para una n−variedad W simplemente conexa orientada con n ≥ 5 se
tiene que

ker(ϕ : Θn+1 ∼= M(Dn, ∂) → M(W )) = I(S1 ×W ).

Combinando estos resultados obtenemos la siguiente sucesión exacta

1 → I(XW ) → I(S1 ×W ) → ker(M(W, rel Dn) → M(W )) → 1

donde XW es el resultado de la cirugía en el encaje S1 ×Dn ⊂ S1 ×W .

Lo siguiente en esta sección es calcular el grupo de inercia I(X) usando teoría de
cirugía modificada. Para más detalles sobre teoría de cirugía ver [31] y [32]. Primero
recordemos algunos conceptos.
El grupo Spin(n) se define dentro de álgebra de Clifford Cln asociada a Rn con el
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producto cuadrático usual (es el subgrupo de elementos del álgebra de Clifford que
pueden escribirse como productos de vectores unitarios de Rn, con un número par de
factores). Además es sabido que existe un cubriente de grado 2 ρ : Spin(n) → SO(n).
Consideramos Bspin(n) el espacio clasificante de haces Spin(n)−principales y a partir
de la extensión de grupos

1 → Z/2 → Spin(n) → SO(n) → 1

obtenemos la sucesión fibrada de espacios clasificantes

BSpin(n) → BSO(n) w2−→ K(Z2, 2)

donde w2 es la segunda clase de Stiefel-Whitney. Luego consideramos

BSpin := lim−→
n→∞

BSpin(n).

y obtenemos una fibración

BSpin → BO
w2−→ K(Z2, 2).

Ahora dada M una 4k−variedad tal que las primeras dos clases de Stiefel-Whitney se
anulan, entonces M admite una estructura spin, si además k es par y p1/2 = 0, donde
p1 es la primera clase de Pontryagin, decimos que M admite una estructura string
(es un refinamiento de la estructura spin) y obtenemos una sucesión fibrada (versión
estable)

BString → BSpin
p1/2−−→ K(Z, 4)

donde BString es la fibra homotópica de p1/2. Por tanto obtenemos la siguiente suce-
sión

BString → BSpin → BSO → BO.

En resumen, dado un haz vectorial real E → X tenemos que:

1) E es orientable si w1(E) = 0 ∈ H1(X;Z2)

2) E admite una estructura spin si además de 1) se tiene que w2(E) = 0 ∈ H2(X;Z2)

3) E admite una estructura string si además de 1) y 2) se tiene que p1(E)/2 = 0 ∈
H4(X;Z) donde p1(E)/2 está bien definido cuando E es spin.

Sea BO⟨m⟩ la cubriente (m − 1)−conexa de BO. Sabemos que BO⟨4⟩ = BSpin y
BO⟨8⟩ = BString, luego dado que X es una (2m + 1)−variedad (m − 1)−conexa
con Hm(X) ∼= Hm(M) y pm/4(X) = pm/4(M), existe una única BO⟨m⟩−estructura
en el haz normal estable de X y el m−tipo normal de X es el mismo que el de M .
Recordemos que B2t+1,m es la fibra homotópica (única salvo homotopía) de

BO⟨m⟩ → K(Z/(2t+ 1),m),
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el cual induce un homomorfismo

πm(BO⟨m⟩) ∼= Z → πm(K(Z/(2t+ 1),m)) ∼= Z/(2t+ 1)

que es la reducción módulo 2t+ 1. Sea

p : B2t+1,m → BO⟨m⟩ → BO

la composición de la fibración, entonces por 2.13 tenemos que (B2t+1,m, p) es el m−tipo
normal de X y existe un único levantamiento ν̄ : X → B2t+1,m con ν una (m +
1)−equivalencia.

B2t+1,m

X BO

ν̄

ν

Para simplificar la notación B := B2t+1,m y podemos considerar el grupo de cobordismo
relativo (también llamado grupo de cobordismo con funciones a un espacio base (B, p))
denotado por Ω∗(B, p). Dado que el levantamiento ν̄ : X → B da lugar a un elemento
[X, ν̄] ∈ Ω2m+1(B, p), en particular, una esfera homotópica Σ también tiene una única
B−estructura normal ν̄Σ : Σ → B y tenemos un homomorfismo

Θ2m+1 → Ω2m+1(B, p)
Σ 7→ [Σ, ν̄Σ].

Por otro lado, definimos un homomorfismo

Θ : Ω2m+2(B, p) → L2m+2(Z) ∼= Z/2

donde L2m+2(Z) es el grupo de Wall de obstrucción de cirugía simplemente conexa y es
isomorfo a Z/2 por el invariante de Arf [32]. Veamos como se define el homomorfismo
Θ: Para un elemento [N, g] ∈ Ω2m+1(B, p) consideramos el problema de cirugía

ν̄ + g : X × I +N → B.

Como estamos en el caso ⌊2m+1
2 ⌋ = m la obstrucción para realizar la cirugía está en

L2m+2(Z) [32]. Entonces Θ([N, g]) es definido como la obstrucción de este problema de
cirugía. Por definición Θ es un homomorfismo y Brown en [11] define una generalización
del invariante de Kervaire

Ψ : ΩSpin
2m+2 → Z/2

donde ΩSpin
∗ se identifica con los grupos de homotopía del espectro de Thom MSpin

asociado a BSpin → BO, es decir,

ΩSpin
∗

∼= π∗(MSpin).

Cuando m = 4 tenemos Ψ : ΩSpin
10 → Z/2 y cuando m = 8 denotamos por Ψ a la

composición
ΩString

18 → ΩSpin
18 → Z/2
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donde ΩString
∗ se identifica con los grupos de homotopía del espectro de Thom MString

asociado a BString → BO, es decir,

ΩString
∗

∼= π∗(MString).

En [12] se muestra que para α ∈ πs
1 elemento no trivial y β ∈ ΩSpin

8k se tiene que

Ψ(α2 · β) ≡ χ(β) (mód 2)

donde χ(β) es la característica de Euler. Tomando β = HP2,OP2 se tiene que Ψ :
ΩSpin

10 → Z/2 y Ψ : ΩString
18 → Z/2 son suprayectivas y la función B → BO⟨m⟩ induce

un homomorfismo de grupos de bordismo

Ω2m+2(B, p) → ΩBO⟨m⟩
2m+2

el cual es "olvidar la función p" y quedarse solo con la estructura del levantamiento a
BO⟨m⟩. Entonces para estos homomorfismos tenemos lo siguiente

Lema 3.17. Para m = 4, 8 existe un diagrama conmutativo

Ω2m+2(B, p) Z/2

ΩBO⟨m⟩
2m+2

Θ

Ψ

Demostración. Dado [N, g] ∈ Ω2m+2(B, p) necesitamos mostrar que la obstrucción
Θ(X × I + N, ν̄ + g) es igual al invariante de Brown Ψ(N). Primero, podemos ha-
cer cirugía para que g sea (m− 1)−conexa y

g∗ : πm(N) → πm(B)

sea un isomorfismo. Sean Sm
N ⊂ N y Sm

X ⊂ X dos encajes que representan un generador
de πm(N) ∼= Hm(N ;Z) ∼= Z y de πm(X) ∼= Hm(X;Z) ∼= Z, respectivamente. Tomemos
{ei} una base simpléctica de Hm+1(N ;Z), eligiendo encajes esféricos Sm+1

i ⊂ N para
cada ei.
Cuando m = 4, el haz normal de S5

i es establemente trivial, pues π5(BSO) = 0.
Cuando m = 8, tenemos isomorfismos

π9(B) ∼= π9(BSO) ∼= Z/2

y un generador está dado por S9 η−→ S8 f−→ B donde η es la función de Hopf y f es el
generador de π8(B) ∼= π8(BSO) ∼= Z. Por tanto, existe un encaje esférico homóloga
mente nulo S9

0 ⊂ N con haz normal estable no trivial.
Ahora, si el haz normal estable de S9

i ⊂ N es no trivial, podemos hacer la suma conexa
de S9

0 y S9
i , esto no cambia la clase de homología de S9

i y el haz normal estable de
S9

i #S9
0 es trivial. En [11] Brown define una forma cuadrática

ΨN : Hm+1(N ;Z/2) → H2m+2(N ;Z/2) ∼= Z/2
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y muestra que el haz normal de Sm+1
i es trivial si y sólo si ΨN(PD(ei)) = 0 donde PD

es la función de la dualidad de Poincaré.
Sea W = (X × I)#N , entonces el haz normal estable de Sm

X #Sm
N ⊂ W es trivial y así

podemos hacer cirugía en Sm
X #Sm

N para que (W,X) sea m−conexa. Esto no produce
una nueva (m+ 1) clase de homología pues Sm

N es dual a un (m+ 2)−ciclo en N .
Luego {Sm+1

i } representa una base simpléctica del kernel de cirugía Hm+1(W,X); por
tanto, el invariante de Arf de la obstrucción de cirugía, es cual es por definición Θ([X×
I +N, ν̄ + g]), coincide con el invariante de Arf de ΨN el cual es Ψ(N).

Con este resultado tenemos que:

Proposición 3.18. I(X) = ker(Θ2m+1 → Ω2m+1(B, p))

Demostración. Notemos que en Ω(B, p) tenemos la identidad

[X, ν̄] + [Σ, ν̄Σ] = [X#Σ, ν̄ ′]

donde ν̄ ′ es la única B−estructura normal en X#Σ.
Si X#Σ ∼= X, como la B−estructura normal ν̄ en X es única salvo homotopía, tenemos
que

[Σ, ν̄Σ] = 0 ∈ Ω2m+1(B, p),
entonces

I(X) ⊆ ker(Θ2m+1 → Ω2m+1(B, p)).
Por otro lado, por la proposición 2.16 tenemos que

Ω2m+2(B, p) → ΩBO⟨m⟩
2m+2

es un isomorfismo 2−local y como

Ψ : ΩBO⟨m⟩
2m+2 → Z/2

es suprayectivo, por la conmutatividad del diagrama de 3.17 tenemos que también lo
es

Θ : Ω2m+2(B, p) → Z/2.
Para Σ ∈ ker(Θ2m+1 → Ω2m+1(B, p)) tenemos que X y X#Σ son B−bordantes,
tomemos W el B−bordismo normal entre X y X#Σ, podemos hacer cirugía en W
para hacer (W,X) un h−cobordismo. Si la obstrucción de cirugía es no trivial, entonces
concatenamos con un B−bordismo entre X y X con obstrucción no trivial y obtenemos
un B−bordismo entre X#Σ y X con obstrucción trivial, es decir, Σ ∈ I(X).

Con las proposiciones 3.14 y 3.18 tenemos que

ker(ϕ̄) = ker(Θ2m+1 → Ω2m+1(B, p))
= ker(Θ2m+1 → ΩBO⟨m⟩

2m+1 )

donde la ultima igualdad viene del hecho de que el homomorfismo de la proposición
2.16 es un isomorfismo 2−local y además Θ9 ∼= (Z/2)3 y Θ17 ∼= (Z/2)4 son 2−grupos
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[28].

En [35] se muestra que si tenemosM una variedad spin de dimensión par y consideramos
S el fibrado de espinores sobre M , entonces

S = S+ ⊕ S−

donde S+ es el fibrado de espinores positivos y S− es el fibrado de espinores negativos.
En [25] Nigel Hitchin define un invariante para variedades a partir de la descomposición
de S, el cual utilizamos en los resultados principales.

Definición 3.19. Sea M una n−variedad (n par) compacta, cerrada dotada con una
estructura spin. Sean Sea DM : Γ(S+) → Γ(S−) el operador de Dirac asociado a la
estructura spin de M . El α-invariante de M se define como la clase del índice de DM

en la K−teoría real:
α(M) := indKO(DM) ∈ KO−n(pt),

donde KO−n(pt) denota el grupo de K−teoría real reducida en grado −n.

Equivalente y de forma natural, el α−invariante induce un homomorfismo de anillos
graduados

A : ΩSpin
∗ → KO−∗(pt)

que generaliza el concepto del género Â para variedades de dimensión multiplo de 4.
En [39] y [1] se muestra que tenemos una composición suprayectiva

Θ2m+1 → ΩSpin
2m+1

A−→ KO−(2m+1)(pt) ∼= Z/2.

A una esfera exótica con α−invariante no trivial la llamaremos una esfera de Hitchin.
Cuando m = 4 tenemos que

ΩBO⟨4⟩
9

∼= ΩSpin
9 y Im(Θ9 → ΩSpin

9 ) ∼= Z/2, (5)

además, el elemento no trivial en Im(Θ9 → ΩSpin
9 ) es detectado por el α−invariante

A : ΩSpin
9 → KO−9(pt), es decir, el α−invariante no se anula para ese elemento no

trivial [45],[39].

Lema 3.20. Sea M una 2m−variedad que es como un plano proyectivo con m = 4, 8
y sea τ la estructura spin no trivial de S1, entonces [(S1, τ) ×M ] no está en la imagen
de Θ2m+1 → ΩSpin

2m+1.

Demostración. De igual manera que en (5) tenemos que el elemento no trivial de
Im(Θ2m+1 → ΩSpin

2m+1) es detectado por el α−invariante [45]. Además, existe una 8−variedad
paralelizable Y con Â(Y ) = 1 y signatura sgn(Y ) = −7 · 25 [39].
Cuando m = 4, tenemos que

ΩSpin
8

∼= Z⟨[HP2]⟩ ⊕ Z⟨[Y ]⟩,
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bajo el morfismo Θ2m+1 → ΩSpin
2m+1 en ΩSpin

8 se cumple

[M ] = a[HP2] + b[Y ].

Por el Teorema 2.3 tenemos que p2
1[HP2] = 4 y p2

1[M ] = 4(1 + 2t)2, además, dado que
p2

1[Y ] = 0, entonces a es impar. Luego en [3] se muestra que

ΩSpin
9

∼= Z⟨[(S1, τ) × HP2]⟩ ⊕ Z⟨[(S1, τ) × Y ]⟩.

Por otro lado el elemento no trivial en Im(Θ9 → ΩSpin
9 ) es [(S1, τ) ×Y ] (ver [39]). Con

esto tenemos que [(S1, τ) ×M ] no está en Im(Θ9 → ΩSpin
9 ).

Cuando m = 8,
ΩSpin

16 ⊗ Z/2 ∼= (Z/2)5

generado por HP4,HP2 ×HP2,HP2 ×Y, Y ×Y y N ×K, donde N es una 12−variedad
spin, K es la superficie de Kummer que genera ΩSpin

4
∼= Z (ver [3]). Bajo el morfismo

Θ2m+1 → ΩSpin
2m+1 se cumple que

[M ] = a[HP2 × HP2] + b[HP4] + c[HP2 × Y ] + d[Y × Y ] + e[N ×K]

con a+ b = 1 pues la signatura de M es 1. Tomando producto con S1 con la estructura
spin no trivial tenemos un isomorfismo

− × [S1, τ ] : ΩSpin
16 ⊗ Z/2 → ΩSpin

17 ⊗ Z/2.

Además, el elemento no trivial en Θ17 → ΩSpin
17 es [(S1, τ) × Y × Y ] (ver [39]), con esto

tenemos que [(S1, τ) ×M ] no está en Im(Θ17 → ΩSpin
17 ).

Cuando m = 8, se sabe que ΩBO⟨8⟩
17

∼= ΩString
17 y calculamos ker(Θ17 → ΩString

17 ) usando
la información sobre el dominio y el rango en la literatura. Primero, necesitaremos
algunos hechos conocidos sobre grupos de homotopía estable de las esferas πs

∗ que se
pueden encontrar en [49]. Existen elementos ν ∈ πs

3 de orden 8 y κ ∈ πs
14 de orden

2, tal que el producto νκ genera un Z/2−sumando directo de πs
17. También existen

elementos µ̄ ∈ πs
17 de orden 2 que genera otro Z/2−sumando directo de πs

17 y en [28]
se muestra que existe una sucesión exacta corta que se escinde

0 → bP18 → Θ17 → coker(J17) → 0

donde J17 : π17(SO) → πs
17 es el homomorfismo J . Denotemos por [µ̄] y [νκ] la imagen

de µ̄ y νκ en coker(J17), respectivamente.

En [19] y [15] se muestra que ΩString
17

∼= (Z/2)3. También se tiene que πs
17

∼= (Z/2)4 con
generadores ηη∗, η2ρ, νκ y µ̄, donde η es un generador de πs

1
∼= Z/2, η∗ ∈ πs

16 es un
elemento de orden 2 y ρ ∈ πs

15 es un elemento de orden 32 [49]. Además se sabe que la
imagen del homomorfismo J17 está generada por η2ρ.
Con estos resultados y por el lema 3.20 tenemos lo siguiente:
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Lema 3.21. Tomemos el homomorfismo de Hurewicz
h17 : πs

17 → ΩString
17

entonces se tiene que:
a) ker(h17) ∼= Z/2⟨ηη∗⟩ ⊕ Z/2⟨η2ρ⟩.

b) Im(h17) ∼= Z/2⟨h17(µ̄)⟩ ⊕ Z/2⟨h17(νκ)⟩.

c)
ΩString

17
∼= Z/2⟨h17(µ̄)⟩ ⊕ Z/2⟨h17(µκ)⟩ ⊕ Z/2⟨[(S1, τ) ×M ]⟩

donde M es cualquier variedad que es como el plano proyectivo OP2.
Demostración. El homomorfismo de Hurewicz h∗ : πs

∗ → ΩString
∗ es un homomorfismo

de anillos, además, dado que π5
16 es finito y ΩString

16
∼= Z ⊕ Z ([19]), entonces h16 es

trivial. Luego
h17(ηη∗) = h16(η)h1(η∗) = 0 y h17(η2ρ) = h16(ηρ)h1(η) = 0,

también se sabe que µ̄ tiene α−invariante no trivial, pues µ̄ ∈ ⟨µ, 2ι, 8σ⟩ y por [49] el
α−invariante de elementos en πs

∗ coincide con el invariante de Adams dR y dR(µ̄) = 1
[1]. Por tanto h17(µ̄) no es trivial.
También νκ está representado por h2d0 = h0e0 en la pagina E2 de la sucesión espectral
de Adams para πs

∗, también se sabe que h0e0 es mapeado no trivialmente a la pagina
E2 de la sucesión espectral de Adams por π∗(MString), donde MString es el espectro
de Thom asociado a BString → BO, y este elemento sobrevive tendiendo a infinito
(ver [47], [19], [15], [42]). Por tanto h17(νκ) no es trivial, pero el α−invariante de νκ
es cero pues KO−3(pt) = KO−6(pt) = 0. De esto se sigue que h17(νκ) y h17(µ̄) son
linealmente independientes en ΩString

17 .
Dado que Im(J17) es generada por η2ρ, el cual está en el kernel de h17, el homomorfismo
de Hurewicz se reduce al homomorfismo

coker(J17) → ΩString
17 .

Por otro lado, en la sucesión exacta corta
0 → bP18 → Θ17 → coker(J17) → 0,

el homomorfismo Θ17 → ΩString
17 se reduce a un homomorfismo coker(J17) → ΩString

17 el
cual coincide con la reducción del homomorfismo de Hurewicz. Luego por el lema 3.20
(para m = 8), tenemos que [(S1, τ) ×M ] genera otra copia de Z/2 en Ωstring

17 .
Observación 3.22. El lema 3.20 en el caso de M = HP2 es una consecuencia de la
demostración de la proposición 4.11 de [14] y del ejemplo que le sigue. Entonces el lema
3.20 puede ser visto como una generalización a un resultado implícito en [14]. En esa
notación, se ha probado que σw4(M) ̸= 0 para cualquier 8−variedad M que es como
un plano proyectivo.
Con esto tenemos el siguiente resultado
Lema 3.23. La imagen de Θ9 → ΩSpin

9 es isomorfo a Z/2 generado por la imagen
de cualquier esfera de Hitchin y la imagen de Θ17 → ΩString

17 es isomorfo a Z/2 ⊕ Z/2
generado por h17(µ̄) y h17(νκ).



Capítulo 4

Cálculo del grupo modular de
variedades que son como planos
proyectivos y algunas aplicaciones.

En este capítulo se demuestran de manera detallada los teoremas de Su y Wang. Con-
sideremos a M como una 2m−variedad que es como un plano proyectivo. Para un
difeomorfismo f : M → M , una estructura spin no trivial s0 en Mf es la estructura
spin que restringida a la estructura spin de un encaje de S1 ⊂ Mf representa un gene-
rador de π1(Mf ) ∼= Z.
Entonces obtenemos que:

Teorema 4.1. Sea M una 8−variedad que es como el plano proyectivo HP2, entonces
existe un isomorfismo

M(M)
∼=−→ Z/2
f 7→ A (Mf , s0)

El elemento no trivial en M(M) está representado por cualquier difeomorfismo con
soporte en un disco el cual corresponde a una esfera exótica de Hitchin.

Demostración. Cuando m = 4, la sucesión exacta (2) es

Θ9
α−→ M(M) β−→ M(N) γ−→ I(M) → 0. (1)

Por el lema 3.10 y 3.11 tenemos que M(N) ∼= aut(ξ) ∼= Z/2. Por otro lado, dado
que γ : M(N) → I(M) está definido vía la restricción de un difeomorfismo de N
a ∂N ∼= S2m−1, entonces γ es inyectiva y como la sucesión es exacta, en realidad,
γ es un isomorfismo. Luego, por exactitud 0 = ker(γ) = Im(β), es decir, β = 0
y ker(β) = M(M) = Im(α), por tanto α : Θ9 → M(M) es suprayectiva y por el
lema 3.23 la imagen es isomorfa a Z/2 generada por una esfera exótica de Hitchin.
Ahora para f un difeomorfismo con soporte en un disco se tiene que Mf es difeomorfo
a (S1 × M)#Σ, con Σ la esfera exótica correspondiente, entonces (Mf , s0) es spin
cobordante a Σ y así A (Mf , s0) = Â(Σ).
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Para el caso m = 8 primero vamos a mostrar que para los morfismos ϕ : Θ2m+1 →
M(M) y su levantamiento ϕ̄ : Θ2m+1 → M(M, rel D) se tiene que ker(ϕ̄) = ker(ϕ).
Recordemos que tenemos una sucesión exacta

Z/2 → M(M, rel D) → M(M) → 0,

en la cual la imagen de 1 ∈ Z/2 en M(M, rel D) es un giro de Dehn f en una
vecindad collar de ∂(M \ D̊). Veamos que este difeomorfismo no es isotópico rel D
a un difeomorfismo soportando en un disco. Notemos que esto implicaría que ker(ϕ̄) =
ker(ϕ).
Sea X ′ el resultado de la cirugía en el encaje S1 × D en Mf . Si f fuera isotópico
rel D a un difeomorfismo no trivial soportado en un disco, entonces X ′ debería ser
difeomorfo a X#Σ donde X es el resultado de la cirugía en S1 ×D ⊂ S1 ×M y Σ es
la correspondiente esfera exótica. Note que X ′ es de hecho el resultado de una cirugía
spin en S1 ×D ⊂ (S1, τ) ×M y tendríamos que

[(S1, τ) ×M ] = [X ′] = [X#Σ] = [Σ] ∈ ΩSpin
2m+1

pero esto queda descartado por el lema 3.20.
Entonces tenemos el siguiente resultado:

Teorema 4.2. Sea M una 16−variedad que es como el plano proyectivo OP2, entonces
M(M) ∼= (Z/2)3. Más aún, existe una extensión central que se escinde

0 → K → M(M) → Z/2 → 0

donde K ∼= Z/2 ⊕ Z/2 es generado por un difeomorfismo soportado en un disco el
cual corresponde a una esfera exótica que es mapeada a [µ̄] y [νµ] en coker(J17),
respectivamente.

Demostración. La sucesión exacta (2), para m = 8, es:

Θ17
α−→ M(M) β−→ M(N) γ−→ I(M) → 0. (2)

Por el lema 3.10 y 3.11 tenemos que M(N) ∼= aut(ξ) ∼= (Z/2)2 y γ : M(N) → I(M) es
suprayectiva. Entonces (2) se reduce a

0 → Θ17/ker(ϕ) → M(M) → Z/2 → 0 (3)

con
Θ17/ker(ϕ) ∼= Z/2 ⊕ Z/2

generado por la pre-imagen de [µ̄] y [νκ] por el lema 3.23. Esto es una extensión central
pues un difeomorfismo soportado en un disco conmuta con cualquier difeomorfismo por
el Teorema del disco.

Para completar la prueba del teorema 4.2 necesitamos el siguiente lema:

Lema 4.3. Sea M una 16−variedad que es como el plano proyectivo OP2, entonces
los elementos no triviales de M(M) tienen orden 2.
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Demostración. La construcción del mapping torus nos da un homomorfismo [33]

φ : M(M, rel D) → ΩString
17

f 7→ [Mf ]

y este induce un homomorfismo

φ̄ : M(M) → ΩString
17

/
H

donde H es el subgrupo de ΩString
17 generado por [(S1, τ) × M ]. Luego para cualquier

f ∈ M(M), de la sucesión exacta (3), f ◦f es isotópico a un difeomorfismo con soporte
en un disco g. Como

ΩString
17

/
H ∼= Z/2 ⊕ Z/2,

entonces φ̄(g) = φ̄(f ◦ f) = 2φ̄(f) = 0.
Por otro lado, φ̄(g) = [Σg], donde Σg es la esfera exótica correspondiente a g, entonces
Σg ∈ ker(Θ17 → ΩString

17

/
H) y por el lema 3.21 tenemos que

ker(Θ17 → ΩString
17

/
H) ∼= ker

(
Θ17 → ΩString

17

)
.

Por tanto, g = 0 ∈ M(M), es decir, f tiene orden 2.

Ahora usando el hecho de que el plano proyectivo cuaterniónico HP2 admite métricas
Riemannianas de curvatura escalar positiva, podemos considerar R+

scal el conjunto de
dichas métricas, el cual se sabe que no es conexo por trayectorias [25]. Por otro lado, el
grupo Diff(HP2) actúa en R+

scal vía pull-back métrico por un difeomorfismo. El espacio
cociente

M+
scal := R+

scal

/
Diff(HP2)

es el espacio moduli de métricas Riemannianas en HP2 con curvatura escalar positiva.
La acción de Diff(HP2) desciende a una acción del grupo modular en el conjunto de
componentes conexas por trayectorias de R+

scal con cociente el conjunto de componentes
conexas por trayectorias de M+

scal. Luego como corolario del teorema 4.1 tenemos lo
siguiente:

Corolario 4.4. a) La función π0(R+
scal) → π0(M+

scal) es una correspondencia 2 a 1.

b) Para una métrica Riemanniana en HP2 con curvatura escalar positiva cualquier
isometría es suavemente isotópica a la identidad.

Demostración. a) Fijamos g ∈ R+
scal, la acción de Diff(HP2) en R+

scal da una función

Diff(HP2) → R+
scal

h 7→ h∗g

la cual induce una función M(HP2) → π0(R+
scal). En [25] se muestra que que

M(HP2) → KO−9(pt) dado por el α−invariante del mapping torus tiene una
factorización

M(HP2) → π0(R+
scal) → KO−9(pt).
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El Teorema 4.1 implica que para un elemento no trivial h ∈ M(HP2), se tiene
que h∗g y g no están en la misma componente conexa por trayectorias de R+

scal,
entonces π0(R+

scal) → π0(M+
scal) es una correspondencia 2 a 1.

b) Sea f una isometría, f induce una acción isométrica (con la métrica producto)

Z × HP2 → R × HP2

(t, x) 7→ (t+ 1, f(x)).

La variedad de la órbita es el mapping torus Mf , el cual hereda la métrica Rie-
manniana con curvatura escalar positiva , entonces Â(Mf ) = 0.

También tenemos lo siguiente:

Observación 4.5. Hay otra consecuencia geométrica y topológica del Teorema 4.1, por
ejemplo, si haut(M) es el grupo de clases de homotopía de equivalencias homotópicas
de M , entonces el homomorfismo natural

M(M) → haut(M)

es trivial, pues cualquier difeomorfismo con soporte en un disco es homotópico a la iden-
tidad. Por [6] y [16] tenemos que haut(M) ∼= Z/2, por tanto, existe una “equivalencia
homotópica exótica” de M que no es homotópica a ningún difeomorfismo. Por otro
lado, el Teorema 4.1 también implica que la acción de haut(M) en el conjunto de
estructuras suaves de M es libre.

Además como consecuencia del cálculo de ker(ϕ), queda determinado el grupo de iner-
cia de algunas variedades que no son simplemente conexas, esto está dado en el siguiente
resultado.

Corolario 4.6. Sea M una 2m−variedad que es como el plano proyectivo HP2 o que
es como el plano proyectivo OP2, el grupo de inercia I(S1 ×M) es isomorfo a (Z/2)2.

Demostración. En [36] Levine muestra que I(S1 × M), como subgrupo de Θ2m+1, es
isomorfo a ker(ϕ). Luego por la proposición (3.18) tenemos que

I(S1 ×M) ∼= ker(ϕ) ∼= ker(ϕ̄) ∼= (Z/2)2.
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