UNIVERSIDAD MICHOACANA DE SAN NICOLAS DE
HiDALGO

INSTITUTO DE FiSicA Y MATEMATICAS

RADIOS DE CARGA, MASA'Y
MECANICO PARA HADRONES

T E S TS

QUE PARA OBTENER EL TITULO DE:

Maestro en Ciencias en el Area de Fisica
PRESENTA:

Lic. C. F. M. Jesus Reyes Hernandez

ASESOR:

Dr. Juan Carlos Arteaga Velazquez

Morelia, Michoacan. México
Diciembre 2025



“No habria yo de tener en absoluto la satisfaccion de
salirme con la mia.”

Max Planck.



Resumen.

Utilizando un método numérico de interpolaciéon y extrapolacién basado en fracciones
continuas, se extrae, a partir de mediciones experimentales y estimaciones numéricas
de la Cromodinédmica Cuéntica en la red (CDCr), los factores de forma F(Q?), A(Q?)
vy D(Q?) para el protén y pién cargado de los que se derivan los valores de sus radios
de carga, masa y mecanico. Los resultados obtenidos son un promedio hecho a partir
de un gran nimero de valores construidos con nimeros pseudoaleatorios. El método de
fracciones continuas tiene la ventaja de no imponer ninguna restriccion para los factores
de forma en Q* = 0 GeV?, lo que permite hacer nuevas estimaciones del término-D para
ambos hadrones. Los resultados obtenidos para el término-D estdn dentro del rango
previamente calculado por otros autores.

Palabras clave: proton y pion, seccion eficaz, 4-corriente, factor de forma, tensor de
energia-momento, término-D, splines ciibicos, método de puntos de Schlessinger, vali-
dacién-cruzada generalizada, radio medio-cuadrado.

Asbtract.

Using a numerical method based on interpolation and extrapolation via continued frac-
tions, the form factors F(Q?), A(Q?*) and D(Q?) for the proton and charged pion are
derived from experimental data and lattice Quantum Chromodynamics (IQCD) estima-
tes to extract the values of their charge, mass and mechanical radii. The results obtained
are an average made from a large set of values generated using pseudorandom numbers.
The continued fraction method offers the advantage of not imposing any restriction on
the form factor at Q* = 0 GeV?, allowing for new estimates of the D-term for both
hadrons. The results obtained for the D-term are within the previously calculated range
from other authors.

Keywords: proton and pion, cross section, 4-current, form factor, energy-momentum
tensor, D-term, cubic splines, Schlessinger point method, generalized cross-validation,
mean square radius.
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Capitulo

Introducciéon

SECCION 1.1

Desarrollo historico

La mecéanica cuantica ha sido, desde sus origenes a comienzos de siglo XX, un constante
trabajo colectivo. A diferencia de la relatividad general, cuyo arquitecto principal fue
Albert Einstein, la mecédnica cuantica siempre se ha visto nutrida de numerosas apor-
taciones por una amplia constelacion de fisicos. Desde Max Planck, quien en un inicio
pensaba que sus cuantos de energia no eran mas que un truco matematico, hasta las
contemporaneas colaboraciones internacionales, en las que participan cientos de inves-
tigadores, la cuantica ha tenido una amplia cantidad de frentes de batalla. Uno de esos
frentes ha sido el estudio de la estructura interna de los atomos y, posteriormente, sus
constituyentes subatémicos.

Para hablar de los primeros esfuerzos dedicados a comprender la aquitectura del
atomo, cuyos origenes se remontan al modelo de Dalton [I], de inicios del siglo XIX,
quien imaginaba a los atomos como esferas sélidas indestructibles y eléctricamente
neutras, y el posterior refinamiento de estas ideas con el modelo de J. J. Thomson de
1904 [2], donde la carga positiva esté contenida en un niicleo masivo y la carga negativa
estd repartida en una determinada cantidad de particulas mas pequenas incrustadas
en este nicleo, debemos remontarnos al experimento de Ernest Rutherford de 1911 [3].
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En este experimento, donde se bombardea una ldmina de oro con particulas-«, ahora
identificadas como nucleos de helio (ver Fig. , se mostré que el modelo atémico
de Thomson no era correcto. En lugar de tener un voluminoso nticleo con las cargas
negativas incrustadas, el &tomo parecia ser en su mayoria espacio vacio. El razonamiento
fue el siguiente: si el modelo de Thomson era correcto, la carga eléctrica del nicleo, al
estar repartida en un amplio volumen, no tendria la suficiente intensidad para desviar
significativamente a las particulas-a, sin embargo, experimentalmente se encontrd lo
contrario. Se estimaba que 1 de 10***° particulas serfan desviadas, algo muy por debajo
de las 1 en 20 mil medidas. Este comportamiento es explicado por el campo eléctrico
generado por una carga positiva concentrada en un volumen muy pequeno. La medicion
experimental vino acompanada de una estimacion analitica para la seccién eficaz de
dispersién: una funciéon que describe la probabilidad de dispersion de una particula
proyectil por un blanco dispersor. De este célculo proviene la famosa ley de sin™*(6/2)
para la seccion eficaz, donde 6 es el angulo de dispersion. La seccién eficaz de dispersion

de Rutherford es [3]
do a2 7273 (1.1)
ds2 Rutherford a 16E%( Sin4<9/2>’ ‘

donde e es la constante de estructura fina de Sommerfeld [4], E es la energfa cinéti-
ca de la particula proyectil y los Z; son el factor de proporcionalidad que tienen las
particulas-a y el nicleo respecto a la carga del electrén, respectivamente. Este resul-
tado sobre la seccién eficaz fue el primer paso hacia la comprension de la estructura
subatémica de la materia.

Figura 1.1: Diagrama esquematico del experimento de Rutherford.

El nuevo modelo atémico de Rutherford planteaba que los electrones (e~) carga-
dos negativamente orbitan alrededor del nucleo atémico cargado positivamente. A esta
particula cargada positivamente Rutherford la llamé protén (p*) [B]. Sin embargo, el
modelo no explicaba como estas orbitas son estables. Si se hace una analogia con las
orbitas del sistema solar y se considera la naturaleza atractiva entre las cargas, los elec-
trones deberian precipitarse hacia el nicleo. Fue Niels Bohr quien en 1913 explicé que
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no todas las érbitas son permitidas en el atomo [6]. Estas érbitas estén restringidas por
niveles de energia concretos. Un ano después, en 1914, estos niveles de energia fueron
encontrados experimentalmente [7]. El modelo de Bohr pintaba al dtomo hidrégeno co-
mo un proton solitario que es orbitado por un tnico electrén. Extendiendo este modelo
a elementos mas pesados, la intuicion sugeria que el nicleo de helio debia ser el doble
de pesado que el nicleo de hidrégeno. Esto no es asi, el nicleo de helio es cuatro veces
mas pesado. Esta incégnita finalmente fue resuelta en 1932 por James Chadwick con el
descubrimiento del neutrén (n) [§].

La introduccion del neutrén a la ecuacién hizo més evidente un crucial cuestiona-
miento: ; Qué mecanismo mantiene unidos a los protones, que por su carga igual deben
repelerse, asi como a los neutrones que aparentemente no tienen razoén para formar
parte de la estructura nuclear? La respuesta natural a este cuestionamiento es sencilla-
mente una interaccién mas intensa que la repulsion eléctrica entre los protones. Debe
existir una fuerza fuerte que los mantenga unidos, tanto a los protones como neutrones,
hoy llamados nucleones (N). Dada la falta de registros previos de semejante interac-
cién, su rango de accion debia ser corto, muy corto. Un rango del orden nuclear. El
primer esfuerzo tedérico por modelar esta fuerza fue hecho por Hideki Yukawa en 1934
[9]. Segin Yukawa, debe existir un campo de corto alcance que atrae a los nucleones
en forma similar a como actia el campo eléctrico o el gravitacional. Este campo, evi-
dentemente, debe ser cuantizado y en consecuencia surge la pregunta ;Coémo debe ser
la particula mediadora de este campo? Asi como el fotdn () es la particula mediadora
de la interaccion electromagnética, debe haber un intercambio de particulas entre los
protones y neutrones. Por el corto alcance de la interaccién este mediador debia ser
masivo. Yukawa estimé que su masa debia ser unas 300 veces la masa del electrén (una
sexta parte de la del proton). Esto origin6 una escala de masas con la que separar a las
particulas conocidas en tres grupos: los mesones (particulas de media masa), leptones
(particulas de baja masa) y bariones (particulas de alta masa). El mesén de Yukawa,
responsable de la estabilidad del nticleo atémico y bautizado como pidn (7%, 7°), no fue
descubierto experimentalmente hasta 1947 junto con otra particula, el llamado hermano
pesado del electrén: el mudn (™), esto en un experimento liderado por Cecil Powell
[10], que analizaba rayos c6smicos que inciden en la atmoésfera terrestre.

Todo este nuevo conocimiento perfilaba un nicleo atémico mucho mas complejo
de lo que se creia a inicios del siglo XX. La complejidad se extendié a sus mismos cons-
tituyentes. Tal como los experimentos de colisiones elasticas entre particulas cargadas
fueron mostrando, la idea de mesones y bariones como particulas puntuales entraba en
proceso de disolucién conforme crecia la discrepancia entre la prediccién tedrica con
las mediciones experimentales, a la par que la potencia de los colisionadores iba en au-
mento. Quien profundizé mas en estos estudios de particulas no-puntuales fue Robert
Hofstadter a lo largo de numerosos experimentos en el Centro del Acelerador Lineal
de Stanford (SLAC) durante la década de 1950. En un estudio sobre los procesos de
dispersion eldstica electrén-protén, hecho en 1956 [I1], confrontaron la llamada férmula
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Figura 1.2: Mediciones experimentales de la seccién eficaz relativas al angulo 6 con una
energia incidente de 300 MeV [I1]. Las curvas fueron graficadas con las ecs. (1.2H1.4)).

de Rosenbluth [12] para la seccién eficaz electrén-protén con mediciones experimentales.
Dicha férmula, dada por

<d_<7> G <C082(9/2)) 1
dQY) 4AF? \sin*(0/2) ) 14 (2E,/M)sin*(0/2)
{124 S RGR) + Bala?) a0/ + 2P

(1.2)

donde
2F, sin*(0/2)

1+ (2E,/M)sin?(0/2)]/2’

incorporo al célculo los espines del electréon y protén, el retroceso del proton al impacto,
asi como una nueva cantidad conocida como factores de forma (Fy y Fy). Estos factores
de forma cuantifican la distribucion de la carga eléctrica y momento dipolar magnético
en un volumen finito, siendo este volumen finito el espacio que ocupa la particula
no-puntual. Asi, en esta formula se considera que el protén no necesariamente es una
particula puntual. Al no tener perfil analitico definido, se pueden usar diferentes modelos
para los factores de forma. El utilizado por Hofstadter fue el llamada modelo dipolar,
dado por

(1.3)

T

1

Fr(¢?) = 0+ @) (1.4)
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donde = r,, siendo r. el radio de carga del protén. Para los resultados mostrados
en la Fig. [1.2) se supuso que F; = F3, as{ como que los radios de carga y momento
magnético son iguales: r, = r,,, = 0.8 fm. Con estas aproximaciones y suposiciones, que
simplifican el modelo, se encuentra que la ec. reproduce bastante bien los valores
para el factor de forma eléctrico del protén, como se puede ver en la Fig. [I.3] donde se
compara el modelo dipolar con mediciones experimentales hechas en la década de 1970.
Experimentos similares para el resto de particulas con una vida media lo suficientemente
larga extendieron el concepto de no-puntualidad del protén de manera tajante.

Figura 1.3: Modelo dipolar de la ec. (|1.4]) contrastado con mediciones experimentales
del factor de forma eléctrico del protén tomadas en 1971 por Price et al. [13], 1976 por
Hohler et al. [14] y en 1979 por Simon et al. [15].

Estos trabajos terminaron por cristalizar la idea de que los mesones y bariones son
particulas no-puntuales. Al conjunto de particulas subatomicas no-puntuales se le di
el nombre de hadrones. Por otro lado, los leptones mantuvieron su caracter puntual.
La idea que empez6 a predominar fue que los hadrones estan constituidos de particulas
ciertamente puntuales que, dependiendo de la forma en que se configuren, dan origen a
las estructuras hadrénicas. Estas suposiciones se vieron reforzadas con el desarrollo de
los experimentos con colisiones ineldsticas profundas [16]. Los primeros en proponer, de
manera independiente, un modelo téorico sélido para esta interrogante fueron Murray
Gell-Mann en 1961 [17] con su llamado Fightfold Way y George Zweig en 1964 [18]. El
modelo de Gell-Mann, cuya terminologia acabé por imponerse, introdujo inicialmente
tres particulas puntuales a las que llamé quarks (q). Los nombres dados a estos quarks
fueron up (u), down (d) y strange (s). Cada quark, en una primera aproximacién tedrica
de masas iguales, se distingue por sus numeros cuanticos. Estos nimeros cuanticos,
siguiendo el orden de la Tabla 1.1, son: el espin, el nimero bariénico (B), la carga
eléctrica (Q), el isoespin (I3), la extraneza (S) y la hipercarga (V).
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H Quark Espin B Q Is S Y H
u /2 1/3 2/3 1/2 0 1/3
d /2 1/3 -1/3 -1/2 0 1/3
S /2 1/3 -1/3 0 -1 -2/3

Tabla 1.1: Niimeros cudnticos de los quarks originales del modelo de Gell-Mann [I7].

Los quarks del modelo estdn acompanados de sus respectivos antiquarks (q) de
carga eléctrica y extraneza opuestas. A partir de estas bases, se encuentra que los
bariones se pueden construir como triadas (¢qq) que combinan quarks y antiquarks,
mientras que los mesones estan formados por parejas quark-antiquark (gg), como se
puede ver en la Fig. Ya no es solo que los hadrones sean particulas no-puntuales,
si no que son particulas compuestas. Conociendo esto, los factores de forma tienen
una interpretacién mas clara: son la cuantificacion de la distribucién de las cantidades
emergentes de estos arreglos de quarks y antiquarks en el espacio. A la par que el
modelo de quarks era explorado, el concepto de factor de forma era aplicado a nuevas
cantidades asociadas a los hadrones. Durante la década de 1960, I. Y. Kobzarev y L.
B. Okun, asi como Heinz Pagels desarrollaron los calculos para el llamado tensor de
energia-momento [19,20] que permitié asociar factores de forma a la masa y el espin del
pion y los nucleones, ademas de incluir un nuevo término cuya interpretacién inicial era
ambigua. A diferencia del factor de forma eléctrico y magnético, la posibilidad de medir
experimentalmente estos nuevos factores de forma de masa y espin no estaba clara. Pese
a ello, dejaron un precedente de que, a través de las suposiciones adecuadas, es posible
asociar una funcién que cuantifique la distribucion de las cantidades que caracterizan
a los hadrones en el espacio.

Al ahora llamado modelo de quarks le tomé poco més de una década consolidar-
se, no solo como la mejor forma de explicar las caracteristicas de los hadrones, si no
por definir un nuevo grupo de particulas fundamentales: los mismos quarks. Esto se
debi6 a dos falencias que arrastraba desde su nacimiento y que con el tiempo salieron
a flote: la aparente violacion del principio de exclusion de Pauli y la falta de evidencia
experimental de un quark aislado. Si bien el modelo predijo particulas que se obser-
varon experimentalmente en los afos posteriores (el caso del barién Q~ [21] es el mas
representativo), la falta de una observacién directa de los quarks y su aparente viola-
ci6én del principio de exclusion, como es el caso de AT (que estd hecho de tres quarks
up), hicieron que el modelo se viera como una herramienta matemaética con sus claras
limitaciones. Fue a través de la implementacion, en apariencia ad hoc, del concepto de
color que estas falencias empezaron a tener soluciéon. El color era un nuevo niimero
cuantico cuya unica similitud con el concepto cldsico es una analogia a los diagramas
de color en los que la suma de los tres colores basicos, o dos colores opuestos, da origen
al blanco. La introduccién del color vino por parte de O. W. Greenberg [22], pero la
terminologia moderna (en directa analogia al color) la establecié D. B. Lichtenberg [23].
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s=0 n p (a)
s=—1 X pus
Q-1
s =—2
=- =0
Q=-1 Q=0
s=1 K° KT (b)
s=0 T 7wt
Q-1
s=-—1 -
K~ K°
Q=-1 Q=0

Figura 1.4: (a) Octete de bariones mds ligeros ordenados de forma hexagonal con dos
particulas al centro; (b) Octete de mesones pseudo-escalares més ligeros [24].

Ellos postularon que existen tres colores cudnticos: rojo, azul y verde, igualmente con
sus respectivos anticolores. Este nimero introduce un nuevo grado de libertad a los
quarks que zanja el problema del principio de exclusién de Pauli. Aplicando esta teoria
del color a los bariones y mesones, resulta que son particulas blancas o incoloras. La
respuesta a por qué no se han encontrado quarks aislados es que la naturaleza prohibe
la existencia de particulas con color aisladas. Estas siempre deben ir en arreglos cuyo
color sea el blanco. Como se menciond, esta solucién se sentia muy forzada para la ma-
yoria de los fisicos, quienes seguian hablando de los quarks con reservas y casi siempre
como abstractos matematicos.

A partir de este punto, pasamos a la etapa histérica donde se concreta la formu-
lacién de la cromodindmica cudntica (CDC) o quantum chromodynamics (QCD) [25].
Fueron las posteriores modificaciones al modelo de quarks, sumadas a la introduccion
de nuevos conceptos, como el confinamiento [26], y las predicciones ampliadas del mo-
delo las que hicieron a los quarks entrar en la llamada tabla periddica de la fisica, mejor
conocida como el modelo estindar de la fisica de particulas [27]. La construccién de
este modelo fue un largo proceso de continuo refinamiento, desde finales de los afios
1970 [24] hasta inicios de la década del 2010 con el descubrimiento del bosdn de Higgs
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[28]. Aun en la actualidad, se siguen haciendo ajustes a partir de las més recientes
mediciones experimentales.

Con el establecimiento de la CDC, vino un entendimiento mas claro de la feno-
menologia que gobierna a los quarks y la interaccion fuerte. El tratamiento de esta
fuerza es muy diferente a lo acostumbrado histéricamente por los fisicos, pues crece en
intensidad con la distancia en vez de decrecer. Esto ha llevado a que el tratamiento
de la CDC se haga mayormente a través de aproximaciones por teorias perturbativas
a escalas muy concretas de energia [25]. Por otro lado, el creciente poder de cémputo
de las ultimas décadas ha permitido un nuevo tratamiento de la interaccion fuerte me-
diante las técnicas nimericas de la cromodindmica cudntica en la red (CDCr) o lattice
quantum chromodynamics (1QCD) [29] incluso en regiones no perturbativas. El concep-
to fundamental de la CDCr es sencillo: se discretiza el espacio-tiempo en una malla
con celdas de longitud a, suficientemente pequenas, similar al concepto de la integral
de Riemann. De este modo, las ecuaciones y fenémenos de la CDC se vuelven tratables
numéricamente para cualquier escala de energia. La precision de estas soluciones de-
pende enteramente de qué tan pequenas sean las celdas. Para el caso limite de a — 0,
se recupera la CDC-continua. Usando esta herramienta numérica, es posible modelar la
dindmica de los llamados quarks de valencia al interior de los hadrones y tener una idea
aproximada de como se comportan en la naturaleza. Esto ha permitido explorar regio-
nes del espacio fase que atin son desconocidas experimentalmente para los hadrones,
como lo es el caso de los factores de forma de masa y espin.

El panorama de la fisica fundamental en visperas del segundo cuarto del siglo XXI
es prometedor. Con la suma de los nuevos y mas energéticos aceleradores de particulas
capaces de experimentos mas refinados, una herramienta teérica y matematica robusta
y variada, asi como modelos computacionales satisfactoriamente proximos a la realidad,
se espera que nueva fisica aparezca en el horizonte proximo. De entre toda esta nueva
fisica, esta el comprender mejor la arquitectura de los hadrones y como emergen sus
caracteristicas de la dindmica entre quarks.

SECCION 1.2

Organizacion y objetivos del presente trabajo

Como se expuso en la seccién anterior, la fisica actual considera a los hadrones arreglos
de pares o triadas de quarks y/o antiquarks. A la par de esto, hay a nuestra disposicién
un abanico de mediciones experimentales y estimaciones numéricas de las cantidades
que caracterizan a los hadrones. En el presente proyecto, nos enfocamos en los factores



Organizacién y objetivos del presente trabajo

de forma del protéon y pién cargado. El objetivo es calcular, a partir de mediciones
experimentales y estimaciones numéricas de 1QCD, los radios de carga, masa y mecanico
de los hadrones mencionados para Q% = 0 GeV?. Los métodos numéricos empleados
para lograr este propodsito toman como punto de partida el trabajo realizado por Z. F.
Cui, C. D. Roberts et al., para los radios de carga del protén y pién [30] B1].

La organizacién del proyecto se da a continuacién. En el Capitulo [2] desarrollamos
los calculos para la seccién eficaz de los procesos de dispersion elastica entre dos particu-
las cargadas: electréon-proton y electron-pién. Dado que estos calculos son la puerta de
entrada a las interacciones entre particulas, y la posterior introduccion de los factores
de forma, resulta pertinente su desglose analitico. En el Capitulo [3| nos centramos en
la interaccion electromagnética para el caso de las particulas de espin—% (electrén y
protén) y espin-0 (pién), vemos cémo se construyen los factores de forma eléctrico y
magnético para el protén y pion, luego construimos sus amplitudes de transicion inva-
riantes de Lorentz junto a sus secciones eficaces. Por 1ltimo, vemos la construccién del
radio medio-cuadrado a partir del factor de forma. En el Capitulo [4, definimos y cons-
truimos los tensores de energia-momento para el protén y pién, identificamos a cada
uno de los factores de forma que surgen a partir de este tensor y vemos como se derivan
sus respectivos radios. En el Capitulo 5] se da una explicacién detallada y profunda de
los metédos numéricos empleados para la derivacién de las cantidades de interés de los
hadrones. En el Capitulo [6] exponemos los resultados obtenidos y los comparamos con
estimaciones previas. En el Capitulo[7] se dan las conclusiones respecto a los resultados
obtenidos para las cantidades de interés de los hadrones, asi como en lo referente al
método numérico. Finalmente, en el Capitulo [§] se enlistan las identidades y definicio-
nes matematicas usadas a lo largo del proyecto, asi como informacién adicional respecto
a los resultados.



Capitulo

Seccion eficaz de dispersiéon

Nuestra principal herramienta para el estudio de las colisiones entre particulas en el
laboratorio es la seccion eficaz de dispersion. Para nuestro proposito, nos limitamos al
caso de colisiones eldsticas y con espectros de energia discretos.

SECCION 2.1

Relacién de proporcionalidad do oc | M ;|

Empezamos por la construccion de la amplitud de transicion covariante para los pro-
cesos de dispersion entre particulas. Esto se hace mediante la regla de oro de Fermi, el
espacio fase invariante de Lorentz y el flujo invariante.

2.1.1 Regla de oro de Fermi

En nuestra notacién usamos las unidades naturales (h = ¢ = 1), asi como la convencién
para los 4-vectores z* = (t,x) y =, = (t,—x). Tomamos la ecuaciéon de Schrédinger



Relacién de proporcionalidad do o< | M ¢;|?

para un potencial perturbativo V(a:) a primer orden [32],

[Hy + V()]0 (x) =i o (2.1)

con '

V() =) an(t)pn(x)e™ """, (2.2)
donde ]:Iogzﬁn(x) = E,¢,(x), siendo H, el operador Hamiltoniano independiente del
tiempo. También, simplificamos la notacion EY = E,,, pues nos limitamos al me-

nor orden perturbativo. Por otro lado, se debe satisfacer la relacién de ortogonalidad
(D (X)|Om (X)) = Opm. Del lado izquierdo de la ec. (2.1)) tenemos

[Ho + V(@)]¥(2) = [Ho + V(a Z 0 (t)pn(x)e M = "[Hy + V()] an () gn(x)e "

- Z [En + V (z)]an(t )‘bn(X)eiZtEn’

mientras que del lado derecho

Za\lf;ix) h l% [; an(t)ébn(x)e_im"] = Z; {da;t( ) —ida,(t)E ] b () e HEn

Del desarrollo de ambos lados de la ec. (2.1]) resulta evidente que

dan() n 7ztEn Zan V ¢n ) 7ztEn. (23)

n

Multiplicando desde el lado izquierdo por ¢}(X), donde f denota al estado final del
sistema luego de la interaccion, e integrando sobre todo el espacio V tenemos

3 d“" it ( / 5 pud’r >:Zn:an(t) ( /V ¢;(X)V(x)¢n(x)d3x) =it

Pero esta ecuacion se puede reescribir como

daf :——Zan / ()V (@) pn(2)dz, (2.4)

con ¢;(r) = ¢j(x)e i,

Sabemos que la interaccién ocurre durante un tiempo 7" arbitrario y suficientemente
largo. De modo que, podemos imponer las siguientes restricciones a las amplitudes,

a(~T/2) =1, a(+7/2) =0, a;(~T/2)=0 y 0<ap(+T/2) < 1,

11



Relacién de proporcionalidad do o< | M ¢;|?

donde a;(t) caracteriza al estado inicial no-perturbado y ay(t) a cualquiera de los po-
sibles estados finales tras la perturbacién. Aqui utilizamos ¢, = —=T/2 y t; = +1/2.
Tomando tunicamente el estado inicial e integrando sobre todo el tiempo de interaccion,

i [T R
af(+7/2) = —9/ a;(t) [/v o3 (@)V (2)pi(x)d’x | dt.

~T/2

Suponiendo que la amplitud a;(t) es aproximadamente constante a lo largo del proceso,
esto es a;(t) =~ 1Vt e [-T/2,+T/2), podemos definirla como la amplitud de transicion

covariante [32],
: 1 AT
iMy; = v/ggpf(x)V(m)goi(x)d‘lx, (2.5)

donde Q =V U[-T/2,+T/2].

Definimos la probabilidad de transicién por unidad de tiempo como [32]

| Myl

W= jim = (26)
donde hacemos que el tamano arbitrario de T' tienda a infinito y [M|? = (iM;)*(iMy;)
lo interpretamos como la probabilidad de que una particula dispersada pase de un estado
inicial ¢;(z) a un estado final ¢ ¢(x). Como nuestro fenémeno de interés es la interaccién
con potenciales centrales electromagnéticos, podemos decir que V(z) — V(x), debido a
que el potencial electromagnético de las particulas subatémicas no depende del tiempo
y Unicamente varfa con la distancia [32]. Asi,

+T/2
iMy; = WE=E)qt  con Vi = /¢f (X)¢n(x)d3x_ (2.7)
V —T/2
Entonces,
2 12 +T/2 * +T/2
W = lim W—hl = i Vi / BB gt / et (Er=Ei) 1y
T— 00 T T—o0 TV2 —T/2 12

V|2 +T/2 +oo
= lim L5 / e ME=E gy / e (Er=ED gy
) |Vfi|2 /+T/2 _it(o
=1 #O) gt | 2n6(E —F;
Tl—I};)lo TV2 -T/2 m ( f )

Vil /+T/2 |sz|2
lim dt | 27n6(Es — E;) = 27 Ey— E;
T1—>oo TV —T/2 T ( f ) V ( f )

donde usamos la definicién de la funcién delta de Dirac (ver ec. (8.1))). Notamos que,
a partir de esta definicién, establecemos que [276(E; — E;)]* = 2xT6(E; — E;). La

12



Relacién de proporcionalidad do o< | M ¢;|?

probabilidad de transicién por unidad de tiempo esta dada por

|sz|2
V2

W = or L 5By — E). (2.8)

Para asociar un significado fisico a la ec. (2.8), debemos realizar una integracién
sobre todos los estados finales posibles. En el contexto de la fisica de particulas, cuando
se presenta esta situacion, suponemos que un estado inicial (de energia E;) tiene asocia-
do un conjunto de estados finales posibles (de energia Ey). Cuantificamos estos estados
finales mediante una funcién de densidad p(Ey), de momento arbitraria. Definimos la
probabilidad de transicién de un estado inicial a un estado final como

Vral?
VQ

/Wp Ey)dE; = QW/ i fl p(Ef)0(Ef — Ey)dEy = 2m—7—p(E),

donde usamos la ec (8.4). Notamos que la densidad de estados finales depende comple-
tamente de la energia del estado inicial. Esta identidad,

Vial?
V2
se conoce como la regla de oro de Fermi [33]. Podemos entenderla como la cantidad de

estados finales posibles, producto de una perturbacion, asociados a un estado inicial.

2.1.2 Espacio fase invariante de Lorentz

En la fisica de altas energias, los objetos se desplazan con velocidades proporcionales
a fracciones de la velocidad de la luz. Debido a esto, es necesario construir nuestras
ecuaciones de modo que sean invariantes de Lorentz. Nuestro punto de partida es con-
siderar el espacio de momentos de nuestras funciones de onda y llegar al espacio fase
invariante de Lorentz.

El espacio de momentos encierra todos los momentos posibles de un sistema.
En nuestro caso, el sistema consiste en particulas que interactian con un potencial
perturbativo y cuyos estados inicial y final estan mediados por la regla de oro de Fermi.
Como vimos, para la teoria de perturbaciones a primer orden, el potencial de transicion
Vi se escribe como [32]

Vis = (b ()| V(@) (e /wf Js(2)
Las funciones de onda de los estados inicial y final se toman como ondas planas,

Y(w) = Aem TP,

13



Relacién de proporcionalidad do o< | M ¢;|?

donde A es una constante de normalizacién. El volumen de integracion V lo podemos
definir como un cubo de lados L. Usando la forma no-relativista de la densidad de
probabilidad, p = ¥*, escribimos

+L/2 p+L/2 +L/2
[ v - ot x)dadyd: — 1,
v —

L2 J-r/2 J-L)2

lo cual implica que A = L~3/2. Definir el volumen de integracién como una caja implica
que las funciones de onda deben satisfacer condiciones de frontera periddicas,

¢(t7m7 y? Z) - w(t7m + aﬂ??y) Z)’

donde a, es un desplazamiento que deja invariante a la funcién. Lo mismo courre para
y v z. El 3-momento también debe satisfacer estas condiciones, e~ = ¢~ P=(#+a2) g
que implica su cuantizacion, dada por
27 27

P= (p:vapyapz) - (nxa nya”z)f = nf7
donde n,, n, y n. son los enteros que representan los valores permitidos para el mo-
mento. Todo esto se construye del hecho de que la funcién de onda debe anularse en las
paredes de la caja. Esto restringe los momentos permitidos del sistema a un conjunto
discreto. Entonces, el elemento diferencial del espacio de momentos esta dado por

(r)*

5 (2.10)

9\ 3
dp = dp,dp,dp. = dnydn,dn, <%) =d’n

Definimos el espacio de estados n con elemento diferencial d®n, que restringe el
rango de momentos p. Dado que el volumen V es arbitrario, por simplicidad de la
notacién asumimos que V = 1. Asi, reescribimos la ec. (2.10) como

d3p
d’n = :
C
Esta relaciéon nos permite definir la densidad de estados finales p(F;) como
d*n
p(E;) = |—— (2.11)
dEy|

Denotamos el 3-momento del estado inicial como p?, mientras que el 3-momento del
estado final es p/. Si suponemos que el estado final esté formado por N constituyentes,
p/ es una sumatoria de momentos finales, donde es facil ver que hay N — 1 momen-
tos independientes, pues el N-ésimo momento es una combinacién lineal del resto de
momentos. Entonces, podemos escribir el elemento diferencial de estados como

N-—1
d3

dPn = H d3nj H 277)3'

7=1

14



Relacién de proporcionalidad do o< | M ¢;|?

Esta expresion se puede generalizar para los N constituyentes si involucramos el ele-
mento de volumen del espacio de momentos para el N-ésimo constituyente y utilizamos
la funcion delta de Dirac para garantizar la conservacion del momento. Asi,

3 3 3 T @l
_ i J
=100 =p) o] 1] 555
7=1
Reescribimos esta identidad como
o= e (o= 30! TT 5%
T
j=1 j=1

Consideramos que p’ es igualmente resultado de una combinacién lineal de M sub-
momentos. Entonces, el elemento del espacio de estados estd dado por

d*n (Zpk ij>H ). (2.12)

Ahora, usamos la definicién de densidad de probabilidad relativista,
/ U*(2)¥(x)d®zr = 2E con V(z) = V2EY(x)
v

y suponemos que la funcién de onda ¥(z), que define al estado del sistema, es un
producto de las funciones de onda de los elementos constituyentes, de modo que

T) = H\Ijl(m) = H V2E(x)

donde [ es el numero de elementos, particulas, del sistema. Asi, tomando un potencial
V(z) y usando ¥(z), construimos el potencial invariante de Lorentz, dado por

My = o) Vo ) =TT o) V0o [T 28
2 4N M
(M2 1) (M| v T )
N M 1/2 N M 1/2
= <H2Ejf H2E,i> (! ()| V(2) ¢! (x)) = (HQE{ H2E,i) V.

15
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El potencial invariante de Lorentz y el no-invariante de Lorentz estan relacionados por

N M 1/2
= (H QEJszE,@) V. (2.13)
j=1 k=1

A esta cantidad se le conoce como amplitud de transicién invariante de Lorentz [34].

Retomando la densidad de estados finales y haciendo el cambio de los subindices

a superindices,
&n S(E' — ENdE! = | 6(FE' — ENYd*n
dE/f

podemos reescribir p(E?) como

p(E) = /5 (Z Ei — ZE;‘) d*n. (2.14)

Usando la regla de oro de Fermi, ec. (2.9)), junto con las ecs. (2.12}{2.14)) tenemos que
M N
Wy = 2V o(B) = 27 [ Vs (Z B-2 8 ) d'n
k=1 j=1
M N M N N
_ 4 2 i fs3 i f

Jj=1

(2 d3
p(E") = ‘dEf

multiplicando y dividiendo por el mismo productorio de energias,

d3

(27)* (HQEk) /|Mfz| 5 (Zpk ZPJ)H2Ef(27r) (2.15)

donde usamos la notacién p = (E, p).

Hemos construido una forma general de la regla de oro de Fermi. Ahora, veamos
que el elemento diferencial obtenido es un invariante de Lorentz. Para demostrarlo,
consideramos la relacién de energia-momento de Einstein (E? = p? +m?), donde p? =
|p|?, junto con una transformacién de Lorentz sobre el eje x de desplazamiento. Dados
dos sistemas de referencia S en reposo y S’ desplazandoce con una velocidad v constante
sobre el eje x, cuyos elementos diferenciales del 3-momento se relacionan por

dp! dp!
&y = dpldpdp, = ( 52 ) dppdpydp, = ( 52 ) &

xT xT

16
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y cuya transformacion se escribe como

£ y =By 0 0\ [(FE Y(E — Bpz)
ol _ | =By v 00| [p]| _ [~ BE)
Dy 0 0 10 Dy Dy ’
j28 0 0 01/ \p. -
donde
B 1 g v
ot 7 y
Entonces,
dpl, d dE d
Pt h(px—ﬁE)]zv(l—ﬁdp ) Zv{l—ﬁdp (\/p2+m2)}

=7 [1=B(P* +m*) " p,] =7(1—B&> = (B~ pp.) = z
’ E E * E’
Con esta relacion, resulta trivial ver que

d3p/ _ d3p

E E°

Por otro lado, es definicion que la 4-funcion delta de Dirac es un escalar de Lorentz,

[ o wan=1. (2.16)
para cualquier sistema de referencia.

Definimos el espacio fase invariante de Lorentz o Lorentz-invariant phase-space
(Lips) [34] como

dS

dLips = (2m)*6* <Zpk ij> H 2Ef(27r) (2.17)

donde M es el nimero de particulas en el estado inicial y N el nimero de particulas
en el estado final.

2.1.3 Flujo de interaccion

El flujo se define como el nimero de particulas que cruzan una unidad de area por
W

unidad de tiempo [35]. Consideramos el caso de un haz de particulas “a”, con un flujo
¥, que atraviesa una region del espacio que contiene n, particulas “b” por unidad de

17
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volumen. La tasa de interaccién por particula objetivo, W}, es proporcional al flujo
incidente,

Wb = 0'19(1,

donde o denota a la seccion eficaz total de interaccion, que tiene unidades de area. Si
las particulas “a” inciden con velocidad v, en una regiéon definida por un area A > o
a
que contiene particulas “b” moviéndose de manera colineal y en sentido opuesto con
una velocidad vy, entonces la velocidad relativa es v = v, — v, como se puede ver en
la Fig. 2.1} En un tiempo 0t, las particulas “a” deben atravesar un volumen §V con n,
particulas “b”, dado por
0V = nyvAdt,

donde |v| =v = v, + vp.

[P}

Figura 2.1: Volumen que encierra la interaccién entre las particulas “a” (pequenas y
rojas) y “b” (grandes y azules). Las tapas del cilindro son el area A, mientras que las
regiones mas obscuras de la tapa derecha corresponden a la seccién eficaz o que ofrece
cada blanco dispersor a las particulas incidentes.

Definimos la probabilidad de interaccién, 6 P, como

g

P =
g A

0V = nyvodt.
Esta expresion se puede leer como la probabilidad de que las particulas incidentes
interaccionen con las particulas blanco en d). De esta ecuaciéon, podemos construir la
tasa de interaccion para una particula incidente,
opP
W, = — = nyuo.

ot

[A)]

Para un haz de particulas incidentes “a”, con n, particulas en un volumen V), la tasa
de interaccién es

Wy = Wan,V = myvon,V = (ngv)(mpV)o = 9,Nyo,

donde ¥, = n,v es el flujo de particulas “a” y N, = n)V es el nimero total de particulas
“b”. Si consideramos el elemento diferencial de la seccién eficaz, este tendra asociado
un diferencial de la tasa de interaccion, que podemos relacionar con la regla de oro de

18
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Fermi, la cual dejamos expresada como una integral. Asi, tomando dW, = dWy; [35],
escribimos
do = %, (2.18)
Vq + Vy
donde normalizamos de forma tal que N, = n, = 1. Sustituyendo las ecs. ,

en la ec. (2.18)), tenemos

M —1
1 )
do = (H 2E,§> | M fi2dLips. (2.19)

Vg + Vp Pl

La convencion para el médulo cuadrado de la amplitud de transicién invariante de

Lorentz es |[M;|* = (—iMp)*(—iM ;).

SECCION 2.2

Procesos elasticos del tipo A+ B — A+ B

Suponiendo que los 4-momentos inicial y final de nuestra interaccién estdn dados por
dos particulas, que llamamos A de masa m, y B de masa my, la forma desarrollada de

la ec. (2.19)) para la cual N = M = 2 es [32], 35]

2 4 2
N
2E12E2(U1 + Vo

d3p3 d3p4
2F5(2m)3 2E4(27)3’

)54(291 + P2 — P3 — D4) (2.20)

donde los subindices 1 y 3 estan asociados a la particula A en sus estados inicial y
final, respectivamente, mientras que los subindices 2 y 4 estan asociados a la particula
B en sus estados inicial y final. Omitimos el subindice fi de la amplitud de transicién
invariante de Lorentz.

2.2.1 Factor de flujo invariante

Queremos que la seccién eficaz sea un invariante de Lorentz. En consecuencia, debe
estar dada por un producto de invariantes de Lorentz. Pero, la 3-velocidad no lo es.
Para solucionar esto, definimos al factor de flujo como [32] 35]

Fﬁ = 4E1E2(U1 + 'UQ), (221)

y buscamos expresarlo como un invariante de Lorentz. Definimos los 4-momentos p* =
(E1,p1) ¥ P2, = (B2, —P2), donde E = ym y p = ymv, con 7 el factor de contraccién
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de Lorentz. Por otro lado, al suponer que las particulas se desplazan de manera colineal,
pero en direccién opuesta, decimos que p; - p2 = —|p1||p2|. Ahora [35],

(pl -p2)2 - mimg = (ElEZ —P1- p2)2 - mimg
22 2 22
= BT By — 201 Es(py - p2) + (P1 - P2)° — mgm;,
= E}E; — 2E1Es(p1 - p2) + (—|p1l|p2|)? + EYm; — Efm; — m2m;,
= E}(E% — m}) — 2E,Ey(p1 - p2) + Pips + (B — m2)m3
= E}p3 — 2E,Ey(p1 - p2) + PiPs + pim;
= E12P§ - 2E1E2(p1 : p2) + (p% + mi)pf
= Eip; — 2E1Ex(p1 - p2) + ESpT = (Eop1 — Erpo)?

2 2
= E{E; (& — E) = E}E; <%m“"1 _ %mbv2>

E, E YaMa Yoy
= E12E22 (Vl — V2)2 .

Asi,
2 2, 211/2 __ 2 _ _ _ Fy
[(p1 - p2)” — mumy]7/= = EyEoy/ (Vi — Vo)™ = E1Eo|vy — vo| = By Es(v1 + v2) = e
Encontramos que el factor de flujo, en su forma invariante de Lorentz [35], es
Fy = 4\/(p1 - po)? — mZmi. (2.22)
Sustituyendo esta identidad en la ec. (2.20)), tenemos [32, [35]
(2m)* M 4 d*ps d*py
do = ) —p3 — . 2.23

2.2.2| Sistema de referencia de laboratorio

Antes de proseguir con la derivacién de la seccion eficaz, debemos definir nuestro siste-
ma de referencia, con el propdsito de desarrollar de manera mas profunda los célculos.
Elegimos el sistema de referencia de laboratorio (lab), donde existe una particula in-
cidente A que se desplaza con un 3-momento dado y una particula objetivo B que se
encuentra en reposo (ver Fig. . Asi, los 4-momentos de nuestro proceso estan dados
por [34]

p1 = (E1,p1), Dp2=(mp,0), p3=(E3ps3) y ps=(Espa),

los cuales cumplen que p? = p3 = m? y p3 = p3 = m?.
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Figura 2.2: Dispersion de la particula A por parte de la particula B en un angulo solido
dS) para el sistema de laboratorio.

Usamos la relacién p3 = m? para construir una funcién f(x) con z = Ej. Asi:
f(Ey) = p* — mZ. Entonces, definimos

F(Ex) = B2 — b2 — m?. (2.24)
Por otro lado, se debe cumplir que E; > 0. Con esta informacién, construimos la integral
| oEnds, ~ [ oz - vt - miic,
0 0

y usando la ec. (8.5)), donde xy son las raices de f(x), podemos escribir

[T stsenar= [ 55| (B yJoremg) de = g

Extendemos més este resultado usando una funcién escalén apropiada. Definimos [35]

+oo
/ O(E)S(1, ~ mi)dEs = 5 (2.25)
_ 2F,

e}

donde
1si By >0,

O(E:) = {o si By < 0.

Por otro lado, al usar el sistema de laboratorio, podemos simplificar la ec. (2.22))

como
Fy = 4\/(]71 cp2)? —mim? = 4\/(E1mb)2 —m2m} = dmy\/ EF — m2,

y en consecuencia

Fﬁ = 4mb|p1|. (226)
Sustituyendo las ecs. (2.25] [2.26)) en la ec. (2.23), tenemos

. /+°° I MPO(:)5(p3 — m3)
4mb|p1]2E3(27r)2

§*(p1 + p2 — p3 — pa)d*p3d’pyd Ey

—00
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_ /+°° [MPO(E4)d(pi — mp)
oo 327T2mb]p1‘E3

_ / M|*O(£y)

] 3272my|p1| Es

§*(p1 + p2 — p3 — pa)dp3d*py
5(pi — my)|ps|*dpsdQ,

donde usamos la ec. (2.16) y d®ps = |p3|*dp3dQ. Ahora, notemos que

\p3|

E32 = ‘p3|2 + mg = 2E3dE3 = 2|p3‘dp3 = dE3 = ?dpg
3
Finalmente, escribimos
do M |ps] 2 2
= = —O(FE,)d(p; — dE;. 2.27
(dQ)lab /327r2mb [Py (Ea)0(py = my)dEs (2:27)

De la funcién ©O(E,), junto con la relaciéon de energia-momento, podemos definir el
dominio de integracién. Sabemos que E,; > 0, pero por la conservacién de la energia
también E, = E; +m — Fs5. Luego, de la relacién de energia-momento, resulta evidente
que F3 > m,. Asi, es claro que

Ei+my > E3 > m,.

Antes de proseguir, es conveniente escribir el argumento de la funcion delta en términos
de Es5. Usando la conservaciéon del 4-momento,

pi —mi = (p1 + p2 —p3)2 —mi :P% +p§+p§ +2(p1 - p2 — p1 - P3s — P2 - P3) —mi
= 2m2 +mj + 2(Eymy, — py - ps — Esmy) —mj,
= 2(mi + Elmb — Egmb — E1E3 + |p1||p3| COS@),

donde p; - p3 = |p1||p3| cosf, siendo 6 el dngulo entre los 3-momentos.

Asi, para la ec. (2.27)),

do Ei1+my |M|2 |p3|
- O(mg + Eymy — Ey(E 0)dE
(dQ)lab /ma 64m2my, |p1 | (m; + Eymy, 3(Ey +myp) + |p1||p3| cos 0)dEs,

donde usamos la ec. (8.3)) para extraer el factor comun 2 del argumento de la funcién
delta. Ahora, definiendo la funcién f(E3) como

f(Es) = m? + Eymy, — E3(Ey 4+ my) + |p1||ps| cos 0,

podemos usar la ec. (8.5). Notemos que
dlps| _ d 2 _ Es _ Ej
dEg dE3 \/ E% — mg |p3|
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Asi,

df (E3) p1]
=—F —E
iE, 1 —mp + D3| 3080,

de modo que

do\  _ /Eﬁm” M[* |ps]

A )\, B Ma 64m2my, |p|
donde &; denota la raiz de f(E3). Por los limites para Es, resulta claro que | f/(E3)|™ =
—{f"(E3)}"". Finalmente,

do (M |ps| pi| -
Rl E ~ Pl cosd 2.2
(dQ) = SdnZmy py T T pg 2O (2.28)

es la seccién eficaz de dispersiéon elastica para el sistema de referencia de laboratorio
[35].

-1

5(E3 — gg)dEg,

<—E1 — |p |E3 COSH)
|P3|

2.2.3 Limite ultrarelativista

En el caso del limite ultrarelativista [35],

Ey Es
—>1, —>1,
M M

la energia y el médulo del 3-momento de la particula proyectil se vuelven aproximada-
mente iguales, mientras que la masa es despreciable,

By~ |pi|, Ez=~|ps| vy ma.=0.
Asi, para la funcién f(Es3),
mi + Eymy, — E5(Ey + my) + |p1l|ps| cos 8 = Eymy, — Es(Ey + my,) + EyE3 cos 6

0
= —E1E3(1 — cos ) + my(Ey — F3) = —2F) E3sin” <§> +my(Ey — E3) =0

0 2K 0
= myE, = myFEs + 2E,Fssin® [ = | = myE5 |1+ Z71 gin? ,
2 my 2

encontramos que el cociente de las energias satisface

B3 2B, ., (0\]"
1+ — . 2.2
i [ + o sin (2 (2.29)
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Este resultado es conocido como el término de retroceso de la particula objetivo [35].
Nos dice cuanta energia cinética de la particula A es transmitida a la particula B. Por
otro lado,

0
Ei+my — MEg,cosﬁzmb—i-E1 — Eicosf = my + 2E, sin® <§>

P3|
2F 0 E
= my |:1 + Fbl Sin2 (§>:| = mbi.

Sustituyendo estos resultados en la ec. (2.28)), tenemos

d 2 (B3’
doy _ M| =) . (2.30)
aQ ), 64m2m} \ E

Esta es la seccion eficaz elastica para el sistema de laboratorio en el limite ultrarelati-
vista [35].
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Capitulo

Interaccién electromagnética

En este Capitulo, desarrollamos en profundidad las interacciones electromagnéticas en-
tre particulas de espin—% y de espin-0, asi como la construccién de los factores de forma
eléctrico y magnético, tomando como punto de partida las Ref. [32], 34] 35, [36, [39].

SECCION 3.1

Particulas de espin-%

3.1.1 Espinores de Dirac

Sabemos que la ecuacién de Schrodinger es
i— = HU, (3.1)

con U = Ae~#7_ Usando la definicién de ¥ en la ec. (3.1)), es claro que H¥ = EW. Pro-
ponemos un Hamiltoniano cuyo cuadrado debe respetar la relacion de energia-momento,

~

H=a -p+ pm, (3.2)
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donde las cantidades a y [ se asumen independientes de la posicion y momento. Ahora,

E? = H* = (o p+ fm)? = (afp} + B*m)(alpl + 'm)
= pipfafal + afplB'm + FUmagy] + 5 8m’

1 a a a a
= 51%’17?{0% ) 04?} + pimiad, B} + B*m?.

Estos objetos deben cumplir las relaciones de anticonmutacién [36],

{Oéi, Oéj} = 2(51‘]‘, {OZZ‘7B} = 0 y 62 = 1 (33)

para satisfacer la relacion de energia-momento. Estos resultados nos dicen que las cuatro
cantidades «; y [ deben anticonmutar en parejas y sus cuadrados deben ser igual a la
unidad. Dado que anticonmutan, no pueden ser cantidades escalares. En realidad, se
pueden representar como matrices.

Para conocer las dimensiones de estas matrices, tomamos la segunda identidad de
la ec. (3.3) y suponiendo que «; es no-singular (que su inversa existe), podemos escribir

ai/Ba;l = _ﬂa

para cualquier i. Dado que 3% = 1, todos los elementos de su diagonal deben ser £1.
Usando la propiedad ciclica de la traza, Tr(ABC) = Tr(C' AB), notamos que

—TrB = Tr(e;Ba; ) = Tr(a; 'y B) = T,

y esto implica que Trf = 0. La suma de todos los elementos de la diagonal de 5 debe
ser cero. Dado que los elementos de dicha diagonal solo pueden ser £1, la dimension de
las matrices debe ser par.

Si suponemos que las matrices son 2 X 2, el cuarteto de matrices linealmente
independientes que podemos tomar es [ y o, donde la primera es la matriz identidad y la
segunda son las matrices de Pauli [37]. Sabemos que las matrices de Pauli anticonmutan
entre si, pero la matriz identidad conmuta con todas las matrices, ademas de que su
traza es distinta de cero. Por tanto, no podemos construir un sistema de matrices 2 x 2
que satisfaga la ec. . Para el caso de matrices 4 x 4, podremos construir un cuarteto
que satisfaga las condiciones requeridas.

Encontramos que la ec. nos define un Hamiltoniano formado por matrices
4 x 4. Esto implica dos condiciones importante: primero, el cuarteto de matrices debe
ser Hermitico, dado que H es Hermitico y segundo, nuestra funcién de onda debe ser
un vector columna de cuatro entradas. Entonces, tenemos

EV =(a-p—+pm)V, (3.4)
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donde

con

_ ([t _ (Vs
@‘(w X))
Por otro lado, el cuarteto de matrices debe satisfacer

of =a; y B =5, (3.5)
junto con la ec. (3.3). Podemos definir a 8 y ¢ como

() (02

donde o = (0,,0y,0,), siendo estas las matrices de Pauli, cuya forma explicita es

0 1 0 —i 1 0
O = (1 0) . Oy = (z 0) y o0,= (O _1) : (3.7)
Desarrollando la ec. (3.4]), en términos de w,

po=tepims = E()=|(5 7)o )] (§)
= (2= (1 TR ()= (o)

Tenemos un sistema de dos ecuaciones para ¢ y x. Elegimos la identidad inferior,
pues con ella construimos los espinores para las particulas. La eleccién de la identidad
superior nos lleva a definir las antiparticulas [32]. En el presente desgloce analitico,
nos limitamos al desarrollo del dlgebra espinorial de las particulas (electrones), pero el
desarrollo de las antiparticulas (positrones) es anélogo.

Definimos
_ o-'p
X= E+ m%
y en consecuencia w se reescribe como
Ps
w(p,s)=| o-p : (3.8)
E + mSDS

donde s = 1, 2. Decimos que
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son las orientaciones del espin de la particula.

Podemos normalizar en el marco relativista nuestra funcién de onda. Haciendo el
cambio de notacion * — t, escribimos

/XWfozzE
v
Antes de continuar, es pertinente definir dos tipos de productos entre vectores. Dados
a
o=(3) v o=,
sus productos son
2
i _ 2 2 i _ a ab
do=a+1 y oo (ba b2>.
Ahora, suponiendo funciones con espin diferente,

U, = [Aw(p, s)e " [Aw(p, s')e 7% = A1 (p, s)w(p, &)

. Os! 2
o-p o-p
S 22y (o5 ) eafie (22 )b
2 E—i-mSO E?-_'_I;)HQOS/ + E+m PsPs’s
donde
Qplﬁps’ - 553’; (39)

y usando la ec. (3.7 tenemos

(U : p)2 = (prx + OyDy + szz)Q = (

_ (vi+py+ 3 0 _ (I 0\ _
= 2 2 2 | = 5 | = [p["L
0 P+, +p? 0 |pl
De manera general, podemos escribir
(o-t)*=1, (3.10)

donde T es un vector unitario. Retomando el calculo de la amplitud,

2 2 2 2
T A2 P T (E+m)*+E°—m /
viv, A [1+(E—i—m)2] Oss A [ (E—i—m)2 Oss
2E(E +m)
YV Bt S .
- l (B +m)? }5”
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Entonces,

2F
Uip, = A2 sl
s <E + m)

donde resulta evidente que A = v/ E + m. Asi, definimos al espinor como [34]

Ps

ulp,s)=vE+m| o-p , (3.11)

E_'_msos

de modo que ¥ = u(p, s)e”P*. En el caso de las antiparticulas, su espinor es [34]

o(ps) =vVE+m | E+m|,

Xs
0 1
donde y; = (1> Yy X2 = (0)

3.1.2 Dinamica y propiedades de los espinores

Usando la ec. (3.4), derivamos la ecuacién de Dirac. Partimos de

EV=(a-p+pm)¥ = BEV=(Ba p+m)V
= (BE—pa-p-m)¥ =0,

donde definimos a las matrices-,

I 0 0 o
0_n_ _ _
7—6—(0 ]1) y 'r—ﬂa—( 0)' (3.12)
A partir de estas matrices, podemos definir a la 4-matriz--,
V= (707 Y)- (3.13)

Por otro lado, tomando las definiciones del 4-momento y 4-derivada, p, = (E,—p) y
0, = (0, V), y usando la relacién entre sus componentes, definimos

Pu = 10, (3.14)
Asi, continuando con la derivacién,

(BE — Bac-p—m)¥ =0
=  (pu—m)¥ =0
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Hemos obtenido la ecuacién de Dirac [38],

(i) — m)¥ = 0, (3.15)

con notacion slash de Feynman: ¢ = ~v"a, = a,y". Ahora, calculemos la ecuacién
adjunta de Dirac,

(i@ — m) ]T =0 = (i7", ¥ —m¥)' =0
= —i\I/TaT( "t — =0 = —Nﬁal(yov“yo)vo —UT9m =0
= —Uiy03i0,9" + m) =0 = —VY(@+m)=0.

Encontramos que la ecuacion adjunta de Dirac es
(i +m) =0, (3.16)

donde usamos la ec. (8.15)) y definimos

T = Uly0 (3.17)

De las ecs. (3.15] [3.16]) definimos los operadores
A_(p)=p—m=ir"0,—m, (3.18)
Ai(p) = p+m =i " +m, (3.19)

donde p es el momento de la particula y la posicién de v* indica la direccién donde no
actua la derivada.

Sumando la ec. (3.15), multiplicada por la izquierda con ¥, y la ec. ([3.16]), multi-
plicada por la derecha con ¥, tenemos

0=TUA_(p)¥ + TA,(p)¥ = U(i"D, — m)¥ + W (id,y" +m)¥
= (W0, + iV, MV = 0, (V") = id,(a(p, s)y u(p, s)).

Encontramos la condicion de conservacion de la 4-corriente. Para darle significado fisico,
en el caso de particulas cargadas, se asocia con la conservacion de la corriente eléctrica
[32]. Asi, para 0,7" = 0, tenemos

J* = —eu(p, s)v"u(p, s). (3.20)

En el caso donde los espinores describen estados diferentes de una particula, como antes
y después de una interaccion, la conservacion de la corriente se puede escribir como

q.j" =0, (3.21)

donde g, se llama momento transferido.
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Ahora, consideremos el producto de espinores u(p, s)u(p, s'), con diferente espin,

908 o - H O
oy Flo a0 — , f p T,>
. )alp, ) = ulp 1 = (B ) | op | (eh Fel) (5 )
E+m
SOS o -
- . T p T)
— (E +m) o p gps <¢8’7 E +m§08/
E+m
RO AR P
I B v
=(E+m) U.pgpgoT (op gogoT
E+m"™°7 E+m ST

E+m —o-p

|, , _(e-p’ espl,
p E+m

donde
(-p? p  FE*-m’

E+m E+m E+m

En consecuencia

_ E+m —o-
) = (5500 7P Yol

6 ) e (5 §)we (o 1)) et

= (V"B —~-p +1Im) g0l = (v'p, + m)pspl.

Por otro lado, tomando s = s’ y haciendo una suma sobre los espines,

2
f ool i_ (10 0 0) _
Zlgpssos_solgpl—F@QSOQ_(O 0)+(0 1 =1L

Podemos concluir que

~

2
> u(p, sya(p, s) = A (p), (3.22)
s=1

la cual se conoce como relacion de completes de los espinores [34].

Ahora, considerando el producto escalar de espinores u(p, s')u(p, s), tenemos

. Ps

_ o-p
ilp, s ulp,s) = (B+m) (b —g—=-el) | o-p
m s
E+m
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= (E+m) [@L% - %d'%]

|P|2 SOT o
(E+m)? s're

) 55/5 = 2m(58/5.

=(E+m) [1—

_ (2Em +2m?
N EF+m

Concluimos que si s = ', entonces

u(p, s)u(p, s) = 2m. (3.23)
3.1.3 Potencial de interaccién electromagnética A,

Para el caso de la ecuacién de Dirac, el 4-potencial electromagnético A, = (&, —A), es
aquel potencial que preserva la invarianza de norma, del tipo U(1), y se le denomina de
acoplamiento minimo [39]. La forma de introducirlo es mediante la derivada covariante,
dada por

D, =0, —1ieA,. (3.24)
Haciendo la sustitucién 9, — D,, en la ec. , tenemos

(iP—m)¥=0 = (VD,—mV¥=0 = [0, —ied,) —m|]¥ =0
= (Yo, +ey'4,—mVU =0 = (Wp,+ey'4, —m)¥ =0
= (YE-~v-pt+tey'A,—m)¥ =0
= FEV=(a p+pmVY—ey'y"A,V.

Recuperamos la ec. (3.4]), con un término adicional de interaccién. El resultado obtenido
lo podemos escribir como
i— = HU + V(2)7,

con )
V(z) = —6707“14#(])), (3.25)

donde suponemos que el potencial de interaccién electromagnética depende de la po-
sicion. Todos los elementos del potencial son invariantes de Lorentz. Sabemos que las
funciones de onda de la ecuacién de Dirac también son invariantes de Lorentz, entonces
podemos calcular la ec. , donde consideramos V = 1, para la interaccién de una
particula cargada de espin—% con un potencial electromagnético.

Sea un electrén (e”) de masa m, que interactia con V(z). El electrén tiene un

estado inicial y final, dados por las funciones de onda W (z) = u(p;, s')e % y Vi(x) =
u(py, s)e~ s respectivamente. Entonces, para la amplitud de transicién covariante,

My = (U @IV @0 @) = [l oy, s)em e’y Ao o et
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= —e/u*(pf,s)’yO’y“Au(x)u(pi,3’)6_i(pi_pf)'xd4a:

= —culpy. s ulps) [ Aua)e s = e )A,la),

donde aparece la 4-corriente del electrén y una transformada de Fourier del potencial
de interaccién,

Aa) = [ Auw)e 7 dta,
con q = p; — py.

Recordemos que las ecuaciones de Maxwell poseen una simetria local, esto significa
que pueden asociarse con diferentes normas. Para trabajar, elegimos la norma de Lorentz
[35], dada por

o"A, =0.

Sabemos que, en su forma covariante, el 4-potencial A,(x) y una genérica 4-corriente
jit(z) se relacionan por

04, (x) = J"(2), (3.26)
donde OJ = 9#9,, es el operador d’Alembertiano. La 4-corriente de una genérica particula
de espl’n—%, con estados inicial y final, se escribe como

jzm(sc) = :I:ei)jc(a:)Fu(Dfl () = xeu(py, s)I u(p;, e,

donde I';, es un genérico vector de Lorentz. En el caso del electron, I'* = . Es claro
que, respecto a x, ocurre que jzm(:c) o e~ Por otro lado, suponiendo que existe el
inverso del operador d’Alembertiano, (17!, este debe satisfacer

O-'O0=1
Entonces,
eTi1T = [emiee = (10 = [J~}(Qe—i4)
= O (—ig) (—ig")e™*) = D7} (—gPe07),

de modo que
1

D—le—iqm — _?e—iqm y De—iqm — _q26—iq~m.
De esta manera, usando la ec. (3.26]), definimos
1 -1
A (z) = —?ju (x). (3.27)

Sustituyendo esta identidad en My;, tenemos
. . — - — 1 ‘em —1iq-T
iy = ) = ) [ (=) it
Ahora, debemos definir una forma concreta de jzm(cc) para una particula no-puntual de

fo 1
espin-s.
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3.1.4 La 4-corriente del proton

Consideremos un protén (p+) de masa M,, responsable de generar V(z). Las funciones
de onda para los estados inicial y final de protén son ®7 (x) = u(p},r')e i y Ph(z) =

u(pf, r)e” "5 respectivamente. La corriente ji™(z), generada por el protén, es
g @) = ela(ply, r)e s I fup; e,

en consecuencia,

1 , y ‘
o= 1) [ (= 5) et e ety e ] et
- 1 B e
= j"(e )(——q2> [+ea(py, r)Tu(p, )] /6 (ata) 2 gty

donde ¢' = p; — p;. Ahora, reetiquetamos los 4-momentos: p; — p1, p; = p2, pf = P3 y
P — pa. Asi,

1 .
ZMfz = ]M<€_) <—?) .]/L(p+) /e—z(pl—p3+p2_p4),xd4x

= j"(e7) G%) 7 (p")(2m) "6  (pr + p2 — 3 — pa),

donde usamos las ecs. , 8.12), que permiten escribir I', = ¢, I'”. Finalmente, llega-

mos a
iMp: — [—ei(ps, 5)y"u(pr, )] (—gq—) e(pa, )T u(pa, 1)) (2745 (1 + ps — po — pa).

La conservacion del 4-momento, mediante la funcion delta, es un resultado esperado. El
resto de términos encierran toda la fisica que ocurre durante la dispersién. Todos estos
objetos son invariantes de Lorentz y los identificamos en conjunto como la amplitud de
transicion invartante de Lorerntz,

—iM = [—ietu(ps, )V u(p1, s)] (—2%) [+iet(ps, )T u(pe, r')] . (3.28)

Para construir el perfil adecuado de I'V, es conveniente explorar las propiedades de
la 4-corriente del electrén. Desarrollamos el procedimiento conocido como descomposi-
cién de Gordon [40]. Consideremos un genérico electrén con espinores u = u(p;, s') y
u$ = u(py, s), tales que

~

A_(p)uf =0 y ajA_(ps) =0.
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Apyul =0 = AA_(p)u} =" (VP — m)uf ="y P —mytui =0
/= io"py)uy

my“u = (g"" —io™ )piuui = (p;

4

upA_(pr) =0 = WA_(p)y" = wj(ppy” —m)" = Wppy"y" — upy'm =0
= upyt'm=aipp (g7 —ioc™) = ap(p +ioc" ps),
donde usamos la ec. (8.18)). Entonces, podemos escribir

/

;1 1
mf = = (Pt — i pa )us At = —as (P + o™ pp,).
v = =i pu )ty apt = g (py + o)

Tomando la 4-corriente del electréon que aparece en la ec. (3.28)),

(™) = —etulps, s)y ulpr, s') = —3 {[ (3, 8)7"] u(py, 8') + u(ps, s) [y ulpy, s)]}
- _% [a(ps, s) (P + ia“”pgy) u(py, s') + t(ps, s) (P} — ic"pr,) u(p, s')]
B _%ﬂ(pg, s) [p5 + 10" psy + pi — ic"p ] u(py, §')
B _%a(p:%a s) [(p1 + p3)* —ic™ (p1 — p3)u] ulp1, s').

Concluimos que la descomposicién de Gordon estd dada por

e

€)= =g ulps, s) (P —io"q,) u(pr, 8, (3.29)

donde P* = pf + p§ v ¢, = p1, — p3y. El aspecto més destacable de la ec. es la
separacion explicita de las contribuciones a la 4-corriente de los momentos y los espines.
Nos proporciona un panorama completo de todos los posibles tensores de la 4-corriente
de una genérica particula de espl’n—%. Finalmente, siempre que tengamos una " entre
dos espinores, inicial y final, podremos hacer el intercambio

1
’}/M < % (PM — Z‘O-MVqV) . (330)

Sabemos que el protén es una particula no-puntual. Los hadrones estan formados
por quarks y gluones confinados a una region finita del espacio. Esta regién nos define
un volumen donde las nubes de probabilidad de las diferentes cantidades asociadas
a un hadrén, como su carga eléctrica, momento magnético, espin, masa, entre otras,
existen. Para estudiar la distribucién de estas cantidades, introducimos en la 4-corriente
funciones escalares que llamamos factores de forma (FF). Procedemos a la construccién
del FF eléctrico y magnético del protén. Para un protén con

jy(p+) = +€a(p47 T)Fyu(p% T,)a
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Proponemos
IV = Fi(@*) + Fo@®)ps + Fa(@®)ps + Fa(q®)ic" paa + F5(q*)ioc"* paa,

donde F;(¢?) son funciones escalares a determinar. Estas funciones dependen de ¢?, ya
que el momento transferido es la cantidad que experimentalmente controlamos. Ademaés,
recordando la relacién de de Broglie (A = h/p) [41], el momento nos define una longitud
de onda que actiia como la resolucién o calidad de imagen. El valor de ¢? determina
con cuanto detalle podemos ver al hadron. Ahora, recordando la ec. ,

@,7" (pT) = +eti(ps, ) [Foqupy + Faquph + Faic"“qupoa + Fsioc”*q,paa] u(pa, ')
= tet(ps,r) [Fo(q - p2) + F3(q - ps) + Faio"qupoe + F5ic”*qupsa) u(pa, 7’/),

donde, por definicién, sabemos que el término de F; se anula. El resto de términos se
deben combinar de tal manera que se conserve la corriente. Para hacer esto, trabajamos
con las parejas de perfil semejate. Para la primer pareja,

Folq-p2) + Fs(q - pa) = Fapa - pa — M) + F3(M} — py - pa)
= (p2-pa — M) (Fo — F3) =0,

y por tanto JF, = F3. Ahora, para la segunda pareja,

Faio"*qupaa + F5i0"qupao = Faio"*qupac — F5i0® quPaa
= i0"(FaquP2a — FsPava)
= 10" [Fa(PavP2a — P2vP20) — F5(PavPaa — PavP2a));

donde usamos la antisimetria de ¢*” y renombramos sus indices. Notemos que, para
momentos iguales,

i0"pupa = (9" = V'V )puPa = p* — pp = M} — M, M, =0,
pues pu(p) = u(p)p = M,. Solo sobreviven los términos cruzados. Asi,

F1i0"*qupaa + F5i0"“qupaa = 10" (FupauDoa + FsDaubP2a)
= 10" papp2a(Fs + F5) = 0,

y por tanto F5 = —F,. Entonces, para ',

IV = Fiy" 4+ Fapz + pa)’ — Fuic" (ps — p2)a = F1V" + FoP'" — Fuic"qa,
donde P" = pY + P} V¥ Go = Paa — P20 Finalmente,

3 (p*) = +eulps, ) [Fi(@* ) + Fal@®) P = Fa(q?)io"qa] ulpa, ). (3.31)

Por la descomposicién de Gordon, resulta claro que los tres términos son linealmente
dependientes. Uno de ellos se puede escribir en funcién de los otros dos. Usando la ec.
(13.30)),

77 (p™) = +eti(py,r) []:17” + FP" — ]:41'0”0‘%} u(pa, 1)

36



Particulas de espfn—%

= +et(py, 1) [F1v" + F2(2Mpyy” + i0"%qs) — Faic"“qa) u(p2, ')
= +et(ps,7) [(Fr + 2M,F2)V" + (Fo — Fa)ioc"qa] u(pa, 1').
El perfil tipico que se le da a la 4-corriente del protén es

1
2M,

7* (") = +et(pa, r) | Fal@®)V + s Fo(q?)ic"qa | u(ps, 1), (3.32)

donde F, = F| + 2M,Fo vy Fy = 2M,(Fy — Fy).

El siguiente paso es preguntarse cual es el significado fisico de estas funciones
Fa(q®) v Fp(q?). Para este propésito, acercamos el problema al contexto de la mecénica
clasica. El desarrollo de la amplitud de transicion covariante nos condujo a un producto
de una corriente con un potencial. Esto se puede interpretar como una particula cargada
desplazada por la accién de un potencial electromagnético. En otras palabras, es un
trabajo electromagnético [35]. Teniendo esta conexién, podemos estudiar el fenémeno
por casos.

Consideremos Ag(z) un genérico potencial eléctrico no-relativista y estéatico. Cal-
culamos el trabajo en su volumen de accién, que nuevamente asumimos es V = 1. Asi,
para un protén bajo la acciéon de un campo eléctrico,

We = /j§+ (SC)Ao(x)d% = —l—e/ﬁ(p4, T)Fou(p% T’)Ao(a:)efi(prp‘*)“d?*x’

donde I'Y es reescrito como

1
2M,

1

I' = F4" + 5
p

Fp P

Foic"qe = Foy" +Fp < P — 7") = (Fa—F)V" +

2M,
Entonces,

1
2M,

We = +€/U(p4, 7) {(}"@ — B + Fo(pa + P4)0] u(pa, ') Ag(x)e " d®x

1
2M,

- +€/ {(fa = Fo)ul (pa, )ulpe, ') + 5o Fo(My + Ea)t(pa, r)u(pe, T")} Ag(z)e' " dx.

Dado que estamos en el limite no-relativista, imponemos la normalizacion no-relativista
a los espinores: (p, s)u(p, s') ~ u(p, s)Yu(p, s') = ul(p, s)u(p, s') = 1. Asi,

1 )
W, ~ -1—6/ (Fo—Fp) + W}-b(Mp + E4)} Ao(x)ezq'md?’m
L P

1 .
= +e/ Fo+ W]:b(El — Mp)} Ag(z)e" " dx

L p

r 2
q iq-T
= +e/ --Fa, - _4MZ?]:6} Ap(z)e " d’x,
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donde usamos
2 _ .2, .2 _ oaf2 _ q2 _
q" =p;y +pi —2p2-ps=2M; = 2M,Ey = 2M,(M, — E;) = 2M =M, — Ej4.
Suponiendo que el potencial eléctrico es aproximadamente constante o de lenta varia-
cién, Ag(z) =~ Ay, y tomando el limite ¢ — 0, escribimos

2
q 1q-r
}I%W ~ llm +6/ {.7:@ 4M2}—b} Apel Py = +eF,(0 )Ao/d3x = +eApFa(0).

Por la definicién del trabajo eléctrico clasico para una particula puntual, W, = £qA®,
como lo es el protén en este contexto, concluimos que

Fa(0) = 1.

Consideremos A;(x) un genérico potencial vectorial magnético. En este caso, es-
cribimos I'V como

1
FV:.FaV Mg e =F, P/V_-Vaa J—_'-uaa
LRy vs o, P 10 + gy Feio ™y
1
= _—F,P" Fy — Fa)io" qa.
oM, QM( o = Fa)ic™a

Ahora

W= [ 5 @A)

T / @(pa, 7) [fap'u(f,,—fa)wjqu] w(pa, ) A; (2)e " dPr,

con

(7 VF — kA7)

D (e
[ —030> ( o U;ﬂﬂ
S i) 4 e

1 Yoy D)
l

donde usamos la relacién de conmutacién de las matrices de Pauli, [07, 0] = 2ic?* 0y,
y definimos a la matriz ¥; como
gy 0
Y= .
: ( 0 o l)
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Usando la antisimetria del simbolo de Levi-Civita, e/* = —gitk = it — ¢tk yecor-

dando que P’ = py, pues po =0,y q = —iV, escribimos
.t

2M / u(pa,7) [FaPa - A(x) — (Fp — Fu)X - B(2)] u(pa, )" dx.

m

w(pq, P”A i(z) + (Fp — Fa)isjklAj(x)qul} u(pa, ') e T dx

2
2 [FupiAj(x) — (Fp — Fo)ie™ Sy (—iVi) Aj(2)] u(pe, r')e " d*x

p47
Wpa ) [Faps - Al2) = (Fy = Fo) 2 (V x A@))] ulps, 1) d

Identificamos el primer término del trabajo magnético como el desplazamiento de la
carga por la influencia del potencial vectorial, mientras que el segundo término nos
muestra la alineacién del espin con el campo magnético. Suponiendo que el campo
magnético es aproximadamente constante, B(z) ~ B, y tomando el limite donde no
hay momento transferido, tenemos

(IZI_I}%W M/ p4, p4 A(x)—(]:b(O)—fa(O))E B} (pg, )d3l’

U(ps, m)u(p2, v )/p4-A(:E)d3a:

(1= F(0)[@(ps, ) Sulps, )] - B / i

2Mp

2M

= g () [ e A+ 5-(0- FO0)2(8) B,

donde usamos la relacion del espin S = %a. En el segundo término identificamos al
factor-g del protén [42], dado por g = 2(1 — F(0)). Esta cantidad esta relacionada con
el momento magnético andmalo del protén, u,. Representamos al valor F,(0) como

Fi(0) = —kK,.

De los célculos para W, y Wy, identificamos dos combinaciones lineales de los FF F,(¢?)
v Fu(¢*) que estan relacionadas con las distribuciones de carga eléctrica y momento
magnético del protén. Definimos a estas combinaciones como el factor de forma eléctrico
(FFE)

2

Gela) = Fa(a") + Ty, (3.33)

y el factor de forma magnético (FFM)
Gum(q?) = Fi(q?) + kpFa(q?), (3.34)
donde F1(¢%) = Fu(q*), kpFa(q®) = —=Fp(¢*) y F1(0) = F5(0) = 1.
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Hemos encontrado que la 4-corriente del electrén se escribe como

j*(e7) = —eu(ps, s)v"u(p1, 5), (3.35)

mientras que la 4-corriente del proton esta dada por

7' (p*) = +eulps,r) | Fi(d*)Y — 52 Fo(q?)io" qo | u(ps, 1). (3.36)

2M

31155] Amplitud |[M|* del proceso e +p" — e~ +p*
Procedemos al calculo del médulo cuadrado de la amplitud de transiciéon invariante de
Lorentz. Escribimos la ec. (3.36]) en una forma que nos simplifica la notacién. Usando
la ec. (3.30),

7 (p") = +eti(py,r) [A’y” — BP’"] u(pa, '),

donde A = F1 + kp,Fy = Guy B = 5%
visualmente se representa como la Fig.

. Dada la amplitud de transicién, que

—iM = [—ieu(ps, s)y"u(p1, )] (—@%) {+iet(ps,r) [AY" — BP" ] u(p, ')},
(3.37)

derivamos su adjunta. Esta esta dada por

[i(e7)]" = [~iea(ps, s)y"u(py, s")]| = +ieu' (p1, ') (1)1 (7°) u(ps, 5)
= +ieul (pr, 80977 u(ps, s) = +iet(py, ')y u(ps, 5).

Por otro lado,

Finalmente,
i7" = () oy~ Bt )
= —ieut (py, ") [A(")T — B(P™)! } (") u(pa, 7)
= —ieul(py, 1) [ 094% — BP""v°4°] y°u(ps, )
= —ieu' (pa, r')A° [ — BPW} Yy u(ps, )
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= —iet(p, 1) [A’y” — BP’V] w(pa,r),

donde usamos (p*)! = p*, pues Ef = E y p' = p. Concluimos que la adjunta de la
amplitud de transicién invariante de Lorentz es

(—iM) = {—ieu(ps, ') [Ay" — BP" ] u(ps,7)} (ng“ ) [+iet(py, ')y u(ps, s)] .
(3.38)

Figura 3.1: Diagrama de Feynman para el proceso de dispersion eléstica electrén-proton.
Expresando las ecs. , de manera compacta,
UM =42 (e, 97wl )] el r) (Ao = BPJulpa. )},
(—iM)T = —q% {—eu(ps, ") [Ay, — BP' Ju(ps, 7)} [+etu(pr, ')y u(ps, )] ,
calculamos
M = (=iM)T(=iM)
= (= Cenlon, ) Ly = BP o) e, ) um. o]

g (ﬂ% [—eti(ps, s)7"ulpy, ") {+etu(ps, 7) [Ar, — BP"] ulps, T/)}>

(- >§ i)é )) ([lpr, & 1" u(ps, )] [ips, s)7 u(pr, )
(@

x ({a(pa, ") [Avy — BP'Ju(pa, )} {a(pa, r) [Avy, — BP',Ju(pa,7')})

e2\?
_ %
_ <?) L EYY

donde LY es el tensor leptonico y Hﬁ:: el tensor hadrdnico [35]. Ahora, haciendo el
calculo para L!”, considerdndolo un producto matricial, tenemos

Lgl—/ = [aa(pl) 3,)'75bub(p31 8)] [aC(p37 5)7;1“11(]71, Sl)]
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= [ua(p1, 8")ta(p1, 8")] [us(p3, 8)tc(ps; )] Vi Veu:

Continuando con una suma sobre lo espines del electron, vemos que

ZL“V Zud P1,S ua ph ] [Z Up p37 uc p37 )

s,s’

H v
YabVed

(151 + M) da (753 + m)bc%b%d (P, + m)da%b(ﬁg + 1M )bcVeq
(P, +m)y" (Py + M)y ]aa,

en donde usamos la ec. (3.22). Notamos que el resultado es la traza de un producto
matricial. Entonces,

Z L = Te{(f, + m)y* (hy + m)r'].
Desarrollando la traza del tensor lepténico,
Z L2 =Te[(py + m)v* (s + m)y"] = Te[(p 7" + my™) (P37 +my")]

= Tr(py"Psy” + m"Psy” + pry'my” + mytmy)
= Tr(py"ps”) + mTe(Vpsy”) + mTr(pyy”) + m*Tr(y4")
= P1ap3s Tr(v*9*7%7") + mpss Tr(v#979") + mpra Te(v*9%9") + m*Tr(7#")
= 4[prapss(9*9” — g g + g™ g"") + m g
2
=4 [pips — (p1 - p3)g™" + pivh + m*g"] =4 (pﬁ‘pg + Pk + %g’”) :

donde usamos las ecs. (8.2448.26)). Encontramos que el tensor lepténico con suma de
espines en los estados inicial y final es

2 2
> =4 <pi‘p§ +pips + %g“”) : (3.39)

s,8'=1

Para el tensor hadrénico,

Hﬁ: - {ﬂa(p27 7‘/) [A7u - BP/#]ab Ub<p4, T)} {ac(p47 T) [A’Yl/ - BP/V]Cd Ud(p% T/)}
= [ta(p2, ") ta(p2, 7)][us(ps, r)tic(ps, )] [Ayy — B, [Ayy — BP'y] -

Haciendo la suma sobre los espines,

r'=1

ZH5+ = Zud P2, 7" )Ua(p2, T ] [Z Uy (P4, 7)Ue(Pas T )] [Av, — BP',] , [Av, — BP')] ,
= (]62 + Mp)da(}64 + Mp)bc [A’Vu - Bplu]ab [A/YI/ - B‘Pll/]cd
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= by + Mp)aa [Av, — Bplu]ab (Py + Mp)oe [Ay, — BP',],,
[(162 + Mp) (-’47u - BP,M) (754 + Mp) (AVV - BP/V)]dda

de modo que el tensor hadrénico con suma de espines es

Z = Tr[(p, + My) (Avu — BP") (Py + M) (A, — BP')] .

Desarrollando la traza,
Z = Tr[(py + M,) (Ayu — BP',) (b, + My) (Ay — BP',)]

= Tr (P Ay + MpAy, — PpBP' = MpBP' ) (P, Ay + Mp Ay, — pBP', — MpBP',)]
= Tr(pp Avupy Ave + MpAvy,p Ay — ]52BP/;L164A7V - MPBP/#}%A%
+ P AV Mp Ay, + My Ay, My Ay, — pBP' My Ay, — MyBP' MyAy,
= P Ay BP', — My Ay, p, BP', + p,BP p BP', + M,BP,p,BF',
— P Ay, M,BP', — M, Av,M,BFP', + p,BP' ,M,BP', + M,BP' ,M,BP",)
= Te[ A (Pyyubs o + MYy + My v + Mpyuv)
— BApy P pyve + MpP' by + Myppy P’y + M Puy,)
— AB(py 1y P + Myypy Py + Mypyy Py — MZ?”YMPIV)
+ B2 (Py Py Py + MyP'ypy Py + Mypy P P, + MiP’NP’V)]
= Te[A* (B by + M) + B2 (B P by P’y + My P, P
- ABMP(P/MZ/M% + ]bQP/u% + 7ufb4plv + 152%,}),1/)]
= A5y Tr(va ) + My Te(yum)] + B2 P WP [ pi Tr (vays) + My Tr(D)]
— ABM,[P',p{Tr(vs7) + p5 Py Tr(Yaw) + P Tr(1,078) Py + P5 Tr (o) P
= 4{A%[p5p} (gaugﬂu — GapYuw T Jovgus) + M2 guw] + B2P' P03 py gap + M,]
— ABM,[P up4gﬁv + Py P/ugau + p49uﬁplu + Dy gaﬂpl I}
= K Apoppav — (P2 - Pa) Gy + PowPap + My ) + B2P' P’ [(pa - pa) + M)

- ABMP [P,uplly + Pl,upZV + p4uP/l/ + pQuP/u]}
2 2
q—gw] + B*P', P, {2Mj — %} — 2ABMPP’“P’,,}

=4 {A2 |:p2,up41/ + o Zm + 9

9 2
=4 {A2 |:p2pp41/ + D2vDay + %g#l’] B P,“P/V |:2ABMP B 82 (2M; B %>:| } 7

donde usamos las ecs. (8.2318.26). Dado que ps no es un 4-momento que nos interese
mantener en el tensor hadrénico, usamos la relacién ¢ = py — py y la ec. (3.21)) para
escribir

P,upll/ - (p2,u, + p4u>(p2u + p41/) - (pZu + qu + pQ,lL)(p2l/ + v + p21/)
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= (2p2u)(2p2u) = 4p2,pay.
Finalmente, el tensor hadrénico con suma de espines en los estados inicial y final es

2 2
Z H/IZ: =4 |:"42 (2p2up2u + %guu) - 4]?2“]?2;/0} ; (340)

ror/=1
donde

2
q
C = 2ABM, - B (2M§ = 5) .

De las ecs. (3.39, [3.40|) podemos calcular el médulo cuadrado de M, promediando
sobre los espines de los estados iniciales y sumando sobre los estados de los espines
finales. Para incluir este promedio en la seccién eficaz, modificamos la ec. (2.30)),

do B <|./\/l]2> Es 2
()., =iz (&) 340
donde
(IM[?) Z M7, (3.42)
espm

con N, el nimero total de espines involucrados. Para el caso electrén-proton N, = 4,
pues ambas particulas tienen espin y debemos considerar sus estados inicial y final.
Ahora,

o= () (o30) (b2 )

2 2
6 4 4 q 174 q
(?) [ (p‘fps + pips + 59“ )} {2 {«42 (2p2up21/ + 59;w> — 4p2up21/C:| }

2 2
q q
) (p1p3 +p1p + 59“ > |:-A2 <2p2,up21/ + ?guu) - 4p2,up2ucj|

¢
=4 (%) { { “p2) (P2 ps) + %2(171 ~p3) +2(p1 - p2)(p2 - ps) + 612—2(1?1 Ps)

| |
/\

2

+ ¢’p3 + (%)2 4] —4C [(Pl “p2)(p2 - p3) + (p1 - p2)(p2 - p3) + q2_2p§] }

4 <_) LA [ )0+ 20 )+ 20024
—4C {2(171 “p2)(p2 - p3) + %QMZ} } '
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Recordando que estamos en el sistema de laboratorio y en el marco del limite ultra-
relativista: p; = (Ey,p1), pa = (M,,0), p3 = (E3,p3) y p7 = p3 ~ 0, es facil ver que
(p1-p2) = ExM,, (p2 - p3) = EsM,, y ¢ = —2(p1 - p3). Ademds,
0
(p1-p3) = E1E5 — |p1||ps| cos 0 = E1FE3(1 — cosf) = 2E; F5sin (5) )

Entonces,

{ [ p1-p2)(p2 - p3) + ¢ M + qz] —4C {2(P1'P2)(p2-p3)+%2i\/[3}}

0 0
) {A2 [4E1E3M2 AE, E5M? sin® <§>+8E12E§sin4 <§>]

imp) =1 (5

X

le )

le Cb

—4C |2F —2E1E3M sin <g>:|}
0 E\E 0

2 42 .2 (U L

( {4E1E3MA [ — sin (2>+2 E sin (2>}
) 0
— 8E1E3M§C [1 — sin? (5)]}
e\ 2 )] 42 2 (0 @ o0 2 (0

=16 (?> EyE3M, {A [cos (5) - e sin (5)] — 2C cos (5)}

Desarrollando C,
2 2
C = 2ABM, — B’ <2M§ — %) = 2(F) + K, Fy) (2]\2 F2> < d FQ) <2M2 (-’2 >
¢
2

q (7m)

k22 2
= kpPi P+ Ky — =5+ (

'le (‘b

Kp
2M,

2
FQ) =k, [ F + 2

2
F2> + F? — F}
p 2
2 _ 2 P
¢ (3 )
p 2
F2_ 2 P F
- ()
e\’ 2 ) 42 2 (0 q° 2 (0
(IMJ*) =16 72 E\EsMy 4 A® | cos 3 2]\/psm 3

-ty (2))
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}
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=16 i 2EEM2 (F2 — ¢*B?) cos? o — A 2 (¢
= 7 1k M, 1 —q Cos 7 2]Wstm 5 .

Encontramos que

e? 2 0 0
(IM]?) =16 <?) EyE3 M cos® (i) {(Ff—q%?) 2M2A2tan (g)]

y definimos la cantidad

q2

CAMZ
Notemos que podemos expresar el primer término dentro de los corchetes como la
siguiente combinacién lineal del cuadrado de los FFE y FFM,

GE + Gy = (Fy — thpF)? + 1(Fy + Ky Fy)?
= F} — 21k, F\Fy + TR2F 4+ T(F + 26, F1 Fy + K2 F5)
= F} + TCRIF) +1F + 1t Fy = (L+ 0 Ff + (1 + 1)tk Fy
= (1+7)(F + 1, Fy) = (1 +0)(F} — ¢*B%),

por tanto,
GE + G,
1+t
Expresamos la amplitud de transicion invariante de Lorentz en funcion de los FF como

2\ 2 2 2
2 € 2 2 9 GE _|_ TGM 2 2 9
(M) = 16 (q—) By E3M? cos (5) [H—T 2t ()]
Sustituyendo esta ecuacién en la ec. (3.41)),

(5)., s (2) [ s (31
_ e E3 cos?(0/2) (%)2[]
4n? [~4E By sin’(0/2)]” \ Ea
- (%) 4E1C;§2s<ii£?;/2) (%) ]
_ a2, cos’(0/2) B3 ]
© 4E?sin(0/2) By ’

donde [ - -] denota el término de los FF. La seccién eficaz para el proceso de dispersién
elastica electron-proton es

(i0)..,.~ s 3 ()]
B(

X [G q2)11TTG2 ule) + 271G (¢%) tan? (g)} :

Ff—¢B =

(3.43)
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donde a.p, es la constante de estructura fina de Sommerfeld para la interaccion electro-
magnética [4].

SECCION 3.2

Particulas de espin-0

3.2.1 Ecuacion y corriente de Klein-Gordon

Para entender el comportamiento de las particulas de espin-0 o pseudoescalares, que son
todas aquellas particulas de espin nulo, paridad impar y de una tinica componente [34],
desarrollamos los calculos para la ecuacién de Klein-Gordon y su 4-corriente. Partimos
de la ec. , donde el Hamiltoniano satisface la relaciéon de energia-momento. Para
HU = EV donde ¥ = Ae~P*, escribimos

oV
“or T

\? >0
EV = (fﬁ) U=FEV = —W:(p2+m2)\ll
= a—2+(—‘V)2+ WU =0 = 8—2—V2+ 2lw =0
o S o S B

y recordando la definicién del operador d’Alembertiano, O = 0*0,, = g_; —V?, podemos
escribir

(O+m?) ¢ =0, (3.44)

donde ¢ = Ne % que es la ecuacion de Klein-Gordon [43), 44]. En esta ecuacién
también se puede usar el complejo conjugado de la funcién de onda: (00 + m?)¢* = 0.
Ahora, restando la ec. multiplicada del lado izquierdo por ¢* con ella misma,
invirtiendo la posicién de las funciones de onda, tenemos

0= ¢ (O +m*)d] — o[(O+m?)*] = ¢'0¢ +m?¢*é — 06" — m>¢¢”
= (¢"0¢ — ¢L¢") +m*(¢"d — p¢"),
pero notemos que ¢*¢ = ¢pp* = |N|2. Asi,
0= (¢"0¢ — ¢Lg") = 0" 0,0 — $0"0, 0" + 0,0 0" — 0,00" "
= 0u(¢"0"¢ — ¢0"¢").
De las derivadas parciales obtenemos 0#¢ = —ipt¢p y 0F¢* = +ip*¢*. Para garanti-

zar que el resultado es un nimero real, anadimos una unidad imaginaria. Finalmente,
tenemos 0, j* = 0 con

jt =i(¢" 0" — 90"9"), (3.45)
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siendo esta la 4-corriente de Klein-Gordon. Si desarrollamos esta expresion, tenemos
J=i(¢70" ¢ — $0"¢%) = i[¢"(—ip"d) — d(+ip"d")] = i(—wp")(¢" ) + 90”)
= 2|N|’p" = 2E|N|, 2p|N ),

donde j° = 2E|N|* = p. Por la densidad de probabilidad relativista, [ ¢*¢d*z = 2E,
para la cual ¢*¢ = p, tenemos N = N* = 1. Concluimos que

b=, g=etrT oy =y,

La ultima identidad es para el caso donde las funciones de onda estdn dadas por el
mismo 4-momento.

3.2.2 La 4-corriente del pién

Para nuestro célculo del proceso de dispersion elédstica electron-pion, consideramos un
genérico pién cargado 7F, pues tnicamente difieren en el signo de su carga. El resto
de sus valores son iguales. Para darle significado fisico a la 4-corriente, le anadimos la
carga eléctrica. Como no tenemos referente previo de la 4-corriente para una particula
no-puntual de espin-0, es conveniente partir del caso de un pién puntual.

Dado un pién cargado puntual, de masa m,, cuya funciéon de onda en el estado
inicial es ¢; = e~7"* y su funcién de onda en el estado final es ¢y = e~/ ocurre

= :lzeiQ(pz‘V +pfy)e_i(pi_1’f)'$ — j:eplljeiq’.x’

de modo que '
jYi(x) = £eP"" e (3.46)

es la 4-corriente de un pién cargado puntual. En este caso, I'V = P’”. De los célculos
para la 4-corriente del protén, sabemos que solo existen dos combinaciones lineales
posibles para los momentos: P = p;” +ps” v ¢’ = ps¥ — p;¥. Entonces, proponemos

J (%) = £e [Fu(¢) P + Fa(a®)d"]

como la 4-corriente del pién cargado no-puntual. Por la conservacion de la 4-corriente,
se debe cumplir que ¢/,j”(7%) = 0. Asi,

0,3*(4) = e [R@)d - P) + Fala)].
donde (¢ - P') =0y ¢* = 2m2 — 2(p - py). Por tanto, debe ocurrir que

fg(q2) =0.
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Asi, '
Jri(z) = £eFy (qz)P’Velq/"’”.

Para deducir el significado fisico de F;(¢?), recordemos que el FFM est4 asociado
a la interaccién (S) - B y dado que el pién es de espin-0, no hay interaccién magnética.

Decimos que Gy(¢?) = 0. Esto implica que el pién cargado cuenta tinicamente con
FFE, el cual esta dado por

Ge(q*) = Fi(q")-

Asi, la 4-corriente del pion cargado no-puntual es

7 (%) = +eGr(¢®)P". (3.47)

31218 Amplitud |[M|* del proceso e~ +7F — e~ +7F

Conociendo la 4-corriente del pién cargado no-puntual, podemos calcular la amplitud
M, representada en la Fig. [3.2] y la seccién eficaz del proceso. Antes, hacemos el cambio
de notacién para los 4-momentos del pién: p;’ = py y p} = pj. Ahora,

—iM = [—ietu(ps, s)y"u(ps, §')] (—Z%) [+ieGgP'"], (3.48)
con P = p§ + p4. Por otro lado,
(—iM)" = [FieGgP"] (4—2%) [+iet(pr, 8" )y u(ps, s)]. (3.49)
Simplificando estas ecuaciones, obtenemos

—iM = +é[—eu(p3, s)v u(py, s')|[£eGeP',],

(—iM)T = —qi;[xeGEPu] rea(pr, ) u(ps, )]

Ahora,

IM[* = (—=iM)T(—iM)

- _ {Z<;26) :| [GEP’MHTL(]?I, SI)WMU(pg), S)][ﬂ(p:g, S)VVU(]%, S/)][GEP,V]

- (q_) {[a(pr, &) u(ps, s)fa(ps, )" u(pr. H{CeP,)[Ce P}
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Figura 3.2: Diagrama de Feynman para el proceso de dispersion eléstica electrén-pion.

62 2 +
_ )22 s
= (_q2> Le—HMV .

Ya conocemos el resultado del tensor lepténico (ver ec. (3.39))). Para el tensor hadrénico
del pién, basta con recordar que, como no nos interesa trabajar con ps, hacemos el
cambio P/, P', = 4p;,pa,,. Asi,

Hj, = [GeP',)[GeP') = GEP'WP', = 4pa,p2, G,
de modo que N
HY, = 4py,p2, GH(¢P). (3.50)
Combinando las ecs. (3.39] [3.50) tenemos que, para la ec. (3.42) donde Ny = 2, pues

solo el electron tiene espin, ocurre

) = (5) ( ZLW) (1)
(

2

4 4 q v
{@mﬁﬂﬁ+5¢)M%Mm%]

)le Cb

2
4 4 q vV
)Q%ﬁ%%+5¢)m@ﬁ%

) (01 - o) (02 - ps) + (91 po)(p2 - pa) + %p} e

r 2

2(p1 - p2)(p2 - p3) + %mi] G%

Il
oo
'Ql('b le 'Ql(‘b
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o0
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o0
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Encontramos que

2

2
e 0
(IM]?) =16 <?> E\ Esm? cos® <§> G (%),
y al sustituir en la ec. (3.41]), obtenemos
do _ (M) (B
dv) . 64m*m2 \ By

1 Eg 2 62 2 2 2 0 2
_M<E) 16<?> EyEsmZ cos 3 Gy

e*E, E3 cos?(0/2) (E3>2 )
Gg

T Am2[—4E, E;sin®(0/2)2 \ Ey

Finalmente, la seccién eficaz para el proceso de dispersion elédstica electrén-pion es
d& Oé2 COS2(0/2) 2E1 6 1
—_— — em 1 <2 -z G2 2 . 351
(d9>6_ﬂi 4E?sin(0/2) { o (QH w(d) (3.51)

SECCION 3.3

Relacion Factor de Forma - Radio Medio Cuadrado

Mediante las ecs. (3.43] vemos cémo es la dependencia de la seccién eficaz respecto
a los FF. Para comprender de mejor manera como se relacionan los FF con las cantidades
fisicas asociadas a un hadrén, usamos conceptos de la electrodindamica clasica. A través
de ellos vemos que los FF son una cuantificacién de la distribucion espacial de una
cantidad de las particulas no-puntuales, en este caso la carga eléctrica.

3.3.1 Derivacion del radio medio-cuadrado

Partimos de la forma general de un potencial eléctrico (ver Fig. , la cual estd dada

por
€ p(r’) 3,
= — d°r’.
Vi) 47r/ Ir — /| "
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Figura 3.3: Potencial eléctrico generado por una particula no-puntual.

Para ser el potencial de una particula puntual debe ocurrir que p(r') = §*(r'). Este
es un resultado conocido y basico de la electrodindmica clasica [45]. Al trabajar con
distribuciones de carga, es posible expresarlas de manera proporcional a un potencial
puntual. Para hacer esto, consideremos una distribucién genérica de carga p(r’), la cual
produce un potencial U (r). Suponiendo que este potencial satisface las condiciones de
la amplitud de transicién covariante,

Zsz /djf J(r)d'r

p(r’) —iqr 33,0 igot 33
47r Uf(pf7 s)ui(pi, s )[/(h'—r/’)e d°r'| e'*td’rdt,

donde hicimos el cambio de notaciéon & — r. Con el cambio de variable R =r — 1’y
dR = dr, tenemos

B /
1Ty = i/u}(pf,s)ui(pi,s’) / (ﬁgﬁ) eiq-rd%/} 0190t 3 R}
€ ) o [ p(r/) —iq-r zq 3./ iqot 73
= uf(pf, s)ui(ps, ') /( R >e e @By | et dB Rt

r /
4€7r u}(Pfa s)ui(pi, 5) / (—ﬁgﬁ) e‘iq'Re_iq'r/dgr’} "0t P Rdt

[ 5 e
- | [ekmvimumir) | [ o]

Separamos la amplitud Tfi en dos términos multiplicados. El primero es la amplitud
de transicién covariante para una particula puntual y el segundo es una transformada
de Fourier para la densidad de carga. Definimos a los FF como una transformada de
Fourier [32],

F(q?) = / p(r)e= i oy, (3.52)

52



Relacién Factor de Forma - Radio Medio Cuadrado

en este caso, de una densidad de carga eléctrica. Omitimos la tilde de r por simplificar
la notacién. Por otro lado, usamos 2 como una medida del momento transferido. Esta
es una la cantidad mesurable experimentalmente.

A través de esta expresién resulta mas clara la analogia de la longitud de onda de
de Broglie como resolucién de imagen al momento de observar las particulas objetivo
en procesos de dispersion elastica. La ec. nos permite relacionar los FF con el
valor esperado del radio medio-cuadrado (RMC) [32] como veremos més abajo. Para
ello, partimos de

2T T o)
F(q*) = / p(r)e " dPr = / / / p(r)e~allcleos 1y 2 6 gdrdfde
0 0 0

+1

[e9) +1 . 0 [es) e—i|q||r\ cos 0
= 27r/ / p<r)€*Z|QHI’\Cos ]I‘Pdrd(cOSQ) — Qﬂ/ P(I‘)\I‘P [—] dr
o 0 —ilallr] ]|
N e o A [ ‘
:47T/ Pl ’ dr = — p(r)|r| sin(|q||r])dr.
o "l 2 o ) P sinalie)

Encontramos que la ec. (3.52)) puede ser reescrita como

_47T

F(q®) q

/ p(r)rsin(qr)dr,

0

donde dejamos implicito que tratamos con moédulos de vectores. Como tltimo paso,
consideramos la densidad de carga eléctrica como una densidad de probabilidad p(r) =
1*1 y hacemos un desarrollo en serie de Taylor para el seno. Asi,

F(q?) = %T /p(r)r sin(qr)dr = %T p(r)r [Z (2(71_41_):)!<qr>2n+1] dr

_dr (ar)'  (ar)’ | (ar)’ (ar)’
~q p(r)r{ TR TR +"'}dr

2

N / p(r)(4nr?dr) — % / p(r)r?(drr’dr) + O(q?)

2

2
— /¢*¢d3r — % /w*r2¢d3r +0(q") =1- %(r2> + O(q").

Llegamos a que
2

q
F(a®) =1 - (") + 0(a").
Nos quedamos tinicamente con el primer término del desarrollo en serie de Taylor debido
a que, al derivar la funcién respecto de q? y hacer que q*> = 0, se recupera (r?).

Despejando el RMC, concluimos que

dF(q2)} (3.53)

=0 [T

a’=0
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Esta es la relaciéon FF-RMC para el caso de la carga eléctrica. Dado que tedricamente
F(0) = 1, podemos extender la ec. (3.53) de tal manera que

dlnF(Q%}

<r2>eléc =—06 |:d—(,22 (354)

)
Q=0
y asi, normalizar respecto a las fluctuaciones alrededor del valor de la funcién en cero.
Ahora, hacemos el cambio de notacién q?> — Q?, donde Q? representa a la componente
cinématica, o espacial, del momento transferido. Recordemos que la ec. (3.52) tiene
como argumento de la exponencial un producto punto de las componentes espaciales de

la 4-posicién y el 4-momento. Ademas, para momentos transferidos poco energéticos se
cumple ¢* ~ —Q? [32].

3.3.2 Mediciones experimentales del FFE de los hadrones

Como se mencioné en la Introduccion, el estudio experimental del FFE del protén
se remonta a los anos 50 del siglo XX [I1]. Actualmente, contamos con mediciones
experimentales més precisas y cercanas al valor de Q% = 0 GeV? que las hechas entre
los anos 1970-1980 [13], 14, [15], siendo las dos mediciones més robustas hechas en 2010
en el Mainz Microtron (MAMI) de la Universidad Johannes Gutenberg de Maguncia
[46] y en 2020 en la Instalacién del Acelerador Nacional Thomas Jefferson (JLab) [47],
ambas para el proceso de dispersion elastica electron-protén en el sistema de referencia
de laboratorio. El experimento hecho en JLab obtuvo dos conjuntos de mediciones: el
primero con una energia inicial para el haz de F; = 1101 MeV con un total de 33
puntos, mientras que el segundo fue hecho una energia inicial para el haz de F; = 2143
MeV con un total de 38 puntos.

| Hadrén Funcién  No. de puntos Q2 [GeV?] Q2. [GeV?] |

Protén (p7) Fp11(Q7) 33 0.000215 0.015468
Pién (77)  Frsa(Q?) 30 0.015 0.119

Tabla 3.1: Numero de puntos y rango de momento transferido para los experimentos
de dispersién eldstica electrén-protén [47] y electrén-pién [48].

Los datos experimentales tomados a £} = 1.1 GeV (ver Fig. cuentan con el do-
minio de momento transferido mas préximo a cero disponible: 0.000215 < Q?/[GeV?] <
0.015468. Usamos este conjunto de datos experimentales para nuestra estimaciéon numéri-
ca del radio de carga del protén. Una acotacién importante es que estas mediciones
experimentales cuentan con dos fuentes de incertidumbre: el error estadistico, asociado
a la naturaleza estocastica del proceso y posible de reducir aumentando el ntimero de
eventos medidos, y el error sistematico, asociado a los instrumentos de medida y algu-
nos controlables mediante un correcto diseno del arreglo experimental. Para nuestros
calculos, nos limitamos a tomar el error estadistico.
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En el caso del pion cargado, las mediciones experimentales para el FFE més ro-
bustas y ampliamente citadas fueron hechas en 1984 y 1986 por la colaboracién NAT
del CERN [48, 49]. Ambas mediciones fueron realizadas con una energia inicial para
el haz de E; = 300 GeV, en el sistema de referencia de laboratorio y utilizando el 7~
para el haz. La primera mediciéon experimental cuenta con 30 puntos, mientras que la
segunda medicién cuenta con 45 puntos. Ambas mediciones se realizaron desde el mismo
valor inicial para el momento transferido (Q2, ), pero las mediciones hechas en 1986
cuentan con una incertidumbre mayor. Para nuestros cdlculos numéricos, usamos las
mediciones de 1984 (ver Fig. [3.5)). Etiquetamos los conjuntos de datos experimentales
que hemos seleccionado previamente para el FFE del protéon y pién como “p-1.1"7 y

“m-84”, respectivamente (ver Tabla 3.1).

Figura 3.4: Mediciones experimentales del FFE del proton hechas mediante la dispersion
eldstica electrén-protdn, con una energia para el haz de Fy = 1.1 GeV [47].

Figura 3.5: Mediciones experimentales del FFE del pion hechas mediante la dispersion
elastica electrén-pion, con una energia para el haz de E; = 300 GeV [4§].
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Capitulo

El Tensor de Energia-Momento

En este Capitulo procedemos a desarrollar el concepto de tensor de energia-momento
para los hadrones, encontrar el significado fisico de los FF que lo constituyen y derivar
sus radios asociados.

SECCION 4.1

Derivacion del tensor de energia-momento

El tensor de energia-momento (TEM) permite asociar FF a cantidades como el espin
o la masa [20]. La construccién de este objeto mateméatico se puede realizar de varias
maneras. En este trabajo se utiliza la derivacién propuesta en 1966 por H. Pagels [20].
Antes de pasar a la construccion del TEM, se explican las ideas que le dan base y se
discute su interpretacion fisica, tanto a nivel global como de sus constituyentes.

4.1.1 Base tedrica del TEM

El concepto de masa aparece de dos maneras fundamentales en la fisica. Primero, con un
perfil dindmico, el cual se entiende como la medida en que un sistema fisico responde
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a la influencia de fuerzas externas y aparece apropiadamente en las ecuaciones del
movimiento de Newton. La segunda forma en que la masa aparece es como la medida
de la intensidad de una fuente de campo gravitacional. Para cualquier sistema fisico,
estas dos formas de considerar a la masa deben ser equivalentes [20]. Como vimos en el
Capitulo[3] la electrodindmica cuéntica nos dice que la 4-corriente de una particula actia
como una fuente de campo electromagnético (ver ec. (3.26])). La 4-corriente jljw(a:),
ademds de proporcionar informacién sobre la carga, proporciona informacién sobre el
campo potencial Al (x) asociado al hadrén. De manera similar, podemos suponer que
la estructura mecanica de una particula esta dada por alguna 4-corriente asociada a
un campo gravitacional [20]. Esta corriente esta dada por el TEM. La defincién formal
del TEM, para cualquier sistema con un campo cuantizado, nos la da el Teorema de
Noether [50] a partir del Lagrangiano,

L 9oy

@W:mm@mﬁ

- guuﬁa (41)
donde resulta evidente que se trata de un tensor de rango-2, cuyos indices {u,r} =
0,1,2,3. Ademas, el TEM debe respetar la conservacién de la corriente,

0"0,, = 0. (4.2)

A diferencia del caso electromagnético, aprender sobre la estructura dindmica in-
terna de los hadrones es especialmente dificil, dado lo débil que es la interaccion gravita-
cional a escala cuantica. Idealmente, asi como usamos fotones mediadores para conocer
la distribucién de carga eléctrica y momento magnético en los hadrones, se deberian
usar gravitones para el estudio del TEM y sus FF, que a partir de ahora englobaremos
con el término Factores de Forma Gravitacionales (FFG). Pero el gravitén es, hasta
el momento, una particula hipdtetica, sin muchas posibilidades de ser detectada. Sin
embargo, en anos recientes ha sido posible acceder a algunas mediciones vinculadas
con el TEM mediante la dispersion de Compton virtual profunda (DCVP) eN — ¢’ N'y
[511, 52} 53, [54]. Estos andlisis suelen apoyarse en el modelo tedrico conocido como distri-
buciones generalizadas de partones (DGP) [54], [55], [56]. La predileccién por este modelo
viene de su versatilidad al momento de trabajar con reacciones de exclusion dura: inter-
acciones a corta distancia entre nimeros pequenos de quarks y gluones en procesos de
dispersion [56] [57], entre las que destaca la DCVP. Més alla de estos primeros acerca-
mientos experimentales, el TEM ha sido estudiado mediante simulaciones numéricas de
1QCD [58,59]. Se destaca de estas simulaciones, enfocadas en el protén y pién, la capa-
cidad de obtener valores estimados para los FFG en funciéon del momento transferido,
como si fueran mediciones experimentales. Ademas, se han modelado los FFG a través
de los llamados métodos de funciones de Schwinger en el continuo (MsSC) [60], 61],
particularmente para el pién, kaén y protéon. También, se han tenido acercamientos
mediante las amplitudes de distribucién generalizada extraidas del proceso ~v*y — w07
[62].

Si bien la ec. (4.1)) nos proporciona una férmula directa para derivar el TEM,
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necesitamos usar el Lagrangiano de la cromodindmica cuéntica no-perturbativa para
calcularlo. Tomamos un camino mas sencillo para derivar el TEM a partir de los resul-
tados obtenidos en el Capitulo [3| en funcién de v*, ¢* y PH.

4.1.2 TEM para particulas de espin—%

Tomamos como punto de partida la forma general de la 4-corriente electromagnética
para una particula de espin—% no puntual, cuyo estado inicial es u(p;, s'), con momento
inicial p;, y cuyo estado final es u(py, s), con momento final py,

gto(x) = Feu(py, s) [Fal@®)V" + Fo(q®) P — Fol@®)io" g, ] u(ps, s ),

donde P* = pl' + p’; y q" = pi' — p;. Por la ec. , sabemos que los tres términos
son linealmente dependientes. Podemos dejar alguno expresado de manera implicita
en funcién de los otros dos. Por simplicidad, dejamos a los términos del tipo ic#q,
implicitos. Ademéas de estos tres términos, debemos incluir a ¢, pues ahora es per-
tinente tener en consideracion todos lo tensores de rango-1 dado que construimos un
nuevo objeto. Todas las combinaciones posibles de tensores de rango-1 para el TEM
se muestran en la Tabla 4.1. Notemos que el producto de matrices-y se puede separar
en una parte simétrica y antisimétrica, usando la ec. . Esto nos deja con diez
términos posibles. Antes de proceder con el calculo, recordemos las siguientes iden-
tidades [34, B5]: pu(pi,s’) = mulpi, s'), u(py, 8)p; = u(py, s)m, ulpy,s)qu(pi,s’) =
u(py, s)(#; — Pp)ulpi, s) = alpy, s)(m —m)u(p;, s’) =0, (¢°/2) #0y (¢- P) = 0.

|l [ P | ¢ |
i | Moo o W e S W 8
P [ Pry” | PPV | PRy
¢" || ¢ | ¢'P" | ¢"¢"

Tabla 4.1: Combinaciones posibles de tensores de rango-1 para el TEM.

Definimos el TEM para particulas de espin—% como [20]
TV (z) = ulpy, s)I" u(p;, e T, (4.3)
donde
I = Gu(@*)y"P” + Ga(d*) P*Y” + G3(d*)7"q” + Gala®)a"y"
+Gs(a*)P'q” + Go(a*)a" P” + Gr(d*) 9" + Gs(q?)io"”
+ Go(¢*)P*PY + Gio(¢°)q"¢",

con las G;(¢?) funciones escalares, dependientes del momento transferido, a determinar.
Como indica la ec. (4.2)), el TEM se debe conservar [20]. Asi, la ec. (4.3) debe cumplir

0. T{(x) = ¢, T})5(x) = 0.
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Proponemos el siguiente método de trabajo: agrupamos los términos de perfil semejante
y simplificamos la notacién: u(p;, s') = wy u(py, s) = @. Denotamos las parejas haciendo
referencia al nimero de las funciones G;(¢?).

e Para 1y 2:

Gu[(G7" P" + G2 Py )u] = ulGig P* + Ga(q - P)y"|u = u(G1g P")u
— Gy () P¥ = 0.

Es claro que lo mismo ocurre para g,, pues la tnica diferencia entre los términos son los
superindices intercambiados. Al ser los indices la 1inica diferencia, podemos decir que

G1(¢%) = Ga(q?) # 0.

e Para 3 y 4:

Qu[a(Gs"q” + Gag'y" Yu] = @(Gadq” + Gag®y")u = Gs(agu)q” + Gaq*(uy”u)
= Gug* (7" u).

Como el término restante no se anula, debe ocurrir que G4 = 0. Utilizar ¢, nos lleva a
que Gz = 0. Asi, decimos que

Qg(q2) = g4(q2) =0.

e Para 5 y 6:

q.[u(Gs P q" + Goq" P")u) = u[Gs(q - P)q” + Gsq* P"|u = uGsq* P’ u
= Goq* P iu = Geq* P"2mdy .

Recordando que d,y denota la orientacion de los espines. De manera general, ocurre
que Gg = 0. Al usar ¢, llegaremos a G5 = 0. Asi,

Gs(q%) = Gs(¢*) = 0.

e Para 7 y 10:

qu[1(Grg"™ + Grog"q" )u] =u(Grq" + Gi0q*q")u = u(Gr + Gi0q*)q u
= (g7 + g10q2)qy2m(sss’ =0.

Es evidente que usar g, dard el mismo resultado. Asi,

g7<q2) = _glo(qz)qz con glO(q2) # 0.
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e Para 8 y 9:
qulu(Gsio™ )u] = u(Gsio™ qu)u = —u(Gsio™ q.)u = —Gs[u(ic™"q,)u].

Sabemos que el término entre corchetes es distinto de cero, pues forma parte de la
descomposicion de Gordon. Usar g, nos conduce al mismo resultado. Entonces,

Gs(q*) = 0.
Ahora,
qult(Go P! P")u] = u[Go(q - P)p”Ju = 0.
Obtendremos el mismo resultando usando ¢,. Asi,

Go(q?) # 0.

Hemos encontrado que
I = G () (VP + P*") + Go(*)(¢"d” — ") + Ge(q*) P*P".

Usando la descomposicion de Gordon en el primer término, podemos realizar la siguiente
separacion,

1

u(y"P" + PPy )u = 2—&[(P“ —i0"%q,)PY + P*(P" —i0"%q,)|u
m

w(P*P" — io"*q,P" + P*P" —iP 5" %q,)u

1
m
1

——a[2P" P — i(P 6" 4 0" P¥ g, u.
m

Entonces,
1 1
M = (Qc + _ga) PEPY — ——Go (P + 0" PY)qa + Go(¢"q” — ¢""¢°).
m 2m

Concluimos que el TEM para particulas de espl’n—% estd dado por [59]

q"q" — g" ¢

prpY iPlrgtioag
J(P)———
+J(a) ym

q

iq-x

u(p;, s')e "7,
(4.4)

+ D(¢?)

2m

donde Pltg¥te = pProve 4+ g PY v los FF son
A(@*) = Ga(@®) + mGe(@®),  J(¢*) = =Gald®) v D(q*) = 4mGy(q*).

Los factores de divisién vienen tanto de la descomposicién de Gordon, 1/2m, como del
término ¢2/2 que tipicamente aparece en los cdlculos.
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4.1.3 TEM para particulas de espin-0

Recordando que la 4-corriente para las particulas de espin-0 es
Jo(z) = e [Fa(QQ)P“} e T,

donde P*" y ¢" tienen el mismo significado que en el caso anterior. El cdlculo del TEM
para particulas de espin-0 es significativamente més sencillo que el hecho para la ec.

(4.4). Solo debemos considerar los productos de P* y ¢* que aparecen en la Tabla 4.1,
junto con la métrica g"”.

El TEM para particulas de espin-0 lo definimos como [20]
T (x) = THe 1™, (4.5)
donde
I = Gi(q*) P q” + Ga(q*)¢" P” + Gs(¢*) P P¥ + Gu(d*)¢"q" + G5(a*) 9"
Sabemos que T} (z) debe satisfacer
0.13" (x) = ¢, T3" (x) = 0.

Reutilizamos el método de trabajo previo: usamos las etiquetas de las funciones G;(q?)
para indicar los términos con que estamos trabajando.

e Para 1y 2:
Q@G P*q" + Gog" P") = Gi(q - P)g" + Gog? P” = Gag* P".

Esto implica que Gy(¢?) = 0. Usando ¢, obtenemos el mismo resultado para G(q¢?).
Concluimos que

Gi(¢%) = Ga(¢?) = 0.

e Para 3:
qu[GsP"P"] = G3(q - P)P” = 0.
Se obtiene el mismo resultado al usar ¢,. Concluimos que

Gs(q%) # 0.

e Para 4y 5:
0u[Gad" ¢ + G59"] = Ga*q” + Gsq” = (Gaq® + G5)q” = 0.
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Es claro que lo mismo pasa con ¢,. Podemos concluir que
Gs(¢*) = —4°Ga(q®) con Gu(q®) # 0.
Hemos encontrado que [20]
I = Gu(q*)P"P" + Go(a*)(d"d" — 9" "),
y por tanto, decimos que el TEM para particulas de espin-0 estd dado por [58]

1 .
T} (z) = [2P*PYA(q°) + 5(d"d" - 9" *)D(¢g*) | e "7, (4.6)
donde los FF son
1
Go(q®) =2A(¢") v Gu(d) = §D(q2)‘

Antes de pasar al andlisis de los FFG, es necesario hacer un comentario referente
a las ecs. , . La construccién mas sofisticada del TEM parte de considerar las
contribuciones de los quarks ¢ y gluones g para el TEM total [50], 63]. Esto significa
que cada elemento (a = ¢, ¢g) que conforma al hadrén tiene su propio TEM. El TEM
total esta dado por

T =N TR+ T (4.7)
q

donde, para el caso de hadrones de espin—%, el TEM para cada especie de parton es

pPrpr iPlrgeg,
+ Jo(g?) e
m 2m

q"q" — 9" ¢

4dm

T () = @ {%2) Do) +méa<q2>g“”} ue™,

mientras que, para el caso de hadrones de espin-0,

T2(0) = [2P P A+ 0~ D) + 2Pl |
Es claro que en ambos TEM aparece un nuevo FF, ¢,(¢*) [63]. Esta nueva funcién
cuantifica la no-conservacién de las partes separadas del TEM de los quarks y gluones,
que estd relacionada con la llamada anomalia de traza en la CDC [64] y con cuestiones
matemadticas, como la dependencia con el esquema de renormalizacién y la escala [65].
En otras palabras, sélo la suma de todas las contribuciones al TEM, ec. , es una
cantidad conservada [64]. Asi, tenemos la restriccién

PACSEI (4.8)

Al estudiar el TEM total de los hadrones, sin apelar a su construccién como una combi-
nacién lineal de los TEM para quarks y gluones, encontramos que los términos propor-
cionales a ¢,(¢?) se anulan. Esto sucede en congruencia con la extracciéon experimental
de los FFG, donde tinicamente se tiene acceso al FF total. Las contribuciones individua-
les de cada tipo de partén son dependientes de la escala (autointeracciones) y esquema
de renormalizacién, y por tanto no son directamente medibles [64].
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SECCION 4.2

Los factores de forma gravitacionales

Procedemos a encontrar el significado fisico de los FFG de las ecs. (4.4} , asi como
sus restricciones y derivar los RMC.

4.2.1 Significado fisico de los FFG

Es necesario senalar que los términos tensoriales a los que estan asociados los FFG nos
dan una idea del significado de cada uno, pues es claro que tanto A(g?) como D(g?),
que aparecen en ambos TEM, multiplican a estructuras tensoriales similares que estan
bien diferenciadas.

Comenzamos por el estudio de A(¢?) o FFA, particularmente para la ec. (4.4)).
Consideremos el caso donde p!' = plf = p*, esto implica que P* = 2p* y ¢* = 0, que a

su vez nos lleva a ¢ = 0 y la ec. (4.4) toma la forma [20]

u(p, s')e 4"

i) = 1(p,5) [A0 2L 1 5(0) 2 EIO 4 gy DO 0

= a(p.) [A0) 2| gy

Suponemos que p* = %k“, donde la particula estd en resposo, k* = (m,0). Que el
3-momento transferido sea nulo, q = 0, se puede interpretar como una conservacion

del momento inicial-final, la cual se deja implicita en el argumento ¢ - x = —q - x de
la exponencial. Ahora, podemos hacer la equivalencia T{‘/VQ(:E; p=0)= Tlo/OQ(:v; 0), pues

sélo la componente-00 del TEM, que denota a la energia, es relevante. As{ [20],
T0fy(;0) = a(p, 5) [A(0)m] u(p, /)™

Con este resultado, llevamos a cabo la siguiente integral,

/TIO/OQ(x;O)d% = /u(p,s) [A(0)m] u(p, s )e" > d*x
= (2m)*0°(pi — py)ulp, )[A(0)m]u(p, ).

Recordando la expresion para el braket del Hamiltoniano de una particula en reposo,
(QIH|Q) = (Qm|Q), donde |Q) es la funcién de onda de la particula, tomamos el caso
donde Q) o u(p, s') y de este modo

(QUm|Q) = (QUH|Q) = (21)°6° (p; — ps)a(p, 5)[A(0)m]u(p, 5'),
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que nos conduce a la restriccién [56]
A(0) = 1. (4.9)

El procedimiento es anédlogo en el caso del TEM de particulas de espin-0. Ademas de la
restriccion para el FFA, encontramos que el Hamiltoniano de una particula en reposo
se puede escribir como [56]

H= /Tfo(x)d%, (4.10)
donde el subindice s indica que aplica para particulas de espin-% y espin-0 por igual.

La relacion del FFA con la masa de la particula también puede ser inferida ana-
lizando el producto tensorial P*P". Estos tensores cuantifican el momento total de la
particula. Al considerar los estados inicial y final iguales, y dejar la particula inalterada,
si el estado conservado es el reposo, entonces la cantidad conservada es la masa. Mas
atin, al no haber momento transferido, recuperamos la perspectiva de una particula
puntual. El tratamiento de la masa es, en el aspecto cualitativo, andlogo al de la carga
eléctrica.

Para el caso de J(¢?) o FFJ, resulta esclarecedor que no aparezca en la ec. . Si
vemos el término que multiplica en la ec. , notamos que es la parte del TEM que
contiene la dindmica del espin. Siguiendo la légica ya empleada con la carga eléctrica
y la masa, el FFJ cuantifica cémo se distribuye el espin de la particula [56]. Dado que
tratamos con una particula de espl'n—%, para el limite ¢> = 0, debe ocurrir que

J(0) = (4.11)

1
5
El razonamiento empleado para la restriccién de FFJ es meramente cualitativo y no
profundiza en los detalles cuantitativos de su derivacién. Esto debido a que, asi como
nos enfocamos en el FFE del protén y pién, nos limitamos al estudio de los FFG que
comparten las ecs. , . Un analisis profundo de la construccién del FFJ y sus
restricciones se puede realizar mediante el uso del modelo de partones [66].

Finalmente, en el estudio de D(¢*) o FFD, es crucial notar que el término al que
multiplica en ambas ecs. , depende enteramente del 4-momento transferido. A
diferencia de los FF ya mencionados, el valor del FFD para ¢? = 0 no est4 restringido de
manera global por ningin supuesto tedrico. Este valor es referenciado como el término-
D, dado por D = D(0) [67]. Todos los hadrones, independientemente de su espin, poseen
un término-D que debe ser estimado experimentalmente. Esta medicion puede ser hecha
mediante la DCVP [52] 53], [56]. El término-D no estd relacionado con alguna propiedad
externa de las particulas, como la masa o el espin, lo esta con las llamada fuerzas
internas. El término-D usualmente es llamado “la ultima propiedad global desconocida”
[63]. Para profundizar més en el significado fisico y restricciones del término-D, debemos
desarrollar una serie de cédlculos a partir del TEM [63].
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4.2.2 TEM estatico y tensor de tension

Para continuar apropiadamente con los célculos, consideramos el marco de referencia
de Breit [56) 63], en el cual no hay energfa transferida, ¢° = 0, los momentos inicial y
final se redefinen como p; = (P — 1q), py = (P + 3¢), donde P = (E,0) y ¢ = (0,q).
La redefinicién de los 4-momentos nos conduce a

2 2 1\ 2 ¢ 2 q?
m-=p; ;= P:FEC] =P :F((I'P)%-Z:E—Z,
de modo que
2
E2:7n?+%r. (4.12)

Ademas,

P!
_ O Py
ilpss)ulp, ) = (E+m) (¢, —p2el) | o-p,

(0-ps)(o-pi) ;
(E +m)?

= (E + m) [902905’

1 (o-q)° q?
= (F 1 L S A T = E 2 1 (533/
('Hm{+4@+my¢” Evm |EHM 47
:; E2+2mE+m2+q—2 Ogsr
(E + m) 4 EX)
1 2F
E2 2mE E2 555’ = —(F 553/7
m)[ +2mE + E] (E+m)( +m)
y por tanto, para el marco de referencia de Breit,
a(pfa S)“(pia S,) = 2E55$’- (413)

Teniendo bien definido el marco de Breit, introducimos el TEM estdtico [63],

v d3q ir- v
T (r, 5) = / GoyepeT0), (4.14)

cuyas componentes se pueden interpretar como la distribucion espacial, promediada en
el tiempo, de los quarks y gluones.

Ahora, obtendremos las componentes de la ec. (4.4)), en el marco de Breit, a
introducir en la ec. (4.14)). Comencemos por la componente-00. Primero, para el término

del FFA tenemos
POPO E2 E2 2
= =m— =m (1 + q_) ,

m m m2 4m2
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y al contraer los espinores, llegamos a

POPO 2
U u=2mk 1+q— Ol -
m 4m?

Ahora, para el término del FFJ,
7 7
_P{O O}Oza:_PO Ocx 0a pO = — N
PG, = S (P + 0% ) g, = Doy,
donde a = 1,2,3 y por tanto

0 = ("% — %) =

Sl 9) - o)

Entonces,

g

[\
N | .

oo e, _ L, (01
QmPO o m(cr q) IR

Veamos qué pasa con la matriz resultante al contraerla con los espinores,

_ 0 I (o8 oF 0 I s/
s <11 o> ) = (B4 m) (ol —gel) (11 0) A

E+m
O P
E+m Qs

E+m FE+m
=0 (pi - pf>5ss’ = (U : Q)(Sss’-

o P g-p
=(E+m)( — f)solsosf

La accion de contraer con los espinores nos conduce a

E

| 0 _o)a _ £ s B s B s
U[QmP 0% | u m(a q)(o - q)dss m(rf q) 0ss —q Jss'-

Para el FFJ, concluimos que
' E
U {QLP{OJO}O‘QQ} U= ——q*0sy.
m m

Finalmente, para el término del FFD ocurre que

"¢’ — "¢ _(0)(0) - (+1)(-9*) ¢
4m 4m 4m
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Al contraer los espinores llegamos a

0,0 _ 00,2 2
|99 —9°4q q
————————— | u=2E—0,y. 4.1
“ [ 4m } “ 4m (4.17)

La combinacién de las ecs. (4.15], 4.16| |4.17)) nos lleva a

PO po 'p{O 0}t N
T () pliin.

m 2m

0,0 __ 00,2
+ D(QQ)%] u(p;, s)

T(0) = alpr.9) | A()
2 E 2

= A(q2)2mE (]- + q_) 555’ - J(qz)_q2555’ + D(qZ)ZEq—(SSS/
m 4dm

4m?
2 q’ 2 q’ 2 q’
=2mFE |A 14— — — 4+ D — /
m { (g )( +4m2) J(@)5, 5+ Dla )4m2} Oss/
y concluimos que, para la componente-00 [63],
t
T70(0) = 2mE {A(t) ~ 1 [A(t) —2J(t) + D(t)]} St (4.18)
m
donde hicimos el cambio de variable t = ¢ = —q°.

El célculo para la componente-jk, donde {j,k} = 1,2,3, es mds sencillo,

T75,(0) = u(py, s) | A(g)

Pipk  Plighkteg,
+J(q2)u

m 2m 4dm

7q" — (=0"")g’
D 2 q q
+ D(q”) g

¢q" — g*q?
+ D(¢*)————— | u(p;, &)

Il
2l

I i(0)* i(0)Ughkte
(s, 5) | Al O 4y gy T

] u(p;, 8.

] u(pi, s')

@q" + 6% (—q?)
4dm

ulpy,s) | D(¢*)
La componente-jk con contraccién de los espinores se expresa como [63]

ik
s

ik Sik2
(0) = 2mE {D(t)%} Josr. (4.19)

Finalmente, para la componente-0k el calculo es un poco mas elaborado,

PO pk N ) iP{OOk}aqa

T0) = alpr9) | A+ () 4 DA T )
- k i plogkta k(a2
= alpr9) | A () g () PO gy )

1
%(Poo_ka_i_o,OaPk)qa U(pi,S/)

= alpp.s) | 1)
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FE 1)
= 0(p7,) | J6) 30" o) = g 5) [T(2) 2 ),
donde usamos la identidad /% = &/*3};. Ahora, contrayendo los espinores con ¥,
tenemos

(o0 Ps’
ﬂ(pfaS)EzU(pz',Sl) = (E+m) (SOL —i%ﬂ) (%l gz) o-D;

E +m 5 s
E+ m(p
1P
p
E+ mal%/
(o -ps)lo-pi)
= (E + m) |:S0£0-lsp8/ - (E‘:“ m)2 SOLO-ZSOS/
(o-aq)’

1
= (E + m) |:1 + Zm} SDZUWS' = 2E<Uss’)l7

con (044); = @lojpy. Finalmente,

2E2

1B
kal2E(aSS )lqa - J( ) m Qa(o-ss )l

2m

T1/2(0) J (q ) o
de modo que la componente-0k se escribe como [63]

E(Zq X Ussl)k
2m?2

TY%,(0) = 2mE | J(t) (4.20)

Notemos que esta componente se anula si la polarizaciéon de la particula es paralela a
q. Hemos calculado las componentes de la ec. (4.4)), en el marco de Breit, a introducir

en la ec. (4.14]).

Ahora, hacemos lo mismo para la ec. (4.6). Notemos que en el caso de particulas
de espin-0, la componente-0k es nula. Comencemos con la componente-00,

TO(0) = [2P0P0A(q2) + (" - g°°q2)D(q2)]

N | —

= 2B2A(¢") + 3[0)(0) - (+1)(~aID(e?)

~on [ Zaia) + 0] =2 [ (14 5) ) + L0001

4m? 4m?

de modo que [63]

T5°(0) = 2m? {A(t) - — [A{®) + D(t)]} : (4.21)
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Ahora, para la componente-jk tenemos

—_

T3%(0) = [2PTP*A(¢?) + 5 (¢ d" — 9" ¢*) D(¢?)

N |

= 20V (O A() + 5la'e" ~ () ()] D(e),
y asi [63],

1 [¢q" — 87*q%] D(t). (4.22)

T3H(0) = 5

Hemos encontrado que, en el marco de Breit, las componentes del TEM para
particulas de espin-i son las ecs. (]4 18| |4 19| |4 20[) mientras que para particulas de
espin-0 son las ecs. (4.21} 4.22)). Ahora, desarrollamos el TEM estético. Tenemos que,
para la ec. (4.18) [63],

T(r,4) = / 3 )32]; T 0)
era{ ) - s 140 - 2000) + Do) |

_ m/ ﬁe“q {A(t) - ﬁ [LA(t) — 2t J(t) + tD(t)]}
= { Aen(r) = o [relr) = 2 Dyee(r) + ([ D)rel)] |

donde denotamos la transformada de Fourier como

Fro(r) = [ Gobse ™ (a?), (1.23)

donde el gorro y el subindice “TF” son nuestra notacion para esta transformacién, y
definimos

e(r) =m {ETFm - [(t?l)TF(r) — () e (r) + (@)TFo«)] } (4.24)

como el término de densidad de energia, en coordenadas esféricas, que esta en funcién
de r = |r|, donde r es la distancia medida desde el centro de la particula [61, 63]. La
cantidad €(r) es independiente de la polarizacién y para el limite t — 0, cumple [63]

/e(r)d3r =m, (4.25)

debido a la restriccién dada en la ec. , ya que tomamos el caso de la particula
en reposo. El calculo usando la ec. es analogo, unicamente difiriendo en la au-
sencia del FFJ y en la realizacion de un intercambio 2E <— 2m para recuperar la
normalizacién [63]. Hemos definido apropiadamente el significado fisico de la ec. (4.25)).
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La componente-jk del TEM estatico, ecs. , , que depende tinicamente del
FFD, se define como tensor de tension [50]. El tensor de tensién puede ser descompuesto
en una parte sin traza asociada a la fuerza tangencial s(r) y una parte totalmente
dependiente de la traza asociada la presidn p(r) [56]. De manera general, el tensor de
tensién para particulas de espin-0 o espin—% puede ser descompuesto como [56]

ik rirk 1, ik
T%(r) = <7"—2 — 5(53 > s(r) + ¢%p(r). (4.26)
Las funciones s(r) y p(r) estan relacionadas entre si por la conservacién del TEM total.
La funcién p(r) puede ser interpretada como la distribucién radial de la “presién”
al interior del hadrén, mientras que la funcién s(r) estd relacionada con la tensién
superficial y fuerza tangencial que experimentan los quarks y gluones al interior de la
particula [56, [63].

En el caso de particulas de espl'n—%, las funciones s(r) y p(r) se calculan a partir
del FFD como [63]

B 1 1d ,dDp(r)
s(r) = 4mrdrr dr p(r)_GmTerr dr '’

mientras que en el caso de particulas de espin-0, se pueden escribir como [63]

s(r) = 2/ @gﬁe”'q%@s@) tD(1)],

p(r) = % / (2:)%6”"1%(0059) [tD(t)].

Las expresiones utilizadas para las componentes-00 y -7k del TEM estético con espin-0
y espl'n—% difieren en el rescalamiento de los FFG por un factor m/E. Dicha modificacién
corresponde a las correcciones relativistas del TEM estatico [63].

4.2.3 Relacion Término-D - Fuerza Normal

Si se considera a los hadrones como un medio continuo, el tensor de tensién T7%(r)
caracteriza a las fuerzas experimentadas por los quarks y gluones en un volumen infini-
tesimal a una distancia r del centro del hadrén. Esto nos permite escribir el término-D
en funcién del tensor de tensién [506] 63],

2 , 1
D = —gm/dsfrTjk(r) <rjrk — §r26jk>

3k : :
= —%m/dgr {(% - %(5”“) s(r) + 5]kp(r)] <7"jrk — %7"2(% )
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2 ek 1 , 1
— —gm/d3r [(% — 5(5]’“) (rjrk — §r2(5jk) s(r) + 67" (rj?"k — §r2(5jk> p(r)}
_ —%m/dg‘r {r%s(r)} ,

donde usamos §%6,;, = 3, de modo que

4
D= T r2s(r)d°r. (4.27)
La conservacién del TEM, ¢, 7" = 0, implica para el TEM estatico que V;T9%(r) = 0,
lo cual nos conduce a

VT (r) =V, K%ﬂk - éaﬂc> s(r) + 5]’%(@}
= QT—TS(T) + (i—zk - %5”“) sh(r) + 075l (r)
= [%s( ) <:—Z - %) S (r) —i—p/(r)] é
- [Pt + 254500 = =0

donde vemos que las funciones s(r) y p(r) se relacionan por la ecuacién diferencial

2 2

=s'(r)+ =s(r) +p'(r) = 0.

3 r

Esto significa que la fuerza tangencial y la presiéon no son funciones independientes y
estan conectadas por la conservacién del TEM. Esta conexiéon entre las funciones nos

permite encontrar una equivalencia entre s(r) y p(r) dada por [63]

p(r) = ——s(r). (4.28)

La componente normal de la fuerza total experimentada por el hadrén en un
elemento diferencial de superficie dS; de la particula tiene la forma [63]

F*(r) = T (r)dS; = Ki—zk - éaﬂ'k) s(r) + 5J‘kp(r)] (as2)
= Krk - %M) s(r) + r’“p(?")} ? = Es(r) + p(r)} ds*,

donde definimos la distribucién de la fuerza normal [63]

Fl(r) = %5(7”) +p(r). (4.29)
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Para la estabilidad del hadrén, la fuerza correspondiente debe estar dirigia hacia el
exterior. Por lo tanto, el criterio local para la estabilidad mecanica de la particula
puede formularse con la desigualdad Fll(r) > 0, la cual implica que el término-D para
cualquier hadrén estable debe ser negativo [68],

D <0, (4.30)

pues por la ec. (4.27)) es resultado de menos la integral de una cantidad positiva definida.

4.2.4 Radios de masa y mecanico

La densidad de energia en los hadrones debe satisfacer igualmente una desigualdad del
tipo €(r) > 0, la cual nos permite introducir el RMC de masa definido como [61]

2 B [ rPe(r)d®r
( hmasa = [ e(r)ddr’

y, de manera analoga, podemos definir el RMC mecénico mediante la fuerza tangencial
Fl(r) como [61]

(4.31)

B S r2Fll(r)d®r

2 mecad — 4.32
) [ FEl(r)d3r (4.32)
siendo estas ecuaciones validas para cualquier hadron.
Para el proton, sus radios de masa y mecanico son
1 dA(t) 3D
<T2>masa = AN {_6 |:—} - } (433)
P A(0) dt |-, 2M?
Y 6D
> mecd — oo 4.34
3ot = T (1.34)

0
respectivamente [61] 63]. Ambas expresiones son més complejas que la ec. . Pode-
mos conjeturar que la energia de tension superficial debe ser menor que la energia total
del sistema, [ d*rs(r) < m [63]. Esto tiene dos implicaciones importantes. Primero, la
integral fooo D(t)dt debe converger, lo cual sugiere que el FFD se aplana para valores
|t| suficientemente grandes, mas réapido que 1/t. Segundo, el radio mecénico tiene un
limite inferior dado por (r2)mes > —9D/(4m?) [63].

La aparicion de una integral en la ec. (4.34]) nos obliga a elegir un modelo andlitico
para el FFD. El modelo mas apliamente utilizado es el modelo n-polar [59]

«

D0 = =y

(4.35)
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donde o y A% son pardmetros libres. La eleccién tipica es n = 2, lo que nos da un modelo
dipolar, que recordemos se us6 para los primeros estudios del FFE [I1]. Es facil notar
que a = D. Asi, la integral se vuelve sencilla,

/ T Dy(t)dt = —ah? (4.36)

Para el pion, sus radios de masa y mecanico tienen un perfil analogo al que toma
la cc. (354) 69,

21040

<T72r>masa =—6 [ ot (4.37)

Y () mecs = —6 {alna_?(t)}

t=0 t=0

Figura 4.1: Estimaciones numéricas de 1QCD para el FFA del pién [58].

Ahora, es necesario hablar de los esfuerzos tedricos y experimentales, hechos hasta
el momento, para encontrar los valores del término-D para los hadrones. Comencemos
por el caso del pién. Los bosones de Goldstone, base de un modelo idealizado del
pion, presentan, bajo el rompimiento espontaneo de la simetria quiral, el valor limite
DB = 1 [70, 71, [72, [73]. El mismo resultado se obtiene para mesones pseudoescalares
en el limite quiral [67, [73], [74],

lim D" = —1.
m%s—>0
Por otro lado, los FFG han sido examinados en la teoria ®* en un regimen de acopla-
miento pequenio y se ha encontrado que, para correcciones a un-lazo, D® == —1/3
[75]. Este valor se puede considerar como el caso limite para mesones pseudoescala-
res infinitamente masivos [69]. La unién de estos dos resultados tedricos nos define un
dominio para el valor del término-D de los pseudoescalares,

D™ e (-1, —%) . (4.38)
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En lo referente a mediciones experimentales, recientemente se ha podido extraer, por
primera vez, informacion del TEM para el pién a través de datos del proyecto BELLE
mediante el proceso v*y — w70 [62] [77]. Estos resultados, que sélo tuvieron acceso a
la contribucién del TEM de los quarks [63], encontraron que

A90)~0.70 vy DY(0)~ —0.75.

Dichos resultados estan en aparente concordancia con la condiciéon de normalizacion
para el FFA total y confirman la negatividad del término-D, que es necesaria para
garantizar que se trata de un sistema estable. No obstante, extisten aspectos de estos
resultados que merecen un analisis mas detenido. Por un lado, la propia extraccion
experimental presenta sutilezas asociadas al supuesto de factorizaciéon y a posibles con-
tribuciones de orden superior [76]. Sumado a esto, como se ha senalado, sélo el FFG
total es invariante bajo cambios de escala; del andlisis experimental no resulta evidente
como se ha aislado la contribucion de los quarks de valencia, ni cudl es la escala a la
que dicha contribucién estaria definida.

Figura 4.2: Estimaciones numéricas de 1QCD para el FFD del pién [5§].

En el caso del proton, el estudio del término-D se ha apoyado principalmente en
el uso de modelos en lugar de casos limite. Los primeros estudios fueron hechos con el
modelo de bolsa del MIT [78], el modelo de solitén de quark quiral (MSQy) [79], asi
como el modelo Skyrme [80), B1]. La contribucién de los quarks al término-D también
ha sido estudiada desde diferentes perspectivas. Para tener un panorama completo de
estos estudios, se puede revisar la Seccién XVII-C de la Ref. [63]. El uso del modelo
de bolsa con quarks sin masa ha arrojado valores pequenos, DP ~ —1.1 [82], mientras
que el uso de modelos quirales ha arrojado una amplia constelacion de valores, que van
desde —2 hasta —4 [83] [84]. Otros estudios que usan MSQY, con los FFG en funcién de
la masa del pién, han arrojado valores que van desde —1 hasta —3 |85, [86]. Por su lado,
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el modelo Skyrme ha obtenido valores entre —4 y —6 [80, [81]. Los resultados cubren un
rango de valores que podemos expresar como

—6<DP < —1. (4.39)

En cuanto a mediciones experimentales del término-D y FFD para el protén, estas
se han limitado a contemplar tnicamente la contribuciéon de los quarks, dando como
resultado un valor D?(0) ~ —2.30 [52, 54]. Mientras que el JLab ha conseguido hacer
un analisis experimental de D?(t) [52].

Figura 4.3: Estimaciones numéricas de 1QCD para el FFA del protén [59].

Los FFG del protéon y pion han sido recientemente estimados para un rango de
momento transferido 0 < Q?/[GeV?] < 2, mediante simulaciones numéricas de 1QCD
[58, B9]. Los primeros resultados publicados fueron hechos para el pién en el ano 2023.
Es necesario remarcar que estas estimaciones numéricas fueron hechas suponiendo un
piéon més masivo que el real, m, ~ 170 MeV. Este valor es ligeramente superior al
medido experimentalmente, m, ~ 140 MeV. Esto es importante dada la relaciéon que
tiene el RMC con la masa [32],

2
Los valores para los radios de los FFG del pion obtenidos con 1QCD seran menores que
los obtenidos en hipdteticas mediciones experimentales. Sin embargo, estos valores se
pueden corregir mediante un reescalamiento. Proponemos el siguiente método: una vez
obtenido (r2),_1qcp, con x = {masa, mecd}, basta con tomar la ec. (4.37) y hacer un
cambio de variable, x = t/m?_qcp- Asi, (r2)x1gcp X M2 _1gep = —6 {0:[In Gy ()]}, -
Esta igualdad también se cumple para un radio obtenido de datos experimentales,
<r3r>x,exp. De este modo, el reescalamiento de los valores para el RMC se vuelve sencillo,

2
(1) = (m—Q) < (21D (4.41)

Mz —exp
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Finalmente, para las estimaciones de los FFG del pién es importante senalar que sus
barras de error, de tipo sistematico, son asimétricas. Para los andlisis de esta tesis, se
promediaron las barras de error para tener una barra de error simétrica. Por otro lado,
las estimaciones numéricas para los FFG del protén fueron hechas en 2024 [59] y en
este caso la masa supuesta para el cdlculo en 1QCD y la masa real coinciden, M, ~ 1
GeV. Ademas, sus incertidumbres son simétricas.

Figura 4.4: Estimaciones numéricas de 1QCD para el FFD del protén [59].

Un aspecto destacable de las estimaciones numéricas del FFD del protéon y pién es
que la falta de una restriccion apropiada para el término-D se traduce en una notable
incertidumbre cerca de Q% = 0 GeV2. Mientras que las estimaciones del FFA, como se
ve en la Fig. y Fig. [£.3] muestran una tendencia hacia ciertos valores alrededor de
A(0) = 1, las estimaciones del FFD, como se puede ver en la Fig. y Fig. [4.4] cerca
del momento transferido nulo presentan una incertidumbre significativa. Las etiquetas
con que denotamos a estos conjuntos de datos son p-1QCD y 7m-1QCD (ver Tabla 4.2).

| Hadrén Funcion ~ No. de puntos Q2 [GeV?] Q2. [GeV?] |
Protén (p) Ap_lQCD(QQ) 34 0.0000 1.9973
DNQCD(QQ) 33 0.0724 1.9973
Pion (Wi) Aﬂ_lQCD(Q2> 25 0.01232 1.91502
Dﬁ_lQCD(QQ) 24 0.07201 1.92325

Tabla 4.2: Numero de puntos y rango de momento transferido para los FFG [58, [59].

76



Capitulo

Métodos numéricos

Para el tratamiento de las mediciones experimentales y estimaciones numéricas, asi co-
mo la obtencién de las cantidades que son de nuestro interés, se utilizan las herramientas
matematicas a continuacién desarrolladas.

SECCION 5.1

Splines suavizados

5.1.1 Splines cubicos

En este Capitulo, los valores para el momento transferido se entienden como una co-
leccién de niimeros reales xq, xa, ..., 2, que definen un intervalo I = [a,b] para el cual
a=1x1 < Ty <..<x,=0>b Decimos que la funcién g, definida en I, es un spline cibico
[87] si satisface las siguientes condiciones.

» Primero, en cada uno de los subintervalos [z1, xs), [x2, 3], ..., [n_1,2n], g €s un
polinomio cubico.



Splines suavizados

= Segundo, este polinomio debe ajustarse en cada uno de los puntos x;, o nudos, de
tal manera que g, ¢’ y ¢” sean continuas en todo [a, b].

Dado nuestro intervalo I = [a,b], con n — 1 subintervalos I; = [x;, x;,1], asociamos a
cada subintervalo un polinomio cibico g; dado por [87]

gi(z) = a; + bi(x — x;) + ¢i(x — ;)% + di(@ — ;). (5.1)

Dada una coleccién de puntos D = {P; = (z;,4;), coni = 1,2,....,n}, las condiciones
de continuidad de g;, en funcién de D, se escriben como [87, 8]

9i(%:i) = yi,  gi(wi1) = Yirr,  G5(w41) = g (i), 95 (xi1) = g (T5401), (5.2)

donde i =1,2,....n—1y j3=1,2,...,n — 2. Dado que tenemos n — 1 subintervalos, la
ec. nos define un sistema de polinomios con 4(n — 1) incdgnitas. Por otro lado, la
ec. nos proporciona 4n — 6 restricciones. Las dos ultimas restricciones estan dadas
por las condiciones de frontera naturales [87, 88]:

gi(x1) =0y gy (2n)=0. (5-3)

Con igual nimero de ecuaciones e incégnitas, podemos construir nuestra solucion. To-
mando la condicién g;(z;4+1) = gi+1(xi11) para los nudos,

Qjr1 — Q4

a; + blhl -+ Clhl2 -+ dJl? = Q41 — bl =
donde h; = ;41 — ;. Por otro lado, para ¢j(wiy1) = gj11(®iv1) ¥ 97 (Tit1) = 911 (i)
tenemos

Cit1 — G

c; + C+1 3hz

y para las condiciones de frontera naturales,

2c0=0 = ¢ =0,
Cn—1

3h’n—1 ‘

2¢p1+ 6dn—lhn—1 =0 = dn—l = -

Usando estas identidades vemos que

Qiy1 — Q4 2 Qi1 — Q4 Ci+1 — G 2
bj=———ch;, —dih; = ———— —c;h; — | ———— | h;
o Z ho ( s )
Qir1 — Q4 D
— +T — g(cfl’_i_l + 201)
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Por otro lado,

Q42 — Qi41 hi+1( Qi1 — Q4 hi

bisr — b; = -

Cita + 20i+1):| - {

hi+1 3 h;
1
Zh—lh[hz‘(aiw — ai1) = hipa(ain — a;)]
14114
1
— g[hi+1(ci+2 + 2¢i41) — hi(Ciy1 + 2¢;)]
1
~h [hiairo — (hix1 + hi)aigr + hiyras)
i+11
1
- §[hi+101+2 + (2hit1 — hi)civr — 2hic].
Entonces [88],
a;4+92 1 1 a;
biv1 —b; = — — ] a; -
o {hm (hm " h,;) fe ¥ hz}
1
- g[hi+1ci+2 + (2hiy1 — hi)cipr — 2hicy).

La otra expresiéon de b;1 1 — b; nos conduce a

bi—i—l — bz = QCZhl + 3dlh12 = QCth + 3 (M) hZQ = QCth + Ci_i,_]_hl' — Cihi,

3h;
y asi [88],
biy1 — by = hi(cip1 +¢i).
De la combinacién de las ecs. , , tenemos

a;19 1 + 1 + a;
hivi  \hin b)) b

N [awz _
his1

(hiv1Civa + (2hig1 — hi)civr — 2hics) = hi(cipa + )

hiei  hi) Uk

[hiv1Cive + (2hiy1 — hi)cir — 2] + hi(ciyr + ¢;)

I
Wl W~ /W=

[hig1Civa + 2(hi 4 hiv1)ciyr + hici).

Haciendo un cambio de indice i — i — 1 [8§],

di-1 1 1 Ajt1 1
_ — ) a; = —[hi_1¢i—1 + 2(hi—1 + hi)e; + hicii],
{hi—l (hi—l * hi) Gt h; ] 3[ 1Ci—1 + 2(hi—1 + hy)e; + hiciga]
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para i = 2,3,...,n — 2. Notemos que podemos hacer el cambio de notacién a; — g;(z;),
esto debido a que g;(x;) = a;. Més atin, podemos expresar la ec. (5.6) como un producto
de matrices con vectores. Consideremos el par de vectores

g1 (351) C2
92(332) C3
g = : y €= )
gn—l(xn—1> Cn—2
gn—1<mn) Cpn—1

de dimensién nx 1y (n—2) x 1, respectivamente. Este par de vectores debe multiplicarse
por las matrices apropiadas. Dado que el total de elementos h; es n — 1 y que en ambos
lados de la ec. tenemos el valor h;_q, el nimero de columnas de las matrices es
n — 2. Por otro lado, el nimero de filas estd dado por las dimensiones del respectivo
vector.

Llamamos R a la matriz (n — 2) x (n — 2), cuadrada y tridiagonal que multiplica a c,
cuyas entradas distintas de cero son [87], 8]

Tittg = himt, 75 =2(hic1 + hi), 7500 = by,
donde j =2,3,...,n — 2.

Sea QT una matriz (n — 2) x n, tridiagonal que multiplica a g, cuyas entradas distintas
de cero son [87, [8§]

1 1 1 1
qj-14 = By 4,5 = — Tt + n ) = g0

donde j = 2,3,....,n — 2. Usamos Q" pues suponemos que Q tiene tantas filas como g.

Concluimos que la ec. (5.6) se puede escribir como [87, 8]

1
QTg = gRC, (57)

que representa un spline ctibico con condiciones de frontera naturales. Notemos que sélo
se necesitan dos de las cuatro incégnitas de cada polinomio [88].

9.1.2) Interpolacién por rigidez

Dada una coleccion de puntos D, queremos encontrar una curva suave, representada por
g, construida a partir de la interpolacion de los elementos de D. Uno de los acercamientos
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matematicamente mas sencillos que podemos desarrollar para esto es la interpolacion
por rigidez [87]. Si tenemos una curva g en un dominio I = [a, b], existen varias maneras
de cuantificar su rigidez. Una opcién intuitiva de medir la rigidez de una funcién g de
clase C? es célcular la integral del cuadrado de su segunda derivada [87].

La razén de esta eleccion es que, en el contexto de la interpolacion, es natural que
la estimacion de la rigidez no sea afectada por la adicién de una constante o un término
lineal, de modo que si tenemos dos funciones que difieren sélo por estas cantidades su
rigidez sera idéntica. En el caso de los términos lineales, su derivada nos da un valor
constante carente de concavidad, por lo que la funcién g debe ser al menos de clase
C2. Uno podria considerar el maximo de |¢g”|, pero la integral de la segunda derivada
al cuadrado proporciona una medicién global positiva definida, dado que la funcién g
es real.

Debemos demostrar que los splines ctibicos con condiciones de frontera natura-
les son una eleccién éptima para una gran cantidad de funciones suaves. Sea S|a, b] el
espacio de funciones g diferenciables en [a, b], que tienen una primera derivada absolu-
tamente continua y con ¢” una funcién integrable de la forma f(f " (z)dxr = ¢'(t) — ¢'(a)
YVt € [a,b]. Esta condicién se satisface automéaticamente si g es continua y diferenciable
a trozos en [a,b]. En consecuencia, S[a, b] contiene a todas las funciones g de clase C?
[87]. Llamamos Ss[a, b] a este espacio de funciones g doblemente diferenciables a trozo.

Teorema 1 Suponiendo que n > 2, g es un spline cubico con condiciones de frontera
naturales que interpola los puntos P; = (x;,y;) con i = 1,...,n que satisfacen a =
Ty < .. < x, = b. Sea § una funcion en Sla,b| para la cual §(x;) = y;. Entonces
[ §"dx > [ g"*dx, con igualdad solo si G y g son idénticas [87).

Demostracion. Sea h una funcién en S|a, b] dada por h = §— g. Ambas ¢ y g interpolan
los valores y;. En consecuencia h = 0 en todos los puntos x;. Para hacer la integral
del producto ¢”(z)h”(z) usamos integracién por partes: V = ¢"(z), dV = ¢"(z)dz,
U="HW(x)ydU = h"(z)dz. Asi,

Z_/abg///(x) Z/%H 1" h/ )d
Ti41
—_Zﬁd/ h(x ZGd

donde usamos las condiciones de frontera naturales y que h = 0 en los nudos. Ahora,
vemos que

b b b b b
/§//2d$:/ (g”—{—h”)Qde:/ g”2d$—|—2/ g”h”dm+/ hIIde
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b b b
:/ g”2d$—|—/ h”zd:vz/ q"dx.

Encontramos que [ §"?dx > [ ¢"*dx. La igualdad se da si [ h"*dx es cero. O

Asi como encontramos una expresion matricial para los splines cubicos, dada por
la ec. (5.7), podemos encontrar una forma matricial para [ ¢"?dz. Escribimos

/a b[g”(a:)]zd:c = ni / + g/ (2)]dzx = ni / + 2¢; + 6di(x — ;))%dx
_ 42 /wm

i hi
—4 Z/ (2 4 6c;d; 8+ 9d23%]dB = 4 Z[c?ﬁ + 3¢;d; 32 + 3d2 57 ‘0
i=1 0 i=1

¢ + 3di(x — x;)] x—42/ [c; + 3d;8dB

n—1 n—1
=4 [¢Ihi + Beidih? + 3d7hY] = 4 " hilc] + Beidih; + 3d7 B
=1 ]

n—1 B 2
Cit1 — Ci+1 — G 2
=4) b c?+30,~< i )h +3(—) h?
— I 3h; 3h;

[ 1
= 42 hi ¢ + ci(ei — i) + g(cfﬂ — 2Ci41Ci + C?)} :

de modo que [87, 8]

n—1

b
4
/ [9/,<$)]2d$ = 3 Z hz‘(CZZ + ciciy1 + C?H).

=1

Desarrollando la sumatoria, recordando ¢; = ¢, = 0,

/b[g”(:c)]de = %[hlcg + ho(c3 + cacs + ¢3) + ha(c3 + czeq + i)+
' ot hpo( gt engCat ) F it ]
= ;[2(h1 + hy)c3 + 2hacacs + 2(hg + h3)cs + 2hzcscat
ot 2(hns By 2)CE g+ 2R 9Cn2Cn 1+ 2(hp_o 4+ hy1)cE ]
= ; {c2[2(hy + ho)co + hacs] + c3[haco + 2(ha + hs)cs + hacy)

Tt Cn—?[hn—?)cn—?) + 2(hn—3 + hn—2)cn—2 + hn—QCn—l]
+Cn—1[hn—20n—2 + Q(hn—Q + hn—l)cn—l]}
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i
L

ci[hi_lci_l + Q(hi_l + hz)CZ + hici—i-l]-

[GVIN )

||
N

%

Conseguimos una expresion proporcional a Re multiplicada por valores 2¢;/3. Hemos
encontrado que la integral se expresa de forma matricial como [87, 8]

[ @pds = e Re. 53)

95.1.3 Suavizacién de splines

Supongamos que tenemos una coleccién de datos D = {P; = (x;, f; £ f;), coni =
1,...,n} donde cada punto cuenta con una incertidumbre asociada. Dada la funcién ¢
en S[a, b], construimos [8§]

S0 =A% |28 0w [ @, 5.9)

con A € [0,1] un pardmetro de suavizado. El propdsito de la ec. es cuantificar la
suavizacion del spline cubico mediante el contraste de los términos que la componen. El
primer término es una suma de minimos cuadrados cuyo proposito es medir la fidelidad
del spline con los puntos de D, mientras que el segundo término cuantifica la rigidez que
presenta el spline al momento de ajustarse a los datos. Ambos términos estan mediados
por el parametro de suavizado.

Supongamos que g es una funcién genérica de clase C? y ¢ un spline ctibico con
condiciones de frontera naturales. Por definicién, g(x;) = g(z;). Esto nos conduce a
S [(fi— Q(xi))éfi_l]z =3 [(fi— g(mi))5fi_1}2. Sumado a esto, por las propiedades de
optimizacién de la interpolacién de splines ctbicos, [ §"dx < [ ¢"*dx. Asi, para A > 0
concluimos que S(g) < S(g). A menos que g ya sea un spline cibico con condiciones de
frontera naturales, podremos encontrar un spline que minimiza la ec. .

Ahora, debemos encontrar, de entre todos los splines ciibicos, aquel que minimiza
la ec. (5.9)) y asi dejar a A\ como tnico pardmetro libre. Para ello, primero expresamos
a la funcién S(g,\) de forma matricial [87]. Dados el vector y matriz

fi ofi? 0 - 0 0
f2 0 dfs? - 0 0
f=1 : y W=[ : ST S I
fn—1 0 0 - 0f,2 0
fn 0 o - 0 5f2
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podemos escribir la ec. (5.9)) como
2
S(g,\) =Af—g)"W(f —g)+ 3(1 —Mc'Re. (5.10)
Para encontrar el § que minimiza a S(g, \) basta con
05(g, M)
g

Es necesario escribir ¢ en funcién de g para esto. Usando la ec. (5.7) es claro que
3R 'QTg = c, debido a que R es invertible. Asf,

=0.

g=g

S(g, \) = Af"Wf — 2g"WF + g"Wg) +6(1 — \)g'QR'Q'g
=g' AW +6(1 — \)QR'Q']g + MTWF — 2 g" WH.

)

Ahora,

=2[AW +6(1 — \)QR'Q']g — 2AWf =0

g=g

= {W +6 (%) QR‘lQT} g =Wf
= [JI +6 <¥> WlQRlQT] g=*f

1— A
:»g+2(T) W'Qc = f.

El § que minimiza la ec. (5.10]) es
g=f—20,W'Qc, (5.11)
donde ay = (1 — \)/A.
La ec. (5.11)) nos dice que g estd en funcién de c. Necesitamos una ecuacién para

determinar los valores de c. Tomando la ec. (5.11]) y multiplicando por la izquierda con
Q7 tenemos

1
Q'E=Q'f-20,Q'W'Qc = IRc=Q'f-20,Q"W'Qc,
y asi,

1
sR+20,Q'W Q| c=Q'F.

Esta ecuacién tiene la forma de un problema elemental de algebra lineal. Por tanto,
tiene solucion mediante numerosos algoritmos. Podemos decir que

B(AM)c=z con B(\) = éR +20,Q"WIQ y z=Q'f. (5.12)
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SECCION 5.2

Validacidon-cruzada

El propésito del método de validacion-cruzada (VC) [89] es tener la mejor prediccién
posible para nuevos puntos. La curva ¢ tiene la propiedad de que, para valores de f en x,
g(x) es la mejor prediccién de f. Una buena eleccién de g(z) es aquella que minimiza la
ec. . Cuando el método VC es aplicado a un conjunto D, este es capaz de construir
buenas predicciones a partir de los datos existentes.

9.2.1 Eleccion del parametro A

Dado el punto Py = (xg, fr 29 fi), lo consideramos omitido del conjunto D con que cons-
truimos la curva §. Definimos a §(—*) (x; \), dependiente de A, como la curva construida
por los datos restantes, que minimiza a

S(\) = )\; (f_é—?(x)y +(1-2) /ab[g”(x)de.

)

Juzgamos la capacidad de §(=%(z; \) para extrapolar un nuevo dato P en base a qué
tan bien describe a Pj. La eleccién de Py es arbitraria. Cuantificamos la eficacia del
método VC, dependiente de A, mediante la funcién [87]

e ) g A 2
VC()\):%Z(fZ géfi( “A)) . (5.13)

i=1
El objetivo es elegir el valor A que minimiza a VC(\). La evaluacién de esta funcién
depende en gran medida de cémo construimos a §(=% (z; \).

9.2.2 Optimizaciéon del método VC

Debemos construir una expresion donde el spline ciibico ¢ tenga una dependencia lineal
de los datos f; a través una relacion del tipo

&= Af, (5.14)

donde A()) es una matriz que mapea los valores f; en sus valores predictivos §(z;).
Para obtener la forma explicita de A()), usamos las ecs. (5.11] [5.12). Notemos que
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c =B }(\)Q™f, pues B(\) es invertible. Entonces
§=f—20,W'Qc=f—20,W QB (\)Q"f
= [I-20,W'QB'(N)Q"] f = A(ME.
Asi, la forma explicita de la matriz de mapeo es [87]

AN =T1-2 (%) W 'Q ER +2 <¥) QTW‘lQ] B Qr. (5.15)

Teniendo la forma explicita de la matriz de mapeo, procedemos con un paso clave en
el desarrollo de una forma econémica para el célculo de VC()).

Teorema 2 La funcion de VC satisface
_is b 9{Ti) 1
VO =5 ; Jf? (1 —Ai(N) /) (516)

donde § es el spline suavizado calculado a partir del conjunto de datos D = {(x;, f; £ i),
con i =1,2,....,n} con pardmetro de suavizado A [87).

Demostracion. Basta con desarrollar un lema que involucra expresar f; — ¢ (z;) en
términos de f; — g(z;) v la i-ésima entrada de la diagonal de la matriz de mapeo.

(k) _

i =

Lema 1 Para valores X\ y k dados, g% denota un vector con componentes g
G (x5, )\), y definimos un vector £* tal que [87]

fi="1 paa itk y fi=0""(w).

Entonces

g=h = AN

Demostracion. Para una genérica funcién g,

S(A) = Ai (%W)Q F1-N) /ab[g”(z)]zdzc

B * Z ) 2 b
>\ > (—fi ; é(mz)) +(1-N) / 9" (2)Pdx
fi* - g(_k) (‘TZ) ’ ’ ~(—k)n 2
=03 (—512* ) . )\)/a 9P (2)2da.

Llegamos a que ¢(*) es aquel que minimiza S()). En consecuencia, podemos decir que
satisface una relacion del tipo g(=% = A (\)f*. U
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A partir de este resultado, podemos obtener una nueva expresion para f, —
¢ (x4). Primero, definimos [S7]

97 () = AN =D Ay(NS =D Al
j=1 Jj=1
Ahora,

Fe= 8T @) = o= DAk = o= Y Ay — Aty
=1

j#k
= fr — Z A f7 — A (1) + Awefr — Arif
ik
= Jfe — ZAkjfj + Awrfr| + [Arfr — Akkg(ik)(xkﬂ
ik

= fi =Y Auifi + A [Fr — 5P (k)] -
j=1

De esta relacién, sigue

[ — a7 (@0)] — Aw [fo — 37 (an)] = fr — G(a)
= (1= A [fr — ()] = fr — 9(xn)

= fi— g () =
Sustituyendo este resultado en la ec. (5.13)), tenemos [87]
Lo~ U (fi—gl)\°

Ve = =S (L9

que es lo que queriamos demostrar. O

9.2.3 Validacion-cruzada generalizada

La validacion-cruzada generalizada (VCG) es una modificacién de la VC, popular para
la eleccién del pardmetro de suavizado A [87, 89]. La ec. nos muestra que para
estimar puntos P omitidos en nuestro conjunto D, basta con dividir la diferencia del
residuo de minimos cuadrados por el factor 1 — A;;(A\) al cuadrado [87, [89)].

La idea basica de la VCG es reemplazar este factor por su valor promedio, 1 —
n~'TrA()). La funcién VCG()) se construye de manera andloga al caso de la VC
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ordinaria, por la suma de los minimos cuadrados, de modo que [87, [89]

1o~ 1 RGOS
VOGO = — ; e (1 _fn{f}(rA)(AQ . (5.17)

Justo como la VC ordinaria, la VCG selecciona el parametro de suavizado A a través de
su evaluacion, de la ec. , en un dominio preestablecido. En nuestro caso, evaluamos
VCG(A) sobre A € [0,1]. Si se da el caso en que todos los términos A;; son iguales,
encontramos que la VCG y la VC son idénticas sobre .

SECCION 5.3

Modelo de fracciones continuas

Los calculos desarrollados en las secciones anteriores tienen como objetivo estimar nue-
vos valores P que presenten menos fluctuaciones, con el fin de obtener una funciéon
de ajuste, usualmente llamada fit o modelo, dada por una expresion analitica. Estas
funciones analiticas, o modelos, cuentan con una serie de constantes que se calculan
a partir de los datos estimados y suavizados. Un ejemplo de estimaciones calculadas
a partir del método VCG se puede observar en la Fig. 5.1} Resulta evidente que los
valores suavizados reproducen el perfil de una funcién suave de manera mas clara.

Figura 5.1: Comparacién entre las mediciones experimentales del FFE del pién [48] y
los valores suavizados por el método VCG.
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9.3.1] Método de puntos de Schlessinger

El tratamiento numérico del conjunto D debe tener como resultado un modelo analitico
que se debe caracterizar por ser mondtono, decreciente y continuo, pues estas son las
caracteristicas de los FF.

Consideremos una funcién analitica f(z) que representa a algin FF. Solo contamos
con un numero finito de puntos D mediante los cuales buscamos reproducir al FF. La
manera tipica de proceder en estos problemas es usando una representacion polinomial.
Sin embargo, este camino tiene la desventaja de propagar facilmente los errores de
estimacién de un punto a toda la funcién. El método de fracciones racionales (MFR)
[90] presenta una serie de ventajas respecto a las técnicas estdndar. Las restricciones
globales impuestas a la aproximacién de f(z) dadas por el MFR inhiben la propagacién
y crecimiento de los errores en el modelo. Una técnica de andlisis numérico bien conocida
es el método de aproximacién de Padé [91], el cual requiere los coeficientes del desarrollo
en serie de Taylor de f(z). La variante del MFR que utilizamos presenta similitudes
con el método de Padé, con la diferencia de que empleamos el conjunto de puntos D en
vez de los coeficientes de la serie de Taylor para la construccion del modelo.

Esta ruta de trabajo para las fracciones racionales se conoce como método de puntos
de Schlessinger (MPS), propuesto por L. Schlessinger [90]. Suponemos que todos los
f(z;) pueden ser expresados como un cociente de polinomios,

PN(l’i) .
flr;)) = ——=, parat1=1,2,....,n,
) = Qurlan)
donde

N M
Py(x) = Zpkiﬁk y Qu(z)=1+ Z .
k=0 k=1

Notamos que, de las expresiones para Py(x)y Qu(z), tenemos N + M + 1 incdgnitas.
En consecuencia, n = N + M + 1, para que este sistema tenga solucién. Entonces,
podemos expresar las fracciones racionales como un cociente de la forma

_ Pn(x)
Qu(z)’

siendo esta una representacion genérica. Una eleccion particular para representar este
cociente es [90]

RN,M(J;)

Colz) = / fii)m . (5.18)
L — )

ap_g(@—zpH_2)

1
+ Itap_1(z—wp_1)
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Es sencillo ver que C,(z1) =
truidos de tal forma que C,(x

la ec. ((5.18) como

[ _ ar(z — )
G0 gE O A0S e

f(x1) v que los coeficientes ay, ..., a,—; pueden ser cons-
i) = f(z;). Para el célculo de los a;, procedemos a escribir

ap—g(@—zpn_2)
14 n—al "n—sl
+ I+an_1(@—zp_1)

donde es claro que Z;(z;) = 0. De manera general, decimos que [90]

a;(x — x;)
1+ aiy1(T—Tiy1)

Y

ap—g(T—zpn_2)

1 [ L L R—
+ It+an_1(@—xp_1)

tal que Z;(x;) = 0. Para Z5(z3) = 0 tenemos

Cala) = Flan) = — L&) T MT g i ) HH N 1] '

1+ ay (1‘2 — X 1)
Hemos encontrado una expresion de a; en términos de los elementos de D. Conociendo
ay, podemos calcular ay. Considerando Z3(z3) = 0,

f(z1) 1 [ ar(xs — 1) 1} .

el T ) e/ -1

Cn(z3) = f(23) =

Siguiendo este procedimiento recursivo podemos calcular las constantes a; del MPS. La
forma general de este algoritmo es [90]

1 ai—1($i+1 - %‘—1)

-1
($i+1 - :L',) ai—a(Tig1—wi_a) 1

, (5.19)

aj(zi41—71) .
L [f(z1)/f(ziq41)]-1

donde i =1,2,....n — 1.

Las ecs. , nos caracterizan completamente un modelo del MPS. Este
modelo tiene la ventaja de poder extender su dominio de evaluacion mas alla del dado
por los datos. Para nosotros, la derivacién de, por ejemplo, el radio de carga eléctrica
se vuelve posible. Sin embargo, la aplicacién cruda del MPS no garantiza un modelo
con las caracteristicas deseadas. Para entender esto, es necesario hablar brevemente de
los nimeros pseudoaleatorios.
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9.3.2 Numeros pseudoaleatorios

Todo el algoritmo desarrollado hasta el momento se enfoca en suavizar los valores
centrales f; de cada P; = (x;, f; £ 0f;). Podemos usar las incertidumbres ¢ f; de ca-
da medicién para generar una nueva estimaciéon fl Para este propésito, los ntimeros
pseudoaleatorios son de gran ayuda.

Los nimeros pseudoaleatorios son una herramienta ampliamente usada en los méto-
dos numéricos, empleados para obtener multiples valores posibles de alguna cantidad
aleatoria. En el caso del presente trabajo donde se usan datos que poseen una incerti-
dumbre, los niimeros pseudoaleatorios proporcionan nuevas estimaciones de los datos,
a partir de los originales, que permiten calcular nuevas estimaciones estocasticas. Exis-
ten multiples bibliotecas que ofrecen herramientas computacionales para la generacion
de numeros pseudoaleatorios. Para este trabajo, utilizamos la biblioteca Boost (C++
Libraries) [92], que ofrece multiples funciones de distribucion y semillas de generacién
de nimeros pseudoaleatorios.

Figura 5.2: Comparacién entre las mediciones experimentales del FFE del pién [48] y
un modelo del MPS con datos estocésticos sin restricciones.

Para generar nuevas estimaciones fl de los datos utilizamos la distribucion normal
de probabilidad N (u, o) definida en la biblioteca Boost, donde u = f; y 0 = 0 f;. Esta
distribucién se encarga de devolver un valor pseudoaleatorio ﬁ Esto se hace para todos
los elementos de D. Sin embargo, esta coleccién de datos pseudoaleatorios D, asf como
el conjunto valores centrales D, pueden generar un modelo del MPS que no sea continuo
ni monotono decreciente, como se puede ver en la Fig. donde un modelo del MPS
construido con datos estocasticos generé una funcién con polos en Z = [0, x,]. Para
solucionar esto, es necesario imponer restricciones al modelo del MPS.
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5.3.3] Restricciones al MPS

Para garantizar que el modelo del MPS cumpla con la condiciones requeridas, es per-
tinente tener una manera de controlar la derivada de los splines cibicos. Para realizar
esto, escribimos las funciones g(z) en una forma conveniente. Tomamos la ec. y
la reescribimos como

gi(z) = a; + b;h(z) + c;h*(x) + d;h* (), (5.20)
donde h(z) = x — x;. Sabemos que los splines ciibicos pueden ser representados tinica-
mente con los a; v ¢;. Recordando las identidades,

Qit1 — 4
h;
al ser aplicadas a la ec. , nos dan

;41 — Q4

Civ1 — G

bi = )
3h;

— ¢ih; — dih? y di=

— o + [u] h(z) + c[h2(z) — heh(2)] + di[h®(2) — h2h(z)]

h;
— hii[aihi + a;1h(x) — aih(l’)] + ch(z)[h(x) — ] + dih(z) [P (x) — K]
_ Giph(x) +§f[hi - — {eih(@)[h; — h(@)] + dib(z)[h2 — h2(2)]}
_aipih(x) + ai[h; — h(z)]
B h; —G(z),

donde
G(x) = c:ih(x)[hi — h(z)] + dih(x) [k — h* ()]

C

= cih(@)[h; — h(z)] + (C"*;,,; ) h(@)[h; = h(@)][h; + h(z)]

— () h; — h(x)] { + (CH?l)h ) e+ ) ]}

= 31“ (I)[hz - h(l‘)] {3C7jh7j + C,'_H[hi + h(g;)] — ¢ [hz + h(x)]}

= () A — h(e)] { [1 + h(x)] o {1 * h_—h(aﬂ } |

h; h;
Asi, la ec. (5.20]) se escribe en términos de los a; y ¢; como [87]

gi(x) = - h;

— Sh(e)hi — h() { {1 i h;(f)} I {1 ! h_Th()} } |
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Ahora, podemos obtener una expresioén para ¢'(x) en términos de valores conocidos.
Notemos que el comportamiento de h(z) para cualquier subintervalo I; = [z;, ;1] es
el mismo: h(z;) = 0y h(z;41) = h;. Dadas las caracteristicas de los FF, le exigimos
a la derivada del spline ctibico que ¢'(x) < 0. Es conveniente poner esta derivada en
términos de h(z), por lo que hacemos la relacién dh(z) = d(x — z;) = dx. Para poder
escribir la derivada de forma matricial, debemos elegir un valor = para evaluar. Elegimos
r = Xi11, por lo que

di(x) = dg;ff) = ‘;%g)) = ‘““h: S % <[hi — h(z)] {cm [1 + h;(ﬂ

+e; {1 + h_h—h(x)} } — h(z) {Cm {1 + h;if)} T {1 " h_h—h(x)}}

C;

+h(x)[hi — h(z)] [ijl - h_D

=Bt (2w e [14 52 | e [ AR
+%>[m — h(@)][eins — cz-]) :

(2

Ahora,

)

i1 — a1 hi hi — h;
G (wip1) = % -3 ([hi — 2hy] {cm [1 + ﬂ +ci [1 +— } }

hi a; — Q; hz
+h_i[hi — hil[ci1 — Cz]) = HT + 3[262‘“ + cil.

Encontramos que la restriccion ¢'(z;41) < 0 se representa como

aip1—a; Dy
— + —[2¢;41 + ¢ <0.
hi 3 [ i+1 Z] ~
Esta desigualdad se limita a cuantificar la derivada en un punto. Para tener el compor-
tamiento global debemos expresar la derivada como un producto de matrices y vectores.

Sea M una matriz bidiagonal de dimensiones (n — 1) X n cuyas entradas distintas de

cero son
1 1
mi; = —3—, mii+1 = 7,

h; h;
cont=1,2,...n—1.
Sea D una matriz bidiagonal de dimensiones (n — 1) x (n — 2) cuyas entradas distintas
de cero son

di,i - 2hz7 di—l,i - hiu
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cont=1,2,...n—1.
Asi, la condicion para la derivada global del spline ctibico se escribe como
1
Ma + §DC <0. (5.22)

Esta expresion tiene la ventaja de no ser una comparacién directa entre los puntos P
suavizados. En caso de que alguna de las filas del producto sea mayor a cero, y antes
de descartar el modelo, procedemos de la siguiente manera: para el intervalo I; con
derivada mayor a cero, construimos una funcién k;(x) dada por

ki(z) = o+ Bz — z;) + (2 — 23)?,

que usa a g(z;) v g(x;+2) para construir un g(x;41) que satisfaga la restricciéon. A esta
funcién le exigimos que

=0.

ki(zi) = g(w:),  ki(wipe) = g(wi2) ¥ (dki(x)>

dx

De la primera y tercera condicién se concluye que a = g(x;) y f = 0. Por otro lado, la
segunda condicion nos dice que
9(Tiv2) — g(x;)

(Tipo — )2

ki(ziga) = g(xite) = g(x:) + Y(ige — 2:)° = 7=
Asi, )
f(e) = 90 + [ooi) — )] ()

Entonces, como k;(x;11) = g(x;11), tenemos que

G(zen) = 9(22) + [9(xise) — g(z2)] (—‘x) . (5.23)

Tiyo — X4

Para el caso de I,,_1, donde no hay un g(z,.;) para comparar, reformulamos la ec.
(5.23) como

2
3o = olea-s) + o) = glon)] (22 ) (s
Tp—1 — Tp-2
Sin embargo, atin con los datos suavizados de la manera deseada, sigue existiendo la
posibilidad de que el modelo del MPS presente polos. Perfectamente puede existir una
funcién C,(z) con x € Z que tenga uno o méas polos. Una forma segura de verificar
el modelo es haciendo una evaluacién y comparacién directa de C,(x) en un nimero
m > n de puntos, lo suficientemente grande para aproximarse a una evaluaciéon en todo
Z. Entonces, para toda funcién C,(z) debemos verificar que

Cu(z;) > Cul@jisn), (5.25)
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conj=12..myl>|z; —z;>0.

La implementacién de estas restricciones nos permite separar aquellos conjuntos
de datos pseudoaleatorios D que producen un modelo del MPS mondétono y continuo
de aquellos que no cumplen nuestras restricciones, como se puede ver en la Fig. |5.3| que
compara un modelo “A” sin restricciones, usado en la Fig. [5.2] con un modelo “B” con
restricciones.

Figura 5.3: Comparacién entre las mediciones experimentales del FFE del pién [48] con
un modelo A del MPS sin restricciones y un modelo B del MPS con restricciones.

Con todos los conceptos anteriores desarrollados, podemos construir un modelo del
MPS que reproduce algtin FF. Considerando que C,(z) = {F(Q?%), A(Q*), D(Q*)},~
podemos obtener los valores de los FF en cero, asi como los radios de carga, masa y
mecanico de los hadrones a partir de las ecs. (3.54] 4.33] [4.34} {4.37). También, resulta

util para calcular la ec. (4.36]).

SECCION 5.4

Calculo de los radios

El algoritmo que hemos desarrollado permite construir un modelo del MPS que, apo-
yado por determinadas restricciones, genera una propuesta de FF que es mondtona,
decreciente y continua. Ademads de este resultado confiable, el algoritmo presenta una
caracteristica que podemos explotar de manera notable. El uso de niimeros pseudoalea-
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torios nos permite considerar la incertidumbre de los datos y transmitirla al valor final
a través de la construccién de numerosos conjutos de valores pseudoaleatorios, de los
cuales obtenemos su respectivo radio, o cantidad de interés, y en consecuencia podemos
tener un valor promedio con su incertidumbre.

95.4.1 Obtencion del promedio final

Sea D = {P; = (x4, fi £0f;), coni=1,2,...,n} nuestro conjunto de datos. Construi-
mos un total de ko — 5 grupos denotados por {D}}, donde ky = n/2. En caso de que kg
sea fraccionario, tomamos el entero mayor inmediato. Cada grupo {D}} cuenta con £,
elementos, siendo los elementos conjuntos D4 formados por combinaciones de los P; del
conjunto D. El superindice k denota la cantidad de puntos que forman a DJ, mientras
el subindice ¢ denota el nimero del conjunto D§. En cada grupo no debe haber dos con-
juntos iguales. Los indices corren de la siguiente forma: £ =6,7,.... kg y £ = 1,2, ..., {y.
Estos grupos se visualizan como

( D? 3 ( DI ) ( ,Dllgo \
D§ Dj Dy’
Py =4 ¢+ ¢ AP =9 & o {DPEF=9 5 0
Dp, 1 Dj, 1 Dy,
| Dho ) | Dh ) [ Dty )

donde explicitamente D} = (Pal,Paz,, ---773%7177)%)7 con los Py, elegidos mediante
nimeros pseudoaleatorios por una distribucién uniforme de probabilidad que va de 1
hasta n y ordenados de tal forma que z; < ;1. Ahora, tomamos cualquier D} y
generamos un total de mg conjuntos de valores pseudoaleatorios que denotamos por
D¥(m). Tlustramos este grupo como

Di(1) )
Dj(2)
{Dtm)} = ; . con Df(m) = (P, P, . P Pl
\ D?(m()) J

donde P = (xj,fjm) A partir de cada DF(m) calculamos un radio, ecs. (3.54} [4.33|
4.37)), o cantidad de interés, por lo que nuestro resultado final es un promedio de
un total de sg = (kg — 5) X Iy X mq valores.

Denotamos al radio, o cantidad de interés, asociado a D§(m) como r§(m). Una vez

se hayan obtenido todos los 7§ (m) de cada D¥(m), calculamos el radio r¥ de {Df(m)},
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con su respectiva incertidumbre (o,)¥, mediante

mo mo 1/2
ry = mio > rj(m), (00)f = {mol_ 7 > - rf(m)f} : (5.26)

Después, el radio r* e incertidumbre (o,.)* de cada {D}} lo calculamos como

1 & 1 & 2 2
Tk:%Zréf, (0,)F = {6_22[(07«)’;} } : (5.27)

0 p=1

Finalmente, el radio r e incertidumbre o, se calculan por

1 & TR 2 R b
_ k _ k Lk
r7k0—5zr’ o, = —(k0—5)22[(0r)] —|—k0_62[r 7"] . (5.28)
=6 k=6 k=6

En este caso, o, estda formada por dos términos, debido a que los promedios de los
{D}} fueron obtenidos de conjuntos con diferente cantidad de puntos, lo que implica
una segunda fuente de incertidumbre. Entonces, el valor final del radio, o la cantidad
de interés, esta dado por

(r) =r=+o,. (5.29)

9.4.2 Implementaciéon del método numérico

En esta implementacién se utiliz6 la biblioteca Eigen/Dense [93] para C++, enfocada en
algebra lineal. Por otro lado, se discretizaron los dominios de evaluacién para la funcion
VCG y el modelo del MPS como a continuacién se describe.

» Dado A € [0,1] para la funcién VCG, lo discretizamos como A; € (0,1), donde
\i = Ao X 4, siendo \g = 107* con i = 1,2, ..., 10* — 1.

» Para el modelo del MPS que se evalia en Z = [0, z,], discretizamos = como
z; € [0,z,), donde x; = x5 X j, siendo x5 = x,,/10° con j =0,1,2,...,10° — 1.

De manera general, el algoritmo utilizado se puede sintetizar de la siguiete forma:

1. Dado un conjunto D, construimos los respectivos {DF}, junto con los {D¥(m)}
generados a partir de nimeros pseudoaleatorios.

2. Seleccionamos un D§(m) para calcular su respectivo r§(m).
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3. Introducimos los datos de DF(m) en la ec. (5.12) para obtener c. Utilizamos el
método de descomposicion de Cholesky debido a que es especialmente agil para
sistemas con matrices diagonales. El resultado se introduce en la ec. (5.11)) para
obtener g.

4. Evaluamos la ec. (5.17)), donde f; — f;, para todos los \; € (0,1) y encontramos
el Aopt que minimiza la funcién VCG.

5. Verificamos que el spline ctibico generado satisfaga la ec. (5.22)), y en caso de que
no lo haga, usamos las ecs. 5.24]).

6. Obtenido el § dado por Ay, lo introducimos en las ecs. (5.18}5.19)) para el modelo
del MPS.

7. Evaluamos C,(z) en todo Z, verificando que el modelo sea monétono, decreciente
y continuo. De persistir los polos, el Df(m) es descartado y se crea uno nuevo.

8. Mediante C,(x) calculamos nuestra cantidad de interés.

9. Repetimos el procedimiento para todos los conjuntos de datos pseudoaleatorios.

10. Utilizamos las ecs. ((5.26H5.28|) para obtener la ec. ([5.29)).

Con este algoritmo, las cantidades de interés que podemos obtener de forma direc-
ta, mediante el método de VCG y MPS, son: F}, +(0), Ap(0), Dyx(0), AL(0), (rpx)etéc:
(Pr)masa Y (T )meca- Para el calculo de (7)) masa ¥ (Tp)mecs Usamos los promedios 7% corres-
pondientes en las ecs. (4.33] [4.34]). Teniendo claro ctiales son las cantidades que vamos
a calcular, podemos definir el valor de ¢y y mg, los cuales son

lo =500 v mg=100.

Por su parte, el valor de ky depende de la cantidad de puntos de cada D. Para el calculo
de cualquier derivada que sea requerida, utilizamos el método de diferencias centrales,
~ Cn(l’o + ho) — Cn($0 — ho)

C;L(xo) ~ 2h0 ?

donde hy = 1075, El ntmero total de valores a promediar para cada una de las canti-
dades de nuestro interés se presenta en la Tabla 5.1.

Por 1ltimo, es necesario hacer el tratamiento de la ec. de manera separada al
resto de estimaciones. Hacemos el calculo de la integral mediante dos métodos diferentes,
cada uno con sus ventajas y limitaciones. Sin embargo, ambos comparten los mismos
datos pseudoaleatorios.

Para el primer método, tomamos el modelo dipolar (MD), ec. (4.35]), del cual
tenemos el valor analitico de su integral, ec. (4.36)). Con la extrapolacién del término-D
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H Hadrén FF No. de puntos kg So H
F,(Q%) 33 17 600,000
Protén (p)  A,(Q?) 34 17 600,000
D,(Q?) 33 17 600,000
F.(Q% 30 15 500,000
Pién ()  Ar(Q?) 25 13 400,000
D, (Q?) 24 12 350,000

Tabla 5.1: Listado de los FF del protén y pién con los niimeros kg y so.

fijamos la constante «, dejando tinicamente a A* como pardmetro libre. Suponemos que
A? € (0,2), pues en los trabajos previos que ttilizan este modelo [59] [63] el valor de A?
siempre es inferior a dos. Ademads, las primeras pruebas del calculo numérico se hicieron
con dominios mayores, de cero a cinco, y los valores que tomé el parametro nunca eran
mayores a dos. Asi, dada la funcién de minimos cuadrados

n

MC(A?) = Z[D2(ti§ A?) — g(t:)]?, (5.30)

=1

elegimos el Agpt que la minimice. La ventaja de este método radica en tener una integral
de cero a infinito, pero que no involucra los valores §(¢;). Dado A2 = 107>, tenemos
A? € (0,2), donde A? =A2xiyconi=1,2..2x10°—1.

Para el segundo método, tomamos C,(x) del modelo MPS y expresamos su integral
en la forma de una suma de Riemann en el dominio Z, donde el elemento diferencial
Axg = z,/10°. Asi,

10°

/x" Dyt = Azy 3 Cul), (5.31)

donde x; = zg X j. La ventaja de este método es que trabajamos explicitamente con los
valores ¢(t;), a costa de no hacer la integral de cero a infinito, pues nuestro algoritmo
sélo nos garantiza que C,(x) es monétona, decreciente y continua en Z.

Debido a que el segundo método depende explicitamente del dominio Z, este caso
especial debe tener un niimero ¢ menor al resto de cantidades. Imponemos una condicién
adicional: para el calculo de las ecs. , tomamos tUnicamente aquellos D
que contengan al Q2 , esto con el propdsito de tener el valor més exacto posible
para la ec. . Adicional a esta restriccién, calculamos otro caso especial de la
siguiente forma: tomamos todo el conjunto D para D,(Q?) y le aplicamos el algoritmo
desarrollado previamente, en concreto del punto 3 al 9. Hacemos 500 conjuntos de
valores pseudoaleatorios y una vez se tienen los g respectivos, construimos sus ecs.

(136, :31).
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Capitulo

Resultados

La discusion sobre los resultados del método numérico se divide de la siguiente forma:
primero, exponemos los promedios finales de los valores de los FF para un momento
transferido nulo, posteriormente los radios de carga, masa y mecanico, asi como las can-
tidades auxiliares o reescaladas. Esto se hace primero para el protén y, posteriormente,
para el pién. Después, profundizamos en los resultados de las cantidades de interés
para cada grupo {D}}, asi como el comportamiento del pardmetro de suavizado Ap
y la funcién VCG(Aopt), para cada FF. Finalmente, comparamos los resultados de este
trabajo con aquellos obtenidos previamente en la literatura.

SECCION 6.1

Resultados numéricos

6.1.1 Promedios finales

Para el caso del protén, los valores de sus FF en ¢> = 0 GeV? estan dados por

F,(0) = 1.00003 = 0.00003,
A,(0) = 0.959 4 0.014, (6.2)

—~
&
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D,(0) = —1.332 £ 0.042. (6.3)
Anadimos el valor de

A’(0) = —0.0286 + 0.0034 fm?, (6.4)

mientras que las estimaciones de los radios de carga, masa y mecanico son
(rp)eréc = 0.827 £ 0.003 fm, (6.5)
(Tp)masa = 0.520 £ 0.017 fm, (6.6)
(rp)MPS — 0.562 4 0.010 fm, (6.7)
(rp)MD = 0.427 4 0.011 fm, (6.8)

respectivamente. Por otro lado, los valores finales de las integrales son

Tups = 0.991 £ 0.029 GeV?,
Tap = 1.725 + 0.041 GeV?2.

Ahora, para el caso del pién, encontramos que los valores de sus FF en ¢ = 0
GeV? son

F.(0) = 0.994 + 0.002, (6.9)
A-(0) = 1.014 + 0.009, (6.10)
D,(0) = —0.755 + 0.020, (6.11)

mientras que las estimaciones de los radios de carga, masa y mecédnico estan dadas por

(rYersc = 0.634 4 0.016 fm, (6.12)
(rr)masa = 0.347 £ 0.012 fm, (6.13)
(rYmecs = 0.357 & 0.021 fm, (6.14)

respectivamente. Por otro lado, los valores reescalados para los radios de masa y mecani-
co son

(rg)yma~HA0 MV — (0 421 +0.015 fm, (6.15)

masa

(rp) e 140 MY — (9 433 £ 0.025 fm. (6.16)

También, podemos obtener las relaciones de proporcionalidad entre los radios de
las particulas. Tomamos como parametro de comparacion a los radios de carga eléctrica,
por ser los mas estudiados y derivados con datos experimentales. Para el caso del proton,
el cociente carga-masa es

T.masa
( - " ) = 0.629 £ 0.023,

elé
Tp

mientras que los cocientes carga-mecanico son

rmecé—MPS rmecé—MD
£ | =0.680 £ 0.014, £ | =0.517+0.015,

eléc eléc
Tp Tp
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para ambas estimaciones del radio mecénico. En el caso del MPS obtenemos que la
jerarquia de radios es

masa meci-MPS eléc
Ty <y <y, (6.17)

mientras que para el caso MD obtenemos

meca-MD masa eléc
[ <y <l (6.18)

Para ambos casos, la distribucion de la masa y el volumen mecanico son mas compactos
que la distribucion de la carga eléctrica. Pero, dependiendo del método de integracion,
la posicion del radio mecanico en la jerarquia cambia. Por otro lado, en el caso del pion,
donde tomamos los radios reescalados, encontramos que los cocientes de proporcionali-

dad son s
(T” ) — 0.664 + 0.027,

eléc
L=

en el caso carga-masa, el cual cae dentro de los limites fisicos [94], que estan dados por
el dominio (rmasa/reéc) ¢ [11],y

2
,rmecé
( u " ) = 0.683 4 0.058,

elé
L=

en el caso carga-mecanico. Para el pién encontramos que la jerarquia de los radios es

masa meca eléc
past et ool (6.19)

la cual coincide con el caso de la ec. (6.17)).

Pasamos a presentar detalladamente los resultados para los FF del protén, seguidos
de los resultados para los FF del pion. En ambos casos, el orden en que se presentan

los FF es: F(Q?%), A(Q%) v D(Q?).

6.1.2 Resultados para los factores de forma del protén

FFE. Los valores obtenidos para este FF estan restringidos a rangos bastante estrechos.
Mientras que F,(0) coincide completamente con el valor teérico, comparar F'(0) = 1
con la ec. , el radio de carga se encuentra en un rango de rgléc € (0.81,0.84) fm,
como se puede ver en la Fig. y la Tabla 8.1, lo cual indica que, independientemente
del nimero k de puntos, el modelo del MPS con VCG tiende a arrojar valores similares
en este caso.

Antes de pasar a la discusién sobre el comportamiento de pardmetro Ao, asi
como de la funcién VCG(A,pt) para este FF, y el resto de casos, debemos recordar qué

significan los valores extremos del pardmetro de suavizado. Partiendo de la ec. (5.9) es
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Figura 6.1: Arriba: valores obtenidos y promedio final, ec. (6.1)), para F,(0). Abajo:
valores obtenidos y promedio final, ec. (6.5), para (r;)eléc-

evidente que Aoy ~ 0 significa que el conjunto de datos pseudoaleatorios ajustados g
fue sometido a una suavizacion total, mientras que si Ao & 1 entonces § no requirié
ninguna suavizacion. Valores intermedios, como es logico, indican que una suavizacion
parcial fue necesaria para hacer que g satisfaga las restricciones impuestas.

Para el FFE del protén, el pardmetro de suavizado Ao tiende fuertemente a
tomar los valores extremos del dominio. Se presentan dos picos muy pronunciados en
los extremos del rango de valores. Pero, conforme el valor £ aumenta, el nimero de
veces que Aqpt toma valores en la vecindad de uno decrece, mientras que el nimero de
veces que toma valores proximos a cero permanece constante. Los valores que el extremo
derecho pierde se distribuyen en un rango que va de 0.8 hasta 1.0. Este comportamiento
se puede ver en la Fig. 8.1l Por otro lado, los valores que toma la funcién VCG(Aopt) se
concentran principalmente en un rango que va de cero a cinco, y conforme aumenta el
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valor k este dominio se acentia mas. Decimos que
VCG™ (Aopt) € (0,5). (6.20)

Este comportamiento se puede ver en la Fig. [8.2]

FFA. Para este FF obtenemos los valores de A,(0) y A},(0). El comportamiento de
ambas cantidades es menos uniforme que el de los resultados para el FFE, como se
puede ver en la Fig. y la Tabla 8.2. Se destaca especialmente que el valor obtenido
para A,(0) es inferior a la predicién tedrica, ver ec. , por aproximadamente cuatro
centésimas en promedio.

Figura 6.2: Arriba: valores obtenidos y promedio final, ec. (6.2)), para A,(0). Abajo:
valores obtenidos y promedio final, ec. (6.4)), para A} (0).

Para el FFA del protén, el parametro de suavizado A, comienza tomando valores
en todo el dominio, con picos pronunciados en los extremos y teniendo una predileccion
por la vecindad de cero. A medida que k crece, los picos en los extremos del dominio
se reducen, especialmente en la vecindad de uno. Para kg, el parametro de suavizado
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no toma valores en la vecindad de uno, tiende a tomar valores en torno a Agpy ~ 0.05.
Este comportamiento se puede ver en la Fig. [8.6] Por otro lado, los valores que toma
la funcién VCG(Agpt) inicialmente se concentran en un rango de cero a diez, pero a
medida que k crece, el dominio se concentra en

VCG ™ (Aope) € (0,4). (6.21)
Este comportamiento se puede ver en la Fig. [8.7]

FFD. Para este FF derivamos el término-D, que presenta un dominio de valores —D,, €
(1.25,1.40), como se puede ver en la Fig. y la Tabla 8.3. Destacamos que —D,(0)
tiene un valor minimo en £ = 9 y para valores mayores de k presenta una tendencia
creciente.

Figura 6.3: Valores obtenidos y promedio final, ec. (6.3) para el término-D del protén.

Para el FFD del protén, el parametro de suavizado Aqp¢ comienza tomando valores
sobre todo el dominio de manera uniforme, a excepcién de los extremos donde se pre-
senta un pico pronunciado cerca de cero y un pico menos sobresaliente cerca de uno. A
medida que k aumenta, el parametro de suavizado toma menos valores de la vecindad
de uno, a la par que el pico en esta seccién del dominio decrece rapidamente, mientras
que el pico en la vecindad de cero decrece lentamente. Ademas, los valores que toma
Aopt S€ concentran ligeramente en la primera mitad del dominio. Este comportamiento
se puede ver en la Fig. [8.11] Por otro lado, los valores que toma la funcién VCG(Agpt)
inicialmente se restringen a un dominio de cero a siete. A medida que k aumenta, este

dominio se reduce hasta
VCGET™P (Aopt) € (0,4). (6.22)

Este comportamiento se puede ver en la Fig. [8.12]
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6.1.3 Resultados para los factores de forma del pién

FFE. El comportamiento de F,(0) estd bien delimitado a una vecindad ligeramen-
te por debajo del valor tedrico, F'(0) = 1, mientras que el valor del radio de carga,
(Tx)elce, estd restringido a un rango de re € (0.61,0.68) fm, aproximadamente. Estos
comportamientos se pueden ver en la Fig. y la Tabla 8.4.

Figura 6.4: Arriba: valores obtenidos y promedio final, ec. , para F,(0). Abajo:
valores obtenidos y promedio final, ec. (6.12)), para (r;)eec-

Para el FFE del pién, el parametro de suavizado Aop¢ comianza tomando valores
en todo el interior del dominio, con una tendencia notoria a tomar valores de la segunda
mitad. De igual forma, presenta dos picos en los extremos. A medida que k aumenta, la
predileccion por la segunda mitad del dominio decrece hasta ser ligeramente superior a
la de la primera mitad. A la par, el pico en la vecindad de uno decrece, mientras que
el pico en la vecindad de cero permanece constante. Este comportamiento se puede ver
en la Fig. Por otro lado, los valores que toma la funcién VCG(Aop) inicialmente
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viven en un rango de cero a seis y a medida que k crece este rango se reduce ligeramente

hasta
VCGEFE(\ ) € (0, 5). (6.23)

Este comportamiento se puede ver en la Fig. |8.16|

FFA. El comportamiento del valor A, (0) estd ligeramente por encima de la prediccién
tedrica, ver ec. (4.9)), oscilando en una vecindad de A, (0) ~ 1.01. Por otro lado, el radio
de masa, (r;)masa, Presenta valores que se encuentran en un rango de r®? € (0.33,0.38)
fm, como se puede ver en la Fig. 6.5 y la Tabla 8.5.

Figura 6.5: Arriba: valores obtenidos y promedio final, ec. (6.10)), para A.(0). Abajo:
valores obtenidos y promedio final, ec. (6.13]), para (r;)masa-

Para el FFA del pién, el pardmetro de suavizado Ao, comienza tomando valores
sobre todo el dominio, con una marca preferencia por valores en la vecindad de cero.
También, presenta picos en los extremos del dominio. A medida que k& aumenta, el
pardmetro A\op; deja de tomar valores en la vecindad de uno, y el pico en esta regién
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decrece hasta casi desaparecer. Mientras, los valores se concentran fuertemente en la
primera mitad del dominio, y el pico de esta region se desplaza a Agpy ~ 0.05. Este
comportamiento se puede ver en la Fig. [8.20l Por otro lado, los valores de la funcién
VCG(Aopt) inicialmente estan distribuidos en un rango amplio, que va de cero hasta
catorce, pero a medida que el nimero k£ aumenta, el dominio se cierra rapidamente
hasta terminar en

VCGE™A (\p0) € (0,4). (6.24)
Este comportamiento se puede ver en la Fig. [8.21}
FFD. Las predicciones del término-D que obtuvimos se encuentra lejos del valor es-
perado para bosones de Goldstone en el limite quiral, D®¢ = —1, pues —D,(0) €

(0.73,0.80). Mientras, el valor del radio mecdnico oscila en un rango de r™@ € (0.34, 0.40)
fm, como se puede ver en la Fig. y la Tabla 8.6.

Figura 6.6: Arriba: valores obtenidos y promedio final, ec. (6.11]), para el término-D del
pi6n. Abajo: valores obtenidos y promedio final, ec. (6.14)), para (r;)meca-

108



Resultados numéricos

Para el FFD del pién, el pardmetro de suavizado \,py comienza tomando valores
sobre todo el dominio, con una predileccién marcada por la primera mitad. Como en
el resto de casos, también cuenta con dos picos marcados en los extremos, siendo mas
pronunciado el de la vencidad de cero. A medida que k& aumenta, la cantidad de veces
que Aop toma valores cercanos a uno decrece hasta ser nula en un rango de 0.8 hasta
1.0. De manera contraria, el parametro toma cada vez méas valores en la primera mitad
del dominio, sin que el pico en cero disminuya. Este comportamiento se puede ver en la
Fig.[8.25 Por otro lado, los valores de la funcién VCG(Aopt) inicialmente se distribuyen
en un rango que va de cero hasta ocho y a medida que k crece, el dominio se cierra
significativamente hasta ser

VCGEP (2 p0) € (0,5). (6.25)

Este comportamiento se puede ver en la Fig. [8.20]

Figura 6.7: Arriba: valores reescalados y promedio final, ec. (6.15)), de (r;)masa- Abajo:
valores reescalados y promedio final, ec. (6.16]), de (7 )mecs-
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Como se mencioné en el Capitulo [4], las estimaciones numéricas de 1QCD para los
FFG del pién fueron hecha suponiendo un pién mas masivo que el real. Esto modifica
las dimensiones de los radios de masa y mecéanico, como ilustra la ec. . Usando
la ec. podemos hacer un reescalamiento. Encontramos que, en promedio, el rees-
calamiento aumenta las dimensiones de los radios alrededor de 0.08 fm, como se puede
ver al comparar los resultados de la Tabla 8.5 y Tabla 8.6 con la Tabla 8.7, asi como
en la Fig. 6.7}

6.1.4 Radios de masa y mecanico del protéon

En el caso del radio de masa del protén, (rp)masa, n0s resulta util que tanto el FFA
como el FFD tengan el mismo kg = 17. Asi, podemos construir para cada grupo {D}}
su respectivo radio de masa. Utilizando los valores expuestos en la Tabla 8.2 y Tabla
8.3 en la ec. vemos que el radio de masa toma valores en un dominio de r;** €
(0.50,0.57) fm, como se puede ver en la Fig. y Tabla 8.8.

Figura 6.8: Valores obtenidos y promedio final, ec. , para el radio de masa, (7},)masa-

Para el calculo del radio mecanico del proton, (r,)mecs, utilizamos aquellos con-
juntos D§ que contienen a Q2 . . Estos datos fueron introducidos en el modelo MD y
el modelo del MPS, con el fin de obtener dos valores posibles para el radio mecanico.
En el caso del modelo MD, ecs. (4.36] [5.30)), los resultados para el término-D y A2 se
muestran en la Tabla 8.9. Los valores del término-D son ligeramente menores que los
expuestos en la Tabla 8.3. Por otro lado, es notorio un comportamiento decreciente de
Agpt a medida que k aumenta. Los valores que toma la integral, ec. (4.36)), para este
modelo viven en una vecindad alrededor de 1.7 GeV2. Mientras, para el modelo del
MPS, ec. (5.31]), la integral se puede realizar de forma directa. En este caso, los valo-

res de dicha integral oscilan alrededor de 1.0 GeV?2. Para ambos métodos de célculo,
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los valores de la integral mediante MD (Zyip) y mediante MPS (Zypg) son invariantes
respecto de k, como se puede ver en la Fig. [8.37] y la Tabla 8.10. Queda claro que la
contribucién a la integral del FFD evaluado sobre Q? > 2 GeV? es significativa, por lo
que no es despreciable

A partir de estas dos familias de valores para la integral del FFD, podemos obtener
dos familias de estimaciones para el radio mecanico del protén. Usando los resultados
de la Tabla 8.3 y la Tabla 8.10 en la ec. obtenemos las estimaciones presentadas
en la Fig. y la Tabla 8.11. Los valores del radio mecanico derivados de Zypg se
encuentran dentro de una vecindad de r;“fﬁps ~ 0.56 fm, mientras que los resultados
del radio mecénico derivados de Zyp toman valores alrededor de 7', ~ 0.43 fm. La
diferencia entre ambas familias de estimaciones para el radio mecanico es del orden de
0.13 fm. Esta diferencia significativa, producto del dominio parcial de integracion de

Twips, sugiere que la estimacion mas precisa es la proporcionada por el método MD.

Figura 6.9: Valores obtenidos y promedios finales para el radio mecanico, (r,)mecs. Mo-

rado: estimaciones del MPS, ec. (6.7). Rosa: estimaciones del MD, ec. .

Finalmente, los resultados para el caso donde se uso6 todo el conjunto D se muestran
en la Tabla 6.1. Estos resultados siguen la tendencia marcada por aquellos expuestos
desde la Tabla 8.3, Tabla 8.9, hasta la Tabla 8.11. Resaltamos que el valor del término-
D mantiene la tendencia a crecer conforme el valor de k aumenta. Concretamente,
aumentd en terminos absolutos casi 0.2 unidades respecto al valor de £k = 17 de la
Tabla 8.3. Por su parte, el pardmetro Agpt mantiene su tendencia decreciente. También,
vemos que los valores para las integrales siguen dentro de los rangos ya establecidos de
1.0 GeV? para el modelo del MPS y 1.7 GeV? para el modelo MD. Sumado a esto, las
estimaciones para el radio mecanico son ligeramente superiores a las mostradas en la
Tabla 8.11. Esto se explica por el valor del término-D obtenido. Podemos decir que el
caso especial de k = 33 puntos nos permite tener una idea bastante clara del valor limite
de todas las cantidades involucradas en la derivacién del radio mecanico del protom.
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D,(0) dD,(0) A?)pt [GeV?] 5A§pt (GeV?]
—1.582 0.242 1.136 0.167
IMPS [GeVQ] 6IMPS [GGVQ] IMD [GGVQ] 5IMD [GGVQ]
1.082 0.082 1.760 0.098
r;ronflc\/?lﬁs [fm] 57“?516\/?1351 [fm] T;nfﬁf?D [fm] (57";nflcv?D [fm]
0.584 0.067 0.458 0.048

Tabla 6.1: Valores medios e incertidumbres de D,(0) y Agpt, asi como las integrales
Ivrs Y Iup, y los radios mecéanicos r;n_el‘{fps y r;fl_el‘i/?D para el caso especial de & = 33 con

m = 500.
6.1.5 Comparacién con otros trabajos

Para el caso del protén, las comparaciones se hacen en las Figs.[6.10H6.13] En el caso del
radio de carga eléctrica, ver Fig. [6.10] nuestro resultado, ec. (6.5]), se encuentra dentro
del rango de valores esperados. Este rango de valores se divide en dos grupos principales:
uno marcado por experimentos que involucran al hidrégeno mudnico y cuyos valores
para el radio de carga suelen rondar los 0.83 fm [30], mientras que el otro grupo engloba
experimentos de dispersion elastica electron-protén, y similares, cuyos resultados para
el radio de carga rondan los 0.88 fm [30]. Esta discrepancia de valores se conoce como el
rompecabezas del radio del proton [95] 96]. Nuestro resultado esta dentro del rango del
primer grupo, con una discrepancia del 0.4 %. Para una comparacién clara de ambos
grupos de resultados se puede revisar la Fig. 1 de la Ref. [30]. En el caso del radio de
masa, ver Fig. nuestro resultado, ec. , es considerablemente més pequeno que
el resto de las estimaciones, teniendo una separacién de aproximadamente 0.1 fm del
valor més cercano. Esto significa que nuestra prediccién para la distribucién de la masa
del protén es mas compacta que el resto. Una comparaciéon mas amplia del radio de
masa del protén se puede revisar en la Fig. 6 (b) de la Ref. [99]. En el caso del término-
D, ver Fig. , nuestros resultados, ec. y Tabla 6.1, son, en valor absoluto,
menores que la mayoria de las estimaciones. Esto en gran medida es atribuible a la
escasez y comportamiento de los datos de 1QCD en el dominio de momento transferido a
muy bajas energias, también llamadas virtualidades. Sin embargo, existen estimaciones
previas que coinciden con nuestra predicciéon. Para una comparacién mas extrensa de
predicciones para el término-D se puede revisar la Fig. 5 de la Ref. [99]. Finalmente, en
el caso del radio mecénico, ver Fig. [6.13] nuestros resultados, ecs. (6.7, y Tabla 6.1,
son menores que la totalidad de predicciones con que se comparan, pero en el caso de
los radios obtenidos por el MPS la diferencia es bastante menor. Tomando como punto
de referencia la predicciéon de Burkert et al. [100], de 0.634 fm, los radios obtenidos
mediante MPS son un 11 % menores, mientras que los radios obtenidos por MD son un
33 % maés pequenos.
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Para el caso del pién, las comparaciones se hacen en las Figs. [6.1446.17, En el caso
del radio de carga eléctrica, ver Fig. , nuestro resultado, ec. , se ajusta bastante
bien a la mayoria de estimaciones previas, con la excepcién de dos resultados donde se
asumioé que m, ~ 170 MeV. A diferencia del proton, en el caso del pién no hay una
discrepancia significativa entre las predicciones. Para una comparacion con estimaciones
més antiguas se puede revisar la Fig. 3 de la Ref. [31]. En el caso del radio de masa, ver
Fig. , nuestros resultados, ecs. , , se encuentran en una regién intermedia
de las predicciones previas. Tomando como punto de referencia las predicciones de
Kumano et al. [62] y Broniowski et al. [103], de 0.39 fm y las mds cercanas a nuestros
resultados, encontramos que el valor no-reescalado es un 11 % mds pequeno, mientras
que el valor reescalado es un 8% mayor. En el caso del término-D, ver Fig. [6.16
nuestro resultado, ec. , es, en valor absoluto, menor que las estimaciones previas,
que estan mas proximas, en mayor o menor medida, al caso ideal de los bosones de
Goldstone. Unicamente la prediccién por expansién-z de Hackett et al. [58] toma valores
en el dominio de nuestra estimacion. Nuestro resultado para el término-D, comparado
con el dominio de valores posibles definido previamente, ec. , refleja un meson
pseudoescalar de masa finita. Al igual que con el protén, este resultado es consecuencia
del comportamiento de los datos en Q? ~ 0 GeV?, siendo nuestra prediccién més
parecida a las estimaciones del término-D del kaén [63]. Finalmente, en el caso del
radio mecanico, ver Fig. , nuestros resultados, ecs. , , son menores que la
mayoria de las estimaciones previas. Tomando como referencia el valor de Xing et al.
[101], de 0.39 fm, nuestro resultado no-reescalado es un 8 % més pequeno, mientras que
nuestro resultado reescalado es un 11 % mads grande. Ademaés, es destacable que no hay
un patron claro para el valor del radio mecanico del protén y pion.

Antes de pasar a la exposicién de las Figs. [6.10H6.17] es necesario sefialar que todas
las incertidumbres presentadas son del tipo estadistico. Sumado a esto, las bandas que
cruzan verticalmente las graficas representan nuestros resultados finales para cada radio
o término-D de las respectivas particulas.
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Figura 6.10: Comparacion de diferentes valores para el radio de carga eléctrica del
protén, que incluye (de arriba a abajo): valor obtenido tinicamente de las mediciones
experimenales a 1.1 GeV (ver Ref. [47]) y promedio final de Cui et al. [30], Xiong et al.
[47], Yao et al. [61], Particle Data Group [104], Wang et al. [97] y el resultado de este
trabajo.

Figura 6.11: Comparacién de diferentes valores para el radio de masa del proton, que
incluye (de arriba a abajo): Wang et al. (2024) [97], Wang et al. (2021) [98], Yao et al.
[61], Cao et al. [99], Cebulla et al. [80], Goeke et al. [83], Jung et al. [81] y el resultado
de este trabajo.
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Figura 6.12: Comparacién de diferentes valores para el término-D del proton, que in-
cluye (de arriba a abajo): modelo dipolar y expansién-z de Hackett et al. [59], Yao et
al. [61], Cao et al. [99], Cebulla et al. [80], Jung et al. [81], Burkert et al. [100], Goeke
et al. [83], Hudson et al. [82], el caso especial de k = 33 puntos y el resultado final de
este trabajo.

Figura 6.13: Comparacion de diferentes valores para el radio mecanico del protén, que
incluye (de arriba a abajo): Yao et al. [61], Cao et al. [99], Cebulla et al. [80], Burkert
et al. [100], Goeke et al. [83], el caso especial de k = 33 puntos para el modelo del MPS
y MD, y resultados finales para el modelo del MPS y MD.
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Figura 6.14: Comparacién de diferentes valores para el radio de carga eléctrica del pidn,
que incluye (de arriba a abajo): Amendolia et al. [48], valor obtenido tinicamente de las
mediciones experimentales de 1984 (ver Ref. [48]) y promedio final de Cui et al. [31],
Particle Data Group [104], Kumano et al. [62], Xu et al. [60], Sultan et al. [69], Xing et

al. [101], Raya et al. [102], Wang et al. [97], valores del caso A, B y 1QCD de Xu et al.
[94], v el resultado de este trabajo.

Figura 6.15: Comparacion de diferentes valores para el radio de masa del pién, que
incluye (de arriba a abajo): Kumano et al. [62], Xu et al. [60], Sultan et al. [69], Xing
et al. [I01], Raya et al. [102], Wang et al. [07], valores del caso A, B y IQCD de Xu et
al. [94), Broniowski et al. [103], el resultado de este trabajo y su reescalamiento.
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Figura 6.16: Comparacion de diferentes valores para el término-D del pién, que incluye
(de arriba a abajo): modelo dipolar y expansién-z de Hackett et al. [58], Xu et al. [60],
Sultan et al. [69], Xing et al. [L01], Broniowski et al. [103] y el resultado de este trabajo.

Figura 6.17: Comparacién de diferentes valores para el radio mecanico del pién, que
incluye (de arriba a abajo): Kumano et al. [62], Xu et al. [60], Sultan et al. [69], aproxi-
macién mediante ecuacién de Bethe-Salpete y modelo monopolar de Xing et al. [101],
Broniowski et al. [103], Raya et al. [L02], el resultado de este trabajo y su reescalamien-
to.
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Conclusiones

Mediante el uso del Método de Puntos de Schlessinger con splines cuibicos suavizados a
través de la funcién de Validacion-Cruzada Generalizada hemos obtenido estimaciones
para los radios de carga eléctrica, masa y mecéanico del proton y pién, asi como sus res-
pectivos términos-D. Las predicciones para los radios de carga eléctrica estan dentro de
las dimensiones esperadas. Particularmente, el radio de carga del protén se inclina mas
hacia el bando del hidrogeno mudnico, mientras que el radio de carga del pién coincide
con una gran cantidad de prediciones. Por otro lado, en ambos casos encontramos que
la distribucion de masa y el volumen mecanico son mas compactos que la distribucion
de carga. Nuestros resultados sugieren que la masa de los hadrones ocupa un menor
volumen que aquel ocupado por su carga. Se puede decir que la esfera de influencia de
la carga eléctrica ocupa un mayor espacio que la masa a la que esta asociada.

Al observar nuestras predicciones para el término-D del protéon y pién es claro
que son, en valor absoluto, mas pequenas que la inmensa mayoria de las estimaciones
previas. Una posible explicacion para estos resultados reducidos es la forma en céomo
nuestro método numérico trata el comportamiento erratico de los datos del FFD cerca
de Q% = 0 GeV2. El nicleo del MPS con VCG radica en la utilizacién del pardmetro
A para construir un g que satisfaga nuestras restricciones. Si revisamos la comparacion
del modelo del MPS con los datos del FFD del protén en la Fig. notamos que la
interpolaciéon de la funciéon VCG suprime la influencia del P4, asi como lo hace para un
punto cerca de Q2 = 1.2 GeV?2. Ambos datos son tratados como anomalias por el método
numérico. Un fendmeno similar ocurre para el pién. Si revisamos la Fig. [8.29] el modelo
del MPS describe curvas que viven en la region intermedia del dominio delimitado por



la incertidumbre de los datos, lo que conduce a un valor absoluto de D,(0) menor
a uno. Que tengamos valores reducidos para el término-D influye directamente en las
dimensiones del radio mecanico, dado que el radio mecanico esta en funcién de la fuerza
normal Fll(r), y el término-D se puede escribir en funcién de una de sus componentes:
la fuerza tangencial s(r). Sin embargo, la naturaleza precisa de esta relacién aun no se
puede disernir correctamente. En lo referente a nuestros resultados, los radios mecanicos
para el protén y pién son de un orden de magnitud similar, o menor, que los radios de
masa. Estos resultados sugieren que el volumen mecéanico, aquel en el que los quarks y
gluones viven producto del confinamiento, tiene dimensiones similares, o inferiores, que
el espacio ocupado por la masa de los hadrones.

En el caso del comportamiento del método numérico, encontramos que para un
numero de puntos k = 6 el parametro de suavizado Ay tiende a tomar los valores
extremos de su dominio, independientemente de la incertidumbre de los datos introdu-
cidos. Pero, a medida que k aumenta, el nimero de combinaciones pseudoaleatorias que
no requieren suavizacion (Aqpt ~ 1) para satisfacer las restricciones impuestas se reduce
significativamente, llegando a ser nula en algunos casos. La regién predilecta por Agpt
para k = ko cambia dependiendo de cada conjunto de datos, pero tiende a valores que
se concentran en la primera mitad del dominio. Por otro lado, el comportamiento de la
funcion VCG(Aypt) es practicamente idéntico en todos los casos. La funcién, para k = 6,
tiende a estar restringida a dominios mas o menos definidos, los cuales, al aumentar el
valor de k, se acentuan significativamente, dejando a los valores fuera de estos dominos
como una anomalia o una minoria marginal. Podemos decir que la funcién VCG, en
general, esta restringida al dominio VCG(Agpt) € (0,5).
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Capitulo

Apéndice

En este Capitulo, dedicado al material complementario, enlistamos las propiedades de
la funcién delta de Dirac, las identidades de las matrices-vy, asi como de las trazas de
sus productos, basados en las Refs. [24], 32] [35], [36]. Ademads, presentamos los resultados
obtenidos por el método numérico para todos los FF de manera tabulada y grafica.

SECCION 8.1

Funcion delta de Dirac

La definicién de la funcién delta de Dirac esta dada por
+oo
/ e k=ko) gy — o5 (k — ko). (8.1)

A continuacién se enlistan las propiedades de la funcién delta utilizadas.

1. La funcién delta es una funcién par o simétrica,

d(—x) = d(x). (8.2)



Matrices-y

2. Argumento de la funcién delta multiplicado por un escalar,

dax) = %.

3. Producto de la funcién delta con una funcién f(z) arbitraria,
400

f(@)o(x — a)dr = f(a).

—00

4. Funcién delta cuyo argumento es una funcién f(z) arbitraria,

df (x)
dx

-1

d(z — xg).

T=x0

5/ = |

(8.3)

(8.4)

SECCION 8.2

Matrices-vy

Como se menciond en el Capitulo , el cuarteto de matrices 5y a satisface la ec. (3.3))
de anticonmutacién y la ec. (3.5) de Hermiticidad. A partir de esto, podemos construir

toda el algebra de las matrices-y, dadas por las ecs. (3.12} [3.13]).

1.
(") =1
Demostracion:
I 0 I 0 I 0
02 _ 0.0 _ _ _
()7 =7 _(0 —]I) (0 —]1>_(o H>_H -
2.
()" =11
Demostracion:

w 0 of 0 o’ —a'o? 0 P
2 _ Aiad , ) = - ) = —d'o?
(V)" =" = (—01 0) (—03 O) ( 0 —0’03) ool
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Lo, '
= —5{o" M =—"T O

3.
{°,7°} = 2L (8.8)
Demostracion:
(7% =02+ ()2 =1+1=21 O
4.
{v,7} =-2L (8.9)
Demostracion:
(v =)+ (R)}P=-11—-11=-21 O
5.
{"} =0 (8.10)
Demostracion:
I 0 0 o 0 o\ /I 0
0 o 0 0_
V=" _<0 —11) (_O_ 0)+(_U 0) (0 —]1)
0 o 0 —o
(o 8)+ (& 7)o O
6.
{"", 7"} = 29" (8.11)
Demostracién:
1 0 0 0
0 0 0
wom (1 DA 2 0 y__ |0 -1 0 0
ona ({’mo} {v.7} o —26v1) %[0 o -1 o |!
0 0 0 -1
:29“”1[ |:|

Definimos al tensor métrico de Minkowski como

1 0 0 0
0 -1 0 0

w_ _

9 =9 =10 0 -1 0 (8.12)
00 0 -1
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Notemos que este tensor es simétrico ante el intercambio de indices,
29" =AY+ AN =" M = 29",

de modo que,
g = g"". (8.13)

Por otro lado,
9" 9w = M) + (DD + (EDED) + (D) =1+14+14+1=4,
donde solo aportan los elementos de la diagonal. Entonces

" g = 4. (8.14)

(v)F = 704" (8.15)
Demostracion:

()= (0,7 = (8, Ba)! = (81, a!8") = (B, aB) = (B°8, BPaf)
= B(8,80)8 =7"(", )" =+"v" O

Definimos al tensor o como

v Z v Z 174 v
o =" =5 (" =), (8.16)

Notamos que este tensor es antisimétrico,

4 /L v v /L. v v 14
ot = (V" =) = =5 (V" =) = =0,
de modo que
ot = —o"M. (8.17)
8.
At = g" — it (8.18)
Demostracion:

12 1 v v 1 v v v 12
PHy¥ = 5(7“7 + ") = 5(7“7 + Y F A =)
1 1% 1% 1% v
= (7" ") + (V" = ")

1
= 5[2g‘“’ — 2i0"] = g —ict” O
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10.

11.

12.

Yy = 41 (8.19)
Demostracion:
1% v 1 v 1 v 1%
Y =79 = gt = §(g,w + Guu) V'Y = §(guﬂ”“7 + g Y'Y")
1 v 12 1 v 12 1 12
= §(guw“7 + g ) = 59@(7“7 + ") = §QW{V“,7 }
1

= 2020 = gug”T=41 D

YA = 29" (8.20)

Demostracion:

V= 29" = = 20" = e =2 = = =20 D

VAN = 497 (8.21)
Demostracion:
YA Py, = (26" — YY)V = 20"V, — VAR = 29 — 7Y (—29°)
=207 +19") = 2(29") = 49" O

VA ANV = =297 (8.22)
Demostracion:
VA AN = (29" =AYV = 29" v = A
= 29977 — 4" (49"7) = 2(7v"7 — 29”7 )y
=2(=") = -2 O

SECCION 8.3

Traza de las matrices-v

Para muchos de los cédlculos en la fisica de altas energias, resulta muy util conocer
las propiedades de la traza de las matrices-v, pues son términos recurrentes a lo largo
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de la teoria. A continuacion se exponen las identidades utilizadas en este trabajo. Los
célculos estan apoyados en la propiedad ciclica de la traza: Tr(ABC') = Tr(CAB).

1.
Tr(y*) = 0. (8.23)
Demostracion:
Y — BTY — u%fyy — i vy Vg
Tr(v") = Te(y"D) = Tr (V== | = 7Te(v" ") = ;T )
1
= -Tr(-29") = —§Tr(7“) = Tr(v*)=0 O
2.
Tr(y#4") = 49" (8.24)
Demostracion:
v 1 v v 1 14 v
Te(y"9") = 5 [Tr(4"9") + Te(v*7")] = 5 [Tr(4"9") + Te("")]
1 1
=g Tt " +97%) = JTe(2g™T) = Tr(g™ = 4™ U
3.
Tr(~y#4"~*) = 0. (8.25)
Demostracion:
T N B PT — wovp YoV 1 B mPr, ~O
Te(y#9777) = Te(y*y"yD) = Tr ¥4 = = | = T(v"7"7"7677)
1 TV P 1 P b 1 T
= 7TV " ) = Te(=29"9"7") = =5 Tr(v"™")
1 14 v v 1 4
= =5 Tt (29" = ")) = —g" Tr(v") + S Tr(v"")
1
=5;Tt(v"") = Ty =0 O
4.

Tr(y"9"v"77) = 49" 9" — 9" 9" + 9" g""). (8.26)
Demostracion:
Tr(y"'y"Py7) = Tr[(2¢" — 4"+ )v"77] = 29" Te(v"77) — Tr(y"~*y7)
= 2¢"(4¢”) — Tr[v"(2¢"" — 7"7")7”]
= 8g" " — 29" Tr(y"7) + Tr(7"977#77)
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= 8¢"g"" — 2¢""(4¢"7) + Tr[y"7"(2¢"" — 7°+")]

= 8¢"g" —8¢"" 9" + 2" Tr(v"") — Tr(v"v*77")
= 89" g"7 — 8g"7g"" + 89" g"" — Tr(v"7"7"7)

= Tr(y"7"7*7) = 4(g" 9" — ¢""9"" + ¢"7¢"") O

SECCION 8.4

Tablas de los resultados

Presentamos los principales resultados numéricos para los distintos FF, asi como de los
métodos de integracion para el FFD del proton.

‘ F,(0) 6F,(0) 7o [fm] orc [fm)] H

p P

k
6 | 1.00005 0.00004  0.830 0.007
7
8

1.00000 0.00003  0.822 0.007
1.00008 0.00003  0.827 0.006
9 | 1.00006 0.00003  0.828 0.005
10 | 1.00008 0.00003  0.824 0.004
11 | 1.00001 0.00002  0.823 0.005
12 | 1.00001 0.00002  0.829 0.004
13 | 1.00005 0.00002  0.828 0.003
14 | 1.00001 0.00002  0.827 0.003
15 | 1.00004 0.00002  0.828 0.004
16 | 1.00000 0.00002  0.826 0.002
17 | 1.00002 0.00002  0.829 0.002

Tabla 8.1: Valores medios e incertidumbres de F,(0) y r¢ para cada grupo {Df} del

P
FFE del protén.
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| A, (0) 64,00 A7(0) [fm?] 0A7(0) [fm?] |

0.949
0.938
9 | 0.953
10 | 0.963
11 | 0.953
12 ] 0.952
13 | 0.956
14 |1 0.965
15 ] 0.961
16 | 0.961
17 | 0.964

k
6 | 0.997
7
8

0.017
0.009
0.006
0.007
0.008
0.003
0.004
0.004
0.004
0.003
0.002
0.003

-0.03836
-0.02847
-0.02490
-0.02722
-0.03074
-0.02747
-0.02634
-0.02677
-0.02934
-0.02838
-0.02744
-0.02763

0.00036
0.00018
0.00012
0.00021
0.00021
0.00009
0.00009
0.00013
0.00014
0.00009
0.00006
0.00008

Tabla 8.2: Valores medios e incertidumbres de A4,(0) y A7(0) para cada grupo {Dj} del

FFA del proton.

Lk [ Dy(0) 6Dy0) [ k [ Dy(0) 3D(0) ||
6 | —1.372 0.036 |12 | —1.334 0.016
7 | —1.308 0.028 |13 | —-1.316 0.016
8 | —1.275 0.025 | 14 | —1.350 0.018
9 | =1.270 0.021 | 15| —1.358 0.015
10 | —=1.322  0.023 | 16 | —1.378 0.014
11 | -1.301 0.017 | 17 | —1.404 0.014
Tabla 8.3: Valor medio e incertidumbre del término-D para cada grupo {D5} del FFD
del proton.
| k| F(0) 6F(0) r [fm] ord* [fm] |
6 09992 0.0022  0.666 0.013
7 109958 0.0016  0.644 0.012
8 10.9929 0.0010  0.628 0.010
9 109953 0.0014  0.653 0.015
10 | 0.9940 0.0008  0.636 0.008
11 | 0.9934 0.0007  0.626 0.007
12 1 0.9921 0.0005  0.618 0.007
13 1 0.9928 0.0008  0.630 0.011
14 1 0.9923 0.0005  0.621 0.006
151 0.9919 0.0004  0.617 0.006

Tabla 8.4: Valores medios e incertidumbres de F,(0) y r

FFE del pién.
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[k [A0) 8A.(0) r2™ [fm] orp™* [fm] |

™

6 | 1.034 0.012 0.374 0.008
7 | 1.012  0.006 0.347 0.005
8 | 1.006  0.003 0.336 0.004
9 | 1.014 0.004 0.347 0.007
10 | 1.014  0.003 0.347 0.004
11 | 1.010  0.002 0.341 0.003
12 | 1.011  0.001 0.338 0.002
13 | 1.014  0.002 0.343 0.004

masa
™

Tabla 8.5: Valores medios e incertidumbres de A, (0) y 7% para cada grupo {D}} del

FFA del pion.

| k| Dz(0) 0D-(0) roe [fm] 6rmec [fm] ||
6 | —0.796 0.015 0.399 0.011
7 | —0.744  0.006 0.346 0.006
8 | —=0.735  0.005 0.338 0.004
9 | —=0.742  0.006 0.342 0.006
10 | —=0.760  0.006 0.365 0.005
11 | =0.754  0.004 0.357 0.004
12 ] =0.753  0.003 0.349 0.003

mecé
s

Tabla 8.6: Valores medios e incertidumbres del término-D y r para cada grupo {D}}

del FFD del pioén.

H k ‘ reetio Mev [fm] 077550 vev [fm] ‘ k ‘ Tfrflfiio Mev [f] 57"?5310 Mev [f] H

6 0.454 0.009 6 0.484 0.013
7 0.421 0.006 7 0.420 0.007
8 0.408 0.005 8 0.410 0.005
9 0.422 0.008 9 0.416 0.008
10 0.421 0.005 10 0.444 0.007
11 0.414 0.003 11 0.434 0.005
12 0.410 0.003 12 0.424 0.004
13 0.417 0.005

Tabla 8.7: Valores del radio de masa y mecdnico para cada grupo {D}} del pién rees-
calados a su masa real.

128



Tablas de los resultados

H k ‘ s [fm] Srpase [fm] ‘ k ‘ s [fm] Srpase [fm] H
6 0.567 0.005 12 0.509 0.002
7 0.521 0.003 13 0.509 0.001
8 0.499 0.003 14 0.525 0.001
9 0.510 0.002 15 0.520 0.001
10 0.532 0.002 16 0.516 0.001
11 0.513 0.002 17 0.518 0.001

Tabla 8.8: Valor medio e incertidumbre del radio de masa del protén, r****, para cada
grupo {Dj}.

| k| € | Dy(0) 6D,(0) A2, [GeV?] A2, [GeV?] |
6 | 89 [ —1.223 0.076 1.616 0.038
7 | 113 | =1.197  0.052 1.618 0.034
8 | 120 | —1.184 0.048 1.587 0.033
9 | 30 | —=1.053 0.072 1.672 0.060
10 | 155 | —1.232  0.040 1.543 0.026
11162 | —1.228  0.030 1.522 0.025
12| 197 | —1.286  0.025 1.450 0.022
13| 187 | =1.277  0.026 1.449 0.023
14 | 213 | =1.310 0.027 1.420 0.022
15| 213 | —1.346  0.023 1.388 0.021
16 | 234 | —1.362  0.020 1.364 0.019
171239 | —1.382  0.020 1.340 0.018

Tabla 8.9: Valores medios e incertidumbres de D,(0) y AZ,, del modelo dipolar para
cada grupo {D5} del FFD del protén.
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Tablas de los resultados

H k ‘ 14 ‘ IMPS [G€V2] 5IMPS [G€V2] IMD [GGVQ] 5IMD [G€V2] H
6 | 89 0.992 0.019 1.720 0.032
7 | 113 1.003 0.016 1.753 0.026
8 | 120 0.963 0.014 1.678 0.022
9 | 30 0.918 0.026 1.620 0.043
10 | 155 0.982 0.011 1.725 0.017
11 | 162 0.986 0.010 1.734 0.016
12 | 197 1.001 0.009 1.740 0.013
13 | 187 0.990 0.009 1.725 0.013
14 | 213 0.994 0.008 1.731 0.011
15 | 213 1.016 0.008 1.760 0.011
16 | 234 1.020 0.007 1.760 0.010
171 239 1.024 0.007 1.757 0.009

Tabla 8.10: Valores medios e incertidumbres de las integrales Zyips y Zyp para cada
grupo {D5} del FFD del protén.

H k ‘ T]Ianflcv?Ps [fm] 5Tgl—eﬁps [fm] TglfﬁiD [fm] 57"?—65\/% [fm] H
6 0.568 0.013 0.432 0.010
7 0.552 0.010 0.417 0.008
8 0.556 0.010 0.421 0.007
9 0.568 0.013 0.428 0.009
10 0.561 0.008 0.423 0.006
11 0.555 0.007 0.419 0.005
12 0.558 0.006 0.423 0.004
13 0.557 0.006 0.422 0.004
14 0.564 0.006 0.427 0.004
15 0.559 0.005 0.425 0.004
16 0.562 0.005 0.428 0.003
17 0.566 0.005 0.432 0.003

mecé

Tabla 8.11: Valores medios e incertidumbres de los radios mecdnicos del proton, r;\ipg
meca

Y Tp%NMp, para cada grupo {D}}.
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Griéficas de los resultados

SECCION 8.5

Graficas de los resultados

El algoritmo desarrollado en el Capitulo [5| define una serie de cantidades que se relacio-
nan con la derivacién de los resultados finales para los distintos FF. Todos los calculos
para los datos experimentales o estimaciones de 1QCD comparten las siguientes can-
tidades: Aopt, VCG(Agpt), Crn(0) v Co(z) con = € Z. El resto de valores depende de la
relaciéon FF-RMC para cada caso. En todas las graficas presentadas se encuentra el
valor k que nos dice a qué grupo {D}} pertenece cada grafica.

Para la mayorfa de los resultados, a excepcién de C,(x) que se contrasta con D, se
utilizaron histogramas en su presentacion, para los cuales el eje-y indica el nimero de
veces que la cantidad tomé determinado valor. El caso concreto de Ayp nos permite ver
cuanta suavizacion fue requerida en los g de los f?é?(m), con el fin de obtener modelos
apropiados. Por otro lado, los valores la funcion VCG(A,pt) se encuentran encerrados,
en su mayoria, en un dominio bastante claro, lo que nos da una referencia de rango
de valores confiable para futuras estimaciones con el mismo método o similares. Tanto
para Agpe como VCG(Agpt) se presentan un total de 50 mil valores por histograma.
En el caso de los histogramas para C,(0), asi como del radio o la derivada C,(0), se
grifican los valores promedio de cada {D¥(m)}, de modo que presentamos 500 valores
por histograma. Finalmente, para la comparacién entre C,(z) con D se seleccionaron
aquellos D} que contienen a P, y de entre todos los ﬁf (m) se eligieron aquellos cuyo
Cn(0) y Cy(z,) tengan los valores maximo y minimo. Tomamos 4 de los 100 modelos
generados, con el fin de tener un rango representativo del dominio de valores para las
funciones C,(x).

Presentamos primero los resultados para los FF del protéon, seguidos por los re-
sultados para los FF del pién. En el caso de ambos hadrones, el orden de presentacion
de los FF es: carga, masa y mecanico. Mientras, el orden de presentacion de los resul-
tados es: Aopt, VCG(Aopt), Crn(0), radio o C),(0) segin sea el caso y C,(z) con x € Z.
Finalmente, presentamos las graficas para el caso especial de la integral del FFD del
proton.

8.5.1 Graficas de los factores de forma del protén y pion
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Griéficas de los resultados

Figura 8.1: Comportamiento del Ao, para el FFE del protén.
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Figura 8.2: Comportamiento de la funci(ilgl3VCGgFE()\opt) para el FFE del protén.
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Figura 8.3: Comportamiento dell 3\4/1a10r F,(0) del FFE del protén.
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Figura 8.4: Comportamiento del ¥§L5dio de carga del protén, (rp)ecc-
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Figura 8.5: Comparacion entre los datos experimentales y el modelo del MPS para el
FFE del proton.
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Figura 8.6: Comportamiento del A\, para el FFA del protoén.

137
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Figura 8.7: Comportamiento de la funci?ggVCGgFA(/\opt) para el FFA del proton.
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Figura 8.8: Comportamiento dell ngalor A,(0) del FFA del protén.
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Figura 8.9: Comportamiento del valor A;,(0) del FFA del protén.
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Figura 8.10: Comparacién entre las estimaciones numéricas y el modelo del MPS para
el FFA del protén.
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Figura 8.11: Comportamiento del Aoy, para el FFD del protén.
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Figura 8.12: Comportamiento de la funci(lﬁi}? VCGEFD(AON) para el FFD del protén.
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Figura 8.13: Comportamiento del valor D,(0) del FFD del protén.
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Figura 8.14: Comparaciéon entre las estimaciones numéricas y el modelo del MPS para
el FFD del protén.
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Figura 8.15: Comportamiento del Aoy para el FFE del pién.
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Figura 8.16: Comportamiento de la funcién VCGE'® ()., ) para el FFE del pién.
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Figura 8.17: Comportamiento del valor F(0) del FFE del pién.
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Figura 8.18: Comportamiento del radio de carga del pion, (r;)esc.
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Figura 8.19: Comparaciéon entre los datos experimentales y el modelo del MPS para el
FFE del pién
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Figura 8.20: Comportamiento del A, para el FFA del pién.
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Figura 8.21: Comportamiento de la funcién VCGEFA()\Opt) para el FFA del pién.
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Figura 8.22: Comportamiento del valor A,(0) del FFA del pién.
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Figura 8.23: Comportamiento del radio de masa del pion, (r;)masa-
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Figura 8.24: Comparaciéon entre las estimaciones numéricas y el modelo del MPS para
el FFA del pién.
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Figura 8.25: Comportamiento del Ao para el FFD del pién.
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Figura 8.26: Comportamiento de la funcién VCGEFD()\Opt) para el FFD del pién.
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Figura 8.27: Comportamiento del valor D, (0) para el FFD del pién.
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Figura 8.28: Comportamiento del radio mecénico del pion, (r;)mecs-
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Figura 8.29: Comparacién entre las estimaciones numéricas y el modelo del MPS para
el FFD del pién.
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Griéficas de los resultados

8.5.2 Caso especial de la integral del FFD del proton

Para este caso de la integral, primero presentamos los resultados del caso especial k =
33. Posteriormente, presentamos los valores de D,(0), A2, MC(AZ,) v [ D(t)dt de los
{DF} que satisfacen la restriccién.

Figura 8.30: Izquierda: Comportamiento del A,y para el FFD. Derecha: Comporta-
miento de la funcién VCGEFD()\Opt) para el FFD.

Figura 8.31: Izquierda: Comportamiento del Agpt para el modelo dipolar del FFD. De-

recha: Comportamiento de la funcién MC(AZ ;) para modelo dipolar.

161
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Figura 8.32: Izquierda: Comportamiento de D, (0) del FFD. Derecha: Comportamiento
del valor de la integral por el modelo del MPS y el modelo dipolar.

Figura 8.33: Comparacion entre las estimaciones numéricas de 1QCD, el modelo del
MPS y el modelo dipolar para el FFD.
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Figura 8.34: Comportamiento del término-D de los Df que satisfacen la restriccién.
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2

opt de los D¥ que satisfacen la restriccion.

164

Figura 8.35: Comportamiento del A
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Figura 8.36: Comportamiento de la funcién MC(A2 ) de los D} que satisfacen la res-

opt
triccién. 165
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Figura 8.37: Comportamiento de la integral para el modelo del MPS y el modelo dipolar
de los D} que satisfacen la restriccion. 166
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