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RESUMEN

Uno de los problemas fundamentales en los procesos de manufactura de piezas para tur-
bomáquinas radica en la asignación de un sistema de coordenadas apropiado, es decir, en la
implementación de un mallado adecuado. Dentro de los métodos de generación de mallas,
se incluyen aquellos que emplean funciones relacionadas con la dinámica de las líneas de
corriente del �uido, así como otros más prácticos, que se basan en la parametrización a partir
de las coordenadas naturales sobre la super�cie del elemento. Existen diversas metodologías
para generar con éxito la geometría del álabe de una turbina, mediante la creación de un
conjunto discreto de secciones que van desde la corona hasta la banda. Es esencial aplicar
una metodología de parametrización adecuada para generar secciones de formas complejas
en tres dimensiones.

Los polinomios de Bernstein a trozos pueden emplearse para crear parametrizaciones de
álabes de turbinas con geometrías complejas, utilizando como base algunos datos (coordena-
das) de la sección transversal del per�l original y aproximándolos mediante dichos polinomios.
Al implementar los coe�cientes del polinomio interpolante, se generan secciones transversales
adicionales utilizando técnicas Lagrangianas. Los per�les generados se disponen en dirección
transversal al álabe mediante interpolación trans�nita, lo que permite obtener una repre-
sentación suave y continua del álabe de referencia. Esta metodología es versátil y precisa, y
puede aplicarse en la parametrización de diversas geometrías manteniendo una alta exacti-
tud. Además, podría utilizarse para diseñar nuevas formas de álabes. No obstante, aunque
es posible rede�nir nuevas geometrías para los álabes utilizando polinomios de Bernstein, es
fundamental determinar si estas parametrizaciones pueden reemplazar las geometrías actua-
les. Para evaluar la viabilidad de estos nuevos diseños, se requieren análisis adicionales. Como
primer paso, se desarrolló un modelo computacional del experimento denominado hydrofoil
test, realizado por el centro hidroeléctrico de Noruega. Este experimento fue utilizado para
llevar a cabo un análisis estructural de esfuerzo-deformación de la parametrización del álabe
de una turbina Francis 99.

El presente trabajo expone la implementación de polinomios de Bernstein en la para-
metrización de la geometría del álabe de una turbina Francis 99, a través de un enfoque
basado en un problema de mínimos cuadrados adecuado. Como segundo paso, la geometría
es evaluada mecánicamente, comenzando con un análisis de dinámica de �uidos computacio-
nal utilizando el método de los elementos �nitos para determinar la distribución de presiones
sobre la super�cie del álabe. Posteriormente, con esta distribución de presiones, se lleva a ca-
bo un análisis estructural, tanto lineal como no lineal, con el �n de obtener las distribuciones
de esfuerzos y deformaciones. Además de este análisis por etapas, se desarrolló un estudio
de interacción �uido-estructura, en el cual las condiciones del modelo hydrofoil test fueron
reemplazadas por condiciones de operación estándar, y algunas propiedades mecánicas del
material fueron actualizadas mediante resultados experimentales. Ambos análisis presentan
resultados coherentes e interesantes.

Palabras clave: Polinomios de Bernstein; Turbina Francis; Análisis de dinámica de �ui-
dos computacional; análisis Estructural; Parametrización; Método de los elementos �nitos.
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ABSTRACT

One of the fundamental problems in the manufacturing processes of turbomachinery com-
ponents lies in the assignment of an appropriate coordinate system, that is, in the implemen-
tation of a suitable meshing. Among the mesh generation methods, there are those that
employ functions related to the dynamics of �uid streamlines, as well as more practical
methods based on parametrization using natural coordinates on the surface of the element.
There are various methodologies for successfully generating the geometry of a turbine bla-
de, through the creation of a discrete set of sections ranging from the crown to the hub. It
is essential to apply an appropriate parametrization methodology to generate sections with
complex three-dimensional shapes.

Piecewise Bernstein polynomials can be used to create parametrizations of turbine blades
with twisted geometries, using as a basis some data (coordinates) from the original pro�le's
cross-section and approximating them using these polynomials. By implementing the coe�-
cients of the interpolating polynomial, additional cross-sectional pro�les are generated using
Lagrangian techniques. The generated pro�les are arranged transversely to the blade using
trans�nite interpolation, allowing for a smooth and continuous representation of the reference
blade. This methodology is versatile and precise, and can be applied in the parametrization of
various geometries while maintaining high accuracy. Furthermore, it could be used to design
new blade shapes. However, although it is possible to rede�ne new geometries for the bla-
des using Bernstein polynomials, it is essential to determine whether these parametrizations
can replace the current geometries. To assess the feasibility of these new designs, additional
analyses are required. As a �rst step, a computational model of the experiment called the
hydrofoil test, conducted by the Norwegian hydropower center, was developed. This expe-
riment was used to perform a structural stress-strain analysis of the parametrization of the
blade of a Francis 99 turbine.

This work presents the implementation of Bernstein polynomials in the parametrization
of the geometry of a Francis 99 turbine blade, through an approach based on an appropriate
least squares problem. As a second step, the geometry is mechanically evaluated, starting
with a computational �uid dynamics analysis using the �nite element method to determine
the pressure distribution over the blade surface. Subsequently, with this pressure distribution,
both linear and nonlinear structural analyses are carried out to obtain the stress and strain
distributions. In addition to this step-by-step analysis, a �uid-structure interaction study
was developed, in which the conditions of the hydrofoil test model were replaced by standard
operating conditions, and some mechanical properties of the material were updated using
experimental results. Both analyses provide consistent and interesting results.

Keywords: Bernstein polynomials, Francis blade, Computational �uid dynamic analysis,
Structural analysis, Parametrization, Finite element method.



iii

Agradecimientos

Este trabajo no pudo haber sido realizado sin el apoyo recibido por todos, por lo cual les
dedico este sincero agradecimiento.

A mi querida esposa: Gracias por apoyarme incondicionalmente, por tolerar mis desvelos
y jornadas de trabajo sin �n, por acompañarme en cada paso que doy y darme la fuerza
que necesito.

A mis padres: Gracias por darme todo lo que siempre necesité para poder llegar aqui,
han sido el pilar más fuerte de mi vida.

A mi asesor: Has sido un gran guía, un ejemplo a seguir. He aprendido mucho de usted
y espero me permita seguir haciendolo, muchas gracias por todo.

Al equipo de postdoctores: Gracias por todo su apoyo, más que compañeros han sido
grandes amigos.

A mis profesores: Gracias por compartir sus conocimientos y ayudarme a realizar y
mejorar esta investigación.

Al equipo de Quasi-doctores: Gracias por su apoyo, y aunque ya no formaré parte de
ese equipo, siempre podrán contar conmigo.

A SIIIA MATH: Agradezco que una empresa tan importante me brindara el apoyo
necesario para concluir mi investigación.

A CONACYT, CONAHCYT y SECIHTI: Gracias por su apoyo economico, sin ustedes
este trabajo no hubiera sido posible.

A CIMNE: Muchas gracias por brindarnos las licencias de los softwares necesarios para
realizar los análisis correspondientes.

A Dios: Gracias por rodearme de tan maravillosas personas y permitirme encontrar mi
camino.



iv

Contenido

Resumen i

Abstract ii

Agradecimientos iii

Contenido iv

Lista de �guras v

Lista de tablas viii

Nomenclatura ix

I. Introducción 1
I.1. Estructura de la tesis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

II. Descripción de la Turbina 5
II.1. Desarrollo histórico de las turbinas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
II.2. Turbina Francis 99 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

III. Parametrización del álabe de una turbina Francis 99 15
III.1.Metodología . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

III.1.1. Extracción de datos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
III.1.2. Reconstrucción de la geometría del álabe . . . . . . . . . . . . . . . . 17

III.1.2.1. Interpolación trans�nita . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
III.1.3. Evaluación del error . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

IV. Método de los Elementos Finitos 27
IV.1.Antecedentes históricos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
IV.2.Método variacional . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

IV.2.1. Rayleigh-Ritz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
IV.3.FEM 1D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
IV.4.FEM 2D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
IV.5.FEM 3D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
IV.6.Cuadratura . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46



v

IV.7.Problema de elasticidad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
IV.7.1. Ejemplos de aplicación . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

V. Análisis no lineal 57
V.1. Introducción al análisis no lineal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

V.1.1. No linealidad geométrica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58
V.1.2. No linealidad cinemática . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
V.1.3. No linealidad de la fuerza . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
V.1.4. No linealidad del material . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

V.2. Plasticidad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
V.2.1. Criterios de �uencia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

V.2.1.1. Criterio de �uencia de Von Mises . . . . . . . . . . . . . . . 63
V.2.1.2. Criterio de �uencia de Tresca . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

V.2.2. Modelos de endurecimiento . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
V.2.2.1. Modelo de endurecimiento isotrópico . . . . . . . . . . . . . 66
V.2.2.2. Modelo de endurecimiento cinemático . . . . . . . . . . . . 67
V.2.2.3. Modelo de endurecimiento combinado . . . . . . . . . . . . 67

V.2.3. Flujo plástico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68
V.3. FEM no lineal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

V.3.1. Método de Newton-Raphson . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

VI. Análisis estructural del álabe de una turbina Francis 99 76
VI.1.De�nición del modelo numérico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

VI.1.1. Materiales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76
VI.1.2. Caso de prueba . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77
VI.1.3. Modelo FSI . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82

VI.2.Resultados del análisis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82
VI.2.1. Resultados del análisis CFD, caso de prueba . . . . . . . . . . . . . . 82
VI.2.2. Resultados del análisis estructural, caso de prueba . . . . . . . . . . . 88
VI.2.3. Resultados del análisis FSI . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100

VII.Conclusiones 108

A. Prueba de tensión 110

Referencias 113



vi

Lista de �guras

1. Rueda hidráulica del siglo XVIII (tomado de Lewis et al. [68]). . . . . . . . . 6
2. Turbina Pelton de doble cuchara (tomado de Cengel y Cimbala [21]). . . . . 7
3. Desarrollo histórico de per�les de álabes (tomado de Lewis et al. [68]). . . . . 9
4. Vista transversal de la turbina Francis (adaptado de NVKS [1]). . . . . . . . 11
5. Modelo numérico de la turbina Francis 99. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
6. Turbina Tokke (tomado de NVKS [1]). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

7. Etapas del proceso de parametrización. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
8. De�nición de los planos de corte. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
9. Polinomio de Bernstein de cuarto orden. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
10. Sección transversal del álabe de�nida con 8 polinomios de Bernstein. . . . . 20
11. Sección transversal del álabe de�nida con 6 polinomios de Bernstein y N = 10. 20
12. Sección transversal del álabe de�nida con 6 polinomios de Bernstein y N = 100. 21
13. Super�cies de frontera para TFI (tomado de Thompson et al. [102]). . . . . . 22
14. Nomenclatura del dominio lógico (tomado de Knupp y Steinberg [98]). . . . 22
15. Construcción de los planos de corte. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
16. Ajuste numérico de la super�cie del álabe. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

17. Modelo del ala estudiada por Clough y Turner (adaptado de Clough et al. [26]). 27
18. Idealización del método de los elementos �nitos propuesta por Clough (adap-

tado de Clough et al. [26]). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
19. Primer malla implementada para el análisis gravitacional de una presa (adap-

tado de Clough et al. [26]). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
20. Ejemplo de placa con agujero elíptico (adaptado de Clough et al. [26]). . . . 30
21. Elemento barra 1D. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
22. Función de forma de grado 1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
23. Funciones de forma de grado 2 con h = 1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
24. Elemento �nito triangular. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
25. Elemento �nito cuadrilátero. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
26. Representación grá�ca de un problema de mínimos cuadrados. . . . . . . . . 42
27. Elemento �nito tetrahedro de 4 nodos. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
28. Diagrama de cuerpo libre de una partícula en 2D. . . . . . . . . . . . . . . . 48
29. Columna de concreto. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
30. Problema de elasticidad en el plano. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54



vii

31. Diagrama de �ujo de un sistema lineal. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58
32. Viga en voladizo con grandes deformaciones (adaptado de Kim [62]). . . . . 59
33. Modelo con no linealidad cinemática (adaptado de Kim [62]). . . . . . . . . . 60
34. Modelo de viga con grandes deformaciones y carga de presión (adaptado de

Kim [62]). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
35. Tipos de no linealidad en el material (adaptado de Kim [62]). . . . . . . . . 62
36. Criterios de �uencia. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
37. Tipos de comportamiento plástico. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
38. Modelos de endurecimiento. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68
39. Método de Newton-Raphson (Tomado de Kim [62]). . . . . . . . . . . . . . . 74
40. Método de Newton-Raphson modi�cado (Adaptado de Kim [62]). . . . . . . 74
41. Diagrama de �ujo del método de Newton-Raphson [62]. . . . . . . . . . . . . 75

42. Experimento, Hydrofoil Test Case. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78
43. Modelos para el análisis CFD. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80
44. Condiciones de frontera del modelo CFD. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81
45. Trayectorias del �ujo y distribución de presiones máximas (Pa). . . . . . . . 84
46. Campo de velocidades del �ujo (m/s), modelo 1. . . . . . . . . . . . . . . . . 85
47. Campo de velocidades del �ujo (m/s), modelo 2. . . . . . . . . . . . . . . . . 86
48. Distribución de presiones (Pa), modelo 1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87
49. Distribución de presiones (Pa), modelo 2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88
50. Malla del modelo estructural. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89
51. Tensor de esfuerzos de Cauchy (Pa), modelo 1. . . . . . . . . . . . . . . . . . 91
52. Estado de esfuerzos principales de Cauchy (Pa), modelo 1. . . . . . . . . . . 92
53. Tensor de esfuerzos de Cauchy (Pa), modelo 2. . . . . . . . . . . . . . . . . . 93
54. Estado de esfuerzos principales de Cauchy (Pa), modelo 2. . . . . . . . . . . 94
55. Tensor de deformaciones de Green-Lagrange, modelo 1. . . . . . . . . . . . . 95
56. Tensor de deformaciones de Green-Lagrange, modelo 2. . . . . . . . . . . . . 96
57. Estado de deformaciones principales de Green-Lagrange, modelo 1. . . . . . 97
58. Estado de deformaciones principales de Green-Lagrange, modelo 2. . . . . . 98
59. Estado de esfuerzos de Von Mises y deformaciones máximas, modelo 1. . . . 99
60. Estado de esfuerzos de Von Mises y deformaciones máximas, modelo 2. . . . 99
61. Campo de velocidades del �ujo (m/s). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100
62. Patron de trayectorias del �ujo, modelo FSI. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101
63. Distribución de presiones (Pa), modelo FSI. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102
64. Tensor de esfuerzos de Cauchy (Pa), modelo FSI. . . . . . . . . . . . . . . . 103
65. Estado de esfuerzos principales de Cauchy (Pa), modelo FSI. . . . . . . . . . 104
66. Tensor de deformaciones de Green-Lagrange, modelo FSI. . . . . . . . . . . . 105
67. Estado de deformaciones principales de Green-Lagrange, modelo FSI. . . . . 106
68. Estado de esfuerzos de Von Mises y desplazamientos máximos, modelo FSI. . 107

69. Esquema de probeta para prueba de tracción. . . . . . . . . . . . . . . . . . 110
70. Prueba de tracción. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111
71. Resultados de la prueba de tracción. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112



viii

Lista de tablas

II.1. Características de operación de la turbina Tokke [1]. . . . . . . . . . . . . . 12
II.2. Velocidad del �ujo. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

IV.1.Cuadratura de Gauss, puntos de evaluación y pesos (intervalo de −1 a 1). . . 47
IV.2.Correspondecia entre los coe�cientes de la matriz de rigideces global y local. 55

VI.1.Propiedades mecánicas del material. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77
VI.2.Actualización de propiedades mecánicas del material, obtenidas con la prueba

de tracción. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77
VI.3.Presiones máximas en el borde de ataque. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83



ix

Nomenclatura

A Área del elemento �nito.

A1 Área de entrada de un canal hidráulico.

C
(k)
i Puntos de control.

D Diámetro del rodete.

Di Distancia euclidiana entre dos puntos.

E Módulo de elasticidad.

H Módulo plástico.

Hb Altura bruta.

Hp Altura de presión absorbida.

Hu Altura total absorbida.

J Funcional.

J2 Segunda invariante del desviador de esfuerzos.

KT Rigidez tangente.

N Número de puntos.

n Velocidad angular, en revoluciones por minuto (rpm).

P (k)(t) Polinomio de Bernstein.

Q Caudal total de entrada, en m3/s.

QD Caudal del dominio computacional, en m3/s.

R(x, u) Función residual.

S Desviador de esfuerzos.

Si, Sii, Siii Representación general de esfuerzos y deformaciones principales.



x

Sx Representación general de la componente x del tensor.

Sxy Representación general de la componente xy del tensor.

Sy Representación general de la componente y del tensor.

Syz Representación general de la componente yz del tensor.

Sz Representación general de la componente z del tensor.

Szx Representación general de la componente zx del tensor.

SME Error medio cuadrático.

t Longitud de arco normalizada.

u Desplazamiento.

V Volumen del elemento.

Vr Componente radial de la velocidad, en m/s.

VR Velocidad resultante, en m/s.

Vu Componente tangencial de la velocidad, en m/s.

xi Coordenada x de un punto en el espacio.

yi Coordenada y de un punto en el espacio.

zi Coordenada z de un punto en el espacio.

α Ubicación del centroide de la super�cie de �uencia.

δ Operador variacional.

ε̇p Función de �ujo plástico.

εe Componente elástica de la deformación.

εp Componente plástica de la deformación.

εm Deformación promedio.

εT Grado de reacción.

εx Componente x del tensor de deformaciones.

εy Componente y del tensor de deformaciones.

εz Componente z del tensor de deformaciones.

ϵd Desviador del tensor de deformaciones.



xi

γ Flujo plástico.

γxy Componente en plano x− y del tensor de deformaciones.

γyz Componente en plano y − z del tensor de deformaciones.

γzx Componente en plano z − x del tensor de deformaciones.

λ, µ Constantes de Lamé.

σ1, σ2, σ3 Esfuerzos principales.

σe Esfuerzo equivalente.

σm Esfuerzo promedio.

σvm Esfuerzo de Von Mises.

σx Componente x del tensor de esfuerzos.

σxy Componente en plano x− y del tensor de esfuerzos.

σy Componente y del tensor de esfuerzos.

σyz Componente en plano y − z del tensor de esfuerzos.

σz Componente z del tensor de esfuerzos.

σzx Componente en plano z − x del tensor de esfuerzos.

τmax Esfuerzo cortante máximo.

τy Esfuerzo cortante de �uencia.

υ Operador variacional.

ξ, η, ζ Variables de parametrización.

1 Tensor identidad.

[B] Matriz de transformación.

[D] Matriz elástica.

[K] Matriz de rigideces.

{f} Vector de fuerzas internas.

C Tensor elástico de cuarto orden.

{N} Tensor unitario normal del desviador de esfuerzos.

{Q} Vector de condiciones de frontera.
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{u} Vector de desplazamientos.

{εεε} Tensor de deformaciones.

{σσσ} Tensor de esfuerzos.

I Tensor unitario simétrico de cuarto orden.
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ψi(x) Función de forma.
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Capítulo I

Introducción

Uno de los objetivos más importantes en el diseño de turbomáquinas es optimizar la
geometría de los álabes de la turbina con la �nalizad de obtener su máximo desempeño
[22, 54]. La optimización requiere de una descripción o diseño adecuado para plantear una
función objetivo. En la teoría de variable compleja existen técnicas que nos permiten dise-
ñar secciones de álabes con formas relativamente complicadas empleando mapeos conformes
[2, 44, 102]. Estos últimos tienen un costo computacional elevado debido al gran número de
parámetros que se necesitan determinar para controlar numéricamente la creación de una
geometría útil. Por lo que en la práctica es necesario recurrir a metodologías más prácti-
cas como la parametrización empleando polinomios para reducir el número de coe�cientes a
determinar. Las metodologías de parametrización de álabes se pueden clasi�car en dos princi-
pales grupos: las que usan parches sobre super�cies y aquellas que utilizan aproximación por
secciones [41, 2, 45]. La metodología de aproximación por secciones se utilizan para describir
geometrías complejas que presentan variaciones signi�cativas entre cada sección. Uno de los
inconvenientes de este enfoque es que mientras mayor sea el número de secciones utilizadas,
mayor será el número de parámetros por de�nir [22, 3]. En ambas metodologías, la clave para
una implementación e�ciente radica en utilizar un número reducido de parámetros para re-
presentar geometrías complejas, de manera que se disminuya el costo computacional. Esto ha
impulsado el desarrollo y la aplicación de numerosas técnicas en busca de parametrizaciones
óptimas [2, 22, 34, 41, 45].

Los álabes de las turbinas Francis, por su parte, presentan formas complejas que no pueden
ser geométricamente reconstruidas con facilidad a partir de una función única [34]. Algunas
de las investigaciones recientes incluyen el uso de métodos de optimización para mejorar el
diseño de álabes de compresores y turbinas, así como del desarrollo de per�les aerodinámi-
cos [3, 4, 6, 46, 55, 81, 100]. Una opción versátil e intuitiva para realizar la representación
numérica de la sección transversal de los álabes es el uso de Polinomios de Bernstein [86].
Estos pueden emplearse para hacer ajustes precisos dentro de un intervalo cerrado de las
curvas continuas que representan líneas de corriente. Propuestos originalmente por Bernstein
en 1912, su uso fue limitado debido a las restricciones de la capacidad de cómputo de la
época [43, 97]. Actualmente, su versatilidad ha permitido aplicarlos en áreas como el control
de sistemas dinámicos, análisis de elementos �nitos, cálculo, modelado y optimización de
geometrías complejas, etc. [37, 86, 43, 108, 56, 8].
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Ahora bien, una vez diseñada la geometría óptima de la turbina, su máximo rendimiento
sólo se mantendrá durante un periodo determinado de tiempo. El desgaste natural hará que
el desempeño de la turbina disminuya, y será necesario aplicar medidas correctivas, como re-
emplazar los álabes dañados o reconstruirlos combinando técnicas de manufactura con algún
método de parametrización y un estudio de factibilidad. Dado el alto costo de fabricación de
estas piezas y de los materiales, reconstruir el álabe se convierte en una opción más viable,
al menos desde el punto de vista económico [86, 34]. Una vez generado el modelo numérico
utilizando alguna de las técnicas de parametrización mencionadas anteriormente, es crucial
validar la viabilidad mecánica del álabe mediante un análisis estructural. Este análisis per-
mitirá determinar el estado de esfuerzo y deformación bajo diferentes condiciones de servicio
[50, 15, 61, 24, 16, 82]. Uno de los métodos más comunes para el análisis de esfuerzos es el
Método de los Elementos Finitos (FEM, por sus siglas en inglés), debido a su versatilidad
para discretizar formas con dominios complejos [66, 69, 110].

Se han desarrollado investigaciones previas como la de Suha et al. [5] en donde se realizó
un análisis estructural estático del álabe de una turbina considerando diferentes aleaciones
de Inconel© y Titanio como base. Los resultados muestran que existe una dependencia entre
los esfuerzos y la densidad del material, presentando menores esfuerzos en las aleaciones de
aluminio. Por otro lado, Kauss et al. [57] realizó un análisis estructural similar en el que
incluyó cargas térmicas para obtener el estado de esfuerzo-deformacion de álabes de turbinas
con diferentes aleaciones, considerando el efecto de la temperatura dividiendo el tensor de
deformaciones en una componente mecánica y otra térmica. Como resultado se detectó una
clara dependencia de las propiedades físicas del material y la relación esfuerzo-deformación, y
se determinó que existe una mayor dependencia de los resultados de esfuerzos y deformacio-
nes en la componente térmica del análisis. Otro aspecto signi�cativo en el que se enfoncan las
investigaciones de álabes es el estudio de la fatiga para estimar su vida útil, con numerosos
trabajos realizados en esta área [70, 94, 112]. Claudio et al. [25] utilizó el FEM para estimar la
vida útil de una turbina de gas y comparó sus resultados con datos experimentales obtenidos
de componentes reales, obteniendo hallazgos interesantes. Otras investigaciones en el ámbito
de las turbinas se han centrado en el análisis de la dinámica de �uidos computacional (CFD,
por sus siglas en inglés) para determinar la distribución de presiones en álabes o en la turbina
bajo diversas condiciones de �ujo, y para evaluar las fuerzas actuantes y las distribuciones
de esfuerzo y deformación en el elemento [59, 23, 87].

Considerando la posibilidad de daño mecánico, otra alternativa interesante para el análisis
estructural es utilizar el Método de los Elementos Finitos Extendido (XFEM, por sus siglas
en inglés). XFEM incluye el modelado de generación de grietas utilizando funciones disconti-
nuas para representar el campo asintótico de desplazamientos de grietas en dos dimensiones.
El XFEM considera la presencia de defectos y heterogeneidades durante la generación de la
malla utilizando un remallado en todos los nodos cuya función de forma intersecta con el
interior de la grieta [99]. Un inconveniente del XFEM es su alto costo computacional lo que
limita su uso. Otra investigación de notable interés es la realizada por Lukas et al. [93], en
la que se aplicó una metodología integrada para el análisis de álabes de turbinas. En este
estudio, se combinó la aerodinámica con simulaciones estructurales múltiples en un modelo
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numérico, el cual fue generado a partir de una base de datos obtenida mediante el escaneo
de un álabe real. Lukas et al. emplearon XFEM para demostrar la in�uencia de las grietas
en el comportamiento del borde de ataque (LE, por sus siglas en inglés) y para predecir el
impacto de las variaciones geométricas debido al desgaste.

En resumen, se han llevado a cabo numerosas investigaciones empleando diversos enfo-
ques para evaluar la integridad estructural de los álabes [63, 30, 48, 19, 20, 64]. El objetivo
de la presente investigación es analizar el desempeño estructural del álabe de una turbina
Francis 99, cuya geometría fue generada mediante una parametrización usando interpolación
con polinomios de Bernstein de cuarto orden a trozos para generar la sección transversal del
álabe, e interpolación trans�nita (TFI, por sus siglas en inglés) para generar sus super�cies
[86]. Se implementó el Método de los Elementos Finitos para analizar el estado de esfuerzos y
deformaciones en tres simulaciones numéricas. De estas, dos están diseñadas para replicar nu-
mericamente el experimento llevado a cabo por el Centro Hidroeléctrico de Noruega (NVKS,
por sus siglas en inglés), referido como hidrofoil test [31, 104, 84, 103, 92]. Este experimento
se utilizó como base para simular el análisis de dinámica de �uidos computacional y deter-
minar la distribución de cargas de presión sobre las super�cies del álabe para posteriormente
realizar el análisis estructural de manera independiente. Adicionalmente, el modelo inicial se
modi�có para simular un caso de prueba considerando la interacción �uido-estructura, en el
cual se actualizaron algunas propiedades mecánicas del material, obtenidas mediante prue-
bas experimentales, y además, se actualizaron los datos de velocidad del �ujo para considerar
condiciones de operación estándar de la turbina. De acuerdo con el desempeño obtenido en
los análisis dinámico y estructural, los resultados sugieren que la nueva geometría parame-
trizada podría ser usada como CAD para el diseño del álabe, y eventualmente en el proceso
de reconstrución de la turbina. Sin embargo, es evidente la necesidad de realizar análisis
estructurales más detallados para el diseño de la turbina completa.

I.1. Estructura de la tesis

El presente trabajo de investigación está organizado en siete capítulos, los cuales se deta-
llan a continuación. En el Capítulo I se ofrece la introducción, en la que se de�ne el objetivo
de la investigación y se revisan los estudios previos realizados en el área de investigación.
El Capítulo II está dedicado a la descripción de la turbina objeto de estudio. Inicialmente,
se aborda el desarrollo histórico de las turbinas desde los primeros dispositivos considerados
como turbinas hasta su evolución a turbinas actuales, seguido de una descripción especí�ca
de las características del caso de estudio, que corresponde a la turbina Francis 99. En el
Capítulo III se detalla el método de parametrización por secciones utilizado para generar la
nueva geometría del álabe, y se describen los procesos de extracción de datos, reconstrución
de la geometría y evaluación del error, que conforman el método. El Capítulo IV presenta
los antecedentes del desarrollo del Método de los Elementos Finitos, se describe el método
variacional, y se proporciona un planteamiento general del método en 1D, 2D y 3D. Ade-
más, se aborda el enfoque del FEM aplicado al problema de elasticidad. En el Capítulo V
se introduce el concepto de análisis no lineal, se exploran los tipos más comunes de no li-
nealidad presentes en los problemas de elasticidad, se describe la teoría de la plasticidad con
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los criterios de �uencia de Von Mises y Tresca, con modelos de endurecimiento isotrópico,
cinemático y combinado. Al �nal del capítulo se describe el método de los elementos �nitos
no lineal y su solución utilizando el método de Newton-Raphson. En el capítulo VI se des-
criben las características de los modelos numéricos y los resultados obtenidos de los análisis
CFD y estructural. En la primer sección se caracterizan los materiales, condiciones iniciales y
modelos numéricos desarrollados, y en la segunda parte del capítulo se presentan y analizan
los reultados del modelo CFD, y posteriormente, los resultados del análisis estructural y del
modelo de interacción �uido-estructura. Por último, el capítulo VII presenta las conclusiones
del proyecto de investigación. Adicionalmente se agregó el anexo A, en donde se incluye las
características y resultados obtenidos en la prueba de tracción realizada a probetas de alea-
ción de aluminio 5456 con la cual se determinaron las propiedades mecánicas del material
utilizadas en el modelo FSI.



Capítulo II

Descripción de la Turbina

II.1. Desarrollo histórico de las turbinas

Se podría decir que las turbinas son una evolución de la rueda hidráulica, la cual fue im-
plementada principalmente para accionar maquinaria y no directamente para generar energía
eléctrica. De acuerdo con registros antiguos, los griegos fueron los primeros en desarrollar de
manera exitosa el primer modelo de rueda hidráulica, la cual era una pieza de arte, por lo que
su e�ciencia era muy baja. Aun así, fue muy utilizada para accionar molinos de producción
de harina. Posteriormente fue adoptada también por los romanos, y alrededor del año 500
d.C. ya se utilizaba en todo el territorio conocido por los europeos de la época [68]. En el
siglo XVIII la rueda hidráulica era ampliamente utilizada para molinos textiles, aserraderos,
molinos de papel y molinos de harina. A mediados del siglo, Bélidor, ingeniero hidráulico y
militar, diseñó una de las primeras ruedas hidráulicas para la generación de energía, pero
ésta sólo tenía una e�ciencia de 15% a 20%. Durante ese mismo periodo el ingeniero inglés
John Smeaton y el ingeniero francés J. V. Poncelet realizaron mejoras a la rueda hidráulica
incrementando su e�ciencia a un rango de 60% a 70% [9]. John Smeaton también desarrolló
la primer metodología cientí�ca para evaluar la e�ciencia de la rueda hidráulica. En aquella
época, se tenían básicamente tres tipos de rueda hidráulica: rueda hidráulica de impulso infe-
rior (Figura 1a), de impulso medio (Figura 1b), y de impulso superior (Figura 1c), y como su
nombre lo indica, la diferencia entre ellas era la manera de impulsarlas. Con su metodología,
Smeaton determinó que la rueda de impulso inferior sólo tenía 22% de e�ciencia, mientras
que la de impulso medio 50%, y la de impulso superior alcanzaba 63% [68].
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(a) Rueda de impulso inferior. (b) Rueda de impulso medio.

(c) Rueda de impulso superior.

Figura 1: Rueda hidráulica del siglo XVIII (tomado de Lewis et al. [68]).

Gran parte del desarrollo de las turbinas occurrió en Francia durante el siglo XIX gracias
a las aportaciones a la teoría del funcionamiento de la turbina llevadas a cabo por Leonhard
Euler (1707 − 1783), los conceptos en aplicaciones prácticas introducidos por Mannoury de
Ectot (1777-1822) y los análisis teóricos realizados por Burdin (1790-1893), quien a su vez
introdujo la terminología turbina. Todos estos conceptos contribuyeron bastante en el enten-
dimiento de los principios de operación de la turbina y en como mejorar su e�ciencia [9]. En
ese periodo de tiempo la fuente de generación de energía predilecta era el carbón, y ante la
escases de fuentes naturales del mismo en Francia, se vieron en la necesidad de implemen-
tar lo que ellos llamaron carbón blanco (agua) [9]. En 1824 el ingeniero francés Jean-Victor
Poncelet modi�có la rueda hidráulica de impulso inferior agregando palas con curvatura me-
jorando la cantidad de momento extraida del �uido, además, ajustó la velocidad de la rueda
reduciendo la velocidad de salida del �ujo, con lo que incrementó la e�ciencia a alrededor de
60% [89]. Durante el siglo XIX la rueda hidráulica empezó a ser reemplazada por turbinas
hidráulicas, las cuales eran más pequeñas y e�cientes. Aunque en 1866 la rueda hidráulica
de �ujo tangencial inventada por Samuel Knight trabajaba con una e�ciencia similar a la
de aquellas turbinas [68]. En 1878, Lester A. Pelton modi�có la rueda hidráulica de Knight
agregando una cuchara doble de per�l cilíndrico para mejorar su e�ciencia [21]. A �nales del
siglo, William Doble se hizo cargo de la compañía de Pelton y propuso modi�car la forma de
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la cuchara a elíptica mejorando la transferencia de momento. Gracias a las contribuciones de
Pelton en el desarrollo y promoción de la rueda hidráulica de impulso tangencial su nombre
fue atribuido al modelo (Figura 2).

Figura 2: Turbina Pelton de doble cuchara (tomado de Cengel y Cimbala [21]).

El ingeniero francés Claude Burdin fue el primero en usar la palabra turbina, derivada del
Latin de las palabras vortice y girando [17]. La principal diferencia entre las turbinas y las
ruedas hidráulicas es quizás, que las turbinas pueden alcanzar la misma potencia teniendo
dimensiones menores, y esto se debe a que el rotor gana un impulso adicional debido al torque
producido por una componente de torsión de la fuerza generada por el agua [68]. En 1826,
el ingeniero francés Benoit Fourneyron diseñó una turbina de �ujo exterior con álabes guía
curvos y e�ciencia cercana a 80%. Los álabes guía se usaban para impartir rotación al �ujo
y lo distribuían en el perimetro de la turbina. En 1838, el ingeniero estadounidense Samuel
B. Howd recibió la patente de la denominada turbina de �ujo interno, del concepto de �ujo
interno, y del proceso de admisión de agua a través de álabes guías �jos distribuidos en toda
la circunferencia. Esta patente retrasó el proceso de desarrollo de la turbina de �ujo interno,
el cual reinició en 1844. En 1844, el diseño de Fourneyron fue mejorado por el ingeniero
estadounidense Uriah A. Boyden, que basó su trabajo en reducir las pérdidas ocasionadas
por los cambios abruptos de área. Entre los años de 1844 y 1847 James B. Francis, jefe de
ingenieros para la Locks and Canals Company llevó a cabo una series de puebas en la turbina
de Boyden y desarrolló un método estándar para la evaluación del desempeño de las turbinas
hidráulicas; además, Francis también propuso una metodología de diseño de turbinas basado
en las trayectorias de las partículas de agua. Francis y Boyden fueron los primeros en aplicar
esta metodología de diseño [68]. En 1847 Francis diseñó y construyó un modelo a escala de
una turbina de �ujo interno, adaptando el diseño de Howd y Poncelet, con e�ciencia de 71%.
Dos años después, su primer diseño de turbina a escala real fue instalado en la fabrica de
algodón Boot. Su diseño incluía álabes con curvatura y álabes guía �jos. Otro de los aspec-
tos más destacados era la precisión con la que Francis calculaba la e�ciencia de la turbina
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utilizando su propia metodología, en una de sus predicciones pudo determinar una e�ciencia
de 79.31% para una turbina con e�ciencia real de 79.37% [68]. Todas estas contribuciones
permitieron a Benoit Fourneyron (1802-1867) desarrollar una turbina rápida con e�ciencia
de alrededor de 80%. A pesar del éxito de la turbina de Fourneyron, ésta tenía la limitante
de que su e�ciencia máxima sólo se alcanzaba bajo un rango muy limitado de condiciones de
operación. El problema fue investigado primero por Hoyd and Boyden (1804-1879) y poste-
riormente por James B. Francis, obteniendo como resultado la base de lo que actualmente
conocemos como turbinas Francis.

Se podría decir que la primer turbina efectiva de reacción fue desarrollada por Francis
y su grupo de trabajo alrrededor de 1850. Aunque en la actualidad se han desarrollado
turbinas Francis de diversas geometrías, todas mantienen como características principales el
�ujo de entrada radial, un conjunto de álabes guías que controlan el ángulo de entrada del
�ujo y un rotor de �ujo mixto (radial y axial) [36]. En 1862, James Le�el y su compañía
diseñaron una turbina con doble rotor. El rotor superior tenía una con�guración de álabes
similar a la de la turbina estadounidense de aquella época, y los álabes del rotor inferior
dispuestos para generar una descarga axial. Además, se tenían álabes guía ajustables para la
entrada del �uido, y no incluía difusor ni caja espiral. Este dispositivo alcanzaba una e�ciencia
máxima de 74%, lo que para la época era bastante adecuado [68]. En 1858, Asa M. Swain
experimentó con un modelo de una turbina con álabes de 6 pulgadas, de gran curvatura, que
se extendían desde el borde interior. Con esta nueva con�guración geométrica se pretendía
mejorar la transferencia de momento del �uido. En 1870 Swain incrementó la curvatura de
los álabes para mejorar la potencia de salida y la capacidad de �ujo. Algunos años después,
en 1874, Francis obtuvo una e�ciencia de 84% al probar un modelo de 72 pulgadas de la
turbina de Swain. El diseño de álabe de Swain fue el antecesor de los álabes de turbinas
Francis modernas. En 1873, la compañia T. H. Ridison realizó cambios en el álabe de Swain
extendiendo su borde superior para que la descarga en la turbina fuera completamente axial.
La turbina tenía álabes guía �jos y no usaba caja espiral. La turbina de Ridison alcazaba
una e�ciencia máxima de 90.5% al agregar un difusor. Otro de los grandes avances fue el
desarrollo de la turbina Hércules por John B. McCormick en 1876. Esta turbina tenía una
e�ciencia máxima de 89.2%. Durante este periodo se desarrollaron un gran número de diseños
como la turbina Victor, Hunt, Whitney, Upham, Angell, Barber, Blackstone, por mencionar
algunas. La �gura 3 muestra el desarrollo histórico de los per�les de álabes de turbinas, desde
la primer turbina Francis en 1848, hasta su evolución a per�les de álabes Francis actuales
diseñados por primera vez en 1920.
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(a) Francis 1848. (b) Boyden 1849. (c) Swain 1858. (d) American 1859.

(e) Ridison 1873. (f) Hercules 1876. (g) Samson 1902. (h) Francis 1920.

Figura 3: Desarrollo histórico de per�les de álabes (tomado de Lewis et al. [68]).

A �nes de siglo, entre 1880 y 1900, algunas metodologías de análisis hidráulico fueron
restituidas en el diseño de turbinas, lo que ocasionó que tanto diseñadores como manofactu-
radores trabajaran en una misma dirección. Esto llevó al desarrollo de la turbina Samson,
diseñada por McCormick en 1902, que alcanzaba una e�ciencia máxima de 90%. 20 años
después, las primeras turbinas modernas aparecieron, y con ellas se logró obtener turbinas
de alta velocidad y �ujo mixto sin pérdida de e�ciencia. Sin todas estas grandes aportaciones
hubiera sido imposible que actualmente contaramos con turbinas de e�ciencia de 95% [21].

II.2. Turbina Francis 99

Conceptualmente, una máquina es un transformador de energía, ya sea que consuma ener-
gía de una clase y la restituya por una de otro tipo, o que simplemente la transforme. Tenemos
máquinas eléctricas, máquinas de herramientas, máquinas de �uidos, etc. Las máquinas de
�uidos son las que absorben energía del �uido o se la proporcionan, éstas se clasi�can en
máquinas hidráulicas y máquinas térmicas. Ambas trabajan con �uidos pero en las máquinas
hidráulicas el �uido mantiene una densidad prácticamente constante y en las máquinas tér-
micas no. Dentro de la clasi�cación de las máquinas hidráulicas se encuentran aquellas que
son generadoras como bombas y ventiladores, y otras que son motoras como las turbinas. En
el siguiente esquema se muestra la clasi�cación de las máquinas hidráulicas [76],
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Máquina hidráulica



Turbomáquina


Generadoras


Bombas

Ventiladores

Motoras {Turbinas hidráulicas

Máquina de desplazamiento positivo


Generadoras

Motoras.

Las turbinas hidráulicas son turbomáquinas motoras que absorben energía de un �uido
y la convierten en energía mecánica. Estas se pueden clasi�car en función de su grado de
reacción εT , como turbinas de acción y reacción [76],

εT =
Hp

Hu

, (1)

donde Hp es la altura de presión absorbida por el rodete y Hu es la altura total absorbida por
el rodete. Si εT = 0, la turbina es de acción, y éstas tienen la característica de que el �uido
no sufre cambios de presión importantes al pasar a través del rodete. Además, funcionan con
admisión de �uido parcial, el rodete trabaja a presión constante, no se cuenta con tubo de
aspiración, y la salida del rodete coincide con la salida de la turbina. Por su parte, si εT ̸= 0,
la turbina se clasi�ca como de reacción, y en éstas el rodete está inundado, la admisión del
�uido es total, y se generan presiones superiores a la atmosférica en la entrada al rodete, se
tiene un tubo de aspiración y la salida de la turbina en el nivel de aguas abajo (Figura 4).
Una clasi�cación más detallada se muestra en el siguiente diagrama:

Turbinas



Acción {Sólo se construyen prácticamente de �ujo tangencial (Pelton)

Reacción



De �ujo diagonal


Álabes �jos (Francis)

Álabes orientables (Déraiz, Francis)

De �ujo axial


Álabes �jos (de hélice)

Álabes orientables (Kaplan, de hélice).
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Figura 4: Vista transversal de la turbina Francis (adaptado de NVKS [1]).

Las turbinas Francis son turbinas de reacción que trabajan con �ujo radio-axial, además,
son las más utilizadas y se usan para producir más del 60% de la produción mundial de
energía hidroeléctrica [7]. Las turbinas Francis se pueden clasi�car en función de su salto o
altura neta, que se calcula como el salto natural o altura bruta Hb, que representa el desnivel
que existe desde la fuente o punto inicial de caida de agua y su desembocadura al nivel donde
está instalada la turbina, menos las pérdidas de energía potencial geodésica generadas por
el rozamiento producido durante la trayectoria del agua al viajar desde la fuente hasta su
desembocadura. De acuerdo con esto, las turbinas Francis se clasi�can en: Francis lenta, la
cual se utiliza para saltos de gran altura (200 m o más); Francis normal, para saltos de altura
media (20−200 m); Francis rápidas y extra rápidas, apropiadas para saltos de pequeña altura
(< 20 m) [76]. Nuestro caso de estudio se basa en el análisis estructural de la geometría pa-
rametrizada del álabe de una turbina hidráulica Francis 99 (Figura 5a). La parametrización
se realizó sobre el modelo a escala (1:5.1) de la turbina de la central hidroeléctrica Tokke
de Noruega (Figura 6) [1]. El rotor esta compuesto por 15 álabes principales (Figura 5b) y
15 divisores, y tiene un diámetro de 0.63 m. El rotor puede alcanzar una velocidad de 335.4
revoluciones por minuto y una e�ciencia hidráulica de 92.61%.

(a) Rotor. (b) Álabe principal.

Figura 5: Modelo numérico de la turbina Francis 99.
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Figura 6: Turbina Tokke (tomado de NVKS [1]).

En los experimentos realizados por el centro de hidropotencias de Noruega se consideraron
3 condiciones de operación: carga parcial (Part Load, PL); punto de e�ciencia máxima (Best
E�ciency Point, BEP); sobrecarga (High Load, HL), los cuales serán usados como referencia
para la presente investigación. La tabla II.1 muestra algunos de los datos más relevantes
del experimento: las presiones de entrada, velocidad del rotor, e�ciencia hidráulica y otras
características de operación medidas para los casos PL, BEP y HL.

Tabla II.1: Características de operación de la turbina Tokke [1].

Parámetro PL BEP HL Observaciones
Presión a la entrada de
la turbina (kPa)

219.93 216.54 210.01 Medida justo antes de
la entrada de la carca-
sa.

Presión diferencial a
través de la turbina
(kPa)

120.39 114.98 114.03 Diferencia entre pre-
sión de entrada y sali-
da.

Densidad del agua
(kg/m3)

999.23 999.19 999.20

Salto hidráulico (m) 12.29 11.91 11.24
Descarga (m3/s) 0.071 0.203 0.221
Par de entrada del ge-
nerador (N m)

137.52 619.56 597.99

Par de fricción (N m) 6.54 8.85 7.63
Velocidad del rodete
(rpm)

406.2 335.4 369.6

E�ciencia hidráulica
(%)

71.69 92.61 90.66

Ángulo de abertura de
los álabes guía

3.91 9.84 12.44 Es la posición máxima
de abertura.
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Con base en los resultados presentados en la Tabla II.1 podemos determinar la veloci-
dad del �ujo a la entrada del rodete, la cual es un parámetro indispensable para de�nir el
modelo numérico para el análisis CFD. Esta velocidad se calculó considerando las siguientes
suposiciones:

El caudal total se reparte por igual entre los 15 álabes principales que forman el rodete
(a está porción del rodete la llamaremos canal hidráulico y corresponde al dominio
computacional del problema en estudio).

Los álabes guía tienen un ángulo de apertura de 9.84o o 12.44o según la condición de
operación (ver Tabla II.1).

Cuando el �uido sale de los álabes guía entra en contacto inmediato con los álabes del
rodete.

La velocidad del �uido se determina a partir de sus componentes radial Vr y tangencial
Vu al área de entrada del rodete.

El área de entrada del �uido se obtiene a partir de la altura de entrada del rodete (0.06
m) y su perímetro (1.979 m).

el área de entrada del �ujo para cada canal hidráulico se obtiene dividiendo el área total
entre el número de canales hidráulicos,

A1 =
1.979m

15
× 0.06m ∼= 0.00792m2.

La resultante de la velocidad del �ujo y sus componentes radial y tangencial se determinan
a partir de las siguientes ecuaciones,

QD = Vr A1, (2)

Vu = π nD, (3)

VR =
√
V 2
r + V 2

u , (4)

donde, QD es el caudal del dominio computacional (un canal hidráulico), n es la velocidad
angular, y D el diámetro del rodete. La tabla II.2 presenta la velocidad resultante del �ujo
(VR) y los parámetros para determinarla, donde Q representa el caudal total de entrada a la
turbina (ver Tabla II.1). Los cálculos se realizaron para las dos condiciones de operación de
mayor relevancia (BEP y HL), tomando en cuenta que BEP nos da la condición de operación
óptima y HL representa la condición de carga máxima.
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Tabla II.2: Velocidad del �ujo.

Condición Q n QD Vr Vu VR
(m3/s) (rpm) (m3/s) (m/s) (m/s) (m/s)

BEP 0.203 335.4 0.01353 1.708 11.064 11.195
HL 0.221 369.6 0.01473 1.860 12.192 12.333



Capítulo III

Parametrización del álabe de una

turbina Francis 99

III.1. Metodología

La parametrización es un proceso que nos permite de�nir parámetros que nos ayudan
a describir una ecuación que sirve para controlar y/o ajustar un modelo, como lo son los
procesos de generación de mallas. Los métodos de generación de malla se desarrollaron de-
bido a la necesidad de resolver ecuaciones diferenciales parciales que de�nen problemas de
dinámica de �uidos en geometrías complejas, con el objetivo de transformar una región física
complicada en una más simple. En un gran número de casos transformando la geometría
física en un cuadrado o cubo unitarios, denominados regiones o dominios lógicos, de acuerdo
con el número de dimensiones del problema original, en donde las fronteras de la región lógica
corresponden a las fronteras de la región física. En nuestro caso de estudio, el objetivo es
obtener una representación discreta, digital del álabe principal de una turbina Francis 99. El
proceso de parametrización utilizado en esta investigación es una metodología de ajuste por
secciones que emplea polinomios de Bernstein de cuarto orden. La metodología consta de tres
etapas: extracción de datos, reconstrucción de la geometría del álabe y evaluación numérica.
La Figura 7 ilustra el esquema del proceso de parametrización y los subprocesos que involucra
cada etapa. Esta metodología fue previamente desarrollada por nuestro equipo de trabajo
en la investigación presentada por Pérez et al. [86]. A continuación se ofrece una descripción
más detallada de cada etapa del proceso de parametrización en las secciones posteriores del
capítulo.
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Figura 7: Etapas del proceso de parametrización.

III.1.1. Extracción de datos

Es importante señalar que el proceso de extracción de datos implica obtener las coorde-
nadas xi, yi, zi de N puntos a partir del escaneo del álabe de una turbina Francis 99 real. El
proceso incluye dividir el álabe en secciones y obtener las coordenadas de un número de�nido
de puntos distribuidos en el contorno de cada sección. Una vez obtenidos los puntos, se rea-
liza la etapa de limpieza de datos, en donde se elimina el ruido, descartando los puntos que
no correspondan con la super�cie escaneada y haciendo las correciones necesarias si así se
requiere. Nuestro caso de estudio corresponde a la turbina Tokke de la central hidroeléctrica
de Noruega, descrita en el capitulo II. Los datos del escaneo utilizados en esta investigación
fueron proporcionados por el centro de hidropotencias de Noruega [1], los cuales llevaron a
cabo el escaneo del álabe y realizaron algunas investigaciones concernientes principalmente
al comportamiento hidrodinámico del álabe y la turbina [58, 65, 53, 85, 101]. Para escanear
la geometría del álabe, éste se divide en 10 secciones, que de�nen los planos de corte en los
que se realiza el escaneo (Figura 8a). Cada plano se describe mediante el escaneo de 256
puntos localizados sobre la super�cie del álabe. En particular, para este caso de estudio se
registraron 128 puntos en la cara de succión y 128 puntos en la cara de presión (Figura 8b).
El proceso de extracción de datos es fundamental; una distribución óptima de puntos sobre
la super�cie del álabe escaneada resulta en una representación más precisa del elemento,
por ende, en una parametrización más exacta. Por el contrario, un escaneo de�ciente puede
introducir errores que afectan la calidad de la parametrización.
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(a) Planos de corte. (b) Puntos para de�nir el plano de corte.

Figura 8: De�nición de los planos de corte.

III.1.2. Reconstrucción de la geometría del álabe

En la etapa de reconstrucción, se realiza un ajuste polinomial a trozos de las caras de
presión y succión de la sección transversal del álabe para cada uno de los planos previamente
de�nidos. Para ello, se lleva a cabo un proceso de interpolación utilizando un polinomio P (t)
de�nido por 8 curvas de Bernstein P (k)(t) de cuarto orden que serán representados por la
ecuación (5). La elección del número de curvas implementadas para de�nir el contorno de la
sección transversal está directamente relacionada con la precisión deseada. Cada cara de la
sección tranversal puede ser de�nida con cuatro polinomios o menos, pero reducir el número
de polinomios disminuye la precisión del ajuste. Por otro lado, aumentar el número de curvas
de ajuste disminuiría el error, aunque incrementa el costo computacional. Por lo tanto, es
conveniente establecer una tolerancia para el error y encontrar un balance entre precisión y
costo computacional.

Las ocho curvas de Bernstein están de�nidas por

P (k)(t) =
n=4∑
i=0

C
(k)
i B4

i (t), k = 1, ..., 8, (5)

donde t representa la longitud de arco normalizada de cada una de las 8 piezas de la sección
de la cara correspondiente (presión o succión), 0 ≤ t ≤ 1, C(k)

i son 5 puntos de control que
de�nen la forma del ajuste en cada polinomio, y k representa la curva correspondiente a cada
una de las piezas de la parametrización en cada plano. Como sabemos, los polinomios B4

i (t)
pueden escribirse como
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Bn
i (t) =

(
n
i

)
ti (1− t)n−i (6)

donde,
(
n
i

)
es el número de combinaciones de n elementos en i. La representación

grá�ca de la ecuación (6) se presenta en la �gura 9.
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Figura 9: Polinomio de Bernstein de cuarto orden.

Algunas de las propiedades más importantes de los polinomios de Bernstein son [60]:

Simetría Bn
i (t) = Bn

n−i(1− t).

Positividad Bn
i (t) ≥ 0.

Normalización
∑n

i=0B
n
i (t) = 1 para 0 ≤ t ≤ 1.

Estás cualidades los convierten en herramientas útiles para el diseño asistido por compu-
tadora.

En cuanto al proceso de parametrización, inicialmente, se propone un problema de mí-
nimos cuadrados para obtener el mejor ajuste de P (t) de manera simultánea en todas las
coordenadas xi, yi, zi, considerando restricciones de continuidad para los diferentes P (k) dado
que el trazo del álabe es una curva cerrada y continua. A partir de esto, se determinan los
puntos de control C(k)

i ; k = 1, ..., 8; i = 0, ..., 4. Cada cara se de�ne utilizando cuatro polino-
mios (Figura 10), generando así un total de 20 puntos de control, en donde se debe garantizar
que se cumpla la condición de continuidad que se expresa como

P (k)(τk) = P (k+1)(τk).
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La ubicación de estos puntos de control τk se selecciona de manera que el error medio
cuadrático entre P k(t) y los puntos escaneados sea un mínimo [86]. Cada polinomio se ajusta
para una longitud de arco parametrizada t = 1, y al evaluar para los diferentes valores de t
se determina la matriz [M ]. Desarrollando la ecuación 5 para un polinomio de Bernstein de
cuarto orden (n = 4) y expresando de forma matricial obtenemos,

P (t) = (C0 C1 C2 C3 C4)


1 −4 6 −4 1
−4 12 −12 4 0
6 −12 6 0 0
−4 4 0 0 0
1 0 0 0 0




t4

t3

t2

t
1

 (7)

o de forma simpli�cada,

{P} = {C}[M ], (8)

donde {P} representa el valor de las coordenadas xi, yi, zi obtenidas a partir del escaneo
del álabe real, y [M ] se determina evaluando la longitud de arco normalizada t correspondiente
a sus respectivas coordenadas xi, yi, zi. Con esta información podemos determinar los puntos
de control Ci, para cada uno de los ejes de referencia, a partir de,

{C} = [M ]−1 {P}. (9)

Este proceso se repite para cada eje coordenado de tal forma que las constantes son
determinadas por eje de referencia. Cada cara se de�ne utilizando cuatro polinomios (Figura
10), lo que genera un total de 20 coe�cientes para cada eje coordenado. Se establece que
C

(k)
4 = C

(k+1)
0 para garantizar la continuidad entre polinomios adyacentes.

Una vez de�nidos los coe�cientes, se puede generar una representación de la sección trans-
versal del álabe utilizando un número bastante arbitrario de puntos. Un aspecto fundamental
de esta investigación fue mejorar la �exibilidad de la metodología de parametrización para
controlar de una manera más adecuada la precisión del ajuste y el costo computacional. Ori-
ginalmente, la metodología se diseñó para de�nir cada cara con 4 polinomios de Bernstein
y 128 puntos (el número de puntos tiene que coincidir con la cantidad de coordenadas uti-
lizadas como parámetros de entrada) [86]. Dado que para reproducir la geometría del álabe
completo se utilizan 10 planos de corte, esto requiere que se generen 80 polinomios y 2, 560
puntos de referencia para reconstruir la geometría del álabe. Las modi�caciones realizadas
al proceso de parametrización permiten de�nir cada plano de corte con sólo 6 polinomios (3
por cada cara), lo que reduce la cantidad total de polinomios necesarios para el ajuste a 60.
Además, se ha modi�cado la rutina para permitir la selección de un número arbitrario de
puntos de salida, N para cada cara. Es importante destacar que la precisión del ajuste está
directamente relacionada con el valor de N ; a mayor número de puntos, menor será el error.
Esto se puede observar claramente en las Figuras 11 y 12, donde se muestran los resultados
del ajuste para N = 10 y N = 100 (La línea punteada representa el ajuste y la línea continua
la geometría real). Después de generar una sección transversal, el proceso se repite para pro-
ducir cada uno de los planos (Figura 8). Posteriormente, se construye la super�cie del álabe
usando interpolación trans�nita [86].
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Figura 10: Sección transversal del álabe de�nida con 8 polinomios de Bernstein.
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Figura 11: Sección transversal del álabe de�nida con 6 polinomios de Bernstein y N = 10.
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Figura 12: Sección transversal del álabe de�nida con 6 polinomios de Bernstein y N = 100.

III.1.2.1. Interpolación trans�nita

Los métodos algebricos basados en la aplicación de fórmulas de interpolación son los más
e�cientes para la generción de mallas. Estos métodos tienen dos principales fortalezas, la pri-
mera es que podemos tener un control directo sobre la localización de los puntos en la malla,
y la segunda es la velocidad de cálculo de la malla en comparación con los métodos de ecua-
ciones diferenciales parciales [98, 102]. El método de interpolación trans�nita (TFI, por sus
siglas en inglés) es uno de los métodos algebraicos más implementados para generar mallas, y
nos permite crearlas interpolando entre condiciones de frontera previamente de�nidas [102].
William Gordon fue el primero en describir este método [47], y en la década de 1980, Lars
Eriksson presentó una aplicación para la generación de mallas en problemas de dinámica de
�uidos computacional [40, 39]. El problema consiste en representar una región física simple-
mente conectada en un mapa representado por la región cúbica unitaria X = X(ξ, η, ζ) [98].
La región física se de�ne mediante sus condiciones de frontera:

XW (s, t), XE(s, t), 0 ≤ s, t ≤ 1, (10)

XN(r, t), XS(r, t), 0 ≤ r, t ≤ 1, (11)

XT (r, s), XB(r, s), 0 ≤ r, s ≤ 1, (12)

donde los subíndices W, E, N, S, T, B, representantan las ubicaciones respectivas oeste,
este, norte , sur, superior e inferior del dominio lógico. En total se tienen 12 bordes de�nidos
por

XSW (t), XSE(t), XNW (t), XNE(t), (13)

XBW (s), XTW (s), XBE(s), XTE(s), (14)
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XBS(r), XTS(r), XBN(r), XTN(r), (15)

y sus 8 correspondientes coordenadas que representan sus esquinas,

XWSB, XWST , XWNB, XWNT , (16)

XESB, XEST , XENB, XENT , (17)

Figura 13: Super�cies de frontera para TFI (tomado de Thompson et al. [102]).

Figura 14: Nomenclatura del dominio lógico (tomado de Knupp y Steinberg [98]).
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con condiciones de frontera para las super�cies,

X(0, s, t) = XW (s, t),
X(1, s, t) = XE(s, t),
X(r, 0, t) = XS(r, t),
X(r, 1, t) = XN(r, t),
X(r, s, 0) = XB(r, s),
X(r, s, 1) = XT (r, s)

(18)

para los bordes,

X(0, 0, t) = XSW (t),
X(0, 1, t) = XNW (t),
X(1, 0, t) = XSE(t),
X(1, 1, t) = XNE(t),
X(0, s, 0) = XBW (s),
X(0, s, 1) = XTW (s),
X(1, s, 0) = XBE(s),
X(1, s, 1) = XTE(s),
X(r, 0, 0) = XBS(r),
X(r, 0, 1) = XTS(r),
X(r, 1, 0) = XBN(r),
X(r, 1, 1) = XTN(r)

(19)

y para las coordenadas de las aristas,

X(0, 0, 0) = XWSB,
X(1, 0, 0) = XESB,
X(0, 1, 0) = XWNB,
X(0, 0, 1) = XWST ,
X(1, 1, 1) = XENT ,
X(0, 1, 1) = XWNT ,
X(1, 0, 1) = XEST ,
X(1, 1, 0) = XENB.

(20)

Finalmente, la TFI se puede expresar como una suma Boleana de interpolaciones inva-
riables en cada una de las direcciones del dominio computacional como

X(ξ, η, ζ) = X1 +X2 +X3 −X12 −X13 −X23 +X123, (21)

donde,

X1 = (1− ξ)XW (η, ζ) + ξXE(η, ζ), (22)

X2 = (1− η)XS(ξ, ζ) + ηXN(ξ, ζ), (23)

X3 = (1− ζ)XB(ξ, η) + ζXT (ξ, η), (24)
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X12 = (1− ξ)(1− η)XSW (ζ) + (1− ξ)ηXNW (ζ) + ξ(1− η)XSE(ζ) + ξηXNE(ζ), (25)

X13 = (1− ξ)(1− ζ)XBW (η) + (1− ξ)ζXTW (η) + ξ(1− ζ)XBE(η) + ξζXTE(η), (26)

X23 = (1− η)(1− ζ)XBS(ξ) + (1− η)ζXTS(ξ) + η(1− ζ)XBN(ξ) + ηζXTN(ξ), (27)

X123 = (1− ξ)(1− η)(1− ζ)XWSB + (1− ξ)(1− η)ζXWST + (1− ξ)η(1− ζ)XWNB

+(1− ξ)ηζXWNT + ξ(1− η)(1− ζ)XESB + ξ(1− η)ζXEST + ξη(1− ζ)XENB

+ξηζXENT .
(28)

Es importante entender que en algunos de los casos un simple elemento en el dominio
lógico no es su�ciente para representar el dominio físico cuando éste se trata de una geometría
compleja, lo que hace necesario dividir el dominio físico en subdominios e interpolar cada
subdominio. Para nuestro caso de estudio el álabe es divido en 10 planos (subdominios), los
cuales se van generando uno a uno a través de la parametrización hasta producir la nube de
puntos que incluye las 10 secciones (Figura 15). Una vez generados los 10 planos se utiliza
TFI para producir la super�cie del álabe (Figura 16).

155

160

165

170

175

180

185

−300

−250

−200

−150

−100

−50

0

50

−160

−140

−120

−100

−80

−60

−40

−20

(a) Generación del primer plano de corte.
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Figura 15: Construcción de los planos de corte.
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Figura 16: Ajuste numérico de la super�cie del álabe.

III.1.3. Evaluación del error

La etapa �nal del proceso de parametrización consiste en la evaluación del error. En esta
fase, se determina la precisión del ajuste de las coordenadas generadas en comparación con los
datos reales obtenidos del escaneo del álabe. La precisión del modelo se determina evaluando
el error medio cuadrático, de�nido como

SME =

√∑n
i=1D

2
i

n
(29)

donde Di es la distancia euclidiana entre cualquier punto sobre la curva de parametrización
del álabe (x0, y0, z0) al punto más cercano del conjunto de coordenadas del escaneo (x1, y1, z1)
de�nida como,

Di = |[(x1 − x0)i+ (y1 − y0)j+ (z1 − z0)k] · n|, (30)

donde n el vector unitario normal a la super�cie parametrizada del álabe,

n =
Aî+Bĵ+ Ck̂√
A2 +B2 + C2

. (31)

Sustituyendo y desarrollando la ecuación (30),

Di = | cos(α)x1 + cos(β)y1 + cos(γ)z1 + d|, (32)

para

d = cos(α)x0 + cos(β)y0 + cos(γ)z0, (33)
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donde cos(α), cos(β) y cos(γ) son los cosenos directores y representan las componentes i, j,
k, respectivamente, del vector unitario normal [34, 73, 67].

Al evaluar la ecuación (29) utilizando como referencia N = 128, que corresponde a los
puntos obtenidos en el escaneo del álabe, se obtuvo un error medio cuadrático de 1.5496 ×
10−3% para la cara de presión y 9.685× 10−5% para la cara de succión [86]. Ambos valores
dentro de la tolerancia sugerida por Dube et al. [37], quienes son referentes en este campo
de investigación. Estos resultados con�rman la precisión del método y validan el modelo
geométrico [32].



Capítulo IV

Método de los Elementos Finitos

IV.1. Antecedentes históricos

En la década de 1950, el análisis estructural se limitaba esencialmente a elementos co-
nectados con dos nodos. El modelado de elementos tipo placa o membrana sólo era posible
usando geometrías rectangulares. Los primeros en estudiar cómo ampliar esta metodología
fueron Clough y Turner mientras trabajaban para la empresa Boeing, donde se les solicitó
calcular los coe�cientes de �exibilidad por torsión y �exión de un modelo de ala (Figura 17).

Figura 17: Modelo del ala estudiada por Clough y Turner (adaptado de Clough et al. [26]).

Al realizar el análisis estructural del ala utilizando elementos unidimensionales, se dieron
cuenta que los resultados no coincidían con los obtenidos de pruebas experimentales, lo que
los llevó a desarrollar 2 nuevos elementos estructurales: uno con forma de membrana trian-
gular y otro rectangular. El propósito del desarrollo de estos nuevos elementos era modelar
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de manera más precisa la rigidez dinámica y los desplazamientos de la estructura; y en nin-
gún momento se consideró que esto representara un nuevo método de análisis estructural [26].

Entre 1956 y 1957, durante una estancia en Noruega, Clough llegó a la conclusión que
los elementos bidimensionales conectados por más de dos nodos podrían ser utilizados como
una nueva metodología para resolver problemas de mecánica del medio continuo. Además,
demostró que para el elemento triangular desarrollado por Turner, se satisfacen la relación
esfuerzo-deformación, la compatibilidad de los desplazamientos y el equilibrio de fuerzas en
una estructura con un número �nito de nodos. Clough denominó a esta nueva metodología el
método de los elementos �nitos, la cual podía aplicarse para modelar tanto estructuras tipo
marco, como estructuras continuas conectadas por nodos (Figura 18).

(a) Modelo FEM para estructuras formadas por barras.

(b) Modelo FEM para estructuras formadas por super�cies.

Figura 18: Idealización del método de los elementos �nitos propuesta por Clough (adaptado
de Clough et al. [26]).

Esto ocurriría en el marco de una década de muchos avances en ingeniería estructural.
En la década de 1960 se llevaron a cabo varios proyectos de investigación en la universi-
dad de Berkeley. Estos incluían el estudio del refuerzo en edi�cios y sótanos para resistir
explosiones nucleares, un programa de investigación en ingeniería sísmica que contaba con la
mesa vibratoria más grande del mundo, una investigación en comportamiento de puentes, el
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programa espacial tripulado, un proyecto para la extracción de petróleo en aguas profundas
y la construcción del oleoducto en Alaska, así como la construcción de reactores nucleares y
torres de enfriamiento. Además de los análisis y pruebas de laboratorio tradicionales, el FEM
fue fundamental para realilizar estas investigaciones. A �nales de la década, Clough inició un
programa de investigación en análisis estructural en Berkely, introduciendo un nuevo curso
titulado análisis matricial de estructuras, que incluía temas como análisis de elemento �nito
de placas, cascarones y esfuerzo plano, entre otros. Un enfoque prometedor, sin embargo,
el método presentaba limitantes, ya que todas las matrices tenían que ser calculadas ma-
nualmente. La Figura 19 muestra la primer malla utilizada para resolver el problema de una
presa bidimensional bajo cargas gravitacionales. Se observa que, debido a las límitaciones en
la resolución de los sistemas de ecuaciones, se utilizó una malla con pocos elementos y de
dimensiones considerablemente grandes.

A principio de los años 60, Adini, uno de los estudiantes de Clough, trabajó resolviendo
problemas de �exión de placas y estructuras tipo cascaron utilizando matrices de rigidez a �e-
xión para elementos rectangulares. Mientras tanto, Clough y Wilson desarrollaron un progra-
ma automatizado para resolver problemas mediante FEM, usando el método de Gauss-Seidel
para resolver sistemas de ecuaciones. Este programa permitió a los ingenieros estructura-
les abordar problemas prácticos de esfuerzo plano en estructuras con diversas geometrías y
materiales, sin la necesidad de profundizar en el trasfondo matemático de la mecánica del
medio continuo. El primer caso de aplicación real de este programa fue el análisis de la presa
Norfork. Este proyecto no sólo mejoró los métodos numéricos utilizados para analizar el pro-
blema en sí, sino que también extendió el uso del FEM a la solución de problemas no lineales.

Figura 19: Primer malla implementada para el análisis gravitacional de una presa (adaptado
de Clough et al. [26]).
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A pesar de que el método ganaba popularidad, la comunidad de investigadores en mecá-
nica del medio continuo se mostraba escéptica respecto a su validez. Karl Pister, investigador
en Berkeley, retó a Clough a usar FEM para resolver uno de los problemas clásicos en análisis
de esfuerzo plano. El problema seleccionado fue una placa con un agujero elíptico en el centro,
sometida a cargas laterales de tensión (Figura 20). Los resultados demostraron la capacidad
del método; y aunque no eliminaron la renuencia de la mayoría de los investigadores en me-
cánica del medio continuo, llevaron a Pister a reconocer que el FEM era una formulación
especial del método de Ritz. Entre 1965 y 1970, la universidad de Berkeley, conocida como
la cuna del método de los elementos �nitos, recibió un número signi�cativo de estudiantes
de posgrado de diferentes áreas de investigación y diferentes nacionalidades interesados en
trabajar en las aplicaciones prácticas del método. En 1969, Wilson inició el desarrollo del
programa denominado Structural Analysis Program (SAP) para el análisis estático y diná-
mico de estructuras. Esta primera versión fue la base para el programa que hoy conocemos
como SAP2000, ampliamente utilizado en el análisis estructural. En los años siguientes, el
FEM y sus aplicaciones continuaron creciendo gracias a las investigaciones de destacados
profesores como Clough, Wilson, O. C. Zienkiewicz, Anil K. Chopra y Jurgen Bathe, entre
otros. Todo este contexto histórico se detalla de manera más precisa en el trabajo de revisión
técnica-histórica presentado por Clough y Wilson [26].

(a) Placa en tensión. (b) Malla.

Figura 20: Ejemplo de placa con agujero elíptico (adaptado de Clough et al. [26]).

IV.2. Método variacional

Antes de entrar en materia con el FEM analicemos el método variacional el cual es
principalmente utilizado para resolver sistemas continuos, pero también puede ser usado para
resolver sistemas discretos de�niendo el sistema global de ecuaciones algebraicas a partir de
la discretización del modelo. El método consiste en calcular un funcional o potencial de la
ecuación diferencial que se desea resolver. Consideremos el siguiente caso
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d2u

dx2
− u = −x, 0 < x < 1, u(0) = 0, u(1) = 0, (34)

con variacional

δJ =

∫ 1

0

(
−d

2u

dx2
+ u− x

)
δudx+

[
du

dx
δu

]1
0

, (35)

donde el primer término representa la ecuación diferencial y el segundo las condiciones de
frontera, con δ como operador variacional. Aplicando integración por partes tenemos

δJ =

∫ 1

0

(
du

dx

d(δu)

dx
+ uδu− xδu

)
dx, (36)

considerando la propiedad conmutativa del operador variacional,

δJ = δ

∫ 1

0

{
1

2

(
du

dx

)2

+
1

2
u2 − xu

}
dx, (37)

con lo que el funcional queda de�nido como

J =

∫ 1

0

{
1

2

(
du

dx

)2

+
1

2
u2 − xu

}
dx. (38)

La solución de la ecuación diferencial se obtendrá al minimizar el funcional. Es importante
remarcar que en un gran número de casos en aplicaciones de ingeniería, J representa la energía
del sistema [66, 11].

IV.2.1. Rayleigh-Ritz

El método de Rayleigh-Ritz utiliza el funcional para obtener una aproximación a la so-
lución de la ecuación gobernante del problema para condiciones de frontera previamente
de�nidas. Inicialmente, se propone una solución que satisfaga las condiciones de frontera de
Dirichlet con coe�cientes constantes no de�nidos. El siguiente paso consiste en sustituir la
solución propuesta en el funcional para determinar los coe�cientes que minimicen el funcional
[66, 11]. Si usamos como ejemplo la ecuación (34) y proponemos una solución de la forma
u = ax(1− x), al sustituir en J obtenemos

J =
1

2
a2

∫ 1

0

(x4 − 2x3 + 5x2 − 4x+ 1)dx− a

∫ 1

0

(−x3 + x2)dx,

y minimizando el potencial

dJ

dx
= a

∫ 1

0

(x4 − 2x3 + 5x2 − 4x+ 1)dx−
∫ 1

0

(−x3 + x2)dx,

donde si resolvemos para a obtenemos a = 5
22
, con lo que la solución propuesta u quedaría

de�nida como
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u =
5

22
x(1− x).

Ahora, si consideramos un dominio el cual se divide en n subdominios (elementos �nitos)
y usamos funciones continuas a trozos para aproximar la solución, entonces el funcional queda
de�nido como

J =
n∑

i=1

∫ xi+1

xi

{
1

2

(
du

dx

)2

+
1

2
u2 − xu

}
dx, (39)

donde xi y xi+1 representan las coordenadas inicial y �nal del elemento correspodiente de los
n elementos que conforman el dominio. Si desarrollamos el funcional J y lo minimizamos se
obtiene un sistema de ecuaciones algebraico de la forma

[K]{u} = {f}. (40)

Al desarrollar y resolver la ecuación (39) se observa que la misma representa una equi-
valencia del método Rayleigh-Ritz al FEM como ya se demostrará en la siguiente sección
[66].

IV.3. FEM 1D

En problemas mecánicos, el objetivo principal del método de los elementos �nitos es
discretizar una ecuación diferencial gobernante de un fenómeno a �n de determinar los efectos
que causan las fuerzas que actúan sobre un sistema. Para determinar estos efectos el FEM
discretiza los elementos del sistema en estudio, dividiendo cada uno en n componentes más
pequeños a los que llamamos elementos �nitos. El método se puede resumir de manera muy
somera en 10 pasos [35, 88]:

1. Discretizar el dominio en un conjunto de elementos, que consiste en dividir al mis-
mo en pequeños componentes llamados elementos �nitos, en donde cada una de las
intersecciones de sus lados forma un punto al que llamamos nodo.

2. Seleccionar el modelo, patrón y forma adecuada de los elementos de acuerdo a la natu-
raleza del problema. Una distribución de nodos adecuada facilita la solución del sistema
y brinda resultados más precisos.

3. Seleccionar la ley constitutiva más adecuada al problema de análisis.

4. Formular la forma débil de la ecuación diferencial gobernante.

5. Elegir las funciones de interpolación más adecuadas de acuerdo con el problema en
estudio.

6. Calcular y ensamblar las matrices correspondientes de los elementos para obtener un
sistema global de ecuaciones algebraicas.
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7. Agregar las condiciones de frontera.

8. Resolver el sistema de ecuaciones algebraico para las incógnitas principales (que en
problemas de elasticidad generalmente son los desplazamientos).

9. Resolver el sistema para las incógnitas secundarias. Información adicional que se desee
obtener de acuerdo con el problema (fuerzas, esfuerzos, presiones, etc.).

10. Interpretación de resultados.

Para mostrar las capacidades del método comenzaremos analizando el caso unidimensio-
nal, considerando la ecuación diferencial que corresponde al problema de una barra elástica
con carga axial y las condiciones de frontera de�nidas a continuación:

− d

dx

(
a
du

dx

)
= f(x) u(0) = u0

(
a
du

dx

)∣∣∣∣
x=L

= QL, (41)

para 0 ≤ x ≤ L. La metodología para resolver el problema consiste en reemplazar la variable
dependiente u, por una aproximación uh, la cual podemos de�nir según convenga. Se desea
que uh esté tan cercana a u como sea posible, lo cual signi�ca reducir al mínimo el error o el
residual R de�nido como

R(x, uh) ≡ − d

dx

(
a
duh
dx

)
− f(x) ̸= 0, (42)

para xa ≤ x ≤ xb. Implementando el método de los pesos ponderados podemos minimizar la
función residual integrando el producto de R por las funciones de un conjunto linealmente
independientes conocidas como funciones de peso ωi(x)∫ xb

xa

ωi(x)R(x, uh) dx =

∫ xb

xa

ωi

[
− d

dx

(
a
duh
dx

)
− f(x)

]
dx = 0. (43)

Se observa que la ecuación anterior contiene segundas derivadas de la variable dependien-
te, lo cual sugiere que para resolver el problema necesitamos una aproximación que sea al
menos de clase C2. Aplicando integración por partes podemos reducir el orden de la ecuación
diferencial para poder utilizar funciones de clase Cn como aproximación de la solución. A
esta última expresión se le conoce como forma débil de la ecuación diferencial, y al aplicarla
en la ecuación (43) obtenemos∫ xb

xa

[
a
dωi

dx

duh
dx

− ωifi

]
dx− ωia

duh
dx

∣∣∣∣xb

xa

= 0 (44)

donde,

ωia
duh
dx

∣∣∣∣xb

xa

= Qb −Qa (45)

representa las condiciones de frontera Qi.
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Para lograr una buena aproximación, la solución propuesta uh debe cumplir con las si-
guientes características:

La función uh debe ser su�cientemente diferenciable de acuerdo con el planteamiento
de la forma débil.

Si la función uh es un polinomio, éste debe ser un polinomio completo que incluya desde
los terminos de bajo orden hasta los de alto orden deseado.

La función uh debe ser continua, si u es continua.

De acuerdo con la ecuación (44) es necesario que uh sea al menos de clase C1. Se propone
como una posible solución

uh = c1 + c2x (46)

considerando un elemento con coordenadas xa y xb en cuyos extremos se tienen los despla-
zamientos u1 y u2 (Figura 21), y evaluando la función propuesta se obtiene

uh(xa) = c1 + c2xa = u1
uh(xb) = c1 + c2xb = u2.

(47)

Figura 21: Elemento barra 1D.

Expresando en forma matricial y resolviendo para determinar c1 y c2{
c1
c2

}
=

[
1 xa
1 xb

]−1{
u1
u2

}
(48)

obtenemos la solución

c1 =
1

h
(u1xb − u2xa)

c2 =
1

h
(u2 − u1)

(49)

donde h = xb − xa, cuando xa ̸= xb. Sustituyendo ci en ecuación (46)

uh(x) = c1 + c2x =
1

h
(u1xb − u2xa) +

1

h
(u2 − u1)x (50)

o reescribiendo,
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uh(x) = ψ1(x)u1 + ψ2(x)u2 =
2∑

j=1

ψj(x)uj (51)

donde ψ1 y ψ2 son conocidas como funciones de forma (Figura 22)

ψ1(x) =
xb − x

h
ψ2(x) =

x− xa
h

. (52)

Las funciones de forma tienen algunas propiedades que las hacen muy útiles para aproxi-
mar la solución de la ecuación diferencial, tales como

u1 ≡ uh(xa) = ψ1(xa)u1 + ψ2(xa)u2

u2 ≡ uh(xb) = ψ1(xb)u2 + ψ2(xb)u2

(53)

lo cual implica que ψ1(xa) = 1, ψ2(xb) = 1, ψ1(xb) = 0, ψ2(xa) = 0, o de forma general

δij = ψi(xj) =

{
0 s i ̸= j
1 s i = j,

(54)

esto es, las funciones de forma son interpolantes de los nodos.

Figura 22: Función de forma de grado 1.

Usando un procediemiento similar se pueden determinar la función de forma de grado n
si se cuenta con su�cientes nodos de soporte. Por ejemplo para una aproximación cuadrática
se tiene (ver Figura 23)
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ψ1(x) =

(
1− x

h

)(
1− 2x

h

)

ψ2(x) =
4x

h

(
1− x

h

)

ψ3(x) = −x
h

(
1− 2x

h

)
(55)

Figura 23: Funciones de forma de grado 2 con h = 1.

donde x = x − xa. De forma general, sin importar el grado de la aproximación, podemos
expresar uh como

uh(x) =
n∑

j=1

ujψj(x). (56)

El siguiente paso consiste en elegir la función de peso más adecuada. Con el método de
Galerkin se propone una función de peso tal que ωi = ψi. Sustituyendo en la ecuación (44)
tenemos
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∫ xb

xa

[
a
dψi

dx

n∑
j=1

uj
dψj

dx
− ψifi

]
dx−Qi = 0 (57)

n∑
j=1

∫ xb

xa

[
a
dψi

dx

dψj

dx

]
uj dx =

∫ xb

xa

ψifi dx+Qi (58)

lo cual se puede expresar como

B(ωi, uh) = l(ωi), (59)

donde la parte izquierda representa la forma bilineal y la parte derecha la forma lineal del
problema variacional asociado a la ecuación diferencial correspondiente. De forma simpli�cada
la ecuación (58) también se puede escribir

n∑
j=1

Kijuj = Fi +Qi (60)

donde,

Kij =

∫ xb

xa

(
a
dψi

dx

dψj

dx

)
dx (61)

Fi =

∫ xb

xa

fi(x)ψi(x)dx (62)

y Qi representa la condición de frontera del nodo i. En forma matricial la equación (60) se
puede expresar

[K]{u} = {F}+ {Q} = {R}, (63)

lo cual es un sistema no homogéneo donde de manera general [K] es conocida como la matriz
de rigideces, {u} es el vector de desplazamientos, {F} es el vector de fuerzas internas y {Q}
es el vector que incluye las condiciones de frontera.

En el método de Galerkin la matriz de rigideces tiene propiedades distintivas:

1. La matriz es simétrica [Ki,j] = [Kj,i].

2. La matriz [Kn] es rala. La mayoría de sus componentes son cero cuando n es grande.
Por ejemplo [K100] tiene 10, 000 elementos, pero sólo 100 + 99 + 99 son diferentes de
cero.

3. [Kn] es una matriz tridiagonal.

4. La matriz [K] tiene diagonales constantes, y está de�nida por tres coe�cientes (−1, 2,−1)
cuando utilizamos funciones lineales para aproximar la solución.

5. La matriz [K] es invertible.

6. La matriz [K] es de�nida positiva.
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IV.4. FEM 2D

Para el problema bidimensional usaremos como ejemplo la ecuación de Poisson. El pro-
cedimiento para el planteamiento del FEM 2D es similar al caso 1D, pero agregando la
posibilidad de considerar problemas con dominios no rectangulares. Partiendo de la ecuación
de Poisson se tiene

−∇ · (k∇u) = f(x, y), (64)

o reescribiendo,

− ∂

∂x

(
k
∂u

∂x

)
− ∂

∂y

(
k
∂u

∂y

)
= f(x, y). (65)

Aplicando nuevamente el método de los pesos ponderados y multiplicando la ecuación por ωi

−
∫
Ω

ωi

[
∂

∂x

(
k
∂u

∂x

)
+

∂

∂y

(
k
∂u

∂y

)]
dx dy −

∫
Ω

ωif(x, y) dx dy = 0, (66)

ahora si consideramos que

F1 = k
∂u

∂x
y F2 = k

∂u

∂y

entonces,

∂

∂x
(ωF1) = ω

∂F1

∂x
+ F1

∂ω

∂x

o reescribiendo,

ω
∂F1

∂x
=

∂

∂x
(ωF1)− F1

∂ω

∂x
(67)

del mismo modo, desarrollando para F2,

ω
∂F2

∂x
=

∂

∂x
(ωF2)− F2

∂ω

∂x
(68)

sustituyendo las ecuaciones (67) y (68) en ecuación (66)

∫
Ω

[
F1
∂ω

∂x
+ F2

∂ω

∂x
−

(
∂

∂x
(ωF1) +

∂

∂x
(ωF2)

)]
dx dy −

∫
Ω

ωif(x, y) dx dy = 0. (69)

De acuerdo con el teorema de la divergencia de Green
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∫
Ω

∇ · F dx dy =

∮
Γ

F · n ds. (70)

Aplicando el teorema de Green y sustituyendo F1 y F2 en ecuación (69) se obtiene,∫
Ω

[
k
∂uh
∂x

∂ω

∂x
+ k

∂uh
∂y

∂ω

∂y

]
dx dy −

∮
Γ

ωF · n ds−
∫
Ω

ωf(x, y) dx dy = 0. (71)

De acuerdo con la ecuación (71) para aproximar la solución necesitamos funciones de forma
que sean cuando menos de clase C1 para x y y. En este caso la función aproximación depende
de la con�guración geométrica del elemento y la discretización planteada. Si consideramos
un elemento triangular, entonces, se utilizará una función lineal de la forma

uh(x, y) = c1 + c2x+ c3y, (72)

donde ci son constantes, y el conjunto {1, x, y} es linealmente independiente.

Figura 24: Elemento �nito triangular.

Evaluando la ecuación (72) para las coordenadas xi y yi

u1 ≡ uh(x1, y1) = c1 + c2x1 + c2y1

u2 ≡ uh(x2, y2) = c1 + c2x2 + c2y2

u3 ≡ uh(x3, y3) = c1 + c2x3 + c2y3,

(73)



40

resolviendo el sistema para ci se tiene,

c1 =
1

2A
(α1u1 + α2u2 + α3u3)

c2 =
1

2A
(β1u1 + β2u2 + β3u3)

c3 =
1

2A
(γ1u1 + γ2u2 + γ3u3)

(74)

donde los parámetros αi, βi, γi se obtienen de las coordenadas de los nodos del elemento a
partir de

αi = xjyk − xkyj
βi = yj − yk

γi = −(xj − xk)

 (i ̸= j ̸= k), (75)

y A se calcula con 2A = α1 + α2 + α3. Sustituyendo en la ecuación (72) y reordenando

ueh(x, y) =
1

2A
[(α1 + β1x+ γ1y)u

e
1 + (α2 + β2x+ γ2y)u

e
2 + (α3 + β3x+ γ3y)u

e
3], (76)

donde el superíndice e representa el número de elemento y cobra relevancia durante el en-
samble, principalmente en problemas bidimensionales y tridimensionales. Al igual que en el
caso 1D, la aproximación uh se puede representar como

ueh(x, y) =
3∑

i=1

ueiψ
e
i (x, y) (77)

donde,

ψe
i (x, y) =

1

2Ae

(αe
i + βe

i x+ γei y) (i = 1, 2, 3). (78)

De manera análoga a las funciones de interpolación 1D, estas funciones tienen las siguien-
tes propiedades:

3∑
i=1

ψe
i = 1,

3∑
i=1

∂ψe
i

∂x
= 0,

3∑
i=1

∂ψe
i

∂y
= 0. (79)

Si utilizamos un elemento cuadrilátero (Figura 25) y proponemos una aproximación de la
forma

uh(x, y) = c1 + c2x+ c3y + c4xy (80)

obtendremos,
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ueh(x, y) =
4∑

i=1

ueiψ
e
i , (81)

donde las funciones de forma ψe
i quedan de�nidas por

ψe
1 =

(
1− x

a

)(
1− y

b

)
ψe
2 =

x

a

(
1− y

b

)
ψe
3 =

x

a

y

b

ψe
4 =

y

b

(
1− x

a

)
.

(82)

Figura 25: Elemento �nito cuadrilátero.

Retomando la solución de la ecuación de Poisson proponiendo elementos triangulares para
de�nir la función uh, y al sustituir en la ecuación (71) aplicando Galerkin, esto es, con ωi = ψi

n∑
j=1

{∫
Ω

[
k
∂ψi

∂x

∂ψj

∂x
+ k

∂ψi

∂y

∂ψj

∂y

]
dx dy

}
uj −

∮
Γ

ψiqi · n ds−
∫
Ω

ψifi(x, y) dx dy = 0 (83)

o en forma matricial

[K]{u} = {F}+ {Q}, (84)



42

con lo cual obtenemos una solución con una estructura natural, similar a la obtenida en
el desarrollo del planteanmiento del problema 1D, con la diferencia que ahora tenemos dos
variables independientes. La ecuación (84) representa un problema de mínimos cuadrados en
n dimensiones. Para analizar la forma de la solución, considere la función cuadrática P (u),

P (u) =
1

2
uTKu− uTf = (u21 − u1u2 + u22)− u1f1 − u2f2, (85)

derivando e igualando a cero para encontrar el mínimo

∂P

∂u1
= 2u1 − u2 − f1 = 0

∂P

∂u2
= −u1 + 2u2 − f2 = 0,

(86)

escrito en forma matricial [
2 −1
−1 2

]{
u1
u2

}
−
{
f1
f2

}
=

{
0
0

}
(87)

[K]{u} − {F} = {0}. (88)

Si [K] es de�nida positiva, entonces [K]{u} = {f} representa un mínimo (Figura 26).
Esto signi�ca que la ecuación (84) representa un mínimo del funcional de Ritz previamente
de�nido (ver sección IV.2).

Figura 26: Representación grá�ca de un problema de mínimos cuadrados.
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IV.5. FEM 3D

Para ejempli�car el caso del FEM tridimensional, al igual que en el caso 2D, usaremos la
ecuación de Poisson

−∇ · (∇u) = f(x, y, z) (89)

− ∂

∂x

(
∂u

∂x

)
− ∂

∂y

(
∂u

∂y

)
− ∂

∂z

(
∂u

∂z

)
= f(x, y, z), (90)

y aplicando el método de los pesos ponderados tenemos,

−
∫
Ω

ωi

[
∂

∂x

(
∂u

∂x

)
+

∂

∂y

(
∂u

∂y

)
+

∂

∂z

(
∂u

∂z

)]
dx dy dz −

∫
Ω

ωif(x, y, z) dx dy dz = 0. (91)

Para desarrollar la forma débil de la ecuación diferencial utilizamos la primera identidad
de Green de�nida por,∫

V

ω∇2u dV =

∫
∂V

ω (∇u · n̂) dA−
∫
V

∇ω · ∇u dV (92)

y sustituyendo en la ecuación (91)

∫
V

[
∂ωi

∂x

∂u

∂x
+
∂ωi

∂y

∂u

∂y
+
∂ωi

∂z

∂u

∂z

]
dV −

∫
∂V

ωi(∇u · n̂) dA−
∫
V

ωifi(x, y) dV = 0. (93)

Si proponemos una aproximación de la forma

ueh(x, y) =
n∑

i=1

ueiψ
e
i (x, y) (94)

entonces,

n∑
j=1

{∫
V

[
∂ψi

∂x

∂ψj

∂x
+
∂ψi

∂y

∂ψj

∂y
+
∂ψi

∂z

∂ψj

∂z

]
dV

}
{uj}−

∫
∂V

ψi(∇u·n̂) dA−
∫
V

ψifi(x, y) dV = 0

(95)
o de forma matricial

[K]{u} = {F}+ {Q}, (96)

donde {u} es el vector de desplazamientos en los nodos, con [K], {F} y {Q} determinados a
partir de
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[K] =
n∑

j=1

∫
V

[
∂ψi

∂x

∂ψj

∂x
+
∂ψi

∂y

∂ψj

∂y
+
∂ψi

∂z

∂ψj

∂z

]
dV, (97)

{Q} =

∫
∂V

ψi(∇u · n̂) dA, (98)

{F} =

∫
V

ψifi(x, y) dV, (99)

se puede observar que estas ecuaciones son análogas a la de los casos 1D y 2D.

Para de�nir nuestra función de forma elegimos un elemento tetrahédrico de 4 nodos (Fi-
gura 27), e implementamos el procedimiento descrito para los casos 1D y 2D para determinar
las funciones de forma

Figura 27: Elemento �nito tetrahedro de 4 nodos.
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ψ1 =
1

6V
(α1 + β1x+ γ1y + δ1z)

ψ2 =
1

6V
(α2 + β2x+ γ2y + δ2z)

ψ3 =
1

6V
(α3 + β3x+ γ3y + δ1z)

ψ4 =
1

6V
(α4 + β4x+ γ4y + δ4z)

(100)

donde V es el volumen del elemento y está de�nido por

6V =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x1 y1 z1
1 x2 y2 z2
1 x3 y3 z3
1 x4 y4 z4

∣∣∣∣∣∣∣∣ (101)

y los parámetros αi, βi, γi y δi se determinan a partir de las ecuaciones (102) a (105), y
los puntos P1, P2, P3, P4, que representan las coordenadas de los nodos del elemento, son no
colineales

α1 =

∣∣∣∣∣∣
x2 y2 z2
x3 y3 z3
x4 y4 z4

∣∣∣∣∣∣ α2 = −

∣∣∣∣∣∣
x1 y1 z1
x3 y3 z3
x4 y4 z4

∣∣∣∣∣∣
α3 =

∣∣∣∣∣∣
x1 y1 z1
x2 y2 z2
x4 y4 z4

∣∣∣∣∣∣ α4 = −

∣∣∣∣∣∣
x1 y1 z1
x2 y2 z2
x3 y3 z3

∣∣∣∣∣∣
(102)

β1 = −

∣∣∣∣∣∣
1 y2 z2
1 y3 z3
1 y4 z4

∣∣∣∣∣∣ β2 =

∣∣∣∣∣∣
1 y1 z1
1 y3 z3
1 y4 z4

∣∣∣∣∣∣
β3 = −

∣∣∣∣∣∣
1 y1 z1
1 y2 z2
1 y4 z4

∣∣∣∣∣∣ β4 =

∣∣∣∣∣∣
1 y1 z1
1 y2 z2
1 y3 z3

∣∣∣∣∣∣
(103)

γ1 =

∣∣∣∣∣∣
x2 y2 z2
x3 y3 z3
x4 y4 z4

∣∣∣∣∣∣ γ2 = −

∣∣∣∣∣∣
x1 y1 z1
x3 y3 z3
x4 y4 z4

∣∣∣∣∣∣
γ3 =

∣∣∣∣∣∣
x1 y1 z1
x2 y2 z2
x4 y4 z4

∣∣∣∣∣∣ γ4 = −

∣∣∣∣∣∣
x1 y1 z1
x2 y2 z2
x3 y3 z3

∣∣∣∣∣∣
(104)



46

δ1 =

∣∣∣∣∣∣
x2 y2 z2
x3 y3 z3
x4 y4 z4

∣∣∣∣∣∣ δ2 = −

∣∣∣∣∣∣
x1 y1 z1
x3 y3 z3
x4 y4 z4

∣∣∣∣∣∣
δ3 =

∣∣∣∣∣∣
x1 y1 z1
x2 y2 z2
x4 y4 z4

∣∣∣∣∣∣ δ4 = −

∣∣∣∣∣∣
x1 y1 z1
x2 y2 z2
x3 y3 z3

∣∣∣∣∣∣ .
(105)

IV.6. Cuadratura

Uno de los aspectos más importantes en la solución de problemas numéricos es la precisión
y números de puntos de integración necesarios en cada elemento, considerando que cada
uno de ellos es integrado de manera individual. Esencialmente, la integración numérica de∫ b

a
F (r)dr consiste en ajustar un polinomio ψ(r) a la curva F (r) y resolver

∫ b

a
ψ(r)dr como

una aproximación a la solución real. La precisión con la que ψ(r) se aproxima a F (r) depende
directamente de la posición y el número de puntos de prueba colocados en el intervalo de
a a b. Tomando esto en consideración, uno de los métodos de integración numérica más
importantes es la cuadratura de Gauss, en la cual se optimiza la ubicación de los puntos de
evaluación ri, así como los pesos αi [11]∫ b

a

F (r)dr = α1F (r1) + α2F (r2) + ...+ αnF (rn) +Rn, (106)

donde Rn es el residual. La cuadratura de Gauss requiere n puntos de evaluación para integrar
de manera exacta polinomios de grado (2n− 1) o menor. La Tabla IV.1 muestra los puntos
de evaluación para la integración numérica y sus correspondientes pesos para n = 1 a n = 6,
considerando que el intervalo de integración es de −1 a 1. Para intervalos de integración
diferentes los cor�cientes r′i y α

′
i se determinan a partir de

r′i =
a+ b

2
+
b− a

2
ri y α′

i =
b− a

2
αi. (107)



47

Tabla IV.1: Cuadratura de Gauss, puntos de evaluación y pesos (intervalo de −1 a 1).

n ri αi

1 0.00000 2.00000
2 ±0.57735 1.00000
3 ±0.77459 0.55555

0.00000 0.88888
4 ±0.86113 0.34785

±0.33998 0.65214
5 ±0.90617 0.23692

±0.53846 0.47862
0.00000 0.56888

6 ±0.93246 0.17132
±0.66120 0.36076
±0.23861 0.46791

Consideremos el caso en donde se desea resolver la siguiente integral usando la cuadratura
de Gauss con n = 2, ∫ 3

0

(2r − r)dr = α1F (r1) + α2F (r2)

usando la ecuación (107) y la Tabla IV.1 obtenemos

α1 =
3

2
(1); α2 =

3

2
(1)

r1 =
3

2

(
1− 1√

3

)
; r2 =

3

2

(
1 +

1√
3

)
con 1√

3
= 0.57735. Evaluando,

F (r1) = 0.91786; F (r2) = 2.78916

y ∫ 3

0

(2r − r)dr = 5.56054.

La cuadratura de Gauss es quizás la más utilizada en la solución de problemas numéricos.
En el caso del FEM ésta se usa para determinar los coe�cientes de la matriz de rigideces.

IV.7. Problema de elasticidad

Utilizando lo discutido sobre la ecuación de Laplace, la cual corresponde a un problema
elíptico, podemos resolver el problema de elasticidad que trata del análisis de la relación entre
cargas, esfuerzos, deformaciones y desplazamientos. Para determinar la ecuación gobernante
del problema considere el caso de una partícula localizada en el plano x − y sometida a un
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vector de fuerzas {f} que genera un cambio en el esfuerzo, como se presenta en el diagrama
de cuerpo libre (Figura 28).

Figura 28: Diagrama de cuerpo libre de una partícula en 2D.

Realizando el equilibrio de fuerzas en ambos ejes se tiene,∑
Fx = 0

−σxdy + (σx +
∂σx
∂x

dx)dy − τxydx+ (τxy +
∂τxy
∂y

dy)dx+ fxdxdy = 0

∑
Fy = 0

−σydx+ (σy +
∂σy
∂y

dy)dx− τxydy + (τxy +
∂τxy
∂x

dx)dy + fydxdy = 0,

(108)

simpli�cando obtenemos el sistema de ecuaciones gobernantes del problema de elasticidad
bidimensional

∂σx
∂x

+
∂τxy
∂y

+ fx = 0

∂τxy
∂x

+
∂σx
∂y

+ fy = 0

(109)

De forma análoga, se determina el sistema de ecuaciones gobernantes para el problema
de elasticidad tridimensional de�nido por
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∂σxx
∂x

+
∂τxy
∂y

+
∂τxz
∂z

− fx = 0

∂τyx
∂x

+
∂σyy
∂y

+
∂τyz
∂z

− fy = 0

∂τzx
∂x

+
∂τzy
∂y

+
∂σzz
∂z

− fz = 0,

(110)

el cual se puede representar como

∇ · σσσ − fff = 0, (111)

donde a su vez

∇ · σσσ = [B]T{σσσ}, (112)

con σσσ representando el tensor de esfuerzos de�nido por

{σσσ}T = {σx σy σz τxy τyz τzx} (113)

y [B] es una matriz que contiene las derivadas parciales

[B] =



∂

∂x
0 0

0
∂

∂y
0

0 0
∂

∂z
∂

∂y

∂

∂x
0

0
∂

∂z

∂

∂y
∂

∂z
0

∂

∂x


. (114)

Como sabemos, la ley constitutiva que relaciona esfuerzos y deformaciones para un ma-
terial elástico está de�nida por

{σσσ} = [D]{εεε} (115)

donde {εεε} representa el tensor de deformaciones unitarias (ecuación (116)), y [D] es la matriz
elástica, la cual depende de las propiedades mecánicas del material como lo son el módulo
de elasticidad, E, y el coe�ciente de Poisson, ν

{εεε}T = {εx εy εz γxy γyz γzx} (116)

Para un material isotrópico la matriz elástica se puede calcular a partir de
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[D] =
E

(1 + ν)(1− 2ν)


1− ν ν ν 0 0 0
ν 1− ν ν 0 0 0
ν ν 1− ν 0 0 0
0 0 0 1

2
− ν 0 0

0 0 0 0 1
2
− ν 0

0 0 0 0 0 1
2
− ν

 . (117)

La relación entre deformaciones y desplazamientos está de�nida por

{εεε} = [B]{u} (118)

donde,

{u}T = {ux uy uz}. (119)

Usando las relaciones establecidas entre esfuerzo-deformación y deformación-desplazamiento
podemos modi�car la ecuación gobernante con la �nalidad de aplicar el método de los ele-
mentos �nitos usando el planteamiento descrito para el caso tridimensional. Sabemos que,

[B]T{σσσ} − fff = 0 (120)

que sustituyendo ecuación (115) en (120),

[B]T [D]{εεε} − fff = 0 (121)

y sustituyendo la relación entre deformaciones y desplazamientos (ecuación (118)), obtenemos

[B]T [D][B]{u} − fff = 0. (122)

La ecuación (122) depende del vector de desplazamientos {u} el cual reemplazaremos por
la aproximación {uh} (ecuación (94)). De�niendo el residual y multiplicando por las funciones
de peso correspondientes se obtiene∫

V

ωωωR dV =

∫
V

{ωωω}[B]T [D][B]{uh} dV −
∫
V

{ωωω} · fff dV = 0. (123)

Aplicando la forma débil y utilizando la primera identidad de Green∫
V

[B]T{ωωω}[D][B]{uh} dV =

∫
V

{ωωω} · fff dV +

∫
∂V

{ωωω}(∇u · n̂) dA (124)

de acuerdo con Galerkin y expresando de forma matricial obtenemos la solución previamente
presentada en el caso FEM 3D, la cual es de la forma

[K]{u} = {F}+ {Q}. (125)
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IV.7.1. Ejemplos de aplicación

Para ejempli�car la aplicación del FEM analizaremos dos de los problemas clásicos en
elasticidad: el primero corresponde al caso de una barra con carga axial, el cual se analiza
como un problema unidimensional; el segundo caso, es el análisis de una placa delgada a
tensión, que representa un porblema de esfuerzo plano.

Inicialmente, considere una columna de concreto que se usa de soporte para un puente.
De manera idealizada la columna se puede analizar como una barra unidimensional con carga
axial (Figura 29). La carga de 20 kN/m2 representa el peso del puente más una carga estática
generada por el trá�co. La columna está hecha de concreto con peso volumétrico de 25 kN/m3

y módulo de elasticidad E = 28 GPa [88].

Figura 29: Columna de concreto.

Como el modelo se analizará como una barra lineal, la carga deberá actuar como carga
puntual. Ésta se calcula multiplicando la carga super�cial por el área de la sección tranversal,
P = 20 kN/m2 (0.5m× 0.5m) = 5000N . Por su parte, el peso de la columna de concreto se
debe representar como una función que depende de la longitud del elemento, x, debido a que
la sección transversal de la columna no es constante

W (x) = 6250x (1 + 0.5x) (N)

y la función f(x), que representa las cargas internas en el elemento por unidad de longitud
está de�nida por

f(x) =
dW

dx
= 6250 (1 + x) (N/m).

La ecuación gobertante del problema es la previamente de�nida al inicio del capítulo
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− d

dx

(
a
du

dx

)
= f(x) u(L) = u0

(
a
du

dx

)∣∣∣∣
x=0

= Q0,

donde el parámetro a representa la rigidez axial de la columna (a = EA), E es el módulo
de elasticidad y A es el área de la sección transversal, la cual es variable y depende de x, y
se determina con

A(x) =
1

4
(1 + x) (enm2).

Sustituyendo a en la ecuación gobernante del problema obtenemos

− d

dx

[
1

4
E(1 + x)

du

dx

]
= 6250(1 + x)

sujeto a las condiciones de frontera

−
[
1

4
E(1 + x)

du

dx

]∣∣∣∣
x=0

= 5000, u(x = 2) = 0.

Para analizar la columna su dominio se discretiza en 2 elementos, cada uno con longitud
de 1m, lo que genera un total de 3 nodos en el sistema, que es equivalente a tener tres
grados de libertad dado que solo se tomará la deformación axial (Figura 29). Para calcular
los coe�cientes [Kij] de la matriz de rigideces es necesario realizar el ensamble entre los dos
elementos, lo que nos da como resultado

[K] =

k111 k112 0.0
k121 k122 + k211 k212
0.0 k221 k222

 ,
los coe�cientes [Kij] se determinan con la ecuación (61), utilizando funciones de forma

lineales, ecuación (52), y los coe�cientes del vector F se determinan con la ecuación (62).
Evaluando y sustituyendo en ecuación (63) se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones

109

 10.5 −10.5 0.0
−10.5 28.0 −17.5
0.0 −17.5 17.5


u1
u2
u3

 =


4167
12500
8333

+


Q1

1

Q1
2 +Q2

1

Q2
2

 .

Aplicando las condiciones de frontera, donde sabemos que para la barra 1, Q1
1 = F =

5000N y Q1
2 = 0; y para la barra 2, Q2

1 = 0. Adicionalmente, sabemos que la base de la
columna está restringida al movimiento, por lo que u3 = 0. Aplicando las condiciones de
frontera y reduciendo el sistema de ecuaciones

109
[
10.5 −10.5
−10.5 28.0

]{
u1
u2

}
=

{
9167
12500

}
Q2

2 = −17.5× 109u2 − 8333
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que al resolver obtenemos

u1 = uh(0) = 2.1111× 10−6m

u2 = uh(1.0) = 1.2381× 10−6m

Q2
2 = −30000N.

El signo en los desplazamientos indica que los nodos se desplazan hacia abajo, lo que
indica que la columna trabaja a compresión, y el valor de Q2

2 representa la reacción en la
base. A partir de este valor podemos calcular el esfuerzo en el empotramiento que representa
el esfuerzo máximo en la columna con

σx =
Q2

2

Abase

=
−30000

0.75
= −40000 (enN/m2).

Con el objetivo de determinar la precisión de nuestra aproximación determinamos la
solución exacta de la ecuación diferencial, la cual es

u(x) =
1

E

[
56250− 6250(1 + x)2 − 7500 ln

(
1 + x

3

)]
.

Al evaluar la solución exacta obtenemos u(0) = 2.0800×10−6 m, u(1.0) = 1.2247×10−6 m,
u(2.0) = 0.0, R2 = −30000 N . Como se observa, los resultados determinados con la aproxi-
mación uh presentan un error, pero este no excede de 1.5%. El error se presenta debido a
que la sección tranversal del elemento no tiene área constante. Para este caso en particular se
puede mejorar la aproximación re�nando la malla o usando funciones de forma cuadráticas
[88].

El segundo caso de análisis corresponde a un problema de elasticidad en el plano, en el
cual se analiza una placa delgada con dimensiones a = 120 in, b = 160 in, h = 0.036 in y pro-
piedades mecánicas ν = 0.25 y E = 30×106 lb/in2. La placa está �ja en el extremo izquierdo
y tiene una carga distribuida en el extremo derecho p0 = 10 lb/in (Figura 30). Por simplici-
dad despreciaremos el peso propio del elemento ya que no actua en la dirección de la fuerza
y su magnitud es despreciable. El objetivo es usar FEM para calcular los desplazamientos en
los nodos [88].
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(a) Placa en tensión.

(b) Malla.

Figura 30: Problema de elasticidad en el plano.

La Figura 30a muestra la discretización utilizada en la placa para resolver el problema.
La placa se analizará usando dos elementos triangulares, enumerados entre círculos en su
parte interior. El sistema cuenta con 4 nodos, enumerados en el exterior de la placa (sistema
global), y a su vez cada elemento tiene tres nodos (sistema local), enumerados en su interior
de 1 a 3 (ver Figura 30a). Como el análisis es en el plano, cada nodo tiene dos grados de
libertad (GL) o desplazamientos, ux, uy, por lo que el sistema global tiene un total de 8
GL, nombrados entre paréntesis en el exterior de la Figura 30b, y localmente cada nodo
tiene 6 GL, nombrados entre paréntesis en el interior de cada elemento (ver Figura 30b).
Esta nomenclatura es importante para poder ensamblar la matriz de rigideces y obtener el
sistema de ecuaciones lineales y determinar los desplazamientos. De acuerdo con la Figura
30a, en los nodos 1 y 3 se localiza una restricción al desplazamiento (empotramiento), por
lo que u1 = 0, u2 = 0, u5 = 0, u6 = 0, lo que reduce a 4 el número de grados de libertad del
sistema. Considerando que la solución del problema se obtiene a partir de

[K] {u} = {Q}.
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Debemos de calcular los coe�cientes de la matriz [K] y el vector {Q} para resolver el
sistema de ecuaciones para {u}. La Tabla IV.2 muestra de manera detallada como se ensambla
la matriz de rigideces del sistema global en función de las submatrices de rigideces de cada
elemento triangular. La primer columna nos indica el número de nodo en el sistema global
y entre paréntesis sus grados de libertad. La segunda columna nos identi�ca que nodos de
cada elemento triangular están conectados en el correspondiente nodo del sistema global, y
entre paréntesis se especi�can los grados de libertad locales. La tercer columna nos enlista las
submatrices de rigicedes que necesitamos calcular para ensamblar la matriz [K] del sistema
global, y a su derecha, en la columna 4, se especi�ca las submatrices K l

ij del sistema local
necesarias para calcular la correspondiente Kij del sistema global. En todos los casos, los
subíndices i y j corresponden a los grados de libertad locales o globales, y el superdíndice l
corresponde al número de elemento.

Tabla IV.2: Correspondecia entre los coe�cientes de la matriz de rigideces global y local.

Correspondencia de los nodos Correspondencia de las rigideces
Nodo Global Nodo Local K Global K Local

nodo 1, elem 1 (1,2) K11 K1
11 +K2

11

1(1,2) K22 K1
22 +K2

22

nodo 1, elem 2 (1,2) K12 K1
12 +K2

12

K33 K1
33

2(3,4) nodo 2, elem 1 (3,4) K44 K1
44

K34 K1
34

K55 K2
55

3(5,6) nodo 3, elem 2 (5,6) K66 K2
66

K56 K2
56

nodo 2, elem 2 (3,4) K77 K1
55 +K2

33

4(7,8) K88 K1
66 +K2

44

nodo 3, elem 1 (5,6) K78 K1
56 +K2

34

De forma expandida y descartando los grados de libertad donde ui = 0, obtenemos el
sistema de ecuaciones

K1
33 K1

34 K1
35 K1

36

K1
43 K1

44 K1
45 K1

46

K1
53 K1

54 K1
55 +K2

33 K1
56 +K2

34

K1
63 K1

64 K1
65 +K2

43 K1
66 +K2

44



u3
u4
u7
u8

 =


Q3

Q4

Q7

Q8


donde al no haber cargas sobre la placa en la dirección y, Q4 = Q8 = 0 y

Q3 = Q7 =
p0b

2
= 800 lb.

Al determinar los coe�cientes de la matriz de rigideces [Kij] con la ecuación (124) obte-
nemos el sistema
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104


93.0 −36.0 −16.2 14.4
−36.0 72.0 21.6 −43.2
−16.2 21.6 93.0 0.0
14.4 −43.2 0.0 72.0



u3
u4
u7
u8

 =


800.0
0.0
800.0
0.0

 .

Resolviendo el sistema de ecuaciones obtenemos los desplazamiento del sistema global
u3
u4
u7
u8

 =


11.291
1.964
10.113
−1.080

× 10−4 in.

Debemos de considerar que una malla de dos elementos triangulares no produce los resul-
tados más precisos, pero el objetivo del problema es ejempli�car el procedimiento del FEM
en un problema de elasticidad en el plano. Re�nar la malla incrementaría el número de gra-
dos de libertad y mejoraría la aproximación de los resultados. La solución a este problema
y una solución alternativa considerando una malla con sólo un elemento rectangular, puede
ser encontrada en el libro de J. N. Reddy [88].



Capítulo V

Análisis no lineal

V.1. Introducción al análisis no lineal

Antes de de�nir el signi�cado de no linealidad es necesario entender que es linealidad. Un
sistema lineal es aquel en el que existe una relación lineal entre los datos de entrada y los
resultados obtenidos [62]. Pensemos en una estructura a la que se le aplica una carga P y
como resultado obtenemos un desplazamiento, d, si la carga se duplica, 2P , entonces obten-
dremos como resultado un desplazamiento igual al doble del desplazamiento inicial, 2d. Las
cantidades físicas que representan los sistemas estructurales lineales y la relación entre ellas
se pueden ejempli�car con el diagrama de �ujo de la Figura 31. De inicio al elemento estruc-
tural se le aplica una carga localizada en el sistema global, generando esfuerzos locales. Para
que estos esfuerzos se desarrollen es necesario que el elemento cambie de forma produciendo
deformaciones locales, cuando estas deformaciones se acumulan en los nodos se producen los
desplazamientos en el sistema global. Si todas estas relaciones entre cargas, esfuerzos, defor-
maciones y desplazamientos permanecen lineales, entonces decimos que el sistema estructural
es lineal [62].

Aunque una buena parte de los sistemas tienen un comportamiento no lineal, en algunas
ocasiones es necesario aproximarlos mediante sistemas lineales. Si analizamos un edi�cio o
un puente, no se asume que se presenten grandes deformaciones en condiciones de operación
estándar, por lo que al resolver estos sistemas como sistemas lineales obtendremos una res-
puesta prácticamente igual a si resolvemos los mismos como sistemas no lineales. En resumen,
podemos a�rmar que mientras las deformaciones en un sistema sean pequeñas, en relación
al tamaño del sistema, es posible aproximar su solución mediante sistemas lineales, siempre
y cuando no se excedan los límites de resistencia elástica del material [62]. En general, la
elección del tipo de análisis dependerá de la precisión deseada, las condiciones de frontera,
el comportamiento mecánico del material, etc. [62]. A continuación se describen de manera
más especí�ca los tipos de no linealidad presentes en problemas mecánicos.
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Figura 31: Diagrama de �ujo de un sistema lineal.

V.1.1. No linealidad geométrica

El caso de no linealidad geométrica se re�ere a cuando no existe una relación lineal entre
desplazamientos, rotaciones y deformaciones. Este tipo de no linealidad se presenta princi-
palmente cuando las deformaciones son relativamente grandes. Como ejemplo observemos la
viga en voladizo de la Figura 32a en la cual se mide el desplazamiento en el extremo. Ini-
cialmente se aplica un momento C0 que prácticamente no deforma al elemento, y de forma
sucesiva, se aplican los momentos C1 > C0, C2 > C1, C3 > C2, incrementando la �exión y
haciendo visible que no existe una relación lineal entre la carga aplicada y el deplazamiento
en el extremo de la barra (ver Figura 32b) [62].
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(a) Viga en voladizo. (b) Relación entre momento y deforma-
ción.

Figura 32: Viga en voladizo con grandes deformaciones (adaptado de Kim [62]).

Para el caso de un elemento tipo barra 1D, la deformación en la dirección longitudinal de
la barra se puede representar con la siguiente ecuación

ε(x) =
du(x)

dx
, (126)

considerando que el comportamiento del elemento es lineal, siendo únicamente válido para
desplazamientos pequeños. Esto quiere decir que la posición inicial y �nal de cualquier partí-
cula es prácticamente la misma. Si los desplazamientos se incrementan la relación se vuelve
no lineal y es necesario introducir un segundo término que de�ne la no linealidad. Conside-
re un elemento de longitud inicial dX paralelo al eje x que se deforma hasta alcanzar una
longitud ds,

ds2 =

(
dX +

du(x)

dX
dX

)2

. (127)

Por de�nición la deformación de Green es igual a

ε2(x) =
ds2 − dX2

2dX2
, (128)

sustituyendo ds en la deformación de Green

ε2(x) =
1

2dX2

[(
dX +

du(x)

dX
dX

)2

− dX2

]
, (129)

desarrollando obtenemos la deformación para el caso no lineal

ε2(x) =
du(x)

dx
+

1

2

(
du

dx

)2

, (130)
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si (du/dx) ≪ 1 entonces, ε(x) ≈ ε2(x), y por lo tanto podemos suponer un comportamiento
lineal [13].

V.1.2. No linealidad cinemática

La no linealidad cinemática se re�ere al caso en el que existe no linealidad en las con-
diciones de frontera, por lo que éstas dependen directamente de la deformación del sistema.
Al momento de resolver un sistema estructural, cuando las condiciones de frontera están en
función de los desplazamientos, tanto los desplazamientos como las condiciones mismas se
vuelven incógnitas. Principalmente, se tienen dos casos de no linealidad cinemática: el pri-
mero se re�ere a cuando se conocen los elementos de�nidos como frontera pero no se tiene
un valor asignado a los mismos; el segundo caso se re�ere a cuando se desconocen cuales son
los elementos de la frontera y también su valor. El ejemplo más común es el de dos cuer-
pos en contacto, en donde por lo menos uno de ellos sufre deformaciones considerables. Al
inicio se tiene una super�cie de contato de�nida, y conforme la deformacion se incrementa,
la super�cie de contacto también se incrementa y se convierte en incógnita al modi�carse
las condiciones de frontera. Esto puede observarse en la Figura 33, en donde un cilindro de
caucho es comprimido contra una super�cie rígida. Inicialmente, el contacto entre los dos
cuerpos es en un punto y conforme la deformación se incrementa la super�cie de contacto
cambia modi�cando las condiciones de frontera [62].

Figura 33: Modelo con no linealidad cinemática (adaptado de Kim [62]).

V.1.3. No linealidad de la fuerza

La nolinealidad en la fuerza se presenta cuando las fuerzas aplicadas dependen de la de-
formación. Sabemos que las fuerzas son vectores, por lo que su magnitud y direccion puede
ser dependiente de la deformación de la estructura. La mayor parte de los casos de no li-
nealidad en la fuerza están ligados a casos de no linealidad geométrica. El caso más común
se observa en problemas donde intervienen fuerzas de presión de un �uido. La Figura 34
muestra una viga en voladizo con carga de presión uniformemente distribuida. Como la carga
está diseñada para seguir la geometría de la viga, cuando las deformaciones son relativamente
grandes, la dirección y por tanto las condiciones de carga también cambian, y no existe una
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relación lineal entra las deformaciones de la viga y la fuerza aplicada [62]. Otros ejemplos de
no linealidad en la fuerza son las bolsas de aire de los vehículos y prácticamente cualquier
problema que involucre �uidos y estructuras �exibles.

Figura 34: Modelo de viga con grandes deformaciones y carga de presión (adaptado de Kim
[62]).

V.1.4. No linealidad del material

Este tipo de no linealidad se re�ere al caso en el que la relación esfuerzo-deformación
no es lineal. Como se establecio en el capítulo anterior, la ley constitutiva que establece la
relación entre esfuerzo σ, y deformación ε es

{σσσ} = [D]{εεε}. (131)

Si la matriz elástica [D] está de�nida como una matriz constante, entonces el compor-
tamiento del material es elástico lineal. Cuando los esfuerzos en el material sobrepasan el
límite de �uencia la ecuación (131) no es válida, ya que el material tendrá un comportmiento
no lineal. En estos casos la matriz elástica depende del estado actual de deformaciones o del
historial de deformaciones. La Figura 35 muestra algunos de los tipos más representativos
de no linealidad que pueden presentarse en los materiales. El primer caso corresponde al de
un resorte con longitud y sección tranversal de área unitaria, donde se observan las diferen-
cias entre comportamiento elástico lineal y no lineal (ver Figura 35a). Otro caso típico de
no linealidad es el comportamiento plástico, característico de los metales. El material tiene
un comportamiento elástico hasta que se alcanza un cierto límite al que llamamos esfuerzo
de �uencia (σy), una vez excedido dicho límite, las deformaciones se incrementan sin que
necesariamente lo haga el esfuerzo, por lo que al retirar la carga que actúa sobre el elemento
existirán deformaciones permanentes (ver Figura 35b). Si se desea modelar materiales como
polímeros o vidrio, se puede implementar el modelo viscoelástico, en el que el material tie-
ne un comportamiento que depende del tiempo (ver Figura 35c) [62]. Dado que uno de los
objetivos del proyecto es incluir la no linealidad del material (aleación de aluminio), en la
siguiente sección se describe a mayor detalle la teoría de la plasticidad, que es la que mejor
describe el comportamiento no lineal de los metales.

V.2. Plasticidad

La teoría de la plasticidad nos ayuda a describir el comportamiento de materiales sóli-
dos sujetos a cargas que han producido en ellos deformaciones permanentes (deformaciones
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(a) Comportamiento lineal y no lineal del modelo de un resorte.

(b) Comportamiento elastoplástico del modelo de un resorte.

(c) Comportamiento visco-elástico del modelo de un resorte.

Figura 35: Tipos de no linealidad en el material (adaptado de Kim [62]).

plásticas). Principalmente en los casos en que las deformaciones plásticas no dependen de
la velocidad de aplicación de la carga [33]. Los componentes básicos del modelo constitutivo
elastoplástico son:

Representar la deformación elastoplástica como una suma de su componente elástica
más su componente plástica.

De�nir una ley constitutiva que relacione esfuerzos y deformaciones.

Establecer un criterio de �uencia y su correspondiente función de �uencia.

De�nir una relación de �ujo plástico.

Establecer una ley de endurecimiento por deformación.

De acuerdo con el modelo elastoplástico, el tensor de deformaciones, ε, es la suma de su
componente elástica, εe, y su componente plástica, εp [96]. El comportamiento del material
está de�nido por la ley constitutiva, la cual establece la relación entre esfuerzos y deforma-
ciones, y para un material elástico tenemos

ε = εe + εp, (132)
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σ = C : ε, (133)

donde el simbolo, :, representa el doble producto punto, εe es el tensor de deformaciones
elásticas de segundo orden y C es el tensor elástico de cuarto orden que se obtiene a partir
de

C = λ1⊗ 1+ 2µI (134)

o en función de su componente volumétrica y desviadora

C =

(
λ+

2

3
µ

)
1⊗ 1+ 2µIdev, (135)

donde el simbolo, ⊗, representa el producto tensorial, λ y µ son las constantes de Lamé
(ecuación (137)), 1 es el tensor identidad (1 = δij), I es un tensor unitario simétrico de rango
4, de�nido como Iijkl = (δikδjl + δilδjk)/2, con Idev obtenido a partir de

Idev = I− 1

3
1⊗ 1, (136)

λ =
Eν

(1 + ν)(1− 2ν)
, µ =

E

2(1 + ν)
. (137)

V.2.1. Criterios de �uencia

Para determinar si el comportamiento del material es elástico o no es necesario establecer
un criterio de �uencia que debe ser elegido de acuerdo al tipo de material y al modelo numérico
que se va a analizar. Los criterios de �uencia más implementados son el criterio de Tresca,
Von Mises, Mohr-Coulumb y Drucker-Prager [33]. El criterio de Mohr-Coulumb esta diseñado
para modelar materiales granulares como suelo, roca y concreto. Este modelo considera que la
�uencia que ocurre a nivel macroscópico es el resultado de la fricción entre las partículas del
material, y que el comportamiento plástico inicia cuando en cierto plano sobre el elemento se
alcanza una combinación crítica entre el esfuerzo cortante y el esfuerzo normal. Por su parte,
el modelo de Drucker-Prager es una aproximación suavizada del criterio de Mohr-Coulumb
basada en una modi�cación al modelo de Von Mises en la que se incluye la sensibilidad del
material a la presión, lo que es fundamental para modelar materiales granulares. Debido a sus
características, diseñadas para modelar materiales granulares, los modelos de Mohr-Coulumb
y Drucker-Prager no serán considerados para la presente investigación. A continuacion se
presenta una descripción más detallada de los modelos de Von Mises y Tresca.

V.2.1.1. Criterio de �uencia de Von Mises

El criterio de �uencia de Von Mises es adecuado para describir el comportamiento de
materiales isotrópicos, como lo son algunos metales y aleaciones. De acuerdo con el modelo,
las deformaciones plásticas se presentan cuando el esfuerzo equivalente, σe, de�nido en función
de la segunda invariante del desviador de esfuerzo, J2, excede un cierto límite establecido en
función del esfuerzo de �uencia, σy. Este esfuerzo esquivalente se obtiene a partir de
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σe =

√
3

2
S : S ≡

√
3J2, (138)

donde J2 se determina con

J2 =
1

6
[(σx − σy)

2 + (σy − σz)
2 + (σz − σx)

2] + τ 2xy + τ 2yz + τ 2zx, (139)

entonces la función de �uencia queda de�nida como (ver Figura 36)

f(σ) ≡ σ2
e − σ2

y = 3J2 − σ2
y = 0 (140)

o reescribiendo,

f(σ) = ||S|| −
√

2

3
σy = 0, (141)

donde S es el desviador de esfuerzos (ecuación (142)) que depende del esfuerzo promedio
(σm = tr(σ)/3), y ||S|| = (S : S)

1
2 es la norma del desviador de esfuerzos

S = σ − σmI. (142)

V.2.1.2. Criterio de �uencia de Tresca

Otro de los criterios más utilizados para modelar el comportamiento de metales isotrópicos
es el de esfuerzo cortante máximo (Tresca). El criterio se basa en el esfuerzo cortante máximo
de�nido por el radio máximo obtenido al gra�car el círculo de Mohr,

τmax =
σ1 − σ3

2
, (143)

donde σ1, σ2 y σ3 representan los esfuerzos principales, ordenados de forma que σ1 ≥ σ2 ≥ σ3.
El criterio de Tresca considera que la plasticidad inicia cuando el valor de τmax iguala al
esfuerzo cortante de �uencia (τy) de un elemento sometido a la prueba de tensión

τmax ≤ τy

(
=

1

2
σy

)
. (144)

El criterio de �uencia queda de�nido por la función de �uencia f(σ)

f(σ) = τmax − τy = 0. (145)

La Figura 36 muestra la representación grá�ca de las super�cie de �uencia para los mo-
delos de Tresca y de Von Mises. Se puede observar que para el caso de esfuerzo uniaxial
ambas metodologías convergen a un mismo límite de �uencia, y también para el caso donde
σ1 = σ2 = σY .



65

Figura 36: Criterios de �uencia.

V.2.2. Modelos de endurecimiento

Los modelos de endurecimiento determinan el comportamiento del material después de
que éste excede su límite de �uencia y se presentan deformaciones permanentes. Dependiendo
del tipo de material su comportamiento plástico se puede englobar en tres casos de�nidos en
función del módulo plástico H que representa la pendiente de la curva esfuerzo-deformación
(ver Figura 37):

a) El esfuerzo se incrementa de manera proporcinal a las deformaciónes plásticas (endu-
recimiento por deformación, H > 0).

b) El esfuerzo permanece constante sin importar cuanto crezcan las deformaciones plásti-
cas (plasticidad perfecta, H = 0).

c) El esfuerzo disminuye conforme las deformaciones plásticas se incrementan (ablanda-
miento por deformación, H < 0).
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Figura 37: Tipos de comportamiento plástico.

El caso de ablandamiento por deformación se presenta principalmente en materiales como
polímeros. Por su parte, el modelo de plasticidad perfecta es una aproximación al modelo
de endurecimiento por deformación y puede ser utilizado cuando el incremento del esfuerzo
debido a las deformaciones plásticas no es considerable. El modelo que mejor representa el
comportamiento plástico de metales y aleaciones es el de endurecimiento por deformación,
que puede ser descrito utilizando un modelo de endurecimiento isotrópico, endurecimiento
cinemático o endurecimiento combinado.

V.2.2.1. Modelo de endurecimiento isotrópico

En el modelo de endurecimiento isotrópico el incremento en el esfuerzo depende directa-
mente de la acumulación de las deformaciones plásticas, y éste se determina con

σy = σ0
y +Hep, (146)

donde σ0
y es el esfuerzo de �uencia, ep es la deformación plástica acumulada y H es el modulo

plástico que relaciona la razón de cambio entre esfuerzos y deformaciones plásticas

H =
∆σ

∆ep
. (147)

Si H es constante, entonces se presentará uno de los casos descritos anteriormente (Figura
37). En resumen en el modelo de endurecimiento isotrópico la super�cie de �uencia crece
conforme la deformación plástica ep se incrementa (Figura 38).
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V.2.2.2. Modelo de endurecimiento cinemático

A diferencia del modelo de endurecimiento isotrópico, en el modelo cinemático la super�cie
de �uencia no cambia pero la ubicación de su centroide sí. Este desplazamiento en la super�cie
de �uencia (∆α) se determina con

∆α =

√
2

3
H∆ep

η

||η||
, (148)

donde∆ep es el incremento en la deformación plástica, η se determina en función del desviador
de esfuerzos S y la ubicación actual del centroide de la super�cie α. La principal diferencia
en el comportamiento de ambos modelos ocurre cuando el material es sometido a ciclos de
carga, ya que el modelo cinemático sí considera el efecto de degradación de Bauschinger y el
isotrópico no (Figura 38),

η = S − α, (149)

con lo que la función de �uencia queda de�nida como

||η|| −
√

2

3
σy = 0. (150)

V.2.2.3. Modelo de endurecimiento combinado

Mientras que el modelo isotrópico incrementa el tamaño de la super�cie de �uencia y el
modelo cinemático modi�ca la ubicación del centroide de la super�cie, algunos materiales
muestran un comportamiento combinado, en el que la super�cie de �uencia se incrementa
debido a las deformaciones plásticas, pero cuando la carga cambia de dirección el material
�uye para un esfuerzo menor. En el caso de endurecimiento combinado se tiene una combina-
ción de los modelos anteriores, donde se incorpora un parámetro β que controla la in�uencia
de uno u otro modelo. Si β ̸= 0 y β ̸= 1 tenemos endurecimiento combinado, si β = 1 se
obtiene endurecimiento cinemático, y para β = 0 obtenemos el modelo isotrópico

||η|| −
√

2

3
[σ0

y + (1− β)Hep] = 0 β ∈ [0, 1], (151)

∆α =

√
2

3
βH∆ep

η

||η||
. (152)
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(a) Modelo de endurecimiento isotrópico. (b) Modelo de endurecimiento cinemático.

Figura 38: Modelos de endurecimiento.

V.2.3. Flujo plástico

La función de �ujo plastico de�ne la evolución de las deformaciones plásticas. En el caso
de análisis multidimensional ep es un tensor y se debe de�nir su magnitud y dirección. De
manera general la función de �ujo plástico es de la forma

ε̇εεp = γr(σσσ,ξξξ), (153)

donde ξξξ(ααα, ep) representa las variables plásticas, γ es el parámetro de consistencia plástica,
y la función r(σσσ,ξξξ) depende del potencial plástico. Reescribiendo,

ε̇εεp = γN, (154)

con N como el desviador del tensor unitario normal a la super�cie de �uencia, determinado
a partir de

N =
ηtr

||ηtr||
, (155)

donde ηtr es el esfuerzo de prueba, que se utiliza para evaluar la función de �uencia y deter-
minar si el material presenta un comportamiento plástico

ηtr = S + 2µϵd, (156)

tomando ϵd como el desviador del tensor de deformaciones, el cual se determina a partir del
tensor de variación de deformaciones ∆ε y la deformación promedio εm = tr(ε)/3,

ϵd = ∆ε− εmI. (157)
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Utilizando el esfuerzo de prueba se evalúa si se excede el límite elástico o no. Si el material
permanece en el rango elástico el problema se resuelve con un sistema de ecuaciones lineales
y no es necesario calcular las variables plásticas. En caso contrario se debe determinar el �ujo
plástico γ,

γ =
2µN : ∆ε

2µ+ 2
3
H
. (158)

Una vez determinado el �ujo plástico se determina el tensor de esfuerzos σ para el paso
n+ 1 con

n+1σ = nσ +D : ∆ε− 2µγN, (159)

y posteriormente se determina el desplazamiento del centroide de la super�cie de �uencia α,
y la deformación plástica ep para el paso n+ 1

n+1α = nα +
2

3
βHγN, (160)

n+1ep =
nep +

√
2

3
γ. (161)

El problema del �ujo plástico se puede describir como uno de optimización con restriccio-
nes que satisface las condiciones necesarias de primer orden mejor conocidas como condiciones
de Karush Kuhn Tucker (KKT), que para problemas mecánicos también se les conoce como
condiciones de carga y descarga. Las condiciones KKT establecen:

1. Estacionariedad (Ley de �ujo normal). El �ujo plástico ε̇εεp, actúa en dirección normal
a la super�cie de �uencia.

2. Admisibilidad (Condición de �uencia). El estado de esfuerzos debe ser admisible, esto
quiere decir que f(σ) ≤ 0.

3. No negatividad del multiplicador (tasa de plasti�cación). El parámetro de consistencia
plástica debe garantizar un incremento irreversible, esto es γ ≥ 0.

4. Complementariedad (consistencia). Se debe garantizar que si el material �uye, lo hace
exactamente sobre la super�cie de �uencia γf(σ) = 0.

Resumiendo, si el material tiene un comportamiento elástico (no hay deformaciones plás-
ticas) γ = 0, lo que implica que el material permanece dentro de la super�cie de �uencia
f(σ) < 0. Si el material tiene un comportamiento plástico entonces, γ > 0 y f(σ) = 0, con
lo cual se satisface las condiciones KKT [14, 71, 72, 74, 83]

γ ≥ 0, f ≤ 0, γf(σ) = 0. (162)

Para describir como funciona el modelo plástico consideremos el caso de una barra en
tensión axial donde conocemos que para un tiempo determinado tn el esfuerzo axial es
σ11 = 300MPa. Inicialmente el comportamiento del material era elástico. Para un tiempo
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tn+1 se presenta un incremento en la deformación ∆ε11 = 0.1. El material tiene las siguientes
propiedades: E = 2.4GPa, ν = 0.2, σY = 300MPa, µ = 1.0GPa, H = 100MPa. Consi-
derando un modelo de endurecimiento combinado (β = 0.3) calcularemos el esfuerzo y las
variables plásticas [62]. El estado de esfuerzos inicial y su desviador son

σσσ =

300 0 0
0 0 0
0 0 0

 MPa,

S = σσσ − σmI =

200 0 0
0 −100 0
0 0 −100

 MPa,

con

σm =
1

3
tr(σσσ) = 100MPa.

El tensor de deformaciones, considerando la in�uencia del coe�ciente de Poisson (∆ε11 =
0.1,∆ε22 = ∆ε33 = −ν(0.1)), con su correspondiente desviador quedan de�nidos como

∆ε∆ε∆ε =

0.1 0 0
0 −0.02 0
0 0 −0.02

 ,

εdεdεd =∆ε∆ε∆ε−∆εmI =

0.08 0 0
0 −0.04 0
0 0 −0.04

 ,
con

∆εm =
1

3
tr(∆ε∆ε∆ε) = 0.02.

Dado que el material inicialmente tiene un comportamiento elástico, entonces nα = 0,
nep = 0, nη = nS − nα = nS. Calculando el esfuerzo de prueba

trη = trS = nS + 2µεd =

200 0 0
0 −100 0
0 0 −100

+ 2(1000)

0.08 0 0
0 −0.04 0
0 0 −0.04


trη =

360 0 0
0 −180 0
0 0 −180


con norma ||trη|| = 180

√
6 MPa, con lo que podemos determinar el tensor unitario

N =
trηηη

||trηηη||
=

1√
6

2 0 0
0 −1 0
0 0 −1

 .
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Ahora utilizamos el esfuerzo de prueba para evaluar la función de �uencia f(trη, σ0
Y ) y

determinar si el elemento permanece en el rango elástico

f(trη, σ0
Y ) = ||trη|| −

√
2

3
σ0
Y = 180

√
6−

√
2

3
(300) = 195.96 > 0,

lo que implica que se presentarán deformaciones plásticas y es necesario determinar el pará-
metro de consistencia plástica (γ = 0.0948, ecuación (158)) y actualizar el tensor de esfuerzos
(n+1σ, ecuación (159)), el centroide de la super�cie de �uencia (n+1α, ecuación (160)), y la
deformación plástica (n+1ep, ecuación (161))

n+1σ =n σ +D : ∆ε− 2µγN,

n+1σ =

300 0 0
0 0 0
0 0 0

+

240 0 0
0 0 0
0 0 0

−

154.808 0 0
0 −74.404 0
0 0 −74.404

 ,
n+1σ =

385.2 0 0
0 77.4 0
0 0 77.4

 ,
n+1α =n α +

2

3
βHγN,

n+1α = 0 +
2

3
(0.3)(100)(0.0948)

1√
6

2 0 0
0 −1 0
0 0 −1

 =

1.548 0 0
0 −0.774 0
0 0 −0.774

 ,
n+1ep =

n ep +

√
2

3
γ,

n+1ep = 0 +

√
2

3
(0.0948) = 0.0774,

como se puede observar debido a las deformaciones plásticas el tensor de esfuerzos ya no
es uniaxial.

V.3. FEM no lineal

Dependiendo del tipo de no linealidad el procedimiento de análisis debe ser ajustado.
En este caso se considerará no linealidad en el material. De manera general, en un análisis
estructural, las incógnitas son los desplazamientos en los nodos y a diferencia de cuando
se tiene un comportamiento lineal, en este caso el procedimiento nos lleva a un sistema
de ecuaciones no lineales. Para resolver estos sistemas es necesario implementar un método
iterativo en los que el paso más importante es determinar el incremento del desplazamiento
en cada iteración para actualizar el desplazamiento total hasta lograr la convergencia. Para
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lograr la convergencia es necesario garantizar el equilibrio reduciendo la función residual a
una tolerancia aceptable. Las fuerzas externas aplicadas en los nodos deben ser iguales pero
en sentido opuesto a las fuerzas internas generadas por los esfuerzos producidos en el material.
La implementación del FEM en sistemas no lineales se puede resumir de manera somera en
los siguientes pasos:

1. Inicia los datos para el primer valor de la carga. Estlabece ∆u0 = 0.

2. Cálcula el nuevo vector de fuerzas externas f t+∆t
ext .

3. Calcula la matriz de rigideces [K], también conocida como matriz de rigideces tangente.

4. Hacer el ajuste tomando en cuenta los desplazamientos prescritos, si existiera alguno.

5. Resolver el sistema lineal [K]j duj+1 = f t+∆t
ext − fint,j.

6. Una vez resuelto el sistema de ecuaciones para duj+1, actualizamos el vector de incre-
mento de desplazamientos para cada punto de integración, ∆uj+1 = ∆uj + duj+1.

7. Calcular el vector de incremento de deformaciones ∆εi,j+1 para cada punto de integra-
ción a partir de ∆uj+1.

8. Calcular el verctor de incremento de esfuerzo ∆σi,j+1 para cada punto de integración a
partir de ∆εi,j+1.

9. Actualizar el valor del esfuerzo en cada punto de integración, σi,j+1 = σi,j +∆σi,j+1.

10. Actualizar las fuerzas internas fint,j+1(σi,j+1).

11. Revisar convergencia. Si ||f t+∆t
ext − fint,j|| < δ, donde δ representa la tolerancia especi�-

cada, debemos continuar con el siguiente incremento de carga. En caso de que no haya
convergencia es necesario repetir el procedimiento a partir del paso 3.

V.3.1. Método de Newton-Raphson

Newton-Raphson es uno de los métodos más utilizados para resolver sistemas de ecua-
ciones no lineales. En general, gran parte de los métodos de solución funcionan proponiendo
una estimación inicial uuu0 y determinando un incremento∆u∆u∆u para actualizar la aproximación,
uuu0 +∆u∆u∆u, de manera que se acerque a la solución. El sistema de ecuaciones no lineales se re-
suelve aproximándolo mediante un sistema de ecuaciones lineales con el que se determina el
incremento. El proceso se repite hasta que se obtiene una solución satisfactoria, entendiendo
por esto, que no siempre se obtendrá la solución exacta, y en un gran número de casos se to-
mará como solución aquella establecida mediante una tolerancia aceptable [62]. Supongamos
que proponemos una solución uuui para la iteración i, la iteración i+ 1 puede ser aproximada
utilizando una aproximación de primer orden de la serie de Taylor

PPP (uuui+1) ≈ PPP (uuui) +KKKi
T (uuu

i) ·∆u∆u∆ui = fff (163)
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donde, KKKi
T (uuu

i) ≡ (∂PPP
∂uuu
)i es la matriz Jacobiana, también conocida en problemas de analisis

estructural como matriz de rigideces, o matriz de rigidez tangente. Ahora si reescribimos la
ecuación (163) obtenemos

KKKi
T∆u∆u∆ui = fff −PPP (uuui). (164)

La ecuación anterior representa un sistema de ecuaciones no lineales dado queKi
TK
i
TK
i
T depende

de uuui. No debemos perder de vista que al resolver el sistema de ecuaciones lo que se obtiene
es un incremento, ∆u∆u∆ui, a la solución uuui+1 = uuui +∆u∆u∆ui, y que el lado derecho de la ecuación
(164) representa la diferencia entre las fuerzas aplicadas y las fuerzas internas, mejor conocido
como residual RRR,

RRRi+1 = fff −PPP (uuui+1). (165)

En la mayoría de los casos no se obtendrá la respuesta exacta del sistema, por lo que
siempre es necesario establecer una tolerancia que permita que la solución, uuui+1, sea aceptada
como solución cuando RRRi+1 sea menor al valor establecido. Para esto se establece un criterio
de convergencia normalizado de�nido por

conv =

∑n
j=1(R

i+1
j )2

1 +
∑n

j=1(fj)
2
, (166)

y la solución se obtiene cuando el parámetro de convergencia, conv, se vuelve menor que la
tolerancia establecida. En problemas de análisis estructural, dada la relación entre fuerzas,
esfuerzos y desplazamientos, también se puede utilizar un parámetro de convergencia que
depende de los desplazamientos,

conv =

∑n
j=1(∆u

i+1
j )2

1 +
∑n

j=1(∆u
0
j)

2
. (167)

La Figura 39 muestra la representación grá�ca del método de Newton-Raphson, en donde
se observa que para llegar a la solución desde un desplazamiento ui hasta un desplazamiento
un se requiere un total de n iteraciones, en donde en cada una de ellas es necesario calcular
la matriz de rigidez tangente Ki

T , la cual representa la pendiente de la recta tangente para
el caso de sistemas con un grado de libertad.

Una de las complicaciones del método de Newton-Raphson es la necesidad de recalcular la
matriz de rigidez tangente (o matriz Jacobiana) en cada iteración y posteriormente resolver
el sistema de ecuaciones para el incremento del desplazamiento. Una alternativa es utilizar
el método Newton-Raphson modi�cado en donde la matriz de rigidez tangente permanece
constante en cada iteración o por un número determinado de ellas, y dado que el cálculo de
la matriz Jacobiana es uno de los procesos más costosos del método, el costo computacional
se reduce. La Figura 40 muestra la representación grá�ca del método Newton-Raphson mo-
di�cado. A diferencia de la Figura 39 se observa que la pendiente de la recta tangente, KKKi

T ,
permanece constante en cada iteración [62]. La Figura 41 muestra el diagrama de �ujo del
método de Newton-Raphson.
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Figura 39: Método de Newton-Raphson (Tomado de Kim [62]).

Figura 40: Método de Newton-Raphson modi�cado (Adaptado de Kim [62]).
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Figura 41: Diagrama de �ujo del método de Newton-Raphson [62].



Capítulo VI

Análisis estructural del álabe de una

turbina Francis 99

A continuación se presenta la descripción de las características físicas y mecánicas de los
modelos numéricos desarrollados en la presente investigación. Inicialmente se describen los
materiales implementados, características geométricas, condiciones de frontera, y todos los
criterios y parámetros que se consideraron en los análisis. En la segunda parte del capítulo
se muestran los resultados del análisis CFD y del análisis estructural de cada modelo.

VI.1. De�nición del modelo numérico

Se construyeron tres modelos numéricos para el análisis estructural:

1. Per�l hidrodinámico construido a partir de la extrusión de la sección transversal del ála-
be de la turbina Francis 99. Modelado usando aleación aluminio 5456 cuyas propiedades
están de�nidas en la Tabla VI.1.

2. Per�l parametrizado a partir del álabe de la turbina Francis 99. Modelado usando
aleación aluminio 5456 cuyas propiedades están de�nidas en la Tabla VI.1.

3. Per�l parametrizado a partir del álabe de la turbina Francis 99. Modelado usando
aleación aluminio 5456 cuyas propiedades están de�nidas en la Tabla VI.2.

En las secciones subsecuentes se describen las características especí�cas de cada modelo.

VI.1.1. Materiales

Para el modelo computacional se consideró la geometría parametrizada del álabe de una
turbina Francis 99 hecha de aleación de aluminio, con designación técnica Aluminium 5456.
Las características mecánicas del material fueron tomadas de Elsherif et al. [38] y se describen
en la tabla VI.1.
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Tabla VI.1: Propiedades mecánicas del material.

Propiedad Magnitud Unidades
Módulo de elasticidad (E) 71000 MPa
Coe�ciente de Poisson (ν) 0.33
Densidad (ρ) 2770 kg/m3

Esfuerzo de �uencia (σy) 280 MPa
Esfuerzo último de tensión (σtu) 310 MPa
Módulo volumétrico (k) 69608 MPa
Módulo de rigidez al corte (G) 26692 MPa
Esfuerzo último (σu) 669 MPa

Los valores de la tabla VI.1 fueron implementados para los primeros modelos de prueba.
Posterior a esto, se realizó la prueba de tracción en dos probetas de aleación de aluminio 5456
con la �nalidad de determinar de manera más precisa algunas de las propiedades mecánicas
del material. Los resultados obtenidos se presentan en la tabla VI.2 (ver Apéndice A).

Tabla VI.2: Actualización de propiedades mecánicas del material, obtenidas con la prueba de
tracción.

Propiedad Magnitud Unidades
Modulo de elasticidad (E) 70000 MPa
Esfuerzo de �uencia (σy) 248 MPa
Esfuerzo último de tensión (σu) 377 MPa

VI.1.2. Caso de prueba

El primer caso de prueba consiste en la elaboración de un modelo computacional que
intenta reproducir la prueba de laboratorio nombrada Hydrofoil Test Case (HTC) desarro-
llada por el Centro Hidroeléctrico de Noruega (NVKS). El experimento consiste en colocar
el álabe en una tubería cerrada de sección tranversal cuadrada con dimensiones interiores
de 0.15m× 0.15m (Figura 42a). El álabe incluido en el HTC tiene una geometría similar a
la de los álabes divisores de la turbina Francis 99, con un espesor de 0.012 m y longitud de
0.25 m. En cuanto a las condiciones de frontera del álabe, éste está empotrado en las paredes
laterales de la tubería (Figura 42b). Durante la prueba, la tubería es inundada con agua y
posteriormente la velocidad del �uido es incrementada de manera lineal de 0 a 25 m/s en
intervalos de 5 m/s, de forma que el �ujo impacta axialmente el borde de ataque del álabe
en todo momento [1].
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(a) Tubería para la simulación de la prueba (Tomado de [1]).

(b) Esquema del corte longitudinal de la tubería.

Figura 42: Experimento, Hydrofoil Test Case.

Para el modelo numérico se tomaron las mismas condiciones de velocidad de �ujo que
las de la prueba experimental. El experimento inicia con el �ujo en reposo (velocidad inicial
igual a 0 m/s) y la velocidad del �ujo se incrementa linealmente hasta alcanzar una velocidad
�nal de 25 m/s. El objetivo del modelo CFD es determinar la distribución de presiones má-
ximas sobre la super�cie del álabe. Debido a que las dimensiones del álabe no corresponden
con las de la tubería de la prueba experimental, las dimensiones de la tubería del modelo
computacional fueron ajustadas en función de la geometría parametrizada del álabe. Inicial-
mente, se consideraron dos casos de estudio cuyas características se presentan a continuación:

Modelo 1. Álabe con sección transversal constante generado a partir de una extrusión
de la sección transversal del álabe principal de la turbina Francis 99. Para este caso,
la tubería se modeló con una longitud de 0.80 m y sección transversal cuadrada de
0.15m×0.15m (Figura 43a). Esta geometría es similar a la propuesta en el experimen-
to original.
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Modelo 2. Álabe de una turbina Francis 99 cuya geometría fue creada mediante la
metodología de parametrización descrita en el capítulo III. Debido a la complejidad de
la geometría del álabe y a la diferencia en las dimensiones con respecto a las del modelo
experimental, las dimensiones de la tubería fueron ajustadas a 0.80 m de longitud, y
sección transversal rectangular de 0.20m× 0.22m (Figura 43b).

El análisis CFD se realizó implementando el software KratosMultiphysics© desarrolla-
do por el Centro Internacional de Métodos Numéricos en Ingeniería (CIMNE). Kratos es un
programa multifísica con la capacidad de realizar análisis de dinámica de �uidos, análisis
estructurales, análisis térmicos, análisis de interacción �uido-estructura, etc. El software es-
tá enfocado en la implementación de métodos numéricos para la solución de problemas en
diferentes ramas de la ingeniería. Para ambos modelos se implementó el módulo de �ujo 3D
para generar la solución numérica de las ecuaciones de Navier-Stokes utilizando el enfoque
monolítico en conjunto con el método de Bossak [107, 10, 52, 12]. Para la turbulencia se usó
el modelo de simulación de grandes remolinos (LES) [111, 27, 28, 29]. Como interprete para
el pre y pos proceso se utilizó GiD Simulation v16.0.3 desarrollado por CIMNE [90]. Dado
que el volumen de ambos modelos es diferente se obtuvieron discretizaciones distintas. El
modelo 1 quedó discretizado en 22060 elementos triangulares y 54032 tetraedros, y el modelo
2 en 12026 elementos triangulares y 55950 tetraedros. Para ambos casos se utilizó el software
GiD Simulation.

La Figura 44 muestra las condiciones de frontera del modelo numérico. En ambos casos
se tomaron condiciones de no deslizamiento (No-slip) en las super�cies de las paredes de la
tubería y la super�cie del álabe, lo que equivale a considerar que el �uido no se desliza sobre la
pared de la tubería ni sobre el álabe, igualando la velocidad del �uido a la de las super�cies
de contacto (velocidad = 0) [106, 77, 79]. En ambos modelos la tubería está inicialmente
vacía, el objetivo es hacer pasar el �uido a través de la misma, por lo que se de�ne una de
las caras laterales como entrada y la otra como salida. Para estos modelos la entrada del
�ujo se encuentra en la cara izquierda y la salida en la cara derecha de la tubería, y al igual
que en el HTC la velocidad del �ujo se incrementa de manera lineal de 0 m/s a 25 m/s.
Adicionalmente, en la salida de la tubería se establece una condición inicial de presión igual
a cero [80, 42, 79].
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(a) Modelo 1.

(b) Modelo 2.

Figura 43: Modelos para el análisis CFD.



81

(a) Tubería modelo 1.

(b) Tubería modelo 2.

Figura 44: Condiciones de frontera del modelo CFD.
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VI.1.3. Modelo FSI

El modelo de interacción �uido-estructura se diseñó como un caso de estudio adicional
para mejorar los resultados obtenidos del primer modelo de prueba (modelo 2). Las pro-
piedades mecánicas se tomaron de la Tabla VI.1 actualizando los correspondientes valores
obtenidos de la prueba de laboratorio (Tabla VI.2). Al igual que en los modelos anteriores,
el modelo FSI se analizó utilizando Kratos. El problema se resuelve por etapas, ya que se
tienen dos ecuaciones gobernantes: la ecuación gobernante del problema de dinámica de �ui-
dos, ecuación de Navier-Stokes para �uidos incompresibles (ecuaciones (168) y (169)), y la
ecuación gobernante del problema estructural (ecuación (111)). Inicialmente se determina la
velocidad y la presión resolviendo la ecuación de Navier-Stokes utilizando el método ALE
(Arbitrary Lagrangian-Eulerian method [95, 18]), una vez obtenidas las presiones (Pi) y las
componentes de la velocidad para el primer intervalo de tiempo éstas se utilizan para resol-
ver el problema mecánico, las presiones se utilizan como carga y con ello se determinan los
desplazamientos, deformaciones y esfuerzos. Al terminar esta etapa el tiempo se incrementa
y se vuelve a repetir el proceso. Esta descripción de la metodología es muy general ya que
cada paso del tiempo implica realizar n iteraciones

ρ
DVVV

Dt
= −∇P + ρggg + µ∇2VVV , (168)

y su correspondiente ecuación de continuidad para �uidos incompresibles

∂u

∂x
+
∂v

∂y
+
∂w

∂z
= 0, (169)

en donde VVV es el vector de velocidad, y u, v, w son sus componentes, P es la presión, ρ es la
densidad, g es la gravedad y µ es la viscocidad cinemática.

Respecto a las condiciones de frontera, se consideraron las mismas que en la prueba
HTC. Las caras laterales del álabe están empotradas en las paredes de la tubería, además,
se asignaron condisiones de no deslizamiento tanto en las paredes de la tubería como en las
super�cies del álabe. En cuanto a las condiciones iniciales, se de�nió una presión de entrada
y salida igual a cero, y se estableció una función de velocidad para hacerla variar linealmente
de 0 m/s a 12.33 m/s (velocidad de operación estándar, ver Tabla II.2).

VI.2. Resultados del análisis

VI.2.1. Resultados del análisis CFD, caso de prueba

De acuerdo con los resultados del análisis CFD se observa que las presiones máximas y
mínimas se generan en el borde de ataque (LE) y borde de salida (TE) según lo esperado.
Del modelo 1 podemos observar que las trayectorias de las partículas del �ujo sufren cambios
de velocidad y dirección generados por la geometría del álabe, produciendo incrementos
en la velocidad del �uido en la cara de succión del álabe (Figura 45a). Bajo las mismas
condiciones el modelo 2 exhibe un comportamiento diferente, las presiones extremas se siguen
generando en LE y TE, sin embargo, como era de esperarse las trayectorias de las partículas
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del �ujo se ven fuertemente alteradas por la geometría del per�l produciéndose cambios
bruscos de dirección en la zona media del álabe, los cuales están directamente ralacionados con
la geometría menos hidrodinámica del per�l (Figura 45b). En la Tabla VI.3 podemos observar
las presiones máximas obtenidas en el hidrofoil test reportadas por el NVKS, estas presiones
fueron medidas en el LE. Con la �nalidad de evitar cavitación durante el hidrofoil test, se
estableció una presión inicial de 659.5 kPa, sin embargo, como nuestro modelo numérico no
incluye el efecto de cavitación y el objetivo es determinar la distribución de presiones máximas
a la velocidad de �ujo máxima, se tomó una presión inicial igual a cero. De acuerdo con la
aparente similitud entre la geometría del modelo 1 y la del hydrofoil test se esperaba que
las presiones máximas fueran similares pero claramente se observa una marcada diferencia
generada por la condición de presión inicial, no obstante, la presión máxima en el modelo 2
(773 kPa) sólo di�ere 2.7% respecto a lo obtenido en el laboratorio (794.2 kPa) (ver Tabla
VI.3). Es importante remarcar que nuestro caso de estudio se centra en el modelo 2 y que
el modelo 1 sólo se diseñó para tener un parámetro de referencia, ya que al ser un per�l
más hidrodinámico se espera que el comportamiento del mismo sea más dócil, entendiendo
por dócil que las presiones y esfuerzos en el álabe sean menores y que las trayectoria de las
partículas del �ujo sean más uniformes, lo que corresponde con los resultados obtenidos.

Tabla VI.3: Presiones máximas en el borde de ataque.

Tiempo (s) Hydrofoil test
(kPa)

Modelo 1
(kPa)

Modelo 2
(kPa)

0.0 659.5 0.0 0.0
1.0 666.8 13.5 31.7
1.6 675.2 31.1 80.0
2.0 683.7 46.6 123.7
3.0 710.0 97.4 278.5
4.0 747.3 163.9 504.5
5.0 794.2 244.7 773.0
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(a) Modelo 1.

(b) Modelo 2.

Figura 45: Trayectorias del �ujo y distribución de presiones máximas (Pa).

En la Figura 46 se muestra el patron de las trayectorias de velocidad de las partículas del
modelo 1. Se observa que se generan ligeros cambios en la trayectoria del �ujo a partir de
que el mismo entra en contacto con el borde de ataque del per�l produciendo incremento en
la velocidad del �uido. En constraste con el modelo 1, debido a la curvatura pronunciada y
geometría más compleja, en el modelo 2 se presentan cambios abruptos en las trayectorias de
velocidad del �ujo, generando velocidades máximas en el borde de salida (Figura 47), esto es
consistente con lo observado en el comportamiento de álabes de turbinas reales.
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(a) Plano xy.

(b) Vista 3D.

Figura 46: Campo de velocidades del �ujo (m/s), modelo 1.
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(a) Cara de succión.

(b) Cara de presión.

Figura 47: Campo de velocidades del �ujo (m/s), modelo 2.

Los resultados del CFD muestran una concentración de presiones máximas en el borde de
ataque. En el modelo 1 la distribución de presiones cambia de positiva (presión) en el LE a
negativas (succión) en el TE (Figure 48), mientras que en el modelo 2 se tiene prácticamente
una cara del álabe a presión y la otra a succión (Figura 49) lo cual es congruente con los
resultados esperados.



87

(a) Cara superior.

(b) Cara inferior.

Figura 48: Distribución de presiones (Pa), modelo 1.
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(a) Cara de succión.

(b) Cara de presión.

Figura 49: Distribución de presiones (Pa), modelo 2.

VI.2.2. Resultados del análisis estructural, caso de prueba

Las �guras 50a y 50b muestran un par de vistas de la malla utilizada para discretizar el
modelo 1 y las �guras 50c y 50d presentan las correspondientes al modelo 2. Ambas mallas
están formadas por aproximadamente 70000 elementos tetraédricos. El análisis estructural se
realizó con el software KratosMultiphysics© bajo las consideraciones de la sección VI.1 y
tomando como cargas la distribución de presiones obtenidas en el análisis CFD.
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(a) Modelo 1, vista 3D. (b) Modelo 1, plano x-y.

(c) Modelo 2, vista 3D. (d) Modelo 2, plano x-y.

Figura 50: Malla del modelo estructural.

El análisis estructural se realizó de manera independiente del análisis CFD. Para econo-
mizar el costo computacional el problema se trabajó como un caso desacoplado. Como primer
paso se resolvió el problema dinámico con el que se obtuvo la distribución de presiones sobre
la super�cie del álabe, y posteriormente esta distribución se utilizó como valores de entrada
en el análisis estructural.

Entre los resultados obtenidos del análisis se muestra el esfuerzo de Von Mises que repre-
senta una energía de distorsión y es una medida escalar que se deriva del tensor de esfuerzos
de Cauchy. El esfuerzo de Von Mises representa el límite de �uencia en materiales ductiles y
se obtiene a partir de

σvm = σe (170)

donde, σvm es el esfuerzo de Von Mises y σe es el esfuerzo equivalente previamente de�nido
en la sección V.2.1.1. Cuando σvm < σy el material tiene un comportamiento elástico, y para
σvm ≥ σy se considera que el material �uye y se generan deformaciones plásticas [91, 109].
Para describir el estado de esfuerzos en cualquier punto sobre el álabe utilizaremos el tensor
de esfuerzos de Cauchy, el cual es un tensor de segundo orden que representa los esfuerzos
cortantes y normales que actuan sobre las caras de cualquier elemento �nito que conforme el
álabe. El tensor está de�nido como

σσσ =

σxx τxy τxz
τyx σyy τyz
τzx τzy σzz

 , (171)
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y a partir de éste se determinan los esfuerzos principales utilizando la ecuación característica

det(σσσ − λ111) = 0 (172)

donde, 111 representa el tensor identidad, y λ es el vector solución que contiene los esfuer-
zos principales, σi ≥ σii ≥ σiii, que representan los esfuerzos normales máximos y mínimos
actuantes sobre cualquier elemento �nito en un plano de esfuerzo axial puro. Estos valores
extremos nos sirven de parámetro para determinar si se excede el esfuerzo último del mate-
rial, produciendo una falla local [75, 49, 13]. Para veri�car las deformaciones determinaremos
el tensor de deformaciones de Green-Lagrange, E, que nos ayuda a de�nir el estado de defor-
maciones de estructuras �exibles, principalmente cuando éstas presentan un comportamiento
no lineal. Éste tensor de segundo orden mide el cambio de longitud y la rotación de una
con�guración deformada respecto a la original describiendo deformaciones �nitas [49, 13], y
se determina a partir de

E =
1

2
(FTF− 1) (173)

con F de�nido como el gradiente del tensor de deformaciones F = ∇{u}.

En las Figuras 51 a 60 se muestran los resultados del análisis estructural obtenidos para
los modelos 1 y 2. Las Figuras 52 y 54 presentan el estado de esfuerzos principales de Cauchy
para ambos modelos, y por su parte en las Figuras 51 y 53 se muestra el tensor de esfuerzos
de Cauchy correspondientes. Para todos los casos se observa que existe una concentración
de esfuerzos en el borde de ataque y de salida, con un esfuerzo máximo de 92.66 MPa para
el modelo 1, y 340.60 MPa para el modelo 2, y mínimos de −181.36 MPa y −656.07 MPa,
respectivamente. De estos resultados podemos resaltar que los esfuerzos máximos y mínimos
generados en el modelo 1 son menores al esfuerzo de �uencia por lo que el material permanece
en el rango elástico. Sin embargo, en el modelo 2, los valores extremos del esfuerzo sobrepasan
el punto de �uencia exhibiendo un comportamiento plástico y alcanzando magnitudes cerca-
nas al esfuerzo último. La diferencia obtenida en los esfuerzos es congruente con la diferencia
de presiones reportadas en el análisis CFD, se observa una clara relación entre las magnitudes
de los esfuerzos y la complejidad de la geometría.
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(a) Sxx. (b) Sxy.

(c) Sxz. (d) Syy.

(e) Syz. (f) Szz.

Figura 51: Tensor de esfuerzos de Cauchy (Pa), modelo 1.
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(a) Si.

(b) Sii.

(c) Siii.

Figura 52: Estado de esfuerzos principales de Cauchy (Pa), modelo 1.



93

(a) Sxx. (b) Sxy.

(c) Sxz. (d) Syy.

(e) Syz. (f) Szz.

Figura 53: Tensor de esfuerzos de Cauchy (Pa), modelo 2.
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(a) Si.

(b) Sii.

(c) Siii.

Figura 54: Estado de esfuerzos principales de Cauchy (Pa), modelo 2.
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El tensor de deformaciones de Green-Lagrange (Figures 55 y 56) y el estado de deforma-
ciones principales de Green-Lagrange (Figures 57 y 58) muestran una distribución de valores
máximos similar a la obtenida en la distribución de esfuerzos de Cauchy, con deformaciones
absolutas máximas de 2.2734 × 10−3% para el modelo 1, y 1.7484 × 10−2% para el modelo
2. Ambos máximos se presentan en el TE. Se observa que las deformaciones obtenidas en el
modelo 1 nos sugieren un comportamiento elástico, mientras que las deformaciones máximas
del modelo 2 indican un comportamiento plástico, y sus valores extremos señalan la posibi-
lidad de que se presenten fallas locales en el elemento ya que exceden la deformación última
reportada para aleaciones de aluminio (0.012− 0.015%) [51, 78].

(a) Sxx. (b) Sxy.

(c) Sxz. (d) Syy.

(e) Syz. (f) Szz.

Figura 55: Tensor de deformaciones de Green-Lagrange, modelo 1.
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(a) Sxx. (b) Sxy.

(c) Sxz. (d) Syy.

(e) Syz. (f) Szz.

Figura 56: Tensor de deformaciones de Green-Lagrange, modelo 2.

Las Figuras 59a y 59b muestran el estado de esfuerzos de Von Mises y la distribución
de desplazamientos para el modelo 1, respectivamente. El máximo esfuerzo en el álabe es
de 169.80 MPa, y una deformación máxima de 4.36 × 10−4 m. En las Figuras 60a y 60b se
observan los resultados correspondientes al estado de esfuerzos de Von Mises y distribución
de deformaciones del modelo 2. En este caso los esfuerzos máximos son iguales al esfuerzo de
�uencia del material, 280 MPa; y la deformación máxima en el per�l es 1.317× 10−3 m.
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(a) Si.

(b) Sii.

(c) Siii.

Figura 57: Estado de deformaciones principales de Green-Lagrange, modelo 1.
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(a) Si.

(b) Sii.

(c) Siii.

Figura 58: Estado de deformaciones principales de Green-Lagrange, modelo 2.
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(a) σmax (Pa).

(b) ∆max (m).

Figura 59: Estado de esfuerzos de Von Mises y deformaciones máximas, modelo 1.

(a) σmax (Pa) modelo 1.

(b) ∆max (m) modelo 2.

Figura 60: Estado de esfuerzos de Von Mises y deformaciones máximas, modelo 2.
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VI.2.3. Resultados del análisis FSI

Como se mencionó anteriormente el análisis FSI se resuelve en etapas. Para cada inter-
valo de tiempo primero se resuelve el problema de dinámica de �uidos para determinar las
componentes del vector de velocidad y la presión, y posteriormente usar las presiones como
cargas para realizar el análisis estructural. En las Figuras 46 y 47 se presentan el campo de
velocidades del �ujo y las trayectorias de las partículas, respectivamenete. Se observa que las
trayectorias del �ujo se ven fuertemente alteradas por la geometría del per�l produciéndose
cambios bruscos de dirección del �uido en la zona media del álabe, los cuales están directa-
mente ralacionados con la geometría compleja del per�l. Además, al analizar los resultados,
estos muestran congruencia con los obtenidos en el análisis CFD del modelo 2.

Figura 61: Campo de velocidades del �ujo (m/s).
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Figura 62: Patron de trayectorias del �ujo, modelo FSI.

De acuerdo con los resultados del análisis CFD se observa que las presiones máximas y
mínimas se generan en el borde de ataque (LE) y borde de salida (TE) (Figure 63). Asimis-
mo, se puede identi�car una clara similitud entre los patrones de la distribución de presiones
del análisis CFD realizado en el modelo FSI y el del problema desacoplado para el modelo 2.
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(a) Cara de presión.

(b) Cara de succión.

Figura 63: Distribución de presiones (Pa), modelo FSI.

En las Figuras 64 a 68 se muestran los resultados del análisis estructural obtenidos con
el modelo FSI. La Figura 64 muestra los resultados del tensor de esfuerzos de Cauchy para
el modelo FSI, se observa que existe una clara concentración de esfuerzos en el borde de
salida del álabe, zona en la cual comúnmente se presentan daños estructurales en álabes de
turbinas. Por su parte, la Figura 65 presenta el estado de esfuerzos principales de Cauchy
correspondiente, con esfuerzo máximo de 161 MPa, y mínimo de −29.9 MPa. De estos re-
sultados podemos resaltar que los esfuerzos máximos y mínimos son menores al esfuerzo de
�uencia por lo que el material permanece en el rango elástico. También se observa que la dis-
tribución de esfuerzos es congruente con la distribución de preiones reportadas en el análisis
CFD y los resultados previamente presentados.
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(a) Sxx. (b) Sxy.

(c) Sxz. (d) Syy.

(e) Syz. (f) Szz.

Figura 64: Tensor de esfuerzos de Cauchy (Pa), modelo FSI.
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(a) Si.

(b) Sii.

(c) Siii.

Figura 65: Estado de esfuerzos principales de Cauchy (Pa), modelo FSI.

En correspondencia con los resultados previos, se observa que en el tensor de deforma-
ciones de Green-Lagrange (Figura 66) existe una concentración de deformaciones en el TE.
Asimismo, el estado de deformaciones principales (Figura 67) nos muestra las deformaciones
máxima de 1.88× 10−3% y mínima de −5.84× 10−4%, las cuales se encuentran por debajo
de los límites en los cuales un material como el aluminio deja de tener un comportamiento
elástico (alrededor de 5.0 × 10−3% promedio para aleaciones de aluminio [51, 78]). Ambos
valores extremos se presentan en el TE del álabe.
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(a) Sxx. (b) Sxy.

(c) Sxz. (d) Syy.

(e) Syz. (f) Szz.

Figura 66: Tensor de deformaciones de Green-Lagrange, modelo FSI.
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(a) Si.

(b) Sii.

(c) Siii.

Figura 67: Estado de deformaciones principales de Green-Lagrange, modelo FSI.

Las Figuras 68a y 68b muestran el estado de esfuerzos de Von Mises y la distribución de
desplazamientos para el modelo FSI, respectivamente. El esfuerzo de Von Mises máximo en
el álabe es de σvm = 119MPa < σy = 248MPa, lo que nos indica que el comportamiento
del álabe es elástico. Los desplazamientos máximos se localizan en el borde de salida, con un
máximo de 1.78 × 10−4 m. Además, se observa que existe una concrentración de deforma-
ciones en el TE, considerada la zona más �exible del álabe debido a la reducción de espesor
del mismo. Estos resultados muestran congruencia con los previamente presentados para el
modelo 2.
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(a) σmax (Pa) modelo FSI.

(b) ∆max (m) modelo FSI.

Figura 68: Estado de esfuerzos de Von Mises y desplazamientos máximos, modelo FSI.



Capítulo VII

Conclusiones

La presente investigación se enfocó en mostrar la implementación de la metodología de
aproximación por secciones usando polinomios de Bernstein para la parametrización de for-
mas geométricas complejas, y en particular de álabes de turbinas. Se ha demostrado que con
el uso de polinomios de Bernstein a trozos como base fundamental para reconstrucción de la
geometría de álabes de turbinas Francis se puede llevar a cabo parametrizaciones precisas.
Los polinomios de Bernstein muestran ser una opción viable y adecuada, relativamente fácil
de implementar. Los resultados obtenidos son muy satisfactorios, y la versatilidad con la que
los polinomios se adaptan a la geometría compleja sugiere que esta metodología puede ser
implementada para parametrizar álabes de diferentes tipos de turbina, hélices o cualquier
otra geometría compleja.

Una vez generada la geometría del álabe, la siguiente tarea fue comprobar su integridad
estructural en condiciones de prueba estándar. Se desarrollaron 3 modelos de prueba, los mo-
delos 1 y 2 se modelaron utilizando análisis por etapas; la etapa 1 que consiste en el análisis
de dinámica de �uidos computacional, y la etapa 2 del análisis estructural. La simulación de
la dinámica de �uidos desarrollada mostró que el cambio de gradiente de velocidad causado
por la geometría compleja del modelo 2 (que representa la forma de un álabe Francis real),
aumentó la presión, las tensiones y la deformación en su super�cie en comparación con las
de modelo 1. Los resultados muestran que existe una gran sensibilidad en los resultados del
CFD respecto a la geometría del elemento. Como se esperaba, el análisis estructural muestra
una concentración de esfuerzos en el TE para ambos modelos. Además, debe tenerse en cuen-
ta que estos valores exceden el límite elástico de la aleación de aluminio considerada para
las simulaciones, lo cual justi�ca la implementación del modelo plástico. Sin embargo, estos
valores se encuentran dentro del límite dado por la resistencia última, de acuerdo con las
características del material utilizado en ambos modelos. También se observó que los valores
máximos de deformación se alcanzan en el TE, lo que es consistente con el daño observado
en álabes reales. Los resultados del análisis de los modelos 1 y 2 nos dan una idea de la
capacidad última del per�l, aunque inicialmente no fueron diseñados con ese proposito.

El modelo 3 se realizó utilizando un análisis de interacción �uido-estructura, y se modi�-
caron las propiedades del material, de acuerdo con los resultados experimentales, así como la
velocidad máxima del �ujo, con la �nalidad de representar de manera más adecuada el com-
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portamiento mecánico del material y sus condiciones de operación estándar. Los resultados
obtenidos del modelo 3 (presiones, esfuerzos, deformaciones y desplazamientos), muestran
que cuando el álabe trabaja en condiciones de operación estándar el material tiene un com-
portamiento elástico lineal, lo cual es ideal para garantizar el funcionamiento estructural de
la turbina por un elevado número de ciclos de vida. Las distribuciones de presiones, esfuerzos,
deformaciones y desplazamientos obtenidas en el análisis FSI muestran correspondencia con
lo presentado en el modelo 2. Las distribuciones exhiben una concentración de acciones y
efectos máximos en el borde de salida, zona en la que suelen presentarse daños estructurales
en álabes reales. Estos resultados alentadores sirven como parámetros para validar los mo-
delos numéricos.

La visión general del desempeño de los modelos describe una adecuada reconstrucción
de la geometría utilizando la reparametrización propuesta, que, dada la versatilidad de la
técnica de interpolación aplicada, se convierte en una metodología prometedora incluso para
tareas más desa�antes, como la potenciación de toda la turbina. Sin embargo, debido a la
compleja dinámica de las turbomáquinas, aún es necesario realizar varios estudios del rodete
completo para su eventual fabricación.

Por su parte, los resultados del análisis estructural mostraron que el comportamiento del
álabe es elástico lineal para condiciones de operación estándar, lo que sugiere que estructural-
mente el álabe es adecuado para utilizarse en la turbina. Aunque los resultados son positivos,
estos análisis no son totalmente concluyentes, son sólo una estimación inicial de lo que espera-
mos sea el comportamiento del álabe en la turbina. Como futuro proyecto de investigación se
analizará el caso de un análisis FSI del rodete completo en condiciones de operación estándar.
Es importante remarcar que el análisis estructural es sólo una de las etapas de un proceso
de diseño que involucran el diseño de la geometría (proceso de parametrización), el análisis
estructural, el análisis de e�ciencia, y que culmina con el diseño de un proceso constructivo.
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Apéndice A

Prueba de tensión

Para actualizar el modelo estructural se realizó un ensayo mecánico (prueba de tracción)
en dos probetas de aleación de aluminio 5456 con la �nalidad de obtener propiedades mecáni-
cas del material. Ambas probetas tienen una longitud de 17.8 cm, ancho de 2.0 cm y espesor
de 0.622 cm. La Figura 69 nos muestra una representación grá�ca de la probeta. Entre los
resultados obtenidos destacan: modulo de elásticidad, E = 70 GPa, esfuerzo de �uencia,
Fy = 248 MPa, y esfuerzo último, Fu = 377 MPa, los cuales se presentan en el informe de la
Figura 71. Los resultados que se obtuvieron di�eren un poco de los valores utilizados en los
modelos 1 y 2. Estos datos se implementaron para actualizar el modelo FSI y obtener nuevos
resultados (ver la sección VI.2.3).

Figura 69: Esquema de probeta para prueba de tracción.

La Figura 70 muestra la máquina universal de ensayos ZwickRoell en la cual se realizó
la prueba de tracción y las probetas al momento del experimento, además, se incluye una
imagen de la falla de una de las probetas, en donde se observa que la falla ocurre a un
plano de 45◦, lo que indica que esta ocurre debido al esfuerzo cortante producida por la
carga de tensión sobre el elemento. A continuación se incluyen los enlaces en donde se pue-
de observar el video de ambas pruebas experimentales: Prueba de tracción, probeta 1;
Prueba de tracción, probeta 2.

https://drive.google.com/file/d/1WxFQeVzb07eipdNOqW2DZEWE2C0bjMYS/view?usp=drive_link
https://drive.google.com/file/d/1XX8wPhDkjRfg_vgEKXr5PPID_r8ttfbd/view?usp=drive_link
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(a) Máquina universal. (b) Probeta A.

(c) Probeta B. (d) Falla de probeta.

Figura 70: Prueba de tracción.
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1 Tabla de Resultados: 

 
Specimen 

ID 
Emod 

F at 0.2% 
plastic strain 

Fmax FBreak 
dL at 
break 

au bu Z a0 b0 S0 

Nr  GPa MPa MPa N % mm mm % mm mm mm² 

1.1 T-1 62.0 246 377 - - 5.78 11.89 12 6.22 12.5 77.75 
1.4 T-2 70.0 248 377 - - 5.73 11.61 14 6.22 12.38 77.00 
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Figura 71: Resultados de la prueba de tracción.
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