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RESUMEN

Uno de los problemas fundamentales en los procesos de manufactura de piezas para tur-
boméaquinas radica en la asignaciéon de un sistema de coordenadas apropiado, es decir, en la
implementacion de un mallado adecuado. Dentro de los métodos de generacion de mallas,
se incluyen aquellos que emplean funciones relacionadas con la dindmica de las lineas de
corriente del fluido, asi como otros mas practicos, que se basan en la parametrizacion a partir
de las coordenadas naturales sobre la superficie del elemento. Existen diversas metodologias
para generar con ¢éxito la geometria del dlabe de una turbina, mediante la creacién de un
conjunto discreto de secciones que van desde la corona hasta la banda. Es esencial aplicar
una metodologia de parametrizacion adecuada para generar secciones de formas complejas
en tres dimensiones.

Los polinomios de Bernstein a trozos pueden emplearse para crear parametrizaciones de
alabes de turbinas con geometrias complejas, utilizando como base algunos datos (coordena-
das) de la seccion transversal del perfil original y aproximandolos mediante dichos polinomios.
Al implementar los coeficientes del polinomio interpolante, se generan secciones transversales
adicionales utilizando técnicas Lagrangianas. Los perfiles generados se disponen en direccion
transversal al dlabe mediante interpolacién transfinita, lo que permite obtener una repre-
sentacion suave y continua del alabe de referencia. Esta metodologia es versatil y precisa, y
puede aplicarse en la parametrizacion de diversas geometrias manteniendo una alta exacti-
tud. Ademaés, podria utilizarse para disenar nuevas formas de alabes. No obstante, aunque
es posible redefinir nuevas geometrias para los 4labes utilizando polinomios de Bernstein, es
fundamental determinar si estas parametrizaciones pueden reemplazar las geometrias actua-
les. Para evaluar la viabilidad de estos nuevos disenos, se requieren analisis adicionales. Como
primer paso, se desarrolld un modelo computacional del experimento denominado hydrofoil
test, realizado por el centro hidroeléctrico de Noruega. Este experimento fue utilizado para
llevar a cabo un analisis estructural de esfuerzo-deformacion de la parametrizacion del alabe
de una turbina Francis 99.

El presente trabajo expone la implementaciéon de polinomios de Bernstein en la para-
metrizacion de la geometria del dlabe de una turbina Francis 99, a través de un enfoque
basado en un problema de minimos cuadrados adecuado. Como segundo paso, la geometria
es evaluada mecanicamente, comenzando con un anélisis de dinamica de fluidos computacio-
nal utilizando el método de los elementos finitos para determinar la distribucién de presiones
sobre la superficie del alabe. Posteriormente, con esta distribucion de presiones, se lleva a ca-
bo un anélisis estructural, tanto lineal como no lineal, con el fin de obtener las distribuciones
de esfuerzos y deformaciones. Ademas de este analisis por etapas, se desarrolld un estudio
de interaccion fluido-estructura, en el cual las condiciones del modelo hydrofoil test fueron
reemplazadas por condiciones de operacion estandar, y algunas propiedades mecanicas del
material fueron actualizadas mediante resultados experimentales. Ambos analisis presentan
resultados coherentes e interesantes.

Palabras clave: Polinomios de Bernstein; Turbina Francis; Analisis de dindmica de flui-
dos computacional; analisis Estructural; Parametrizacion; Método de los elementos finitos.
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ABSTRACT

One of the fundamental problems in the manufacturing processes of turbomachinery com-
ponents lies in the assignment of an appropriate coordinate system, that is, in the implemen-
tation of a suitable meshing. Among the mesh generation methods, there are those that
employ functions related to the dynamics of fluid streamlines, as well as more practical
methods based on parametrization using natural coordinates on the surface of the element.
There are various methodologies for successfully generating the geometry of a turbine bla-
de, through the creation of a discrete set of sections ranging from the crown to the hub. It
is essential to apply an appropriate parametrization methodology to generate sections with
complex three-dimensional shapes.

Piecewise Bernstein polynomials can be used to create parametrizations of turbine blades
with twisted geometries, using as a basis some data (coordinates) from the original profile’s
cross-section and approximating them using these polynomials. By implementing the coeffi-
cients of the interpolating polynomial, additional cross-sectional profiles are generated using
Lagrangian techniques. The generated profiles are arranged transversely to the blade using
transfinite interpolation, allowing for a smooth and continuous representation of the reference
blade. This methodology is versatile and precise, and can be applied in the parametrization of
various geometries while maintaining high accuracy. Furthermore, it could be used to design
new blade shapes. However, although it is possible to redefine new geometries for the bla-
des using Bernstein polynomials, it is essential to determine whether these parametrizations
can replace the current geometries. To assess the feasibility of these new designs, additional
analyses are required. As a first step, a computational model of the experiment called the
hydrofoil test, conducted by the Norwegian hydropower center, was developed. This expe-
riment was used to perform a structural stress-strain analysis of the parametrization of the
blade of a Francis 99 turbine.

This work presents the implementation of Bernstein polynomials in the parametrization
of the geometry of a Francis 99 turbine blade, through an approach based on an appropriate
least squares problem. As a second step, the geometry is mechanically evaluated, starting
with a computational fluid dynamics analysis using the finite element method to determine
the pressure distribution over the blade surface. Subsequently, with this pressure distribution,
both linear and nonlinear structural analyses are carried out to obtain the stress and strain
distributions. In addition to this step-by-step analysis, a fluid-structure interaction study
was developed, in which the conditions of the hydrofoil test model were replaced by standard
operating conditions, and some mechanical properties of the material were updated using
experimental results. Both analyses provide consistent and interesting results.

Keywords: Bernstein polynomials, Francis blade, Computational fluid dynamic analysis,
Structural analysis, Parametrization, Finite element method.
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Nomenclatura

A Area del elemento finito.

Aq Area de entrada de un canal hidraulico.

C’i(k) Puntos de control.
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Capitulo 1

Introduccion

Uno de los objetivos mas importantes en el diseno de turboméquinas es optimizar la
geometria de los &labes de la turbina con la finalizad de obtener su maximo desempeno
[22, 54]. La optimizacion requiere de una descripcion o disefio adecuado para plantear una
funcion objetivo. En la teoria de variable compleja existen técnicas que nos permiten dise-
nar secciones de alabes con formas relativamente complicadas empleando mapeos conformes
[2, 44, 102]. Estos ultimos tienen un costo computacional elevado debido al gran nimero de
parametros que se necesitan determinar para controlar numéricamente la creaciéon de una
geometria util. Por lo que en la practica es necesario recurrir a metodologias mas practi-
cas como la parametrizacion empleando polinomios para reducir el nimero de coeficientes a
determinar. Las metodologias de parametrizacion de dlabes se pueden clasificar en dos princi-
pales grupos: las que usan parches sobre superficies y aquellas que utilizan aproximaciéon por
secciones [41, 2, 45]. La metodologia de aproximacion por secciones se utilizan para describir
geometrias complejas que presentan variaciones significativas entre cada seccion. Uno de los
inconvenientes de este enfoque es que mientras mayor sea el niimero de secciones utilizadas,
mayor serd el nimero de parametros por definir [22, 3|. En ambas metodologias, la clave para
una implementacién eficiente radica en utilizar un nimero reducido de pardmetros para re-
presentar geometrias complejas, de manera que se disminuya el costo computacional. Esto ha
impulsado el desarrollo y la aplicacion de numerosas técnicas en busca de parametrizaciones
Optimas [2, 22, 34, 41, 45].

Los 4labes de las turbinas Francis, por su parte, presentan formas complejas que no pueden
ser geométricamente reconstruidas con facilidad a partir de una funcion unica [34]. Algunas
de las investigaciones recientes incluyen el uso de métodos de optimizaciéon para mejorar el
disenio de 4labes de compresores y turbinas, asi como del desarrollo de perfiles aerodinami-
cos [3, 4, 6, 46, 55, 81, 100]. Una opcién versatil e intuitiva para realizar la representacion
numérica de la seccion transversal de los alabes es el uso de Polinomios de Bernstein [86].
Estos pueden emplearse para hacer ajustes precisos dentro de un intervalo cerrado de las
curvas continuas que representan lineas de corriente. Propuestos originalmente por Bernstein
en 1912, su uso fue limitado debido a las restricciones de la capacidad de cémputo de la
época [43, 97|. Actualmente, su versatilidad ha permitido aplicarlos en &reas como el control
de sistemas dindmicos, andlisis de elementos finitos, calculo, modelado y optimizacion de
geometrias complejas, etc. [37, 86, 43, 108, 56, §].



Ahora bien, una vez disenada la geometria 6ptima de la turbina, su maximo rendimiento
solo se mantendré durante un periodo determinado de tiempo. El desgaste natural hara que
el desempeno de la turbina disminuya, y serd necesario aplicar medidas correctivas, como re-
emplazar los 4labes danados o reconstruirlos combinando técnicas de manufactura con algin
método de parametrizacion y un estudio de factibilidad. Dado el alto costo de fabricaciéon de
estas piezas y de los materiales, reconstruir el alabe se convierte en una opcién mas viable,
al menos desde el punto de vista economico [86, 34|. Una vez generado el modelo numeérico
utilizando alguna de las técnicas de parametrizacion mencionadas anteriormente, es crucial
validar la viabilidad mecanica del dlabe mediante un analisis estructural. Este analisis per-
mitird determinar el estado de esfuerzo y deformacion bajo diferentes condiciones de servicio
[50, 15, 61, 24, 16, 82|. Uno de los métodos méas comunes para el analisis de esfuerzos es el
Método de los Elementos Finitos (FEM, por sus siglas en inglés), debido a su versatilidad
para discretizar formas con dominios complejos |66, 69, 110].

Se han desarrollado investigaciones previas como la de Suha et al. [5] en donde se realizo
un analisis estructural estatico del dlabe de una turbina considerando diferentes aleaciones
de Inconel© y Titanio como base. Los resultados muestran que existe una dependencia entre
los esfuerzos y la densidad del material, presentando menores esfuerzos en las aleaciones de
aluminio. Por otro lado, Kauss et al. [57] realiz6 un andlisis estructural similar en el que
incluy6 cargas térmicas para obtener el estado de esfuerzo-deformacion de &labes de turbinas
con diferentes aleaciones, considerando el efecto de la temperatura dividiendo el tensor de
deformaciones en una componente mecanica y otra térmica. Como resultado se detectd una
clara dependencia de las propiedades fisicas del material y la relacion esfuerzo-deformacion, y
se determiné que existe una mayor dependencia de los resultados de esfuerzos y deformacio-
nes en la componente térmica del analisis. Otro aspecto significativo en el que se enfoncan las
investigaciones de alabes es el estudio de la fatiga para estimar su vida til, con numerosos
trabajos realizados en esta area |70, 94, 112|. Claudio et al. [25] utilizo el FEM para estimar la
vida util de una turbina de gas y comparé sus resultados con datos experimentales obtenidos
de componentes reales, obteniendo hallazgos interesantes. Otras investigaciones en el &mbito
de las turbinas se han centrado en el anélisis de la dindmica de fluidos computacional (CFD,
por sus siglas en inglés) para determinar la distribucion de presiones en alabes o en la turbina
bajo diversas condiciones de flujo, y para evaluar las fuerzas actuantes y las distribuciones
de esfuerzo y deformacion en el elemento [59, 23, 87].

Considerando la posibilidad de dafio mecanico, otra alternativa interesante para el analisis
estructural es utilizar el Método de los Elementos Finitos Extendido (XFEM, por sus siglas
en inglés). XFEM incluye el modelado de generacion de grietas utilizando funciones disconti-
nuas para representar el campo asintético de desplazamientos de grietas en dos dimensiones.
El XFEM considera la presencia de defectos y heterogeneidades durante la generacion de la
malla utilizando un remallado en todos los nodos cuya funcion de forma intersecta con el
interior de la grieta [99]. Un inconveniente del XFEM es su alto costo computacional lo que
limita su uso. Otra investigacion de notable interés es la realizada por Lukas et al. [93], en
la que se aplico una metodologia integrada para el analisis de alabes de turbinas. En este
estudio, se combiné la aerodindmica con simulaciones estructurales multiples en un modelo



numérico, el cual fue generado a partir de una base de datos obtenida mediante el escaneo
de un alabe real. Lukas et al. emplearon XFEM para demostrar la influencia de las grietas
en el comportamiento del borde de ataque (LE, por sus siglas en inglés) y para predecir el
impacto de las variaciones geométricas debido al desgaste.

En resumen, se han llevado a cabo numerosas investigaciones empleando diversos enfo-
ques para evaluar la integridad estructural de los alabes |63, 30, 48, 19, 20, 64|. El objetivo
de la presente investigacion es analizar el desempeno estructural del alabe de una turbina
Francis 99, cuya geometria fue generada mediante una parametrizacion usando interpolacion
con polinomios de Bernstein de cuarto orden a trozos para generar la secciéon transversal del
alabe, e interpolacion transfinita (TFI, por sus siglas en inglés) para generar sus superficies
[86]. Se implementd el Método de los Elementos Finitos para analizar el estado de esfuerzos y
deformaciones en tres simulaciones numéricas. De estas, dos estéan disefiadas para replicar nu-
mericamente el experimento llevado a cabo por el Centro Hidroeléctrico de Noruega (NVKS,
por sus siglas en inglés), referido como hidrofoil test |31, 104, 84, 103, 92|. Este experimento
se utilizd como base para simular el analisis de dindmica de fluidos computacional y deter-
minar la distribucion de cargas de presion sobre las superficies del 4labe para posteriormente
realizar el analisis estructural de manera independiente. Adicionalmente, el modelo inicial se
modificé para simular un caso de prueba considerando la interaccion fluido-estructura, en el
cual se actualizaron algunas propiedades mecanicas del material, obtenidas mediante prue-
bas experimentales, y ademés, se actualizaron los datos de velocidad del flujo para considerar
condiciones de operacion estandar de la turbina. De acuerdo con el desempeno obtenido en
los analisis dinamico y estructural, los resultados sugieren que la nueva geometria parame-
trizada podria ser usada como CAD para el diseno del alabe, y eventualmente en el proceso
de reconstruciéon de la turbina. Sin embargo, es evidente la necesidad de realizar andlisis
estructurales mas detallados para el diseno de la turbina completa.

I.1. Estructura de la tesis

El presente trabajo de investigacion esta organizado en siete capitulos, los cuales se deta-
llan a continuacion. En el Capitulo I se ofrece la introduccion, en la que se define el objetivo
de la investigacion y se revisan los estudios previos realizados en el drea de investigacion.
El Capitulo II esta dedicado a la descripcion de la turbina objeto de estudio. Inicialmente,
se aborda el desarrollo historico de las turbinas desde los primeros dispositivos considerados
como turbinas hasta su evoluciéon a turbinas actuales, seguido de una descripcion especifica
de las caracteristicas del caso de estudio, que corresponde a la turbina Francis 99. En el
Capitulo III se detalla el método de parametrizaciéon por secciones utilizado para generar la
nueva geometria del alabe, y se describen los procesos de extraccion de datos, reconstrucion
de la geometria y evaluacion del error, que conforman el método. El Capitulo IV presenta
los antecedentes del desarrollo del Método de los Elementos Finitos, se describe el método
variacional, y se proporciona un planteamiento general del método en 1D, 2D y 3D. Ade-
més, se aborda el enfoque del FEM aplicado al problema de elasticidad. En el Capitulo V
se introduce el concepto de anélisis no lineal, se exploran los tipos mas comunes de no li-
nealidad presentes en los problemas de elasticidad, se describe la teoria de la plasticidad con



los criterios de fluencia de Von Mises y Tresca, con modelos de endurecimiento isotropico,
cinematico y combinado. Al final del capitulo se describe el método de los elementos finitos
no lineal y su soluciéon utilizando el método de Newton-Raphson. En el capitulo VI se des-
criben las caracteristicas de los modelos numéricos y los resultados obtenidos de los anélisis
CFD y estructural. En la primer secciéon se caracterizan los materiales, condiciones iniciales y
modelos numéricos desarrollados, y en la segunda parte del capitulo se presentan y analizan
los reultados del modelo CFD, y posteriormente, los resultados del analisis estructural y del
modelo de interaccion fluido-estructura. Por tdltimo, el capitulo VII presenta las conclusiones
del proyecto de investigacion. Adicionalmente se agregé el anexo A, en donde se incluye las
caracteristicas y resultados obtenidos en la prueba de tracciéon realizada a probetas de alea-
cion de aluminio 5456 con la cual se determinaron las propiedades mecanicas del material
utilizadas en el modelo FSI.



Capitulo 11

Descripcion de la Turbina

I1.1. Desarrollo historico de las turbinas

Se podria decir que las turbinas son una evoluciéon de la rueda hidraulica, la cual fue im-
plementada principalmente para accionar maquinaria y no directamente para generar energia
eléctrica. De acuerdo con registros antiguos, los griegos fueron los primeros en desarrollar de
manera, exitosa el primer modelo de rueda hidraulica, la cual era una pieza de arte, por lo que
su eficiencia era muy baja. Aun asi, fue muy utilizada para accionar molinos de produccion
de harina. Posteriormente fue adoptada también por los romanos, y alrededor del ano 500
d.C. ya se utilizaba en todo el territorio conocido por los europeos de la época [68]. En el
siglo XVIII la rueda hidraulica era ampliamente utilizada para molinos textiles, aserraderos,
molinos de papel y molinos de harina. A mediados del siglo, Bélidor, ingeniero hidraulico y
militar, disend una de las primeras ruedas hidraulicas para la generacién de energia, pero
ésta sblo tenia una eficiencia de 15 % a 20 %. Durante ese mismo periodo el ingeniero inglés
John Smeaton y el ingeniero francés J. V. Poncelet realizaron mejoras a la rueda hidraulica
incrementando su eficiencia a un rango de 60 % a 70 % [9]. John Smeaton también desarrollo
la primer metodologia cientifica para evaluar la eficiencia de la rueda hidraulica. En aquella
época, se tenian basicamente tres tipos de rueda hidraulica: rueda hidraulica de impulso infe-
rior (Figura 1a), de impulso medio (Figura 1b), y de impulso superior (Figura 1¢), y como su
nombre lo indica, la diferencia entre ellas era la manera de impulsarlas. Con su metodologia,
Smeaton determin6 que la rueda de impulso inferior solo tenia 22 % de eficiencia, mientras
que la de impulso medio 50 %, y la de impulso superior alcanzaba 63 % [68].



(a) Rueda de impulso inferior.
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(c¢) Rueda de impulso superior.

Figura 1: Rueda hidraulica del siglo XVIII (tomado de Lewis et al. [68]).

Gran parte del desarrollo de las turbinas occurrié en Francia durante el siglo XIX gracias
a las aportaciones a la teoria del funcionamiento de la turbina llevadas a cabo por Leonhard
Euler (1707 — 1783), los conceptos en aplicaciones practicas introducidos por Mannoury de
Ectot (1777-1822) y los andlisis teoricos realizados por Burdin (1790-1893), quien a su vez
introdujo la terminologia turbina. Todos estos conceptos contribuyeron bastante en el enten-
dimiento de los principios de operacion de la turbina y en como mejorar su eficiencia [9]. En
ese periodo de tiempo la fuente de generacién de energia predilecta era el carbon, y ante la
escases de fuentes naturales del mismo en Francia, se vieron en la necesidad de implemen-
tar lo que ellos llamaron carbon blanco (agua) [9]. En 1824 el ingeniero francés Jean-Victor
Poncelet modifico la rueda hidraulica de impulso inferior agregando palas con curvatura me-
jorando la cantidad de momento extraida del fluido, ademaés, ajusto la velocidad de la rueda
reduciendo la velocidad de salida del flujo, con lo que incrementé la eficiencia a alrededor de
60 % [89]. Durante el siglo XIX la rueda hidraulica empez6 a ser reemplazada por turbinas
hidraulicas, las cuales eran mas pequenas y eficientes. Aunque en 1866 la rueda hidraulica
de flujo tangencial inventada por Samuel Knight trabajaba con una eficiencia similar a la
de aquellas turbinas [68]. En 1878, Lester A. Pelton modifico la rueda hidraulica de Knight
agregando una cuchara doble de perfil cilindrico para mejorar su eficiencia [21]. A finales del
siglo, William Doble se hizo cargo de la compania de Pelton y propuso modificar la forma de



la cuchara a eliptica mejorando la transferencia de momento. Gracias a las contribuciones de
Pelton en el desarrollo y promocion de la rueda hidraulica de impulso tangencial su nombre
fue atribuido al modelo (Figura 2).

Figura 2: Turbina Pelton de doble cuchara (tomado de Cengel y Cimbala [21]).

El ingeniero francés Claude Burdin fue el primero en usar la palabra turbina, derivada del
Latin de las palabras vortice y girando [17]. La principal diferencia entre las turbinas y las
ruedas hidraulicas es quizés, que las turbinas pueden alcanzar la misma potencia teniendo
dimensiones menores, y esto se debe a que el rotor gana un impulso adicional debido al torque
producido por una componente de torsion de la fuerza generada por el agua [68]. En 1826,
el ingeniero francés Benoit Fourneyron disefié una turbina de flujo exterior con &labes guia
curvos y eficiencia cercana a 80 %. Los alabes gufa se usaban para impartir rotacion al flujo
y lo distribuian en el perimetro de la turbina. En 1838, el ingeniero estadounidense Samuel
B. Howd recibi6 la patente de la denominada turbina de flujo interno, del concepto de flujo
interno, y del proceso de admision de agua a través de alabes guias fijos distribuidos en toda
la circunferencia. Esta patente retraso el proceso de desarrollo de la turbina de flujo interno,
el cual reinicié en 1844. En 1844, el diseno de Fourneyron fue mejorado por el ingeniero
estadounidense Uriah A. Boyden, que bas6 su trabajo en reducir las pérdidas ocasionadas
por los cambios abruptos de area. Entre los anos de 1844 y 1847 James B. Francis, jefe de
ingenieros para la Locks and Canals Company llevo a cabo una series de puebas en la turbina
de Boyden y desarroll6 un método estandar para la evaluacion del desempeno de las turbinas
hidraulicas; ademéas, Francis también propuso una metodologia de diseno de turbinas basado
en las trayectorias de las particulas de agua. Francis y Boyden fueron los primeros en aplicar
esta metodologia de disefio [68]. En 1847 Francis disend y construyd un modelo a escala de
una turbina de flujo interno, adaptando el diseno de Howd y Poncelet, con eficiencia de 71 %.
Dos anos después, su primer diseno de turbina a escala real fue instalado en la fabrica de
algodon Boot. Su disefio inclufa alabes con curvatura y alabes guifa fijos. Otro de los aspec-
tos mas destacados era la precision con la que Francis calculaba la eficiencia de la turbina



utilizando su propia metodologia, en una de sus predicciones pudo determinar una eficiencia
de 79.31 % para una turbina con eficiencia real de 79.37 % [68|. Todas estas contribuciones
permitieron a Benoit Fourneyron (1802-1867) desarrollar una turbina rapida con eficiencia
de alrededor de 80 %. A pesar del éxito de la turbina de Fourneyron, ésta tenia la limitante
de que su eficiencia maxima soélo se alcanzaba bajo un rango muy limitado de condiciones de
operacion. El problema fue investigado primero por Hoyd and Boyden (1804-1879) y poste-
riormente por James B. Francis, obteniendo como resultado la base de lo que actualmente
conocemos como turbinas Francis.

Se podria decir que la primer turbina efectiva de reacciéon fue desarrollada por Francis
y su grupo de trabajo alrrededor de 1850. Aunque en la actualidad se han desarrollado
turbinas Francis de diversas geometrias, todas mantienen como caracteristicas principales el
flujo de entrada radial, un conjunto de alabes guias que controlan el angulo de entrada del
flujo y un rotor de flujo mixto (radial y axial) [36]. En 1862, James Leffel y su compariia
diseniaron una turbina con doble rotor. El rotor superior tenia una configuracion de alabes
similar a la de la turbina estadounidense de aquella época, y los alabes del rotor inferior
dispuestos para generar una descarga axial. Ademas, se tenfan &labes guia ajustables para la
entrada del fluido, y no inclufa difusor ni caja espiral. Este dispositivo alcanzaba una eficiencia
maxima de 74 %, lo que para la época era bastante adecuado [68]. En 1858, Asa M. Swain
experimentd con un modelo de una turbina con alabes de 6 pulgadas, de gran curvatura, que
se extendian desde el borde interior. Con esta nueva configuracién geométrica se pretendia
mejorar la transferencia de momento del fluido. En 1870 Swain increment6 la curvatura de
los 4labes para mejorar la potencia de salida y la capacidad de flujo. Algunos afios después,
en 1874, Francis obtuvo una eficiencia de 84 % al probar un modelo de 72 pulgadas de la
turbina de Swain. El disenio de alabe de Swain fue el antecesor de los alabes de turbinas
Francis modernas. En 1873, la compania 7. H. Ridison realiz6 cambios en el alabe de Swain
extendiendo su borde superior para que la descarga en la turbina fuera completamente axial.
La turbina tenia alabes gufa fijos y no usaba caja espiral. La turbina de Ridison alcazaba
una eficiencia maxima de 90.5% al agregar un difusor. Otro de los grandes avances fue el
desarrollo de la turbina Hércules por John B. McCormick en 1876. Esta turbina tenia una
eficiencia méaxima de 89.2 %. Durante este periodo se desarrollaron un gran ntimero de disenos
como la turbina Victor, Hunt, Whitney, Upham, Angell, Barber, Blackstone, por mencionar
algunas. La figura 3 muestra el desarrollo historico de los perfiles de dlabes de turbinas, desde
la primer turbina Francis en 1848, hasta su evolucion a perfiles de 4labes Francis actuales
disennados por primera vez en 1920.
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(a) Francis 1848. (b) Boyden 1849. ) Swain 1858. ) American 1859.
) Ridison 1873. ) Hercules 1876. ) Samson 1902. ) Francis 1920.

Figura 3: Desarrollo historico de perfiles de alabes (tomado de Lewis et al. [68]).

A fines de siglo, entre 1880 y 1900, algunas metodologias de andlisis hidraulico fueron
restituidas en el diseno de turbinas, lo que ocasion6 que tanto disenadores como manofactu-
radores trabajaran en una misma direccion. Esto llevo al desarrollo de la turbina Samson,
disefiada por McCormick en 1902, que alcanzaba una eficiencia maxima de 90 %. 20 anos
después, las primeras turbinas modernas aparecieron, y con ellas se logré obtener turbinas
de alta velocidad y flujo mixto sin pérdida de eficiencia. Sin todas estas grandes aportaciones
hubiera sido imposible que actualmente contaramos con turbinas de eficiencia de 95 % [21].

I11.2. Turbina Francis 99

Conceptualmente, una méaquina es un transformador de energia, ya sea que consuma ener-
gia de una clase y la restituya por una de otro tipo, o que simplemente la transforme. Tenemos
maquinas eléctricas, maquinas de herramientas, maquinas de fluidos, etc. Las maquinas de
fluidos son las que absorben energia del fluido o se la proporcionan, éstas se clasifican en
maquinas hidraulicas y maquinas térmicas. Ambas trabajan con fluidos pero en las méquinas
hidraulicas el fluido mantiene una densidad practicamente constante y en las maquinas tér-
micas no. Dentro de la clasificacién de las maquinas hidraulicas se encuentran aquellas que
son generadoras como bombas y ventiladores, y otras que son motoras como las turbinas. En
el siguiente esquema se muestra la clasificacion de las maquinas hidraulicas |76],
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Bombas
Generadoras
Turbomdquina Ventiladores
Madquina hidrdulica Motoras { Turbinas hidrdulicas
Generadoras
Mdquina de desplazamiento positivo
Motoras.

\

Las turbinas hidraulicas son turboméquinas motoras que absorben energia de un fluido
y la convierten en energia mecanica. Estas se pueden clasificar en funciéon de su grado de
reaccion er, como turbinas de accion y reaccion [76],

ET = —2 (1)

donde H, es la altura de presion absorbida por el rodete y H, es la altura total absorbida por
el rodete. Si e = 0, la turbina es de accion, y éstas tienen la caracteristica de que el fluido
no sufre cambios de presion importantes al pasar a través del rodete. Ademas, funcionan con
admision de fluido parcial, el rodete trabaja a presion constante, no se cuenta con tubo de
aspiracion, y la salida del rodete coincide con la salida de la turbina. Por su parte, si er # 0,
la turbina se clasifica como de reaccion, y en éstas el rodete estd inundado, la admision del
fluido es total, y se generan presiones superiores a la atmosférica en la entrada al rodete, se
tiene un tubo de aspiracion y la salida de la turbina en el nivel de aguas abajo (Figura 4).
Una clasificacion mas detallada se muestra en el siguiente diagrama:

(Accion{Sdlo se construyen practicamente de flujo tangencial (Pelton)

( Alabes fijos (Francis)
De flujo diagonal
Turbinas Alabes orientables (Déraiz, Francis)
Reaccion
Alabes fijos (de hélice)
De flujo axial
{ \ Alabes orientables (Kaplan, de hélice).
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Figura 4: Vista transversal de la turbina Francis (adaptado de NVKS [1]).

Las turbinas Francis son turbinas de reaccion que trabajan con flujo radio-axial, ademaés,
son las més utilizadas y se usan para producir méas del 60% de la produciéon mundial de
energia hidroeléctrica [7]. Las turbinas Francis se pueden clasificar en funcion de su salto o
altura neta, que se calcula como el salto natural o altura bruta H,, que representa el desnivel
que existe desde la fuente o punto inicial de caida de agua y su desembocadura al nivel donde
estd instalada la turbina, menos las pérdidas de energia potencial geodésica generadas por
el rozamiento producido durante la trayectoria del agua al viajar desde la fuente hasta su
desembocadura. De acuerdo con esto, las turbinas Francis se clasifican en: Francis lenta, la
cual se utiliza para saltos de gran altura (200 m o méas); Francis normal, para saltos de altura
media (20—200 m); Francis rapidas y extra rapidas, apropiadas para saltos de pequenia altura
(< 20 m) [76]. Nuestro caso de estudio se basa en el analisis estructural de la geometria pa-
rametrizada del alabe de una turbina hidraulica Francis 99 (Figura 5a). La parametrizacion
se realizo sobre el modelo a escala (1:5.1) de la turbina de la central hidroeléctrica Tokke
de Noruega (Figura 6) [1|. El rotor esta compuesto por 15 alabes principales (Figura 5b) y
15 divisores, y tiene un didmetro de 0.63 m. El rotor puede alcanzar una velocidad de 335.4
revoluciones por minuto y una eficiencia hidraulica de 92.61 %.

(a) Rotor. (b) Alabe principal.

Figura 5: Modelo numérico de la turbina Francis 99.
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Figura 6: Turbina Tokke (tomado de NVKS [1]).

En los experimentos realizados por el centro de hidropotencias de Noruega se consideraron
3 condiciones de operacion: carga parcial (Part Load, PL); punto de eficiencia maxima (Best
Eficiency Point, BEP); sobrecarga (High Load, HL), los cuales seran usados como referencia
para la presente investigacion. La tabla II.1 muestra algunos de los datos mas relevantes
del experimento: las presiones de entrada, velocidad del rotor, eficiencia hidraulica y otras
caracteristicas de operacion medidas para los casos PL, BEP y HL.

Tabla I1.1: Caracteristicas de operacion de la turbina Tokke [1].

Parametro PL BEP HL Observaciones

Presion a la entrada de  219.93 216.54 210.01 Medida justo antes de

la turbina (kPa) la entrada de la carca-
sa.

Presion diferencial a 120.39 114.98 114.03 Diferencia entre pre-

través de la turbina sion de entrada y sali-

(kPa) da.

Densidad del agua 999.23 999.19 999.20

(kg/m?)

Salto hidraulico (m) 12.29 11.91 11.24

Descarga (m?/s) 0.071 0.203 0.221

Par de entrada del ge- 137.52 619.56 597.99

nerador (N m)

Par de friccion (N m)  6.54 8.85 7.63

Velocidad del rodete 406.2 335.4 369.6

(xpm)

Eficiencia  hidraulica 71.69 92.61 90.66

(%)

Angulo de abertura de  3.91 9.84 12.44 Es la posicion méxima

los alabes guia de abertura.
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Con base en los resultados presentados en la Tabla I1.1 podemos determinar la veloci-
dad del flujo a la entrada del rodete, la cual es un parametro indispensable para definir el
modelo numérico para el anélisis CFD. Esta velocidad se calculé considerando las siguientes
suposiciones:

= Kl caudal total se reparte por igual entre los 15 alabes principales que forman el rodete
(a esta porcion del rodete la llamaremos canal hidraulico y corresponde al dominio
computacional del problema en estudio).

» Los alabes guia tienen un angulo de apertura de 9.84° o 12.44° segtn la condicion de
operacion (ver Tabla I1.1).

» Cuando el fluido sale de los dlabes guia entra en contacto inmediato con los alabes del
rodete.

= La velocidad del fluido se determina a partir de sus componentes radial V, y tangencial
V. al area de entrada del rodete.

» El 4rea de entrada del fluido se obtiene a partir de la altura de entrada del rodete (0.06
m) y su perimetro (1.979 m).

el area de entrada del flujo para cada canal hidraulico se obtiene dividiendo el area total
entre el nimero de canales hidraulicos,

B 1.979m

B x 0.06 m = 0.00792 m?.

Ay
La resultante de la velocidad del flujo y sus componentes radial y tangencial se determinan
a partir de las siguientes ecuaciones,

Qp =V, Ay, (2)

Veo=mnD, (3)

Ve = VV2+VE (4)

donde, @Qp es el caudal del dominio computacional (un canal hidraulico), n es la velocidad
angular, y D el didmetro del rodete. La tabla I1.2 presenta la velocidad resultante del flujo
(Vg) vy los parametros para determinarla, donde @) representa el caudal total de entrada a la
turbina (ver Tabla I1.1). Los calculos se realizaron para las dos condiciones de operacion de
mayor relevancia (BEP y HL), tomando en cuenta que BEP nos da la condicion de operacion
optima y HL representa la condicion de carga maxima.



Tabla I1.2: Velocidad del flujo.
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Condicién Q n Qp v, Vu VR
(m®/s)  (rpm) (m®/s)  (m/s) (m/s) (m/s)

BEP 0.203 335.4 0.01353  1.708 11.064 11.195

HL 0.221 369.6 0.01473  1.860 12.192 12.333




Capitulo 111

Parametrizacion del alabe de una
turbina Francis 99

III.1. Metodologia

La parametrizacion es un proceso que nos permite definir parametros que nos ayudan
a describir una ecuacion que sirve para controlar y/o ajustar un modelo, como lo son los
procesos de generacion de mallas. Los métodos de generacion de malla se desarrollaron de-
bido a la necesidad de resolver ecuaciones diferenciales parciales que definen problemas de
dindmica de fluidos en geometrias complejas, con el objetivo de transformar una region fisica
complicada en una mas simple. En un gran ntmero de casos transformando la geometria
fisica en un cuadrado o cubo unitarios, denominados regiones o dominios logicos, de acuerdo
con el nimero de dimensiones del problema original, en donde las fronteras de la region logica
corresponden a las fronteras de la region fisica. En nuestro caso de estudio, el objetivo es
obtener una representacion discreta, digital del adlabe principal de una turbina Francis 99. El
proceso de parametrizacion utilizado en esta investigacion es una metodologia de ajuste por
secciones que emplea polinomios de Bernstein de cuarto orden. La metodologia consta de tres
etapas: extraccion de datos, reconstruccion de la geometria del alabe y evaluacion numeérica.
La Figura 7 ilustra el esquema del proceso de parametrizaciéon y los subprocesos que involucra
cada etapa. Esta metodologia fue previamente desarrollada por nuestro equipo de trabajo
en la investigacion presentada por Pérez et al. [86]. A continuacion se ofrece una descripcion
mas detallada de cada etapa del proceso de parametrizaciéon en las secciones posteriores del
capitulo.
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Figura 7: Etapas del proceso de parametrizacion.

I11.1.1. Extraccion de datos

Es importante senalar que el proceso de extraccion de datos implica obtener las coorde-
nadas x;,;, 2; de N puntos a partir del escaneo del 4labe de una turbina Francis 99 real. El
proceso incluye dividir el dlabe en secciones y obtener las coordenadas de un nimero definido
de puntos distribuidos en el contorno de cada seccién. Una vez obtenidos los puntos, se rea-
liza la etapa de limpieza de datos, en donde se elimina el ruido, descartando los puntos que
no correspondan con la superficie escaneada y haciendo las correciones necesarias si asi se
requiere. Nuestro caso de estudio corresponde a la turbina Tokke de la central hidroeléctrica
de Noruega, descrita en el capitulo II. Los datos del escaneo utilizados en esta investigacion
fueron proporcionados por el centro de hidropotencias de Noruega [1], los cuales llevaron a
cabo el escaneo del 4dlabe y realizaron algunas investigaciones concernientes principalmente
al comportamiento hidrodinamico del alabe y la turbina [58, 65, 53, 85, 101|. Para escanear
la geometria del alabe, éste se divide en 10 secciones, que definen los planos de corte en los
que se realiza el escaneo (Figura 8a). Cada plano se describe mediante el escaneo de 256
puntos localizados sobre la superficie del alabe. En particular, para este caso de estudio se
registraron 128 puntos en la cara de succion y 128 puntos en la cara de presion (Figura 8b).
El proceso de extraccion de datos es fundamental; una distribucién 6ptima de puntos sobre
la superficie del alabe escaneada resulta en una representacion mas precisa del elemento,
por ende, en una parametrizacién mas exacta. Por el contrario, un escaneo deficiente puede
introducir errores que afectan la calidad de la parametrizacion.
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(a) Planos de corte. (b) Puntos para definir el plano de corte.

Figura 8: Definicion de los planos de corte.

II1.1.2. Reconstrucciéon de la geometria del alabe

En la etapa de reconstruccion, se realiza un ajuste polinomial a trozos de las caras de
presion y succion de la seccion transversal del dlabe para cada uno de los planos previamente
definidos. Para ello, se lleva a cabo un proceso de interpolacion utilizando un polinomio P(t)
definido por 8 curvas de Bernstein P%*)(t) de cuarto orden que serdn representados por la
ecuacion (5). La eleccion del ntimero de curvas implementadas para definir el contorno de la
seccion transversal estd directamente relacionada con la precision deseada. Cada cara de la
seccidon tranversal puede ser definida con cuatro polinomios o menos, pero reducir el ntimero
de polinomios disminuye la precision del ajuste. Por otro lado, aumentar el niimero de curvas
de ajuste disminuiria el error, aunque incrementa el costo computacional. Por lo tanto, es
conveniente establecer una tolerancia para el error y encontrar un balance entre precision y
costo computacional.

Las ocho curvas de Bernstein estan definidas por

n=4
PO =3"cPBlt), k=1,..8, (5)

i=0
donde t representa la longitud de arco normalizada de cada una de las 8 piezas de la seccion
de la cara correspondiente (presion o succion), 0 < ¢ < 1, C’i(k) son 5 puntos de control que
definen la forma del ajuste en cada polinomio, y k representa la curva correspondiente a cada
una de las piezas de la parametrizacion en cada plano. Como sabemos, los polinomios B (t)

pueden escribirse como
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n

BMt) = ( .

]

) t(1—t)" (6)

donde, ; es el nimero de combinaciones de n elementos en 7. La representacion

grafica de la ecuacion (6) se presenta en la figura 9.

0.9 —B0 7
—B1

0.8 f
—B2

0.71- B3 B
B4

0.6 _

o 0.5 8

. N |
0.2F \ i
0.; ‘ ‘ ‘ \\\ ]

Figura 9: Polinomio de Bernstein de cuarto orden.

Algunas de las propiedades méas importantes de los polinomios de Bernstein son [60]:
» Simetria Bl'(t) = B!'_,(1 —t).

» Positividad B}*(t) > 0.

» Normalizacion > B"(t) =1 para 0 < ¢ < 1.

Estas cualidades los convierten en herramientas ttiles para el diseno asistido por compu-
tadora.

En cuanto al proceso de parametrizacion, inicialmente, se propone un problema de mi-
nimos cuadrados para obtener el mejor ajuste de P(t) de manera simultanea en todas las
coordenadas ;, y;, 2, considerando restricciones de continuidad para los diferentes P*) dado
que el trazo del alabe es una curva cerrada y continua. A partir de esto, se determinan los
puntos de control CZ-(k); k=1,..,81=0,..,4. Cada cara se define utilizando cuatro polino-
mios (Figura 10), generando asi un total de 20 puntos de control, en donde se debe garantizar
que se cumpla la condiciéon de continuidad que se expresa como

P(k)(Tk) = P(k+1)(Tk).
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La ubicaciéon de estos puntos de control 7 se selecciona de manera que el error medio
cuadratico entre P*(t) y los puntos escaneados sea un minimo [86]. Cada polinomio se ajusta
para una longitud de arco parametrizada ¢t = 1, y al evaluar para los diferentes valores de t
se determina la matriz [M]. Desarrollando la ecuacion 5 para un polinomio de Bernstein de
cuarto orden (n = 4) y expresando de forma matricial obtenemos,

1 —4 6 —4 1 t
-4 12 —-12 4 0 t3
Pt)=(Coy C, C,C3Cy) | 6 —12 6 0 O t2 (7)
-4 4 0 0 O t
1 0 O 0 O 1
o de forma simplificada,
{P} ={C}M], (8)

donde {P} representa el valor de las coordenadas z;, y;, z; obtenidas a partir del escaneo
del alabe real, y [M] se determina evaluando la longitud de arco normalizada ¢ correspondiente
a sus respectivas coordenadas x;, y;, z;. Con esta informacién podemos determinar los puntos
de control C;, para cada uno de los ejes de referencia, a partir de,

{C} =M {P}. (9)

Este proceso se repite para cada eje coordenado de tal forma que las constantes son
determinadas por eje de referencia. Cada cara se define utilizando cuatro polinomios (Figura
10), lo que genera un total de 20 coeficientes para cada eje coordenado. Se establece que
C’ik) = CékH) para garantizar la continuidad entre polinomios adyacentes.

Una vez definidos los coeficientes, se puede generar una representacion de la seccion trans-
versal del alabe utilizando un ntimero bastante arbitrario de puntos. Un aspecto fundamental
de esta investigacion fue mejorar la flexibilidad de la metodologia de parametrizacién para
controlar de una manera mas adecuada la precision del ajuste y el costo computacional. Ori-
ginalmente, la metodologia se disend para definir cada cara con 4 polinomios de Bernstein
y 128 puntos (el namero de puntos tiene que coincidir con la cantidad de coordenadas uti-
lizadas como parametros de entrada) [86]. Dado que para reproducir la geometria del alabe
completo se utilizan 10 planos de corte, esto requiere que se generen 80 polinomios y 2, 560
puntos de referencia para reconstruir la geometria del dlabe. Las modificaciones realizadas
al proceso de parametrizacion permiten definir cada plano de corte con sé6lo 6 polinomios (3
por cada cara), lo que reduce la cantidad total de polinomios necesarios para el ajuste a 60.
Ademés, se ha modificado la rutina para permitir la seleccion de un nimero arbitrario de
puntos de salida, N para cada cara. Es importante destacar que la precision del ajuste esta
directamente relacionada con el valor de N; a mayor nimero de puntos, menor sera el error.
Esto se puede observar claramente en las Figuras 11 y 12, donde se muestran los resultados
del ajuste para N = 10y N = 100 (La linea punteada representa el ajuste y la linea continua
la geometria real). Después de generar una seccion transversal, el proceso se repite para pro-
ducir cada uno de los planos (Figura 8). Posteriormente, se construye la superficie del alabe
usando interpolacion transfinita [86].
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Figura 10: Seccion transversal del alabe definida con 8 polinomios de Bernstein.
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Figura 11: Seccién transversal del alabe definida con 6 polinomios de Bernstein y N = 10.
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Figura 12: Seccién transversal del adlabe definida con 6 polinomios de Bernstein y N = 100.

IT1.1.2.1. Interpolacién transfinita

Los métodos algebricos basados en la aplicacion de férmulas de interpolacion son los méas
eficientes para la genercion de mallas. Estos métodos tienen dos principales fortalezas, la pri-
mera es que podemos tener un control directo sobre la localizacion de los puntos en la malla,
y la segunda es la velocidad de calculo de la malla en comparacion con los métodos de ecua-
ciones diferenciales parciales [98, 102|. El método de interpolacion transfinita (TFI, por sus
siglas en inglés) es uno de los métodos algebraicos mas implementados para generar mallas, y
nos permite crearlas interpolando entre condiciones de frontera previamente definidas [102].
William Gordon fue el primero en describir este método [47], y en la década de 1980, Lars
Eriksson presenté una aplicacion para la generacion de mallas en problemas de dinamica de
fluidos computacional [40, 39]. El problema consiste en representar una region fisica simple-
mente conectada en un mapa representado por la region cibica unitaria X = X (&, 7, () [98].
La region fisica se define mediante sus condiciones de frontera:

Xwi(s,t), Xg(s,t), 0<s,t<1, (10)
Xn(rt), Xg(rt), 0<rt<I1, (11)
Xr(r,s), Xgp(r,s), 0<rs<]I, (12)

donde los subindices W, E, N, S, T, B, representantan las ubicaciones respectivas oeste,
este, norte , sur, superior e inferior del dominio légico. En total se tienen 12 bordes definidos
por

Xow(t), Xse(t), Xyw(t), Xnge(t), (13)

ng(S), XTw(S), XBE(S), XTE(S), (14)



Xps(r),

Xrs(r),

XBN(T)7

XTN<T)7

y sus 8 correspondientes coordenadas que representan sus esquinas,
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Figura 14: Nomenclatura del dominio 16gico (tomado de Knupp y Steinberg [98]).
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(15)

(16)

(17)



con condiciones de frontera para las superficies,

para los bordes,

y para las coordenadas de las aristas,

X(0,s,t) = Xw(s,t),
X(1,s,t) = Xg(s,t),
X(r,0,t) = Xg(r, 1),
X(r,1,t) = Xn(r,t),
X(r,s,0) = Xg(r,s),
X(r,s,1) = Xp(r, s)
X(070>t> = XSW(t>7
X(07 1, t) - XNW(t)7
X(1,0,t) = Xsg(t),
X(lv Lt) = XNE(t)>
X(O,S,O) = XBw(S),
X(O, S, 1) = XTw(S),
X(l,S,O) = XBE(S),
X(]_, S, 1) = XTE(S),
X(r,0,0) = Xpg(r),
X(r,0,1) = Xpg(r),
X(T, 1,0) = XBN(T),
X(r,1,1) = Xpn(r)
X(0,0,0) = Xwss,
X(1,0,0) = Xpss,
X(O, 1, O) = XWNB7
AX'(O7 0, 1) = XWST7
X(l, 1, 1) = XE'NT7
X(0,1,1) = Xwnr,

23

(18)

(19)

(20)

Finalmente, la TFI se puede expresar como una suma Boleana de interpolaciones inva-

riables en cada una de las direcciones del dominio computacional como

X(&n,¢) =X1+Xo+ X3 — Xig — Xi3 — Xog + Xios,

donde,

X1 =1 —=8Xw(n, ) +EXpn, (),
X2 = (1 - n)XS(ga g) + nXN(gvc)7

XS = (1 - C)XB(ga 7]) + CXT<€777)7

(21)

(22)
(23)

(24)
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X2 =(1 =0 = n)Xsw(¢) + (1 = nXnw(¢) + &1 = n)Xse(CQ) + EnXne(C),  (25)

Xis=(1-§1=)Xpw(n) + (1 =CXrw(n) +&(1 - ) Xpr(n) +ECXre(n), (26)

Xoz = (1 =n)(1 =) Xps(§) + (1 —n)¢Xrs(§) +n(1 — ) Xpn(§) +n¢Xrn(E), (27)

Xz = (1= —n)(1 =) Xwss + (1 = &)1 —n)(Xwsr + (1 =En(l — ) Xwnp
+(1 = nCXwnr +EQ —n)(1 — ) Xpsp + (1 —n)(Xpsr +En(1 — () Xenp (28)
+EnCXENT.

Es importante entender que en algunos de los casos un simple elemento en el dominio
logico no es suficiente para representar el dominio fisico cuando éste se trata de una geometria
compleja, lo que hace necesario dividir el dominio fisico en subdominios e interpolar cada
subdominio. Para nuestro caso de estudio el dlabe es divido en 10 planos (subdominios), los
cuales se van generando uno a uno a través de la parametrizaciéon hasta producir la nube de
puntos que incluye las 10 secciones (Figura 15). Una vez generados los 10 planos se utiliza
TFT para producir la superficie del 4labe (Figura 16).

(a) Generacion del primer plano de corte. (b) Generacion del tercer plano de corte.

(c) Generacion del séptimo plano de corte. (d) Generacion del décimo plano de corte.

Figura 15: Construccion de los planos de corte.



25

0

-100+

~150
50

=300

=50

200 100 50 0

Figura 16: Ajuste numérico de la superficie del alabe.

I11.1.3. Evaluacién del error

La etapa final del proceso de parametrizacion consiste en la evaluacion del error. En esta
fase, se determina la precision del ajuste de las coordenadas generadas en comparaciéon con los
datos reales obtenidos del escaneo del alabe. La precision del modelo se determina evaluando
el error medio cuadratico, definido como

IS~ 2
SME = M (29)
n

donde D; es la distancia euclidiana entre cualquier punto sobre la curva de parametrizaciéon
del alabe (zg, Yo, 20) al punto més cercano del conjunto de coordenadas del escaneo (1, y1, 21)
definida como,

D; = |[(x1 — z0)i+ (y1 — v0)j + (21 — 20)k] - ], (30)

donde n el vector unitario normal a la superficie parametrizada del &labe,
Ai+ Bj+ Ck
pn= X OIHOX (31)
VA? + B* 4+ C?

Sustituyendo y desarrollando la ecuacion (30),

D; = |cos(a)xy + cos(B)ys + cos(y)z1 + d|, (32)

para

d = cos(a)xo + cos(B)yo + cos(7y)zo, (33)
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donde cos(a), cos(f) y cos(y) son los cosenos directores y representan las componentes i, j,
k, respectivamente, del vector unitario normal [34, 73, 67].

Al evaluar la ecuacion (29) utilizando como referencia N = 128, que corresponde a los
puntos obtenidos en el escaneo del alabe, se obtuvo un error medio cuadratico de 1.5496 x
1073 % para la cara de presion y 9.685 x 107> % para la cara de succion [86]. Ambos valores
dentro de la tolerancia sugerida por Dube et al. [37], quienes son referentes en este campo
de investigacion. Estos resultados confirman la precision del método y validan el modelo
geomeétrico [32].



Capitulo IV

Método de los Elementos Finitos

IV.1. Antecedentes historicos

En la década de 1950, el anélisis estructural se limitaba esencialmente a elementos co-
nectados con dos nodos. El modelado de elementos tipo placa o membrana sélo era posible
usando geometrias rectangulares. Los primeros en estudiar como ampliar esta metodologia
fueron Clough y Turner mientras trabajaban para la empresa Boeing, donde se les solicito
calcular los coeficientes de flexibilidad por torsion y flexién de un modelo de ala (Figura 17).

Figura 17: Modelo del ala estudiada por Clough y Turner (adaptado de Clough et al. [26]).

Al realizar el analisis estructural del ala utilizando elementos unidimensionales, se dieron
cuenta que los resultados no coincidian con los obtenidos de pruebas experimentales, lo que
los llevo a desarrollar 2 nuevos elementos estructurales: uno con forma de membrana trian-
gular y otro rectangular. El propésito del desarrollo de estos nuevos elementos era modelar
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de manera més precisa la rigidez dindmica y los desplazamientos de la estructura; y en nin-
glin momento se consider6 que esto representara un nuevo método de analisis estructural [26].

Entre 1956 y 1957, durante una estancia en Noruega, Clough lleg6 a la conclusion que
los elementos bidimensionales conectados por mas de dos nodos podrian ser utilizados como
una nueva metodologia para resolver problemas de mecénica del medio continuo. Ademas,
demostré que para el elemento triangular desarrollado por Turner, se satisfacen la relacion
esfuerzo-deformacion, la compatibilidad de los desplazamientos y el equilibrio de fuerzas en
una estructura con un nimero finito de nodos. Clough denominé a esta nueva metodologia el
método de los elementos finitos, la cual podia aplicarse para modelar tanto estructuras tipo
marco, como estructuras continuas conectadas por nodos (Figura 18).

(a) Modelo FEM para estructuras formadas por barras.

(b) Modelo FEM para estructuras formadas por superficies.

Figura 18: Idealizacion del método de los elementos finitos propuesta por Clough (adaptado
de Clough et al. [26]).

Esto ocurriria en el marco de una década de muchos avances en ingenieria estructural.
En la década de 1960 se llevaron a cabo varios proyectos de investigaciéon en la universi-
dad de Berkeley. Estos incluian el estudio del refuerzo en edificios y s6tanos para resistir
explosiones nucleares, un programa de investigacion en ingenieria sismica que contaba con la
mesa vibratoria mas grande del mundo, una investigacion en comportamiento de puentes, el
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programa espacial tripulado, un proyecto para la extraccion de petrdleo en aguas profundas
y la construcciéon del oleoducto en Alaska, asi como la construccién de reactores nucleares y
torres de enfriamiento. Ademas de los analisis y pruebas de laboratorio tradicionales, el FEM
fue fundamental para realilizar estas investigaciones. A finales de la década, Clough inici6 un
programa de investigacion en andlisis estructural en Berkely, introduciendo un nuevo curso
titulado andlisis matricial de estructuras, que inclufa temas como anélisis de elemento finito
de placas, cascarones y esfuerzo plano, entre otros. Un enfoque prometedor, sin embargo,
el método presentaba limitantes, ya que todas las matrices tenian que ser calculadas ma-
nualmente. La Figura 19 muestra la primer malla utilizada para resolver el problema de una
presa bidimensional bajo cargas gravitacionales. Se observa que, debido a las limitaciones en
la resolucion de los sistemas de ecuaciones, se utilizd6 una malla con pocos elementos y de
dimensiones considerablemente grandes.

A principio de los anos 60, Adini, uno de los estudiantes de Clough, trabajo resolviendo
problemas de flexion de placas y estructuras tipo cascaron utilizando matrices de rigidez a fle-
xion para elementos rectangulares. Mientras tanto, Clough y Wilson desarrollaron un progra-
ma automatizado para resolver problemas mediante FEM, usando el método de Gauss-Seidel
para resolver sistemas de ecuaciones. Este programa permitié a los ingenieros estructura-
les abordar problemas practicos de esfuerzo plano en estructuras con diversas geometrias y
materiales, sin la necesidad de profundizar en el trasfondo matematico de la mecanica del
medio continuo. El primer caso de aplicacion real de este programa fue el anélisis de la presa
Norfork. Este proyecto no sélo mejor6 los métodos numéricos utilizados para analizar el pro-
blema en si, sino que también extendi6 el uso del FEM a la solucion de problemas no lineales.

Figura 19: Primer malla implementada para el anélisis gravitacional de una presa (adaptado
de Clough et al. [26]).
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A pesar de que el método ganaba popularidad, la comunidad de investigadores en mecé-
nica del medio continuo se mostraba escéptica respecto a su validez. Karl Pister, investigador
en Berkeley, ret6 a Clough a usar FEM para resolver uno de los problemas clasicos en anélisis
de esfuerzo plano. El problema seleccionado fue una placa con un agujero eliptico en el centro,
sometida a cargas laterales de tension (Figura 20). Los resultados demostraron la capacidad
del método; y aunque no eliminaron la renuencia de la mayoria de los investigadores en me-
canica del medio continuo, llevaron a Pister a reconocer que el FEM era una formulacion
especial del método de Ritz. Entre 1965 y 1970, la universidad de Berkeley, conocida como
la cuna del método de los elementos finitos, recibi6 un nimero significativo de estudiantes
de posgrado de diferentes areas de investigacion y diferentes nacionalidades interesados en
trabajar en las aplicaciones practicas del método. En 1969, Wilson inici6 el desarrollo del
programa denominado Structural Analysis Program (SAP) para el anédlisis estatico y dina-
mico de estructuras. Esta primera version fue la base para el programa que hoy conocemos
como SAP2000, ampliamente utilizado en el anélisis estructural. En los afios siguientes, el
FEM y sus aplicaciones continuaron creciendo gracias a las investigaciones de destacados
profesores como Clough, Wilson, O. C. Zienkiewicz, Anil K. Chopra y Jurgen Bathe, entre
otros. Todo este contexto historico se detalla de manera mas precisa en el trabajo de revision
técnica-historica presentado por Clough y Wilson [26].

(a) Placa en tension. (b) Malla.

Figura 20: Ejemplo de placa con agujero eliptico (adaptado de Clough et al. [26]).

IV.2. Meétodo variacional

Antes de entrar en materia con el FEM analicemos el método variacional el cual es
principalmente utilizado para resolver sistemas continuos, pero también puede ser usado para
resolver sistemas discretos definiendo el sistema global de ecuaciones algebraicas a partir de
la discretizacion del modelo. EI método consiste en calcular un funcional o potencial de la
ecuacion diferencial que se desea resolver. Consideremos el siguiente caso
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d*u
— —u=-z, O0<z<l1, wu0)=0, wu(l)=0, (34)

Y du du_ 1"
5J:/0 (—@—ku—x) dudr + {%540, (35)

donde el primer término representa la ecuacion diferencial y el segundo las condiciones de
frontera, con 0 como operador variacional. Aplicando integraciéon por partes tenemos

1
0 = / (d_uM + udu — xdu) dx, (36)
0

con variacional

dr dx

considerando la propiedad conmutativa del operador variacional,

Y1 fdu\® 1,
5J—5/0 {§<%> + U’ —au dr, (37)

con lo que el funcional queda definido como

L1 fdu\? 1,
Y e L T R
J /0 {2 (da:) +ou —aupde (38)

La solucion de la ecuacion diferencial se obtendré al minimizar el funcional. Es importante
remarcar que en un gran nimero de casos en aplicaciones de ingenieria, J representa la energia
del sistema [66, 11].

IV.2.1. Rayleigh-Ritz

El método de Rayleigh-Ritz utiliza el funcional para obtener una aproximacion a la so-
lucion de la ecuacién gobernante del problema para condiciones de frontera previamente
definidas. Inicialmente, se propone una solucién que satisfaga las condiciones de frontera de
Dirichlet con coeficientes constantes no definidos. El siguiente paso consiste en sustituir la
solucion propuesta en el funcional para determinar los coeficientes que minimicen el funcional
[66, 11]. Si usamos como ejemplo la ecuacion (34) y proponemos una solucion de la forma
u = az(l — x), al sustituir en J obtenemos

1 ! : L
J = §a2/ (z* — 22° 4 52 — 4o + 1)dx — a/ (—2® + 2*)dx,
0 0

y minimizando el potencial

dJ b 3 2 I
—=a [ (2" —22°+ 52" —4dx + 1)de — | (—2° 4 z°)dxz,
dx 0 0

5

donde si resolvemos para a obtenemos a = 33,

definida como

con lo que la solucion propuesta u quedaria
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D
= 221 —2).
u 22x( x)

Ahora, si consideramos un dominio el cual se divide en n subdominios (elementos finitos)
y usamos funciones continuas a trozos para aproximar la soluciéon, entonces el funcional queda

definido como
"o 1 fdu\E 1, ;

donde x; y x;,1 representan las coordenadas inicial y final del elemento correspodiente de los

n elementos que conforman el dominio. Si desarrollamos el funcional J y lo minimizamos se
obtiene un sistema de ecuaciones algebraico de la forma

[K{u} = {f}. (40)
Al desarrollar y resolver la ecuacion (39) se observa que la misma representa una equi-

valencia del método Rayleigh-Ritz al FEM como ya se demostrara en la siguiente seccion
[66].

IV.3. FEM 1D

En problemas mecéanicos, el objetivo principal del método de los elementos finitos es
discretizar una ecuacion diferencial gobernante de un fenémeno a fin de determinar los efectos
que causan las fuerzas que actiian sobre un sistema. Para determinar estos efectos el FEM
discretiza los elementos del sistema en estudio, dividiendo cada uno en n componentes més
pequenos a los que llamamos elementos finitos. E1 método se puede resumir de manera muy
somera en 10 pasos [35, 88|:

1. Discretizar el dominio en un conjunto de elementos, que consiste en dividir al mis-
mo en pequenos componentes llamados elementos finitos, en donde cada una de las
intersecciones de sus lados forma un punto al que llamamos nodo.

2. Seleccionar el modelo, patréon y forma adecuada de los elementos de acuerdo a la natu-
raleza del problema. Una distribuciéon de nodos adecuada facilita la solucion del sistema
y brinda resultados méas precisos.

3. Seleccionar la ley constitutiva més adecuada al problema de anélisis.
4. Formular la forma débil de la ecuacion diferencial gobernante.

5. Elegir las funciones de interpolacion mas adecuadas de acuerdo con el problema en
estudio.

6. Calcular y ensamblar las matrices correspondientes de los elementos para obtener un
sistema global de ecuaciones algebraicas.
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7. Agregar las condiciones de frontera.

8. Resolver el sistema de ecuaciones algebraico para las incognitas principales (que en
problemas de elasticidad generalmente son los desplazamientos).

9. Resolver el sistema para las incognitas secundarias. Informacion adicional que se desee
obtener de acuerdo con el problema (fuerzas, esfuerzos, presiones, etc.).

10. Interpretacion de resultados.

Para mostrar las capacidades del método comenzaremos analizando el caso unidimensio-
nal, considerando la ecuacién diferencial que corresponde al problema de una barra elastica
con carga axial y las condiciones de frontera definidas a continuacion:

() <o w00 (a2

para 0 < z < L. La metodologia para resolver el problema consiste en reemplazar la variable
dependiente u, por una aproximaciéon uy, la cual podemos definir segin convenga. Se desea
que uy, esté tan cercana a u como sea posible, lo cual significa reducir al minimo el error o el
residual R definido como

= Q1 (41)

=L

R(z,up) = —% (a%) — f(z) £0, (42)

para z, < x < x3. Implementando el método de los pesos ponderados podemos minimizar la
funcion residual integrando el producto de R por las funciones de un conjunto linealmente
independientes conocidas como funciones de peso w;(x)

/:b wi(2)R(7,up) do = /: w; [—% <a%) — f(:c)] dz = 0. (43)

Se observa que la ecuacion anterior contiene segundas derivadas de la variable dependien-
te, lo cual sugiere que para resolver el problema necesitamos una aproximacién que sea al
menos de clase C2. Aplicando integracion por partes podemos reducir el orden de la ecuacion
diferencial para poder utilizar funciones de clase C™ como aproximaciéon de la solucion. A
esta ultima expresion se le conoce como forma débil de la ecuacion diferencial, y al aplicarla
en la ecuacion (43) obtenemos

o [ dw; duy, duy, | B
/xa {adx%—wzfz} dx—wla%%—() (44)
donde,
duh o
i —Qy— Q. 45
Wi d . Qp—Q (45)

representa las condiciones de frontera @);.
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Para lograr una buena aproximacién, la solucién propuesta u;, debe cumplir con las si-
guientes caracteristicas:

= La funcién u; debe ser suficientemente diferenciable de acuerdo con el planteamiento
de la forma débil.

= Sila funciéon uy, es un polinomio, éste debe ser un polinomio completo que incluya desde
los terminos de bajo orden hasta los de alto orden deseado.

= La funcién u;, debe ser continua, si u es continua.

De acuerdo con la ecuacion (44) es necesario que uy, sea al menos de clase C. Se propone
como una posible solucién

Uup = €1 + Cox (46)

considerando un elemento con coordenadas x, y x;, en cuyos extremos se tienen los despla-
zamientos u; y uy (Figura 21), y evaluando la funcién propuesta se obtiene

up(Tq) = €1 + Ty = g

47
uh(xb) = C1 + Coxp = Uo. ( )

Figura 21: Elemento barra 1D.

Expresando en forma matricial y resolviendo para determinar ¢; y co

(ch=2) .

obtenemos la solucién

1
= E(ulxb — UgTy)
1 (49)
Cy = E(U,g — Ul)
donde h = x, — x,, cuando z, # x3. Sustituyendo ¢; en ecuacion (46)
1 1
up(x) = ¢ + cow = E(ulxb — UgTy) + E(’U/Q —Up)T (50)

o reescribiendo,
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2

up(z) = P (x)uy + Po(x)up = Y v(x)uy (51)

j=1
donde v, y 19 son conocidas como funciones de forma (Figura 22)

Tp— T T —x,

Yi(z) = ; Pa(z) = T (52)

Las funciones de forma tienen algunas propiedades que las hacen muy ttiles para aproxi-
mar la solucion de la ecuacion diferencial, tales como

Uy = uh(xa) = 77/}1 (xa)ul + 1/}2(1‘(1)“2

(53)
up = up(xp) = 1(@p)uz + talas)us
lo cual implica que ¥ (x,) = 1, ¥o(zp) = 1, 1 (xp) = 0, Ya(x,) = 0, 0 de forma general
[0 s i
sy =wle)={y o 177 (54

esto es, las funciones de forma son interpolantes de los nodos.

Figura 22: Funcién de forma de grado 1.

Usando un procediemiento similar se pueden determinar la funcién de forma de grado n
si se cuenta con suficientes nodos de soporte. Por ejemplo para una aproximacion cuadratica
se tiene (ver Figura 23)
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wle) =5 (1-7) (59

Figura 23: Funciones de forma de grado 2 con h = 1.

donde T = x — x,. De forma general, sin importar el grado de la aproximacion, podemos

expresar up CoOmo

up(r) = Zujwj(:v)- (56)

El siguiente paso consiste en elegir la funciéon de peso mas adecuada. Con el método de
Galerkin se propone una funcion de peso tal que w; = v;. Sustituyendo en la ecuacion (44)

tenemos
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A g~ dYy
a u~—]—wif@- dz —Q; =0 (57)
/wa [ dx JZ:; ! dx ]
= (7 dy; dyy “
> [ |t e = [ oo (59)

lo cual se puede expresar como

B(w;, up) = l(w;), (59)

donde la parte izquierda representa la forma bilineal y la parte derecha la forma lineal del
problema variacional asociado a la ecuacion diferencial correspondiente. De forma simplificada
la ecuacion (58) también se puede escribir

Z Kiju; = F; + Q; (60)
=1
donde,
o dy dipy
Fi= [ flapi(o)is (62)

y Q; representa la condicion de frontera del nodo i. En forma matricial la equacion (60) se
puede expresar

[K{u} = {F} +{Q} = {R}, (63)
lo cual es un sistema no homogéneo donde de manera general [K] es conocida como la matriz

de rigideces, {u} es el vector de desplazamientos, {F} es el vector de fuerzas internas y {Q}
es el vector que incluye las condiciones de frontera.

En el método de Galerkin la matriz de rigideces tiene propiedades distintivas:
1. La matriz es simétrica [K; ;| = [Kj;].

2. La matriz [K,] es rala. La mayorfa de sus componentes son cero cuando n es grande.
Por ejemplo [Kjgo] tiene 10,000 elementos, pero s6lo 100 4+ 99 + 99 son diferentes de
cero.

3. [K,] es una matriz tridiagonal.

4. Lamatriz K] tiene diagonales constantes, y esta definida por tres coeficientes (—1,2, —1)
cuando utilizamos funciones lineales para aproximar la solucion.

5. La matriz [K] es invertible.

6. La matriz [K] es definida positiva.
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IV.4. FEM 2D

Para el problema bidimensional usaremos como ejemplo la ecuacién de Poisson. El pro-
cedimiento para el planteamiento del FEM 2D es similar al caso 1D, pero agregando la
posibilidad de considerar problemas con dominios no rectangulares. Partiendo de la ecuacion
de Poisson se tiene

=V (kVu) = f(z,y), (64)

o reescribiendo,

2 (z%) . a% (kg—Z) ~ f(z.y). (65)

Aplicando nuevamente el método de los pesos ponderados y multiplicando la ecuacion por w;
0 ou 0 ou

— i | =— | k= — | k=— )| dxdy — if(x,y)dedy = 0, 66

/Qw [3$<0aﬁ>+8y(0y)] R /wa(xy)xy (66)

ahora si consideramos que

ou ou
F1 = k@ y F2 = /{Za—y
entonces,
8 . 8F1 &u
s =wg, TRy,
o reescribiendo,
oF, 0 B
w%_%(wﬂ)_ﬂg (67)

del mismo modo, desarrollando para F5,

oF, 0 O
wa—x = %(WFQ) — FQ% (68)

sustituyendo las ecuaciones (67) y (68) en ecuacion (66)

/Q {Flg—; + FQZ—ZJ - (%(wﬂ) + (%(sz)ﬂ dzdy — /Qwif(agy) dzdy = 0. (69)

De acuerdo con el teorema de la divergencia de Green
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/V-Fdxdy:fF-nds. (70)
Q

r
Aplicando el teorema de Green y sustituyendo F; y F; en ecuacion (69) se obtiene,

oup, Ow Oup, Ow
el Mo (tnd — ¢ WF- _ —0. 1
/Q{k: 9 D +k Jy ay} dx dy éw nds /wa(m,y)dxdy 0 (71)

De acuerdo con la ecuacion (71) para aproximar la solucion necesitamos funciones de forma
que sean cuando menos de clase C! para x v y. En este caso la funcion aproximacion depende
de la configuracion geométrica del elemento y la discretizacion planteada. Si consideramos

un elemento triangular, entonces, se utilizara una funcion lineal de la forma

up(z,y) = 1 + c2x + cay, (72)

donde ¢; son constantes, y el conjunto {1, z, y} es linealmente independiente.

Figura 24: Elemento finito triangular.
Evaluando la ecuacion (72) para las coordenadas x; y y;
ur = up(r1,41) = a1 + v+ ey
Uy = up(T2,Y2) = €1 + C272 + C2Yo (73)

uz = up(r3,y3) = 1 + a3 + C2ys,
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resolviendo el sistema para c; se tiene,

cl = 2A (oqul -+ U9 + OégUg)
1

Co = ﬂ(@lul + Baus + PBsus) (74)
Lt + 950 + 705)

C3 = 9A 1U1 T Y2U2 T Y3U3

donde los parametros «;, (5;, 7; se obtienen de las coordenadas de los nodos del elemento a
partir de

Oy = TjlYr — TrYj
Bi = y; — Uk (i #7#k), (75)

Vi = —(x; — x1)

y A se calcula con 24 = a3 + as + a3. Sustituyendo en la ecuacion (72) y reordenando

1
up (2, y) = 2A[(a1 + Bix + ny)ui + (o2 + Box + Y2y)us + (a3 + Bsx + y3y)us), (76)

donde el superindice e representa el nimero de elemento y cobra relevancia durante el en-
samble, principalmente en problemas bidimensionales y tridimensionales. Al igual que en el
caso 1D, la aproximacion uy se puede representar como

=D uivi(e,y) (77)

donde,

1
Uiz, y) = 5 (of + Bix +7y) (1=1,2,3). (78)

De manera analoga a las funciones de interpolacién 1D, estas funciones tienen las siguien-
tes propiedades:

3 e
Sur=1, Z S0 (79)
=1

i=1
Si utilizamos un elemento cuadrilatero (Figura 25) y proponemos una aproximacion de la
forma

up(x,y) = 1 + cox + c3y + cqxy (80)

obtendremos,
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4
uf(z,y) = Y ufy, (81)
=1

donde las funciones de forma v{ quedan definidas por

=020

a=20-Y
y (82)
@05255
a4

Figura 25: Elemento finito cuadrilatero.

Retomando la solucién de la ecuacion de Poisson proponiendo elementos triangulares para
definir la funcion uy,, y al sustituir en la ecuacion (71) aplicando Galerkin, esto es, con w; = v

- O Oy O O B
Z{/Q {/{: 5% O +kay ay] dxdy}uj—£¢iqi~nds—/ﬁ¢ifi(x,y)dxdy—0 (83)

=1

o en forma matricial

[KJ{u} = {F} +{Q}, (84)
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con lo cual obtenemos una solucién con una estructura natural, similar a la obtenida en
el desarrollo del planteanmiento del problema 1D, con la diferencia que ahora tenemos dos
variables independientes. La ecuacion (84) representa un problema de minimos cuadrados en
n dimensiones. Para analizar la forma de la solucion, considere la funcién cuadratica P(u),

1
P(u) = §UTKU —ulf = (u? — uguy +ud) — uyfi — usfo,

derivando e igualando a cero para encontrar el minimo

oP
—:2U1—U2—f1:0
8u1

oP

— = —Uux + 2“2 — fg = 0,

8u2

escrito en forma matricial

S -

[K]{u} —{F} = {0}.

(85)

(86)

(87)

(88)

Si [K] es definida positiva, entonces [K|{u} = {f} representa un minimo (Figura 26).
Esto significa que la ecuacion (84) representa un minimo del funcional de Ritz previamente

definido (ver seccion 1V.2).

P L.

U,

Figura 26: Representacion gréafica de un problema de minimos cuadrados.
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IV.5. FEM 3D

Para ejemplificar el caso del FEM tridimensional, al igual que en el caso 2D, usaremos la
ecuacion de Poisson

0 [Ou 0 (0Ou 0 (Ou
i () o () 2 (52) = Hrws) 0

y aplicando el método de los pesos ponderados tenemos,

0 (Jdu 0 (Ju 0 (0u
—/le- [% (%) +8_y (8_y> +& (%)1 dxdydz—/le-f(x,y,z)dacdde—O. (91)

Para desarrollar la forma débil de la ecuaciéon diferencial utilizamos la primera identidad
de Green definida por,

/wV2udV:/ w(Vu-ﬁ)dA—/Vw-VudV (92)
|4 ov v

y sustituyendo en la ecuacion (91)

/ [8% @ awi @ 8(,01‘ ou
v

Oz Ox * dy Oy " 0z %] e /av wi{Vu-h)dd - /\/Wifi(x7y> W= oy

Si proponemos una aproximacion de la forma

us (z,y) = Z uSys (x,y) (94)

entonces,

- (95)

o de forma matricial

[Ki{u} = {F} +{Q}, (96)
donde {u} es el vector de desplazamientos en los nodos, con [K|, {F} y {Q} determinados a
partir de
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. o, 3?/13 O O O DY
;/ [8x ox ay oy + 0z 0z dv; (97)
Q= [ ¥i(Vu-n)dA, (98)
v
{F}:/%fi(ﬂf,y) dv, (99)
1%

se puede observar que estas ecuaciones son analogas a la de los casos 1D y 2D.
Para definir nuestra funcion de forma elegimos un elemento tetrahédrico de 4 nodos (Fi-

gura 27), e implementamos el procedimiento descrito para los casos 1D y 2D para determinar
las funciones de forma

Figura 27: Elemento finito tetrahedro de 4 nodos.



V1= o
(2
V3

(2

1

:W(
:W(

%

donde V es el volumen del elemento y esta definido por

6V =

—_ = = =

Iy
o)
T3
Ty

W
Yo
Ys
Ya

21
)
<3
24

(o1 + b1z + Ny + 612)

g + Box 4+ Yoy + 022)

ag + Bsx + 3y + 612)

(g + By + Y4y + 042)

45

(100)

(101)

y los parametros «;, f;, 7; v 0; se determinan a partir de las ecuaciones (102) a (105), y
los puntos Py, P», P;, P;, que representan las coordenadas de los nodos del elemento, son no

colineales

a1 =

3 =

b=

By =

T2
€3
Tyg

X

X2
Tyq

X2

= |z3

Lyq

X1

= |2y

Ty

Y2
Y3
Ya

Y1
Y2
Ya

Y2
Y3
Ya

U
Y2
Ya

Y2
Y3
Ya

Y1
Y2
Ya

zZ9
z3
24

21
zZ2
24

Z2
Z3
Z4

21
Z2
24

22
zZ3
24

21
22
Z4

X1

Qg = — T3

Tyq

X

Ay = — |T2

V2

V4

B =

€3

T
xs3
Ly

X1
T2
xs3

Y1
Y3
Ya

U1
Y2
Y3

n
Ys
Ya

Y1
Y2
Ys

U1
Y3
Ya

n
Y2
Y3

21
z3
24

21
zZ9
z3

21
Z3
Z4

21
Z2
Z3

21
Z3
Z4

21
22
Z3

(102)

(103)

(104)
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T2 Y2 22 I Y A
01 = |73 Y3 23 0g = —|T3 Y3 23
Ty Ya 24 Ty Ysa 24
(105)
r1 Y1 A I Y o~
03 = |T2 Yo 22 04 = —|T2 Yo 2o|.
Ta Y4 24 T3 Ys %3

IV.6. Cuadratura

Uno de los aspectos mas importantes en la solucién de problemas numeéricos es la precision
y nimeros de puntos de integracién necesarios en cada elemento, considerando que cada
uno de ellos es integrado de manera individual. Esencialmente, la integraciéon numérica de
ff F(r)dr consiste en ajustar un polinomio ¢(r) a la curva F(r) y resolver fabw(r)dr como
una aproximacion a la solucion real. La precision con la que 1 (r) se aproxima a F'(r) depende
directamente de la posiciéon y el nimero de puntos de prueba colocados en el intervalo de
a a b. Tomando esto en consideracion, uno de los métodos de integraciéon numérica mas
importantes es la cuadratura de Gauss, en la cual se optimiza la ubicaciéon de los puntos de
evaluacion r;, asi como los pesos «; [11]

/b F(r)dr = a1 F(ry) + asF(r2) + ... + @, F(r,) + Ry, (106)

donde R, es el residual. La cuadratura de Gauss requiere n puntos de evaluaciéon para integrar
de manera exacta polinomios de grado (2n — 1) o menor. La Tabla TV.1 muestra los puntos
de evaluacion para la integracién numérica y sus correspondientes pesos paran =1 an = 6,
considerando que el intervalo de integracion es de —1 a 1. Para intervalos de integracion
diferentes los corficientes r. y o/ se determinan a partir de

, a+b b—a _b—a

— ) !
ri—2—|—2nyozl 5

;. (107)
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Tabla IV.1: Cuadratura de Gauss, puntos de evaluacion y pesos (intervalo de —1 a 1).

n T (67
1 0.00000 2.00000
2 +0.57735 1.00000
3 +0.77459 0.55555
0.00000 0.88888
4 +0.86113 0.34785
+0.33998 0.65214
5 +0.90617 0.23692
+0.53846 0.47862
0.00000 0.56888
6 +0.93246 0.17132
+0.66120 0.36076
+0.23861 0.46791

Consideremos el caso en donde se desea resolver la siguiente integral usando la cuadratura
de Gauss con n = 2,

/o (2" —r)dr = a1 F(r1) + aaF(rs)

usando la ecuacion (107) y la Tabla IV.1 obtenemos

o= 21 = ()
=3 2

con \/ig = 0.57735. Evaluando,

F(ry) = 0.91786; F(ry) = 2.78916

3
/ (2" — r)dr = 5.56054.
0

La cuadratura de Gauss es quizés la mas utilizada en la soluciéon de problemas numéricos.
En el caso del FEM ésta se usa para determinar los coeficientes de la matriz de rigideces.

IV.7. Problema de elasticidad

Utilizando lo discutido sobre la ecuacién de Laplace, la cual corresponde a un problema
eliptico, podemos resolver el problema de elasticidad que trata del analisis de la relacion entre
cargas, esfuerzos, deformaciones y desplazamientos. Para determinar la ecuacion gobernante
del problema considere el caso de una particula localizada en el plano z — y sometida a un
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vector de fuerzas {f} que genera un cambio en el esfuerzo, como se presenta en el diagrama
de cuerpo libre (Figura 28).

Figura 28: Diagrama de cuerpo libre de una particula en 2D.

Realizando el equilibrio de fuerzas en ambos ejes se tiene,

S F, =0
oT.

Do, w
8033 dx)dy — Tyydx + (T + a—yydy)dx + fedxdy =0

> F,=0
dao, OTay
—oydr + (o, + a—ydy)dm — Taydy + (Tgy + a—xdx)dy + fydzdy = 0,

—o.dy + (0, +

(108)

simplificando obtenemos el sistema de ecuaciones gobernantes del problema de elasticidad
bidimensional

(109)

De forma anéloga, se determina el sistema de ecuaciones gobernantes para el problema
de elasticidad tridimensional definido por
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004  OTyy  OTy
+ 224

ox dy 0z Jo =0
0Ty  Ooyy 07y,
— fy, = 11
8$+8y+8z Jy =0 (110)
0Ty 0Ty 00,
— Jz = 07
ox * dy * 0z /
el cual se puede representar como
V-o—f=0, (111)
donde a su vez
V.o = [B] {0}, (112)

con o representando el tensor de esfuerzos definido por

{U}T = {Ux Oy Oz Ty Tyz Tz:c} (113)
y [B] es una matriz que contiene las derivadas parciales
- a -
— 0 0
Ox
0
0 — 0
dy
9,
0 0 =
Bl=|y o (114)
oy o
o 99
0z %g
9 4 4
L0z Ox-

Como sabemos, la ley constitutiva que relaciona esfuerzos y deformaciones para un ma-
terial elastico esta definida por

{o} = [Dl{e} (115)

donde {e} representa el tensor de deformaciones unitarias (ecuacion (116)), y [D] es la matriz
elastica, la cual depende de las propiedades mecénicas del material como lo son el modulo
de elasticidad, F, y el coeficiente de Poisson, v

{5}T = {€2 €y €2 Vay Vyz Voo } (116)

Para un material isotrépico la matriz elastica se puede calcular a partir de
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La relaciéon entre deformaciones y desplazamientos esta definida por

{e} = [B{u} (118)
donde,

{u}" = {uyu,u.}. (119)

Usando las relaciones establecidas entre esfuerzo-deformacion y deformacion-desplazamiento
podemos modificar la ecuaciéon gobernante con la finalidad de aplicar el método de los ele-
mentos finitos usando el planteamiento descrito para el caso tridimensional. Sabemos que,

B"{o} —f=0 (120)

que sustituyendo ecuacion (115) en (120),

[B]"[D}{e} — f =0 (121)

y sustituyendo la relaciéon entre deformaciones y desplazamientos (ecuacion (118)), obtenemos

B]"[D][B]{u} - f =0. (122)

La ecuacion (122) depende del vector de desplazamientos {u} el cual reemplazaremos por
la aproximacion {uy,} (ecuacion (94)). Definiendo el residual y multiplicando por las funciones
de peso correspondientes se obtiene

/V WR dV = /V {w}[B]”[D][B] {uy} dV — /v (W} fdV = 0. (123)

Aplicando la forma débil y utilizando la primera identidad de Green

/V[B]T{w}[D][B]{uh} dV = /V{w} -fdV + /av{w}(Vu -n)dA (124)

de acuerdo con Galerkin y expresando de forma matricial obtenemos la solucién previamente
presentada en el caso FEM 3D, la cual es de la forma

[Kl{u} = {F} +{Q}. (125)
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IV.7.1. Ejemplos de aplicacién

Para ejemplificar la aplicacion del FEM analizaremos dos de los problemas clasicos en
elasticidad: el primero corresponde al caso de una barra con carga axial, el cual se analiza
como un problema unidimensional; el segundo caso, es el analisis de una placa delgada a
tension, que representa un porblema de esfuerzo plano.

Inicialmente, considere una columna de concreto que se usa de soporte para un puente.
De manera idealizada la columna se puede analizar como una barra unidimensional con carga
axial (Figura 29). La carga de 20 kN/m? representa el peso del puente mas una carga estatica
generada por el trafico. La columna est4 hecha de concreto con peso volumétrico de 25 kN /m3
y modulo de elasticidad E = 28 GPa [88|.

Figura 29: Columna de concreto.

Como el modelo se analizara como una barra lineal, la carga deberd actuar como carga
puntual. Esta se calcula multiplicando la carga superficial por el area de la seccién tranversal,
P =20kN/m?(0.5m x 0.5m) = 5000 N. Por su parte, el peso de la columna de concreto se
debe representar como una funcién que depende de la longitud del elemento, x, debido a que
la seccion transversal de la columna no es constante

W (z) = 6250z (1 +0.5z) (N)

y la funciéon f(z), que representa las cargas internas en el elemento por unidad de longitud
esté definida por

flz) = ‘;—VZ = 6250 (1+2) (N/m).

La ecuaciéon gobertante del problema es la previamente definida al inicio del capitulo
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d du du
0 (a%) = f(z) u(L)=wug (a%) . = Qo,
donde el parametro a representa la rigidez axial de la columna (a = EA), E es el médulo
de elasticidad y A es el area de la seccidon transversal, la cual es variable y depende de z, y

se determina con

Alz) = i(l +z) (enm?).

Sustituyendo a en la ecuaciéon gobernante del problema obtenemos

d |1 du

sujeto a las condiciones de frontera

= 5000, wu(z=2)=0.

=0

- EE(l + x)j—:f]

Para analizar la columna su dominio se discretiza en 2 elementos, cada uno con longitud
de 1m, lo que genera un total de 3 nodos en el sistema, que es equivalente a tener tres
grados de libertad dado que solo se tomara la deformacion axial (Figura 29). Para calcular
los coeficientes [K;;] de la matriz de rigideces es necesario realizar el ensamble entre los dos
elementos, lo que nos da como resultado

K, Ok, 00
[K] = k%l k%z + k%l k%z )
0.0 k3, k3,

los coeficientes [K;;] se determinan con la ecuacion (61), utilizando funciones de forma
lineales, ecuacion (52), y los coeficientes del vector F' se determinan con la ecuacion (62).
Evaluando y sustituyendo en ecuacion (63) se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones

10.5 —10.5 0.0 u 4167 Q1
10° | =105 28.0 —175| {up p = < 12500 p + < QL + Q2
0.0 —17.5 17.5 us 8333 Q3

Aplicando las condiciones de frontera, donde sabemos que para la barra 1, QI = F =
5000 N y Q) = 0; y para la barra 2, Q% = 0. Adicionalmente, sabemos que la base de la
columna esta restringida al movimiento, por lo que ug3 = 0. Aplicando las condiciones de
frontera y reduciendo el sistema de ecuaciones

Lo [ 105 —10.5] fu )| _ [ 9167
—10.5 28.0 | \uaf — 112500

Q2 = —17.5 x 10%5 — 8333
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que al resolver obtenemos
up = up(0) = 2.1111 x 107%m
uy = up(1.0) = 1.2381 x 1075m
Q32 = —30000 N.

El signo en los desplazamientos indica que los nodos se desplazan hacia abajo, lo que
indica que la columna trabaja a compresion, y el valor de Q3 representa la reaccion en la
base. A partir de este valor podemos calcular el esfuerzo en el empotramiento que representa
el esfuerzo maximo en la columna con

Q3 —30000

- — — 40000 (en N/m2).
Apee 075 (en N/m?)

Og

Con el objetivo de determinar la precision de nuestra aproximacion determinamos la
solucion exacta de la ecuacion diferencial, la cual es

1 1
u(x) = 7 |56250 — 6250(1 + )* — 7500 In ( g“ﬂ .

Al evaluar la solucion exacta obtenemos u(0) = 2.0800x 1075 m, u(1.0) = 1.2247x107% m,
u(2.0) = 0.0, Ry = —30000 N. Como se observa, los resultados determinados con la aproxi-
macion uy, presentan un error, pero este no excede de 1.5%. El error se presenta debido a
que la seccion tranversal del elemento no tiene area constante. Para este caso en particular se
puede mejorar la aproximacion refinando la malla o usando funciones de forma cuadraticas

[88].

El segundo caso de analisis corresponde a un problema de elasticidad en el plano, en el
cual se analiza una placa delgada con dimensiones a = 120 in, b = 160 tn, h = 0.036 «n y pro-
piedades mecanicas v = 0.25 y E = 30 x 10° [b/in?. La placa est4 fija en el extremo izquierdo
y tiene una carga distribuida en el extremo derecho pg = 10 Ib/in (Figura 30). Por simplici-
dad despreciaremos el peso propio del elemento ya que no actua en la direccion de la fuerza
y su magnitud es despreciable. El objetivo es usar FEM para calcular los desplazamientos en
los nodos [88].
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(a) Placa en tension.

(b) Malla.

Figura 30: Problema de elasticidad en el plano.

La Figura 30a muestra la discretizacion utilizada en la placa para resolver el problema.
La placa se analizard usando dos elementos triangulares, enumerados entre circulos en su
parte interior. El sistema cuenta con 4 nodos, enumerados en el exterior de la placa (sistema
global), y a su vez cada elemento tiene tres nodos (sistema local), enumerados en su interior
de 1 a 3 (ver Figura 30a). Como el andlisis es en el plano, cada nodo tiene dos grados de
libertad (GL) o desplazamientos, u,,u,, por lo que el sistema global tiene un total de 8
GL, nombrados entre paréntesis en el exterior de la Figura 30b, y localmente cada nodo
tiene 6 GL, nombrados entre paréntesis en el interior de cada elemento (ver Figura 30b).
Esta nomenclatura es importante para poder ensamblar la matriz de rigideces y obtener el
sistema de ecuaciones lineales y determinar los desplazamientos. De acuerdo con la Figura
30a, en los nodos 1 y 3 se localiza una restriccion al desplazamiento (empotramiento), por
lo que u; = 0,us = 0,u; = 0,us = 0, lo que reduce a 4 el nimero de grados de libertad del
sistema. Considerando que la solucién del problema se obtiene a partir de

(K] {u} = {Q}.
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Debemos de calcular los coeficientes de la matriz K| y el vector {Q} para resolver el
sistema de ecuaciones para {u}. La Tabla IV.2 muestra de manera detallada como se ensambla
la matriz de rigideces del sistema global en funcién de las submatrices de rigideces de cada
elemento triangular. La primer columna nos indica el nimero de nodo en el sistema global
y entre paréntesis sus grados de libertad. La segunda columna nos identifica que nodos de
cada elemento triangular estan conectados en el correspondiente nodo del sistema global, y
entre paréntesis se especifican los grados de libertad locales. La tercer columna nos enlista las
submatrices de rigicedes que necesitamos calcular para ensamblar la matriz [K] del sistema
global, y a su derecha, en la columna 4, se especifica las submatrices Kfj del sistema local
necesarias para calcular la correspondiente K; del sistema global. En todos los casos, los
subindices ¢ y j corresponden a los grados de libertad locales o globales, y el superdindice [
corresponde al ntimero de elemento.

Tabla TV.2: Correspondecia entre los coeficientes de la matriz de rigideces global y local.

Correspondencia de los nodos Correspondencia de las rigideces
Nodo Global Nodo Local K Global K Local
nodo 1, elem 1 (1,2) Ky, Kl + K%
1(1,2) K Ky + K
nodo 1, elem 2 (1,2) Kis K, + K%,
K3 K3
2(3,4) nodo 2, elem 1 (3,4) Ky K},
K K
Ks K2
3(5,6) nodo 3, elem 2 (5,6) K K3
K6 K
nodo 2, elem 2 (3,4) Koy KL + K2
4(7,8) Kss Kgs + K34
nodo 3, elem 1 (5,6) Ks K+ K3,

De forma expandida y descartando los grados de libertad donde u; = 0, obtenemos el
sistema de ecuaciones

K§3 K§4 K§5 K§6 us Qs
Kia th KiE) KiG Uy | _ Q4
K513 K514 K§5 + K§3 K516 + K§4 ur [ ) Q7
Koy Kgy Kgs + Koy Kgg + K7, | (us Qs

donde al no haber cargas sobre la placa en la direccion y, Q4 = Qs =0y

b
Qs = Qr = ’% — 800 1b.

Al determinar los coeficientes de la matriz de rigideces [K;] con la ecuacion (124) obte-
nemos el sistema
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93.0 —-36.0 —16.2 144 Us 800.0
104 —36.0 720 216 —43.2f Jus| _ }J 0.0

—-16.2 21.6  93.0 0.0 Uy 800.0

144 —-432 0.0 72.0 ug 0.0

Resolviendo el sistema de ecuaciones obtenemos los desplazamiento del sistema global

us 11.291
wr () 10113 (<10
U ~1.080

Debemos de considerar que una malla de dos elementos triangulares no produce los resul-
tados méas precisos, pero el objetivo del problema es ejemplificar el procedimiento del FEM
en un problema de elasticidad en el plano. Refinar la malla incrementaria el niimero de gra-
dos de libertad y mejoraria la aproximacion de los resultados. La soluciéon a este problema
y una solucién alternativa considerando una malla con sblo un elemento rectangular, puede
ser encontrada en el libro de J. N. Reddy [88].



Capitulo V

Analisis no lineal

V.1. Introducciéon al analisis no lineal

Antes de definir el significado de no linealidad es necesario entender que es linealidad. Un
sistema lineal es aquel en el que existe una relacion lineal entre los datos de entrada y los
resultados obtenidos [62]. Pensemos en una estructura a la que se le aplica una carga Py
como resultado obtenemos un desplazamiento, d, si la carga se duplica, 2P, entonces obten-
dremos como resultado un desplazamiento igual al doble del desplazamiento inicial, 2d. Las
cantidades fisicas que representan los sistemas estructurales lineales y la relacion entre ellas
se pueden ejemplificar con el diagrama de flujo de la Figura 31. De inicio al elemento estruc-
tural se le aplica una carga localizada en el sistema global, generando esfuerzos locales. Para
que estos esfuerzos se desarrollen es necesario que el elemento cambie de forma produciendo
deformaciones locales, cuando estas deformaciones se acumulan en los nodos se producen los
desplazamientos en el sistema global. Si todas estas relaciones entre cargas, esfuerzos, defor-
maciones y desplazamientos permanecen lineales, entonces decimos que el sistema estructural
es lineal [62].

Aunque una buena parte de los sistemas tienen un comportamiento no lineal, en algunas
ocasiones es necesario aproximarlos mediante sistemas lineales. Si analizamos un edificio o
un puente, no se asume que se presenten grandes deformaciones en condiciones de operacion
estandar, por lo que al resolver estos sistemas como sistemas lineales obtendremos una res-
puesta practicamente igual a si resolvemos los mismos como sistemas no lineales. En resumen,
podemos afirmar que mientras las deformaciones en un sistema sean pequenas, en relaciéon
al tamano del sistema, es posible aproximar su soluciéon mediante sistemas lineales, siempre
y cuando no se excedan los limites de resistencia elastica del material [62]. En general, la
eleccion del tipo de analisis dependera de la precision deseada, las condiciones de frontera,
el comportamiento mecanico del material, etc. [62]. A continuacion se describen de manera
mas especifica los tipos de no linealidad presentes en problemas mecéanicos.
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Figura 31: Diagrama de flujo de un sistema lineal.

V.1.1. No linealidad geométrica

El caso de no linealidad geométrica se refiere a cuando no existe una relacion lineal entre
desplazamientos, rotaciones y deformaciones. Este tipo de no linealidad se presenta princi-
palmente cuando las deformaciones son relativamente grandes. Como ejemplo observemos la
viga en voladizo de la Figura 32a en la cual se mide el desplazamiento en el extremo. Ini-
cialmente se aplica un momento Cy que practicamente no deforma al elemento, y de forma
sucesiva, se aplican los momentos C; > Cy, Cy > C1, (5 > (5, incrementando la flexion y
haciendo visible que no existe una relacion lineal entre la carga aplicada y el deplazamiento
en el extremo de la barra (ver Figura 32b) [62].
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&

(a) Viga en voladizo. (b) Relacién entre momento y deforma-
cion.

Figura 32: Viga en voladizo con grandes deformaciones (adaptado de Kim [62]).

Para el caso de un elemento tipo barra 1D, la deformacién en la direccion longitudinal de
la barra se puede representar con la siguiente ecuacion
 du(z)

f(a) = =, (126)

considerando que el comportamiento del elemento es lineal, siendo Gnicamente valido para
desplazamientos pequenos. Esto quiere decir que la posiciéon inicial y final de cualquier parti-
cula es practicamente la misma. Si los desplazamientos se incrementan la relaciéon se vuelve
no lineal y es necesario introducir un segundo término que define la no linealidad. Conside-
re un elemento de longitud inicial dX paralelo al eje x que se deforma hasta alcanzar una
longitud ds,

ds* = | dX + Md}( 2 (127)

B dX '

Por definicion la deformacion de Green es igual a
ds®> — dX?
ea(2) = —5 5 (128)
sustituyendo ds en la deformacion de Green
= L (ax 1 @) ) e (129)
2T haxe X ’

desarrollando obtenemos la deformaciéon para el caso no lineal

iy =221 ()" 0
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si (du/dx) < 1 entonces, e(x) =~ eo(x), y por lo tanto podemos suponer un comportamiento
lineal [13].

V.1.2. No linealidad cineméatica

La no linealidad cinemética se refiere al caso en el que existe no linealidad en las con-
diciones de frontera, por lo que éstas dependen directamente de la deformaciéon del sistema.
Al momento de resolver un sistema estructural, cuando las condiciones de frontera estan en
funcion de los desplazamientos, tanto los desplazamientos como las condiciones mismas se
vuelven incognitas. Principalmente, se tienen dos casos de no linealidad cinematica: el pri-
mero se refiere a cuando se conocen los elementos definidos como frontera pero no se tiene
un valor asignado a los mismos; el segundo caso se refiere a cuando se desconocen cuales son
los elementos de la frontera y también su valor. El ejemplo mas comin es el de dos cuer-
pos en contacto, en donde por lo menos uno de ellos sufre deformaciones considerables. Al
inicio se tiene una superficie de contato definida, y conforme la deformacion se incrementa,
la superficie de contacto también se incrementa y se convierte en incognita al modificarse
las condiciones de frontera. Esto puede observarse en la Figura 33, en donde un cilindro de
caucho es comprimido contra una superficie rigida. Inicialmente, el contacto entre los dos
cuerpos es en un punto y conforme la deformacion se incrementa la superficie de contacto
cambia modificando las condiciones de frontera [62].

Figura 33: Modelo con no linealidad cinemética (adaptado de Kim [62]).

V.1.3. No linealidad de la fuerza

La nolinealidad en la fuerza se presenta cuando las fuerzas aplicadas dependen de la de-
formacion. Sabemos que las fuerzas son vectores, por lo que su magnitud y direccion puede
ser dependiente de la deformacion de la estructura. La mayor parte de los casos de no li-
nealidad en la fuerza estan ligados a casos de no linealidad geométrica. El caso més comin
se observa en problemas donde intervienen fuerzas de presion de un fluido. La Figura 34
muestra una viga en voladizo con carga de presion uniformemente distribuida. Como la carga
esté disenada para seguir la geometria de la viga, cuando las deformaciones son relativamente
grandes, la direcciéon y por tanto las condiciones de carga también cambian, y no existe una



61

relacion lineal entra las deformaciones de la viga y la fuerza aplicada [62]. Otros ejemplos de
no linealidad en la fuerza son las bolsas de aire de los vehiculos y practicamente cualquier
problema que involucre fluidos y estructuras flexibles.

Figura 34: Modelo de viga con grandes deformaciones y carga de presion (adaptado de Kim
[62]).

V.1.4. No linealidad del material

Este tipo de no linealidad se refiere al caso en el que la relaciéon esfuerzo-deformacion
no es lineal. Como se establecio en el capitulo anterior, la ley constitutiva que establece la
relacion entre esfuerzo o, y deformacion e es

{o} = [Dife}. (131)
Si la matriz elastica [D] estd definida como una matriz constante, entonces el compor-
tamiento del material es elastico lineal. Cuando los esfuerzos en el material sobrepasan el
limite de fluencia la ecuacion (131) no es valida, ya que el material tendr& un comportmiento
no lineal. En estos casos la matriz elastica depende del estado actual de deformaciones o del
historial de deformaciones. La Figura 35 muestra algunos de los tipos mas representativos
de no linealidad que pueden presentarse en los materiales. El primer caso corresponde al de
un resorte con longitud y seccion tranversal de area unitaria, donde se observan las diferen-
cias entre comportamiento eldstico lineal y no lineal (ver Figura 35a). Otro caso tipico de
no linealidad es el comportamiento plastico, caracteristico de los metales. El material tiene
un comportamiento elastico hasta que se alcanza un cierto limite al que llamamos esfuerzo
de fluencia (o,), una vez excedido dicho limite, las deformaciones se incrementan sin que
necesariamente lo haga el esfuerzo, por lo que al retirar la carga que actiia sobre el elemento
existiran deformaciones permanentes (ver Figura 35b). Si se desea modelar materiales como
polimeros o vidrio, se puede implementar el modelo viscoelastico, en el que el material tie-
ne un comportamiento que depende del tiempo (ver Figura 35¢) [62]. Dado que uno de los
objetivos del proyecto es incluir la no linealidad del material (aleacion de aluminio), en la
siguiente seccion se describe a mayor detalle la teoria de la plasticidad, que es la que mejor
describe el comportamiento no lineal de los metales.

V.2. Plasticidad

La teorfa de la plasticidad nos ayuda a describir el comportamiento de materiales séli-
dos sujetos a cargas que han producido en ellos deformaciones permanentes (deformaciones
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(a) Comportamiento lineal y no lineal del modelo de un resorte.

(b) Comportamiento elastoplastico del modelo de un resorte.

(c) Comportamiento visco-elastico del modelo de un resorte.

Figura 35: Tipos de no linealidad en el material (adaptado de Kim [62]).

plasticas). Principalmente en los casos en que las deformaciones plasticas no dependen de
la velocidad de aplicacion de la carga [33]. Los componentes basicos del modelo constitutivo
elastoplastico son:

= Representar la deformacion elastopléstica como una suma de su componente elastica
mas su componente plastica.

= Definir una ley constitutiva que relacione esfuerzos y deformaciones.
= Establecer un criterio de fluencia y su correspondiente funcion de fluencia.
= Definir una relaciéon de flujo plastico.

= Establecer una ley de endurecimiento por deformacion.

De acuerdo con el modelo elastoplastico, el tensor de deformaciones, €, es la suma de su
componente elastica, €%, y su componente plastica, eP [96]. El comportamiento del material
estd definido por la ley constitutiva, la cual establece la relacién entre esfuerzos y deforma-
ciones, y para un material elastico tenemos

e =¢e®+¢eP, (132)
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oc=0C:e¢, (133)

donde el simbolo, :, representa el doble producto punto, €€ es el tensor de deformaciones
elasticas de segundo orden y C' es el tensor elastico de cuarto orden que se obtiene a partir
de

C=M&1+2 (134)

o en funcién de su componente volumétrica y desviadora

3

donde el simbolo, ®, representa el producto tensorial, A y p son las constantes de Lamé
(ecuacion (137)), 1 es el tensor identidad (1 = 6;;), I es un tensor unitario simétrico de rango
4, definido como I;j = (0ixdji + 6:19;x)/2, con I, obtenido a partir de

2
C = ()\ + —u) 1®1+ 2ulye.,, (135)

1
Ly =1-31®1, (136)

Ev FE

A= S
h=50 1)

(1+v)(1—2v) (187)

V.2.1. Criterios de fluencia

Para determinar si el comportamiento del material es elastico o no es necesario establecer
un criterio de fluencia que debe ser elegido de acuerdo al tipo de material y al modelo numérico
que se va a analizar. Los criterios de fluencia més implementados son el criterio de Tresca,
Von Mises, Mohr-Coulumb y Drucker-Prager [33]. El criterio de Mohr-Coulumb esta disenado
para modelar materiales granulares como suelo, roca y concreto. Este modelo considera que la
fluencia que ocurre a nivel macroscopico es el resultado de la friccién entre las particulas del
material, y que el comportamiento plastico inicia cuando en cierto plano sobre el elemento se
alcanza una combinacion critica entre el esfuerzo cortante y el esfuerzo normal. Por su parte,
el modelo de Drucker-Prager es una aproximaciéon suavizada del criterio de Mohr-Coulumb
basada en una modificacion al modelo de Von Mises en la que se incluye la sensibilidad del
material a la presion, lo que es fundamental para modelar materiales granulares. Debido a sus
caracteristicas, disenadas para modelar materiales granulares, los modelos de Mohr-Coulumb
y Drucker-Prager no serédn considerados para la presente investigacion. A continuacion se
presenta una descripcion mas detallada de los modelos de Von Mises y Tresca.

V.2.1.1. Criterio de fluencia de Von Mises

El criterio de fluencia de Von Mises es adecuado para describir el comportamiento de
materiales isotropicos, como lo son algunos metales y aleaciones. De acuerdo con el modelo,
las deformaciones plasticas se presentan cuando el esfuerzo equivalente, 0., definido en funcién
de la segunda invariante del desviador de esfuerzo, J5, excede un cierto limite establecido en
funcion del esfuerzo de fluencia, o,. Este esfuerzo esquivalente se obtiene a partir de
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Te =1/ ;S : S =+/3, (138)

donde Jy se determina con

1

o= gllow = 0y)" + (0y = 02)" + (02 = 00)] + 7y + 7y + 7o, (139)
entonces la funcion de fluencia queda definida como (ver Figura 36)
floy=0l—0.=3)—0,=0 (140)

o reescribiendo,

) = 11— 20 =0, (14)

donde S es el desviador de esfuerzos (ecuacion (142)) que depende del esfuerzo promedio
(0 = tr(0)/3), v ||5]| = (S : S)2 es la norma del desviador de esfuerzos

S=0—o0,l. (142)

V.2.1.2. Criterio de fluencia de Tresca

Otro de los criterios mas utilizados para modelar el comportamiento de metales isotropicos
es el de esfuerzo cortante mdzimo (Tresca). El criterio se basa en el esfuerzo cortante maximo
definido por el radio maximo obtenido al graficar el circulo de Mohr,

Tmaz = 2 ; 037 (143)

donde o1, 09 y 03 representan los esfuerzos principales, ordenados de forma que o1 > 09 > 03.
El criterio de Tresca considera que la plasticidad inicia cuando el valor de 7,,,, iguala al
esfuerzo cortante de fluencia (7,) de un elemento sometido a la prueba de tension

1
Trmaz < Ty (: 5@) ) (144)

El criterio de fluencia queda definido por la funcion de fluencia f(o)

f<0> = Tmaz — Ty — 0. (145)

La Figura 36 muestra la representacion grafica de las superficie de fluencia para los mo-
delos de Tresca y de Von Mises. Se puede observar que para el caso de esfuerzo uniaxial
ambas metodologias convergen a un mismo limite de fluencia, y también para el caso donde
01 =09 =0y.
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Figura 36: Criterios de fluencia.

V.2.2. Modelos de endurecimiento

Los modelos de endurecimiento determinan el comportamiento del material después de
que éste excede su limite de fluencia y se presentan deformaciones permanentes. Dependiendo
del tipo de material su comportamiento plastico se puede englobar en tres casos definidos en
funcion del modulo plastico H que representa la pendiente de la curva esfuerzo-deformacion
(ver Figura 37):

a) El esfuerzo se incrementa de manera proporcinal a las deformaciones plasticas (endu-
recimiento por deformacion, H > 0).

b) El esfuerzo permanece constante sin importar cuanto crezcan las deformaciones plasti-
cas (plasticidad perfecta, H = 0).

c¢) El esfuerzo disminuye conforme las deformaciones plasticas se incrementan (ablanda-
miento por deformacion, H < 0).
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Figura 37: Tipos de comportamiento plastico.

El caso de ablandamiento por deformacién se presenta principalmente en materiales como
polimeros. Por su parte, el modelo de plasticidad perfecta es una aproximacion al modelo
de endurecimiento por deformacion y puede ser utilizado cuando el incremento del esfuerzo
debido a las deformaciones plésticas no es considerable. EI modelo que mejor representa el
comportamiento plastico de metales y aleaciones es el de endurecimiento por deformacion,
que puede ser descrito utilizando un modelo de endurecimiento isotrépico, endurecimiento
cinemético o endurecimiento combinado.

V.2.2.1. Modelo de endurecimiento isotrépico

En el modelo de endurecimiento isotrépico el incremento en el esfuerzo depende directa-
mente de la acumulacion de las deformaciones pléasticas, y éste se determina con

oy, =0y + Hey, (146)

donde 02 es el esfuerzo de fluencia, e, es la deformacion plastica acamulada y H es el modulo
plastico que relaciona la razoén de cambio entre esfuerzos y deformaciones plasticas

Ao
Ae,
Si H es constante, entonces se presentara uno de los casos descritos anteriormente (Figura

37). En resumen en el modelo de endurecimiento isotrépico la superficie de fluencia crece
conforme la deformacion plastica e, se incrementa (Figura 38).

(147)
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V.2.2.2. Modelo de endurecimiento cinematico

A diferencia del modelo de endurecimiento isotropico, en el modelo cinematico la superficie
de fluencia no cambia pero la ubicacién de su centroide si. Este desplazamiento en la superficie
de fluencia (A«) se determina con

% n
Aa = \/jHAe — (148)
3 il

donde Ae, es el incremento en la deformacion pléstica, n se determina en funcion del desviador
de esfuerzos S y la ubicacion actual del centroide de la superficie a. La principal diferencia
en el comportamiento de ambos modelos ocurre cuando el material es sometido a ciclos de
carga, ya que el modelo cinemético si considera el efecto de degradaciéon de Bauschinger y el
isotropico no (Figura 38),

n=2=5-aq, (149)

con lo que la funcién de fluencia queda definida como

2
1]l =4/ 30y = 0. (150)

V.2.2.3. Modelo de endurecimiento combinado

Mientras que el modelo isotropico incrementa el tamano de la superficie de fluencia y el
modelo cinemético modifica la ubicaciéon del centroide de la superficie, algunos materiales
muestran un comportamiento combinado, en el que la superficie de fluencia se incrementa
debido a las deformaciones plasticas, pero cuando la carga cambia de direcciéon el material
fluye para un esfuerzo menor. En el caso de endurecimiento combinado se tiene una combina-
cion de los modelos anteriores, donde se incorpora un parametro 8 que controla la influencia
de uno u otro modelo. Si § # 0 y § # 1 tenemos endurecimiento combinado, si = 1 se
obtiene endurecimiento cinematico, y para = 0 obtenemos el modelo isotropico

|WH-V€W&+G-5HRM=O p e 0,1], (151)

2 7
Ao = \/jﬁHAe — . 152
gPHAL (152)
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(a) Modelo de endurecimiento isotropico.  (b) Modelo de endurecimiento cinematico.

Figura 38: Modelos de endurecimiento.

V.2.3. Flujo plastico

La funciéon de flujo plastico define la evolucion de las deformaciones plasticas. En el caso
de analisis multidimensional e” es un tensor y se debe definir su magnitud y direccion. De
manera general la funcion de flujo plastico es de la forma

" = r(0,§), (153)

donde &(a, €,) representa las variables plasticas, v es el parametro de consistencia plastica,
y la funcion r(o,€) depende del potencial plastico. Reescribiendo,

el = 9N, (154)

con N como el desviador del tensor unitario normal a la superficie de fluencia, determinado
a partir de

N=_"T_ (155)

donde 1" es el esfuerzo de prueba, que se utiliza para evaluar la funcién de fluencia y deter-
minar si el material presenta un comportamiento plastico

n'" =S+ 2ueq, (156)

tomando €, como el desviador del tensor de deformaciones, el cual se determina a partir del
tensor de variacion de deformaciones Ae y la deformacion promedio e, = tr(e)/3,

€a = Ae — e, 1. (157)
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Utilizando el esfuerzo de prueba se evaliia si se excede el limite el4stico o no. Si el material
permanece en el rango elastico el problema se resuelve con un sistema de ecuaciones lineales
y no es necesario calcular las variables plasticas. En caso contrario se debe determinar el flujo
plastico 7,

~ 2uN :Ac

= —. 158
2u—|—§H (158)

v
Una vez determinado el flujo plastico se determina el tensor de esfuerzos o para el paso
n+ 1 con

"o = "0+ D:Ae—2uyN, (159)

y posteriormente se determina el desplazamiento del centroide de la superficie de fluencia «,
y la deformacion plastica e, para el paso n + 1

2
o = "o 4 gﬁHvN, (160)

2
e, = "e, + \/;’y. (161)

El problema del flujo plastico se puede describir como uno de optimizacién con restriccio-
nes que satisface las condiciones necesarias de primer orden mejor conocidas como condiciones
de Karush Kuhn Tucker (KKT), que para problemas mecénicos también se les conoce como
condiciones de carga y descarga. Las condiciones KKT establecen:

1. Estacionariedad (Ley de flujo normal). El flujo plastico €, actia en direccion normal
a la superficie de fluencia.

2. Admisibilidad (Condicién de fluencia). El estado de esfuerzos debe ser admisible, esto
quiere decir que f(o) < 0.

3. No negatividad del multiplicador (tasa de plastificacion). El parametro de consistencia
plastica debe garantizar un incremento irreversible, esto es v > 0.

4. Complementariedad (consistencia). Se debe garantizar que si el material fluye, lo hace
exactamente sobre la superficie de fluencia v f (o) = 0.

Resumiendo, si el material tiene un comportamiento elastico (no hay deformaciones plas-
ticas) v = 0, lo que implica que el material permanece dentro de la superficie de fluencia
f(o) < 0. Si el material tiene un comportamiento plastico entonces, v > 0y f(o) = 0, con
lo cual se satisface las condiciones KKT [14, 71, 72, 74, 83|

v>0, f<0, ~f(0)=0. (162)

Para describir como funciona el modelo plastico consideremos el caso de una barra en
tension axial donde conocemos que para un tiempo determinado ¢, el esfuerzo axial es
o011 = 300 M Pa. Inicialmente el comportamiento del material era elastico. Para un tiempo
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t,11 se presenta un incremento en la deformacion Aey; = 0.1. El material tiene las siguientes
propiedades: £ = 24GPa, v = 0.2, oy = 300 M Pa, up = 1.0GPa, H = 100 M Pa. Consi-
derando un modelo de endurecimiento combinado (5 = 0.3) calcularemos el esfuerzo y las
variables plésticas [62]. El estado de esfuerzos inicial y su desviador son

300 0 0
c=|0 0 0| MPa,
0 00
200 0 0
S=oc—0,I=|0 —100 0 MPa,

0 0 —100

con
1
Om = gtr(a) = 100 M Pa.

El tensor de deformaciones, considerando la influencia del coeficiente de Poisson (Aeq; =
0.1, Aegy = Aegz = —1/(0.1)), con su correspondiente desviador quedan definidos como

0.1 0 0
Ae=| 0 —0.02 0 ,

con
1
Ae,, = tr(Ae) = 0.02

Dado que el material inicialmente tiene un comportamiento eléstico, entonces "o = 0,
"e, =0,"n="5— "a="5. Calculando el esfuerzo de prueba

200 0 0 008 0 0
trp =G =184+ 2ue,=| 0 =100 0 |+2(1000)| 0 —0.04 0
0 0 —100 0 0 —0.04
360 0 0

con norma ||"n|| = 180v/6 M Pa, con lo que podemos determinar el tensor unitario
N 2 0 0
n 1
N = =— |0 -1 0
tr
I'all V6 0 0 -1
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Ahora utilizamos el esfuerzo de prueba para evaluar la funcion de fluencia f("n,0%) y
determinar si el elemento permanece en el rango eléstico

2 2
£, 0%) = ||| — \/;a% — 180v/6 — \/;(300) — 195.96 > 0,

lo que implica que se presentardn deformaciones plasticas y es necesario determinar el paré-
metro de consistencia plastica (7 = 0.0948, ecuacion (158)) y actualizar el tensor de esfuerzos
("o, ecuacion (159)), el centroide de la superficie de fluencia ("*a, ecuacion (160)), y la
deformacion plastica ("™'e,, ecuacion (161))

"o =g+ D:Ae—2uyN,

300 0 O 240 0 O 154.808 0 0
"e=10 0 O0|+]0 0 0| — 0 —'74.404 0 ,
0 00 0 00 0 0 —74.404
385.2 0 0
ntig— | 0 774 0 |,
0 0 774
2
o =" a + gﬁHVN,
9 1 2 0 0 1.548 0 0
"o =0+ Z(0.3)(100)(0.0948) = [0 ~1 0 | = | 0 0774 0 |,
V6 0O 0 -1 0 0 —0.774

2
"Hep, =" ¢, + \/;7,

2
ntle, =0+ \/;(0.0948) = 0.0774,

como se puede observar debido a las deformaciones plésticas el tensor de esfuerzos ya no
es uniaxial.

V.3. FEM no lineal

Dependiendo del tipo de no linealidad el procedimiento de andlisis debe ser ajustado.
En este caso se considerard no linealidad en el material. De manera general, en un anélisis
estructural, las incognitas son los desplazamientos en los nodos y a diferencia de cuando
se tiene un comportamiento lineal, en este caso el procedimiento nos lleva a un sistema
de ecuaciones no lineales. Para resolver estos sistemas es necesario implementar un método
iterativo en los que el paso mas importante es determinar el incremento del desplazamiento
en cada iteracion para actualizar el desplazamiento total hasta lograr la convergencia. Para
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lograr la convergencia es necesario garantizar el equilibrio reduciendo la funcién residual a
una tolerancia aceptable. Las fuerzas externas aplicadas en los nodos deben ser iguales pero
en sentido opuesto a las fuerzas internas generadas por los esfuerzos producidos en el material.
La implementacion del FEM en sistemas no lineales se puede resumir de manera somera en
los siguientes pasos:

1. Inicia los datos para el primer valor de la carga. Estlabece Auy = 0.

2. Calcula el nuevo vector de fuerzas externas f1A

3. Calcula la matriz de rigideces [K], también conocida como matriz de rigideces tangente.
4. Hacer el ajuste tomando en cuenta los desplazamientos prescritos, si existiera alguno.

5. Resolver el sistema lineal [K]; duj1 = f552" — fines.

6. Una vez resuelto el sistema de ecuaciones para du;;i, actualizamos el vector de incre-
mento de desplazamientos para cada punto de integracion, Aujp; = Auj + dujig.

7. Calcular el vector de incremento de deformaciones Ag; ;11 para cada punto de integra-
cion a partir de Auj;.

8. Calcular el verctor de incremento de esfuerzo Ao; ;11 para cada punto de integracion a
partir de Aeg; 1.

9. Actualizar el valor del esfuerzo en cada punto de integracion, o; ;11 = 05 + Aoy ji1.
10. Actualizar las fuerzas internas fi j+1(0i j4+1)-

11. Revisar convergencia. Si || ffA — finj|| < 6, donde & representa la tolerancia especifi-
cada, debemos continuar con el siguiente incremento de carga. En caso de que no haya

convergencia es necesario repetir el procedimiento a partir del paso 3.

V.3.1. Meétodo de Newton-Raphson

Newton-Raphson es uno de los métodos mas utilizados para resolver sistemas de ecua-
ciones no lineales. En general, gran parte de los métodos de solucion funcionan proponiendo
una estimacion inicial u° y determinando un incremento Au para actualizar la aproximacion,
u’ + Au, de manera que se acerque a la solucion. El sistema de ecuaciones no lineales se re-
suelve aproximéandolo mediante un sistema de ecuaciones lineales con el que se determina el
incremento. El proceso se repite hasta que se obtiene una solucién satisfactoria, entendiendo
por esto, que no siempre se obtendra la solucion exacta, y en un gran nimero de casos se to-
mard como solucion aquella establecida mediante una tolerancia aceptable |62]. Supongamos
que proponemos una solucion u! para la iteracion 4, la iteracion ¢ + 1 puede ser aproximada
utilizando una aproximaciéon de primer orden de la serie de Taylor

Pu™) ~ Pu') + Ki(u') - Au’ = f (163)
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donde, K%(u’) = (%2)" es la matriz Jacobiana, también conocida en problemas de analisis
estructural como matriz de rigideces, o matriz de rigidez tangente. Ahora si reescribimos la

ecuacion (163) obtenemos

KiAu' = f — P(u'). (164)

La ecuacion anterior representa un sistema de ecuaciones no lineales dado que Kk depende
de u'. No debemos perder de vista que al resolver el sistema de ecuaciones lo que se obtiene
es un incremento, Au’, a la solucién u*' = u’ + Au’, v que el lado derecho de la ecuaciéon
(164) representa la diferencia entre las fuerzas aplicadas y las fuerzas internas, mejor conocido
como residual R,

R = f — P(u'"). (165)

En la mayoria de los casos no se obtendra la respuesta exacta del sistema, por lo que
siempre es necesario establecer una tolerancia que permita que la solucion, u‘*!, sea aceptada
como solucion cuando R sea menor al valor establecido. Para esto se establece un criterio
de convergencia normalizado definido por

n i+1\2
conv = M, (166)
+ Ej:l (fj)
v la solucién se obtiene cuando el pardmetro de convergencia, conv, se vuelve menor que la
tolerancia establecida. En problemas de analisis estructural, dada la relacion entre fuerzas,
esfuerzos y desplazamientos, también se puede utilizar un parametro de convergencia que
depende de los desplazamientos,

n i+1\2
conv = Zj:l,gAuj 2] : (167)
1+ Zj:l(Auj)Q

La Figura 39 muestra la representacion grafica del método de Newton-Raphson, en donde
se observa que para llegar a la solucion desde un desplazamiento u’ hasta un desplazamiento
u™ se requiere un total de n iteraciones, en donde en cada una de ellas es necesario calcular
la matriz de rigidez tangente K%, la cual representa la pendiente de la recta tangente para

el caso de sistemas con un grado de libertad.

Una de las complicaciones del método de Newton-Raphson es la necesidad de recalcular la
matriz de rigidez tangente (o matriz Jacobiana) en cada iteracion y posteriormente resolver
el sistema de ecuaciones para el incremento del desplazamiento. Una alternativa es utilizar
el método Newton-Raphson modificado en donde la matriz de rigidez tangente permanece
constante en cada iteracién o por un niimero determinado de ellas, y dado que el calculo de
la matriz Jacobiana es uno de los procesos mas costosos del método, el costo computacional
se reduce. La Figura 40 muestra la representacion grafica del método Newton-Raphson mo-
dificado. A diferencia de la Figura 39 se observa que la pendiente de la recta tangente, K.,
permanece constante en cada iteracion [62]. La Figura 41 muestra el diagrama de flujo del
método de Newton-Raphson.
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Figura 39: Método de Newton-Raphson (Tomado de Kim [62]).

Figura 40: Método de Newton-Raphson modificado (Adaptado de Kim [62]).
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Figura 41: Diagrama de flujo del método de Newton-Raphson [62].



Capitulo VI

Analisis estructural del alabe de una
turbina Francis 99

A continuacién se presenta la descripcion de las caracteristicas fisicas y mecanicas de los
modelos numeéricos desarrollados en la presente investigacion. Inicialmente se describen los
materiales implementados, caracteristicas geométricas, condiciones de frontera, y todos los
criterios y parametros que se consideraron en los analisis. En la segunda parte del capitulo
se muestran los resultados del analisis CFD y del analisis estructural de cada modelo.

VI1.1. Definicién del modelo numérico

Se construyeron tres modelos numéricos para el anélisis estructural:

1. Perfil hidrodinamico construido a partir de la extrusion de la seccion transversal del ala-
be de la turbina Francis 99. Modelado usando aleacién aluminio 5456 cuyas propiedades
estan definidas en la Tabla VI.1.

2. Perfil parametrizado a partir del alabe de la turbina Francis 99. Modelado usando
aleacion aluminio 5456 cuyas propiedades estan definidas en la Tabla VI.1.

3. Perfil parametrizado a partir del alabe de la turbina Francis 99. Modelado usando
aleacion aluminio 5456 cuyas propiedades estan definidas en la Tabla VI.2.

En las secciones subsecuentes se describen las caracteristicas especificas de cada modelo.

VI1.1.1. Materiales

Para el modelo computacional se consider6 la geometria parametrizada del dlabe de una
turbina Francis 99 hecha de aleacion de aluminio, con designacion técnica Aluminium 5456.
Las caracteristicas mecénicas del material fueron tomadas de Elsherif et al. [38] y se describen
en la tabla VI.1.
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Tabla VI.1: Propiedades mecanicas del material.

Propiedad Magnitud Unidades
Moddulo de elasticidad (E) 71000 MPa
Coeficiente de Poisson (v) 0.33

Densidad (p) 2770 kg/m?
Esfuerzo de fluencia (o) 280 MPa
Esfuerzo tltimo de tension (oy,) 310 MPa
Modulo volumeétrico (k) 69608 MPa
Modulo de rigidez al corte (G) 26692 MPa
Esfuerzo ultimo (o) 669 MPa

Los valores de la tabla VI.1 fueron implementados para los primeros modelos de prueba.
Posterior a esto, se realiz6 la prueba de traccion en dos probetas de aleacion de aluminio 5456
con la finalidad de determinar de manera mas precisa algunas de las propiedades mecéanicas
del material. Los resultados obtenidos se presentan en la tabla V1.2 (ver Apéndice A).

Tabla VI.2: Actualizacion de propiedades mecénicas del material, obtenidas con la prueba de
traccion.

Propiedad Magnitud Unidades
Modulo de elasticidad (E) 70000 MPa
Esfuerzo de fluencia (o) 248 MPa
Esfuerzo tltimo de tension (o) 377 MPa

VI.1.2. Caso de prueba

El primer caso de prueba consiste en la elaboraciéon de un modelo computacional que
intenta reproducir la prueba de laboratorio nombrada Hydrofoil Test Case (HTC) desarro-
llada por el Centro Hidroeléctrico de Noruega (NVKS). El experimento consiste en colocar
el alabe en una tuberia cerrada de seccion tranversal cuadrada con dimensiones interiores
de 0.15m x 0.15m (Figura 42a). El alabe incluido en el HTC tiene una geometria similar a
la de los 4labes divisores de la turbina Francis 99, con un espesor de 0.012 m y longitud de
0.25 m. En cuanto a las condiciones de frontera del adlabe, éste estd empotrado en las paredes
laterales de la tuberia (Figura 42b). Durante la prueba, la tuberia es inundada con agua y
posteriormente la velocidad del fluido es incrementada de manera lineal de 0 a 25 m/s en
intervalos de 5 m/s, de forma que el flujo impacta axialmente el borde de ataque del alabe
en todo momento [1].
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(a) Tuberia para la simulacion de la prueba (Tomado de [1]).

(b) Esquema del corte longitudinal de la tuberia.

Figura 42: Experimento, Hydrofoil Test Case.

Para el modelo numérico se tomaron las mismas condiciones de velocidad de flujo que
las de la prueba experimental. El experimento inicia con el flujo en reposo (velocidad inicial
igual a 0 m/s) y la velocidad del flujo se incrementa linealmente hasta alcanzar una velocidad
final de 25 m/s. El objetivo del modelo CFD es determinar la distribucion de presiones mé-
ximas sobre la superficie del alabe. Debido a que las dimensiones del 4labe no corresponden
con las de la tuberia de la prueba experimental, las dimensiones de la tuberia del modelo
computacional fueron ajustadas en funciéon de la geometria parametrizada del alabe. Inicial-
mente, se consideraron dos casos de estudio cuyas caracteristicas se presentan a continuacion:

» Modelo 1. Alabe con seccion transversal constante generado a partir de una extrusion
de la seccion transversal del &dlabe principal de la turbina Francis 99. Para este caso,
la tuberia se model6 con una longitud de 0.80 m y seccion transversal cuadrada de
0.15m x 0.15m (Figura 43a). Esta geometria es similar a la propuesta en el experimen-
to original.
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» Modelo 2. Alabe de una turbina Francis 99 cuya geometria fue creada mediante la
metodologia de parametrizacion descrita en el capitulo ITI. Debido a la complejidad de
la geometria del alabe y a la diferencia en las dimensiones con respecto a las del modelo
experimental, las dimensiones de la tuberia fueron ajustadas a 0.80 m de longitud, y
seccion transversal rectangular de 0.20m x 0.22m (Figura 43b).

El analisis CFD se realiz6 implementando el software KratosMultiphysics© desarrolla-
do por el Centro Internacional de Métodos Numéricos en Ingenierfa (CIMNE). Kratos es un
programa multifisica con la capacidad de realizar analisis de dindmica de fluidos, anélisis
estructurales, andlisis térmicos, analisis de interaccion fluido-estructura, etc. El software es-
ta enfocado en la implementacién de métodos numeéricos para la solucién de problemas en
diferentes ramas de la ingenierfa. Para ambos modelos se implement6 el modulo de flujo 3D
para generar la solucién numérica de las ecuaciones de Navier-Stokes utilizando el enfoque
monolitico en conjunto con el método de Bossak [107, 10, 52, 12]. Para la turbulencia se uso
el modelo de simulacion de grandes remolinos (LES) [111, 27, 28, 29]. Como interprete para
el pre y pos proceso se utilizo GiD Simulation v16.0.3 desarrollado por CIMNE [90]. Dado
que el volumen de ambos modelos es diferente se obtuvieron discretizaciones distintas. El
modelo 1 quedé discretizado en 22060 elementos triangulares y 54032 tetraedros, y el modelo
2 en 12026 elementos triangulares y 55950 tetraedros. Para ambos casos se utiliz6 el software
GiD Simulation.

La Figura 44 muestra las condiciones de frontera del modelo numérico. En ambos casos
se tomaron condiciones de no deslizamiento (No-slip) en las superficies de las paredes de la
tuberia y la superficie del dlabe, lo que equivale a considerar que el fluido no se desliza sobre la
pared de la tuberia ni sobre el dlabe, igualando la velocidad del fluido a la de las superficies
de contacto (velocidad = 0) [106, 77, 79]. En ambos modelos la tuberia esta inicialmente
vacia, el objetivo es hacer pasar el fluido a través de la misma, por lo que se define una de
las caras laterales como entrada y la otra como salida. Para estos modelos la entrada del
flujo se encuentra en la cara izquierda y la salida en la cara derecha de la tuberia, y al igual
que en el HTC la velocidad del flujo se incrementa de manera lineal de 0 m/s a 25 m/s.
Adicionalmente, en la salida de la tuberia se establece una condicién inicial de presion igual
a cero [80, 42, 79|.



(a) Modelo 1.

(b) Modelo 2.

Figura 43: Modelos para el andlisis CFD.

80



(a) Tuberia modelo 1.

(b) Tuberia modelo 2.

Figura 44: Condiciones de frontera del modelo CFD.
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VI1.1.3. Modelo FSI

El modelo de interaccion fluido-estructura se disenné como un caso de estudio adicional
para mejorar los resultados obtenidos del primer modelo de prueba (modelo 2). Las pro-
piedades mecanicas se tomaron de la Tabla VI.1 actualizando los correspondientes valores
obtenidos de la prueba de laboratorio (Tabla VI.2). Al igual que en los modelos anteriores,
el modelo FSI se analizé utilizando Kratos. El problema se resuelve por etapas, ya que se
tienen dos ecuaciones gobernantes: la ecuacién gobernante del problema de dinamica de flui-
dos, ecuacién de Navier-Stokes para fluidos incompresibles (ecuaciones (168) y (169)), y la
ecuacion gobernante del problema estructural (ecuacion (111)). Inicialmente se determina la
velocidad y la presion resolviendo la ecuacion de Navier-Stokes utilizando el método ALFE
(Arbitrary Lagrangian-Eulerian method [95, 18]), una vez obtenidas las presiones (F;) y las
componentes de la velocidad para el primer intervalo de tiempo éstas se utilizan para resol-
ver el problema mecanico, las presiones se utilizan como carga y con ello se determinan los
desplazamientos, deformaciones y esfuerzos. Al terminar esta etapa el tiempo se incrementa
y se vuelve a repetir el proceso. Esta descripcion de la metodologia es muy general ya que
cada paso del tiempo implica realizar n iteraciones

DV
T —~VP+ pg + uVv, (168)
y su correspondiente ecuaciéon de continuidad para fluidos incompresibles
ou Ov Ow
e | 169
o + oy * 0z ’ (169)

en donde V es el vector de velocidad, y u, v, w son sus componentes, P es la presion, p es la
densidad, g es la gravedad y p es la viscocidad cinematica.

Respecto a las condiciones de frontera, se consideraron las mismas que en la prueba
HTC. Las caras laterales del dlabe estan empotradas en las paredes de la tuberia, ademas,
se asignaron condisiones de no deslizamiento tanto en las paredes de la tuberia como en las
superficies del 4labe. En cuanto a las condiciones iniciales, se defini6 una presiéon de entrada
y salida igual a cero, y se estableci6 una funcién de velocidad para hacerla variar linealmente
de 0 m/s a 12.33 m/s (velocidad de operacion estandar, ver Tabla 11.2).

VI1.2. Resultados del analisis

VI.2.1. Resultados del analisis CFD, caso de prueba

De acuerdo con los resultados del analisis CFD se observa que las presiones maximas y
minimas se generan en el borde de ataque (LE) y borde de salida (TE) segun lo esperado.
Del modelo 1 podemos observar que las trayectorias de las particulas del flujo sufren cambios
de velocidad y direccién generados por la geometria del alabe, produciendo incrementos
en la velocidad del fluido en la cara de succion del dlabe (Figura 45a). Bajo las mismas
condiciones el modelo 2 exhibe un comportamiento diferente, las presiones extremas se siguen
generando en LE y TE, sin embargo, como era de esperarse las trayectorias de las particulas
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del flujo se ven fuertemente alteradas por la geometria del perfil produciéndose cambios
bruscos de direcciéon en la zona media del dlabe, los cuales estan directamente ralacionados con
la geometria menos hidrodinamica del perfil (Figura 45b). En la Tabla VI.3 podemos observar
las presiones maximas obtenidas en el hidrofoil test reportadas por el NVKS, estas presiones
fueron medidas en el LE. Con la finalidad de evitar cavitaciéon durante el hidrofoil test, se
estableci6 una presion inicial de 659.5 kPa, sin embargo, como nuestro modelo numérico no
incluye el efecto de cavitacion y el objetivo es determinar la distribuciéon de presiones maximas
a la velocidad de flujo maxima, se tomé una presion inicial igual a cero. De acuerdo con la
aparente similitud entre la geometria del modelo 1 y la del hydrofoil test se esperaba que
las presiones maximas fueran similares pero claramente se observa una marcada diferencia
generada por la condicion de presion inicial, no obstante, la presion maxima en el modelo 2
(773 kPa) solo difiere 2.7 % respecto a lo obtenido en el laboratorio (794.2 kPa) (ver Tabla
VI1.3). Es importante remarcar que nuestro caso de estudio se centra en el modelo 2 y que
el modelo 1 so6lo se disend para tener un parametro de referencia, ya que al ser un perfil
mas hidrodinidmico se espera que el comportamiento del mismo sea méas doécil, entendiendo
por docil que las presiones y esfuerzos en el dlabe sean menores y que las trayectoria de las
particulas del flujo sean mas uniformes, lo que corresponde con los resultados obtenidos.

Tabla VI.3: Presiones maximas en el borde de ataque.

Tiempo (s) Hydrofoil test Modelo 1 Modelo 2
(kPa) (kPa) (kPa)

0.0 659.5 0.0 0.0

1.0 666.8 13.5 31.7

1.6 675.2 31.1 80.0

2.0 683.7 46.6 123.7

3.0 710.0 974 278.5

4.0 747.3 163.9 504.5

5.0 794.2 244.7 773.0
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(a) Modelo 1.

(b) Modelo 2.

Figura 45: Trayectorias del flujo y distribucion de presiones maximas (Pa).

En la Figura 46 se muestra el patron de las trayectorias de velocidad de las particulas del
modelo 1. Se observa que se generan ligeros cambios en la trayectoria del flujo a partir de
que el mismo entra en contacto con el borde de ataque del perfil produciendo incremento en
la velocidad del fluido. En constraste con el modelo 1, debido a la curvatura pronunciada y
geometria mas compleja, en el modelo 2 se presentan cambios abruptos en las trayectorias de
velocidad del flujo, generando velocidades méximas en el borde de salida (Figura 47), esto es
consistente con lo observado en el comportamiento de alabes de turbinas reales.
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Figura 46: Campo de velocidades del flujo (m/s), modelo 1.
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(a) Cara de succion.

(b) Cara de presion.

Figura 47: Campo de velocidades del flujo (m/s), modelo 2.

Los resultados del CFD muestran una concentraciéon de presiones maximas en el borde de
ataque. En el modelo 1 la distribucion de presiones cambia de positiva (presién) en el LE a
negativas (succion) en el TE (Figure 48), mientras que en el modelo 2 se tiene practicamente
una cara del alabe a presion y la otra a succion (Figura 49) lo cual es congruente con los
resultados esperados.



(a) Cara superior.

(b) Cara inferior.

Figura 48: Distribucion de presiones (Pa), modelo 1.
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(a) Cara de succion.

(b) Cara de presion.

Figura 49: Distribucion de presiones (Pa), modelo 2.

VI1.2.2. Resultados del analisis estructural, caso de prueba

Las figuras 50a y 50b muestran un par de vistas de la malla utilizada para discretizar el
modelo 1 y las figuras 50c y 50d presentan las correspondientes al modelo 2. Ambas mallas
estan formadas por aproximadamente 70000 elementos tetraédricos. El analisis estructural se
realizo con el software KratosMultiphysics© bajo las consideraciones de la seccion VI.1 y
tomando como cargas la distribuciéon de presiones obtenidas en el andlisis CFD.
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(a) Modelo 1, vista 3D. (b) Modelo 1, plano x-y.

(¢) Modelo 2, vista 3D. (d) Modelo 2, plano x-y.

Figura 50: Malla del modelo estructural.

El anélisis estructural se realiz6 de manera independiente del anélisis CFD. Para econo-
mizar el costo computacional el problema se trabajé como un caso desacoplado. Como primer
paso se resolvié el problema dindmico con el que se obtuvo la distribucién de presiones sobre
la superficie del alabe, y posteriormente esta distribuciéon se utilizé como valores de entrada
en el analisis estructural.

Entre los resultados obtenidos del anéalisis se muestra el esfuerzo de Von Mises que repre-
senta una energia de distorsion y es una medida escalar que se deriva del tensor de esfuerzos
de Cauchy. El esfuerzo de Von Mises representa el limite de fluencia en materiales ductiles y
se obtiene a partir de

Oom = Oe (170)

donde, o,,, es el esfuerzo de Von Mises y o, es el esfuerzo equivalente previamente definido
en la seccion V.2.1.1. Cuando o,,, < 0, el material tiene un comportamiento elastico, y para
Oum > 0y se considera que el material fluye y se generan deformaciones plasticas |91, 109].
Para describir el estado de esfuerzos en cualquier punto sobre el alabe utilizaremos el tensor
de esfuerzos de Cauchy, el cual es un tensor de segundo orden que representa los esfuerzos
cortantes y normales que actuan sobre las caras de cualquier elemento finito que conforme el
alabe. El tensor estd definido como

Oz Toy Tzz
0= |Tyz Oyy Tyz|; (171)
Tze Tzy Ozz
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y a partir de éste se determinan los esfuerzos principales utilizando la ecuacion caracteristica

det(o — A1) =0 (172)

donde, 1 representa el tensor identidad, y A es el vector solucién que contiene los esfuer-
zos principales, o; > 0; > 0,4, que representan los esfuerzos normales maximos y minimos
actuantes sobre cualquier elemento finito en un plano de esfuerzo axial puro. Estos valores
extremos nos sirven de parametro para determinar si se excede el esfuerzo dltimo del mate-
rial, produciendo una falla local [75, 49, 13]. Para verificar las deformaciones determinaremos
el tensor de deformaciones de Green-Lagrange, E, que nos ayuda a definir el estado de defor-
maciones de estructuras flexibles, principalmente cuando éstas presentan un comportamiento
no lineal. Este tensor de segundo orden mide el cambio de longitud y la rotacion de una
configuracion deformada respecto a la original describiendo deformaciones finitas [49, 13|, y
se determina a partir de

E = %(FTF —1) (173)

con F definido como el gradiente del tensor de deformaciones F = V{u}.

En las Figuras 51 a 60 se muestran los resultados del andlisis estructural obtenidos para
los modelos 1 y 2. Las Figuras 52 y 54 presentan el estado de esfuerzos principales de Cauchy
para ambos modelos, y por su parte en las Figuras 51 y 53 se muestra el tensor de esfuerzos
de Cauchy correspondientes. Para todos los casos se observa que existe una concentracion
de esfuerzos en el borde de ataque y de salida, con un esfuerzo méximo de 92.66 MPa para
el modelo 1, y 340.60 MPa para el modelo 2, y minimos de —181.36 MPa y —656.07 MPa,
respectivamente. De estos resultados podemos resaltar que los esfuerzos maximos y minimos
generados en el modelo 1 son menores al esfuerzo de fluencia por lo que el material permanece
en el rango elastico. Sin embargo, en el modelo 2, los valores extremos del esfuerzo sobrepasan
el punto de fluencia exhibiendo un comportamiento plastico y alcanzando magnitudes cerca-
nas al esfuerzo tltimo. La diferencia obtenida en los esfuerzos es congruente con la diferencia
de presiones reportadas en el anélisis CFD, se observa una clara relacion entre las magnitudes
de los esfuerzos y la complejidad de la geometria.



(a) Sez (b) Sxy
(c) Szz (d) Syy
(e) Syz. (f) S,..

Figura 51: Tensor de esfuerzos de Cauchy (Pa), modelo 1.
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(c) Siii-

Figura 52: Estado de esfuerzos principales de Cauchy (Pa), modelo 1.

92



(a«) Saz (b) Swy
(c) Sz- (d) Syy
(e) Syz~ (f) Szz-

Figura 53: Tensor de esfuerzos de Cauchy (Pa), modelo 2.
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Figura 54: Estado de esfuerzos principales de Cauchy (Pa), modelo 2.

94



95

El tensor de deformaciones de Green-Lagrange (Figures 55 y 56) y el estado de deforma-
ciones principales de Green-Lagrange (Figures 57 y 58) muestran una distribucion de valores
méaximos similar a la obtenida en la distribucion de esfuerzos de Cauchy, con deformaciones
absolutas maximas de 2.2734 x 1072 % para el modelo 1, y 1.7484 x 1072 % para el modelo
2. Ambos maximos se presentan en el TE. Se observa que las deformaciones obtenidas en el
modelo 1 nos sugieren un comportamiento elastico, mientras que las deformaciones maximas
del modelo 2 indican un comportamiento plastico, y sus valores extremos senalan la posibi-
lidad de que se presenten fallas locales en el elemento ya que exceden la deformaciéon tltima
reportada para aleaciones de aluminio (0.012 — 0.015 %) [51, 78].

(a) Sez (b) Sxy
(¢) Sz (d) Syy
(e) Syz. (f) S...

Figura 55: Tensor de deformaciones de Green-Lagrange, modelo 1.
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(a) Sez (b) Swy
(c) Sz- (d) Syy
(e) SyZ' (f) Szz-

Figura 56: Tensor de deformaciones de Green-Lagrange, modelo 2.

Las Figuras 59a y 59b muestran el estado de esfuerzos de Von Mises y la distribucion
de desplazamientos para el modelo 1, respectivamente. El maximo esfuerzo en el dlabe es
de 169.80 MPa, y una deformacién méxima de 4.36 x 10~* m. En las Figuras 60a y 60b se
observan los resultados correspondientes al estado de esfuerzos de Von Mises y distribuciéon
de deformaciones del modelo 2. En este caso los esfuerzos maximos son iguales al esfuerzo de
fluencia del material, 280 MPa; v la deformaciéon maxima en el perfil es 1.317 x 1073 m.



Figura 57: Estado de deformaciones principales de Green-Lagrange, modelo 1.
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Figura 58: Estado de deformaciones principales de Green-Lagrange, modelo 2.

98



(a) Omaz (Pa).

(b) Az (m) .

Figura 59: Estado de esfuerzos de Von Mises y deformaciones maximas, modelo 1.

(a) Omax (Pa) modelo 1.

(b) Amaz (m) modelo 2.

Figura 60: Estado de esfuerzos de Von Mises y deformaciones maximas, modelo 2.
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VI1.2.3. Resultados del analisis FSI

Como se mencion6 anteriormente el analisis FSI se resuelve en etapas. Para cada inter-
valo de tiempo primero se resuelve el problema de dindmica de fluidos para determinar las
componentes del vector de velocidad y la presién, y posteriormente usar las presiones como
cargas para realizar el andlisis estructural. En las Figuras 46 y 47 se presentan el campo de
velocidades del flujo y las trayectorias de las particulas, respectivamenete. Se observa que las
trayectorias del flujo se ven fuertemente alteradas por la geometria del perfil produciéndose
cambios bruscos de direcciéon del fluido en la zona media del alabe, los cuales estan directa-
mente ralacionados con la geometria compleja del perfil. Ademas, al analizar los resultados,
estos muestran congruencia con los obtenidos en el andlisis CFD del modelo 2.

Figura 61: Campo de velocidades del flujo (m/s).
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Figura 62: Patron de trayectorias del flujo, modelo FSI.

De acuerdo con los resultados del analisis CFD se observa que las presiones maximas y
minimas se generan en el borde de ataque (LE) y borde de salida (TE) (Figure 63). Asimis-
mo, se puede identificar una clara similitud entre los patrones de la distribucién de presiones
del anélisis CFD realizado en el modelo FSI y el del problema desacoplado para el modelo 2.
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Figura 63: Distribucion de presiones (Pa), modelo FSI.

En las Figuras 64 a 68 se muestran los resultados del andlisis estructural obtenidos con
el modelo FSI. La Figura 64 muestra los resultados del tensor de esfuerzos de Cauchy para
el modelo FSI, se observa que existe una clara concentracion de esfuerzos en el borde de
salida del dlabe, zona en la cual cominmente se presentan danos estructurales en alabes de
turbinas. Por su parte, la Figura 65 presenta el estado de esfuerzos principales de Cauchy
correspondiente, con esfuerzo maximo de 161 MPa, y minimo de —29.9 MPa. De estos re-
sultados podemos resaltar que los esfuerzos maximos y minimos son menores al esfuerzo de
fluencia por lo que el material permanece en el rango elastico. También se observa que la dis-
tribucion de esfuerzos es congruente con la distribucion de preiones reportadas en el anélisis
CFD y los resultados previamente presentados.
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(a) Sez (b) Sxy
(¢c) Szs- (d) Syy-
(e) Sy-. (f) S...

Figura 64: Tensor de esfuerzos de Cauchy (Pa), modelo FSI.
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Figura 65: Estado de esfuerzos principales de Cauchy (Pa), modelo FSI.

En correspondencia con los resultados previos, se observa que en el tensor de deforma-
ciones de Green-Lagrange (Figura 66) existe una concentracion de deformaciones en el TE.
Asimismo, el estado de deformaciones principales (Figura 67) nos muestra las deformaciones
méaxima de 1.88 x 1073 % y minima de —5.84 x 107* %, las cuales se encuentran por debajo
de los limites en los cuales un material como el aluminio deja de tener un comportamiento
elastico (alrededor de 5.0 x 1073 % promedio para aleaciones de aluminio [51, 78|). Ambos
valores extremos se presentan en el TE del alabe.
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(a) Sez (b) SM/
(c) Sz- (d) Syy
(e) Syz~ (f) Szz-

Figura 66: Tensor de deformaciones de Green-Lagrange, modelo FSI.
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Figura 67: Estado de deformaciones principales de Green-Lagrange, modelo FSI.

Las Figuras 68a y 68b muestran el estado de esfuerzos de Von Mises y la distribucion de
desplazamientos para el modelo FSI, respectivamente. El esfuerzo de Von Mises maximo en
el alabe es de 0,,, = 119 M Pa < o, = 248 M Pa, lo que nos indica que el comportamiento
del alabe es elastico. Los desplazamientos maximos se localizan en el borde de salida, con un
maximo de 1.78 x 107* m. Ademaés, se observa que existe una concrentracién de deforma-
ciones en el TE, considerada la zona mas flexible del dlabe debido a la reduccion de espesor
del mismo. Estos resultados muestran congruencia con los previamente presentados para el
modelo 2.
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(a) Omar (Pa) modelo FSIL.

(b) Apgz (m) modelo FSI.

Figura 68: Estado de esfuerzos de Von Mises y desplazamientos maximos, modelo FSI.



Capitulo VII

Conclusiones

La presente investigacion se enfoc6 en mostrar la implementacion de la metodologia de
aproximacién por secciones usando polinomios de Bernstein para la parametrizacion de for-
mas geométricas complejas, y en particular de alabes de turbinas. Se ha demostrado que con
el uso de polinomios de Bernstein a trozos como base fundamental para reconstruccion de la
geometria de alabes de turbinas Francis se puede llevar a cabo parametrizaciones precisas.
Los polinomios de Bernstein muestran ser una opciéon viable y adecuada, relativamente facil
de implementar. Los resultados obtenidos son muy satisfactorios, y la versatilidad con la que
los polinomios se adaptan a la geometria compleja sugiere que esta metodologia puede ser
implementada para parametrizar alabes de diferentes tipos de turbina, hélices o cualquier
otra geometria compleja.

Una vez generada la geometria del alabe, la siguiente tarea fue comprobar su integridad
estructural en condiciones de prueba estandar. Se desarrollaron 3 modelos de prueba, los mo-
delos 1 y 2 se modelaron utilizando anélisis por etapas; la etapa 1 que consiste en el anélisis
de dinamica de fluidos computacional, y la etapa 2 del analisis estructural. La simulacién de
la dindmica de fluidos desarrollada mostroé que el cambio de gradiente de velocidad causado
por la geometria compleja del modelo 2 (que representa la forma de un alabe Francis real),
aument6 la presion, las tensiones y la deformaciéon en su superficie en comparacion con las
de modelo 1. Los resultados muestran que existe una gran sensibilidad en los resultados del
CFD respecto a la geometria del elemento. Como se esperaba, el analisis estructural muestra
una concentracion de esfuerzos en el TE para ambos modelos. Ademés, debe tenerse en cuen-
ta que estos valores exceden el limite elastico de la aleacion de aluminio considerada para
las simulaciones, lo cual justifica la implementacion del modelo plastico. Sin embargo, estos
valores se encuentran dentro del limite dado por la resistencia tltima, de acuerdo con las
caracteristicas del material utilizado en ambos modelos. También se observd que los valores
maximos de deformaciéon se alcanzan en el TE, lo que es consistente con el dano observado
en alabes reales. Los resultados del anélisis de los modelos 1 y 2 nos dan una idea de la
capacidad dltima del perfil, aunque inicialmente no fueron disenados con ese proposito.

El modelo 3 se realiz6 utilizando un anéalisis de interacciéon fluido-estructura, y se modifi-
caron las propiedades del material, de acuerdo con los resultados experimentales, asi como la
velocidad maxima del flujo, con la finalidad de representar de manera mas adecuada el com-
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portamiento mecanico del material y sus condiciones de operaciéon estandar. Los resultados
obtenidos del modelo 3 (presiones, esfuerzos, deformaciones y desplazamientos), muestran
que cuando el alabe trabaja en condiciones de operaciéon estandar el material tiene un com-
portamiento elastico lineal, lo cual es ideal para garantizar el funcionamiento estructural de
la turbina por un elevado niimero de ciclos de vida. Las distribuciones de presiones, esfuerzos,
deformaciones y desplazamientos obtenidas en el analisis FSI muestran correspondencia con
lo presentado en el modelo 2. Las distribuciones exhiben una concentraciéon de acciones y
efectos maximos en el borde de salida, zona en la que suelen presentarse danos estructurales
en alabes reales. Estos resultados alentadores sirven como parametros para validar los mo-
delos numeéricos.

La vision general del desempenio de los modelos describe una adecuada reconstruccion
de la geometria utilizando la reparametrizacion propuesta, que, dada la versatilidad de la
técnica de interpolacion aplicada, se convierte en una metodologia prometedora incluso para
tareas mas desafiantes, como la potenciaciéon de toda la turbina. Sin embargo, debido a la
compleja dindmica de las turboméaquinas, aiin es necesario realizar varios estudios del rodete
completo para su eventual fabricacion.

Por su parte, los resultados del analisis estructural mostraron que el comportamiento del
alabe es elastico lineal para condiciones de operacién estandar, lo que sugiere que estructural-
mente el dlabe es adecuado para utilizarse en la turbina. Aunque los resultados son positivos,
estos analisis no son totalmente concluyentes, son sélo una estimacion inicial de lo que espera-
mos sea el comportamiento del dlabe en la turbina. Como futuro proyecto de investigaciéon se
analizard el caso de un anélisis FSI del rodete completo en condiciones de operaciéon estandar.
Es importante remarcar que el anélisis estructural es s6lo una de las etapas de un proceso
de diseno que involucran el disefio de la geometria (proceso de parametrizacion), el andlisis
estructural, el andlisis de eficiencia, y que culmina con el diseno de un proceso constructivo.
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Apéndice A
Prueba de tension

Para actualizar el modelo estructural se realizo un ensayo mecanico (prueba de traccion)
en dos probetas de aleacion de aluminio 5456 con la finalidad de obtener propiedades mecéani-
cas del material. Ambas probetas tienen una longitud de 17.8 cm, ancho de 2.0 cm y espesor
de 0.622 cm. La Figura 69 nos muestra una representacion grafica de la probeta. Entre los
resultados obtenidos destacan: modulo de elasticidad, £ = 70 GPa, esfuerzo de fluencia,
F, = 248 MPa, y esfuerzo ultimo, F,, = 377 MPa, los cuales se presentan en el informe de la
Figura 71. Los resultados que se obtuvieron difieren un poco de los valores utilizados en los
modelos 1y 2. Estos datos se implementaron para actualizar el modelo FSI y obtener nuevos
resultados (ver la seccion VI.2.3).

Figura 69: Esquema de probeta para prueba de traccion.

La Figura 70 muestra la maquina universal de ensayos ZwickRoell en la cual se realiz6
la prueba de tracciéon y las probetas al momento del experimento, ademaés, se incluye una
imagen de la falla de una de las probetas, en donde se observa que la falla ocurre a un
plano de 45°, lo que indica que esta ocurre debido al esfuerzo cortante producida por la
carga de tension sobre el elemento. A continuaciéon se incluyen los enlaces en donde se pue-
de observar el video de ambas pruebas experimentales: Prueba de traccién, probeta 1;
Prueba de traccién, probeta 2.



https://drive.google.com/file/d/1WxFQeVzb07eipdNOqW2DZEWE2C0bjMYS/view?usp=drive_link
https://drive.google.com/file/d/1XX8wPhDkjRfg_vgEKXr5PPID_r8ttfbd/view?usp=drive_link
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(a) Maquina universal. (b) Probeta A.

(c) Probeta B. (d) Falla de probeta.

Figura 70: Prueba de traccion.
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