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La aplicación de Wahl para la normalización de
curvas nodales en superficies de Hirzebruch

Miguel Ángel Guerrero Castillo

Resumen

En este trabajo se estudia la aplicación de Wahl para la normalización de
curvas nodales en superficies de Hirzebruch. Se calcula en distintas situacio-
nes el corango de la aplicación de Wahl mediante diagramas conmutativos,
ampliando la comprensión de su estructura geométrica y algebraica. Con
estos resultados, bajo ciertas condiciones, se demuestra que una curva δ-
nodal en una superficie de Hirzebruch Fn no puede estar en otra superficie
de Hirzebruch Fm, como curva δ-nodal, para n ̸= m.

Palabras Clave: Aplicación de Wahl, curvas nodales, superficies de Hirze-
bruch, aplicaciones Gaussianas, derivación de secciones globales.

Abstract

This work studies the Wahl map for the normalization of nodal curves on
Hirzebruch surfaces. We compute the corank of the Wahl map in different
situations by using commutative diagrams, enhancing the understanding of
their geometric and algebraic structure. Using these results, under certain
conditions, it is shown that a δ-nodal curve on one Hirzebruch surface Fn

cannot exist inside a Hirzebruch surface Fm, as δ-nodal curve, for n ̸= m.

Keywords: Wahl map, nodal curves, Hirzebruch surfaces, Gaussian map,
differential of global sections.
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Introducción

El estudio de las aplicaciones Gaussianas en el contexto de curvas algebraicas cons-
tituye una herramienta fundamental para comprender la geometría de dichas curvas.
Estas aplicaciones permiten analizar la forma en que una curva se inserta en un es-
pacio proyectivo y proporcionan información relevante sobre sus deformaciones dentro
del espacio ambiente.

Sea C una curva proyectiva suave definida sobre C, y sean L y M haces lineales
sobre C. Las secciones globales de estos haces forman espacios vectoriales H0(C,L) y
H0(C,M), cuya multiplicación induce el morfismo

H0(C,L) ⊗H0(C,M) −→ H0(C,L⊗M),

cuyo núcleo se denota por R(L,M). A partir de este núcleo se define la aplicación
Gaussiana

ΦL,M : R(L,M) −→ H0(C,Ω1
C ⊗ L⊗M),

mediante la regla ΦL,M(σ ⊗ τ) = dσ ⊗ τ − σ ⊗ dτ, donde d es la diferencial de una
sección y de forma local se calcula mediante un parámetro local sobre la curva. En el
caso particular L = M , la aplicación Gaussiana puede interpretarse como un morfismo

ΦL : Λ2H0(C,L) −→ H0(Ω1
C ⊗ L2).

Cuando L = Ω1
C , el morfismo resultante ΦΩ1

C
recibe el nombre de aplicación de Wahl

asociada a la curva C.

Geométricamente, esta construcción posee una interpretación natural. La aplicación
Gaussiana corresponde al morfismo inducido en secciones globales por la aplicación de
Gauss asociado al morfismo

ϕL : C −→ P(H0(C,L)∗),

determinado por el sistema lineal completo |L|. Cuando dicho sistema es libre de pun-
tos base, el morfismo ϕL define un morfismo bien definido de la curva en el espacio
proyectivo. De este modo, el estudio de las aplicaciones Gaussianas no solo reviste
interés algebraico, sino que también ofrece una interpretación geométrica, al propor-
cionar información sobre las deformaciones de la curva en su espacio ambiente y sobre
la estructura del haz cotangente Ω1

C .
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La aplicación de Wahl ha sido objeto de estudio por diversos autores, debido a
su estrecha relación con las propiedades de deformación y extensión de la curva en
su inmersión canónica. Entre los resultados más notables se encuentra un teorema de
Jonathan Wahl, quien demostró que si C es una sección hiperplana de una superficie
K3, entonces la aplicación ΦΩ1

C
no es sobreyectiva. En reconocimiento a estas contri-

buciones, la aplicación Gaussiana ΦΩ1
C

es llamada la aplicación de Wahl, y es denotada
solamente por Φ

C̃
.

El objetivo de esta tesis es estudiar la aplicación de Wahl para ciertas familias de
curvas que yacen en ciertas superficies, en particular en familias de curvas que vienen
de normalizaciones de curvas nodales en superficies regladas racionales conocidas como
superficies de Hirzebruch.

Este escrito esta organizado de la siguiente forma:
En el Capítulo 1 abordamos la construcción de las aplicaciones Gaussianas y de la
aplicación de Wahl, así como las generalidades y primeras propiedades de estos mor-
fismos. También presentamos los trabajos de Wahl, Ciliberto, López, Miranda, Arba-
rello, Bruno, Sernesi, entre otros autores, quienes han estudiado la aplicación de Wahl
en distintos contextos, así como algunos trabajos recientes dedicados al estudio de la
contraparte al teorema de Wahl.

A lo largo del Capítulo 2 se desarrollan las definiciones y propiedades fundamentales
de las superficies de Hirzebruch, con el objetivo de comprender los espacios ambiente
en los que se encuentran las familias de curvas que serán objeto de estudio.

El Capítulo 3 está dedicado al análisis del papel que desempeñan las diferenciales
con polos logarítmicos en el estudio de las aplicaciones Gaussianas y, en particular, en
el análisis de la aplicación de Wahl.

La parte central de esta tesis corresponde al Capítulo 4, en el cual se calcula el co-
rango de la aplicación de Wahl para la normalización de curvas nodales en superficies
de Hirzebruch. Para ello, se utiliza un diagrama conmutativo en el que interviene la
aplicación de Wahl, además de la gavillas de ideales, las gavillas de imágenes directas
superiores. En este contexto, el corango de dicha aplicación se obtiene como el corango
de una composición de dos morfismos que aparecen en el diagrama; demostramos la
sobreyectividad de uno de ellos y calculamos el corango del segundo.

Sea n ∈ Z⩾0. Consideremos la n−ésima superficie de Hirzebruch Fn y sean C0 y F
los generadores de Pic(Fn). Los principales resultados de este trabajo son los siguientes:

Teorema A. Sean p1, . . . , pδ puntos distintos en Fn tales que para cada j, pj /∈ C0,
y para todos i, j ∈ {1, . . . , δ}, pi y pj no están en la misma fibra de la fibración que
admite Fn, π1 : Fn → P1. Supongamos que C es una curva nodal en Fn en el sistema
lineal |D|, con D linealmente equivalente a aC0 + bF con a, b enteros positivos.
Sea X = BlZFn, donde Z = {p1, . . . , pδ} son los nodos de C, como sus únicas sin-
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gularidades. Sea C̃ la normalización de C. Supongamos que a ⩾ máx{6, δ + 2} y
b ⩾ máx{(a+ 7)n, (a− 1)n+ δ + 2, 6δ − 3n+ 3}. Entonces el corango de la aplicación
de Wahl para C̃ es

corank Φ
C̃

= dimH0(Fn,OFn(−KFn)) =
9, si n ≤ 2,
n+ 6, si n ≥ 3.

Teorema B. Sea p un punto en Fn. Supongamos que C es una curva nodal en Fn, con
un nodo en p y no otras singularidades, y linealmente equivalente a aC0 + bF con a, b
enteros positivos. Sea X = BlpFn, y sea C̃ la normalización de C. Si p /∈ C0, a ≥ 6 y
b ≥ máx{an+ 3, (a− 2)n+ 6}, entonces:

corank Φ
C̃

=
9, si n ≤ 2,
n+ 6, si n ≥ 3.

Como aplicación de estos resultados enunciamos lo siguiente.

Teorema C. Supóngase que a ⩾ 6 y b ⩾ máx{(a− 2)n+ 6, an+ 3}. Sea C ⊂ Fn una
curva δ-nodal cuyo punto singular no se encuentra en la sección negativa, y tal que C
es linealmente equivalente a aC0 + bF . Entonces C no puede estar en otra superficie
de Hirzebruch Fm, como curva δ−nodal, para m ̸= n y m ⩾ 4.

El último capítulo está dirigido a estudiar el espacio moduli de curvas suaves de
género g Mg a partir de la aplicación de Wahl, como motivación para futuras pregun-
tas. En particular, sobre la estratificación de Mg por el corango de la aplicación de
Wahl. En este capítulo abordamos el morfismo al moduli con el fin de establecer cotas
inferiores para las dimensiones de los distintos estratos del locus de Wahl Wg ⊂ Mg

definido como el locus de curvas en Mg cuya aplicación de Wahl no es sobreyectiva.

viii



Capítulo 1

Generalidades de la aplicación de
Wahl

Existen varias maneras de llegar a la aplicación de Wahl, una de ellas es considerar las
aplicaciones Gaussianas como lo hace Wahl en [28] y otra a partir de definir la diferencial
de una sección global como lo hace Miranda en [21]. En este capítulo estudiaremos
ambas construcciones, además de ciertas interpretaciones de la aplicación de Wahl.

1.1 Aplicaciones Gaussianas
Sean L y M dos haces lineales en una variedad proyectiva suave X sobre un campo
algebraicamente cerrado k (trabajaremos sobre k = C). Consideremos

µL,M : H0(X,L) ⊗H0(X,M) → H0(X,L⊗M) (1.1.1)

la aplicación multiplicación de secciones globales. Si denotamos por R(L,M) := ker(µL,M),
entonces la aplicación Gaussiana

ΦL,M : R(L,M) → H0(X,Ω1
X ⊗ L⊗M), (1.1.2)

se define de manera local: sean α ∈ R(L,M) y U ⊂ X un abierto tal que se tiene una
trivialización local para L y M , entonces consideremos s el generador de las secciones
de L restringidas en U y t el generador de las secciones de M restringidas en U . Puesto
que α puede expresarse como ∑i li⊗mi, se tiene que, localmente en U , existen funciones
holomorfas fi y gi tales que li = fis y mi = git y por lo tanto definimos localmente

ΦL,M(α) =
∑

i

(fidgi − gidfi)s⊗ t ∈ H0(U,Ω1
X ⊗ L⊗M), (1.1.3)

donde Ω1
X es el haz cotangente de X.

Proposición 1.1.4. El morfismo ΦL,M está bien definido.

Demostración. Probaremos que la definición en (1.1.3) es independiente de la elección
de la trivialización local. Sean s̃ y t̃ otros generadores de las secciones de L y M
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Aplicaciones Gaussianas

restringidas a U respectivamente, entonces s̃ = u−1s y t̃ = v−1t con u y v unidades en
el anillo de funciones holomorfas en U . Por lo que li = f̃is̃ y mi = g̃it̃, donde f̃i = ufi

y g̃i = vgi, entonces∑
i

(f̃idg̃i − g̃idf̃i)s̃⊗ t̃ =
∑

uv(fidgi − gidfi)u−1v−1s⊗ t+
∑

(ufigidv − vgifidu)s⊗ t.

(1.1.5)
Puesto que ∑i figi = 0, entonces la expresión anterior es igual a ΦL,M(α). Se sigue que
ΦL,M(α) es independiente de la elección de la trivialización para cada U abierto de X,
y por lo tanto da un elemento global en H0(X,Ω1

X ⊗ L⊗M) bien definido.
Falta verificar que ΦL,M es una aplicación k−lineal. Las propiedades de aditividad y
multiplicación por escalar se siguen directamente de la linealidad de la derivada y el
producto tensorial. Por lo tanto, solo resta comprobar que, si α = ∑

i li ⊗ mi = 0,
entonces ΦL,M(α) = 0: consideremos una base {nj}j∈J de H0(X,M). Existen escalares
βi,j tales que mi = ∑

j βijnj, y además la hipótesis nos implica que ∑i βijli = 0 para
cada j.
Podemos expresar cada nj localmente, en un abierto U ⊂ X, como nj = cjt, donde
t es el generador y cj es una función holomorfa en U . Dado que li = fis y mi = git,
entonces gi = ∑

j βijcj y ∑i βijfi = 0 para todo j. Por consiguiente,∑
i

fidgi − gidfi =
∑
i,j

fiβijdcj −
∑
i,j

βijcjdfi. (1.1.6)

Como para cada j se cumple que ∑i βijfi = 0, también se sigue que ∑i βijdfi = 0. De
aquí resulta que la expresión anterior se anula y, por tanto ΦL,M(α) = 0.

■

Una de las propiedades importantes de estas aplicaciones Gaussianas es la siguiente.
Si h : Y → X es un morfismo regular entre variedades proyectivas suaves y tenemos
haces lineales L y M sobre X, entonces existe un diagrama conmutativo:

R(L,M) H0(X,Ω1
X ⊗ L⊗M)

R(h∗L, h∗M) H0(Y,Ω1
Y ⊗ h∗L⊗ h∗M).

(1.1.7)

Si N es un haz lineal invertible, entonces existe un diagrama conmutativo:

R(L,M) ⊗H0(X,N) H0(X,Ω1
X ⊗ L⊗M) ⊗H0(X,N)

R(L,M ⊗N) H0(Y,Ω1
X ⊗ L⊗M ⊗N).

(1.1.8)

Si L = M entonces R(L,L) = ker(S2H0(X,L) → H0(X,L ⊗ L)) ⊕ ∧2 H0(X,L),
y podemos identificar a ∧2 H0(X,L) como un subespacio de R(L,L) vía σ1 ∧ σ2 7→
1
2(σ1 ⊗ σ2 − σ2 ⊗ σ1). Puesto que ΦL,L se anula en el producto simétrico, entonces ΦL,L

queda definido por el siguiente morfismo
ΦL : ∧2 H0(X,L) −→ H0(X,Ω1

X ⊗ L⊗ L)
σ ∧ τ 7−→ σ dτ − τ dσ

(1.1.9)

2



Aplicaciones Gaussianas

este morfismo es llamado la aplicación Gaussiana1 para L en X.
Notemos que, en una trivialización local para L en un abierto U ⊂ X y generador
s, obtenemos que σ = fs y τ = gs con f y g funciones holomorfas en U . Por la
identificación σ ∧ τ 7→ 1

2(σ ⊗ τ − τ ⊗ σ), se obtiene que

ΦL,L

(
1
2(σ ⊗ τ − τ ⊗ σ)

)
= 1

2(fdg − gdf)s⊗ s− 1
2(gdf − fdg)s⊗ s

= (fdg − gdf)s⊗ s = ΦL(σ ∧ τ).
(1.1.10)

Para otra descripción, denotemos por

pi : X ×X −→ X, i = 1, 2, (1.1.11)

las proyecciones naturales, y por ∆ ⊂ X × X la diagonal. Sea I = I∆, la gavilla de
ideales de ∆ en X ×X y sean L y M haces lineales sobre X. Consideremos la sucesión
exacta

0 −→ I −→ OX×X −→ O∆ −→ 0. (1.1.12)
Tensorizamos esta sucesión con p∗1L⊗ p∗2M y obtenemos

0 −→ I ⊗ p∗1L⊗ p∗2M −→ p∗1L⊗ p∗2M −→ p∗1L⊗ p∗2M ⊗ O∆ −→ 0. (1.1.13)

Dado que p1|∆ = p2|∆ = idX , se tiene la identificación natural

p∗1L⊗ p∗2M ⊗ O∆ ≃ L⊗M, (1.1.14)

y la sucesión (1.1.13) queda como

0 −→ I ⊗ p∗1L⊗ p∗2M −→ p∗1L⊗ p∗2M −→ L⊗M −→ 0. (1.1.15)

Si aplicamos el funtor de secciones globales H0(X ×X,−) a esta sucesión, obtenemos
el morfismo

H0(X ×X, p∗1L⊗ p∗2M) −→ H0(X,L⊗M), (1.1.16)
que, bajo el isomorfismo

H0(X ×X, p∗1L⊗ p∗2M) ≃ H0(X,L) ⊗H0(X,M), (1.1.17)

se convierte en el morfismo multiplicación de secciones µL,M ,

H0(X,L) ⊗H0(X,M) −→ H0(X,L⊗M). (1.1.18)

Por consiguiente, el kernel de este morfismo es

R(L,M) ≃ H0(X ×X, I ⊗ p∗1L⊗ p∗2M). (1.1.19)
1El nombre Gaussiano se deriva del caso donde X es una curva y L es un haz muy amplio, en este

caso ΦL es el pull-back de las secciones hiperplanas del clásico mapeo de Gauss, después de componer
con el encaje de Plücker

3



Aplicaciones Gaussianas

El morfismo restricción I → I/I2 ≃ Ω1
X nos da el morfismo

H0(X ×X, I ⊗ p∗1L⊗ p∗2M) H0(X ×X, I/I2 ⊗ p∗1L⊗ p∗2M)

R(L,M) H0(X,Ω1
X ⊗ L⊗M)

(1.1.20)

y este morfismo es ΦL,M . Por lo tanto, tenemos la siguiente observación.

Observación 1.1.21. Si H1(X×X, I2⊗p∗1L⊗p∗2M) = 0 entonces ΦL,M es sobreyectivo.

Para el caso cuando X es una variedad proyectiva suave de dimensión uno, existe
otra forma de llegar a la definición de las aplicaciones Gaussianas, esta construcción
corresponde a Rick Miranda en [21]. Para esto, consideremos una curva suave C, un
punto p de C y σ una sección holomorfa en p de un haz lineal L sobre C. Sea z una
carta coordenada local en un punto p ∈ C y e una sección local de trivialización de L
en un entorno de p. Entonces, toda sección local σ de L puede escribirse como

σ = f(z) · e,

donde f es una función holomorfa en un entorno de p. Si definimos formalmente

dσ := f ′(z) e · dz,

obtenemos una sección de L ⊗ Ω1
C . Sin embargo, esta definición no está bien definida

globalmente, pues depende de la elección de la trivialización local. En efecto, si tomamos
otra sección trivializadora ẽ, se cumple que

e = g(z) ẽ,

donde g(z) es una función holomorfa no nula. Entonces,

dσ = [f(z)g′(z) + f ′(z)g(z)] ẽ · dz

= f ′(z) e · dz + g′(z)
g(z) f(z) e · dz.

Por tanto, dσ varía con la trivialización elegida y no define de manera intrínseca una
sección global de L ⊗ Ω1

C . Mediante una diferencia adecuada podemos cancelar estos
términos de error, para esto debemos considerar dos secciones globales: esto es, si σ1 y
σ2 son dos secciones de L tales que σ1 = f1(z) · e y σ2 = f2(z) · e entonces la expresión
σ1 ⊗ dσ2 − dσ1 ⊗ σ2 localmente es

[f1(z)f ′2(z) − f2(z)f ′1(z)] · e · e · dz. (1.1.22)

Se tiene que esta diferencia está bien definida y no depende de la elección de la sección
de trivialización local que se tome. En efecto, consideremos otra sección de trivialización

4



Aplicaciones Gaussianas

local ẽ tal que e = g(z)ẽ entonces

σ1 ⊗ dσ2 − dσ1 ⊗ σ2 = σ1 ⊗ (f ′2(z)g(z) + f2(z)g′(z)) · ẽ · dz
−(f ′1(z)g(z) + f1(z)g′(z)) · ẽ · dz ⊗ σ2

= σ1 ⊗ (f ′2(z) · e · dz + σ2
g′(z)
g(z) dz)

−(f ′1(z) · e · dz + σ1
g′(z)
g(z) dz) ⊗ σ2

= σ1 ⊗ (f ′2(z) · e · dz) − (f ′1(z) · e · dz) ⊗ σ2

= (f1(z)f ′2(z) − f ′1(z)f2(z)) · e · e · dz.

(1.1.23)

Así, se obtiene una aplicación H0(C,L) ×H0(C,L) → H0(C,Ω1
C ⊗L⊗L) definida por

(σ1, σ2) 7→ σ1 ⊗dσ2 −dσ1 ⊗σ2 y, por la antisimetría, se consigue la aplicación Gaussiana
para L en C.

ΦL : ∧2 H0(C,L) −→ H0(C,Ω1
C ⊗ L⊗ L)

σ ∧ τ 7−→ σ dτ − τ dσ.
(1.1.24)

Proposición 1.1.25. Sea C una curva suave y proyectiva, y sea L un haz lineal sobre
C. Entonces la aplicación Gaussiana para L en C

ΦL :
∧2

H0(C,L) −→ H0(C,Ω1
C ⊗ L⊗2), ΦL(s1 ∧ s2) = s1 ds2 − s2 ds1,

es inyectiva sobre vectores descomponibles. En consecuencia,

rank ΦL ≥ 2h0(C,L) − 3. (1.1.26)

Demostración. Sea r = h0(C,L) y V = H0(C,L). Supongamos que ΦL(s1 ∧ s2) = 0
para dos secciones s1, s2 ∈ V . Localmente, si e es una trivialización de L en un abierto
U ⊂ C, podemos escribir si = fie, donde las fi son funciones holomorfas. Entonces,

ΦL(s1 ∧ s2) = (f1f
′
2 − f2f

′
1) e2 · dz. (1.1.27)

Si esta expresión se anula, se tiene f1f
′
2 −f2f

′
1 = 0, es decir, f ′

1
f1

= f ′
2

f2
, lo que implica que

f2 = cf1 para alguna constante c ∈ k. Por tanto, s2 = cs1 y s1 ∧ s2 = 0. Esto prueba
que ΦL es inyectivo sobre los vectores descomponibles s1 ∧ s2.
Ahora, sea Λ2V el espacio de dimensión r(r−1)

2 de todas las combinaciones alternadas
de pares de secciones. Los vectores descomponibles de Λ2V forman el cono sobre el
Grassmanniano G(2, V ), que es una variedad de dimensión 2r − 4. La inyectividad de
ΦL sobre vectores descomponibles implica que,

dim ker ΦL ≤ (r − 2)(r − 3)
2 . (1.1.28)

Por lo tanto,

rank ΦL = dim Λ2V − dim ker ΦL ≥ r(r − 1)
2 − (r − 2)(r − 3)

2 = 2r − 3.

Como r = h0(C,L), se obtiene

rank ΦL ≥ 2h0(C,L) − 3.

lo que concluye la demostración. ■
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El interés original por estos morfismos surgió a partir del estudio de Wahl sobre las
deformaciones de conos sobre curvas. El cokernel de ΦΩ1

C
asociado a una curva suave

C es dual a T 1(−1), donde T 1 denota el espacio de deformaciones infinitesimales de
primer orden del cono sobre C. Mediante técnicas de teoría de la deformación, Wahl
demostró un teorema notable acerca de las aplicaciones Gaussianas:

Teorema 1.1.29 (Wahl [28, Teorema 5.9]). Sea C una curva suave que es una sección
hiperplana de una superficie K3. Entonces, la aplicación Gaussiana

ΦΩ1
C

no es sobreyectiva.

Dado que este resultado proporciona información intrínseca sobre las curvas que
se encuentran sobre superficies K3, el teorema despertó un gran interés tanto por las
aplicaciones Gaussianas como por ΦΩ1

C
, al que algunos autores se refieren como la

aplicación de Wahl.

1.2 La aplicación de Wahl
Definición 1.2.1. Sea C una curva suave. La aplicación de Wahl para C es la aplicación
Gaussiana para el haz canónico de C y lo denotamos por

ΦC := ΦΩ1
C

: ∧2 H0(C,Ω1
C) −→ H0(C, (Ω1

C)⊗3)
σ ∧ τ 7−→ σ dτ − τ dσ.

(1.2.2)

Recordemos que, para el caso de variedades suaves de dimensión 1, la gavilla de
1-formas holomorfas corresponde con el haz canónico. Es por ello que utilizaremos la
notacion de Ω1

C para referirnos al haz canónico de la curva C.

Proposición 1.2.3. Sea C una curva suave proyectiva de género g ≥ 2. Entonces el
rango de la aplicación de Wahl para C está acotado por

rank ΦC ≥ 2 g − 3,

esto es,
0 ≤ corank ΦC ≤ 3 g − 2.

Demostración. Notemos que dimH0(C,Ω1
C) = g, por lo tanto

dim
2∧
H0(C,Ω1

C) = g(g − 1)
2 .

Por el teorema de Riemann-Roch para curvas tenemos que,

dimH0(C, (Ω1
C)⊗3) = deg((Ω1

C)⊗3) − g + 1 = 3 deg(Ω1
C) − g + 1 = 5g − 5.

Por la proposición 1.1.25, tenemos que 2g − 3 ≤ rank ΦC ≤ 5g − 5 ■
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Sea C una curva proyectiva suave de género g ⩾ 2. Notemos que las dimensiones
del dominio y codominio de ΦC no cambian para cualquier curva suave C (de género
g ⩾ 2 si se fija el género), por el teorema de Riemann-Roch se tiene que h0(C,Ω1

C) = g,
y entonces

dim
( 2∧

H0(C,Ω1
C)
)

= g(g − 1)
2 (1.2.4)

dim
(
H0(C, (Ω1

C)⊗3)
)

= 5(g − 1) (1.2.5)
Por cuestiones de dimensión se tienen 3 casos:

1. Si g(g−1)
2 < 5(g − 1), esto es g < 10, entonces ΦC no es sobreyectiva.

2. Si g(g−1)
2 = 5(g − 1), es decir g = 10, entonces ΦC puede ser un isomorfismo.

3. Si g(g−1)
2 > 5(g − 1), esto es g > 10, entonces, ΦC no es inyectiva.

Ciliberto y Miranda en [9] han estudiado el rango de ΦC para curvas de género menor
que 12, mostrando que para curvas de género g distinto de 9 y 11, la aplicación de
Wahl es inyectiva para la curva general en el sentido moduli, esto es, para un abierto
de Zariski en Mg, el espacio moduli de curvas suaves de género g, se cumple que la
aplicación de Wahl es inyectiva para tales valores de g. Además Ciliberto, Harris y
Miranda en [6] también probaron que para género igual a 10 o mayor que 12, se cumple
que ΦC es sobreyectiva para la curva general en el sentido moduli, tal como se resume
en la siguiente tabla.

g Comportamiento de ΦC

3 ≤ g ≤ 8 inyectiva
9 kernel 1-dim
10 isomorfismo
11 corank 1-dim

g ≥ 12 sobreyectiva

Cuadro 1.1: Ciliberto-Harris-Miranda para la curva general.

Cabe mencionar que para g = 10, Cukierman y Ulmer en [10] demostraron que el locus
en Mg donde la aplicación de Wahl no es sobreyectiva es un divisor en M10, y años
más tarde G. Farkas y M. Popa en [13] interpretaron este divisor de maneras distintas
y con ello dieron un contraejemplo a una conjetura famosa de Harris-Morrison sobre
la inclinación (slope) de Mg.

El resultado de Wahl (Teorema 1.1.29), nos dice que si una curva suave yace como
una sección hiperplana de alguna superficie K3 entonces su aplicación de Wahl no es
sobreyectiva, contrasta con lo expuesto en [6], donde Ciliberto Harris Miranda demues-
tran que, para la curva general de género g ≥ 10 y g ̸= 11 (la curva general de género 11
se encuentra en una superficie K3), la aplicación de Wahl es sobreyectiva, esto nos dice
que la curva general de género g ≥ 10 y g ̸= 11 no puede pertenecer a una superficie
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K3 como sección hiperplana.
Por otro lado, un resultado reciente de Arbarello, Bruno y Sernesi [1] caracteriza las
curvas Brill–Noether–Petri general que aparecen como secciones hiperplanas de una
superficie K3, o de un límite de una superficie K3, como aquellas curvas para las cuales
la aplicación de Wahl no es sobreyectiva.

Ejemplo 1.2.6 (La aplicación de Wahl para una curva plana). Consideremos C como
la curva cuártica de Fermat. Sea f(x, y, z) = x4 + y4 + z4 ∈ k[x, y, z]. Entonces

C := Z(f) = {[x : y : z] ∈ P2
k | x4 + y4 + z4 = 0}

es una curva plana proyectiva suave de género g(C) = (4−1)(4−2)
2 = 3. Esta curva

es llamada la cuártica de Fermat. Por fórmula de adjunción, tenemos que el divisor
canónico KC

∼= (KP2 ⊗ OP2(4))|C ∼= (OP2(−3) ⊗ OP2(4))|C ∼= (OP2(1))|C .
En la carta afín de P2, x = 1, la curva es f(y, z) = y4+z4+1 = 0, y una descripción local
estándar de diferenciales holomorfas en una curva plana de grado d es σP = P (y,z)dz

∂f/∂y

con degP (y, z) ⩽ d − 3. Por lo que, en este caso, se tienen tres secciones linealmente
independientes en H0(C,Ω1

C):

■ σ1 = dz
4y3 ,

■ σ2 = zdz
4y3

■ σ3 = ydz
4y3 = dz

4y2 .

La aplicación de Wahl para C es

ΦC : ∧2 H0
(
C,Ω1

C

)
−→ H0

(
C, (Ω1

C)⊗3
)

dz

4y3 ∧ zdz

4y3 7→
(

− (z)′
16y6

)
(dz)3

dz

4y3 ∧ dz

4y2 7→
(

− (y)′
16y6

)
(dz)3

zdz

4y3 ∧ dz

4y2 7→
(

(z)′
16y5 − z(y)′

16y6

)
(dz)3.

Por consiguiente, el corank ΦC = 7 pues la dimensión del codominio es 10 y los tres
elementos en la imagen son linealmente independientes.

De hecho, Wahl también probó en [25] que en la desigualdad de la Proposición 1.2.3
la igualdad se alcanza si y solo si la curva es hiperelíptica o tiene género g = 3.

Ejemplo 1.2.7 (La aplicación de Wahl para intersecciones completas). Sea C ⊂ Pn

una curva suave, no degenerada, que es una intersección completa, esto significa que
C se define como la intersección de n− 1 hipersuperficies en Pn

C = V (F1, F2, . . . , Fn−1).
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donde cada Fi es una ecuación homogénea de grado di, con 2 ≤ d1 ≤ d2 ≤ · · · ≤ dn−1.
Por el teorema de adjunción, el divisor canónico de C viene dado por

KC = OC

(
n−1∑
i=1

di − n− 1
)
.

En [28], Wahl demostró el siguiente resultado para este tipo de curvas.

Teorema 1.2.8 (Wahl [28, Teorema 6.2]). Sea X ⊂ Pn una curva de intersección
completa. Entonces la aplicación

ΦX : Λ2H0(X,Ω1
X) −→ H0(X, (Ω1

X)⊗3)

es sobreyectiva a menos que

d1 + d2 + · · · + dn−2 ≤ n+ 1,

es decir, excepto en los siguientes casos:

(i) n = 5, d1 = d2 = 3.

(ii) n = 4, d1 = 2, d2 = 2 o 3.

(iii) n = 3, d1 ≤ 4.

(iv) n = 2.

Dado que KX = OX

(∑n−1
i=1 di − n− 1

)
podemos considerar ΦX como el morfismo

inferior en el siguiente diagrama conmutativo:

Λ2H0(Pn,OPn(∑n−1
i=1 di − n− 1)) −→ H0(Pn,Ω1

Pn(2(∑n−1
i=1 di − n− 1)))

↓ ↓

Λ2H0(X,OX(∑n−1
i=1 di − n− 1)) −→ H0(C,Ω1

X(2(∑n−1
i=1 di − n− 1))).

Wahl prueba que el morfismo superior es siempre sobreyectivo, mientras que el mor-
fismo vertical derecho (lo que corresponde a la restricción de formas diferenciales de
Pn a X) es sobreyectivo salvo cuando d1 + · · · + dn−2 ≤ n + 1. De aquí se deduce la
afirmación del teorema.

1.2.1 La aplicación de Wahl para curvas canónicas
Sea C ⊂ Pg−1 una curva canónica de género g ≥ 3. Wahl encuentra una conexión
precisa entre el dual del cokernel de ΦC y la teoría de deformación del cono afín sobre
C. Consideremos los siguientes anillos

B =
∞⊕

i=0
H0(C, (Ω1

C)⊗i) (1.2.9)
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y
A =

∞⊕
i=0

H0(C, (Ω1
C)⊗i)Zi ⊂ B[Z] (1.2.10)

el cono afín de C corresponde a Spec(A). Wahl considera el módulo cotangente gra-
duado T 1

A y demuestra en [28] que

(T 1
A)−1 ∼= (Coker ΦC)∨. (1.2.11)

Una curva canónica C ⊂ Pg−1 se dice que es extendible si es una sección hiperplana de
una superficie S ⊂ Pg que no es un cono. El teorema principal de [26] es el siguiente.

Teorema 1.2.12 (Wahl [26, Teorema 7.1]). Sea C ⊂ Pg−1 una curva canónica de gé-
nero g ≥ 8, con Cliff(C) ≥ 3. Sea IC/P ⊂ OPg−1 la gavilla de ideales de C. Supongamos
que

H1(Pg−1, I2
C/P(k)) = 0, k ≥ 3.

Entonces C es extendible si y sólo si ΦC no es sobreyectiva.

Posteriormente, Arbarello, Bruno y Sernesi en [1] demostraron el siguiente resulta-
do.

Teorema 1.2.13 (ABS [1, Teorema 1.3]). Sea C ⊂ Pg−1 una curva canónica de género
g ≥ 11. Supongamos que Cliff(C) ≥ 3. Sea IC/P ⊂ OPg−1 la gavilla de ideales de C.
Entonces

H1(Pg−1, I2
C/P(k)) = 0

para todo k ≥ 3.

A partir de esto, probaron que

Teorema 1.2.14 (ABS [1, Corolario 1.4]). Sea C ⊂ Pg−1 una curva canónica de género
g ≥ 11 con Cliff(C) ≥ 3. Entonces C es extendible si y sólo si ΦC no es sobreyectiva.

Decir que C es extendible significa que existe una superficie proyectiva S ⊂ Pg, que
no es un cono, y que tiene a C como sección hiperplana. En general, la superficie S
tiene singularidades aisladas, y sólo cuando existe un suavizamiento de S en Pg podemos
decir que S es el límite de una superficie K3. En el mismo artículo, Arbarello, Bruno
y Sernesi también demostraron otro resultado importante mencionado anteriormente.
Primero recordemos la siguiente definición.

Definición 1.2.15 (Brill–Noether–Petri). Una curva suave e irreducible C se llama
una curva de Brill–Noether–Petri si el morfismo multiplicación

H0(L) ⊗H0(KC − L) −→ H0(KC) (1.2.16)

es inyectivo para todo haz lineal L sobre C.

Teorema 1.2.17 (ABS [1, Teorema 1.1]). Sea C una curva de Brill–Noether–Petri de
género g ≥ 12. Entonces C es una sección hiperplana en una superficie K3 polarizada, o
en un límite de una superficie K3, si y sólo si su aplicación de Wahl no es sobreyectiva.
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Esto motivó el estudio de la aplicación de Wahl y su relación con el problema de
extensibilidad: Dada una variedad proyectiva irreducible X ⊂ Pn, bajo qué condiciones
existe una variedad proyectiva Y ⊂ Pn+1, que no sea un cono, de la cual X es una
sección hiperplana.

Definición 1.2.18. Sea X ⊂ Pn una variedad irreducible no degenerada de codimen-
sión al menos 1. Sea r ⩾ 1 un número entero. Decimos que X es r-extensible si existe
una variedad Y ⊂ Pn+r, diferente de un cono sobre X, tal que dim Y = dimX + r y X
aparece como una sección de Y por un subespacio lineal de dimensión n. Decimos que
X es precisamente r-extensible si es r-extensible pero no (r+1)-extensible. La variedad
Y se llama una r-extensión de X. Decimos que X es extensible si es 1-extensible.

En trabajos más recientes Ciliberto, Dedieu y Sernesi encontraron una relación
entre el corango de la aplicación de Wahl y la extensibilidad de una curva.

Teorema 1.2.19 (CDS [5, Teorema 2.1]). Sea C una curva suave de género g con
Cliff(C) ⩾ 3. Consideremos las siguientes dos afirmaciones:

1. corank ΦC ⩾ k + 1;

2. Existe una variedad normal aritméticamente Gorenstein Y ⊂ Pg+k, que no es un
cono, con dim(Y ) = k+ 2, ωY = OY (−k), la cual contiene una imagen canónica
de C como una sección con un subespacio lineal de dimensión (g − 1) de Pg+k

(en particular, C ⊂ Pg−1 es (k + 1)-extensible).

Si g ⩾ 11, entonces (i) implica (ii). Recíprocamente, si g ⩾ 22 y la imagen canónica
de C es una sección hiperplana de una superficie K3 suave en Pg, entonces (ii) implica
(i).

1.2.2 La aplicación de Wahl para curvas en superficies
Sean C una curva y L un haz lineal. Recordemos que la aplicación Gaussiana asociada
a L en C es

ΦL :
∧2

H0(C,L) −→ H0(C,Ω1
C ⊗ L2),

donde, en coordenadas locales z sobre C y tras fijar una trivialización de L, se tiene

f(z) ∧ g(z) 7−→ [fg′ − gf ′] dz.

Esta construcción se extiende al caso de una superficie S y un haz lineal M sobre ella,
obteniendo el morfismo

ΦM :
∧2

H0(S,M) −→ H0(S,M2 ⊗ Ω1
S),

definido de manera análoga: si (z, w) son coordenadas locales en S, entonces

f(z, w) ∧ g(z, w) 7−→ f dg − g df.

Consideremos una curva suave C en S. La restricción del haz M a C se denota por

M |C = M ⊗OS
OC .
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Si se toma M = Ω2
S ⊗ OS(C) = OS(KS + C), entonces

M |C = (Ω2
S ⊗ OS(C))|C = OC(KS + C) ∼= Ω1

C ,

donde KS es el divisor canónico de S y el isomorfismo se obtiene por la fórmula de
adjunción. Con esta notación, vamos a definir morfismos que dan lugar al siguiente
diagrama conmutativo:

∧2 H0(S,OS(KS + C)) H0(S,Ω1
S(2KS + 2C))

H0(C,Ω1
S(2KS + 2C) |C)

∧2 H0(C,Ω1
C) H0(C, (Ω1

C)⊗3)

ΦOS(KS+C)

Res

α

H0(ρ)
β

ΦC

(1.2.20)

donde ΦOS(KS+C) es la aplicación Gaussiana para OS(KS +C) en S y ΦC es la aplicación
de Wahl para C.
Consideremos el morfismo

res : H0(S,OS(KS + C)) → H0(C,Ω1
C) (1.2.21)

la restricción de secciones globales a C, entonces el morfismo Res se define mediante
∧2res. Los morfismos verticales α y β de la derecha del diagrama se definen como sigue
y, por convenencia, denotaremos por H0(ρ) la composición β ◦ α.
Consideremos la sucesión exacta corta sobre S

0 −→ OS(−C) −→ OS −→ OC −→ 0, (1.2.22)

y al tensorizar la sucesión (1.2.22) con OS(2KS + 2C) ⊗ Ω1
S obtenemos la sucesión

0 → Ω1
S(2KS + C) → Ω1

S(2KS + 2C) → Ω1
S(2KS + 2C) |C→ 0, (1.2.23)

y la aplicación α aparece en la sucesión exacta larga en cohomología:

0 → H0(S,Ω1
S(2KS +C)) → H0(S,Ω1

S(2KS +2C)) α−−→ H0(C,Ω1
S(2KS +2C) |C) → · · ·

(1.2.24)
Finalmente, para el morfismo β, usamos el dual de la sucesión normal de C en S:

0 → N ∨
C/S → Ω1

S |C→ Ω1
C → 0. (1.2.25)

donde NC/S es el haz normal de C en S, el cual es NC/S = OS(−C) |C y por lo tanto
el dual es N ∨

C/S = OS(C) |C . Al tensorizar la sucesión (1.2.25) con OS(2KS + 2C) |C=
(Ω1

C)⊗2 obtenemos la sucesión

0 → OS(2KS + C)|C → Ω1
S(2KS + 2C)|C → (Ω1

C)⊗3 → 0, (1.2.26)

lo que da el morfismo β en la sucesión exacta larga en cohomología

0 → H0(C,OS(2KS + C)|C) → H0(C,Ω1
S(2KS + 2C)|C) β−−→ H0(C, (Ω1

C)⊗3) → · · ·
(1.2.27)
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Observación 1.2.28. Notemos que el corank(ΦC ◦ Res) = corank(H0(ρ) ◦ ΦOS(KS+C)).

Adicionalmente, para la aplicación H0(ρ), a partir de la sucesión de [12, Lema 2.3c],
en nuestro caso se tiene

0 → Ω1
S(logC)(−C) → Ω1

S(logC) → Ω1
C → 0, (1.2.29)

donde Ω1
S(logC) es el haz de 1-formas con polos logarítmicos a lo largo de C en S: si

z1, z2 son coordenadas analíticas locales en S, con C = {z2 = 0}, entonces Ω1
S(logC)

está localmente generado por dz1,
dz2
z2

. Así, el kernel de Ω1
S → Ω1

C está localmente
generado por z2dz1, dz2. Notemos que estos son exactamente los generadores locales
del subhaz Ω1

S(logC)(−C) ⊂ Ω1
S(logC); para más detalles, véase [12, 19].

Al tensorizar la sucesión exacta (1.2.29) con OS(2KS + 2C), obtenemos:

0 → Ω1
S(logC)(2KS + C) → Ω1

S(logC)(2KS + 2C) ρ→ (Ω1
C)⊗3 → 0 (1.2.30)

lo que da lugar al morfismo H0(ρ):

0 → H0(S,Ω1
S(logC)(2K+C)) → H0(S,Ω1

S(logC)(2K+2C)) H0(ρ)→ H0(C, (Ω1
C)⊗3) → . . .

(1.2.31)
y este H0(ρ) es exactamente la composición de α con β. También tenemos otra sucesión
exacta, proveniente de [12, Lema 2.3a], que en nuestro contexto, al tensorizar con
OS(2KS + C) obtenemos

0 → Ω1
S(2KS + C) → Ω1

S(logC)(2KS + C) → OS(2KS + C)|C → 0. (1.2.32)

Un primer ejemplo es considerar S = P2 y cualquier curva suave plana de grado d ⩾ 5.

Ejemplo 1.2.33. Sea C ⊂ P2 una curva suave definida por un polinomio homogéneo
F de grado d. Por adjunción, se tiene que el haz canónico de C es OP2(KP2 + C) |C ∼=
OP2(−3 + d) |C . Tenemos la siguiente sucesión exacta

0 → OP2(−C) |C → Ω1
P2 |C → Ω1

C → 0, (1.2.34)

al tensorizar con OP2(2KP2 + 2C) ∼= OP2(−6 + 2d) obtenemos,

0 → OP2(d− 6) |C → Ω1
P2(2d− 6) |C → (Ω1

C)⊗3 → 0, (1.2.35)

con sucesión exacta larga en cohomología

0 → H0(OP2(d−6) |C) → H0(Ω1
P2(2d−6) |C) → H0((Ω1

C)⊗3) → H1(OP2(d−6) |C) → 0,
(1.2.36)

debido a que H1(Ω1
P2(2d − 6) |C) = 0. Entonces, en este caso, el morfismo β tiene

dimensión del cokernel igual a h1(OP2(d−6) |C) ∼= h2(OP2(−6)) pues H1(OP2(d−6)) ∼=
H2(OP2(d− 6)) ∼= 0.
Por otro lado, de la sucesión

0 → Ω1
P2(d− 6) → Ω1

P2(2d− 6) → Ω1
P2(2d− 6) |C → 0, (1.2.37)
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obtenemos la sucesión exacta en cohomología

0 → H0(Ω1
P2(d− 6)) → H0(Ω1

P2(2d− 6)) → H0(Ω1
P2(2d− 6) |C) → 0 (1.2.38)

debido a que H1(Ω1
P2(d − 6)) = 0 para todo d ⩾ 5. Por lo tanto, en este caso, el α es

sobreyectivo. Por lo tanto

corank(β ◦ α) = corank(β) = h2(OP2(−6)) = h0(OP2(3)) = 10.

Además, dado que H1(P2,OP2) = 0 entonces el morfismo Res es sobreyectivo. Por lo
tanto

corankΦC ⩾ h0(OP2(−KP2)) = h0(OP2(3)) = 10. (1.2.39)
En general, por [25, Teorema 4.9] siempre se tiene que corankΦC = 10.

Notemos que para el caso donde S es una superficie K3 (es decir, KS
∼= OS y

H1(S,OS) = 0) se tiene que h0(OS(−KS)) = h0(OS) = 1. Además, por el Teorema
1.1.29, tenemos que la aplicación de Wahl para curvas que viven en una superficie K3
no es sobreyectivo. Por lo que se cumple que

corankΦC ⩾ h0(OS(−KS)) = 1 > 0.

En esta dirección, Wahl en [25] propone una conjetura (y menciona que quizá requiera
un ajuste más fino), la cual es válida cuando X es una superficie K3 (Teorema 1.1.29),
una superficie racional reglada ([25, Teorema 4.8]) o P2 (Ejemplo 1.2.33):

Conjetura 1.2.40 (Wahl [25]). Sea X una superficie regular (es decir, H1(X,OX) =
0). Entonces existe un g0 tal que, para toda curva suave C en X de género g ⩾ g0, se
cumple

corank ΦC ⩾ h0 (X,OX(−KX)) .

En el 2002, el mismo Wahl trabajó con curvas en superficies de Gorenstein normales
que bajo las siguientes hipótesis se cumple que corank ΦC = h0(−KX).

Proposición 1.2.41 (Wahl [27, Proposición 4.3], DM [11, Teorema 5.5]). Sea C ⊂ X
un divisor de Cartier suave sobre una superficie de Gorenstein normal con h1(OX) = 0.
Supongamos que:

(a) H1(Ω1
X(2KX + 2C) ⊗ OC) = 0.

(b) KX + C es amplio.

(c) La aplicación Gaussiana ΦKX+C en X es sobreyectiva.

(d) H1(Ω1
X(2KX + C)) = 0.

Entonces
corank ΦC = h0(OX(−KX)).

Una observación importante es que existen curvas que no pertenecen a una superficie
K3 con aplicación de Wahl no sobreyectiva.
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Teorema 1.2.42 (Wahl [27, 25], Martens[20, Teorema 3.1]). Las siguientes curvas
suaves no yacen en una superficie K3, aunque ΦK no sea sobreyectiva:

1. curvas planas de grado d ⩾ 7;

2. curvas bi-elípticas de género g ⩾ 11;

3. curvas en Fn linealmente equivalentes a pC0 + qF con p ⩾ 5 y q ⩾ an.

Como hemos visto en estos últimos resultados, una de las estrategias para estudiar
el rango de la aplicación de Wahl de una curva consiste en considerar curvas que se
encuentren contenidas en superficies. Por ejemplo, a lo largo del tiempo se ha estudiado
el caso de curvas suaves en el plano proyectivo P2, en superficies K3 y en superficies
de Hirzebruch [11]. Además, un tema de gran interés es el caso de las curvas nodales
en dichas superficies: en [8] se estudia la aplicación de Wahl para la normalización de
curvas nodales planas, mientras que en [24] se aborda el caso de la normalización de
curvas con un solo nodo en superficies K3. Es por ello que una de las líneas de este
trabajo consiste en analizar lo que sucede en el caso de la normalización de una curva
nodal sobre una superficie de Hirzebruch.
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Capítulo 2

Generalidades sobre superficies de
Hirzebruch

2.1 Conceptos básicos
Definición 2.1.1. Una superficie S es reglada si es birracionalmente equivalente a
C × P1, donde C es una curva suave. Si C = P1, decimos que S es racional.

Ejemplo 2.1.2. C × P1 es una superficie reglada.

Ejemplo 2.1.3. Sea E un fibrado vectorial de rango 2 sobre la curva C. Considere
el fibrado proyectivo PC(E) asociado a E; es una superficie fibrada sobre C, tal que
la fibra sobre un punto x ∈ C es el espacio proyectivo asociado al espacio vectorial
Ex. Como E es localmente trivial, PC(E) es isomorfo localmente a C × P1, por lo que
PC(E) es una superficie reglada.

Definición 2.1.4. Sea C una curva suave. Una superficie geométricamente reglada
sobre C es una superficie S, junto con un morfismo suave

ρ : S → C

cuyas fibras son isomorfas a P1.

Los ejemplos 2.1.2 y 2.1.3 son ejemplos de superficies geométricamente regladas.
No es obvio a priori que una superficie geométricamente reglada sea reglada. Esto se
deduce del siguiente teorema:

Teorema 2.1.5 (Teorema de Noether-Enriques, [2, Teorema III.4]). Sea S una super-
ficie, p un morfismo de S a una curva suave C. Suponga que existe x ∈ C tal que ρ
es suave sobre x y la fibra ρ−1(x) es isomorfa a P1. Entonces existe un subconjunto de
Zariski abierto U ⊆ C que contiene a x y un isomorfismo

ρ−1(U) ∼= U × P1
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tal que el siguiente diagrama conmutativo se cumple:

p−1(U) U × P1

U

∼=

ρ
pr1

En particular, S es reglada.

Definición 2.1.6. Decimos que S es una superficie de Hirzebruch si es una superficie
geométricamente reglada sobre P1.

Proposición 2.1.7 ([2, Proposicion III.15 (i)]). Todo haz vectorial de rango 2 sobre P1

es descomponible, es decir, la suma de dos haces lineales. En particular, toda superficie
geométricamente reglada sobre P1 es isomorfa a una de las superficies

Fn := PP1 (OP1 ⊕ OP1(−n)) para n ⩾ 0.

Definición 2.1.8. Sea n ⩾ 0 un número entero. La superficie Fn es llamada la n-ésima
superficie de Hirzebruch.

Proposición 2.1.9. La proyección natural

π : Fn = P(OP1 ⊕ OP1(−n)) −→ P1

es un P1-fibrado; por tanto Fn es una superficie reglada sobre P1.

Demostración. Sea E := OP1 ⊕ OP1(−n) el haz vectorial vectorial de rango 2 sobre
P1. La construcción de la proyectivización P(E) produce una variedad junto con una
aplicación canónica π : P(E) → P1 tal que la fibra sobre un punto p ∈ P1 es

π−1(p) = P(Ep),

donde Ep es el espacio vectorial fibra de dimensión 2; por tanto cada fibra es isomorfa
a P1. Así Fn es un P1-fibrado sobre P1, es decir una superficie reglada. ■

Proposición 2.1.10. Existe una sección C0 ⊂ Fn definida por la subvariedad proyec-
tivizada del subhaz lineal OP1(−n) ⊂ OP1 ⊕ OP1(−n). Además

(C0)2 = −n.

Demostración. La proyección canónica

OP1 ⊕ OP1(−n) pr2−−→ OP1(−n).

Induce una inmersión natural

P(OP1(−n)) ↪→ P(OP1 ⊕ OP1(−n)) = Fn.

Dado que P(OP1(−n)) ∼= P1, entonces se produce una sección C0 ∼= P1 de la proyección
π. Esta sección se llama la sección negativa puesto que su autointersección es negativa.
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Recordemos un hecho general: si S = P(E) con E un haz vectorial de rango 2 sobre
una curva base B, y si s : B → S es la sección asociada a un cociente E ↠ L (un
haz lineal), entonces Ns(B)/S

∼= L∨⊗ det(E)
∣∣∣
B
, o, en la versión más fácil que usaremos,

cuando E = L1 ⊕L2 se descompone como suma de haces lineales y tomamos la sección
asociada al cociente E ↠ L2, entonces el normal de la sección es isomorfo a

N ∼= (L2) ⊗ (L1)−1.

Apliquemos esto en nuestro caso: tenemos

E = OP1 ⊕ OP1(−n) =: L1 ⊕ L2,

y la sección C0 corresponde al cociente E ↠ L2 = OP1(−n). Por lo tanto se obtiene

NC0/Fn
∼= O(−n) ⊗ O−1

P1
∼= OP1(−n).

Entonces
C2

0 = deg
(
NC0/Fn

)
= deg

(
OP1(−n)

)
= −n.

Pues recordemos que el grado de OP1(m) sobre P1 es m. ■

Para una curva suave C incluida en una superficie suave S, la autointersección C2

coincide con el grado del haz normal NC/S. En nuestro caso C0 es una sección dada a
partir del OP1(−n) y el grado de O(−n) sobre P1 es −n.

Observación 2.1.11. Una prueba alternativa (más directa) calcula la clase de la
sección en Pic(Fn) en términos de la clase tautológica OP(E)(1) y de la proyección; a
partir de esto se obtiene la misma autointersección por la fórmula de intersección en
fibrados proyectivos.

Sea f = π−1(p) la fibra sobre un punto p ∈ P1. Entonces:

■ f ∼= P1 como curva y f 2 = 0, pues las fibras distintas son disjuntas.

■ C0 · f = 1, porque C0 es una sección de π, es decir corta cada fibra exactamente
en un punto.

De estas igualdades sigue que

Pic(Fn) ≃ Z⟨C0⟩ ⊕ Z⟨f⟩,

y el producto de intersección en esta base viene dado por la matriz(
C2

0 C0 · f
C0 · f f 2

)
=
(

−n 1
1 0

)
.

Observación 2.1.12. Cuando n = 0 se obtiene F0 ∼= P1 × P1 y la sección C0 tiene
autointersección cero.
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Observación 2.1.13. Para n = 1 la superficie F1 es isomorfa a la transformada por
explosión (blow-up) de P2 en un punto; la sección C0 corresponde al divisor excepcional
y tiene autointersección −1.

Observación 2.1.14. Para n ≥ 2 la superficie Fn es minimal.

Proposición 2.1.15 ([2, Proposicion III.18]). Sea S = PC(E) una superficie reglada
(geométricamente) sobre una curva suave C, y sea p : S → C la aplicación estructural.
Si ξ = [OS(1)] en PicS (o en H2(S,Z)). Entonces se cumplen:

1. PicS = p∗ PicC ⊕ Zξ.

2. H2(S,Z) = Z[ξ] ⊕ Z[f ], donde f es la clase de una fibra.

3. ξ2 = deg(E).

4. El divisor canónico viene dado por

KS = −2ξ + (degE + 2g(C) − 2) f

en H2(S,Z).

Demostración. Ver en [2, Proposicion III.18]. ■

Por lo tanto, para las superficies de Hirzebruch Fn:

Pic(Fn) = Z[C0] ⊕ Z[F ] (2.1.16)

(C0)2 = −n, C0 · F = 1, F 2 = 0 (2.1.17)
KFn = −2C0 − (2 + n)f, (2.1.18)

donde C0 corresponde a ξ la sección negativa y F corresponde a la fibra f de la pro-
posición 2.1.15. Esto caracteriza la geometría de estas superficies.

A toda superficie S podemos asociarle varios números enteros; por ejemplo, los
invariantes algebraico-geométricos:

q(S) = h1(S,OS)
pg(S) = h2(S,OS) = h0(S,OS(KS)) (por dualidad de Serre)

Pn(S) = h0(S,OS(nKS)) para n ⩾ 1.
Los Pn se llaman los plurigéneros de S, pg = P1 es el género geométrico, y q es la

irregularidad de S. Tenemos que la característica de Euler

χ(OS) = 1 − q(S) + pg(S).

Observación 2.1.19 ([2, Hecho III.19]).

q(S) = h0(S,Ω1
S).
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Proposición 2.1.20. Los enteros q, pg, Pn son invariantes birracionales.

Demostración. Ver en [2, Proposición III.20]. ■

Proposición 2.1.21. Sea S una superficie reglada sobre C; entonces

q(S) = g(C), pg(S) = 0, Pn(S) = 0 para todo n ≥ 2.

Si S es geométricamente reglada, entonces

K2
S = 8(1 − g(C)).

Demostración. Ver en [2, Proposición III.21]. ■

Por lo tanto, para las superficies de Hirzebruch Fn:

q(Fn) = 0, pg = 0 y K2
Fn

= 8, (2.1.22)

además por la fórmula de Noether, χ(OFn) = 1
12

(
χtop(Fn) +K2

Fn

)
, se sigue que

χ(OFn) = 1, χtop(Fn) = 4.

2.2 Explosiones
En esta sección introducimos la importante noción de blow-up (explosión). Este proceso
es esencial en el estudio de las singularidades y, por tanto, en la geometría birracional
en general.
Primero introducimos la versión local. Sea An el espacio afín con coordenadas z0, . . . , zn−1
y sea 0 ∈ An el origen. Construimos una variedad Y ⊂ An × Pn−1 dada por {ziXj =
zjXi}i̸=j, donde X0, . . . , Xn son las coordenadas homogéneas de Pn−1. Existe un mor-
fismo natural π : Y → An dado por la proyección. Se puede ver que π−1(0) ∼= Pn−1 y
que π : Y −π−1(0) ∼= An −{0}. Decimos que Y es el blow-up de An en 0 y lo denotamos
Bl0(An).
De manera más general, sea x ∈ X un punto en una variedad suave X, tomemos un
entorno afín U de x. Identificamos (U, x) con un abierto (U ′, 0) ⊂ An.
Entonces se tiene Ũ := π−1(U ′) → U ′ que es el blow-up de U ′ en 0. Al pegar X − U y
Ũ , obtenemos πX : X̃ → X, lo que se llama el blow-up de X en x. Obsérvese que de
manera similar se tiene π−1

X (x) ∼= Pn−1 y πX : X̃−π−1
X (x) ∼= X−{x}. El divisor π−1

X (x)
se llama el divisor excepcional, y normalmente se denota por E.

Ejemplo 2.2.1. Sea π : Y = Blx(P2) → P2 el blowing-up de P2 en un punto x ∈ P2.
Notemos que el morfismo π es un isomorfismo fuera del punto x, por lo que la diferencia
KY −π∗KP2 está soportada en el divisor excepcional E. Por tanto, debe existir un entero
a tal que

KY = π∗KP2 + aE.

20



Explosiones

Tomemos coordenadas afines (z1, z2) alrededor de x = (0, 0) en A2 ⊂ P2.
El blow-up de A2 en el origen está definido por

Bl0(A2) =
{(

(z1, z2), [X1 : X2]
)

∈ A2 × P1
∣∣∣ z1X2 = z2X1

}
.

Este espacio se cubre con dos cartas afines:

■ Carta 1: X1 ̸= 0, ponemos u = X2/X1. Entonces z2 = uz1. Las coordenadas
locales son (z1, u).

■ Carta 2: X2 ̸= 0, ponemos v = X1/X2. Entonces z1 = vz2. Las coordenadas
locales son (z2, v).

Consideremos la forma diferencial canónica sobre A2

ω = dz1 ∧ dz2.

En la carta 1, donde z2 = uz1, tenemos

dz2 = u dz1 + z1 du,

y por tanto,
dz1 ∧ dz2 = dz1 ∧ (u dz1 + z1 du) = z1 dz1 ∧ du.

De esta expresión se deduce que

π∗(dz1 ∧ dz2) = z1 (dz1 ∧ du).

Esto muestra que la forma canónica sobre el blow-up se anula a lo largo de E = {z1 = 0}
con multiplicidad 1. Sabemos que en P2 el divisor canónico es

KP2 = −3H,

donde H denota una recta en P2. La aplicación de blow-up π : Y → P2 induce

Pic(Y ) = Z[π∗H] ⊕ Z[E].

Por tanto,
KY = a π∗H + bE.

Fuera de E, π es un isomorfismo, lo que implica que a = −3. Del cálculo local anterior
se obtiene b = 1. Así

KY = π∗KP2 + E.
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De hecho, si dimX = 2 y π : X̃ → X es el blow-up de un punto x ∈ X, entonces
K

X̃
= π∗KX + E. Más generalmente, si dimX = n y π : X̃ = Blx(X) → X es el

blowing-up de X en x, entonces K
X̃

= π∗KX + (n− 1)E.

Nos centraremos en el caso de X una superficie y C ⊂ X una curva. Sea f la
ecuación local de C alrededor de x. Al fijar coordenadas locales z1, z2, podemos escribir

f = fm(z1, z2) = fm + fm+1 + . . . ,

con fm ̸= 0. Definimos la multiplicidad de C en x como

mx(C) := m.

Se puede demostrar que este valor mx(C) está bien definido.
Consideremos ahora π : X̃ = Blx(X) → X. Sea C una curva que pasa por x ∈ X.
Entonces π−1(C) consta de componentes irreducibles, una de ellas es E y la otra se
proyecta sobre C. La parte que se proyecta sobre C se define como

C̃ := π−1(C − {x}),

la cual se llama la transformada propia de C. Así, tenemos π−1(C) = C̃∪E. De manera
más precisa, al calcular las ecuaciones se obtiene

π∗C = C̃ +mx(C)E,

la cual es llamada la transformada total de C.

Proposición 2.2.2. Sea
π : X̃ = Blx(X) −→ X

el blow-up de una superficie suave X en un punto x ∈ X. Entonces se cumplen las
siguientes propiedades:

1. Existe un isomorfismo natural

Div(X) ⊕ ZE ∼= Div(X̃),

dado por
(D,nE) 7−→ π∗D + nE.

Además, este isomorfismo induce un isomorfismo correspondiente a nivel de gru-
pos de Picard:

Pic(X) ⊕ ZE ∼= Pic(X̃).

2. Para todo D,D′ ∈ Div(X), se cumple

(π∗D) · (π∗D′) = D ·D′.

3. Si D ∈ Div(X), entonces
(π∗D) · E = 0.
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4. Finalmente, se tiene
E · E = −1.

Demostración. (1): Todo divisor en X̃ puede escribirse de forma única como la suma
del divisor total transformado π∗D y un múltiplo entero del divisor excepcional E:

Div(X̃) = π∗Div(X) ⊕ ZE.

A nivel de grupos de Picard, el mismo argumento muestra que Pic(X̃) ∼= Pic(X)⊕ZE.
(2) y (3): Para demostrar estas igualdades, consideremos divisores ∆,∆′ linealmen-
te equivalentes a D,D′ respectivamente, que no pasen por el punto x. Entonces sus
imágenes recíprocas π−1(∆) y π−1(∆′) no intersectan el divisor excepcional E, y en la
región donde π es un isomorfismo se tiene:

(π∗D) · (π∗D′) = D ·D′, y (π∗D) · E = 0.

(4): Para el último punto, usamos la fórmula de adjunción. Como E ≃ P1, sabemos
que KE = OP1(−2), lo que implica deg(KE) = −2. Por la fórmula de adjunción para
E ⊂ X̃

KE = (K
X̃

+ E)|E,
y obtenemos que

−2 = deg(KE) = (K
X̃

+ E) · E.

Por la igualdad K
X̃

= π∗KX + E, se sigue

(K
X̃

+ E) · E = (π∗KX + 2E) · E = 2(E · E).

Por tanto,
−2 = 2(E · E) esto es, E · E = −1.

■

23



Capítulo 3

El rol de los diferenciales con polos
logarítmicos

3.1 Gavilla logarítmica con polos a lo largo de un
divisor

Sea X una variedad suave de dimensión n, y sea D ⊂ X un divisor no singular. Recor-
demos que la gavilla de 1-formas diferenciales en X, denotada por Ω1

X , está localmente
generada por

dz1, dz2, . . . , dzn.

Denotamos por
Ω1

X(logD),
la gavilla de 1-formas diferenciales en X con polos logarítmicos a lo largo de D. Esto
es, consideremos z1, . . . , zn coordenadas analíticas locales en un abierto U ⊂ X, tales
que el divisor D está dado localmente por la ecuación

D ∩ U = {zn = 0}.

Esto quiere decir que zn es una ecuación local para D, y dzn se anula exactamente a lo
largo de D. Entonces, en este sistema de coordenadas, el haz Ω1

X(logD) está generado
localmente por las formas,

dz1, dz2, . . . , dzn−1,
dzn

zn

.

Notemos que las formas dz1, . . . , dzn−1 son holomorfas, mientras que la forma

dzn

zn

,

tiene un polo logarítmico en zn = 0, es decir, a lo largo de D ∩ U . Nótese que

d(log zn) = dzn

zn

,
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de ahí la denominación de polo logarítmico. Una 1-forma ω pertenece a Ω1
X(logD) si y

sólo si localmente puede escribirse como

ω =
n−1∑
i=1

ai dzi + b
dzn

zn

,

donde a1, . . . , an−1, b son funciones holomorfas en U .
Ω1

X(logD) es un haz localmente libre de rango n, que coincide con Ω1
X fuera del divisor

D. A el dual de Ω1
X(logD) se le denota por TX(− logD) y es llamado la gavilla de

gérmenes de vectores tangentes a X que también son tangentes a D, localmente se
genera por

zn
∂

∂zn

,
∂

∂z1
, . . . ,

∂

∂zn−1
.

Notemos que la gavilla Ω1
X(logD) encaja en la sucesión exacta

0 −→ Ω1
X −→ Ω1

X(logD) res−→ OD −→ 0, (3.1.1)

donde el morfismo residuo asigna a la componente dzn

zn
a 1 y anula las demás compo-

nentes. Además, también se tiene otra sucesión exacta

0 −→ Ω1
X(logD)(−D) −→ Ω1

X −→ Ω1
D −→ 0, (3.1.2)

pues el kernel de Ω1
X −→ Ω1

D es localmente generado por zndz1, . . . , zndzn−1, dzn. Estos
generadores son precisamente los generadores locales de la subgavilla Ω1

X(logD)(−D) ⊂
Ω1

X(logD).

Ahora, centrémonos en el caso de que X es una superficie suave y D una curva suave
en X. Sean z1, z2 coordenadas locales tales que D está definida por z2 = 0. Entonces
{ω1 = dz1, ω2 = dz2

z2
} son generadores de Ω1

X(logD). Notemos que los generadores
{dz1, dz2} de Ω1

X se pueden obtener por combinaciones lineales de los generadores de
Ω1

X(logD), esto nos dice que, Ω1
X ⊂ Ω1

X(logD). Además, los siguientes morfismos

Ω1
X −→ Ω1

X(logD) −→ OD

f1dz1 + f2dz2 7→ f1dz1 + f2dz2 = f1dz1 + f2z2
dz2
z2

g1ω1 + g2ω2 7→ g2|D

(3.1.3)

nos dan la sucesión exacta corta que aparece en (3.1.1). Asimismo, por

Ω1
X(logD)(−D) −→ Ω1

X −→ Ω1
D

h1ω1 + h2ω2 7→ h1ω1 + h2ω2 = h1dz1 + h2
z2
dz2

f1dz1 + f2dz2 7→ (f1dz1)|D
(3.1.4)

se obtiene la sucesión exacta corta que aparece en (3.1.2).

La siguiente proposición muestra la importancia de la gavilla de diferenciales con
polos logarítmicos en el estudio de la composición del diagrama 1.2.20 en el caso de
L = OS(KS + C).
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Proposición 3.1.5. Sea S una superficie suave, C ⊂ S una curva suave e irreducible,
y L un haz lineal sobre S. Consideremos los morfismos:

ϕ : H0(S,Ω1
S ⊗ L2) −→ H0(C,Ω1

S ⊗ L2
|C),

ψ : H0(C,Ω1
S ⊗ L2

|C) −→ H0(C, ωC ⊗ L2
|C).

Entonces se cumple la desigualdad

corank(ψ ◦ ϕ) ⩽ corank(ψ) + h1(S,Ω1
S(logC) ⊗ L2(−C)).

Demostración. Se tienen las siguientes cuatro sucesiones exactas:

1.
0 −→ Ω1

S −→ Ω1
S(logC) −→ OC −→ 0.

2.
0 −→ Ω1

S(logC)(−C) −→ Ω1
S −→ Ω1

C −→ 0.

3.
0 −→ Ω1

S(−C) −→ Ω1
S −→ Ω1

S |C−→ 0.

4.
0 −→ OS(−C) −→ Ω1

S |C−→ Ω1
C −→ 0.

El diagrama

0 0 0
↓ ↓ ↓

0 → Ω1
S ⊗ L2(−C) → Ω1

S(logC) ⊗ L2(−C) → OC ⊗ L2(−C) → 0
↓ id ↓ ↓

0 → Ω1
S ⊗ L2(−C) → Ω1

S ⊗ L2 → Ω1
S ⊗ L2

|C → 0
↓ ↓ ↓
0 → Ω1

C ⊗ L2
|C

id−→ Ω1
C ⊗ L2

|C → 0
↓ ↓
0 0

induce en cohomología el siguiente diagrama conmutativo

0 0
↓ ↓

H0(OC ⊗ L2(−C)) → H1(Ω1
S ⊗ L2(−C)) → H1((Ω1

S ⊗ L2(−C)))
↓ ↓

H0(Ω1
S ⊗ L2) ϕ−→ H0(Ω1

S ⊗ L2
|C) → coker(ϕ) ⊆ H1(Ω1

S ⊗ L2)
↓ ψ

H0(Ω1
C ⊗ L2

|C)
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sean f : H0(OC ⊗ L2(−C)) → coker(ϕ) la composición en el diagrama y
g : H0(Ω1

S ⊗ L2) → H0(Ω1
S ⊗ L2

|C), entonces

corank(ψ ◦ ϕ) − corank(ψ) = corank(f) ⩽ corank(g) ⩽ h1(S,Ω1
S(logC) ⊗ L2(−C)).

así
corank(ψ ◦ ϕ) ⩽ corank(ψ) + h1(S,Ω1

S(logC) ⊗ L2(−C)).
■

La proposición anterior nos dice que la sobreyectividad de ψ y el anulamiento de
H1(S,Ω1

S(logC)⊗L2(−C)) son condiciones suficientes para mostrar la sobreyectividad
del morfismo ψ ◦ ϕ.
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Capítulo 4

La aplicación de Wahl de la
normalización de una curva nodal
en una superficie de Hirzebruch

Consideremos n ⩾ 0 un entero. Sea Fn la n−ésima superficie de Hirzebruch

Fn = P(OP1 ⊕ OP1(−n)),

y sea π1 : Fn → P1 el morfismo estructural. Recordemos que el grupo de Picard de Fn

es generado por dos clases: F , que representa a la fibra de π1, y C0, es la clase de la
sección especial de la fibración π1 sobre P1. Esto es,

Pic(Fn) = Z[C0] ⊕ Z[F ],

donde los productos intersección satisfacen las relaciones (C0)2 = −n, C0 · F = 1 y
F 2 = 0. Dado que las superficies de Hirzebruch son regladas, entonces todas las fibras
son isomorfas y numericamente equivalentes. El divisor canónico de Fn es dado por

KFn = −2C0 − (2 + n)F. (4.0.1)

Consideremos una curva nodal irreducible C ⊂ Fn, esto es C ∈ |aC0 + bF | para a, b ∈
Z>0, con nodos en puntos p1, . . . , pδ y no otras singularidades. Sea σ : X = BlZFn → Fn

el blow-up de Fn en Z = {p1, . . . , pδ} con divisor excepcional E = ∑δ
j=1 Ej donde

Ej = σ−1(pj). Los números de intersección satisfacen que (Ej)2 = −1 y Ei · Ej = 0
para i ̸= j, entonces E2 = −δ.
Sea C̃ la normalización de C, con C linealmente equivalente a aC0 + bF . Entonces

C̃ = σ∗C − 2E (4.0.2)

y el divisor canónico en X es
KX = σ∗KFn + E. (4.0.3)

Por lo tanto tenemos los siguientes números de intersección

(C̃)2 = (C)2 + 4E2 = (C)2 − 4δ = 2ab− a2n− 4δ, (4.0.4)
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(KX)2 = (KFn)2 + E2 = 8 − δ, (4.0.5)
KX · C̃ = KFn · C − 2E2 = KFn · C + 2δ = an− 2a− 2b+ 2δ. (4.0.6)

Recordemos que el género aritmético de C es

g = 1 + C2 +KFn · C
2 = 1 + ab− a− b+ an(1 − a)

2
y el género geométrico de C̃ es g̃ = g − δ.
Tenemos el siguiente diagrama conmutativo
∧2 H0(X,OX(KX + C̃)) H0(X,Ω1

X(2KX + 2C̃))

H0(C,Ω1
X(2KX + 2C̃) |

C̃
)

∧2 H0(C̃,Ω1
C̃

) H0(C̃, (Ω1
C̃

)⊗3)

Φ
OX (KX +C̃)

Res

α

H0(ρ)
β

Φ
C̃

(4.0.7)

Proposición 4.0.8. El morfismo Res es un isomorfismo.
Demostración. Notemos que Res está definido por ∧2res, donde res aparece en la si-
guiente sucesión exacta larga de cohomología,

0 → H0(X,OX(KX)) → H0(X,OX(KX + C̃)) res−→ H0(C̃,Ω1
C̃

) → H1(X,OX(KX))
(4.0.9)

debido a que la irregularidad de X, q(X) = h1(X,OX), es un invariante birracional
entonces q(X) = q(Fn) = h1(Fn,OFn) = 0 y por la dualidad de Serre, h1(X,OX) =
h1(X,OX(KX)) asi H1(X,OX(KX)) = 0. Entonces res es sobreyectiva. Más aún, se
cumple que

H i(X,OX(KX)) ∼= H i(Fn, σ∗OX(KX)), i ⩾ 0, (4.0.10)
pues las gavillas imágenes directas superiores satisfacen

Riσ∗(OX(KX)) ∼= OFn(KFn) ⊗Riσ∗(OX(E)) = 0, i > 0,
ya que Riσ∗(OX(mE)) = 0 para todo entero m ⩽ 1.
Notemos que

σ∗OX(KX) ∼= σ∗(σ∗OFn(KFn) ⊗ OX(E)) ∼= OFn(KFn) ⊗ σ∗OX(E) ∼= OFn(KFn)
debido a que σ∗OX(E) = OFn .
Finalmente obtenemos que

H0(X,OX(KX)) ∼= H0(Fn,OFn(KFn)) = 0.
así res es un isomorfismo y por lo tanto Res es un isomorfismo. ■

Observación 4.0.11. Por lo anterior, tenemos que
corank(Φ

C̃
) = corank

(
H0(ρ) ◦ Φ

KX+C̃

)
.

Entonces estudiaremos estos dos morfismos, primero calcularemos el corank de β◦α,
y luego demostraremos la sobreyectividad de Φ

KX+C̃
bajo ciertas condiciones sobre los

coeficientes que definen a la curva C en Fn.
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4.1 Corank(H0(ρ))
Por las sucesiones exactas (1.2.23), (1.2.26), (1.2.30) y (1.2.32), tenemos el siguiente
diagrama conmutativo:

0 0

Ω1(2KX + C̃) Ω1(2KX + C̃)

0 Ω1
X(log C̃)(2KX + C̃) Ω1(2KX + 2C̃) (Ω1

C̃
)⊗3 0

0 O
C̃

(2KX + C̃) Ω1(2KX + 2C̃)|
C̃

(Ω1
C̃

)⊗3 0

0 0

(4.1.1)

Este diagrama es el dual del diagrama en ([23], Section 3.56) en términos de la gavilla
de gérmenes de vectores tangentes a X los cuales son tangentes a C̃.
Primeramente, calcularemos los respectivos grupos de cohomología que aparecen en el
diagrama (4.0.7) y estableceremos las condiciones para que desaparezcan ciertos grupos
de cohomología que aparecen en el diagrama anterior.

Consideremos el diagrama blow-up

C̃ X

C Fn

φ σ .

Nótese que
dσ : TX → σ∗TFn (4.1.2)

es un isomorfismo fuera de E. Por [16, Lema 15.4], existe una sucesión exacta corta

0 → TX → σ∗TFn → Q → 0, (4.1.3)

y, la gavilla Q soportada en E, aparece en la siguiente sucesión:

0 → OE(−1) → O⊕2
E → Q → 0, (4.1.4)

donde E = E1 + · · · + Eδ. Entonces, tenemos que Q ∼= OE(1). Al dualizar la sucesión
(4.1.3), obtenemos la sucesión exacta corta de gavillas sobre X

0 → σ∗Ω1
Fn

→ Ω1
X → Ω1

X|Fn
→ 0, (4.1.5)

donde Ω1
X|Fn

∼= Ext1X(Q,OX). Por [17, III Proposición 6.5], tenemos que

Ext1X(Q,OX) ∼= OE(−2),
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es decir, Ω1
X|Fn

∼=
⊕δ

j=1 OEj
(2Ej). Para la sucesión (4.1.5), existe una sucesión exacta

larga de gavillas de grupos abelianos sobre Fn:

0 → σ∗(σ∗Ω1
Fn

) → σ∗Ω1
X → σ∗Ω1

X|Fn
→

→ R1σ∗(σ∗Ω1
Fn

) → R1σ∗Ω1
X → R1σ∗Ω1

X|Fn
→

→ R2σ∗(σ∗Ω1
Fn

) → R2σ∗Ω1
X → R2σ∗Ω1

X|Fn
→ 0.

Por fórmula de proyección, se cumple

Riσ∗(σ∗Ω1
Fn

) ∼= Ω1
Fn

⊗Riσ∗OX .

Dado que Riσ∗OX = 0 para todo i > 0, se sigue que

Riσ∗(σ∗Ω1
Fn

) = Riσ∗(σ∗Ω1
Fn

⊗ OX) ∼= Ω1
Fn

⊗Riσ∗(OX) = 0

para todo i > 0. Además, por la sucesión exacta larga y la definición de la imagen
directa superior, tenemos

σ∗Ω1
X|Fn

∼=
δ⊕

j=1
H0(Ej,OEj

(2Ej)) ⊗ Opj
∼=

δ⊕
j=1

H0(P1,OP1(−2)) ⊗ Opj
= 0, (4.1.6)

R1σ∗Ω1
X

∼= R1σ∗Ω1
X|Fn

∼=
δ⊕

j=1
H1(Ej,OEj

(2Ej)) ⊗ Opj

∼=
δ⊕

j=1
H1(P1,OP1(−2)) ⊗ Opj

∼=
δ⊕

j=1
Opj

, (4.1.7)

R2σ∗Ω1
X

∼= R1σ∗Ω1
X|Fn

∼=
δ⊕

j=1
H2(Ej,OEj

(2Ej)) ⊗ Opj

∼=
δ⊕

j=1
H2(P1,OP1(−2)) ⊗ Opj

= 0. (4.1.8)

Por lo tanto, a partir de la sucesión (4.1.5) tenemos la sucesión exacta de gavillas sobre
X

0 → σ∗Ω1
Fn

→ Ω1
X →

δ⊕
j=1

OEj
(2Ej) → 0. (4.1.9)

Al tensorizar la sucesión (4.1.9) con OX(2KX + C̃), obtenemos

0 → σ∗Ω1
Fn

(2KX + C̃) → Ω1
X(2KX + C̃) →

δ⊕
j=1

OEj
(2Ej + 2KX + C̃) → 0, (4.1.10)

pues 2KX + C̃ = 2(σ∗KFn + E) + (σ∗C − 2E) = σ∗(2KFn + C). Nótese que

deg(OEj
(2Ej + 2KX + C̃)) = 2E2

j + 2KX · Ej + C̃ · Ej = −2. (4.1.11)
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Entonces H0(Ej,OEj
(2Ej + 2KX + C̃)) = 0 y H1(Ej,OEj

(2Ej + 2KX + C̃)) ∼= C, y la
sucesión exacta inducida en cohomología de la sucesión (4.1.10) es

0 → H0(X, σ∗Ω1
Fn

(2KFn + C)) → H0(X,Ω1
X(2KX + C)) → 0 →

→ H1(X, σ∗Ω1
Fn

(2KFn + C)) → H1(X,Ω1
X(2KX + C)) → Cδ →

→ H2(X, σ∗Ω1
Fn

(2KFn + C)) → H2(X,Ω1
X(2KX + C)) → 0.

Por la fórmula de proyección, tenemos que

Riσ∗(σ∗Ω1
Fn

(2KFn + C)) ∼= Ω1
Fn

(2KFn + C) ⊗Riσ∗OX = 0,

para todo i > 0.
Entonces, por [17, III.8.1], existen isomorfismos naturales, para cada i ≥ 0,

H i(X, σ∗Ω1
Fn

(2KFn + C)) ∼= H i(Fn, σ∗(σ∗Ω1
Fn

(2KFn + C)))
∼= H i(Fn,Ω1

Fn
(2KFn + C)), (28)

ya que σ∗(σ∗Ω1
Fn

(2KFn + C)) ∼= Ω1
Fn

(2KFn + C) ⊗ σ∗OX por la fórmula de proyección,
y σ∗OX = OFn .

Lema 4.1.12 ([11, Lema 3.6]). Si a ≥ 5 y b ≥ (a− 2)n+ 6, o si n = 0, a ≥ 5, b ≥ 5,
entonces

H i(Fn,Ω1
Fn

(2KFn + C)) = 0
para i = 1, 2.

Lema 4.1.13. Supongamos que a ≥ 5 y b ≥ (a − 2)n + 6, o que a ≥ 5 y b ≥ 5 para
n = 0. Entonces, se tiene que

■ H0(X,Ω1
X(2KX + C̃)) ∼= H0(Fn,Ω1

Fn
(2KFn + C)),

■ H1(X,Ω1
X(2KX + C̃)) = Cδ,

■ H2(X,Ω1
X(2KX + C̃)) = 0.

Demostración. Se sigue de la sucesión exacta inducida en cohomología de la sucesión
(4.1.10) y del Lema 4.1.12. ■

Ahora, al tensorizar la sucesión (4.1.9) con OX(2KX + 2C̃), obtenemos

0 → σ∗Ω1
Fn

(2KFn +2C)⊗OX(−2E) → Ω1
X(2KX +2C̃) →

δ⊕
j=1

OEj
(2Ej+2KX +2C̃) → 0,

(4.1.14)
pues 2KX + 2C̃ = 2(σ∗KFn + E) + 2(σ∗C − 2E) = σ∗(2KFn + 2C) − 2E. Note que

deg(OEj
(2Ej + 2KX + 2C̃)) = 2E2

j + 2KX · Ej + 2C̃ · Ej = 0, (4.1.15)
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por lo tanto H0(Ej,OEj
(2Ej + 2KX + 2C̃)) ∼= C y H1(Ej,OEj

(2Ej + 2KX + 2C̃)) = 0,
y la sucesión exacta inducida en cohomología de (4.1.14) es

0 → H0(X, σ∗Ω1
Fn

(2KFn + 2C) ⊗ OX(−2E)) → H0(X,Ω1
X(2KX + 2C̃)) → Cδ →

→ H1(X, σ∗Ω1
Fn

(2KFn + 2C) ⊗ OX(−2E)) → H1(X,Ω1
X(2KX + 2C̃)) → 0 →

→ H2(X, σ∗Ω1
Fn

(2KFn + 2C) ⊗ OX(−2E)) → H2(X,Ω1
X(2KX + 2C̃)) → 0.

(4.1.16)

Nuevamente, por la fórmula de proyección

Riσ∗(σ∗Ω1
Fn

(2KFn + 2C) ⊗ OX(−2E)) ∼= Ω1
Fn

(2KFn + 2C) ⊗Riσ∗OX(−2E) = 0,

ya que Riσ∗OX(−2E) = 0 para todo i > 0. Por lo tanto, existen isomorfismos naturales,
para cada i ≥ 0,

H i(X, σ∗Ω1
Fn

(2KFn + 2C) ⊗ OX(−2E)) ∼= H i(Fn, σ∗(σ∗Ω1
Fn

(2KFn + 2C) ⊗ OX(−2E)))
∼= H i(Fn,Ω1

Fn
(2KFn + 2C) ⊗ I2

Z), (4.1.17)

pues

σ∗(σ∗Ω1
Fn

(2KFn + 2C) ⊗ OX(−2E)) ∼= Ω1
Fn

(2KFn + 2C) ⊗ σ∗OX(−2E)

y
σ∗OX(−2E) = I2

Z ,

donde IZ es la gavilla de ideales de Z en Fn y I2
Z es el producto IZ · IZ .

Lema 4.1.18. Supongamos que Z = {p1, . . . , pδ} es un subesquema de dimensión
cero de Fn, formado por δ puntos cerrados distintos reducidos. Sea mpj

la gavilla ideal
maximal de pj en Fn, es decir, la fibra de mpj

en un punto y ̸= pj es OFn,y y en pj es
el ideal maximal mpj

OFn,pj
⊂ OFn,pj

. Entonces

IZ
∼=

δ⊗
j=1

mpj
,

de manera similar, I2
Z

∼=
⊗δ

j=1 m
2
pj

.

Demostración. Esta demostración es de manera general, consideremos Y una variedad
algebraica suave de dimensión 2. Para cada punto x ∈ Y sea mx la gavilla de ideales
maximal de x en Y , es decir, la fibra de mx en un punto y ̸= x es OY,y y en x es el
ideal maximal mxOY,x ⊂ OY,x.

Sea Z = {p1, . . . , ps} un conjunto de puntos cerrados distintos reducidos, y considere
la inclusión i : Z ↪→ Y y el morfismo

i# : OY → i∗OZ .

Nótese que IZ = ker i#.
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Observa que, para cada x ∈ Y , se tiene

i#x =
i

#
x : OY,x → 0 si x /∈ Z,

i#x : OY,x → (i∗OZ)x si x ∈ Z.

En el caso de que x ∈ Z, tenemos que OY,x es un anillo local de dimensión de Krull
igual a dos, mientras que OZ,x es un anillo local de dimensión de Krull cero. Puesto
que Z es un subesquema reducido, OZ,x no tiene elementos nilpotentes. Además, todo
elemento del ideal maximal de OZ,x es nilpotente, lo que implica que el ideal maximal
es cero. Por lo tanto, como ker i#x es precisamente el ideal maximal de OY,x, se concluye
que las fibras de IZ coinciden con las fibras de mp1 ⊗ · · · ⊗ mps , es decir, en un punto
y ̸= pj es OY,y y en pj es el ideal maximal mpj

⊂ OY,pj
. ■

Sea F = Ω1
Fn

(2KFn + 2C), usamos la sucesión exacta

0 → I2
Z → OFn → OFn/I2

Z → 0.

Al tensorizar esta sucesión con F , y calcular la sucesión larga exacta en cohomología,
obtenemos

0 → H0(Fn,F ⊗ I2
Z) → H0(Fn,F) h−→ H0(Fn,F ⊗ (OFn/I2

Z))
→ H1(Fn,F ⊗ I2

Z) → H1(Fn,F) → 0
→ H2(Fn,F ⊗ I2

Z) → H2(Fn,F) → 0.

Lema 4.1.19 ([11, Lema 3.6]). Supongamos que a ⩾ 3 y b ⩾ (a − 1)n + 3, entonces
H1(Fn,Ω1

Fn
(2KFn + 2C)) = 0 para i = 1, 2.

Observación 4.1.20. Si se cumplen las condiciones del Lema 4.1.19 y h es sobreyec-
tiva, entonces, por la sucesión exacta (4.1.16) y las identificaciones en (4.1.17)

H1(Fn,F ⊗ I2
Z) ∼= H1(X, σ∗Ω1

Fn
(2KFn + 2C) ⊗ OX(−2E)) = 0.

Definición 4.1.21. Sea E un haz vectorial en Fn. Decimos que E es k-jet generado
(k-jet spanned) en p si la aplicación evaluación

X ×H0(Fn, E) → H0(Fn, E ⊗ OFn/m
k+1
p )

es sobreyectiva.

Definición 4.1.22. Sea E un haz vectorial en Fn. Decimos que E es k-jet amplio
(k-jet ample) en Z si para toda δ-tupla (k1, . . . , kδ) de enteros positivos tales que∑δ

i=1 ki = k + 1, la aplicación evaluación

X ×H0(Fn, E) → H0(Fn, E ⊗ OFn/⊗δ
i=1 m

ki
pi

)

es sobreyectiva.
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Estas definiciones son generales para haces vectoriales en una variedad suave; para
más detalles, véase [3]. En particular, el que E sea k-jet amplio implica que es k-jet
generado. Nótese que E es 0-jet amplio si y solo si E es 0−jet generado, si y solo si E es
generado por sus secciones globales. Además, para haces lineales L, se satisface que L
es 1-jet generado si y solo si L es un haz lineal libre de puntos base, y L es 1-jet amplio
si y solo si L es muy amplio.

Para el caso δ = 1, por la identificación en el Lema 4.1.18, el morfismo h corresponde
a

H0(Fn,F) → H0(Fn,F ⊗ (OFn/m
2
p)).

El siguiente lema nos garantiza la sobreyectividad de h en el caso δ = 1.

Lema 4.1.23. Sea p ∈ Fn. Supongamos que a ⩾ 3 y b ⩾ (a − 1)n + 2. Entonces
F = Ω1

Fn
(2KFn + 2C) es 1-jet generado en p.

Demostración. Sea L = OFn(C0 +nF ) haz lineal en Fn. Dado que L es libre de puntos
base entonces L es 1−jet generado en el punto p. Note que

F ⊗ L∨ ∼= Ω1
Fn

((2a− 5)C0 + (2b− 4 − 3n)F )

es globalmente generado si 2a − 5 ⩾ 0 y 2b − 4 − 3n ⩾ (2a − 5)n (pues recordemos
que Ω1

Fn
es globalmente generado y un divisor r1C0 + r2F es libre de puntos base si

r2 ⩾ r1 ·n). Así, con estas condiciones, vemos que F ⊗L∨ es 0-jet generado y L es 1-jet
generado. Por tanto, por [3, Porposición 2.3], F = F ⊗ L−1 ⊗ L es 1-jet generado. ■

En general, para δ puntos, tenemos lo siguiente.

Lema 4.1.24. Supongamos que a ⩾ δ + 2 y b ⩾ (a − 1)n + δ + 2. Entonces F es
(2δ − 1)-jet generado en Z. En particular, h es sobreyectiva.

Demostración. Sea L = OFn((2δ − 1)C0 + (2δn+ 2δ − n− 1)F ). Como C0 + (n+ 1)F
es 1-jet amplio (pues recordemos que un divisor r1C0 + r2F en Fn es muy amplio si
r2 > r1 · n), entonces L es (2δ − 1)-jet amplio. Note que F ⊗ L∨ = Ω1

Fn
((2a − 3 −

2δ)C0 + (2b − 3 − n − 2δn − 2δ)F ) es globalmente generado si 2a − 3 − 2δ ⩾ 0 y
2b− 3 −n− 2δn− 2δ ⩾ (2a− 3 − 2δ)n. Así, bajo estas condiciones, vemos que F ⊗ L−1

es 0-jet ample y L es (2δ − 1)-jet amplio. Por tanto, F = F ⊗ L−1 ⊗ L es (2δ − 1)-jet
amplio.
En particular, para la δ-tupla {2, . . . , 2}, la aplicación evaluación

H0(Fn,F) → H0(Fn,F ⊗ (OFn/⊗δ
i=1 m

2
pi

))

es sobreyectiva, y este morfismo es h. ■

Corolario 4.1.25. Si a ⩾ δ+2 y b ⩾ (a−1)n+6+δ+2, entonces H1(Fn,Ω1
Fn

(2KFn +
2C)) = 0.

Demostración. Por los Lemas 4.1.19 y 4.1.24. ■
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Por lo tanto, obtenemos el siguiente resultado

Proposición 4.1.26. Supongamos que a ⩾ máx{5, δ+2} y b ⩾ máx{(a−2)n+6, (a−
1)n+ δ + 2}, o n = 0, a ⩾ máx{5, δ + 2} y b ⩾ máx{5, δ + 2}. Entonces:

H0(X,Ω1
X(2KX + C̃)) ∼= C8g+22−3C2

,

H1(X,Ω1
X(2KX + C̃)) ∼= Cδ,

H2(X,Ω1
X(2KX + C̃)) ∼= 0,

H0(X,Ω1
X(2KX + 2C̃)) ∼= C16g−4C2−5δ+14,

H1(X,Ω1
X(2KX + 2C̃)) ∼= H2(X,Ω1

X(2KX + 2C̃)) = 0,
H0(C̃,Ω1

X(2KX + 2C̃) |
C̃

) ∼= C8g−C2−4δ−8,

H1(C̃,Ω1
X(2KX + 2C̃) |

C̃
) = 0.

Demostración. Demostraremos que, para cada divisor D̃ en X, la característica de
Euler holomorfa χ(Ω1

X(D̃)) para el haz vectorial E = Ω1
X(D̃) es igual a D̃2 − (2 + δ); y

bajo las hipótesis podemos aplicar el Lema 4.1.13 y el Corolario 4.1.25.
Por el teorema de Noether para superficies tenemos:

χ(OFn) = 1
12(K2

X + χtop(Fn)) = 1
12(c2

1 + c2),

con las clases de Chern c1 = c1(TFn) = −c1(Ω1
Fn

) y c2 = c2(TFn) = c2(Ω1
Fn

). Dado que
χ(OFn) = 1, entonces χtop(Fn) = 4, y por la invariancia biracional tenemos χ(OX) =
χ(OFn) y χ(OX) = 1

12(K2
X + χtop(X)) = 1

12(K2
Fn

− δ + χtop(X)) pues recordemos que
σ : X → Fn es el blow-up de Fn en Z = {p1, . . . , pδ}. Esto nos dice que χtop(X) =
χtop(Fn) + δ = 4 + δ. El teorema de Riemann–Roch para un haz vectorial de rango 2
en una superficie nos dice que

χ(E) = 2χ(OX) − 1
2(KX · c1(E)) + 1

2(c2
1(E) − 2c2(E)),

donde ci(E) son las clases de Chern de E . Si E = Ω1
X ⊗ OX(D̃) para un divisor D̃

en X, entonces c1(E) = c1(Ω1
X) + 2c1(OX(D̃)) = KX + 2D y c2(E) = c2(Ω1

X) +
c1(Ω1

X)c1(OX(D̃)) + (c1(OX(D̃)))2 = 4 + δ +KX · D̃ + D̃2. Así,

χ(Ω1
X(D̃)) = 2−1

2(K2
X+2KX ·D̃)−(KX + D̃)2 − 2(4 + δ +KX · D̃ + D̃2)

2 = D̃2−(2+δ).

■

36



Corank(H0(ρ))

Por lo tanto, el diagrama (4.1.1) es el siguiente:

0 0

H0(Ω1
X(2KX + C̃)) H0(Ω1

X(2KX + C̃))

H0(Ω1
X(log C̃)(2KX + C̃)) H0(Ω1

X(2KX + 2C̃)) H0((Ω1
C̃

)⊗3) H1(Ω1
X(log C̃)(2KX + C̃))

H0(O
C̃

(2KX + C̃)) H0(Ω1
X(2KX + 2C̃)|

C̃
) H0((Ω1

C̃
)⊗3) H1(O

C̃
(2KX + C̃))

H1(Ω1
X(2KX + C̃)) H1(Ω1

X(2KX + C̃)) 0

H1(Ω1
X(log C̃)(2KX + C̃)) 0

H1(O
C̃

(2KX + C̃))

0.

α

H0(ρ)

β

Observación 4.1.27. El diagrama anterior nos dice que el corango de H0(ρ) es igual
a la dimensión de H1(X,Ω1

X(log C̃)(2KX + C̃)).

La siguiente proposición nos da condiciones para calcular la dimensión del primer
grupo de cohomología de gavilla logarítmica, H1(X,Ω1

X(log C̃)(2KX + C̃)).

Proposición 4.1.28. Supongamos que a ⩾ 5 y b ⩾ (a− 2)n+ 6, o que a ⩾ 5 y b ⩾ 5
si n = 0. Entonces

H1(X,Ω1
X(log C̃)(2KX + C̃)) ∼= H1(C,OFn(2KFn + C)|C).

Demostración. Tenemos la siguiente sucesión exacta

0 → Ω1
X → Ω1

X(log C̃) → O
C̃

→ 0,

y existe una sucesión exacta larga de gavillas sobre Fn:

0 → σ∗Ω1
X → σ∗Ω1

X(log C̃) → σ∗OC̃
→

→ R1σ∗Ω1
X → R1σ∗Ω1

X(log C̃) → R1σ∗OC̃
→

→ R2σ∗Ω1
X → R2σ∗Ω1

X(log C̃) → 0. (4.1.29)

Del isomorfismo en (4.1.6) deducimos que σ∗Ω1
X

∼= Ω1
Fn

, y por los isomorfismos en
(4.1.7) y (4.1.8) tenemos R1σ∗Ω1

X
∼= OZ y R2σ∗Ω1

X
∼= 0. Por el lema en la siguiente

página, también se tiene que R1σ∗Ω1
X(log C̃) = 0, así R1σ∗OC̃

= 0.
Por lo que, la sucesión exacta (4.1.29) es,

0 → ΩFn → σ∗Ω1
X(log C̃) → σ∗OC̃

→ OZ → 0. (4.1.30)
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Sea G := Im(σ∗Ω1
X(log C̃) → σ∗OC̃

) y obtenemos dos sucesiones exactas

0 → ΩFn → σ∗Ω1
X(log C̃) → G → 0, (4.1.31)

0 → G → σ∗OC̃
→ OZ → 0. (4.1.32)

Por otro lado, consideremos la sucesión exacta de la normalización de C,

0 → OC → φ∗OC̃
→ OZ → 0, (4.1.33)

donde φ : C̃ → C es el morfismo normalización de C. Note que, si j : C ↪→ Fn es la
inclusión, entonces σ|

C̃
= j ◦ φ, y por tanto σ∗OC̃

= (j ◦ φ)∗OC̃
. Como el morfismo j

es una inmersión cerrada entonces el funtor j∗ es exacto y tenemos que al aplicarlo en
la sucesión 4.1.33 obtenemos una sucesión exacta sobre Fn,

0 → j∗OC → j∗(φ∗OC̃
) → OZ → 0. (4.1.34)

Ahora, usamos la identidad σ∗OC̃
= (j ◦ φ)∗OC̃

y tenemos la sucesión

0 → OC → σ∗OC̃
→ OZ → 0. (4.1.35)

Al comparar las sucesiónes exactas 4.1.32 y 4.1.35, obtenemos el siguiente isomorfismo
de gavillas en Fn

G ∼= OC .

Por tanto, al tensorizar la sucesión exacta 4.1.31 con OFn(2KFn + C) obtenemos,

0 → Ω1
Fn

(2KFn + C) → σ∗Ω1
X(log C̃)(2KX + C̃) → OC ⊗ OFn(2KFn + C) → 0,

pues 2KX + C̃ = σ∗(2KFn +C) y σ∗OX(2KX + C̃) = OFn(2KFn +C). Así, esta sucesión
induce una sucesión exacta larga en cohomología,

0 → H0(Ω1
Fn

(2KFn + C)) → H0(σ∗Ω1
X(log C̃)(2KX + C̃)) → H0(OC(2KFn + C)) →

→ H1(Ω1
Fn

(2KFn + C)) → H1(σ∗Ω1
X(log C̃)(2KX + C̃)) → H1(OC(2KFn + C)) →,

→ H2(Ω1
Fn

(2KFn + C)) → H2(σ∗Ω1
X(log C̃)(2KX + C̃)) → 0.

Con las condiciones del Lema 4.1.13, obtenemos la anulación de H1(Ω1
Fn

(2KFn +C)) y
de H2(Ω1

Fn
(2KFn + C)), por tanto, tenemos el isomorfismo

H1(σ∗Ω1
X(log C̃)(2KX + C̃)) ∼= H1(OC(2KFn + C)).

Ahora, por la fórmula de proyección, R1σ∗Ω1
X(log C̃)(2KX + C̃) = R1σ∗Ω1

X(log C̃) ⊗
OFn(2KFn + C) y como R1σ∗Ω1

X(log C̃) = 0, entonces existe un isomorfismo

H1(Ω1
X(log C̃)(2KX + C̃)) ∼= H1(σ∗Ω1

X(log C̃)(2KX + C̃)).

Lo cual concluye con la demostración. ■

Demostraremos una propiedad que utilizamos en la proposición anterior.
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Lema 4.1.36. R1σ∗Ω1
X(log C̃) = 0.

Demostración. Sea Ê := Ej y p := pj para algún j ∈ {1, . . . , δ}.
Para cada t ⩾ 1, definimos X(t) := X ×Fn Spec(OFn,p/m

t
p). Notemos que para t = 1,

obtenemos la fibra en p, esto es, X(1) ∼= Ê, y para t > 1 obtenemos un esquema con
elementos nilpotentes teniendo el mismo espacio base X(1), esto es, X(t) ∼= tÊ. Tenemos
el siguiente diagrama

X(t) X

Spec Op/m
t
p Fn.

ν

σ

Sea Ft := ν∗Ω1
X(log C̃), donde ν : X(t) → X el morfismo natural. El teorema de

funciones formales ([17], III 11.1) enuncia que

R1σ∗Ω1
X(log C̃ )̂p = ĺım

←−
H1(X(t),Ft). (4.1.37)

Notemos que, ν∗Ω1
X(log C̃) = ν−1Ω1

X(log C̃) ⊗ν−1OX
OX(t)

∼= Ω1
X(log C̃)|X(t) .

Tenemos la sucesión exacta en X

0 → O
Ê

(−tÊ) → O
tẼ+Ẽ

→ O
tÊ

→ 0, (4.1.38)

asi, al tensorizar esta sucesión con Ω1
X(log C̃),

0 → Ω1
X(log C̃)⊗O

Ê
(−tÊ) → Ω1

X(log C̃)⊗OX(t+1) → Ω1
X(log C̃)⊗OX(t) → 0 (4.1.39)

esto es,
0 → F1 ⊗ O

Ê
(−tÊ) → Ft+1 → Ft → 0. (4.1.40)

Ahora, demostraremos que H1(F1 ⊗ O
Ê

(−tÊ)) = 0, lo cual implica que

H1(X(t+1),Ft+1) ∼= H1(X(t),Ft),

esto es R1σ∗Ω1
X(log C̃ )̂p = 0. Como R1σ∗Ω1

X(log C̃) es una gavilla coherente con soporte
en Z, y R1σ∗Ω1

X(log C̃ )̂pj
= 0 para todo pj ∈ Z, entonces R1σ∗Ω1

X(log C̃) = 0.
Al tensorizar la sucesión (4.1.9) por O

Ê
, se obtiene

0 → Tor1
X(O

Ê
(2Ê),O

Ê
) →

(
σ∗Ω1

Fn

)
|
Ê

→
(
Ω1

X

)
|
Ê

→ O
Ê

(2Ê) → 0. (4.1.41)

Observemos que Tor1
X(O

Ê
(2Ê),O

Ê
) ∼= O

Ê
(Ê) y

(
σ∗Ω1

Fn

)
|
Ê

∼= O
Ê

⊕ O
Ê

, esto implica
(Ω1

X) |
Ê

∼= O
Ê

(2Ê) ⊕ O
Ê

(−Ê).
Sea B := C̃ ∩ Ê = {q1, q2} los puntos de intersección pues C̃.Ê = 2. Consideremos
la inclusión i : Ê ↪→ X, el diagrama de ([18], Lema 2.2) en nuestro contexto, tiene la
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forma

0 0 0

0 T
Ê

(− logB) i∗TX(− log C̃) Nlog C̃/B
0

0 T
Ê

i∗TX N
Ê|X 0

0 OB i∗O
C̃

(C̃) 0 0

0 0 0,

donde TX(− log C̃) es la gavilla tangente logarítmica asociada a C̃, y es el dual de
la gavilla Ω1

X(log C̃). De manera similar, para la gavilla T
Ê

(− logB) en Ê. Dado que
T

Ê
∼= TP1 ∼= OP1(2) y OB = Oq1 ⊕ Oq2 concluimos que T

Ê
(− logB) ∼= OP1 . Como

N
Ê|X

∼= O
Ê

(Ê) ∼= OP1(−1) entonces i∗TX = TX |
Ê

∼= OP1(2) ⊕ OP1(−1). Por lo tanto
i∗TX(− log C̃) = TX(− log C̃)|

Ê
∼= OP1(−1) ⊕ OP1 pues Nlog C̃/B

∼= N
Ê|X

∼= OP1(−1).
Así, obtenemos

F1 = Ω1
X(log C̃)|

Ê
∼= OP1(1) ⊕ OP1 , (4.1.42)

y por lo tanto F1 ⊗ O
Ê

(−tÊ) ∼= (OP1(1) ⊕ OP1) ⊗ OP1(t) ∼= OP1(t + 1) ⊕ OP1(t). En
particular, tenemos que H1(F1 ⊗ O

Ê
(−tÊ)) ∼= 0.

■

Ahora calculemos la dimensión de H1(OC(2KFn + C)).

Lema 4.1.43. Si a ≥ 3 y b ≥ (a− 1)n+ 3, entonces

H1(OC(2KFn + C)) ∼= H0(OFn(−KFn)).

Demostración. De la sucesión exacta

0 → OFn(−C) → OFn → OC → 0,

al tensorizar con OFn(2KFn + C) obtenemos

0 → OFn(2KFn) → OFn(2KFn + C) → OC(2KFn + C) → 0,

lo cual induce la sucesión larga en cohomología:

0 → H0(OFn(2KFn)) → H0(OFn(2KFn + C)) → H0(OC(2KFn + C)) →
→ H1(OFn(2KFn)) → H1(OFn(2KFn + C)) → H1(OC(2KFn + C)) →
→ H2(OFn(2KFn)) → H2(OFn(2KFn + C)) → 0. (4.1.44)
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Si a ≥ 3 y b ≥ (a − 1)n + 3 entonces KFn + C es un divisor amplio sobre Fn, y por el
teorema de anulamiento de Kawamata–Viehweg, finalmente

H1(OC(2KFn + C)) ∼= H2(OFn(2KFn)) ∼= H0(OFn(−KFn))∨,

y sabemos que

dimH0(OFn(−KFn)) =
9, si n ≤ 2,
n+ 6, si n ≥ 3.

■

En resumen, obtenemos el teorema que nos calcula el corango de H0(ρ).
Teorema 4.1.45. Sea Z = {p1, . . . , pδ} un conjunto de δ puntos cerrados reducidos
en Fn. Sea C una curva nodal en Fn, con nodos en Z y no otras singularidades, y
linealmente equivalente a aC0 + bF con a, b números enteros positivos. Sea X = BlZFn

y C̃ la normalización de C. Supongamos a ≥ máx{5, δ + 2} y b ≥ máx{(a − 2)n +
6, (a− 1)n+ δ + 2} o a ⩾ máx{5, δ + 2} y máx{5, δ + 2} para n = 0. Entonces

corankH0(ρ) = dimH0(OFn(−KFn)) =
9, si n ≤ 2,
n+ 6, si n ≥ 3.

Demostración. Por la Observación 4.1.27, se tiene

corankH0(ρ) = dimH1(X,Ω1
X(log C̃)(2KX + C̃)).

Además, por la Proposición 4.1.28

dimH1(X,Ω1
X(log C̃)(2KX + C̃)) = dimH1(C̃,OX(2KX + C̃)|

C̃
).

Finalmente, por la Proposición 4.1.43, obtenemos

dimH1(OC(2KFn + C)) = dimH0(OFn(−KFn)).

lo cual prueba el teorema. ■

Por otro lado, también podemos estudiar la sobreyectividad del morfismo H0(ρ)
pues el diagrama (4.1) nos dice que si

H1(Ω1
X(log C̃)(2KX + C̃)) = 0,

entonces H0(ρ) es sobreyectiva. Podemos encontrar condiciones en los coeficientes para
que esto ocurra.
Teorema 4.1.46. Supongamos que a ⩾ 5 y b ⩾ (a − 2)n + 6, o que a ⩾ 5 y b ⩾ 5 si
n = 0. Si δ ⩾ a+ b+ 1 − an

2 tal que g − δ ⩾ 2, entonces H0(ρ) es sobreyectiva.

Demostración. Por la Proposición 4.1.28, tenemos que

H1(Ω1
X(log C̃)(2KX + C̃)) ∼= H1(O

C̃
(2KX + C̃)) ∼= H0(O

C̃
(−KX))∨.

Entonces, H0(ρ) es sobreyectiva si

−KX · C̃ = 2b+ 2a− an− 2δ < 0.

■
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4.2 Sobreyectividad de ΦOX(KX+C̃)

En esta sección asumiremos que pj /∈ C0 para todo pj ∈ Z, Z como en el Teorema
4.1.45 y además que, para i ̸= j, pi y pj no pertenecen a la misma fibra.

La demostración requiere descomponer un cierto divisor en X como la suma de tres
divisores muy amplios; tal descomposición necesariamente implica un aumento en el
género de la curva.
Consideremos el producto X ×X y el blow-up

π : Y := Bl∆(X ×X) → X ×X

a lo largo de la diagonal ∆ ⊂ X ×X. Sea Λ ⊂ Y el divisor excepcional. Para cualquier
gavilla coherente G en X, denotemos por

(G)i = (pri ◦ π)∗G, donde Y π−→ X ×X
pri−→ X,

y pri es la proyección i-ésima, i = 1, 2. Además, para todo divisor D en X, usaremos
esta notación para definir un divisor en Y , es decir,

(D)i = (pri ◦ π)∗D.

Observación 4.2.1. Por la Observación 1.1.21, una condición suficiente para la so-
breyectividad de ΦOX(KX+C̃) es la anulación de

H1(X ×X, pr∗1(KX + C̃) ⊗ pr∗2(KX + C̃) ⊗ I2
∆) ∼= H1(Y, (KX + C̃)1 + (KX + C̃)2 − 2Λ).

Dado que KY
∼= π∗KX×X + Λ y π∗KX×X = π∗(pr∗1KX + pr∗2KX), se sigue que

KY
∼= (KX)1 + (KX)2 + Λ,

y por tanto

(KX + C̃)1 + (KX + C̃)2 − 2Λ = KY + (C̃)1 + (C̃)2 − 3Λ.

Sea
L = OY (KY + (C̃)1 + (C̃)2 − 3Λ),

por lo tanto, queremos probar que:

H1(Y,L) = 0. (4.2.2)

Ahora, definimos M := C̃ − E,

A :=
[

a
3

]
C0 +

[
b
3

]
F,

y
B := (a− 2

[
a
3

]
)C0 + (b− 2

[
b
3

]
)F,
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donde [r] denotará el mayor entero que es menor o igual al número real r.
Como C̃ = σ∗C − 2E, podemos expresar M como σ∗C − 3E, y

M = σ∗C − 3E = σ∗(2A+B) − 3E
= 2(σ∗A− E) + (σ∗B − E).

El siguiente lema da condiciones numéricas que aseguran que el divisor σ∗A−E en X
es un divisor muy amplio, mediante el criterio de Reider. Para δ = 1, estas condiciones
pueden debilitarse, ya que X es una superficie tórica que surge por la transformación
birracional de Fn; en este caso, para probar que es un divisor muy amplio basta verificar
que es un divisor amplio, lo cual sigue del criterio de Nakai–Moishezon.

Lema 4.2.3. Si a ≥ 6 y b ≥ máx{(a + 3)n, 6δ − 3n + 3}, entonces σ∗A − E es un
divisor muy amplio sobre X.

Demostración. Definamos
N := σ∗A− E −KX .

Como KX = σ∗KFn + E, se sigue que

N = σ∗(A−KFn) − 2E.

Escribimos
N =

([
a
3

]
+ 2

)
σ∗C0 +

([
b
3

]
+ n+ 2

)
σ∗F − 2E.

Queremos probar que N+KX es un divisor muy amplio. Usaremos el criterio de Reider
del siguiente modo: Primero mostraremos que N2 ≥ 10. Luego verificaremos que no
existe un divisor efectivo D tal que se cumpla alguna de las siguientes condiciones:

(i) N ·D = 0 y D2 = −1 o −2,

(ii) N ·D = 1 y D2 = 0 o −1,

(iii) N ·D = 2 y D2 = 0.

La inexistencia de tales divisores D, junto con N2 ≥ 10, implica por el criterio de
Reider que N +KX es muy amplio. Dado que

N +KX = σ∗A− E,

se concluye que σ∗A− E es un divisor muy amplio en X.
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Nótese que

N2 =
([
a

3

]
+ 2

)2
(σ∗C0)2 +

([
b

3

]
+ n+ 2

)2

(σ∗F )2 + 4E2+

+ 2
([
a

3

]
+ 2

)([
b

3

]
+ n+ 2

)
(σ∗C0).(σ∗F ) − 4

([
a

3

]
+ 2

)
(σ∗C0).E

− 4
([

b

3

]
+ n+ 2

)
(σ∗F ).E

=
([
a

3

]
+ 2

)2
(−n) + (−4δ) + 2

([
a

3

]
+ 2

)([
b

3

]
+ n+ 2

)

=
([
a

3

]
+ 2

)(
2
[
b

3

]
+ 2n+ 4 −

[
a

3

]
n− 2n

)
− 4δ

⩾ 4
(

2
[
b

3

]
+ 2n+ 4 −

[
a

3

]
n− 2n

)
− 4δ = 8

[
b

3

]
− 4

[
a

3

]
n− 4δ + 16 ⩾ 10.

(4.2.4)

La última desigualdad se cumple debido a que
[

a
3

]
⩾ 2 y 4

[
b
3

]
⩾ 2

[
a
3

]
n + 2δ − 3 por

hipótesis.

Ahora, como Pic(X) ∼= σ∗Pic(Fn) ⊕ Z[E1] ⊕ · · · ⊕ Z[Eδ], consideremos Γ cualquier
curva reducida irreducible en X de la forma

Γ = ασ∗C0 + βσ∗F −
δ∑

j=1
njEj,

donde α, nj, β ∈ N ∪ {0}. Entonces tenemos los siguientes casos:
■ Si α = 0 entonces Γ ∈ {σ∗F, σ∗F − Ej, Ej}. Así

N.Γ =


N.σ∗F =

[
a
3

]
+ 2

N.Ej = 2
N.(σ∗F − Ej) =

[
a
3

] (4.2.5)

y N.Γ ⩾ 2 para toda Γ ∈ {σ∗F, σ∗F − Ej, Ej}.

■ Recordemos que pj /∈ C0 entonces, si β = 0 entonces Γ ∈ {σ∗C0, Ej}. Por tanto

N.Γ =
{
N.σ∗C0 =

[
b
3

]
−
[

a
3

]
n− n+ 2

N.Ej = 2
(4.2.6)

y N.Γ ⩾ 2 pues
[

b
3

]
⩾
[

a
3

]
n+ n por hipótesis.

■ Si α ̸= 0 y β ̸= 0, por [17] se tiene que β ⩾ αn. Además, como Γ y σ∗F −Ej son
curvas irreducibles distintas, entonces Γ.(σ∗F − Ej) ⩾ 0, esto es, α ⩾ nj para
todo j = 1, . . . , δ. Por tanto,

N.Γ =
([
a

3

]
+ 2

)
(β − αn) + α

([
b

3

]
+ n+ 2

)
−

δ∑
j=1

2nj. (4.2.7)
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Por hipótesis,
[

b
3

]
⩾ 2δ − n+ 1 esto implica que α

([
b
3

]
+ n+ 2

)
⩾
(∑δ

j=1 2α
)

+
3α ⩾

(∑δ
j=1 2α

)
+ 3, y

(∑δ
j=1 2α

)
⩾
(∑δ

j=1 2nj

)
entonces α

([
b
3

]
+ n+ 2

)
−∑δ

j=1 2nj ⩾ 3 y, en particular, obtenemos que N.Γ ⩾ 2.

Por lo tanto, N.Γ ⩾ 2 para cualquier curva irreducible reducida Γ en X, esto nos dice
que para todo divisor D en X (suma de curvas irreducibles reducidas), tenemos que
N.D ⩾ 2. Ahora, nos enfocaremos solo en el caso (iii) N.D = 2 y D2 = 0.
Supongamos que existe un divisor efectivo D en X tal que N.D = 2. Consideremos a
D como una curva irreducible reducida de la forma

D = ασ∗C0 + βσ∗F −
δ∑

j=1
njEj.

Nótese que, si α ̸= 0 entonces α ⩾ nj para todos j = 1, . . . , δ.. Consideremos los
siguientes casos:

■ Caso α ⩾ 1 y β ⩾ αn:
Por hipótesis,

[
b
3

]
⩾ 2δ−n+ 1 esto implica α

([
b
3

]
+ n+ 2

)
⩾
(∑δ

j=1 2α
)

+ 3α ⩾(∑δ
j=1 2nj

)
+ 3. Entonces

N.D =
([
a

3

]
+ 2

)
(β − αn) + α

([
b

3

]
+ n+ 2

)
−

δ∑
j=1

2nj

⩾ α

([
b

3

]
+ n+ 2

)
−

δ∑
j=1

2nj ⩾ 3 > 2.
(4.2.8)

■ Caso α = 1 y β = 0:
En este caso, D tiene la forma σ∗C0 − ∑δ

j=1 njEj, donde nj ⩽ 1 para todo
j = 1, . . . , δ. Como D2 = 0 entonces D2 = −n − ∑δ

j=1(n2
j) = 0, lo que implica

que n = 0 y nj = 0 para todo j. En consecuencia, N.D =
[

b
3

]
+ 2 > 2.

■ Caso α = 0 y β = 1:
Aquí D = σ∗F o D = σ∗F − Ej1 para algún j1 ∈ {1, . . . , δ}.

· Si D = σ∗F , entonces N.σ∗F =
[

a
3

]
+ 2 ⩾ 4 > 2.

· Si D = σ∗F − Ei, entonces N.(σ∗F − Ei) =
[

a
3

]
⩾ 2, sin embargo (σ∗F −

Ei)2 = E2
i = −1 ̸= 0.

■ Caso α = 0 y β = 0:
Así D = Ej1 para algún j1 ∈ {1, . . . , δ} y N.Ei = 2, sin embargo, E2

i = −1 ̸= 0.

Por tanto, no existe divisor efectivo D en X tal que N.D = 2 y D2 = 0. Finalmente,
σ∗A− E es un divisor muy amplio en X por el criterio de Reider. ■

De manera similar a la demostración del Lema 4.2.3, podemos obtener lo siguiente.
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Lema 4.2.9. Si a ≥ 6 y b ≥ máx{(a + 7)n, 6δ − 3n + 3}, entonces σ∗B − E es un
divisor muy amplio sobre X.

El siguiente lema muestra cómo construir un divisor big y nef en Y a partir de un
divisor muy amplio en X, y su demostración es una adaptación de [4, Sección 3.3].

Lema 4.2.10. Si D es un divisor muy amplio sobre X, entonces (D)1 + (D)2 − Λ es
un divisor big y nef en Y .

Demostración. Consideremos la inmersión ϕD : X → P(H0(X,OX(D))∗) = Pr definida
por D. Tenemos un morfismo racional ψ : X × X 99K G := Grass(1,Pr), definido en
el complemento de la diagonal ∆ en X × X, mediante: asignamos al par (x, y) el
subespacio lineal ϕD(x)ϕD(y) ⊂ Pr; este morfismo se llama el morfismo de la línea
secante.
Nótese que ψ se extiende a un morfismo

φ : Y = Bl∆(X ×X) → G

definido como sigue: si (x, y) /∈ ∆, entonces φ(x, y) = φ(x, y) = ϕD(x)ϕD(y). En
cambio, para (x, y) ∈ ∆, φ manda (x, y) a la línea tangente ϕD(x) en la dirección
definida por el divisor excepcional. Se cumple que

(D)1 + (D)2 − Λ = φ∗OG(1),

donde OG(1) es el generador de Pic(G) ∼= Z.
Ahora, a menos que X sea un subespacio lineal de Pr, el morfismo φ es genéricamente
finito; la fibra sobre un punto general l = xy en la imagen será de dimensión positiva
si y solo si l ⊂ X y la única variedad que contiene todas las rectas que unen dos de sus
puntos es un subespacio lineal de Pr.
Por lo tanto, (D)1 +(D)2 −Λ es un divisor big y nef porque es el pullback de un divisor
big y nef bajo un morfismo genéricamente finito. ■

Nótese que las condiciones del Lema 4.2.9 satisfacen las condiciones del Lema 4.2.3.
Podemos aplicar el Lema 4.2.10 y obtener el siguiente teorema.

Teorema 4.2.11. Si a ≥ 6 y b ≥ máx{(a+7)n, 6δ−3n+3}, entonces (M)1+(M)2−3Λ
es un divisor big y nef sobre Y .

Demostración. Por los Lemas 4.2.3 y 4.2.10 tenemos que

(σ∗A− E)1 + (σ∗A− E)2 − Λ y (σ∗B − E)1 + (σ∗B − E)2 − Λ

son divisores big y nef sobre Y . Entonces,

(M)1 + (M)2 − 3Λ = (σ∗(2A−B) − 3E)1 + (σ∗(2A−B) − 3E)2 − 3A
= 2((σ∗A− E)1 + (σ∗A− E)2 − Λ) + (σ∗B − E)1 + (σ∗B − E)2 − Λ

es un divisor big y nef sobre Y , ya que es la suma de tres divisores big y nef sobre
Y . ■
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Corolario 4.2.12. Si a ≥ 6 y b ≥ máx{(a+ 7)n, 6δ − 3n+ 3}, entonces

H1(Y,KY + (M)1 + (M)2 − 3Λ) = 0.

Demostración. Por el Teorema 4.2.11, (M)1 + (M)2 − 3Λ es un divisor big y nef.
Entonces, el resultado se sigue del teorema de anulación de Kawamata–Viehweg. ■

Ahora, consideremos Yj ⊂ Y la transformada propia de Ej ×X, y los divisores

Rj = C̃ −
j∑

i=1
Ei

para cada j = 1, . . . , δ. Nótese que

Rj = σ∗C − 2E −
j∑

i=1
Ei = σ∗(2A+B) − 2E −

j∑
i=1

Ei

= 2(σ∗A− E) + (σ∗B −
j∑

i=1
Ei) (4.2.13)

De manera análoga a la demostración del Lema 4.2.3, obtenemos lo siguiente.

Lema 4.2.14. Si a ≥ 6 y b ≥ máx{(a + 7)n, 6j − 3n + 3}, entonces los divisores
σ∗B −∑j

i=1 Ei son divisores muy amplios sobre X, para todo j = 1, . . . , δ.

Observación 4.2.15. Por lo tanto, si a ≥ 6 y b ≥ máx{(a+7)n, 6δ−3n+3}, entonces
(σ∗A−E) y (σ∗B−∑j

i=1 Ei) son divisores muy amplios sobre X para todo j = 1, . . . , δ.
Por el Lema 4.2.10, obtenemos que, para cada j = 1, . . . , δ, los divisores

(σ∗B −
j∑

i=1
Ei)1 + (σ∗B −

j∑
i=1

Ei)2 − Λ y (σ∗A− E)1 + (σ∗A− E)2 − Λ

son divisores big y nef sobre Y .
Por lo tanto, para cada j = 1, . . . , δ, las restricciones de (σ∗B−∑j

i=1 Ei)1 + (σ∗B−∑j
i=1 Ei)2 − Λ y de (σ∗A−E)1 + (σ∗A−E)2 − Λ a Yj son también divisores nef. Ahora

veremos que estas restricciones también son divisores big.
Recordemos (véase [8]) que si D es muy amplio en X, entonces el sistema lineal

|(D)1 + (D)2 − Λ| en Y tiene un subespacio lineal que induce un morfismo

Y → Grass(1,PH0(X,OX(D))∗),

que asocia el par (x, y) ∈ Y con el subespacio lineal generado por ϕD(x) y ϕD(y), donde
ϕD es la inmersión de X en PH0(X,OX(D))∗.
Como σ∗A − E encaja a X de tal manera que Ej es una recta, y si asumimos que
(σ∗A−E)1+(σ∗A−E)2−Λ no fuera big en Yj, entonces la restricción a Yj del morfismo
Y → Grass(1,PH0(X,OX(D))∗) no tendría fibra finita, entonces todo segmento de
linea que une un punto de la línea ϕσ∗A−E(Ej) y un punto de la imagen ϕσ∗A−E(X)
estaría contenido en ϕσ∗A−E(X), esto es, ϕσ∗A−E(X) es un plano, lo cual llevaría a una
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contradicción. Por tanto, estas restricciones también son divisores big en Yj, donde Yj

es la transformada propia de Ej ×X.
De modo análogo, para cada j = 1, . . . , δ, los divisores

[(σ∗B −
j∑

i=1
Ei)1 + (σ∗B −

j∑
i=1

Ei)2 − Λ]|Yj

son divisores big y nef sobre Yj.

Por el Lema 4.2.14 y la Observación 4.2.15, obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 4.2.16. Si a ≥ 6 y b ≥ máx{(a+ 7)n, 6δ − 3n+ 3}, entonces

(C̃ −
j∑

i=1
Ei)1 + (C̃ −

j∑
i=1

Ei)2 − 3Λ

es un divisor big y nef sobre Y , para todo j = 1, . . . , δ. Además, la restricción a Yj

[(C̃ −
j∑

i=1
Ei)1 + (C̃ −

j∑
i=1

Ei)2 − 3Λ]|Yj

también es divisor big y nef en Yj, para todo j = 1, . . . , δ.

Demostración. Note que, para todo j = 1, . . . , δ, el divisor

(Rj)1 + (Rj)2 − 3Λ = (C̃ −
j∑

i=1
Ei)1 + (C̃ −

j∑
i=1

Ei)2 − 3Λ

en Y , es suma de tres divisores (4.2.13) y, por la Observación 4.2.15, cada uno de estos
tres divisores son big y nef en Y . Por tanto, la suma también es un divisor big y nef
en Y . ■

Ahora demostraremos que estas condiciones numéricas son suficientes para tener la
sobreyectividad de ΦOX(KX+C̃).

Teorema 4.2.17. Con la notación anterior, sea L = OY (KY + (C̃)1 + (C̃)2 − 3Λ). Si
a ≥ 6 y b ≥ máx{(a+ 7)n, 6δ − 3n+ 3}, entonces

H1(Y,L) = 0.

Demostración. Consideremos los siguientes divisores:

■ Zj ⊂ Y , definidos por las transformadas propias de X × Ej.

■ Fj := (Ej)1 + (Ej)2 = Zj + Yj, con Yj como antes.

■ F := ∑δ
j=1 Fj.
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Dado que L = KY + (C̃)1 + (C̃)2 − 3Λ, tenemos,

L − F = KY + (C̃)1 + (C̃)2 − 3Λ − F

= KY + (C̃)1 + (C̃)2 − 3Λ −

 δ∑
j=1

(Ej)1 + (Ej)2


= KY + (C̃ −

δ∑
j=1

Ej)1 + (C̃ −
δ∑

j=1
Ej)2 − 3Λ (4.2.18)

= KY + (M)1 + (M)2 − 3Λ. (4.2.19)

Por lo tanto, por el Corolario 4.2.12, tenemos que H1(Y,L−F ) = 0. Por convención,
tomamos F0 = 0. Nótese que tenemos una sucesión exacta para cada i = 1, . . . , δ:

0 → OY (−Fi) → OY → OFi
→ 0. (4.2.20)

Al tensorizar con OY (L −∑i−1
j=0 Fj) obtenemos,

0 → OY (L −
i∑

j=0
Fj) → OY (L −

i−1∑
j=0

Fj) → OFi
(L −

i−1∑
j=0

Fj) → 0, (4.2.21)

Como F0 = 0, para i = 1, tenemos la sucesión

0 → OY (L − F1) → OY (L) → OF1(L) → 0, (4.2.22)

por lo tanto, si H1(Y,OY (L − F1)) = 0 y H1(F1,OF1(L)) = 0, el resultado se sigue. A
partir de la sucesión exacta (4.2.21) para i = 2, tenemos la anulación de H1(Y,OY (L−
F1)) si H1(Y,OY (L − F1 − F2)) = 0 y H1(Y,OY (L − F2)) = 0, y análogamente hasta
i = δ, tenemos la anulación de H1(Y,OY (L − ∑δ−1

j=0 Fj)) si H1(Y,OY (L − F )) = 0 y
H1(Fδ,OFδ

(L −∑δ−1
j=0 Fj)) = 0. Por lo tanto, sólo necesitamos demostrar que

H1(Fi,OFi
(L −

i−1∑
j=0

Fj)) = 0, para cada i = 1, . . . , δ. (4.2.23)

Sea Uij la transformada estricta en Y de Ei × Ej. Nótese que si i ̸= j, entonces
Ei ∩ Ej = ∅, por lo tanto,

Uij
∼= Ei × Ej.

Por definición, la transformada estricta de los divisores Ei × X y X × Ei bajo la
explosión

π : Y → X ×X

son
Yi = π∗(Ei ×X) − Λ|Yi

Zi = π∗(X × Ei) − Λ|Zi
,

donde Λ es el divisor excepcional.
El subesquema

Ei × Ei = (Ei ×X) ∩ (X × Ei) ⊂ X ×X
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intersecta a la diagonal en
∆Ei

∼= Ei.

La transformada estricta Uii de Ei × Ei es, por definición,

Uii = π∗(Ei × Ei) − Λ|Yi
.

Por otro lado, la intersección de las transformadas estrictas

Wi := Yi ∩ Zi,

contiene a la transformada estricta Uii y la contribución del divisor excepcional res-
tringido a Yi. Por lo tanto, como divisores en Yi, obtenemos que

Wi = Uii + Λ|Yi
.

Por la notación introducida arriba, tenemos Fi = Yi ∪ Zi, y si denotamos Wi = Yi ∩
Zi. Entonces, como divisores en Yi, Wi y Uii + Λ|Yi

son linealmente equivalentes. En
consecuencia, tenemos la sucesión exacta,

0 → OYi
(−Wi) → OY → OZi

→ 0. (4.2.24)

Al tensorizar con OFi
(L −∑i−1

j=0 Fj) obtenemos,

0 → OYi
(L −Wi −

i−1∑
j=0

Fj) → OFi
(L −

i−1∑
j=0

Fj) → OZi
(L −

i−1∑
j=0

Fj) → 0. (4.2.25)

En Yi también tenemos la sucesión exacta

0 → OYi
(L −Wi −

i−1∑
j=0

Fj) → OYi
(L −

i−1∑
j=0

Fj) → OWi
(L −

i−1∑
j=0

Fj) → 0.

Como Wi ∩ Fj = ∅ para j ≤ i− 1, esta sucesión se reduce a

0 → OYi
(L −Wi −

i−1∑
j=0

Fj) → OYi
(L −

i−1∑
j=0

Fj) → OWi
(L) → 0. (4.2.26)

De la sucesión (4.2.25), si para cada i = 1, . . . , δ

H1(OYi
(L −Wi −

i−1∑
j=0

Fj)) = 0,

y

H1(OZi
(L −

i−1∑
j=0

Fj)) = 0,

entonces (4.2.23) se satisface. Sin embargo, por la definición de Zi y la simetría con Yi,
por la sucesión exacta en (4.2.26), basta probar que, para cada i = 1, . . . , δ:

H1(OYi
(L −Wi −

i−1∑
j=0

Fj)) = 0, (4.2.27)
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y
H1(OWi

(L)) = 0. (4.2.28)
Para demostrar la igualdad (4.2.27), observemos que, Yi = (Ei)1 y Zi = (Ei)2. Por lo
tanto, como divisores en Yi, Wi = Zi|Yi

= [(Ei)2]|Yi
, entonces

L|Yi
=[KY + (C̃)1 + (C̃)2 − 3Λ]|Yi

= [KY + (Ei)1 + (Ei)2 + (C̃ − Ei)1 + (C̃ − Ei)2 − 3Λ]|Yi

∼=[KY + (Ei)1]|Ei
+ [(Ei)2]|Ei

+ [(C̃ − Ei)1 + (C̃ − Ei)2 − 3Λ]|Yi

∼=KYi
+Wi + [(C̃ − Ei)1 + (C̃ − Ei)2 − 3Λ]|Yi

.

Entonces,

OYi
(L −Wi −

i−1∑
j=0

Fj) ∼= OYi
(KYi

+ (C̃ − Ei)1 + (C̃ − Ei)2 − 3Λ −
i−1∑
j=0

Fj).

Notemos que

(C̃ − Ei)1 + (C̃ − Ei)2 −
i−1∑
j=0

Fj =(C̃)1 + (C̃)2 − Fi −
i−1∑
j=0

Fj

=(C̃)1 + (C̃)2 −
i∑

j=0
Fj = (C̃)1 + (C̃)2 −

i∑
j=1

(Ej)1 + (Ej)2

=(C̃ −
i∑

j=1
Ej)1 + (C̃ −

i∑
j=1

Ej)2.

Por lo tanto,

OYi
(L −Wi −

i−1∑
j=0

Fj) ∼= OYi
(KYi

+ (C̃ −
i∑

j=1
Ej)1 + (C̃ −

i∑
j=1

Ej)2 − 3Λ).

Por el Corolario 4.2.16, el divisor

[(C̃ −
i∑

j=1
Ej)1 + (C̃ −

i∑
j=1

Ej)2 − 3Λ]Yi
,

es big y nef en Yi, y por el teorema anulamiento de Kawamata–Viehweg obtenemos
que se satisface la expresión (4.2.27).
Para demostrar la igualdad (4.2.28), procedemos como en [8], la prueba del Lema 3.1:
Sea Λ̃i = Λ|Yi

, entonces Λ̃i
∼= PE con E ∼= N∨∆Ei

/Ei×X De la sucesión exacta del haz
normal

0 → N∆Ei
/Ei×Ei

→ N∆Ei
/Ei×X → NEi×Ei/Ei×X

∣∣∣
∆Ei

→ 0

y de los isomorfismos

N∆Ei
/Ei×Ei

∼= TEi
∼= OP1(2) y NEi×Ei/Ei×X

∣∣∣
∆Ei

∼= NEi/X
∼= OP1(−1),

51



Sobreyectividad de ΦOX(KX+C̃)

se sigue que
N∆Ei

/Ei×X
∼= OP1(2) ⊕ OP1(−1).

Por lo tanto,

E ∼= OP1(−2) ⊕ OP1(1), y PE ∼= P (OP1(−3) ⊕ OP1) ∼= F3.

Como
L = OY ((KX + C̃)1 + (KX + C̃)2 − 2Λ),

entonces la restricción de L a Λ̃i es

L|Λ̃i
= −2Λ|Λ̃i

.

Bajo la identificación Λ̃i
∼= PE , la clase tautológica OΛ̃i

(1) corresponde al divisor C0+F ,
donde C0 ∈ |OPE(1)| y F es la fibra de la proyección PE → Ei

∼= P1. Entonces, tenemos
que Λ|Λ̃i

= OPE(−C0 − F ). De aquí, obtenemos finalmente,

L|Λ̃i

∼= OPE(2C0 + 2F ).

Además, la intersección Qi = Uii ∩Λ̃i es isomorfa a ∆Ei
, y es un divisor del tipo C0 +αf

en PE para algún α.
Por lo tanto,

dimH1(OΛ̃i
(L)) = dimH1(OF3(2C0 + 2F )) = 1,

dimH2(OΛ̃i
(L −Qi)) = dimH2(OF3(C0 + (2 − α)F )) = 0.

De la sucesión exacta

0 → OΛ̃i
(−Λ̃i ∩ Uii) → OWi

→ OUii
→ 0,

al tensorizar con OY (L) obtenemos

0 → OΛ̃i
(L −Qi) → OWi

(L) → OUii
(L) → 0.

Como OUii
(L) ∼= OP1×P1(−1,−1), se sigue que H2(OUii

(L)) = 0 y por tanto

H2(OWi
(L)) = 0.

Ahora, de la sucesión exacta

0 → OUii
→ OWi

→ OΛ̃i
→ 0,

al tensorizar con OY (L) se obtiene

0 → OUii
(L −Qi) → OWi

(L) → OΛ̃i
(L) → 0.

Como
OUii

(L −Qi) ∼= OP1×P1(−2,−2),
tenemos H1(OUii

(L −Qi)) = 0 y

dimH2(OUii
(L −Qi)) = 1.

Finalmente, obtenemos que
H1(OWi

(L)) = 0.
■
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Por lo tanto, ΦOX(KX+C̃) es sobreyectivo. Lo anterior lo resumimos en el siguiente
resultado.

Teorema 4.2.29. Sean p1, . . . , pδ puntos distintos en Fn tales que para cada j, pj /∈ C0,
y para todos i, j ∈ {1, . . . , δ}, pi y pj no están en la misma fibra de la fibración que
admite Fn, π1 : Fn → P1. Supongamos que C es una curva nodal en Fn en el sistema
lineal |D|, con D linealmente equivalente a aC0 +bF con a, b números enteros positivos.
Sea X = BlZFn, donde Z = {p1, . . . , pδ} son los nodos de C, y sea C̃ la normalización
de C. Supongamos que a ⩾ 6 y b ⩾ máx{(a+7)n, 6δ−3n+3}. Entonces, la aplicación
Gaussiana

ΦOX(KX+C̃) :
∧2

H0(X,OX(KX + C̃)) −→ H0(X,Ω1
X(2KX + 2C̃))

es sobreyectiva.

Demostración. Se sigue de la Observación 4.2.1 y el Teorema 4.2.17. ■

Como se mencionó anteriormente, para el caso δ = 1 podemos debilitar las condicio-
nes numéricas. Llamemos p al nodo para el caso δ = 1. En lugar de usar el Lema 4.2.3
y 4.2.9, usaremos el siguiente lema, y el argumento para demostrar la sobreyectividad
de la aplicación Gaussiana se sigue con en el Teorema 4.2.17.

Lema 4.2.30. Los divisores σ∗A− E y σ∗B − E son divisores muy amplios en X si⌊
b

3

⌋
⩾
⌊
a

3

⌋
n+ 1, (4.2.31)

⌊
a

3

⌋
⩾ 2. (4.2.32)

Demostración. Notamos que Fn es una superficie tórica, y en éstas todo divisor amplio
es muy amplio. En particular, X es una superficie tórica ya que es una transformación
monoidal de Fn. Por lo tanto, basta probar que σ∗A − E y σ∗B − E son divisores
amplios en X, y utilizaremos el criterio de Nakai–Moishezon. Primero, podemos ver
que

(σ∗A− E)2 = A2 − 1 = −
⌊
a

3

⌋2
n+ 2

⌊
a

3

⌋ ⌊
b

3

⌋
− 1 =

⌊
a

3

⌋(
2
⌊
b

3

⌋
−
⌊
a

3

⌋
n

)
− 1 > 0,

(4.2.33)
con las condiciones ⌊

b

3

⌋
⩾
⌊
a

3

⌋
n+ 1, (4.2.34)

⌊
a

3

⌋
⩾ 2. (4.2.35)

Sea Γ cualquier curva irreducible en X demostraremos que (σ∗A − E) · Γ > 0. Tal Γ
tiene la forma σ∗G− γE, donde G = α1C0 + α2F y γ ∈ Z.
Si γ < 0, entonces (σ∗A − E) · Γ = A · G − γ > 0 porque A es muy amplio bajo las
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condiciones anteriores. Consideremos el caso γ ⩾ 0.
Si α1 = 0, entonces G = F y

Γ =
σ
∗F − E, p ∈ F,

σ∗F, p /∈ F,

por lo tanto,

(σ∗A− E) · Γ =


⌊
a

3

⌋
, p ∈ F,⌊

a

3

⌋
− 1, p /∈ F,

es positivo en cualquier caso, si se satisface la condición (4.2.35).
Si α2 = 0, entonces G = C0 y

Γ = σ∗C0.

Como el punto p no pertenece a C0, el divisor E no aparece en Γ. De esto, se deduce
que

(σ∗A− E) · Γ = −
⌊
a

3

⌋
n+

⌊
b

3

⌋
> 0.

Supongamos que α1 ̸= 0, α2 ̸= 0. Entonces Γ y σ∗F − E son curvas distintas, y
Γ · (σ∗F − E) ⩾ 0, es decir, α1 − γ ⩾ 0.
Si n = 0, entonces α1 ⩾ 0 y α2 > 0, así

(σ∗A− E) · Γ =
[
a

3

]
α2 +

[
b

3

]
α1 − γ >

[
b

3

]
α1 − γ ⩾ 0.

Así (4.2.34) y (4.2.35) se satisfacen para n = 0.
En el caso en que n > 0, entonces α1 > 0, α2 ⩾ α1n. En este caso

(σ∗A− E) · Γ =
[
a

3

]
(α2 − α1n) +

[
b

3

]
α1 − γ ⩾

[
b

3

]
α1 − γ > 0,

si
[

b
3

]
⩾ 2 y esto se satisface mediante (4.2.34).

Bajo las condiciones (4.2.34) y (4.2.35), tenemos que

(σ∗B − E)2 = B2 − 1 =
(
a− 2

[
a

3

])(
2
(
b− 2

[
b

3

])
−
(
a− 2

[
a

3

])
n

)
− 1 > 0.

Ahora, para cualquier curva irreducible Γ ⊂ X debemos mostrar que (σ∗B−E) ·Γ > 0.
Dado que Γ tiene la forma σ∗G−γE, donde G = β1C0 +β2F y γ ∈ Z. Si γ < 0 entonces
(σ∗B−E) · Γ = A ·G− γ > 0 porque B es muy amplio bajo las condiciones anteriores.
Consideremos el caso γ ⩾ 0.
Si β1 = 0 entonces G = F y

Γ =
σ∗F − E si p ∈ F,

σ∗F si p /∈ F.
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Así,

(σ∗B − E) · Γ =


a− 2

[
a

3

]
si p ∈ F,

a− 2
[
a

3

]
− 1 si p /∈ F,

es positivo en cualquier caso, con la condición (4.2.35).
Si β2 = 0 entonces G = C0 y

Γ = σ∗C0,

dado que el punto p no pertenece a C0, entonces el divisor E no aparece en Γ. Se sigue
que

(σ∗B − E) · Γ = −
(
a− 2

[
a

3

])
n+

(
b− 2

[
b

3

])
> 0.

Supongamos que β1 ̸= 0, β2 ̸= 0. Entonces Γ y σ∗F − E son curvas distintas, y
Γ · (σ∗F − E) ⩾ 0, esto es, β1 − γ ⩾ 0. Si n = 0 entonces β1 > 0 y β2 > 0, así

(σ∗B − E) · Γ =
(
a− 2

[
a

3

])
β2 +

(
b− 2

[
b

3

])
β1 − γ >

[
b

3

]
α1 − γ ⩾ 0,

así (4.2.34) y (4.2.35) se satisfacen para n = 0.

En el caso en que n > 0, entonces β1 > 0, β2 ⩾ β1n. En este caso

(σ∗B−E) ·Γ =
(
a− 2

[
a

3

])
(β2 −β1n)+

(
b− 2

[
b

3

])
β1 −γ ⩾

(
b− 2

[
b

3

])
β1 −γ > 0,

(103)
ya que

[
b
3

]
⩾ 2 por (4.2.34). ■

Por lo que, se tiene el siguente resultado para el caso de curvas 1-nodales:

Teorema 4.2.36. Supóngase que C es una curva con un nodo en Fn, linealmente
equivalente a aC0 + bF . Sea X = Blp(Fn) donde p ∈ C es el nodo tal que p /∈ C0, y sea
C̃ la normalización de C. Si b ⩾ an+ 3 y a ⩾ 6, entonces la aplicación Gaussiana

ΦOX(KX+C̃) :
2∧
H0(X,OX(KX + C̃)) −→ H0(X,Ω1

X(2KX + 2C̃))

es sobreyectiva.

4.3 Corank ΦC̃

A partir de las secciones anteriores, podemos unir el Teorema 4.1.45 y el Teorema
4.2.29 para obtener el siguiente resultado que nos dice información sobre el corango de
la aplicación de Wahl para la normalización de una curva nodal con δ nodos en una
superficie de Hirzebruch.
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Teorema A. Sean p1, . . . , pδ puntos distintos en Fn tales que para cada j, pj /∈ C0,
y para todos i, j ∈ {1, . . . , δ}, pi y pj no están en la misma fibra de la fibración que
admite Fn, π1 : Fn → P1. Supongamos que C es una curva nodal en Fn en el sistema
lineal |D|, con D linealmente equivalente a aC0 + bF , donde a > 0 y b > 0.
Sea X = BlZFn, donde Z = {p1, . . . , pδ} son los nodos de C, como sus únicas sin-
gularidades. Sea C̃ la normalización de C. Supongamos que a ⩾ máx{6, δ + 2} y
b ⩾ máx{(a+ 7)n, (a− 1)n+ δ + 2, 6δ − 3n+ 3}. Entonces el corango de la aplicación
de Wahl para C̃ es

corank Φ
C̃

= dimH0(Fn,OFn(−KFn)) =
9, si n ≤ 2,
n+ 6, si n ≥ 3.

Demostración. Por la Observación 4.0.11 se tiene

corank(Φ
C̃

) = corank
(
H0(ρ) ◦ Φ

KX+C̃

)
.

Por las hipótesis y las condiciones en los coeficientes a, b, la sobreyectividad de Φ
KX+C̃

se sigue del Teorema 4.2.29 y corankH0(ρ) = dimH0(Fn,OFn(−KFn)) se sigue del
Teorema 4.1.45. Lo cual prueba el teorema. ■

Este teorema nos dice que corango de la aplicación de Wahl de la normalización
de una curva nodal en Fn depende solamente, en cierto sentido, del valor n; esto es,
el corango de la aplicación de Wahl está definido a partir de la superficie en la que se
encuentra la curva nodal.
Es relevante mencionar que este teorema nos hace ver que el corango de la aplicación de
Wahl para el caso de normalizaciones curvas nodales en Fn satisface lo que se menciona
en la conjetura de Wahl, enunciada en la Conjetura 1.2.40, esto es corank(Φ

C̃
) ⩾

dimH0(X,OX(−KX)). Para ver esto, recordemos que −KX = σ∗(−KFn) − E y

H0(X,OX(−KX)) ∼= H0(X, σ∗OFn(−KFn) ⊗ OX(−E)) ∼= H0(Fn,OFn(−KFn) ⊗ IZ),

debido a que, para todo i > 0, RiOX(−E) = 0, y σ∗OX(−E) = IZ , donde IZ es la
gavilla de ideales en Z = {p1, . . . , pδ} en Fn. Consideremos la sucesión exacta

0 → IZ → OFn →
δ⊕

i=1
Opi

→ 0. (4.3.1)

Si tensorizamos esta sucesión con OFn(−KFn) obtenemos,

0 → OFn(−KFn) ⊗ IZ → OFn(−KFn) → OFn(−KFn) ⊗
(

δ⊕
i=1

Opi

)
→ 0, (4.3.2)

con sucesión exacta larga en cohomología,

0 →H0(Fn,OFn(−KFn) ⊗ IZ) → H0(Fn,OFn(−KFn)) → Cδ →
→H1(Fn,OFn(−KFn) ⊗ IZ) → H1(Fn,OFn(−KFn)) → 0 →
→H2Fn,OFn(−KFn) ⊗ IZ) → H2(Fn,OFn(−KFn)) → 0. (4.3.3)
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Por lo tanto,

corank(Φ
C̃

) = dimH0(Fn,OFn(−KFn)) ⩾ dimH0(Fn,OFn(−KFn)⊗IZ) = dimH0(X,OX(−KX)).

Para el caso de δ = 1, podemos ligerar un poco las condiciones numéricas sobre los
coeficientes, pues el Teorema 4.2.36 trata la sobreyectividad del morfismo ΦOX(KX+C̃)
para el caso de curvas 1-nodales. Esto nos permite enunciar el siguiente resultado.

Teorema B. Sea p un punto en Fn. Supongamos que C es una curva nodal en Fn, con
un nodo en p y no otras singularidades, y linealmente equivalente a aC0 + bF con a y
b enteros positivos. Sea X = BlpFn, y sea C̃ la normalización de C. Si p /∈ C0, a ≥ 6
y b ≥ máx{an+ 3, (a− 2)n+ 6}, entonces:

corank Φ
C̃

=
9, si n ≤ 2,
n+ 6, si n ≥ 3.

Demostración. Se sigue del Teorema 4.1.45 y del Teorema 4.2.36. ■

El Teorema A tiene implicaciones geométricas para las curvas nodales dentro de
superficies de Hirzebruch. Como aplicación de dicho teorema podemos demostrar lo
siguiente.

Teorema C. Supóngase que a ⩾ 6 y b ⩾ máx{(a− 2)n+ 6, an+ 3}. Sea C ⊂ Fn una
curva δ-nodal cuyo punto singular no se encuentra en la sección negativa, y tal que C
es linealmente equivalente a aC0 + bF . Entonces C no puede estar en otra superficie
de Hirzebruch Fm, como una curva δ-nodal, para m ̸= n y m ⩾ 4.

Demostración. Consideremos C̃ la normalización de C, como en la notación del Teo-
rema A. Para el caso n ⩽ 2 tenemos que el corango de Φ

C̃
es 9 y si suponemos que

C ⊂ Fm (como una curva 1-nodal) con m ⩾ 4, también tendriamos que el corango de
Φ

C̃
es 5 +m. Sin embargo 9 ̸= 6 +m para m ⩾ 4.

Ahora, si n ⩾ 3, entonces el corango de Φ
C̃

es 6 + n, pero 6 + n ̸= 6 +m si n ̸= m. ■

Esto contribuye al estudio de la variedad de Severi en superficies de Hirzebruch,
que estudiaremos en el siguiente capítulo.
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Capítulo 5

Morfismo al moduli

Sea D ∈ Div(S) un divisor efectivo sobre una superficie proyectiva suave S. Denotemos
por |D| el sistema lineal completo asociado a D. Supongamos que el elemento general
de |D| es una curva irreducible y suave. Denotaremos por pa(D) al género aritmético
de D, esto es,

pa(D) = 1 + D(D +KS)
2 .

Por la hipótesis sobre su elemento general, tiene sentido considerar el subesquema de
|D| que parametriza todas las curvas C equivalentes linealmente a D que son irreduci-
bles y tienen únicamente δ nodos como singularidades.

Definición 5.0.1. Denotamos por
V|D|,δ

el subesquema localmente cerrado de |D| que parametriza curvas irreducibles y redu-
cidas pertenecientes a |D| y que tienen exactamente δ nodos como puntos singulares
y ninguna otra singularidad. El esquema V|D|,δ se llama la “Variedad de Severi” de
curvas irreducibles, δ-nodales en el sistema lineal. Si V|D|,δ ̸= ∅ y C ∈ V|D|,δ, entonces
Z denotará el subesquema de nodos de C; es un subesquema cerrado de S de longitud
δ. Ver [15], para más detalles de la construcción.

En este capítulo estamos interesados en estudiar el morfismo al moduli dado por

V|D|,δ −→ Mg̃

C 7−→ [C̃] := la normalización de C.
(5.0.2)

Notemos que información de la imagen de este morfismo, nos brinda información sobre
el locus de curvas en el espacio moduli de curvas suaves de género g̃ que provienen de
la normalización de curvas nodales en la superficie dada.

Tenemos un morfismo φ : C̃ → C ⊂ S que es el morfismo normalización de una
curva irreducible δ-nodal C ⊂ S. Así, φ tiene diferencial inyectivo en cada punto de C̃,
de modo que Nφ es el haz lineal sobre C̃ que aparece en la sucesión exacta

0 → T
C̃

→ φ∗TS → Nφ → 0, (5.0.3)
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donde T
C̃

es el haz tangente de C̃, y TS es el haz tangente de S. El morfismo de
cofrontera

· · · → H0(C̃, Nφ) ∂−→ H1(C̃, T
C̃

) → · · · (5.0.4)
de la sucesión de cohomología (5.0.3) aplica la clase de Hirokawa en la clase de Ko-
daira–Spencer de una familia particular. Para más detalles, ver [23, Sección 3.4]. Más
adelante, este morfismo de cofrontera será relevante. A partir de la sucesión exacta
(5.0.3), se sigue que

T
C̃

⊗Nφ
∼=
∧2(φ∗TS). (5.0.5)

Sean KS y K
C̃

los divisores canónicos de S y C̃, respectivamente. Por lo tanto,

O
C̃

(−K
C̃

) ⊗Nφ
∼= O

C̃
(φ∗(−KS))

lo cual implica
Nφ

∼= O
C̃

(φ∗(−KS)) ⊗ O
C̃

(K
C̃

).
Sea σ : X → S la explosión (blow-up) de S en el conjunto de nodos Z de una curva
irreducible δ-nodal C ⊂ S, y E = ∑δ

j=1 Ej es el divisor excepcional. Consideremos el
diagrama de blow-up

C̃ −→ X
↓φ ↓σ

C → S.

Tenemos que σ∗(KS) = KX − E y σ∗(C) = C̃ + 2E; por adjunción y por el hecho de
que σ|

C̃
= φ, se sigue que

O
C̃

(K
C̃

) ∼= O
C̃

(KX + C̃) ∼= O
C̃

(φ∗(KS) + E + φ∗(C) − 2E) ∼= O
C̃

(φ∗(KS + C) − E).

Por lo tanto,

Nφ
∼= O

C̃
(φ∗(C) − E) ∼= OX(σ∗(C) − E)|

C̃
∼= OX(C̃ + E)|

C̃
.

Además, tenemos
H i(C̃, Nφ) ∼= H i(C̃,O

C̃
(φ∗(C) − E)),

para todo i ⩾ 0. Dado que |D| es un espacio proyectivo, tenemos

T[C](|D|) ∼= H0(OS(D))/⟨C⟩, (5.0.6)

donde ⟨C⟩ denota el subespacio unidimensional generado por C. Este espacio coincide
con el espacio vectorial de deformaciones de primer orden de C en |D|. Las deforma-
ciones equisingulares de primer orden en |D| están parametrizadas por su subespacio

T[C](V|D|,δ). (5.0.7)

Ahora, las inclusiones Z ⊂ C ⊂ S determinan la siguiente sucesión exacta de haces

0 → IC/S = OS(−C) → IZ/S → IZ/C → 0. (5.0.8)
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Al tensorizar con OS(D), obtenemos

0 → OS → IZ/S(D) → IZ/C(D) → 0, (5.0.9)

puesto que C ∼ D en S.

0 0 0

0 OS IZ/S(D) IZ/C(D) 0

0 OS OS(D) OC(D) 0

0 0 OZ(D) OZ(D) 0

0 0 0

<C>

.

De la primera fila, obtenemos que

T[C](V|D|,δ) ∼= H0(IZ/S(D))/⟨C⟩ (5.0.10)

el cual es el subespacio de

H0(Nφ) ∼= H0(O
C̃

(φ∗(C) − E)) ∼= H0(O
C̃

(C̃ + E)) (5.0.11)

contenido en
T[C](|D|),

puesto que H0(IZ/S(D)) ∼= H0(OX(σ∗(D) −E)) = H0(OX(C̃ +E)), y por la sucesión
de cohomología de

0 → OX(E) → OX(C̃ + E) → O
C̃

(C̃ + E) → 0.

Observación 5.0.12. Si S es una superficie regular, entonces

H0(O
C̃

(C̃ + E)) ∼= H0(OX(C̃ + E))/H0(OX(E)) ∼= H0(IZ/S(D))/H0(OS), (5.0.13)

es decir,
H0(Nφ) ∼= T[C](V|D|,δ). (5.0.14)

Notemos que dimT[C](V|D|,δ) = dimH0(IZ/S(D)) − 1. Observemos que, a partir de
la segunda sucesión exacta vertical, obtenemos

dimH0(IZ/S(D)) = dimH0(OS(D)) − δ + [dimH1(IZ/S(D)) − dimH1(OS(D))]
≥ dimH0(OS(D)) − δ,
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puesto que H1(IZ/S(D)) → H1(OS(D)) es sobreyectiva. Por lo tanto,

dimT[C](V|D|,δ) ≥ H0(OS(D)) − δ − 1 = dimT[C](|D|) − δ = dim |D| − δ, (5.0.15)

donde la última igualdad se mantiene porque |D| es suave en cada punto, como varie-
dad proyectiva.
SiH1(IZ/S(D)) → H1(OS(D)) es un isomorfismo (en particular ocurre cuandoH1(IZ/S(D)) =
0), entonces dimT[C](V|D|,δ) = dim |D|−δ y, en general, dimT[C](V|D|,δ) ≥ dim[C] V|D|,δ ≥
dim |D| − δ, es decir, dimT[C](V|D|,δ) = dim[C](V|D|,δ). Esto motiva la siguiente defini-
ción.

Definición 5.0.16. La variedad de Severi V|D|,δ se dice regular en el punto [C] si
es suave en [C] de dimensión dim |D| − δ, siendo δ el número de nodos de C. En
caso contrario, la componente de V|D|,δ que contiene a [C] es llamada una componente
superabundante.

Observación 5.0.17. Si H1(IZ/S(D)) = 0, entonces cada punto [C] ∈ V|D|,δ es un
punto regular.

Ahora, sea S una superficie regular. Dado un sistema lineal completo |D| o dada la
familia de curvas nodales V|D|,δ sobre S, es interesante estudiar sus propiedades desde
el punto de vista moduli. Esto se reduce a entender el comportamiento del morfismo
natural

π|D|,δ : V|D|,δ −→ Mg̃, (5.0.18)
donde g̃ = pa(D)−δ, para cada δ ≥ 1; el problema consiste en determinar la dimensión
de su imagen en el espacio moduli.

Para S = P2, Sernesi resuelve este problema [22], y Flamini hace un estudio extenso
de este problema para superficies de tipo general en [14]. Usaremos sus herramientas
para estudiarlos en nuestro caso.

Entonces, si consideramos [C] ∈ V|D|,δ, δ ≥ 1, un punto regular y φ : C̃ → C ⊂ S
su normalización, obtenemos

0 → H0(C̃, φ∗TS) → H0(C̃, Nφ) ∂−→ H1(C̃, T
C̃

) → H1(C̃, φ∗TS) → H1(C̃, Nφ) → 0,
(5.0.19)

donde dimH0(C̃, Nφ) = dimT[C](V|D|,δ) y dimH1(C̃, T
C̃

) = dimT[C̃]Mg̃ = 3g̃ − 3 =
3pa(D) − 3δ − 3.

Por [14], el morfismo cofrontera ∂ puede identificarse con el diferencial del morfismo
π|D|,δ, y

dim(π|D|,δ) = dimH0(C̃, Nφ) −H0(C̃, φ∗TS). (5.0.20)

Definición 5.0.21. Sea S una superficie proyectiva suave y regular, y sea |D| el sistema
lineal completo cuyo elemento general es una curva suave en S. Sea δ ≥ 1 tal que
V|D|,δ ̸= ∅. El número moduli de la familia V|D|,δ es

dim(π|D|,δ).

61



El número moduli esperado de V|D|,δ es

expmod(V|D|,δ) := dim(V|D|,δ),

para cada δ ≥ 1.

A partir de este momento, consideraremos S = Fn, y D un divisor efectivo en Fn,
linealmente equivalente a aC0 + bF , donde C0 y F son los generadores de Pic(Fn) con
a y b números enteros positivos. Sea |D| el sistema lineal completo asociado a D. Si
b ≥ an, entonces D es un divisor sin puntos base, y por el teorema de Bertini, [17,
III.10.9], el elemento general de |D| es no singular.
Consideramos C ∈ |D| una curva δ-nodal con nodos en Z. Sea σ : X = BlZFn → Fn y
C̃ la normalización de C.

Lema 5.0.22. [C] es un punto regular en V|D|,δ.

Demostración. Recordemos que

H1(IZ(D)) ∼= H1(OX(σ∗D − E)) ∼= H1(O
C̃

(C̃ + E)) ∼= H1(O
C̃

(C̃ + E))

y, por dualidad de Serre, obtenemos

H1(IZ(D)) ∼= H0
(
O

C̃
(KX − E)

)
,

y, si a ≥ 1 y b ≥ a
2n − a + 1, entonces el grado de O

C̃
(KX − E) es negativo. Por lo

tanto, por la observación anterior, [C] es un punto regular en V|D|,δ. ■

Consideremos la siguiente sucesión exacta en X

0 → OX(−C̃) → OX → O
C̃

→ 0,

al tensorizar con σ∗TFn obtenemos

0 → σ∗TFn ⊗ OX(−C̃) → σ∗TFn → σ∗TFn|
C̃

→ 0

y, por lo tanto,

0 →H0(σ∗TFn ⊗ OX(−C̃)) → H0(σ∗TFn) → H0(σ∗TFn|
C̃

) →
→H1(σ∗TFn ⊗ OX(−C̃)) → H1(σ∗TFn) → H1(σ∗TFn|

C̃
) →

→H2(σ∗TFn ⊗ OX(−C̃)) → H2(σ∗TFn) → 0. (5.0.23)

Dado que, Sernesi en [23] calcula

dimH0(σ∗TFn) ∼= dimH0(TFn) =
6, si n = 0,

n+ 5, si n ≥ 1,
(5.0.24)

y

dimH1(σ∗TFn) ∼= dimH1(TFn) =
0, si n = 0,

n− 1, si n ≥ 1.
(5.0.25)
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y H2(σ∗TFn) ∼= H2(TFn) = 0 para todo n ≥ 0. Por dualidad de Serre,

H i(σ∗TFn ⊗ OX(−C̃)) ∼= H2−i(σ∗Ω1
Fn

⊗ OX(KX + C̃)).

Así, podemos usar la sucesión exacta

0 → σ∗Ω1
Fn

→ Ω1
X →

δ⊕
j=1

OEj
(2Ej) → 0

al tensorizar con OX(KX + C̃):

0 → σ∗Ω1
Fn

(KFn + C) ⊗ OX(−E) → Ω1
X(KX + C̃) →

δ⊕
j=1

OEj
(2Ej +KX + C̃) → 0.

La sucesión exacta en cohomología es,

0 →H0(σ∗Ω1
Fn

(KFn + C) ⊗ OX(−E)) → H0(Ω1
X(KX + C̃)) →

δ⊕
j=1

H0(OEj
(2Ej +KX + C̃)) →

→H1(σ∗Ω1
Fn

(KFn + C) ⊗ OX(−E)) → H1(Ω1
X(KX + C̃)) →

δ⊕
j=1

H1(OEj
(2Ej +KX + C̃)) →

→H2(σ∗Ω1
Fn

(KFn + C) ⊗ OX(−E)) → H2(Ω1
X(KX + C̃)) → 0. (5.0.26)

Como

deg OEj
(2Ej +KX + C̃) = 2E2

j + Ej ·KX + Ej · C̃ = −2 − 1 + 2 = −1,

entonces
H0(OEj

(2Ej +KX + C̃)) = H1(OEj
(2Ej +KX + C̃)) = 0.

Por tanto,

H i(Ω1
Fn

(KFn +C)⊗IZ) ∼= H i(σ∗Ω1
Fn

(KFn +C)⊗OX(−E)) ∼= H i(Ω1
X(KX + C̃)), (134)

donde el primer isomorfismo es válido ya que Riσ∗(OX(−E)) = 0, para todo i > 0.
Ahora, por la sucesión exacta

0 → Ω1
Fn

(K + C) ⊗ IZ → Ω1
Fn

(K + C) → Ω1
Fn

(K + C) ⊗ OFn/IZ → 0,

obtenemos la sucesión exacta en cohomología,

0 →H0(Ω1
Fn

(K + C) ⊗ IZ) → H0(Ω1
Fn

(K + C)) h−→ H0(Ω1
Fn

(K + C) ⊗ (OFn/IZ)) →
→H1(Ω1

Fn
(K + C) ⊗ IZ) → H1(Ω1

Fn
(K + C)) → 0 →

→H2(Ω1
Fn

(K + C) ⊗ IZ) → H2(Ω1
Fn

(K + C)) → 0.

Sin embargo, los siguientes lemas nos permiten anular ciertos grupos que aparecen en
la sucesión exacta larga anterior.
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Lema 5.0.27 ([11, Lema 3.6]). Supongamos que a ⩾ 3 y b ⩾ (a− 1)n+ 4 si n ̸= 0, y
a ⩾ 3, b ⩾ 3 para n = 0. Entonces H1(Ω1

Fn
(KFn + C)) ∼= H2(Ω1

Fn
(KFn + C)) = 0.

Lema 5.0.28. Si a ⩾ δ+2 y b ⩾ (a−1)n+δ+1 entonces Ω1
Fn

(K+C) es un (δ−1)−jet
amplio. En particular, h es sobreyectiva.

Demostración. Sea L = OFn((δ−1)C0 +(δn+δ−n−1)F ). Dado que C0 +(n+1)F ) es
1−jet amplio (pues es un divisor muy amplio en Fn) entonces L es (δ− 1)−jet amplio.
Notemos que Ω1

Fn
(KFn +C)⊗L−1 = Ω1

Fn
((a−1−δ)C0 +(b−1−δn−δ)F ) globalmente

generado si a− 1 − δ ⩾ 1 y b− 1 − δn− δ ⩾ (a− 1 − δ)n. Entonces, con las condiciones,
vemos que Ω1

Fn
(KFn +C) ⊗ L−1 es 0-jet amplio y L es (δ − 1)-jet amplio. Por lo tanto

Ω1
Fn

(KFn + C) = Ω1
Fn

(KFn + C) ⊗ L−1 ⊗ L es (δ − 1)-jet amplio. ■

Por lo tanto, se sigue que H1(Ω1
Fn

(K+C)⊗IZ) = 0. Más aún, lo podemos compilar
en la siguiente proposición.

Proposición 5.0.29. Si a ⩾ δ+ 2 y b ⩾ máx{(a− 1)n+ 4, (a− 1)n+ δ+ 1} entonces:

1. H0(σ∗TFn ⊗ OX(−C̃)) = 0.

2. H1(σ∗TFn ⊗ OX(−C̃)) = 0.

3.

dimH0(σ∗TFn ⊗ OX(−C̃)) = dimH0(σ∗Ω1
Fn

(K + C) ⊗ OX(−E))
= dimH0(Ω1

X(KX + C̃)) = (KX + C̃)2 − (2 + δ)
= 4g − C2 − 2δ + 2
= (2b− an− 4)(a− 2) − 2 − 2δ.

Teorema 5.0.30. Con las hipótesis de la Proposición 5.0.29

dimH0(φ∗TFn) =


6 if n = 0

n+ 5 if n ⩾ 1
(5.0.31)

dimH1(φ∗TFn) =


(2b− an− 4)(a− 2) − 2 − 2δ if n = 0

(2b− an− 4)(a− 2) − 2δ + n− 3 if n ⩾ 1
(5.0.32)

Demostración. Primero, nótese que σ∗TFn|
C̃

= φ∗TFn . Aplicamos la proposición ante-
rior junto con (5.0.24) y (5.0.25). ■

Recordemos que Nφ
∼= O

C̃
(C̃ + E) así, de la sucesión exacta,

0 → OX(E) → OX(C̃ + E) → O
C̃

(C̃ + E) → 0 (5.0.33)
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se obtiene
0 → H0(OX(E)) → H0(OX(C̃ + E)) → H0(O

C̃
(C̃ + E)) →

→ H1(OX(E)) → H1(OX(C̃ + E)) → H1(O
C̃

(C̃ + E)) →
→ H2(OX(E)) → H2(OX(C̃ + E)) → 0,

(5.0.34)

y, dado que H i(OX(E)) ∼= H2−i(OX(KX −E)) ∼= H2−i(σ∗OFn(K)) ∼= H2−i(OFn(K)) ∼=
H i(OFn) entonces

H1(Nφ) ∼= H1(OX(C̃ + E)) (5.0.35)
dimH0(Nφ) = dimH0(OX(C̃ + E)) − 1. (5.0.36)

Lema 5.0.37. Si a ⩾ 1 y b ⩾ a
2n − a + 1 entonces H1(Nφ) = 0 y dimH0(Nφ) =

C2 − g − δ + 1.

Demostración. Como H1(Nφ) ∼= H1(O
C̃

(C̃ + E)) ∼= H0(O
C̃

(KX − E))∗, notemos que
(KX − E).C̃ = (σ∗KFn).(σ∗C − 2E) = KFn .C = an − 2 − 2b < 0, por lo tanto
H0(O

C̃
(KX − E)) = 0. Además, ya que H1(Nφ) ∼= H1(O

C̃
(C̃ + E)) ∼= H0(O

C̃
(KX −

E))∗, entonces H1(Nφ) = 0 y dimH0(Nφ) = deg O
C̃

(C̃ +E) − g̃ + 1 = C2 − g − δ + 1
y esto es (2b−an+2)(a+1)

2 − 1 − δ. ■

En resumen, tenemos la siguiente proposición.

Proposición 5.0.38. Supongamos que a ⩾ δ+2 y b ⩾ máx{(a−1)n+δ+1, (a−1)n+4}.
Entonces

1. dimH0(φ∗TFn) =


6 si n = 0

n+ 5 si n ⩾ 1
,

2. dimH1(φ∗TFn) =


(2b− an− 4)(a− 2) − 2 − 2δ si n = 0

(2b− an− 4)(a− 2) − 3 − 2δ + n si n ⩾ 1
,

3. dimH0(Nφ) = (2b−an+2)(a+1)
2 − 1 − δ,

4. dimH1(Nφ) = 0.

Dado que dim(π|D|,δ) = dimH0(C̃, Nφ) − H0(C̃, φ∗TFn), entonces enunciamos el si-
guiente teorema.

Teorema 5.0.39. Supongamos que a ⩾ δ+2 y b ⩾ máx{(a−1)n+δ+1, (a−1)n+4}.
Entonces

dim(π|D|,δ) =


(b+ 1)(a+ 1) − δ − 7 si n = 0

(2b−an+2)(a+1)
2 − δ − n− 6 si n ⩾ 1.

(5.0.40)

Observación 5.0.41. Bajo las condiciones del teorema, la dimensión de la imagen de
la familia V|D|,δ no tiene la dimensión esperada dim |D| − δ = (2b−an+2)(a+1)

2 − δ.
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Sobre la estratificación de Mg por el corango de la aplicación de Wahl

5.1 Sobre la estratificación de Mg por el corango
de la aplicación de Wahl

Recordemos que, para toda curva suave [C] ∈ Mg, se tiene que

0 ⩽ corank(ΦC) ⩽ 3g − 2,

donde el límite superior es alcanzado por las curvas hiperelípticas. Además, para la
curva general de género g = 10 y g ⩾ 12, la aplicación de Wahl es sobreyectiva; es-
to implica que el límite inferior es alcanzado por las curvas generales para estos géneros.

Sea Wg ⊂ Mg el locus de Wahl, definido como el locus de curvas cuya aplicación
de Wahl no es sobreyectiva, es decir,

Wg := {[C] ∈ Mg | corank(ΦC) ⩾ 1}.

Observación 5.1.1. ■ Si 2 ⩽ g ⩽ 9 entonces la dimensión del dominio de la
aplicación de Wahl es menor que dimensión del codominio. Lo cual nos dice que
la aplicación de Wahl no puede ser sobreyectiva para toda curva suave, esto es,
Wg = Mg.

■ Si g = 10 entonces W10 es un divisor M10, demostrado por Culkierman-Ulmer.

■ Si g = 11 entonces W11 = M11 (Mukai).

■ Para g ⩾ 12 entonces Wg ⊊ Mg, pues Ciliberto-Harris-Miranda mostraron que
la curva general tiene aplicación de Wahl sobreyectiva.

Nótese que, tal como mencionan Ciliberto, López y Miranda en [7], el corango de
la aplicación de Wahl es semicontinuo superiormente en Mg, el espacio moduli de
curvas de género g. La cuestión es local en el espacio moduli compactificado (Deligne-
Mumford) Mg, y por lo tanto se puede trabajar sobre la familia de Kuranishi asociada
a la curva estable. En este caso, gracias a la constancia de las dimensiones y a los
teoremas estándar de cambio de base, se tienen dos haces vectoriales sobre Mg, y el
morfismo es un morfismo entre haces. De este modo, se sigue la semicontinuidad. Lo
cual implica que Wg es un cerrado de Zariski en Mg.

Por lo tanto, tiene sentido estudiar la estratificación del espacio moduli por el
corango de la aplicación de Wahl, mediante estratos de la forma

Wahlg,r = {[C] ∈ Mg| corank(ΦC) ⩾ r},

donde el locus de Wahl Wg corresponde a Wahlg,1.
Analicemos por género:

■ Si g = 2, entonces las aplicaciones de Wahl para las curvas en M2 tienen la forma
C → C5, por lo tanto, tiene corango exactamente 4 para todas las curvas en M2.
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Sobre la estratificación de Mg por el corango de la aplicación de Wahl

■ Si g = 3, entonces las aplicaciones de Wahl para las curvas en M3 tienen la
forma C3 → C10. También se tiene que el corango es exactamente 7 para las
curvas hiperelípticas y para las curvas no-hiperlípticas en M3.

■ Si g = 4, entonces las aplicaciones de Wahl para las curvas en M4 tienen la forma
C6 → C15. En este caso, Brawner-Wahl mostraron que el corango es 10 para el
caso de curvas hiperelípticas y el corango es 9 en otro caso.

■ Si g = 5, entonces las aplicaciones de Wahl para las curvas en M5 tienen la forma
C10 → C20. También en este caso, Brawner-Wahl mostraron que el corango es 13
para el caso de curvas hiperelípticas y el corango es 10 en otro caso (que pueden
ser curvas trigonales o intersecciones completas de tres cuádricas en P4).

Por lo que en género bajo, los valores intermedios para el corank(ΦC) no son posibles.
Sin embargo esto ha llevado a algunos autores a preguntarse si, en género alto, todos
los valores intermedios para el corango son posibles. Esta cuestión sigue abierta.

Ahora, ejemplificaremos la importancia de los resultados obtenidos en este trabajo
en el caso δ = 1.

Ejemplo 5.1.2. Tomemos la primer superficie de Hirzebruch F1 y (por las condiciones
numéricas del teorema B de la sección 4.3) consideremos a ⩾ 6 y b ⩾ a + 4. Fijemos
a = 6 y b = 10. Sea C es una curva 1-nodal en el sistema lineal |6C0 + 10F | en F1.
Entonces C̃ es una curva suave género g = 29 con aplicación de Wahl no sobreyectiva
y, más aún, tiene corango igual a 8 = h0(OX(−KX)) usando los cálculos del capítulo
4. Por otro lado, consideremos el estrato en M29,

Wahl29,8 = {[C] ∈ M29 : C corank(ΦC) ⩾ 8)}.

Entonces la imagen de V|6C0+10F |,1 bajo π|6C0+10F |,1 cae dentro de este estrato y, por el
Teorema 5.0.39, tiene dimensión 48 por lo tanto,

dim Wahl29,8 ⩾ 48.

Esto nos dice que en el espacio moduli M29, de dimensión 84, el estrato de curvas en
M29 cuya aplicación de Wahl tiene corango mayor a 8 tiene dimensión mayor o igual
a 48.
En general, para n ⩾ 3, a ⩾ 6 y b ⩾ an + 3, tenemos que la imagen de la Variedad
de Severi V|aC0+bF |,1 en el sistema lineal |aC0 + bF | ⊂ Fn, es π|aC0+bF |,1(V|aC0+bF |,1) ⊂
M

ab−a−b+ an(1−a)
2

y tiene dimensión (2b−an+2)(a+1)
2 − n − 7. Y por los resultados de la

capítulo 4 cae en el estrato

Wahl
ab−a−b+ an(1−a)

2 ,n+5 ⊂ W
ab−a−b+ an(1−a)

2

de curvas suaves cuya aplicación de Wahl tiene corango mayor o igual a n+ 5.
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