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La aplicacion de Wahl para la normalizacién de
curvas nodales en superficies de Hirzebruch

Miguel Angel Guerrero Castillo

Resumen

En este trabajo se estudia la aplicacion de Wahl para la normalizacion de
curvas nodales en superficies de Hirzebruch. Se calcula en distintas situacio-
nes el corango de la aplicacion de Wahl mediante diagramas conmutativos,
ampliando la comprension de su estructura geométrica y algebraica. Con
estos resultados, bajo ciertas condiciones, se demuestra que una curva -
nodal en una superficie de Hirzebruch [F,, no puede estar en otra superficie
de Hirzebruch F,,, como curva J-nodal, para n # m.

Palabras Clave: Aplicacion de Wahl, curvas nodales, superficies de Hirze-
bruch, aplicaciones Gaussianas, derivacion de secciones globales.

Abstract

This work studies the Wahl map for the normalization of nodal curves on
Hirzebruch surfaces. We compute the corank of the Wahl map in different
situations by using commutative diagrams, enhancing the understanding of
their geometric and algebraic structure. Using these results, under certain
conditions, it is shown that a d-nodal curve on one Hirzebruch surface F,,
cannot exist inside a Hirzebruch surface F,,, as J-nodal curve, for n # m.

Keywords: Wahl map, nodal curves, Hirzebruch surfaces, Gaussian map,
differential of global sections.
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Introduccion

El estudio de las aplicaciones Gaussianas en el contexto de curvas algebraicas cons-
tituye una herramienta fundamental para comprender la geometria de dichas curvas.
Estas aplicaciones permiten analizar la forma en que una curva se inserta en un es-
pacio proyectivo y proporcionan informacion relevante sobre sus deformaciones dentro
del espacio ambiente.

Sea C' una curva proyectiva suave definida sobre C, y sean L y M haces lineales
sobre C. Las secciones globales de estos haces forman espacios vectoriales H°(C, L) y
H°(C, M), cuya multiplicacién induce el morfismo

H°(C, L) ® H(C, M) —s H°(C,L ® M),

cuyo nucleo se denota por R(L, M). A partir de este niicleo se define la aplicaciéon

Gaussiana
Qv R(L,M) — HO(C, Qlc ®L® M),

mediante la regla @y (0 ® 7) = do ® T — 0 ® d7, donde d es la diferencial de una
seccién y de forma local se calcula mediante un parametro local sobre la curva. En el
caso particular L = M, la aplicaciéon Gaussiana puede interpretarse como un morfismo

oy AN*HY(C, L) — H(Qf ® L?).

Cuando L = Qf, el morfismo resultante P recibe el nombre de aplicacion de Wahl
asociada a la curva C.

Geométricamente, esta construccion posee una interpretacion natural. La aplicacion
Gaussiana corresponde al morfismo inducido en secciones globales por la aplicacion de
Gauss asociado al morfismo

¢ : C — P(H°(C,L)"),

determinado por el sistema lineal completo |L|. Cuando dicho sistema es libre de pun-
tos base, el morfismo ¢; define un morfismo bien definido de la curva en el espacio
proyectivo. De este modo, el estudio de las aplicaciones Gaussianas no solo reviste
interés algebraico, sino que también ofrece una interpretacién geométrica, al propor-
cionar informacion sobre las deformaciones de la curva en su espacio ambiente y sobre
la estructura del haz cotangente Q.
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La aplicaciéon de Wahl ha sido objeto de estudio por diversos autores, debido a
su estrecha relacion con las propiedades de deformacién y extension de la curva en
su inmersion candnica. Entre los resultados méas notables se encuentra un teorema de
Jonathan Wahl, quien demostré que si C' es una seccién hiperplana de una superficie
K3, entonces la aplicacion CD% no es sobreyectiva. En reconocimiento a estas contri-
buciones, la aplicacién Gaussiana Q)Qé es llamada la aplicaciéon de Wahl, y es denotada
solamente por ®5.

El objetivo de esta tesis es estudiar la aplicaciéon de Wahl para ciertas familias de
curvas que yacen en ciertas superficies, en particular en familias de curvas que vienen
de normalizaciones de curvas nodales en superficies regladas racionales conocidas como
superficies de Hirzebruch.

Este escrito esta organizado de la siguiente forma:
En el Capitulo 1 abordamos la construccién de las aplicaciones Gaussianas y de la
aplicacion de Wahl, asi como las generalidades y primeras propiedades de estos mor-
fismos. También presentamos los trabajos de Wahl, Ciliberto, Lépez, Miranda, Arba-
rello, Bruno, Sernesi, entre otros autores, quienes han estudiado la aplicacién de Wahl
en distintos contextos, asi como algunos trabajos recientes dedicados al estudio de la
contraparte al teorema de Wahl.

A lo largo del Capitulo 2 se desarrollan las definiciones y propiedades fundamentales
de las superficies de Hirzebruch, con el objetivo de comprender los espacios ambiente
en los que se encuentran las familias de curvas que seran objeto de estudio.

El Capitulo 3 esta dedicado al andlisis del papel que desempenan las diferenciales
con polos logaritmicos en el estudio de las aplicaciones Gaussianas y, en particular, en
el andlisis de la aplicaciéon de Wahl.

La parte central de esta tesis corresponde al Capitulo 4, en el cual se calcula el co-
rango de la aplicacion de Wahl para la normalizacién de curvas nodales en superficies
de Hirzebruch. Para ello, se utiliza un diagrama conmutativo en el que interviene la
aplicacion de Wahl, ademas de la gavillas de ideales, las gavillas de imagenes directas
superiores. En este contexto, el corango de dicha aplicacion se obtiene como el corango
de una composiciéon de dos morfismos que aparecen en el diagrama; demostramos la
sobreyectividad de uno de ellos y calculamos el corango del segundo.

Sea n € Z-y. Consideremos la n—ésima superficie de Hirzebruch F,, y sean Cy y F
los generadores de Pic([F,,). Los principales resultados de este trabajo son los siguientes:

Teorema A. Sean py,...,ps puntos distintos en F, tales que para cada j, p; ¢ Cy,
y para todos i,j € {1,...,0}, p; y pj no estan en la misma fibra de la fibracion que
admite F,,, 7 : F,, — PL. Supongamos que C' es una curva nodal en F, en el sistema
lineal |D|, con D linealmente equivalente a aCy + bF con a,b enteros positivos.

Sea X = BI4F,, donde Z = {p1,...,ps} son los nodos de C, como sus unicas sin-
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gularidades. Sea C la normalizacién de C. Supongamos que a > max{6,9 + 2} y
b > méx{(a+T)n,(a—1)n+ 36 +2,60 —3n+3}. Entonces el corango de la aplicacion
de Wahl para C' es

9 sin <2
corank ® ~ = dim H°(F,,, Op, (—Kz,)) =4’ -
¢ ( . (K, )) {n+6, sin > 3.
Teorema B. Sea p un punto en FF,,. Supongamos que C' es una curva nodal en F,,, con
un nodo en p y no otras singularidades, y linealmente equivalente a aCy + bF' con a,b
enteros positivos. Sea X = BLF,,, y sea C la normalizacion de C. Sip ¢ Cy, a > 6 y
b > max{an + 3, (a — 2)n + 6}, entonces:

9, sin < 2,

corank <I>5 =
n+6, sin>3.

Como aplicacién de estos resultados enunciamos lo siguiente.

Teorema C. Supdngase que a > 6 y b > max{(a — 2)n + 6,an + 3}. Sea C C F,, una
curva §-nodal cuyo punto singular no se encuentra en la seccion negativa, y tal que C
es linealmente equivalente a aCy + bF'. Entonces C' no puede estar en otra superficie
de Hirzebruch F,,, como curva d—nodal, para m #n y m = 4.

El dltimo capitulo esta dirigido a estudiar el espacio moduli de curvas suaves de
género g M, a partir de la aplicacién de Wahl, como motivacién para futuras pregun-
tas. En particular, sobre la estratificaciéon de M, por el corango de la aplicacién de
Wahl. En este capitulo abordamos el morfismo al moduli con el fin de establecer cotas
inferiores para las dimensiones de los distintos estratos del locus de Wahl W, C M,
definido como el locus de curvas en M, cuya aplicaciéon de Wahl no es sobreyectiva.
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Capitulo 1

Generalidades de la aplicacion de
Wahl

Existen varias maneras de llegar a la aplicacion de Wahl, una de ellas es considerar las
aplicaciones Gaussianas como lo hace Wahl en [28] y otra a partir de definir la diferencial
de una seccién global como lo hace Miranda en [21]. En este capitulo estudiaremos
ambas construcciones, ademas de ciertas interpretaciones de la aplicacion de Wahl.

1.1 Aplicaciones Gaussianas

Sean L y M dos haces lineales en una variedad proyectiva suave X sobre un campo
algebraicamente cerrado k (trabajaremos sobre k = C). Consideremos

prar: HO(X, L)@ H' (X, M) = H(X,L® M) (1.1.1)

la aplicacién multiplicacion de secciones globales. Si denotamos por R(L, M) := ker(pr, ar),
entonces la aplicacion Gaussiana

O R(L,M) — HY (X, Q% @ L@ M), (1.1.2)

se define de manera local: sean o € R(L, M) y U C X un abierto tal que se tiene una
trivializaciéon local para L y M, entonces consideremos s el generador de las secciones
de L restringidas en U y t el generador de las secciones de M restringidas en U. Puesto
que « puede expresarse como y_, [;®m,, se tiene que, localmente en U, existen funciones
holomorfas f; y g; tales que [; = f;s y m; = g;t y por lo tanto definimos localmente

(2

donde Q% es el haz cotangente de X.
Proposicién 1.1.4. El morfismo ®r s estd bien definido.

Demostracion. Probaremos que la definicién en (1.1.3) es independiente de la eleccion
de la trivializacion local. Sean s y t otros generadores de las secciones de L y M

1



Aplicaciones Gaussianas

restringidas a U respectivamente, entonces § = u~!s y f~: vt conuyw unidades en
el anillo de funciones holomorfas en U. Por lo que I; = f;5 y m; = g;t, donde f; = uf;
y g; = vg;, entonces

Z(fz‘c@ — Gidf)s @t = Yo wv(fidgs — gidfi)u” ol s @ t+ Y (ufigidv — vgi fidu)s @ t.

(1.1.5)
Puesto que Y, fig; = 0, entonces la expresién anterior es igual a @, (). Se sigue que
@, y(a) es independiente de la eleccién de la trivializaciéon para cada U abierto de X,
y por lo tanto da un elemento global en H°(X, Q% ® L ® M) bien definido.
Falta verificar que @7, s es una aplicacién k—lineal. Las propiedades de aditividad y
multiplicacion por escalar se siguen directamente de la linealidad de la derivada y el
producto tensorial. Por lo tanto, solo resta comprobar que, si « = > ;l; ® m; = 0,
entonces @, 1(a) = 0: consideremos una base {n;};c; de H°(X, M). Existen escalares
Bi,; tales que m; = 37; Bin;, y ademds la hipotesis nos implica que >, 8;;l; = 0 para
cada j.
Podemos expresar cada n; localmente, en un abierto U C X, como n; = ¢;t, donde
t es el generador y ¢; es una funcién holomorfa en U. Dado que l; = fis y m; = gt,
entonces g; = 3, Bic; v >2; Bijfi = 0 para todo j. Por consiguiente,

Z fidg; — gidfi = Z fiBizde; — Z Bijc;df;. (1.1.6)
7 1,7 [2¥}

Como para cada j se cumple que Y, 3;; f; = 0, también se sigue que Y, 5;;df; = 0. De
aqui resulta que la expresién anterior se anula y, por tanto @, y/(a) = 0.
[ |

Una de las propiedades importantes de estas aplicaciones Gaussianas es la siguiente.
Sih:Y — X es un morfismo regular entre variedades proyectivas suaves y tenemos
haces lineales L y M sobre X, entonces existe un diagrama conmutativo:

J J (1.1.7)

R(hW*L,h*M) —— H°(Y, QL @ h*L @ h*M).
Si N es un haz lineal invertible, entonces existe un diagrama conmutativo:

J J (1.1.8)

R(L,L M@ N) ————— HY (Y, QL @ L& M ® N).

Si L = M entonces R(L,L) = ker(S?H°(X,L) — H°(X,L ® L)) ® A\> H*(X, L),
y podemos identificar a A> H°(X, L) como un subespacio de R(L, L) via o1 A oy +
%(01 ® 09 — 02 ® 01). Puesto que @y, 1, se anula en el producto simétrico, entonces @, 1,
queda definido por el siguiente morfismo

O, N*HY(X,L) — HY(X, QY ®L®L)

(1.1.9)
oNT — odr —T1do



Aplicaciones Gaussianas

este morfismo es llamado la aplicacion Gaussiana'! para L en X.

Notemos que, en una trivializacion local para L en un abierto U C X y generador
s, obtenemos que o = fsy 7 = gs con f y g funciones holomorfas en U. Por la
identificaciéon o A 7 — %(0’ ® T —T® o), se obtiene que

D r (%(0@ T — T®U)) = L(fdg—gdf)s®s— L(gdf — fdg)s @ s

(1.1.10)
= (fdg—gdf)s@s= (0 A T).
Para otra descripcion, denotemos por
Pt X xX — X, i=12 (1.1.11)

las proyecciones naturales, y por A C X x X la diagonal. Sea I = I, la gavilla de
ideales de A en X x X y sean L y M haces lineales sobre X . Consideremos la sucesion
exacta

0—1— Oxxx — Oa —0. (1.1.12)

Tensorizamos esta sucesion con p;L ® p5M y obtenemos
0 —I®piLR®psM — piL @ psM — piL @ pysM @ Op — 0. (1.1.13)
Dado que pi|a = p2|a = idx, se tiene la identificacién natural
PiL@psM @ Op ~ L& M, (1.1.14)
y la sucesiéon (1.1.13) queda como
0 —I®pILRpsM — p)LRpsM — L ® M — 0. (1.1.15)

Si aplicamos el funtor de secciones globales H°(X x X, —) a esta sucesion, obtenemos

el morfismo
HY(X x X, p{L®psM) — H°(X,L ® M), (1.1.16)

que, bajo el isomorfismo
HY (X x X, p{L®psM) ~ H'(X, L) ® H*(X, M), (1.1.17)
se convierte en el morfismo multiplicacién de secciones py, v,
HY(X,L)® H*(X,M) — H°(X,L ® M). (1.1.18)
Por consiguiente, el kernel de este morfismo es

R(L,M)~ H(X x X, @ piL @ p3M). (1.1.19)

'El nombre Gaussiano se deriva del caso donde X es una curva y L es un haz muy amplio, en este
caso @, es el pull-back de las secciones hiperplanas del clasico mapeo de Gauss, después de componer
con el encaje de Pliicker



Aplicaciones Gaussianas

El morfismo restriccion I — /1% ~ Q) nos da el morfismo
HO(X x X, 1 @piL @ psM) —— HY(X x X, 1/I2® p'L @ p;M)
H (1.1.20)

|
R(L, M) HY (X, Qy @ L® M)

y este morfismo es @7, ;. Por lo tanto, tenemos la siguiente observacién.

Observacién 1.1.21. Si H (X x X, I?@p;L@p; M) = 0 entonces Py, 5 es sobreyectivo.

Para el caso cuando X es una variedad proyectiva suave de dimensiéon uno, existe
otra forma de llegar a la definicién de las aplicaciones Gaussianas, esta construccion
corresponde a Rick Miranda en [21]. Para esto, consideremos una curva suave C, un
punto p de C' y ¢ una secciéon holomorfa en p de un haz lineal L sobre C. Sea z una
carta coordenada local en un punto p € C'y e una seccién local de trivializacién de L
en un entorno de p. Entonces, toda seccién local o de L puede escribirse como

o=f(2)-e,
donde f es una funcién holomorfa en un entorno de p. Si definimos formalmente
do = f'(z)e- dz,

obtenemos una seccién de L @ Q. Sin embargo, esta definicién no estd bien definida
globalmente, pues depende de la eleccion de la trivializacion local. En efecto, si tomamos
otra seccion trivializadora €, se cumple que

e=g(2)e
donde ¢(z) es una funcién holomorfa no nula. Entonces,
do = [f(2)g'(2) + ['(z)g(z)] € - d=

g f(z)e-dz.

= f(z)e-dz + (2)

Por tanto, do varia con la trivializacion elegida y no define de manera intrinseca una
seccién global de L ® QF. Mediante una diferencia adecuada podemos cancelar estos
términos de error, para esto debemos considerar dos secciones globales: esto es, si o1 y
o9 son dos secciones de L tales que o1 = fi(2) - e y 09 = fa(2) - e entonces la expresion
01 ® dogs — do; ® o9 localmente es

[[1(2)f5(2) = f2(2) fi(2)] - e - € - dz. (1.1.22)

Se tiene que esta diferencia esta bien definida y no depende de la eleccién de la seccion
de trivializacion local que se tome. En efecto, consideremos otra seccion de trivializacién

4



Aplicaciones Gaussianas

local € tal que e = g(z)€ entonces
01 @doy —doy ® oy = 01 ® (f3(2)g9(2) + f2(2)¢'(2)) - € - dz
—(f1(2)9(2) + f1(2)g'(2)) - € - dz © 0y
fo(z) - e-dz + O'Qg/(j) dz)

o' (1.1.23)
~(fl() - e ds+ 1 £8dz) @ o,

= 1 ®(f3(2) e dz) = (fi(2) e dz) ® o

= (f1(2)f2(2) = fi(2) fo(2)) - € - € - dz.

Asi, se obtiene una aplicaciéon H°(C, L) x H*(C, L) — H°(C,Q} ® L ® L) definida por
(01,02) — 01®doy —do; ® 0y y, por la antisimetria, se consigue la aplicacion Gaussiana
para L en C.

Il
Q

®
~~
N~

1

@, N\2H(C,L) — HYC,0L®L® L)

(1.1.24)
ocNT — odr—Tdo.

Proposicién 1.1.25. Sea C' una curva suave y proyectiva, y sea L un haz lineal sobre
C. Entonces la aplicacion Gaussiana para L en C

o, N HC, L) — H(C,QL @ L®2),  ®p(s A s9) = s1dsy — sy ds,
es inyectiva sobre vectores descomponibles. En consecuencia,
rank &, > 2h°(C, L) — 3. (1.1.26)

Demostracién. Sea r = h%(C,L) y V. = H°(C, L). Supongamos que @1 (s; A s3) = 0
para dos secciones s1,s9 € V. Localmente, si e es una trivializaciéon de L en un abierto
U C C, podemos escribir s; = f;e, donde las f; son funciones holomorfas. Entonces,

q)L(Sl N 82) = (flfé — fgf{) 62 -dz. (1127)

Si esta expresién se anula, se tiene fif; — fof] = 0, es decir, % = %, lo que implica que

f2 = cf1 para alguna constante ¢ € k. Por tanto, sy = cs; y s1 A so = 0. Esto prueba
que ®;, es inyectivo sobre los vectores descomponibles s; A ss.

Ahora, sea A%V el espacio de dimensién @ de todas las combinaciones alternadas
de pares de secciones. Los vectores descomponibles de A2V forman el cono sobre el
Grassmanniano G(2, V), que es una variedad de dimensién 2r — 4. La inyectividad de
®;, sobre vectores descomponibles implica que,

(7‘—2)(7"—3)'

dim ker &, < (1.1.28)
Por lo tanto,
rank ®; = dim A%V — dim ker ®; > 7”(7‘2— D — (r= 2)2(7“ —3) =2r — 3.
Como r = h°(C, L), se obtiene
rank &, > 2h°(C, L) — 3.
lo que concluye la demostracion. |



La aplicacién de Wahl

El interés original por estos morfismos surgi6 a partir del estudio de Wahl sobre las
deformaciones de conos sobre curvas. El cokernel de <I>Qlc asociado a una curva suave

C es dual a T'(—1), donde T" denota el espacio de deformaciones infinitesimales de
primer orden del cono sobre C. Mediante técnicas de teoria de la deformacién, Wahl
demostré un teorema notable acerca de las aplicaciones Gaussianas:

Teorema 1.1.29 (Wahl [28, Teorema 5.9]). Sea C' una curva suave que es una seccion
hiperplana de una superficie K3. Entonces, la aplicacion Gaussiana

D1
QC
no es sobreyectiva.

Dado que este resultado proporciona informacion intrinseca sobre las curvas que
se encuentran sobre superficies K3, el teorema despertd un gran interés tanto por las
aplicaciones Gaussianas como por <I>Q1C, al que algunos autores se refieren como la
aplicacion de Wahl.

1.2 La aplicaciéon de Wahl

Definicién 1.2.1. Sea C' una curva suave. La aplicacion de Wahl para C es la aplicacion
Gaussiana para el haz canénico de C' y lo denotamos por

Do =gy NP HO(C,QL) — HO(C, (Q4)%%)

(1.2.2)
oNT — odr— Tdo.

Recordemos que, para el caso de variedades suaves de dimensiéon 1, la gavilla de
1-formas holomorfas corresponde con el haz canénico. Es por ello que utilizaremos la
notacion de )}, para referirnos al haz canénico de la curva C.

Proposicion 1.2.3. Sea C' una curva suave proyectiva de género g > 2. Entonces el
rango de la aplicacion de Wahl para C' estd acotado por

rank & > 29 — 3,

esto es,
0 < corank & < 3¢9 — 2.

Demostracién. Notemos que dim H°(C, QL) = g, por lo tanto

2 —
dim \ HO(C, QL) = 9(921).

Por el teorema de Riemann-Roch para curvas tenemos que,
dim H°(C, (Q5)%%) = deg((Q5)¥?) — g+ 1 = 3deg(Q5) — g+ 1 =59 — 5.

Por la proposicién 1.1.25, tenemos que 2g — 3 < rank & < 59 — 5 |



La aplicacién de Wahl

Sea C' una curva proyectiva suave de género g > 2. Notemos que las dimensiones
del dominio y codominio de ®¢ no cambian para cualquier curva suave C' (de género
g = 2 si se fija el género), por el teorema de Riemann-Roch se tiene que h%(C, Q) = g,
y entonces

2
-1
dim (/\ H(C, Qé)) _ 9(92) (1.2.4)
dim (H°(C, (2)%%)) = 5(g — 1) (1.2.5)
Por cuestiones de dimensién se tienen 3 casos:
1. Si @ < 5(g—1), esto es g < 10, entonces ¢ no es sobreyectiva.

2. Si @ = 5(g — 1), es decir g = 10, entonces ®¢ puede ser un isomorfismo.

3. Si @ > 5(g — 1), esto es g > 10, entonces, ¢ no es inyectiva.

Ciliberto y Miranda en [9] han estudiado el rango de ®¢ para curvas de género menor
que 12, mostrando que para curvas de género g distinto de 9 y 11, la aplicacién de
Wahl es inyectiva para la curva general en el sentido moduli, esto es, para un abierto
de Zariski en My, el espacio moduli de curvas suaves de género g, se cumple que la
aplicacion de Wahl es inyectiva para tales valores de g. Ademas Ciliberto, Harris y
Miranda en [6] también probaron que para género igual a 10 o mayor que 12, se cumple
que ®¢ es sobreyectiva para la curva general en el sentido moduli, tal como se resume
en la siguiente tabla.

g Comportamiento de ®¢
3<g<8 inyectiva
9 kernel 1-dim
10 isomorfismo
11 corank 1-dim
g>12 sobreyectiva

Cuadro 1.1: Ciliberto-Harris-Miranda para la curva general.

Cabe mencionar que para g = 10, Cukierman y Ulmer en [10] demostraron que el locus
en M, donde la aplicacién de Wahl no es sobreyectiva es un divisor en Mg, y afios
més tarde G. Farkas y M. Popa en [13] interpretaron este divisor de maneras distintas
y con ello dieron un contraejemplo a una conjetura famosa de Harris-Morrison sobre
la inclinacién (slope) de M,,.

El resultado de Wahl (Teorema 1.1.29), nos dice que si una curva suave yace como
una seccion hiperplana de alguna superficie K3 entonces su aplicacion de Wahl no es
sobreyectiva, contrasta con lo expuesto en [6], donde Ciliberto Harris Miranda demues-
tran que, para la curva general de género g > 10y g # 11 (la curva general de género 11
se encuentra en una superficie K3), la aplicacién de Wahl es sobreyectiva, esto nos dice
que la curva general de género g > 10 y g # 11 no puede pertenecer a una superficie
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K3 como seccién hiperplana.

Por otro lado, un resultado reciente de Arbarello, Bruno y Sernesi [1] caracteriza las
curvas Brill-Noether—Petri general que aparecen como secciones hiperplanas de una
superficie K3, o de un limite de una superficie K3, como aquellas curvas para las cuales
la aplicacién de Wahl no es sobreyectiva.

Ejemplo 1.2.6 (La aplicacién de Wahl para una curva plana). Consideremos C' como
la curva cudrtica de Fermat. Sea f(z,y,2) = 2* +y* + 2* € k[x, v, z]. Entonces

C=Z(f)={lr:y:2]€P; | 2* +y*+2* =0}
es una curva plana proyectiva suave de género g(C) = W = 3. Esta curva
es llamada [a cudrtica de Fermat. Por férmula de adjuncién, tenemos que el divisor
canénico Ko = (Kp2 ® Op2(4))|c = (Op2(—3) @ Op2(4))|c = (Op2(1))|c-

En la carta afin de P?, z = 1, la curvaes f(y, z) = y*+2*+1 = 0, y una descripcién local
P(y,z)dz
of/oy
con deg P(y, z) < d — 3. Por lo que, en este caso, se tienen tres secciones linealmente

independientes en H°(C, Q}):

estandar de diferenciales holomorfas en una curva plana de grado d es op =

__ dz
B 01 = 43

__ zdz
=02 = G

__ydz __ dz
B 03 = 43 T 4y

La aplicacion de Wahl para C' es

4y 4y 1675

d d !

az 4z W) (dz)?

4y 4y? 1675

zdz  dz () =z(y) 3
— A — — dz)’.
1w N <16y5 1655 ) (%)

Por consiguiente, el corank & = 7 pues la dimensién del codominio es 10 y los tres
elementos en la imagen son linealmente independientes.

De hecho, Wahl también probé en [25] que en la desigualdad de la Proposicién 1.2.3
la igualdad se alcanza si y solo si la curva es hipereliptica o tiene género g = 3.

Ejemplo 1.2.7 (La aplicacién de Wahl para intersecciones completas). Sea C' C P"
una curva suave, no degenerada, que es una interseccion completa, esto significa que
C se define como la intersecciéon de n — 1 hipersuperficies en P™

C - V(Fl,FQ, e 7Fn—1)-

8
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donde cada F; es una ecuacion homogénea de grado d;, con 2 < d; < dy < --- < d,_1.
Por el teorema de adjuncion, el divisor canénico de C' viene dado por

n—1

KC:OC (Zdz—n—1> .
i=1

En [28], Wahl demostré el siguiente resultado para este tipo de curvas.

Teorema 1.2.8 (Wahl [28, Teorema 6.2]). Sea X C P" una curva de interseccion
completa. Entonces la aplicacion

Dy : °HO(X, Q) — HY(X, (Q%)%%)
es sobreyectiva a menos que
dy+dy+---+dpg <n+1,
es decir, excepto en los siquientes casos:
(i) n=15, dy=dy=3.
(ii) n=4, dy=2, dy=203.
(iii) n=3, dy <4.
(iv) n=2.

Dado que Kx = Ox (E?:_ll d; —n — 1) podemos considerar ®x como el morfismo
inferior en el siguiente diagrama conmutativo:

ANHY (P, Opn (X0 di —n— 1)) — HOP™, Q. (2(X7 di —n — 1))
{ {
NHY (X, Ox(X0idi—n—1)) — HYC, QY2 di —n—1))).

Wahl prueba que el morfismo superior es siempre sobreyectivo, mientras que el mor-
fismo vertical derecho (lo que corresponde a la restriccién de formas diferenciales de
P™ a X) es sobreyectivo salvo cuando dy + -+ - + d,,_o < n+ 1. De aqui se deduce la
afirmacién del teorema.

1.2.1 La aplicacién de Wahl para curvas canénicas

Sea C' C P97! una curva canoénica de género g > 3. Wahl encuentra una conexién
precisa entre el dual del cokernel de ®¢ y la teoria de deformacién del cono afin sobre
C. Consideremos los siguientes anillos

B = é H(C, (Q6)%) (1.2.9)
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A= é H(C, ()% 2" C B[Z] (1.2.10)

el cono afin de C' corresponde a Spec(A). Wahl considera el mdédulo cotangente gra-
duado T} y demuestra en [28] que

(T)_1 = (Coker ®¢)". (1.2.11)

Una curva canénica C' C P97 se dice que es extendible si es una seccién hiperplana de
una superficie S C P que no es un cono. El teorema principal de [26] es el siguiente.

Teorema 1.2.12 (Wahl [26, Teorema 7.1]). Sea C C P9~ una curva candnica de gé-
nero g > 8, con Cliff(C) > 3. Sea Zcyp C Opo—1 la gavilla de ideales de C. Supongamos
que

Hl(]P’g’l,Zé/P(k)) =0, k>3.

Entonces C' es extendible si y solo si o no es sobreyectiva.

Posteriormente, Arbarello, Bruno y Sernesi en [1] demostraron el siguiente resulta-

do.

Teorema 1.2.13 (ABS [1, Teorema 1.3]). Sea C C P9~! una curva candnica de género
g > 11. Supongamos que Cliff(C') > 3. Sea Zcyp C Ops-1 la gavilla de ideales de C.
Entonces

HY (P9, T2, (k)) = 0
para todo k > 3.

A partir de esto, probaron que

Teorema 1.2.14 (ABS [1, Corolario 1.4]). Sea C' C P9~! una curva candnica de género
g > 11 con Cliff(C') > 3. Entonces C' es extendible si y sélo si Pc no es sobreyectiva.

Decir que C es extendible significa que existe una superficie proyectiva S C PY, que
no es un cono, y que tiene a C' como seccién hiperplana. En general, la superficie S
tiene singularidades aisladas, y sélo cuando existe un suavizamiento de S en PY podemos
decir que S es el limite de una superficie K3. En el mismo articulo, Arbarello, Bruno
y Sernesi también demostraron otro resultado importante mencionado anteriormente.
Primero recordemos la siguiente definicién.

Definicién 1.2.15 (Brill-Noether-Petri). Una curva suave e irreducible C' se llama
una curva de Brill-Noether—Petri si el morfismo multiplicacién

H(L)® H*(K¢ — L) — H°(K¢) (1.2.16)
es inyectivo para todo haz lineal L sobre C.

Teorema 1.2.17 (ABS [1, Teorema 1.1]). Sea C una curva de Brill-Noether—Petri de
género g > 12. Entonces C' es una seccion hiperplana en una superficie K3 polarizada, o
en un limite de una superficie K3, si y solo si su aplicacion de Wahl no es sobreyectiva.

10
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Esto motivo el estudio de la aplicacion de Wahl y su relacion con el problema de
extensibilidad: Dada una variedad proyectiva irreducible X C P", bajo qué condiciones
existe una variedad proyectiva Y C P!, que no sea un cono, de la cual X es una
secciéon hiperplana.

Definicién 1.2.18. Sea X C P" una variedad irreducible no degenerada de codimen-
sion al menos 1. Sea r > 1 un nimero entero. Decimos que X es r-extensible si existe
una variedad Y C P"*", diferente de un cono sobre X, tal que dimY =dim X +r y X
aparece como una secciéon de Y por un subespacio lineal de dimension n. Decimos que
X es precisamente r-extensible si es r-extensible pero no (r + 1)-extensible. La variedad
Y se llama una r-extension de X. Decimos que X es extensible si es 1-extensible.

En trabajos mas recientes Ciliberto, Dedieu y Sernesi encontraron una relacion
entre el corango de la aplicacion de Wahl y la extensibilidad de una curva.

Teorema 1.2.19 (CDS [5, Teorema 2.1]). Sea C una curva suave de género g con
Cliff(C) > 3. Consideremos las siguientes dos afirmaciones:

1. corank ¢ > k + 1;

2. Eziste una variedad normal aritméticamente Gorenstein Y C P9T* | que no es un
cono, con dim(Y) =k +2, wy = Oy (—k), la cual contiene una imagen candnica
de C' como una seccion con un subespacio lineal de dimension (g — 1) de PI+F
(en particular, C C P91 es (k + 1)-extensible).

Sig = 11, entonces (i) implica (ii). Reciprocamente, si g > 22 y la imagen candnica
de C' es una seccion hiperplana de una superficie K3 suave en P9, entonces (ii) implica
(i).

1.2.2 La aplicacion de Wahl para curvas en superficies

Sean C' una curva y L un haz lineal. Recordemos que la aplicaciéon Gaussiana asociada
alLen Ces )
o : \ H(C,L) — H(C,Qt @ L?),

donde, en coordenadas locales z sobre C'y tras fijar una trivializaciéon de L, se tiene
f)Ng(2) — [fg' — gf']dz.

Esta construccion se extiende al caso de una superficie S y un haz lineal M sobre ella,
obteniendo el morfismo

Oy N\ HO(S, M) — HO(S, M? ® QL)
definido de manera andloga: si (z,w) son coordenadas locales en S, entonces
f(z,w) Ng(z,w) — fdg —gdf.
Consideremos una curva suave C' en S. La restriccién del haz M a C se denota por

M|C = M®Os Oc.

11
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Si se toma M = Q% ® Og(C) = Os(Ks + C), entonces
Mle = (9% ® 05(C))|c = Oc(Ks + C) = Qg

donde Ky es el divisor canénico de S y el isomorfismo se obtiene por la formula de
adjuncién. Con esta notacién, vamos a definir morfismos que dan lugar al siguiente
diagrama conmutativo:

Pog(Kg+0)

A H(S,Os(Ks + C)) H(S,Q5(2Ks +2C))

Res HO(C, QL (2Ks +2C) |¢) (1.2.20)
Jﬂ H(p)

HO(C, (26)%%)

N H°(C, Q)

®c

donde ®p (k1) es la aplicacién Gaussiana para Og(Kg+C) en S'y ®¢ es la aplicacién
de Wahl para C.

Consideremos el morfismo
res : H(S,05(Ks + C)) — H°(C, Q) (1.2.21)

la restriccién de secciones globales a C', entonces el morfismo Res se define mediante
A%res. Los morfismos verticales  y 3 de la derecha del diagrama se definen como sigue
y, por convenencia, denotaremos por H%(p) la composicién 3 o a.

Consideremos la sucesion exacta corta sobre S

0 — Og(—C) — O — Oc — 0, (1.2.22)
y al tensorizar la sucesién (1.2.22) con Og(2Kg + 2C) ® Q2 obtenemos la sucesion
0 — Q5(2Ks + C) — Qg(2Ks + 20) — Qg(2Ks + 2C) |c— 0, (1.2.23)
y la aplicacion a aparece en la sucesion exacta larga en cohomologia:

0— H°(S, Q52K+ C)) — H°(S,Q5(2Ks +20)) = H(C,Q5(2Kg+2C)|¢) — -+
(1.2.24)
Finalmente, para el morfismo [, usamos el dual de la sucesién normal de C' en S:

0= Ngs = Qgle— Qe — 0. (1.2.25)

donde Ngys es el haz normal de C' en S, el cual es Ngyg = Og(—C') |¢ v por lo tanto
el dual es N3/ = Os(C) |c. Al tensorizar la sucesion (1.2.25) con Os(2Ks +2C) |c=
(25)%2 obtenemos la sucesién

0 — 05(2Ks + C)|c — Q5(2Ks +20)|c — (26)%* — 0, (1.2.26)
lo que da el morfismo 3 en la sucesién exacta larga en cohomologia

0 — H(C,05(2K5 + O)|c) = H(C,QL(2Ks + 2C)|c) - H(C, (QL)®%) — - ..
(1.2.27)

12
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Observacion 1.2.28. Notemos que el corank(®¢ o Res) = corank(H°(p) o Pog(kstc))-

Adicionalmente, para la aplicacion H%(p), a partir de la sucesion de [12, Lema 2.3c],
en nuestro caso se tiene

0 — Q%(log O)(—C) — Qx(log C) — Qf — 0, (1.2.29)

donde Q%(log C) es el haz de 1-formas con polos logaritmicos a lo largo de C' en S: si
21, 22 son coordenadas analiticas locales en S, con C' = {z = 0}, entonces 2} (log C)
estd localmente generado por dzy, dz—zj. Asi, el kernel de Q} — Qf estd localmente

generado por zsdzy,dzs. Notemos que estos son exactamente los generadores locales
del subhaz Qg (log C)(—C) C Qk(log C); para més detalles, véase [12, 19].
Al tensorizar la sucesiéon exacta (1.2.29) con Og(2Kg + 2C'), obtenemos:

0 — Qk(log O)(2Ks + C) — QL(log C)(2Ks +2C) & (Q5)®* = 0 (1.2.30)
lo que da lugar al morfismo H(p):
0 = H'(S,9L(log C)(2K+C)) — HO(S, QL(log C) (2K +2C)) ") HO(C, (QL)%%) — ...
y este H%(p) es exactamente la composicion de v con 3. También tenemos otra s(ljcgs?jr)l

exacta, proveniente de [12, Lema 2.3a], que en nuestro contexto, al tensorizar con
Os5(2Ks + C) obtenemos

0 — QL(2Ks + C) — QL(log C)(2Ks + C) — Og(2Kg + C)|c — 0. (1.2.32)
Un primer ejemplo es considerar S = P? y cualquier curva suave plana de grado d > 5.

Ejemplo 1.2.33. Sea C C P? una curva suave definida por un polinomio homogéneo
F de grado d. Por adjuncion, se tiene que el haz canénico de C' es Opz (Kpz + C) |¢ =
Op2(—3 + d) |¢. Tenemos la siguiente sucesion exacta

0 — Op2(—C) |¢ = Qo | = Q& — 0, (1.2.34)
al tensorizar con Opz(2Kp2 + 2C') = Op2(—6 + 2d) obtenemos,
0 — Op2(d —6) |c— Qp2(2d — 6) |c — (Q5)F* — 0, (1.2.35)
con sucesion exacta larga en cohomologia

0 — H(Op2(d—6) |¢) — H°(Qp2(2d—6) |c) — H°((25)%?) — H' (Op2(d—6) |c) — 0,
(1.2.36)

debido a que H'(Q:(2d — 6) |¢) = 0. Entonces, en este caso, el morfismo 3 tiene

dimension del cokernel igual a h'(Op2(d—6) |¢) = h?(Op2(—6)) pues H (Op2(d—6)) =

H?(Op2(d — 6)) 2 0.

Por otro lado, de la sucesion

0 — Qba(d — 6) = Qp2(2d — 6) — Qp2(2d — 6) | — 0, (1.2.37)

13
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obtenemos la sucesion exacta en cohomologia
0 — H(Qp2(d — 6)) — H(Qp2(2d — 6)) — H(Qp2(2d — 6) |¢) — 0 (1.2.38)

debido a que H*(Qp2(d — 6)) = 0 para todo d > 5. Por lo tanto, en este caso, el « es
sobreyectivo. Por lo tanto

corank(f3 o a) = corank(3) = h*(Op2(—6)) = h°(Op2(3)) = 10.

Ademés, dado que H'(P? Op2) = 0 entonces el morfismo Res es sobreyectivo. Por lo
tanto
corank®¢ > h%(Op2(—Kp2)) = h°(Op2(3)) = 10. (1.2.39)

En general, por [25, Teorema 4.9] siempre se tiene que corank®c = 10.

Notemos que para el caso donde S es una superficie K3 (es decir, Kg = Og y
H'(S,05) = 0) se tiene que h°(Og(—Ks)) = h°(Og) = 1. Ademds, por el Teorema
1.1.29, tenemos que la aplicacion de Wahl para curvas que viven en una superficie K3
no es sobreyectivo. Por lo que se cumple que

corank®c > h’(Og(—Kg)) =1 > 0.

En esta direcciéon, Wahl en [25] propone una conjetura (y menciona que quizd requiera
un ajuste mas fino), la cual es vélida cuando X es una superficie K3 (Teorema 1.1.29),
una superficie racional reglada ([25, Teorema 4.8]) o P? (Ejemplo 1.2.33):

Conjetura 1.2.40 (Wahl [25]). Sea X una superficie regular (es decir, H* (X, Ox) =
0). Entonces existe un go tal que, para toda curva suave C' en X de género g > gy, se
cumple

corank (I)C 2 hO (X, OX(—K)()) .

En el 2002, el mismo Wahl trabajo con curvas en superficies de Gorenstein normales
que bajo las siguientes hipdtesis se cumple que corank ®¢ = h%(—Ky).

Proposicién 1.2.41 (Wahl [27, Proposicién 4.3], DM [11, Teorema 5.5]). Sea C' C X
un divisor de Cartier suave sobre una superficie de Gorenstein normal con h*(Ox) = 0.
Supongamos que:

(a) H' (Y (2Kx +2C) @ O¢) = 0.

(b) Kx + C es amplio.

(¢) La aplicacion Gaussiana P, 1o en X es sobreyectiva.
(d) H'(QY(2Kx + C)) = 0.

Entonces
corank®c = h*(Ox(—Kx)).

Una observacién importante es que existen curvas que no pertenecen a una superficie
K3 con aplicacién de Wahl no sobreyectiva.

14
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Teorema 1.2.42 (Wahl [27, 25|, Martens[20, Teorema 3.1]). Las siguientes curvas
suaves no yacen en una superficie K3, aunque @i no sea sobreyectiva:

1. curvas planas de grado d > 7;
2. curvas bi-elipticas de género g > 11;
3. curvas en IF,, linealmente equivalentes a pCy + qF conp > 5 y q = an.

Como hemos visto en estos ultimos resultados, una de las estrategias para estudiar
el rango de la aplicaciéon de Wahl de una curva consiste en considerar curvas que se
encuentren contenidas en superficies. Por ejemplo, a lo largo del tiempo se ha estudiado
el caso de curvas suaves en el plano proyectivo P2, en superficies K3 y en superficies
de Hirzebruch [11]. Ademads, un tema de gran interés es el caso de las curvas nodales
en dichas superficies: en [8] se estudia la aplicacién de Wahl para la normalizaciéon de
curvas nodales planas, mientras que en [24] se aborda el caso de la normalizacién de
curvas con un solo nodo en superficies K3. Es por ello que una de las lineas de este
trabajo consiste en analizar lo que sucede en el caso de la normalizaciéon de una curva
nodal sobre una superficie de Hirzebruch.
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Capitulo 2

Generalidades sobre superficies de
Hirzebruch

2.1 Conceptos basicos

Definicién 2.1.1. Una superficie S es reglada si es birracionalmente equivalente a
C x P!, donde C' es una curva suave. Si C' = P!, decimos que S es racional.

Ejemplo 2.1.2. C x P! es una superficie reglada.

Ejemplo 2.1.3. Sea E un fibrado vectorial de rango 2 sobre la curva C'. Considere
el fibrado proyectivo Po(E) asociado a E; es una superficie fibrada sobre C| tal que
la fibra sobre un punto x € C' es el espacio proyectivo asociado al espacio vectorial
E,. Como FE es localmente trivial, Po(E) es isomorfo localmente a C' x P!, por lo que
Po(E) es una superficie reglada.

Definiciéon 2.1.4. Sea C una curva suave. Una superficie geométricamente reglada
sobre C' es una superficie .S, junto con un morfismo suave

p:S—C
cuyas fibras son isomorfas a P!.

Los ejemplos 2.1.2 y 2.1.3 son ejemplos de superficies geométricamente regladas.
No es obvio a priori que una superficie geométricamente reglada sea reglada. Esto se
deduce del siguiente teorema:

Teorema 2.1.5 (Teorema de Noether-Enriques, [2, Teorema I11.4]). Sea S una super-
ficie, p un morfismo de S a una curva suave C. Suponga que existe x € C' tal que p
es suave sobre x y la fibra p~'(z) es isomorfa a P'. Entonces existe un subconjunto de
Zariski abierto U C C' que contiene a x y un isomorfismo

p N U)=U x P!
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tal que el siguiente diagrama conmutativo se cumple:
p I (U) —— U x P!

=
U

En particular, S es reglada.

Definicién 2.1.6. Decimos que S es una superficie de Hirzebruch si es una superficie
geométricamente reglada sobre P!.

Proposiciéon 2.1.7 ([2, Proposicion I11.15 (i)]). Todo haz vectorial de rango 2 sobre P!
es descomponible, es decir, la suma de dos haces lineales. En particular, toda superficie
geométricamente reglada sobre P! es isomorfa a una de las superficies

F,, := Pp1 (Opr ® Op1(—n)) paran = 0.

Definicién 2.1.8. Sea n > 0 un nuimero entero. La superficie F,, es llamada la n-ésima
superficie de Hirzebruch.

Proposicion 2.1.9. La proyeccion natural
7 :F, =P(Op & Opi(—n)) — P
es un P-fibrado; por tanto I, es una superficie reglada sobre P!,

Demostracion. Sea E := Op @ Opi(—n) el haz vectorial vectorial de rango 2 sobre
P!. La construccién de la proyectivizacién P(E) produce una variedad junto con una
aplicaciéon canénica 7 : P(F) — P! tal que la fibra sobre un punto p € P! es

W_l(p) = P(Ep)a

donde ), es el espacio vectorial fibra de dimensién 2; por tanto cada fibra es isomorfa
a P!. Asi F,, es un P!-fibrado sobre P!, es decir una superficie reglada. [ |

Proposicion 2.1.10. Eziste una seccion Cy C F,, definida por la subvariedad proyec-
tivizada del subhaz lineal Opi1(—n) C Op1 & Op1(—n). Ademds

(Co)* = —n.
Demostracion. La proyeccién candnica
Opr ® Op1(—n) Pz, Op:(—n).
Induce una inmersién natural
P(Opi(—n)) — P(Op1 @ Op1(—n)) = F,.

Dado que P(Op:1(—n)) = P!, entonces se produce una secciéon Cy = P! de la proyeccion
7. Esta seccion se llama la seccion negativa puesto que su autointerseccién es negativa.
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Recordemos un hecho general: si S = P(F) con E un haz vectorial de rango 2 sobre
una curva base B, y si s : B — S es la seccién asociada a un cociente £ — L (un
haz lineal), entonces Nyp)s = LY ® det(E)‘B, o0, en la version mas facil que usaremos,
cuando E = L; @ Ly se descompone como suma de haces lineales y tomamos la seccion
asociada al cociente E — Lo, entonces el normal de la seccién es isomorfo a

N = (L) ® (L)%
Apliquemos esto en nuestro caso: tenemos
E = Op1 @ Opi(—n) =t L1 © Lo,
y la seccion Cy corresponde al cociente E' — Ly = Opi1(—n). Por lo tanto se obtiene
Ney/r, = O(—n) @ Op' = Opi (—n).

Entonces
C3 = deg(NCO/Fn> = deg(Opl(—n)) = —n.

Pues recordemos que el grado de Opi(m) sobre P! es m. |

Para una curva suave C incluida en una superficie suave S, la autointerseccion C?
coincide con el grado del haz normal N¢/s. En nuestro caso Cy es una seccion dada a
partir del Op1(—n) y el grado de O(—n) sobre P! es —n.

Observacién 2.1.11. Una prueba alternativa (mas directa) calcula la clase de la
seccién en Pic(F,) en términos de la clase tautologica Opg) (1) v de la proyeccion; a
partir de esto se obtiene la misma autointerseccion por la féormula de interseccién en
fibrados proyectivos.

Sea f = m~1(p) la fibra sobre un punto p € P!. Entonces:
m [ = P! como curva y f? =0, pues las fibras distintas son disjuntas.

m (- f =1, porque Cj es una seccion de m, es decir corta cada fibra exactamente
en un punto.

De estas igualdades sigue que
Pic(F,) ~ Z(Cy) ® Z{f),
y el producto de interseccion en esta base viene dado por la matriz
c: Co-f\ (-n 1
Co-f f* ) \1 0)°
Observacién 2.1.12. Cuando n = 0 se obtiene Fy = P! x P! y la seccién C tiene
autointerseccion cero.
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Observacién 2.1.13. Para n = 1 la superficie F; es isomorfa a la transformada por
explosion (blow-up) de P? en un punto; la seccién Cy corresponde al divisor excepcional
y tiene autointerseccién —1.

Observaciéon 2.1.14. Para n > 2 la superficie IF,, es minimal.

Proposiciéon 2.1.15 (]2, Proposicion II1.18]). Sea S = Pc(E) una superficie reglada
(geométricamente) sobre una curva suave C, y sea p: S — C' la aplicacion estructural.
Si £ =[0s5(1)] en PicS (0 en H*(S,Z)). Entonces se cumplen:

1. Pic S = p* PicC & ZE.
2. H*(S,Z) = Z[¢] ® Z[f], donde f es la clase de una fibra.
3. & =deg(F).
4. El divisor canonico viene dado por
Kg = -2+ (deg E +29(C) —2) f
en H*(S,Z).
Demostracion. Ver en [2, Proposicion II1.18]. [ |

Por lo tanto, para las superficies de Hirzebruch IF,,:

Pic(F,) = Z[Cy] ® Z[F] (2.1.16)
(Co)>=-n, Cy-F=1, F*=0 (2.1.17)
Kg, = —2Co — (2+n)f, (2.1.18)

donde Cj corresponde a & la seccion negativa y F' corresponde a la fibra f de la pro-
posicion 2.1.15. Esto caracteriza la geometria de estas superficies.

A toda superficie S podemos asociarle varios niimeros enteros; por ejemplo, los
invariantes algebraico-geométricos:

q(S) = hl(Sa OS)
py(S) = h*(S,05) = h°(S,0s(Ks)) (por dualidad de Serre)
P,(S) = h°(S,05(nKs)) paran>1.

Los P, se llaman los plurigéneros de S, p, = P es el género geométrico, y q es la
irreqularidad de S. Tenemos que la caracteristica de Euler

X(Os) =1 —=4q(S5) +py(5).
Observacién 2.1.19 (]2, Hecho I11.19]).
q(8) = h"(S, Q).
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Proposicién 2.1.20. Los enteros q, py, P, son invariantes birracionales.
Demostracion. Ver en [2, Proposicién 111.20]. [ |

Proposiciéon 2.1.21. Sea S una superficie reglada sobre C'; entonces
q(S) =g(C), pe(S) =0, P,(S)=0 para todon > 2.
Si S es geométricamente reglada, entonces
K2 = 8(1 - ¢(C)).
Demostracion. Ver en [2, Proposicion I11.21]. [ |

Por lo tanto, para las superficies de Hirzebruch IF,,:
q(F,) =0, p,=0 y Ki =38, (2.1.22)
ademads por la formula de Noether, x(O, ) = 55 (me(Fn) + Kﬁ-n), se sigue que

X(OFn) = ]'7 Xtop(Fn) == 4

2.2 Explosiones

En esta seccién introducimos la importante nocién de blow-up (explosién). Este proceso
es esencial en el estudio de las singularidades y, por tanto, en la geometria birracional
en general.

Primero introducimos la version local. Sea A" el espacio afin con coordenadas zy, . . ., 2,_1
y sea 0 € A" el origen. Construimos una variedad Y C A" x P*~! dada por {z;X; =
2; X }izj, donde Xo, ..., X, son las coordenadas homogéneas de P"~'. Existe un mor-
fismo natural 7 : Y — A™ dado por la proyeccién. Se puede ver que 7—1(0) = P!y
que m: Y —771(0) = A" —{0}. Decimos que Y es el blow-up de A" en 0 y lo denotamos
Blo(A™).

De manera més general, sea x € X un punto en una variedad suave X, tomemos un
entorno afin U de z. Identificamos (U, x) con un abierto (U’,0) C A"

Entonces se tiene (7;: 71 (U") — U’ que es el blow-up de U’ en 0. Al pegar X — U y
U, obtenemos 7y : X — X, lo que se llama el blow-up de X en z. Obsérvese que de
manera similar se tiene 7' (z) 2 Py mx : X — 7y (z) 2 X — {z}. El divisor 7" (z)
se llama el divisor excepcional, y normalmente se denota por E.

Ejemplo 2.2.1. Sea 7 : Y = Bl,(P?) — P? el blowing-up de P? en un punto x € P2.
Notemos que el morfismo 7 es un isomorfismo fuera del punto x, por lo que la diferencia
Ky —m* Kp2 esta soportada en el divisor excepcional E. Por tanto, debe existir un entero
a tal que

Ky = 7" Kp2 + aF.
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Tomemos coordenadas afines (21, z9) alrededor de z = (0,0) en A% C P2.
El blow-up de A? en el origen est4 definido por

Blo(AQ) = {((21,22), [Xl . XQ]) c AQ X Pl ’ ZlXQ = ZQXI} .
Este espacio se cubre con dos cartas afines:

m Carta 1: X; # 0, ponemos u = X5/X;. Entonces z, = uz;. Las coordenadas
locales son (z1, u).

m Carta 2: Xy # 0, ponemos v = X;/X,. Entonces z; = vzy. Las coordenadas
locales son (zg,v).

Consideremos la forma diferencial canénica sobre A2
w=dz Ndz.
En la carta 1, donde z5 = uz;, tenemos
dze = udzy + z du,

y por tanto,
dzy Ndzy = dz; A (udzy + z1 du) = 21 dzy A du.

De esta expresion se deduce que
7 (dzy N dz) = 21 (dzy A du).

Esto muestra que la forma canénica sobre el blow-up se anula a lo largo de £ = {z; = 0}
con multiplicidad 1. Sabemos que en P? el divisor canénico es

Kp: = —3H,
donde H denota una recta en P2, La aplicacién de blow-up 7 : Y — P? induce
Pic(Y) = Z[r*H] ® Z[E).

Por tanto,
Ky =an"H+bE.

Fuera de E, 7 es un isomorfismo, lo que implica que a = —3. Del calculo local anterior
se obtiene b = 1. Asi
Ky =7"Kp2 + F.
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De hecho, si dim X =2y 7 : X = X esel blow-up de un punto z € X, entonces
K3 = mKx + E. Mas generalmente, si dimX =n y 7 : X = Bl,(X) = X es el
blowing-up de X en x, entonces Ky = m*Kx + (n — 1)E.

Nos centraremos en el caso de X una superficie y C C X una curva. Sea f la
ecuacién local de C' alrededor de z. Al fijar coordenadas locales zy, 2o, podemos escribir

f = fm(ZI,ZQ) = fm+fm+1+-"7
con f,, # 0. Definimos la multiplicidad de C' en  como
my(C) :=m.

Se puede demostrar que este valor m,(C) estd bien definido.

Consideremos ahora 7 : X = Bl (X) — X. Sea C una curva que pasa por z € X.
Entonces 77!(C') consta de componentes irreducibles, una de ellas es F y la otra se
proyecta sobre C'. La parte que se proyecta sobre C' se define como

C~’ = Wil(c o {x})v

la cual se llama la transformada propia de C. Asi, tenemos 7~ 1(C) = C'UE. De manera
mas precisa, al calcular las ecuaciones se obtiene

C = C +m,(C)E,
la cual es llamada la transformada total de C.

Proposicién 2.2.2. Seq -
7: X =BL(X) — X

el blow-up de una superficie suave X en un punto x € X. Entonces se cumplen las
siguientes propiedades:

1. Eziste un isomorfismo natural

Div(X) ® ZE = Div(X),

dado por
(D,nE) — D +nkE.

Ademds, este isomorfismo induce un isomorfismo correspondiente a nivel de gru-
pos de Picard:

Pic(X)® ZE = Pic(X).
2. Para todo D, D" € Div(X), se cumple
(D) - (*D')=D- D

3. Si D € Div(X), entonces
(7*D) - E = 0.
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4. Finalmente, se tiene
E-F=-1.

Demostracion. (1): Todo divisor en X puede escribirse de forma tinica como la suma
del divisor total transformado 7*D y un multiplo entero del divisor excepcional E:

Div(X) = " Div(X) & ZE.
A nivel de grupos de Picard, el mismo argumento muestra que Pic(X) = Pic(X) ® ZE.
(2) ¥y (3): Para demostrar estas igualdades, consideremos divisores A, A’ linealmen-
te equivalentes a D, D’ respectivamente, que no pasen por el punto z. Entonces sus
imé4genes reciprocas 71(A) y 77 1(A’) no intersectan el divisor excepcional E, y en la
region donde 7 es un isomorfismo se tiene:

(7*D) - (7*D')=D-D', y (7*D)-E=0.

(4): Para el dltimo punto, usamos la férmula de adjuncién. Como E ~ P! sabemos
que Kg = Op1(—2), lo que implica deg(Kg) = —2. Por la formula de adjuncién para
EcX

Kgp = (K5 + E)lp,

y obtenemos que
—2=deg(Kg) = (K¢ +E)-E.

Por la igualdad K = 7" Kx + E, se sigue
(Ky+E) E=(m"Kx+2FE)-E=2(E-FE).

Por tanto,
—2=2(E-F) estoes, E-E=-1.
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Capitulo 3

El rol de los diferenciales con polos
logaritmicos

3.1 Gavilla logaritmica con polos a lo largo de un
divisor

Sea X una variedad suave de dimensién n, y sea D C X un divisor no singular. Recor-
demos que la gavilla de 1-formas diferenciales en X, denotada por QY , estd localmente
generada por

dzy,dzg, ..., dz,.

Denotamos por
Q (log D),

la gavilla de 1-formas diferenciales en X con polos logaritmicos a lo largo de D. Esto
es, consideremos z1, ..., 2, coordenadas analiticas locales en un abierto U C X, tales
que el divisor D esta dado localmente por la ecuacion

DNU ={z, =0}.

Esto quiere decir que z, es una ecuacion local para D, y dz, se anula exactamente a lo
largo de D. Entonces, en este sistema de coordenadas, el haz Q% (log D) estd generado
localmente por las formas,

dzy,
le, dZQ, ceey dZn,I, E—
Zn
Notemos que las formas dzq, ..., dz,_; son holomorfas, mientras que la forma
dzy,
)
Z’Vl

tiene un polo logaritmico en z, = 0, es decir, a lo largo de D N U. Nétese que

dz,
d(log z,,) = i,

n
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Gavilla logaritmica con polos a lo largo de un divisor

de ahi la denominacién de polo logaritmico. Una 1-forma w pertenece a Q% (log D) si 'y
s6lo si localmente puede escribirse como

n—1
W= Zaidzi+b%,

i=1 “n
donde aq,...,a,_1,b son funciones holomorfas en U.
0L (log D) es un haz localmente libre de rango n, que coincide con QY fuera del divisor
D. A el dual de Q% (log D) se le denota por Tx(—log D) y es llamado la gavilla de
gérmenes de vectores tangentes a X que también son tangentes a D, localmente se
genera por

0 0 0
Zp—

9 77 ce ey - .
azn 821 (9zn_1

Notemos que la gavilla Q% (log D) encaja en la sucesién exacta
0— Q% — Q% (log D) ™= Op — 0, (3.1.1)

donde el morfismo residuo asigna a la componente % a 1y anula las demés compo-
n
nentes. Ademas, también se tiene otra sucesion exacta

0 — Q% (log D)(—D) — Q% — Q) — 0, (3.1.2)

pues el kernel de QY — QlD es localmente generado por z,dz, ..., 2,dz,_1,dz,. Estos

generadores son precisamente los generadores locales de la subgavilla Q% (log D)(—D) C
0L (log D).

Ahora, centrémonos en el caso de que X es una superficie suave y D una curva suave
en X. Sean zp, 29 coordenadas locales tales que D esta definida por zo = 0. Entonces
{wr = dz,wy = dz—zj} son generadores de Q% (log D). Notemos que los generadores
{dz1,dz} de Q% se pueden obtener por combinaciones lineales de los generadores de
0L (log D), esto nos dice que, Q% C Q4 (log D). Ademas, los siguientes morfismos

QL e QL (log D) — Op
fidz1 + fadzy = fidz + fadze = fidz + ngg% (3.1.3)
g1w1 + Gawz = G21p

nos dan la sucesién exacta corta que aparece en (3.1.1). Asimismo, por

OL(log D)(=D) — 0% — 9
h1w1 + hg&)g —> hlwl —+ hg&]g = h1d21 + %dZQ (314)
fldzl —+ deZQ — (f1d21)|D

se obtiene la sucesién exacta corta que aparece en (3.1.2).

La siguiente proposiciéon muestra la importancia de la gavilla de diferenciales con
polos logaritmicos en el estudio de la composicién del diagrama 1.2.20 en el caso de

L= Os(KS + C)
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Gavilla logaritmica con polos a lo largo de un divisor

Proposicién 3.1.5. Sea S una superficie suave, C C S una curva suave e irreducible,
y L un haz lineal sobre S. Consideremos los morfismos:

¢: H(S,Qy® L*) — H"(C,Q5® Lic),

¢ HY(C,Q4® L) — H(C,we @ Liy).

Entonces se cumple la desigualdad
corank (1) o ¢) < corank(v)) + h'(S, Q5(log C) ® L*(—C)).

Demostracion. Se tienen las siguientes cuatro sucesiones exactas:

1.
0 — Qf — Q(logC) — O — 0.
2.
0 — Q(log C)(—C) — Q& — QF — 0.
3.
0 — Qg(—C) — Qg — Q% |c— 0.
4.

0 — Og(—C) — Qg |c— Q& — 0.

El diagrama

0 0 0
) I )
0 - Qe L*(-0) — QLogC)® L*(-C) — Oc® L*(-C) — 0
}id } \J
0 - QeL*(-C) — Qy® L? - QBely = 0
\ } . \J
0 - 0L ® LY, S Qbell - 0
} )
0 0
induce en cohomologia el siguiente diagrama conmutativo
0 0
3 \
H(Oc @ L*(-C)) - HY QL e L*(-C)) - HY Q@ L*(-0)))
} )
HOQY 0 L) % HUQ5® L) —  coker(d) C H'(Qh® L?)
L

H(Q¢ @ Lit,)
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sean f: HY(O¢ ® L*(—C')) — coker(¢) la composicién en el diagrama y
g: H(Qg® L?) — H°(Qy ® Li,), entonces

corank(¢) o ¢) — corank(¢)) = corank(f) < corank(g) < h'(S, Qg(log C) ® L*(—C)).

asi
corank(v) o ¢) < corank(v)) + h'(S, Qg (log C) @ L*(—C)).
[ |
La proposicién anterior nos dice que la sobreyectividad de 1 y el anulamiento de

H'(S,Q%(log C) ® L*(—C')) son condiciones suficientes para mostrar la sobreyectividad
del morfismo v o ¢.
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Capitulo 4

La aplicacion de Wahl de la
normalizacion de una curva nodal
en una superficie de Hirzebruch

Consideremos n > 0 un entero. Sea [F,, la n—ésima superficie de Hirzebruch
Fn == P(Opl D Opl (—n)),

y sea m; : F,, — P! el morfismo estructural. Recordemos que el grupo de Picard de T,
es generado por dos clases: F', que representa a la fibra de m, y Cy, es la clase de la
seccion especial de la fibracién m; sobre P!. Esto es,

Pic(F,) = Z[Cy] ® Z[F),

donde los productos interseccién satisfacen las relaciones (Cp)> = —n, Co- F =1y
F? = 0. Dado que las superficies de Hirzebruch son regladas, entonces todas las fibras
son isomorfas y numericamente equivalentes. El divisor canénico de F,, es dado por

Kp, = —2Cy — (2+n)F. (4.0.1)

Consideremos una curva nodal irreducible C' C F,,, esto es C € |aCy + bF| para a,b €
Z~g, con nodos en puntos p1, ..., ps y no otras singularidades. Sea o : X = Bl;F, — F,
el blow-up de F,, en Z = {py,...,ps} con divisor excepcional F = Z?Zl E; donde
E; = 07 *(p;). Los ntimeros de interseccion satisfacen que (E;)*> = -1y E;- E; = 0
para i # j, entonces E? = —4.

Sea C' la normalizacién de C, con C linealmente equivalente a aCy + bF. Entonces

C=0"C —2E (4.0.2)

y el divisor candénico en X es

Por lo tanto tenemos los siguientes nimeros de interseccion

(C)? = (C)? +4E = (C)? — 46 = 2ab — a’n — 46, (4.0.4)
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(Kx)* = (Kp,)” + E* =8 —,

Kx-C =Ky, -C—2FE*=Ky, -C+ 26 = an — 2a — 2b+ 2.
Recordemos que el género aritmético de C' es
CQ+§“47:1+w—a—b+amg_®
y el género geométrico de C es § = g — 4.

Tenemos el siguiente diagrama conmutativo

g=1+

P ~
Ox (Kx+C)

A HY(X, Ox(Kx +C)) HO(X, Q% (2K x +2C))

Res HO(O, Q‘%((2KX + 26) ’5) (407)
lﬁ HO(p)

HO(C, (25)%)

2 170/ Ol

Proposicién 4.0.8. El morfismo Res es un isomorfismo.
Demostracion. Notemos que Res estd definido por A’res, donde res aparece en la si-
guiente sucesion exacta larga de cohomologia,
0 — H(X, Ox(Kx)) = H(X,O0x(Kx + C)) ™% H(C,Q%) - H'(X,0x(Kx))
(4.0.9)

debido a que la irregularidad de X, ¢(X) = h'(X,Ox), es un invariante birracional
entonces ¢(X) = ¢(F,) = h'(F,,Of,) = 0 y por la dualidad de Serre, h!'(X,Ox) =
(X, 0x(Kx)) asi H'(X,Ox(Kx)) = 0. Entonces res es sobreyectiva. Mds atin, se
cumple que A A

HZ(X, Ox(Kx)) g1"’[7'(15‘“,O'*(O)(([(X)), 7 2 0, (4010)
pues las gavillas imagenes directas superiores satisfacen

R'o.(Ox(Kx)) = Or,(Kr,) ® R'o.(Ox(E)) =0, i>0,
va que R'o,(Ox(mE)) = 0 para todo entero m < 1.
Notemos que
0.0x(Kx) = 0.(6" O, (Kp,) ® Ox(E)) = OF,(Kr,) ® 0.0x(E) = O, (Kr,)
debido a que 0,0x(E) = Op,,.
Finalmente obtenemos que
H°(X,0x(Kx)) = H°(F,, O, (Kg,)) = 0.

asi res es un isomorfismo y por lo tanto Res es un isomorfismo. |

Observacién 4.0.11. Por lo anterior, tenemos que

corank(®z) = corank (Ho(p) o <I>KX+5) .

Entonces estudiaremos estos dos morfismos, primero calcularemos el corank de Soa,
y luego demostraremos la sobreyectividad de & K40 bajo ciertas condiciones sobre los
coeficientes que definen a la curva C en F,,.
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4.1 Corank(H"(p))

Por las sucesiones exactas (1.2.23), (1.2.26), (1.2.30) y (1.2.32), tenemos el siguiente
diagrama conmutativo:

0 0
l l
Q' (2Kx 4+ C) ——— Q'(2Kx + C)

l l

0 — Q(logC) (2K + C) — Q' 2Ky +20) — (QL) — 0 (4.1.1)

| | H

0 —— Oz(2Kx + C) —— Q'(2Kx +20)|z — (25)%* — 0
| |
0 0

Este diagrama es el dual del diagrama en ([23], Section 3.56) en términos de la gavilla
de gérmenes de vectores tangentes a X los cuales son tangentes a C.

Primeramente, calcularemos los respectivos grupos de cohomologia que aparecen en el
diagrama (4.0.7) y estableceremos las condiciones para que desaparezcan ciertos grupos
de cohomologia que aparecen en el diagrama anterior.

Consideremos el diagrama blow-up

C — X
Lk
¢ — F,

Notese que
do : Tx — "Iy, (4.1.2)

es un isomorfismo fuera de E. Por [16, Lema 15.4], existe una sucesién exacta corta
0—Tx = 0"y, - Q — 0, (4.1.3)
y, la gavilla Q soportada en E, aparece en la siguiente sucesion:
0— Op(—1) = 0 = Q — 0, (4.1.4)

donde E = E; + --- + Ejs. Entonces, tenemos que Q = Og(1). Al dualizar la sucesién
(4.1.3), obtenemos la sucesion exacta corta de gavillas sobre X

0= 0*Qp, — Qx — Qxpp, =0, (4.1.5)
donde QY = Eat(Q, Ox). Por [17, ITI Proposicién 6.5, tenemos que
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es decir, Qp, = @?:1 Og,(2E)). Para la sucesién (4.1.5), existe una sucesién exacta
larga de gavillas de grupos abelianos sobre F,,:

0— 0.(c" QU ) = 0.0 — U*Q}XWH —
— R'o (0" ) = R'o.Qy — RIG*Q}(UFn —

— R0.(c*y ) = R’0,.Q% — RQJ*Qth — 0.
Por férmula de proyeccién, se cumple
Ro. (0" ) = Qp @ R'o,.Ox.
Dado que R'o,Ox = 0 para todo i > 0, se sigue que
Ro,(0"Qp ) = R'o.(0"Qp @ Ox) = U ® R'o.(Ox) =0

para todo i > 0. Ademas, por la sucesién exacta larga y la definicién de la imagen
directa superior, tenemos

9 5
0.Qxpr, = @ E;,0p,(2E))) ® O, 2 P H(P',0p1(=2)) @ Op; =0, (4.1.6)
= et

R'o.Qy = R'o.Qyp = E;,Og,(2E;)) ® O,

IIZ

(P!, Opi (-2)) © O, = @op, (4.1.7)

-
Qi

R O'*Q_lx = Rl QXHF H2(E]7 OEj (QEJ)) ® Opj

<
Il
-

R
D~ 1D~

H*(P', Op1(—2)) ® O, = 0. (4.1.8)

<
Il
-

Por lo tanto, a partir de la sucesién (4.1.5) tenemos la sucesion exacta de gavillas sobre
X

1)
0— 0" Qp, — Qx — P O, (2E;) — 0. (4.1.9)

j=1

Al tensorizar la sucesién (4.1.9) con Ox (2K x + C), obtenemos
5
0—0c*Qp (2Kx +C) = Qx(2Kx + C) - @ O, (2E; + 2Kx + C) — 0, (4.1.10)
j=1

pues 2Kx + C = 2(0* Ky, + E) + (0*C — 2F) = 0*(2K5, + C). Nétese que

deg(Op,(2E; + 2Kx + C)) = 2B} + 2Kx - E; + C - B; = —2. (4.1.11)
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Entonces H(Ej, O, (2E; +2Kx + C)) =0y H'(E;,Op, (2E; + 2Kx + C)) 2 C, y la
sucesién exacta inducida en cohomologia de la sucesién (4.1.10) es

0— H)(X, 0" (2Kp, + C)) = H (X, Qx(2Kx +C)) = 0 —
— H'(X,0"Q} (2K5, +C)) — H' (X, QY (2Kx + C)) —» C° —
— H*(X, 0" 2Ky, + C)) = H*(X, Q% (2Kx + C)) = 0.

Por la formula de proyeccién, tenemos que
RZ’U*(U*Q]%-”(2KF7L + C)) = Q]%‘n (QKFn + C) &® RiO'*OX =0,

para todo @ > 0.
Entonces, por [17, I11.8.1], existen isomorfismos naturales, para cada i > 0,

H'(X,0"Qp (2Kw, + C)) = H'(F,, 0.(c* Q. (2K, + C)))
>~ H'(F,, Qp, (2Kx, + C)), (28)

ya que 0, (0" Qg (2Kp, + C)) = Q. (2K, + C) ® 0,0x por la férmula de proyeccion,
y 0.0x = Op,,.

Lema 4.1.12 ([11, Lema 3.6]). Sia>5yb>(a—2)n+6, 0sin=0,a>5,b>5,
entonces '
HY(F,, 0} (2K, + C)) = 0

para 1 =1,2.

Lema 4.1.13. Supongamos que a > 5y b > (a —2)n+6, 0o que a > 5 y b > 5 para
n = 0. Entonces, se tiene que

n HO(X, Q% (2Kx + C)) = H(F,, Qk (2KF, + C)),
s H'(X, QL 2Kx 4+ C)) = C?,
n H2(X, QL (2Kx + C)) = 0.

Demostracion. Se sigue de la sucesion exacta inducida en cohomologia de la sucesion
(4.1.10) y del Lema 4.1.12. [ |

Ahora, al tensorizar la sucesién (4.1.9) con Ox(2Kx + 2C), obtenemos
~ 6 ~
0 — o*Qf, (2Kp, +2C)@0x(—2E) = Q% (2K x+2C) — @@ Op, (2E;+2Kx+2C) — 0,
j=1
~ (4.1.14)
pues 2Kx +2C = 2(c*Ky, + F) + 2(c*C — 2E) = 0*(2KF, + 2C) — 2E. Note que

deg(Op, (2F; + 2Kx 4+ 2C)) = 2E; + 2Kx - E; + 2C - E; = 0, (4.1.15)
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por lo tanto HY(Ej, O, (2E; + 2K x +2C)) 2 C y H'(E;, O, (2E; + 2K x +20)) = 0,
y la sucesion exacta inducida en cohomologia de (4.1.14) es

0 — H°(X,0"Q} (2K, +20) ® Ox(—2E)) — H°(X, Q% (2Kx +20)) — C° —
— HY(X,0"Qk (2K5, +20) ® Ox(—2E)) = H' (X, Q% 2Ky +2C)) = 0 —

— H*(X,0"Qf (2KF, +20) ® Ox(—2E)) — H*(X, Q% (2Kx +2C)) — 0.
(4.1.16)

Nuevamente, por la formula de proyeccion
Rlo.(o"U (2K5, 4+ 20) ® Ox(—2E)) = O (2K5, 4+ 20) @ R'0,.Ox(—2E) = 0,

vaque R'o,Ox(—2FE) = 0 para todo i > 0. Por lo tanto, existen isomorfismos naturales,
para cada 7 > 0,

H'(X,0"Qp (2Kw, 4+ 2C) ® Ox(—2E)) = H (F,, 0,(0" Qg (2K7, + 2C) ® Ox(—2F)))
>~ H'(F,, Q% (2K, +20) @ 1), (4.1.17)

pues
0. (0" U (2Ky, 4+ 20) @ Ox(—2E)) = O (2Kp, + 2C) ® 0,.0x(—2E)

y
O'*Ox(—2E) = I%,

donde Zy es la gavilla de ideales de Z en F,, y Z% es el producto Z - Zy.

Lema 4.1.18. Supongamos que Z = {p1,...,ps} es un subesquema de dimension
cero de IF,,, formado por 6 puntos cerrados distintos reducidos. Sea m,,, la gavilla ideal
mazimal de p; en IF,,, es decir, la fibra de m,, en un puntoy # p; es Or,, y en p; es
el ideal mazimal my, O, ,. C O, p.. Entonces

5
Y
Iz = Qmy,,
=1

de manera similar, T = ®)_, mg .

Demostracion. Esta demostracion es de manera general, consideremos Y una variedad
algebraica suave de dimension 2. Para cada punto z € Y sea m, la gavilla de ideales
maximal de z en Y, es decir, la fibra de m, en un punto y # x es Oy, y en z es el
ideal maximal m, Oy, C Oy,.

Sea Z = {p1,...,ps} un conjunto de puntos cerrados distintos reducidos, y considere
la inclusion i : Z < Y y el morfismo

i# : OY — Z*OZ
Nétese que I, = keri?.
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Observa que, para cada x € Y, se tiene

i i Oyp — 0 siz ¢ Z,
i =
it Oyp — (i.0z), siz e Z.

En el caso de que x € Z, tenemos que Oy, es un anillo local de dimensién de Krull
igual a dos, mientras que Oz, es un anillo local de dimensién de Krull cero. Puesto
que Z es un subesquema reducido, Oz, no tiene elementos nilpotentes. Ademas, todo
elemento del ideal maximal de Oz, es nilpotente, lo que implica que el ideal maximal
es cero. Por lo tanto, como ker i¥ es precisamente el ideal maximal de Oy, se concluye
que las fibras de 7 coinciden con las fibras de m,, ® --- ® m,_, es decir, en un punto
y # pj es Oy, y en p; es el ideal maximal m,, C Oy,,. [

Sea F = Qp (2KF, + 2C'), usamos la sucesién exacta
012 = Op, — Oz, /T; — 0.

Al tensorizar esta sucesién con F, y calcular la sucesion larga exacta en cohomologia,
obtenemos

0 — HF,,F ® %) — H(F,,F) & H'(F,, F @ (O, /I2))
— HYF,,F®I) — H (F,,F) =0
— H*(F,, F ®1I}) — H*F,,F) — 0.

Lema 4.1.19 ([11, Lema 3.6]). Supongamos que a > 3 y b > (a — 1)n + 3, entonces
HY(F,, Q% (2Kp, +2C)) =0 parai=1,2.

Observacion 4.1.20. Si se cumplen las condiciones del Lema 4.1.19 y h es sobreyec-
tiva, entonces, por la sucesién exacta (4.1.16) y las identificaciones en (4.1.17)

H'F,, F®I;) = H(X,0"Q (2Kr, +20) ® Ox(—2E)) = 0.

Definicién 4.1.21. Sea £ un haz vectorial en F,,. Decimos que & es k-jet generado
(k-jet spanned) en p si la aplicaciéon evaluacion

X x H°(F,,,&) = H(F,,, € ® O, /mit)
es sobreyectiva.

Definicién 4.1.22. Sea £ un haz vectorial en [F,,. Decimos que & es k-jet amplio
(k-jet ample) en Z si para toda é-tupla (kq,...,ks) de enteros positivos tales que
2 ki = k4 1, la aplicacién evaluacién

X x H(F,,€) — H(F,,& @ O,/ ®_, m")

es sobreyectiva.
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Estas definiciones son generales para haces vectoriales en una variedad suave; para
méas detalles, véase [3]. En particular, el que £ sea k-jet amplio implica que es k-jet
generado. Nétese que £ es 0-jet amplio si y solo si £ es 0—jet generado, si y solo si £ es
generado por sus secciones globales. Ademas, para haces lineales L, se satisface que L
es 1-jet generado si y solo si L es un haz lineal libre de puntos base, y L es 1-jet amplio
si y solo si L es muy amplio.

Para el caso § = 1, por la identificacién en el Lema 4.1.18, el morfismo h corresponde

H°(F,,F) = H°(F,, F ® (Og,/m2)).
El siguiente lema nos garantiza la sobreyectividad de h en el caso § = 1.

Lema 4.1.23. Sea p € F,. Supongamos que a > 3 y b > (a — 1)n + 2. Entonces
F = Q}FH(ZKFR +2C) es 1-jet generado en p.

Demostracion. Sea L = Op, (Cy+nF') haz lineal en F,,. Dado que L es libre de puntos
base entonces L es 1—jet generado en el punto p. Note que

F@ L= Qp ((2a—5)Co+ (20 — 4 — 3n)F)

es globalmente generado si 2a —5 > 0y 2b — 4 — 3n > (2a — 5)n (pues recordemos
que Q%Fn es globalmente generado y un divisor 7 Cy + roF' es libre de puntos base si
ro = r1-n). Asi, con estas condiciones, vemos que F @ LY es 0-jet generado y L es 1-jet
generado. Por tanto, por [3, Porposicién 2.3], F = F @ L' @ L es 1-jet generado. W

En general, para  puntos, tenemos lo siguiente.

Lema 4.1.24. Supongamos que a > § +2 y b > (a — 1)n + § + 2. Entonces F es
(26 — 1)-jet generado en Z. En particular, h es sobreyectiva.

Demostracion. Sea L = O, ((20 — 1)Cy + (26n 4+ 20 —n — 1)F). Como Cy+ (n+ 1)F
es 1-jet amplio (pues recordemos que un divisor r1Cy + roF" en F,, es muy amplio si
ry > 11 -n), entonces L es (20 — 1)-jet amplio. Note que F @ LY = Qf ((2a — 3 —
20)Cy + (2b — 3 —n — 20n — 20)F) es globalmente generado si 2a —3 — 25 > 0y
20—3—n—26n—26 > (2a — 3 —26)n. Asi, bajo estas condiciones, vemos que F @ £~
es 0-jet ample y £ es (20 — 1)-jet amplio. Por tanto, F = F @ L~ ® L es (20 — 1)-jet
amplio.

En particular, para la o-tupla {2,...,2}, la aplicacién evaluacién

H°(Fy, F) — H(Fp, F ® (OF,/ @3_y my,))
es sobreyectiva, y este morfismo es h. |

Corolario 4.1.25. Sia > 6+2 yb > (a—1)n+6+0+2, entonces H'(F,,, Q. (2K, +
2C)) = 0.

Demostracion. Por los Lemas 4.1.19 y 4.1.24. ]
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Por lo tanto, obtenemos el siguiente resultado

Proposicién 4.1.26. Supongamos que a > max{5,0+2} y b > max{(a—2)n+6,(a—
n+0+2}, on=0, a>max{5,0+ 2} y b > max{5,0 + 2}. Entonces:

(X, QL (2K« + é)) ~ C8g+22—302’

H'(X, Q4 (2K +C)) = C,

H?(X, Q% (2Kx + C)) 20,

H(X, QX(ZKX+20)) C169- 402—55+14

HILX, 0428+ 20)) = H(X, 22K +20) -
H0<C Ol (2KX+2C') &) =C 8g—C2—45— 8
HY(C,Q%(2Kx +2C) |5) =

Demostracién. Demostraremos que, para cada divisor ENen X, la caracteristica de
Euler holomorfa x (2% (D)) para el haz vectorial £ = Q% (D) es igual a D* — (24 4); y
bajo las hipdtesis podemos aplicar el Lema 4.1.13 y el Corolario 4.1.25.

Por el teorema de Noether para superficies tenemos:

1

%+ XuaplF) = 15

X(OF,) = B

(Cl + 2),

con las clases de Chern ¢; = ¢1(Tx,) = —c1(Qf) ¥ ¢2 = ¢2(Tr,) = c2(Q4, ). Dado que
X(Or,) = 1, entonces xiop(F,) = 4, y por la invariancia biracional tenemos x(Ox) =
X(Or,) v x(Ox) = (K% + xtop(X)) = 15(KE — & + Xtop(X)) pues recordemos que
o:X — F, es el blow-up de F,, en Z = {p1,...,ps}. Esto nos dice que xzp(X) =
Xtop(Frn) + 6 = 4 + 0. El teorema de Riemann-Roch para un haz vectorial de rango 2
en una superficie nos dice que

1 1
X(€) = 2x(Ox) = S (Kx - c1(€)) + 5(0%(5) —2¢2(8)),
donde ¢;(€) son las clases de Chern de €. Si € = Q% ® Ox(D D) para un divisor D
en X, entonces ¢(€£) = 1(Qx) + 2c1(0Ox(D)) = Kx +2D y (&) = (%) +
01<Q§()61(0X(D)) + (Cl(OX(D)))2 =446+ KX - D+ D2. ASi,

1

7(K)2(+2KX‘5)_(KX+/DV)2—2(4+(5+KX'5+52)
2

X(O%(D)) = 2- ;

= D*—(2+9).

36



Corank(H°(p))

Por lo tanto, el diagrama (4.1.1) es el siguiente:

0 0
i) i)

HO QL (2K x + C)) =———= H'(QL (2Kx + C))
1 1

HO(p)

H° (9 (log C)(2Kx + C)) — H°(Q%(2Kx +2C)) —% HO((25)%*) — H'(Q(log ) (2K x + (')

l e H l

HY(O5(2Kx + ) —— HYQY(2Kx +20)|5) > H(Q5)%) —— H'(O5(2Kx + C))

! ! |

HY (Y (2Kx + C)) =—— H' (O (2Kx + C)) 0
L l
HY(Q (log C)(2Kx + C)) 0

1
HY(O5(2Kx + C))

!
0.

Observacion 4.1.27. El diagrama anterior nos dice que el corango de H %(p) es igual
a la dimensién de H'(X, Q% (log C)(2Kx + C)).

La siguiente proposicién nos da condiciones para calcular la dimension del primer
grupo de cohomologia de gavilla logaritmica, H'(X, Q4 (log C)(2Kx + C)).

Proposicién 4.1.28. Supongamos que a 25 yb > (a—2)n+6, o quea>5yb>=5
sin = 0. Entonces

HY (X, Q% (log C) (2K x + C)) = HY(C, O, (2K, + C)|c).
Demostracion. Tenemos la siguiente sucesion exacta
0— Q% — Q(logC) — Oz — 0,
y existe una sucesion exacta larga de gavillas sobre [F,,:

0 — 0. = 0.0k (log C) = 0.0z —
— R'0,QY — R'6,. Q% (log C) — Rlo*(’)a —
— R%0,0Q% — R%0,0Q%(log C) — 0. (4.1.29)
Del isomorfismo en (4.1.6) deducimos que 0,0} = Q]IFH, y por los isomorfismos en
(4.1.7) y (4.1.8) tenemos R'0,. Q% = Oz y R?*¢.Q% = 0. Por el lema en la siguiente

péagina, también se tiene que R'o,Q% (logC) = 0, asi R'0.0z = 0.
Por lo que, la sucesién exacta (4.1.29) es,

0— Qp, = 0.0%(log C) = 0,05 — Oz — 0. (4.1.30)
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Sea G := Im (0, Q% (log C) — 0.0g) y obtenemos dos sucesiones exactas
0— Qp, = 0,04 (logC) = G — 0, (4.1.31)
0—G—0.05— 0z —0. (4.1.32)
Por otro lado, consideremos la sucesion exacta de la normalizacion de C,

0— Oc = p.0z = Oz — 0, (4.1.33)

donde ¢ : C' = C es el morfismo normalizaciéon de C'. Note que, si j : C — F, es la
inclusion, entonces 0|5 = j o ¢, y por tanto Q*Og = (j © ¢)xOg. Como el morfismo j
es una inmersion cerrada entonces el funtor j, es exacto y tenemos que al aplicarlo en
la sucesion 4.1.33 obtenemos una sucesion exacta sobre [F,,,

0= j.0c = ju(0.05) = Oz — 0. (4.1.34)
Ahora, usamos la identidad 0,05 = (j o ¢).Ogz y tenemos la sucesion
0= Oc— 0.05 — Oz — 0. (4.1.35)

Al comparar las sucesiones exactas 4.1.32 y 4.1.35, obtenemos el siguiente isomorfismo
de gavillas en F,,

G = 0Oc.
Por tanto, al tensorizar la sucesioén exacta 4.1.31 con Op, (2KF, + C') obtenemos,

0— Qﬁ;n(zKFn -+ C) — O'*Qﬁ((logé)(QKX + CN') — OC &® (’)Fn(ZKFn + C) — O,

pues 2K x +C = 0*(2Kz, +C) y 0,0x (2K x +C) = O, (2K5, + C). Asi, esta sucesién
induce una sucesion exacta larga en cohomologia,

0— H(Qp (2K, + C)) — H(0,.Q%(log C)2Kx + C)) = H*(Oc (2K, + C)) —
— Hl(Q%n(QKFn + C)) — HI(U*Qﬁ((lOg 6’)(2KX + 6’)) — HI(OC(ZKFH + C)) —,
— H*(QF (2KF, + C)) — H?*(0,.Q% (log C)(2Kx + C)) — 0.

Con las condiciones del Lema 4.1.13, obtenemos la anulacién de H'(Qp (2Kp, +C)) y
de H*(Qy, (2K, + C)), por tanto, tenemos el isomorfismo

H' (0,94 (log ) (2K x + C)) = HY(O¢(2K5, + C)).

Ahora, por la férmula de proyeccién, R'o.Q (log C)2Kx + C) = R'0,0% (logC) ®
OF, (2Kr, + C) y como R'c,.0Q% (log C) = 0, entonces existe un isomorfismo

HY (2 (log C) (2K x + C)) = HY (0,0 (log C) (2K x + C)).
Lo cual concluye con la demostracion. |

Demostraremos una propiedad que utilizamos en la proposiciéon anterior.
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Lema 4.1.36. R'0,Q% (logC) = 0.

Demostracién. Sea E = E; y p:=p; para algin j € {1,...,d}.

Para cada t > 1, definimos X := X xg, Spec(Or, ,/m!). Notemos que para t = 1,
obtenemos la fibra en p, esto es, X() = E , ¥ para t > 1 obtenemos un esquema con

elementos nilpotentes teniendo el mismo espacio base X (i), esto es, X(;) = tE. Tenemos
el siguiente diagrama
X(t) —>1/ X

Spec Op/m) —— I,

Sea F; := v*Q%(log C~’), donde v : X — X el morfismo natural. El teorema de
funciones formales ([17], III 11.1) enuncia que

R'0.Qx(log C), = lim H' (X, F). (4.1.37)

Notemos que, *Qk (log C) = v1Q% (log C) ®,-10, Ox,, = Qx(log 5)])((”.
Tenemos la sucesion exacta en X

0— Op(—tE) = O3 5 — O,5 = 0, (4.1.38)

tE+E
asi, al tensorizar esta sucesién con Q% (log C),
0 = Q(log C)® Op(—tE) — Qk (log C) @ Ox,,,,, — U (log ()@ Ox,, — 0 (4.1.39)

esto es, R
0= F1®Op(—tE) = Fry1 — Fr — 0. (4.1.40)

Ahora, demostraremos que H'(F; ® OE(—tE’)) = 0, lo cual implica que
H' (X(t11), Fre1) = H (X (1), Fr),

esto es R0, Q% (log C~')Ap = 0. Como R'c,0% (log C) es una gavilla coherente con soporte
en Z,y R'o,Q% (log é)py_ = 0 para todo p; € Z, entonces R'0,Q% (log C) = 0.
Al tensorizar la sucesion (4.1.9) por Oz, se obtiene

0 = Tork (05(2E),0z) = (0", ) |5 — (2% ) |5 = O5(2E) — 0. (4.1.41)

Observemos que Tor}((OE(2E), Op) = OE<E) y (a*Q%Fn> 5 = Op @ O, esto implica
Q%) |5 = O5(2E) @ Op(-E). .

Sea B :=Cn E = {q1,¢2} los puntos de interseccién pues C.E = 2. Consideremos
la inclusién i : E — X, el diagrama de ([18], Lema 2.2) en nuestro contexto, tiene la
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forma

0 T% Ty NE|X — 0
0 Op *0z(C) 0 0
0 0 0,

donde T'x(—log CN’) es la gavilla tangente logaritmica asociada a C, y es el dual de
la gavilla QY (log C'). De manera similar, para la gavilla T'5(—log B) en E. Dado que
T: =Ty = Op(2) y Op = Oy @ Oy, concluimos que Tz(—log B) = Opi. Como

Npix = OE(E) = Opi(—1) entonces i*Tx = Tx|z = Op1(2) ® Op1(—1). Por lo tanto

*Tx(—1og C) = Tx(—log C~’)|E = Op:(—1) ® Op: pues Nyoi/s = Npx = Op1(—1).
Asi, obtenemos B
Fi = Qx(log C)|5 = Opi (1) ® Op, (4.1.42)

y por lo tanto F; ® Op(—tE) = (Opi(1) @ Op1) ® Opi(t) = Opi(t + 1) & Opa(t). En

particular, tenemos que H'(F; ® OE(—tE)) = 0.
|

Ahora calculemos la dimension de H'(O¢(2K5, + C)).
Lema 4.1.43. Sia >3 yb> (a — 1)n+ 3, entonces
H'(Oc(2Kw, + C)) & H(Op,(—Kx,)).
Demostracion. De la sucesion exacta
0— OF, (—C) = O, - Oc — 0,
al tensorizar con O, (2KF, + C') obtenemos
0 — OF,(2KF,) = OF,(2Kp, + C) = Oc (2K, + C) — 0,
lo cual induce la sucesiéon larga en cohomologia:

0 — H°(Of, (2K%,)) — H°(Of, (2Kr, + C)) — H*(Oc (2K, + C)) —
— H*(Of, (2Ky,)) — H*(Op, (2Kg, + C)) — 0. (4.1.44)
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Sia>3yb>(a—1)n+ 3 entonces Ky, + C es un divisor amplio sobre F,,, y por el
teorema de anulamiento de Kawamata—Viehweg, finalmente

H'(Oc(2Kg, 4+ C)) = H*(Ox, (2K,)) = H°(Of, (—KF,))",

y sabemos que

. 9, sin <2,
dim H°(Op, (—KF,)) = {n L6 sin>3
|
En resumen, obtenemos el teorema que nos calcula el corango de H(p).
Teorema 4.1.45. Sea Z = {p1,...,ps} un conjunto de 6 puntos cerrados reducidos

en F,. Sea C' una curva nodal en F,, con nodos en Z y no otras singularidades, y

linealmente equivalente a aCo+bF con a,b nimeros enteros positivos. Sea X = BlzF,

y C la normalizacion de C. Supongamos a > max{5,0 + 2} y b > max{(a — 2)n +
6,(a—1)n+3d+2} 0a>max{5,J + 2} y max{5,0 + 2} para n = 0. Entonces

9 sin <2

corank H°(p) = dim H°(Op, (- K, )) =~ -

(p) (OF, (—KF,)) {n L6 sin>3

Demostracion. Por la Observaciéon 4.1.27, se tiene
corank H(p) = dim H*(X, Q% (log C)(2K x + C)).
Ademas, por la Proposicién 4.1.28
dim H'(X, Q% (log C) (2K x + C)) = dim H'(C, Ox (2K x + C)|5).
Finalmente, por la Proposicién 4.1.43, obtenemos
dim H'(O¢ (2K, + C)) = dim H°(Og, (—Kr,,)).
lo cual prueba el teorema. |

Por otro lado, también podemos estudiar la sobreyectividad del morfismo H°(p)
pues el diagrama (4.1) nos dice que si

HY Q% (log O)(2Kx + C)) = 0,
entonces H%(p) es sobreyectiva. Podemos encontrar condiciones en los coeficientes para
que esto ocurra.
Teorema 4.1.46. Supongamos que a 25 yb > (a—2)n+6, o quea >5yb>=5 si
n=0.8i6>a+b+ 2"

tal que g — & = 2, entonces H%(p) es sobreyectiva.
Demostracion. Por la Proposicion 4.1.28, tenemos que
H' (2% (log C)(2Kx + () 2 HY (Oz(2Kx + C)) = H(Oz(—Kx))".

Entonces, H%(p) es sobreyectiva si

—Kx-C=2b+2a—an — 26 <0.
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4.2 Sobreyectividad de CIDOX( Ky+0)

En esta seccién asumiremos que p; ¢ Cp para todo p; € Z, Z como en el Teorema
4.1.45 y ademés que, para i # j, p; y p; no pertenecen a la misma fibra.

La demostracion requiere descomponer un cierto divisor en X como la suma de tres
divisores muy amplios; tal descomposicién necesariamente implica un aumento en el
género de la curva.

Consideremos el producto X x X y el blow-up

T:Y =Bla(X xX)—> X xX

a lo largo de la diagonal A C X x X. Sea A C Y el divisor excepcional. Para cualquier
gavilla coherente G en X, denotemos por

(G); = (priom)*G, dondeY & X x X 2% X,

y pr; es la proyeccién i-ésima, ¢ = 1,2. Ademas, para todo divisor D en X, usaremos
esta notacion para definir un divisor en Y, es decir,

(D); = (priom)*D.

Observacion 4.2.1. Por la Observacion 1.1.21, una condicion suficiente para la so-

breyectividad de & Ox (Kx+0) la anulacion de

H' (X x X, pri(Kx+C)@pri(Kx+C)®I2) = H(Y, (Kx +C)1 + (Kx +C)y — 2A).
Dado que Ky Z m*Kxux + Ay 7" Kxxx = 7" (priKx + priKx), se sigue que
Ky = (Kx)1 + (Kx)2 + A,
y por tanto
(Kx +C)1 + (Kx +C)s — 20 = Ky + (C)1 + (C)2 — 3A.

Sea

L = Oy(Ky + (O); + (C)2 — 3A),

por lo tanto, queremos probar que:
HY(Y,L) = 0. (4.2.2)

Ahora, definimos M :=C — E,
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donde [r] denotard el mayor entero que es menor o igual al nimero real 7.
Como C' = ¢*C' — 2E, podemos expresar M como ¢*C — 3FE, y

M =0*C —3E = 0*(2A + B) — 3E
=2(c"A—F)+(6"B—E).

El siguiente lema da condiciones numéricas que aseguran que el divisor c*A — F en X
es un divisor muy amplio, mediante el criterio de Reider. Para § = 1, estas condiciones
pueden debilitarse, ya que X es una superficie térica que surge por la transformacion
birracional de IF,,; en este caso, para probar que es un divisor muy amplio basta verificar
que es un divisor amplio, lo cual sigue del criterio de Nakai-Moishezon.

Lema 4.2.3. Sia > 6 y b > méx{(a + 3)n, 6 — 3n + 3}, entonces 0*A — E es un
divisor muy amplio sobre X.

Demostracion. Definamos
N:=0c"A—-F - Ky.

Como Kx = 0*Ky, + E, se sigue que
N =0"(A—- Kp,) — 2F.

Escribimos
N=(lg]+2)0°Co + ([t] +n+2)0"F - 2E.
Queremos probar que N + K x es un divisor muy amplio. Usaremos el criterio de Reider

del siguiente modo: Primero mostraremos que N? > 10. Luego verificaremos que no
existe un divisor efectivo D tal que se cumpla alguna de las siguientes condiciones:

() N-D=0y D*=—10 -2,
(i) N-D=1y D*=00 —1,
(iii) N-D =2y D?=0.

La inexistencia de tales divisores D, junto con N2 > 10, implica por el criterio de
Reider que N + Kx es muy amplio. Dado que

N+ Ky=0"A—E,

se concluye que 0*A — E es un divisor muy amplio en X.
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Nétese que
N? = ([g] + 2)2 (0°Co)? + (B] ot 2)2 (0"F)? + AE®+

12 (m 4 2) (m b+ 2) (0°C).(6"F) — 4 (m + 2) (0°C).E
([ ened) s

= (5] +2) a2 ([5]42)

= ([5]+2) (2 g # 20 4= ] -

24(2 m +on 44— [g}n—2n> 45 = lg

La ultima desigualdad se cumple debido a que [%] >2y4 [g] > 2 {%} n + 20 — 3 por
hipotesis.

00 S—
|

4

a
] —4{3}71—45—1—162 10.
(4.2.4)

Ahora, como Pic(X) = ¢*Pic(F,,) @ Z[E,| & - - - & Z[E;), consideremos I' cualquier
curva reducida irreducible en X de la forma

5
I'=a0c"Cy+ po*F — anEj,
=1
donde a,n;, 3 € NU{0}. Entonces tenemos los siguientes casos:
m Si =0 entonces I' € {o"F,0"F — E;, E;}. Asi
N.o*F = [§] +2
NI={ N.E =2 (4.2.5)

N.(o*F - Ej) = [4]

y N.I' > 2 para toda I € {o*F,0*F — Ej;, E;}.
m Recordemos que p; ¢ Cy entonces, si § = 0 entonces I' € {c*Cy, E;}. Por tanto
*Or — |0 _ el —
v [ NoCo=[4] - [5]n—n+2 (4.2.6)
y N.I' > 2 pues [%} = [%] n + n por hipotesis.

m Sia#0y S #0, por [17] se tiene que 8 > an. Ademés, como I' y o*F — Ej son
curvas irreducibles distintas, entonces I'.(6*F — E;) > 0, esto es, o > n; para
todo j =1,...,4. Por tanto,

NT = <[g] +2) (B —an)+«a (lg] +n+2> —Zznj. (4.2.7)

Jj=1

44



Sobreyectividad de Dy (Kx+0)

Por hipotesis, [g} > 20 —n + 1 esto implica que « ({%} +n+ 2) > (Z?:l 2a) +
3o > (Z?:l 204) + 3,y (Z?Zl 2a> > (Z?zl 2nj> entonces « ({%} +n+2> —
2?21 2n; > 3y, en particular, obtenemos que N.I' > 2.

Por lo tanto, N.I' > 2 para cualquier curva irreducible reducida I' en X, esto nos dice

que para todo divisor D en X (suma de curvas irreducibles reducidas), tenemos que

N.D > 2. Ahora, nos enfocaremos solo en el caso (iii) N.D =2y D? = 0.

Supongamos que existe un divisor efectivo D en X tal que N.D = 2. Consideremos a

D como una curva irreducible reducida de la forma

6
D= OéCT*OO + 6U*F — ZTL]EJ
j=1

Noétese que, si o # 0 entonces o > n; para todos j = 1,...,d.. Consideremos los
siguientes casos:

m Casoa>1y B > an:
Por hipétesis, [g} > 20 —n+ 1 esto implica « ([g} +n+ 2) > (Z?:1 2a> + 3 >

(Z?Zl 2nj> + 3. Entonces
a b 5
no=(|5]+2) (6—an>+a([3] +n—|—2> -3,
b 4
20[({31 +n+2> - 2n; 23> 2.
j=1

(4.2.8)

m Casoa=1y [3=0:
En este caso, D tiene la forma o*Cy — Z?Zl n;E;, donde n; < 1 para todo
j=1,...,6. Como D? = 0 entonces D?> = —n — Z?:Nﬁ) = 0, lo que implica

que n =0y n; = 0 para todo j. En consecuencia, N.D = [g} +2>2.

m Casoa=0y (=1
Aqui D =0*F o D = 0*F — E;, para algin j; € {1,...,d}.

- SiD=c¢*"F, entonces N.c*F = [g] +2>4> 2.

- Si D = o*F — E;, entonces N.(0*F — E;) = {%} > 2, sin embargo (0*F —
E)?=E?=—1#0.

m Casoa=0y =0:
Asi D = E;, para algin j; € {1,...,0} y N.E; = 2, sin embargo, E? = —1 # 0.

Por tanto, no existe divisor efectivo D en X tal que N.D = 2 y D? = (. Finalmente,
0*A — FE es un divisor muy amplio en X por el criterio de Reider. |

De manera similar a la demostracion del Lema 4.2.3, podemos obtener lo siguiente.
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Lema 4.2.9. Sia > 6 y b > max{(a + 7)n,60 — 3n + 3}, entonces c*B — E es un
divisor muy amplio sobre X.

El siguiente lema muestra cémo construir un divisor big y nef en Y a partir de un
divisor muy amplio en X, y su demostracién es una adaptacion de [4, Seccién 3.3].

Lema 4.2.10. Si D es un divisor muy amplio sobre X, entonces (D); + (D)y — A es
un divisor big y nef en Y.

Demostracién. Consideremos la inmersién ¢p : X — P(H(X, Ox(D))*) = P" definida
por D. Tenemos un morfismo racional ¢ : X x X --» G := Grass(1,P"), definido en
el complemento de la diagonal A en X x X, mediante: asignamos al par (z,y) el
subespacio lineal ¢p(z)ép(y) C P'; este morfismo se llama el morfismo de la linea
secante.

Notese que 9 se extiende a un morfismo

?:Y =BlA(X x X) = G

definido como sigue: si (z,y) ¢ A, entonces p(z,y) = ¢(x,y) = ¢p(x)pp(y). En
cambio, para (z,y) € A, P manda (z,y) a la linea tangente ¢p(x) en la direccién
definida por el divisor excepcional. Se cumple que

(D)1 + (D)2 — A =9"0O¢(1),

donde Og(1) es el generador de Pic(G) = Z.

Ahora, a menos que X sea un subespacio lineal de P", el morfismo @ es genéricamente
finito; la fibra sobre un punto general [ = Ty en la imagen sera de dimensién positiva
si y solosil C X y la tinica variedad que contiene todas las rectas que unen dos de sus
puntos es un subespacio lineal de P".

Por lo tanto, (D), + (D)2 — A es un divisor big y nef porque es el pullback de un divisor
big y nef bajo un morfismo genéricamente finito. |

Noétese que las condiciones del Lema 4.2.9 satisfacen las condiciones del Lema 4.2.3.
Podemos aplicar el Lema 4.2.10 y obtener el siguiente teorema.

Teorema 4.2.11. Sia > 6 yb > max{(a+7)n,60—3n+3}, entonces (M),+(M)y—3A
es un divisor big y nef sobre Y.

Demostracion. Por los Lemas 4.2.3 y 4.2.10 tenemos que
(60" A—E)1+(0"A—E)y;—A y (60"B—FE)1+(0"B—FE); — A
son divisores big y nef sobre Y. Entonces,

(M), + (M)s — 3A = (0°(2A — B) — 3E), + (0" (2A — B) — 3E), — 34
=2((c"A—=FE)1+ (60" A—FE);—A)+ (60" B—E); +(6"B—E); — A

es un divisor big y nef sobre Y, ya que es la suma de tres divisores big y nef sobre

Y. |
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Corolario 4.2.12. Sia > 6 y b > max{(a + 7)n,60 — 3n + 3}, entonces
HYY, Ky + (M), + (M), — 3A) = 0.

Demostracion. Por el Teorema 4.2.11, (M), + (M)y — 3A es un divisor big y nef.
Entonces, el resultado se sigue del teorema de anulacion de Kawamata—Viehweg. W

Ahora, consideremos Y; C Y la transformada propia de E; x X, y los divisores

para cada j = 1,...,d. Notese que

J J

i=1 i=1

= 20" A~ E)+ ("B — i E) (4.2.13)

De manera andloga a la demostracion del Lema 4.2.3, obtenemos lo siguiente.

Lema 4.2.14. Sia > 6 y b > max{(a + 7)n,6j — 3n + 3}, entonces los divisores
o*B —Y1_, E; son divisores muy amplios sobre X, para todo j =1,....,4.

Observacién 4.2.15. Por lo tanto, si a > 6 y b > max{(a+7)n, 60 —3n-+3}, entonces
(c*A—FE)y (6*B—>]_, E;) son divisores muy amplios sobre X para todoj=1,...,0.
Por el Lema 4.2.10, obtenemos que, para cada j = 1,...,9, los divisores

(U*B_EJ:EZ)l‘I—(O-*B_EJ:El)Q_A y (O'*A—E>1+(O'*A—E)2—A

=1 =1

son divisores big y nef sobre Y.

Por lo tanto, para cada j = 1,...,d, las restricciones de (6*B —Y0_, E;), + (¢*B —
! E)y—Ayde (0*A—E), +(0*A— E)y — A a Y son también divisores nef. Ahora
veremos que estas restricciones también son divisores big.

Recordemos (véase [8]) que si D es muy amplio en X, entonces el sistema lineal
(D)1 + (D)2 — Al en Y tiene un subespacio lineal que induce un morfismo

Y — Grass(1,PH°(X, Ox(D))*),

que asocia el par (z,y) € Y con el subespacio lineal generado por ¢p(x) y ¢p(y), donde
ép es la inmersién de X en PH?(X, Ox(D))*.

Como 0*A — F encaja a X de tal manera que F; es una recta, y si asumimos que
(0*A—E);1+(0*A—E);— A no fuera big en Y}, entonces la restriccién a Y; del morfismo
Y — Grass(1,PH°(X,Ox(D))*) no tendria fibra finita, entonces todo segmento de
linea que une un punto de la linea ¢y«4_g(E;) y un punto de la imagen ¢,«a—p(X)
estarfa contenido en ¢,«4_p(X), esto es, ¢,+4_p(X) es un plano, lo cual llevaria a una
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contradiccion. Por tanto, estas restricciones también son divisores big en Y}, donde Y
es la transformada propia de E; x X.

De modo andalogo, para cada j = 1,...,4, los divisores
J J
i=1 i=1

son divisores big y nef sobre Y.
Por el Lema 4.2.14 y la Observacion 4.2.15, obtenemos el siguiente corolario.
Corolario 4.2.16. Sia > 6 y b > max{(a + 7)n,60 — 3n + 3}, entonces

J J

(C=Y E)+(C—=Y E)2—3A
i=1 i=1
es un divisor big y nef sobre Y, para todo j =1,...,5. Ademds, la restriccion a 'Y}

~ J ~ J
(C =Y E)+(C—=>_E)>—3\]ly,
i=1 i=1
también es divisor big y nef en Y}, para todo j =1,...,0.
Demostracion. Note que, para todo 7 =1,...,4, el divisor
g g
(Rj)1+ (Ry)2 —3A = (C' =D Ei)1 + (C = D> Ei)a — 3A

i=1 =1

en Y, es suma de tres divisores (4.2.13) y, por la Observacion 4.2.15, cada uno de estos

tres divisores son big y nef en Y. Por tanto, la suma también es un divisor big y nef
en Y. |

Ahora demostraremos que estas condiciones numéricas son suficientes para tener la

sobreyectividad de (POx( K48

Teorema 4.2.17. Con la notacién anterior, sea L = Oy (Ky + (C)1 + (C)2 — 3A). Si
a>6yb>mix{(a+ 7)n,60 —3n + 3}, entonces

HYY,L) = 0.
Demostracion. Consideremos los siguientes divisores:
m Z; C Y, definidos por las transformadas propias de X x L.
n = (Ej)1+ (Ej)2 = Z; +Y;, con Y; como antes.

n Fi=30 Fj
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Dado que £ = Ky + (C); + (C)2 — 3A, tenemos,

ﬁ—F:KY—i—(C)l—F(C)Q—E;A—F

:Ky+(é>1+(é)2—3A—<

5 5
=Ky +(C=> Eji+(C=> Ej)»—3A (4.2.18)
j=1 j=1
=Ky + (M)l + (M>2 — 3A. (4.2.19)
Por lo tanto, por el Corolario 4.2.12, tenemos que H(Y, £L—F) = 0. Por convencién,
tomamos F = 0. Nétese que tenemos una sucesion exacta para cada i =1,...,9:
Al tensorizar con Oy (£ — ¥/_( F;) obtenemos,
i i—1 i—1
0= Oy(L—=>Y Fj) = Oy(L—=> F;) = Op(L—-> Fj) =0, (4.2.21)
=0 =0 §=0

Como Fy = 0, para i = 1, tenemos la sucesion

por lo tanto, si H'(Y, Oy (L — F1)) =0y H'(F1,Or (L)) = 0, el resultado se sigue. A
partir de la sucesién exacta (4.2.21) para i = 2, tenemos la anulacién de H'(Y, Oy (L —
F))si H(Y,Oy(L — Fy — F3)) =0y H(Y,Oy(L — F)) = 0, y andlogamente hasta
i = 6, tenemos la anulacién de H'(Y,Oy (L — Y02 F})) si H'(Y,Oy(L — F)) =0y
H(F5,0r, (L — Z?;(l) F;)) = 0. Por lo tanto, sélo necesitamos demostrar que

i—1
H'(F;,Op(L - F;))=0, paracadai=1,...,0d. (4.2.23)

j=0

Sea U;; la transformada estricta en Y de E; x E;. Nétese que si ¢ # j, entonces
E;N E; =0, por lo tanto,

Uj = E; X Ej.
Por definicion, la transformada estricta de los divisores F; x X y X x FE; bajo la
explosiéon

m:Y - X xX

son

Y, = (B x X) — A

Y; Zl:TF*<XXEZ)—AZ

'y
donde A es el divisor excepcional.

El subesquema

49



Sobreyectividad de Dy (Kx+0)

intersecta a la diagonal en
Ap, = F;.

La transformada estricta U;; de E; x E; es, por definicion,
Uiy = 1" (E; X E;) — Aly,.
Por otro lado, la interseccién de las transformadas estrictas
Wi=Y;NZ,

contiene a la transformada estricta U;; y la contribucion del divisor excepcional res-
tringido a Y;. Por lo tanto, como divisores en Y;, obtenemos que

Por la notacion introducida arriba, tenemos F; = Y; U Z;, y si denotamos W; = Y; N
Z;. Entonces, como divisores en Y;, W; y U + Aly, son linealmente equivalentes. En
consecuencia, tenemos la sucesion exacta,

Al tensorizar con O, (£ — >'_; F;) obtenemos,

i1 i—1 i—1
3=0 j=0 =0
En Y, también tenemos la sucesion exacta

i—1 i1 i—1
0= Oy, (L—=W; =Y Fj) = Oy,(L—=> Fj) = Ow,(L—->_F;) —0.

§=0 =0 i=0

Como W; N F; = @ para j < i — 1, esta sucesion se reduce a

i—1 i—1
0= Oy, (L—=W; =D Fj) = Oy,(L =D F;) = Ow, (L) — 0. (4.2.26)
=0 =0
De la sucesién (4.2.25), si para cada i =1,...,9
i—1
HY Oy, (L= W; = _F;)) =0,
=0
Y i—1
HY(Oz,(L - _Fy) =0,
=0
entonces (4.2.23) se satisface. Sin embargo, por la definiciéon de Z; y la simetria con Y;,
por la sucesién exacta en (4.2.26), basta probar que, para cada i =1,...,4:
i—1
H' (Oy,(L—-W; =Y F})) =0, (4.2.27)
=0
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y
H'(Ow,(£)) = 0. (4.2.28)
Para demostrar la igualdad (4.2.27), observemos que, Y; = (E;); v Z; = (E;)2. Por lo
i 0> v; = [(E:)2]]y;, entonces

Lly, =[Ky + (C)1 + (C)2 = 3Ally, = [Ky + (E)1 + (Ej)2 + (C — Ey)1 + (C — E))2 — 3A]|y,
~[Ky + (Eille, + [(E)2]le, + [(C — E)1 4 (C — Ei)z — 3A]|y,
>Ky +W; +[(C — E), + (C — E;)s — 3A])y,

Entonces,

i—1 i—1
Oy, (L = W; = > Fj) = Oy, (Ky, + (C = Ei)i + (C = Ey)2 = 3A = Y Fy).

j=0 7=0

Notemos que

(C—E)1+(C—E)y ZFJ +(C)e—F,— Y F
7=0

Por lo tanto,

i—1

Oy,(L = Wi =Y F}) = Oy, (Ky, + (C = Y Ej)1 + (C = 3 Ej)a — 30).
j=0 j=1 j=1
Por el Corolario 4.2.16, el divisor
(C =3 Epi+(C = Ey)s —3A]y,
j=1 j=1

es big y nef en Y;, y por el teorema anulamiento de Kawamata—Viehweg obtenemos
que se satisface la expresion (4.2.27).

Para demostrar la igualdad (4 2.28), procedemos como en [8], la prueba del Lema 3.1:
Sea A; = Aly,, entonces A; = PE con £ = NX, JExx De la sucesién exacta del haz

normal

y de los isomorfismos
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se sigue que
NAEi/EiXX = O]p1<2) b O[p:l(—l).
Por lo tanto,

(C/’ = Opl(_2) @ Opl(l), y Pg = P(O]}nl(—3> EB OPI) = Fg.

Como ~ B
L=0y(Kx+C)+ (Kx+C)y—2A),

entonces la restricciéon de £ a A; es
E'L = —2A’Ki.

Bajo la identificacion A; = PE, 1a clase tautologica Oy (1) corresponde al divisor Co+F,

donde Cy € |Opg(1)] y F es la fibra de la proyeccion PE — FE; = P'. Entonces, tenemos
que Alx = Opg(—Cp — F). De aqui, obtenemos finalmente,

L];, = Ope(2C, + 2F).

Ademés, la interseccién Q; = U; N A, es isomorfa a A g;, y es un divisor del tipo Cy+a f
en P& para algin a.
Por lo tanto,

dim H'(O; (£)) = dim H' (O, (2Cy 4 2F)) = 1,
dim HQ(O]\i(ﬁ — Qi) = dim H*(Op,(Co + (2 — a) F)) = 0.
De la sucesién exacta
0= O, (=A;NU;) = Ow, = Oy, — 0,

al tensorizar con Oy (L) obtenemos

0 — Of. (£ — Q) = Ow, (L) = Oy, (L) — 0.
Como Oy, (L) = Opiypi (—1, —1), se sigue que H*(Oyp,,(L)) = 0 y por tanto

H*(Ow, (L)) = 0.
Ahora, de la sucesion exacta
0 — Ou,, = Ow, = O, — 0,

al tensorizar con Oy (L) se obtiene

0= Ou, (£ — Qi) = Ow, (L) = Of.(£) — 0.
Como

Oy, (L — Qi) = Opiypr (=2, —2),
tenemos H'(Op,,(L —Q;)) =0y
dim H*(Op,, (£ — Q;)) = 1.

Finalmente, obtenemos que
H' (Ow, (L)) = 0.
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Sobreyectividad de Dy (Kx+0)

Por lo tanto, <I>0X es sobreyectivo. Lo anterior lo resumimos en el siguiente

(Kx+C)
resultado.

Teorema 4.2.29. Sean pi, ..., ps puntos distintos en F,, tales que para cada j, p; ¢ Cy,
y para todos i,j € {1,...,0}, p; y pj no estan en la misma fibra de la fibracion que
admite F,, m : F,, — PL. Supongamos que C es una curva nodal en F,, en el sistema
lineal | D|, con D linealmente equivalente a aCy+bF con a,b nimeros enteros positivos.
Sea X = Bl4F,,, donde Z = {p1,...,ps} son los nodos de C, y sea C' la normalizacion
de C. Supongamos que a > 6 y b > max{(a+7)n,66 —3n+3}. Entonces, la aplicacion
Gaussiana

) : /\2 H°(X,0x(Kx + () — H°(X, Q% (2Kx +20))

Ox(Kx-‘ra)
es sobreyectiva.
Demostracion. Se sigue de la Observacion 4.2.1 y el Teorema 4.2.17. ]

Como se menciond anteriormente, para el caso 6 = 1 podemos debilitar las condicio-
nes numéricas. Llamemos p al nodo para el caso 6 = 1. En lugar de usar el Lema 4.2.3
y 4.2.9, usaremos el siguiente lema, y el argumento para demostrar la sobreyectividad
de la aplicaciéon Gaussiana se sigue con en el Teorema 4.2.17.

Lema 4.2.30. Los divisores 0*A — E y 0*B — E son divisores muy amplios en X si

g > BJ n+ 1, (4.2.31)
EJ > 2. (4.2.32)

Demostracion. Notamos que FF,, es una superficie térica, y en éstas todo divisor amplio
es muy amplio. En particular, X es una superficie torica ya que es una transformacion
monoidal de F,,. Por lo tanto, basta probar que ¢*A — F' y ¢*B — E son divisores
amplios en X, y utilizaremos el criterio de Nakai—-Moishezon. Primero, podemos ver
que

2 b a b a
S I RN HICHRE R
(o ) 3] "TeE) 3 51\ 23] 3] =0
(4.2.33)
con las condiciones ,
M > anH, (4.2.34)
g = 2. (4.2.35)

Sea I' cualquier curva irreducible en X demostraremos que (6*A — E)-T' > 0. Tal I’
tiene la forma 0*G — yE, donde G = a1Cy + aoF' 'y v € Z.
Siy < 0, entonces (6*A— FE)-I'=A-G —~ > 0 porque A es muy amplio bajo las
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Sobreyectividad de Dy (Kx+0)

condiciones anteriores. Consideremos el caso v > 0.
Sia; =0, entonces G =Fy

L_[rF-B per
B o*F, pé¢F,

por lo tanto,

(0*A—E)-T = F);Ja p € F,

“l -1 F
J , p¢F,

es positivo en cualquier caso, si se satisface la condicién (4.2.35).
Si as =0, entonces G =Cp y
I'= O'*C().

Como el punto p no pertenece a Cy, el divisor £ no aparece en I'. De esto, se deduce
que
a

(MA—EyF:—[ﬂn+{H:ﬂl

Supongamos que a; # 0, as # 0. Entonces I' y ¢*F — F son curvas distintas, y
['-(c*F — E) >0, es decir, oy —y > 0.
Sin =0, entonces a; = 0y ap > 0, asi

b
(U*A—E)-F:[g}ag+[3]a1—7> ar —v = 0.

Asi (4.2.34) y (4.2.35) se satisfacen para n = 0.
En el caso en que n > 0, entonces a; > 0, as > ayn. En este caso

("A—E).T = {;‘] <a2—a1n)+lg]a1—7> mal—wo,

si [g] > 2y esto se satisface mediante (4.2.34).

Bajo las condiciones (4.2.34) y (4.2.35), tenemos que

(HB—EF=J¥—1:<a—2gD(2@—2[ﬂ>—<a—2gbn>—1>0

Ahora, para cualquier curva irreducible I' C X debemos mostrar que (¢*B—E)-T" > 0.
Dado que I' tiene la forma 0*G —vE, donde G = ,Cy+ 2 F y v € Z. Si~y < 0 entonces
(6c*B—FE)-I'=A-G—+ > 0 porque B es muy amplio bajo las condiciones anteriores.
Consideremos el caso v > 0.
Si /1 =0 entonces G = F' y
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Corank ¢ G

Asi,
2 m ipeF
a—2|= si
3 p )
a—2m 1 sip¢ F
es positivo en cualquier caso, con la condicién (4.2.35).
Si B2 = 0 entonces G = Cy y

(0*B—E)-T =

I'= O'*C'()7

dado que el punto p no pertenece a Cy, entonces el divisor £ no aparece en I'. Se sigue

- (a*B—E)-r:—(a—2[§]>n+(b—QB>>0.

Supongamos que [3; # 0, B # 0. Entonces I' y ¢*F — E son curvas distintas, y
['-(6*F —E) >0, estoes, 51 —y >0.Sin=0entonces f; >0y [y >0, asi

(U*B—E)-F:<a—2{ ])62+<b—2[ Dﬁl

asi (4.2.34) y (4.2.35) se satisfacen para n = 0.

b
Py - > 07
3 ap —7

En el caso en que n > 0, entonces 31 > 0, 5 > [in. En este caso

(a*B—E)-Fz(a—2[ D(ﬂg—ﬁln) <b—2[ Dﬁl (b—Q[ Dﬂl v 0,

(103)
ya que [f} 2 por (4.2.34). [ |

Por lo que, se tiene el siguente resultado para el caso de curvas 1-nodales:

Teorema 4.2.36. Supongase que C' es una curva con un nodo en FF,, linealmente
equivalente a aCy +bF. Sea X = Bl,(F,,) donde p € C es el nodo tal que p ¢ Co, y sea
C' la normalizacion de C'. Sib > an + 3 y a > 6, entonces la aplicacion Gaussiana

2
Poy, (y sy INHX, Ox(Kx + C)) — H(X, Q% (2Kx +2C))

es sobreyectiva.

4.3 Corank CID(j

A partir de las secciones anteriores, podemos unir el Teorema 4.1.45 y el Teorema
4.2.29 para obtener el siguiente resultado que nos dice informacién sobre el corango de
la aplicacion de Wahl para la normalizaciéon de una curva nodal con § nodos en una
superficie de Hirzebruch.
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Teorema A. Sean pi,...,ps puntos distintos en F,, tales que para cada j, p; ¢ Cy,
y para todos i,j € {1,...,0}, p; y pj no estan en la misma fibra de la fibracion que
admite F,,, m : F,, — PL. Supongamos que C' es una curva nodal en F, en el sistema
lineal |D|, con D linealmente equivalente a aCy+ bF', donde a >0 y b > 0.

Sea X = BI4F,, donde Z = {p1,...,ps} son los nodos de C, como sus unicas sin-
gularidades. Sea C la normalizacién de C. Supongamos que a > max{6,9 + 2} y
b > max{(a+7)n,(a—1)n+J+ 2,60 — 3n+ 3}. Entonces el corango de la aplicacion
de Wahl para C' es

9, stn < 2,

corank ® ~ = dim H°(F,,, O, (—K =
: (F, Os, (—Ki,)) {HG, ey

Demostracion. Por la Observacion 4.0.11 se tiene

corank(® ~) = corank (Ho(p) o

c Kx-i-a) ’

Por las hipotesis y las condiciones en los coeficientes a, b, la sobreyectividad de ¢ KxtO

se sigue del Teorema 4.2.29 y corank H(p) = dim H°(F,,, Of,(—Kp,)) se sigue del
Teorema 4.1.45. Lo cual prueba el teorema. |

Este teorema nos dice que corango de la aplicaciéon de Wahl de la normalizacion

de una curva nodal en F,, depende solamente, en cierto sentido, del valor n; esto es,
el corango de la aplicacion de Wahl esta definido a partir de la superficie en la que se
encuentra la curva nodal.
Es relevante mencionar que este teorema nos hace ver que el corango de la aplicacién de
Wahl para el caso de normalizaciones curvas nodales en [F,, satisface lo que se menciona
en la conjetura de Wahl, enunciada en la Conjetura 1.2.40, esto es corank(q)g) >
dim H°(X, Ox(—Kx)). Para ver esto, recordemos que —Kx = 0*(—Kp,) — E y

HY(X,0x(—Kx)) 2 H*(X,0"Of, (—Kr,) @ Ox(—E)) 2 H(F,, Op, (—Kg,) ® I),

debido a que, para todo i > 0, R'Ox(—F) = 0, y 0.0x(—FE) = Iz, donde Z, es la
gavilla de ideales en Z = {py,...,ps} en F,. Consideremos la sucesion exacta

1)
0—Zy — O, - PO, —0. (4.3.1)

i=1
Si tensorizamos esta sucesion con O, (— K7, ) obtenemos,

1)
0— O]Fn(_K]Fn) ®IZ — OFn(_K]Fn) — OFR(_KF,L) & (@ O;Dz) — 0, (432)

i=1
con sucesion exacta larga en cohomologia,
0 —)H()(Fn, OFn(_KFn) ®Iz) — HO(FH, OFn(_KFn)) — Cé —

—)Hl(Fn, OFn(_KFn) ®Iz) — Hl(Fn, O]Fn(_K]Fn)) —-0—
—H?F,,Op, (—Kg,) ®I;) — H*(F,, O, (—Kz,)) — 0. (4.3.3)
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Por lo tanto,
corank(®5) = dim HY(F,,, O, (—Kr,)) = dim H*(F,, O, (—Kr,)®I;) = dim H°(X, Ox(—Kx)).

Para el caso de § = 1, podemos ligerar un poco las condiciones numéricas sobre los
coeficientes, pues el Teorema 4.2.36 trata la sobreyectividad del morfismo <I>OX (Kx +0)
para el caso de curvas 1-nodales. Esto nos permite enunciar el siguiente resultado.

Teorema B. Sea p un punto en F,,. Supongamos que C es una curva nodal en F,, con
un nodo en p y no otras singularidades, y linealmente equivalente a aCy + bF' con a y
b enteros positivos. Sea X = Bl F,,, y sea C la normalizacién de C. Sip ¢ Cy, a>06
y b > méx{an + 3, (a — 2)n + 6}, entonces:

9 n < 2
corank &5 = ’ HH=4
n+6, sin>3.

Demostracion. Se sigue del Teorema 4.1.45 y del Teorema 4.2.36. |

El Teorema A tiene implicaciones geométricas para las curvas nodales dentro de
superficies de Hirzebruch. Como aplicacién de dicho teorema podemos demostrar lo
siguiente.

Teorema C. Supdngase que a > 6 y b > méx{(a — 2)n + 6,an + 3}. Sea C' C F,, una
curva d-nodal cuyo punto singular no se encuentra en la seccion negativa, y tal que C
es linealmente equivalente a aCy + bF'. Entonces C' no puede estar en otra superficie
de Hirzebruch F,,, como una curva 6-nodal, para m #n ym > 4.

Demostracién. Consideremos C' la normalizacién de C, como en la notaciéon del Teo-
rema A. Para el caso n < 2 tenemos que el corango de @5 es 9 y si suponemos que
C C F,, (como una curva 1-nodal) con m > 4, también tendriamos que el corango de
5 es 5+ m. Sin embargo 9 # 6 + m para m > 4.

Ahora, si n > 3, entonces el corango de ®5 es 6 +n, pero6+n#6+msin#m. B

Esto contribuye al estudio de la variedad de Severi en superficies de Hirzebruch,
que estudiaremos en el siguiente capitulo.
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Capitulo 5

Morfismo al moduli

Sea D € Div(.S) un divisor efectivo sobre una superficie proyectiva suave S. Denotemos
por |D] el sistema lineal completo asociado a D. Supongamos que el elemento general
de |D| es una curva irreducible y suave. Denotaremos por p,(D) al género aritmético

de D, esto es,

po(0) =14+ PPLES)

Por la hipoétesis sobre su elemento general, tiene sentido considerar el subesquema de
|D| que parametriza todas las curvas C' equivalentes linealmente a D que son irreduci-
bles y tienen tinicamente ¢ nodos como singularidades.

Definicién 5.0.1. Denotamos por
Vipl.s

el subesquema localmente cerrado de |D| que parametriza curvas irreducibles y redu-
cidas pertenecientes a |D| y que tienen exactamente 6 nodos como puntos singulares
y ninguna otra singularidad. El esquema V|p|s se llama la “Variedad de Severi” de
curvas irreducibles, d-nodales en el sistema lineal. Si V|p|s # @ v C' € V|p, 5, entonces
Z denotaré el subesquema de nodos de C; es un subesquema cerrado de S de longitud
d. Ver [15], para més detalles de la construccion.

En este capitulo estamos interesados en estudiar el morfismo al moduli dado por

V|D\,§ — ME
~ (5.0.2)
C +— [C] := la normalizacién de C.

Notemos que informacion de la imagen de este morfismo, nos brinda informacién sobre
el locus de curvas en el espacio moduli de curvas suaves de género g que provienen de
la normalizacién de curvas nodales en la superficie dada.

Tenemos un morfismo ¢ : C — C' C S que es el morfismo normalizacién de una

curva irreducible 0-nodal C' C S. Asi, ¢ tiene diferencial inyectivo en cada punto de C ,
de modo que N, es el haz lineal sobre C' que aparece en la sucesién exacta

0—Tgs— ¢"Ts — N, — 0, (5.0.3)
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donde T es el haz tangente de C, y Ts es el haz tangente de S. El morfismo de
cofrontera N N
.- = H(C,N,) & HY(C,T5) — - (5.0.4)

de la sucesién de cohomologia (5.0.3) aplica la clase de Hirokawa en la clase de Ko-
daira—Spencer de una familia particular. Para més detalles, ver [23, Seccién 3.4]. Mas
adelante, este morfismo de cofrontera serd relevante. A partir de la sucesion exacta
(5.0.3), se sigue que

~ 2 *
T=® N, = N\ (¢Ts). (5.0.5)
Sean Kg y Kg los divisores canonicos de Sy C, respectivamente. Por lo tanto,

Oa(—Kz) ® Ny = Og(¢" (—Ks))

lo cual implica
N, = Ox(¢0"(—Ks)) ® Ox(Kg).

Sea 0 : X — S la explosion (blow-up) de S en el conjunto de nodos Z de una curva
irreducible d-nodal C C S,y E = Z?Zl E; es el divisor excepcional. Consideremos el
diagrama de blow-up

cC — X
ko
c - S

Tenemos que 0*(Kg) = Kx — E'y 0*(C) = C + 2E; por adjuncién y por el hecho de
que 0|5 = ¢, se sigue que

Ox(Kz) 2 05(Kx + C) =2 Ox(¢"(Ks) + E + ¢*(C) — 2E) = Oz(¢*(Ks + C) — E).

Por lo tanto,

N, = 04 (C) — E) = Ox(0*(C) — B)|5 = Ox(C + B)|-

Ademaés, tenemos o o
HZ<07 NAP) = Hz<ca OG(QO*(O> - E))u

para todo ¢ > 0. Dado que |D| es un espacio proyectivo, tenemos

Tiey(|D)) = H*(Os(D)/(C), (5.0.6)

donde (C) denota el subespacio unidimensional generado por C. Este espacio coincide
con el espacio vectorial de deformaciones de primer orden de C en |D|. Las deforma-
ciones equisingulares de primer orden en |D| estan parametrizadas por su subespacio

Tic)(Vip18)- (5.0.7)
Ahora, las inclusiones Z C C' C S determinan la siguiente sucesién exacta de haces

0= Zeys = Os(=C) = Iz = Lzjc — 0. (5.0.8)
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Al tensorizar con Og(D), obtenemos
0— OS — Iz/S(D) — Zz/c(D) — 0,

puesto que C' ~ D en S.

0 0 0

0 Os =2 Ty5(D) — Tye(D) —— 0

0 Os Os(D) —— Oc(D) —— 0

0 0 Oz(D) —— Oz(D) —— 0
0 0 0

De la primera fila, obtenemos que
Ticy(Vipls) = H"(Zz5(D))/(C)
el cual es el subespacio de
H(N,) = H(Oa(¢"(C) - E)) = H(Oz(C + E))

contenido en

Tiey(1D]),

(5.0.9)

(5.0.10)

(5.0.11)

puesto que H(Zz/5(D)) = H(Ox(c*(D) — E)) = H*(Ox(C + E)), y por la sucesién

de cohomologia de
0— Ox(E) = Ox(C+E) = 05(5 + FE)—0.

Observaciéon 5.0.12. Si S es una superficie regular, entonces

H'(Oa(C + E)) = H(Ox(C + E))/H*(Ox(E)) = H*(Zy5(D))/H(Os), (5.0.13)

es decir,
H"(N,) = Tic)(Vipy0)-

(5.0.14)

Notemos que dim Tjc)(Vip)s) = dim H%(Zz/5(D)) — 1. Observemos que, a partir de

la segunda sucesion exacta vertical, obtenemos

dim H*(Zz,5(D)) = dim H*(Og(D)) — 6 + [dim H'(Zz5(D)) — dim H"(Os(D))]

> dim H%(Og(D)) — 4,
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puesto que H*(Zy/5(D)) — H'(Og(D)) es sobreyectiva. Por lo tanto,
dim Ty (Vips) = HY(Os(D)) — § — 1 = dim Tiey(|D|) — & = dim [D| — 6, (5.0.15)

donde la ltima igualdad se mantiene porque |D| es suave en cada punto, como varie-

dad proyectiva.

Si HY(Z7/s(D)) — H'(Og(D)) es un isomorfismo (en particular ocurre cuando H'(Zz/5(D)) =
0), entonces dim Ti¢)(Vip|,s) = dim |D|—0 y, en general, dim Tj¢;(V|ps) > dime) Vip|s >

dim | D] — 6, es decir, dim Tj¢(Vipjs) = dimje)(Vip|,s). Esto motiva la siguiente defini-

cion.

Definicién 5.0.16. La variedad de Severi Vp|s se dice regular en el punto [C] si
es suave en [C] de dimensién dim|D| — 4§, siendo ¢ el nimero de nodos de C. En
caso contrario, la componente de V|p| s que contiene a [C] es llamada una componente
superabundante.

Observacién 5.0.17. Si H'(Z;,s(D)) = 0, entonces cada punto [C] € V|p|s es un
punto regular.

Ahora, sea S una superficie regular. Dado un sistema lineal completo |D| o dada la
familia de curvas nodales V|p| s sobre S, es interesante estudiar sus propiedades desde
el punto de vista moduli. Esto se reduce a entender el comportamiento del morfismo
natural

TD|,s : V|D‘,5 — ./\/l’gV, (5.0.18)

donde g = p,(D) — 9, para cada § > 1; el problema consiste en determinar la dimensién
de su imagen en el espacio moduli.

Para S = P2, Sernesi resuelve este problema [22], y Flamini hace un estudio extenso
de este problema para superficies de tipo general en [14]. Usaremos sus herramientas
para estudiarlos en nuestro caso.

Entonces, si consideramos [C] € V|p|5, § > 1, un punto regular y ¢ : cC—>CcsS
su normalizacién, obtenemos

0 — HY(C,¢*Ts) — H(C,N,) & HY(C,T5) — HY(C,¢"Ts) — H'(C,N,) — 0,
(5.0.19)
donde dim H*(C, N,)) = dim Tiey(Vip|s) v dim H'(C,T5) = dim Tz M; = 35 — 3 =
3pa(D) — 36 — 3.
Por [14], el morfismo cofrontera 0 puede identificarse con el diferencial del morfismo
TD|s> ¥ N B
dim(mp|5) = dim H*(C, N,,) — H*(C, ¢*Ts). (5.0.20)

Definicién 5.0.21. Sea S una superficie proyectiva suave y regular, y sea | D| el sistema
lineal completo cuyo elemento general es una curva suave en S. Sea ¢ > 1 tal que
Vip|s # 9. El nidmero moduli de la familia Vip) s es

dim(mpy,5)-
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El nimero moduli esperado de Vip| s es
expmod(V|ps) := dim(V|py ),
para cada ¢ > 1.

A partir de este momento, consideraremos S = F,,, y D un divisor efectivo en F,,,
linealmente equivalente a aCy + bF', donde Cy y F son los generadores de Pic(F,,) con
a y b nimeros enteros positivos. Sea |D]| el sistema lineal completo asociado a D. Si
b > an, entonces D es un divisor sin puntos base, y por el teorema de Bertini, [17,
I11.10.9], el elemento general de |D| es no singular.

Consideramos C' € |D| una curva é-nodal con nodos en Z. Sea 0 : X = BlzF, — F, y
C' la normalizacién de C.

Lema 5.0.22. [C] es un punto regular en Vip|s.

Demostracion. Recordemos que
H'(Iz(D)) = H (Ox(0"D — E)) & H'(O5(C + E)) = H'(O5(C + E))
y, por dualidad de Serre, obtenemos
H'(I2(D)) = H*(Os(Kx — E)),

y,sia>1yb>9n—a+1, entonces el grado de Oz(Kx — E) es negativo. Por lo
tanto, por la observacién anterior, [C] es un punto regular en Vipj ;. [ |

Consideremos la siguiente sucesién exacta en X

0— Ox(-C) = Ox — Oz — 0,

al tensorizar con ¢*Tf, obtenemos

0—>U*Tpn®OX(—O)—>O'*T]Fn—)0'*T]Fn —0

|
y, por lo tanto,
0 —=H"(0" Ty, ® Ox(—C)) = H*(0"Tk,) — H (0" T, |5) —
—H (0" Ty, ® Ox(—C)) = H (0" Tr,) — H' (0" T, |5) —
—H?* (0" Ty, ® Ox(=C)) = H*(c*Tg,) — 0. (5.0.23)

Dado que, Sernesi en [23] calcula

6, sin =0,
dim H?(0*T,) = dim H*(T, ) = (5.0.24)
n+95 sin>1,
y
0, sin =0,
dim H' (0" Ty, ) = dim H* (T, ) = (5.0.25)
n—1, sin>1.
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y H*(0*Ty,) = H*(Ty, ) = 0 para todo n > 0. Por dualidad de Serre,
Hi(0" T, ® Ox(—C)) = H* ' (0"Qh @ Ox(Kx + ().
Asi, podemos usar la sucesion exacta
5
0—o*Qp — Qx = @ Og,(2E;) — 0
j=1
al tensorizar con Ox (Kx + C):
~ 6 ~

j=1
La sucesiéon exacta en cohomologia es,

~ 6 ~
0 —)HO(U*Q]%TH(K]M + C) (039 Ox(—E)) — HO(Qﬁ((KX + C)) — @HO(OEj(2Ej + Kx + C)) —

j=1

—H' (0" Ok (Kg, +C) @ Ox(—E)) — H (Q%(Kx + C)) — é HY(Op,(2E; + Kx + C)) —

j=1
—H*(0*Qf (Ky, + C) @ Ox(—E)) — H*(Q%(Kx + C)) — 0. (5.0.26)
Como

deg Op,(2E; + Kx +C) =2E} + E;  Kx + E; - C = —2—1+2=—1,

entonces N _
HY(Op,(2E; + Kx + C)) = H'(Og,(2E; + Kx + C)) = 0.

Por tanto,
H(Qb, (Ke, +C)@17) = H (0" Qb (K, +C) @ Ox(~E)) = H(Qk (Kx+C)), (134)

donde el primer isomorfismo es valido ya que R'o,(Ox(—F)) = 0, para todo i > 0.
Ahora, por la sucesién exacta

obtenemos la sucesién exacta en cohomologia,

0 —H' QL (K +C)® I7) — HY(QL (K +C)) 2 HYQL (K 4+ C) © (Op,/12)) =
—>H1(Q§FH(K—I— C)®Iz) — Hl(Q}Fn(K +C)) = 0—
—H*(Qp (K+C)@1z) = H*(Qp (K +C)) — 0.

Sin embargo, los siguientes lemas nos permiten anular ciertos grupos que aparecen en
la sucesion exacta larga anterior.

63



Lema 5.0.27 ([11, Lema 3.6]). Supongamos que a 23 yb > (a—1)n+4 sin#0, y
a>3,b>3 paran=0. Entonces H'(Qf (K, +C)) = H*(Q (Kr, +C)) = 0.

Lema 5.0.28. Sia > 04+2 yb > (a—1)n+0+1 entonces Qf (K+C) es un (6 —1)—jet
amplio. En particular, h es sobreyectiva.

Demostracion. Sea L = Op, ((§—1)Co+(n+9d—n—1)F). Dado que Cy+ (n+1)F) es
1—jet amplio (pues es un divisor muy amplio en F,,) entonces £ es (§ — 1)—jet amplio.
Notemos que Qi (Kg, +C)Q L =0 ((a—1—06)Co+ (b—1—0n—0)F) globalmente
generadosia—1—0 >1yb—1—0n—0 > (a—1—9)n. Entonces, con las condiciones,
vemos que Qp (Kp, +C) ® L7 es 0-jet amplio y L es (§ — 1)-jet amplio. Por lo tanto
Qi (Kg, +C) = Q (Kr, +C) @ L7 ® L es (6 — 1)-jet amplio. [ ]

Por lo tanto, se sigue que H'(Qy (K+C)®Zz) = 0. Més aun, lo podemos compilar
en la siguiente proposicion.

Proposicién 5.0.29. Sia > d+2 yb > max{(a—1)n+4, (a—1)n+ 3+ 1} entonces:

1. H(o*Ty, ® Ox(—C)) =0.

2. HI(O'*T]Fn X Ox<—é)) = 0.

dim H%(0"* Ty, @ Ox(—C)) = dim H(0* Q% (K + C) ® Ox(—E))
= dim HY(Q4 (Kx + C)) = (Kx + C)? — (2 +6)
=49 —C? =25+ 2
=(2b—an—4)(a—2) —2—24.

Teorema 5.0.30. Con las hipdtesis de la Proposicion 5.0.29

6 if n=0
dim HO(p*Ty,) = (5.0.31)
n+5 if n>1

(2b—an —4)(a—2)—2—2§ if n=0
dim H'(p*Ty,) = (5.0.32)
(2b—an—4)(a—2)—20+n—-3 if n>1

Demostracion. Primero, nétese que o*TF,| & = ¢"Tr,. Aplicamos la proposicion ante-
rior junto con (5.0.24) y (5.0.25). [

Recordemos que N, = (95(6 + E) asi, de la sucesién exacta,

0— Ox(E) - Ox(C + E) = Oz(C + E) =0 (5.0.33)
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se obtiene

0 — H(Ox(E)) = H(Ox(C + E)) = H(Ox(C + E)) —
— H'(Ox(E)) = H'(Ox(C + E)) » H'(Oz(C + E)) — (5.0.34)
— H*(Ox(E)) — H*(Ox(C + E)) = 0,
y, dado que H*(Ox (E)) = H*(Ox(Kx —E)) = H* (6" O, (K)) = H* (O, (K)) =

H'(OF, ) entonces N
H'(N,) = H' (Ox(C + E)) (5.0.35

)
dim H°(N,) = dim H*(Ox(C + E)) — 1. (5.0.36)

Lema 5.0.37. Sia >1yb > %n—a+1 entonces H'(N,) = 0 y dim H'(N,) =
C?—g—06+1.

Demostracion. Como H'(N,) = H (Oz(C + E)) 2 H*(Oz(Kx — E))*, notemos que
(Kx — E).C = (0*Kp,).(0"C — 2FE) = Ky,.C = an — 2 — 2b < 0, por lo tanto
H°(Oz(Kx — E)) = 0. Ademés, ya que H'(N,) = H'(Oz(C + E)) = H(Ox(Kx —
E))*, entonces H'(N,) =0y dim H'(N,) = deg O5(C+ E) —g+1=C*—g—0+1

(2b—an+2)(a+1) 1-35. B

y esto es 3

En resumen, tenemos la siguiente proposicion.

Proposicién 5.0.38. Supongamos que a > §+2 yb > méx{(a—1)n+0+1, (a—1)n+4}.
Entonces
6 st n=20

1. dim H(o*Ty, ) = ,
n+5 st n>1

(2b —an —4)(a—2)—2—-20 si n=0
2. dim H(o*Ty,) = )

(2b —an —4)(a—2)—3—-204+n si n>1
3. dim HO(N,) = @=ent2letd) 5

4. dim HY(N,) = 0.

Dado que dim(mps) = dim H°(C,N,) — H°(C, ¢*Ty,), entonces enunciamos el si-
guiente teorema.

Teorema 5.0.39. Supongamos quea > 0+2 yb > max{(a—1)n+d+1,(a—1)n+4}.

Entonces
b+1)(a+1)—0—-7 si n=0

dim(ﬂ'mm) = { (5040)

BorandDletl) 5 p -6 sion>1.

Observacion 5.0.41. Bajo las condiciones del teorema, la dimensién de la imagen de
la familia V|p| s no tiene la dimension esperada dim [D| — 6 = (Qb_‘m;w — 0.
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Sobre la estratificaciéon de M, por el corango de la aplicacién de Wahl

5.1 Sobre la estratificacion de M, por el corango
de la aplicacién de Wahl

Recordemos que, para toda curva suave [C] € M, se tiene que
0 < corank(®¢) < 39 — 2,

donde el limite superior es alcanzado por las curvas hiperelipticas. Ademas, para la
curva general de género g = 10 y g > 12, la aplicaciéon de Wahl es sobreyectiva; es-
to implica que el limite inferior es alcanzado por las curvas generales para estos géneros.

Sea W, C M, el locus de Wahl, definido como el locus de curvas cuya aplicacién
de Wahl no es sobreyectiva, es decir,

W, = {[C] € My | corank(®¢) > 1}.

Observacion 5.1.1. mSi 2 < g <9 entonces la dimensiéon del dominio de la
aplicacion de Wahl es menor que dimension del codominio. Lo cual nos dice que

la aplicacion de Wahl no puede ser sobreyectiva para toda curva suave, esto es,
W, = M,.

m Si g = 10 entonces Wiq es un divisor Mg, demostrado por Culkierman-Ulmer.
m Si g = 11 entonces Wy; = My; (Mukai).

m Para g > 12 entonces W, C M,, pues Ciliberto-Harris-Miranda mostraron que
la curva general tiene aplicacion de Wahl sobreyectiva.

Noétese que, tal como mencionan Ciliberto, Lépez y Miranda en [7], el corango de
la aplicacion de Wahl es semicontinuo superiormente en My, el espacio moduli de
curvas de género g. La cuestion es local en el espacio moduli compactificado (Deligne-
Mumford) M,, y por lo tanto se puede trabajar sobre la familia de Kuranishi asociada
a la curva estable. En este caso, gracias a la constancia de las dimensiones y a los
teoremas estdndar de cambio de base, se tienen dos haces vectoriales sobre M, y el
morfismo es un morfismo entre haces. De este modo, se sigue la semicontinuidad. Lo

cual implica que W, es un cerrado de Zariski en M,,.

Por lo tanto, tiene sentido estudiar la estratificacion del espacio moduli por el
corango de la aplicacion de Wahl, mediante estratos de la forma

Wahl, , = {[C] € M,| corank(®¢) > r},

donde el locus de Wahl W, corresponde a Wahl ;.

Analicemos por género:

m Si g = 2, entonces las aplicaciones de Wahl para las curvas en M, tienen la forma
C — C?, por lo tanto, tiene corango exactamente 4 para todas las curvas en M.
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Sobre la estratificaciéon de M, por el corango de la aplicacién de Wahl

m Si g = 3, entonces las aplicaciones de Wahl para las curvas en Mj tienen la
forma C* — C!°. También se tiene que el corango es exactamente 7 para las
curvas hiperelipticas y para las curvas no-hiperlipticas en Msj.

m Si g = 4, entonces las aplicaciones de Wahl para las curvas en M, tienen la forma
C5 — C'. En este caso, Brawner-Wahl mostraron que el corango es 10 para el
caso de curvas hiperelipticas y el corango es 9 en otro caso.

m Si g = 5, entonces las aplicaciones de Wahl para las curvas en Mj tienen la forma
C!Y — C?°. También en este caso, Brawner-Wahl mostraron que el corango es 13
para el caso de curvas hiperelipticas y el corango es 10 en otro caso (que pueden
ser curvas trigonales o intersecciones completas de tres cuadricas en P?).

Por lo que en género bajo, los valores intermedios para el corank(®) no son posibles.
Sin embargo esto ha llevado a algunos autores a preguntarse si, en género alto, todos
los valores intermedios para el corango son posibles. Esta cuestion sigue abierta.

Ahora, ejemplificaremos la importancia de los resultados obtenidos en este trabajo
en el caso § = 1.

Ejemplo 5.1.2. Tomemos la primer superficie de Hirzebruch [F; y (por las condiciones
numéricas del teorema B de la seccién 4.3) consideremos a > 6 y b > a + 4. Fijemos
a=6yb=10. Sea C es una curva 1-nodal en el sistema lineal |6Cy + 10F| en .
Entonces C' es una curva suave género g = 29 con aplicacion de Wahl no sobreyectiva
y, mas aln, tiene corango igual a 8 = h%(Ox(—Ky)) usando los calculos del capitulo
4. Por otro lado, consideremos el estrato en Mg,

Wahlyg g = {[C] € Mag : C corank(P¢) > 8)}.

Entonces la imagen de Vigcy+10r|,1 bajo mecy+10r),1 cae dentro de este estrato y, por el
Teorema 5.0.39, tiene dimensién 48 por lo tanto,

dim Wah129’8 2 48.

Esto nos dice que en el espacio moduli Msg, de dimensién 84, el estrato de curvas en

Mg cuya aplicacion de Wahl tiene corango mayor a 8 tiene dimensién mayor o igual

a 48.

En general, paran > 3, a > 6 y b > an + 3, tenemos que la imagen de la Variedad

de Severi Vigcy+sr)1 en el sistema lineal [aCy + bF| C Fy, es TMacotr)1(Viaco+sr)1) C

M (2b—an+2)(a+1)
ab—a—b+ 2

capitulo 4 cae en el estrato

an(1-a) Y tiene dimensiéon —n — 7. Y por los resultados de la
2

Wahl W an(l—a)

ab—a—b—l—w,n—&% C ab—a—b+=—5

de curvas suaves cuya aplicacion de Wahl tiene corango mayor o igual a n + 5.
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