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Resumen

Esta tesis doctoral investiga la sincronización de sistemas dinámicos caóticos, cen-
trándose en la caracterización del potencial polinomial Φ8 y en el análisis comparativo
de distintos esquemas de acoplamiento. El trabajo se organiza en cuatro capítulos que
presentan los siguientes resultados entre los sistemas dinámicos van der Pol-Duffing
(VDP-D), Duffing (D) y Rayleigh-Duffing (R-D).

En el Capítulo 1 se establece una clasificación completa del potencial simétrico Φ8,
determinando las condiciones algebraicas sobre sus coeficientes para que presente con-
figuraciones de uno, dos, tres o cuatro pozos. Esta caracterización proporciona la base
para los estudios de sincronización posteriores y representa una contribución original,
dado que el potencial Φ8 carecía de una clasificación en la literatura previa.

El Capítulo 2 se divide en dos partes. En la sección 2.1 se comparan cuatro esque-
mas de acoplamiento para tres sistemas en un arreglo lineal con patrón de cadena. La
segunda sección extiende el análisis de diferentes patrones de interacción.

El Capítulo 3 aborda el fenómeno del desplazamiento vertical observado entre las
soluciones numéricas en el límite de acoplamiento fuerte. Aplicando el método de per-
turbación, se obtienen soluciones analíticas aproximadas para el sistema esclavo. La
comparación con soluciones numéricas revela que este desplazamiento no es el resulta-
do de un efecto numérico, sino un fenómeno de transición que desaparece para tiempos
suficientemente largos. Este análisis, además de explicar el comportamiento observado,
establece las beses metodológicas para estudiar otros tipos de sincronización compleja.
Esta es otra contribución importante de la presente tesis.

El Capítulo 4 presenta un resumen de los resultados más relevantes obtenidos.
En conjunto, esta investigación proporciona herramientas analíticas y resultados

prácticos para el diseño y control de arreglos de osciladores no lineales acoplados. Los
hallazgos, en particular la caracterización del potencial Φ8 y la explicación del despla-
zamiento vertical, establecen una base sólida para futuros estudios en sincronización
compleja de sistemas caóticos.

Palabras clave: Sistemas dinámicos caóticos, Potencial Φ8, Acoplamientos combina-
dos, Sincronización con desplazamiento vertical, Solución analítica aproximada.
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Abstract

This doctoral thesis investigates the synchronization of chaotic dynamical systems,
focusing on the characterization of the polynomial potential Φ8 and the comparative
analysis of different coupling schemes. The work is organized into four chapters pre-
senting the following results for the van der Pol-Duffing (VDP-D), Duffing (D), and
Rayleigh-Duffing (R-D) dynamical systems.

In Chapter 1, a complete classification of the symmetric Φ8 potential is established
by determining the algebraic conditions on its coefficients for configurations of single-
well, double-well, triple-well or quadruple-well. This characterization provides the foun-
dation for subsequent synchronization studies and represents an original contribution,
as the Φ8 potential lacked a systematic classification in the previous literature.

Chapter 2 is divided into two parts. Section 2.1 compares four coupling schemes for
three systems in a linear chain configuration. The second section extends the analysis
to different interaction motifs.

Chapter 3 addresses the phenomenon of vertical shift observed between numerical
solutions in the strong coupling limit. By applying the perturbation method, approxi-
mate analytical solutions for the slave system are obtained. Comparison with numerical
solutions reveals that this shift is not a numerical artifact but rather a transient phe-
nomenon that vanishes for sufficiently long times. This analysis not only explains the
observed behavior but also establishes the methodological basis for studying other ty-
pes of complex synchronization. This constitutes another important contribution of the
present thesis.

Chapter 4 provides a summary of the most relevant results.
In summary, this research provides analytical tools and practical results for the de-

sign and control of coupled nonlinear oscillator arrays. The findings, particularly the
characterization of the Φ8 potential and the explanation of the vertical shift, establish
a solid foundation for future studies on complex synchronization of chaotic systems.

Keywords: Chaotic dynamical systems, Φ8 potential, Combined couplings, Vertical
shift synchronization, Approximate analytical solution.
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Introducción

Los sistemas dinámicos describen la evolución temporal de variables mediante ecua-
ciones diferenciales, permitiendo modelar fenómenos en física, ingeniería y biología
[1, 2, 3, 4]. Estos sistemas pueden clasificarse según su dimensionalidad: los de baja
dimensión, con dos o tres variables, son analíticamente más accesibles, mientras que
los de alta dimensión, como redes de osciladores acoplados, permiten modelar compor-
tamientos colectivos complejos. Para sistemas autónomos continuos y planos (dos di-
mensiones), el teorema de Poincaré-Bendixson establece que las trayectorias solo pueden
tender a puntos fijos, ciclos límite o conjuntos límite de ciclos, excluyendo la posibilidad
de caos [5, 6].

La aparición del caos en sistemas continuos requiere al menos tres dimensiones,
como lo demostró el sistema de Lorenz (1963). Este sistema, derivado de un modelo de
convección atmosférica, presenta trayectorias que exhiben sensibilidad a las condiciones
iniciales y un atractor extraño. Su descubrimiento marcó un hito en la teoría del caos
y de los sistemas dinámicos, ya que mostró que un sistema determinista simple puede
generar un comportamiento aparentemente aleatorio y altamente impredecible [7]. Otro
ejemplo paradigmático incluye el problema de los tres cuerpos en mecánica celeste, cuyas
soluciones pueden volverse irregulares e impredecibles [8]. Por otro lado, el péndulo
doble, un sistema plano descrito por dos variables que presenta dependencia sensible a
las condiciones iniciales, puede generar caos cuando se le aplica una fuerza o impulso
externo. Esto se debe a que el forzamiento aumenta la dimensión de su dinámica,
permitiendo la aparición de comportamiento caótico [9]. Este principio se extiende a
otros sistemas permitiendo que osciladores como el de Duffing o el de van der Pol,
exhiban comportamiento caótico a pesar de ser descritos por ecuaciones de segundo
orden [10].

La comprensión de estos fundamentos ha impulsado, en las últimas décadas, el
estudio aplicado de sistemas dinámicos, tanto caóticos como no caóticos, el cual ha
cobrado relevancia debido a sus diversas aplicaciones, que abarcan desde láseres aco-
plados y cifrado de datos hasta comunicaciones seguras, redes neuronales y neurociencia
[11, 12, 13]. Gran parte de estos fenómenos estudiados parten del control de la sincroni-
zación de los sistemas. Las redes neuronales, por ejemplo, se componen por un conjunto
de nodos acoplados, cada uno de los cuales es un sistema dinámico. En general, cuan-
do todos los nodos presentan las mismas características dinámicas que los protocolos
de red diseñados, se denomina sincronización de redes neuronales [12]. Precisamente,
en dicho estudio [12] se analiza la sincronización de redes neuronales complejas en el
marco del control impulsivo retardado disparado por eventos, donde se considera com-
pletamente el efecto de los retrasos de tiempo en los impulsos. Se presentan algunas
condiciones suficientes para evitar el llamado comportamiento de Zenón y lograr una

1
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estabilidad asintótica global del sistema abordado. De este modo, la sincronización ha
atraído una amplia atención y se ha aplicado con éxito a campos tan diversos y emer-
gentes como la inteligencia artificial [12]. Por otra parte, un principio fundamental de
la neurociencia teórica, de acuerdo con Durstewitz et al. [13], sostiene que los procesos
de cálculo neuronal pueden describirse mediante la dinámica no lineal de los sistemas
subyacentes. Esto permite inferir modelos de sistemas dinámicos directamente a partir
de series temporales de poblaciones neuronales, mediante un enfoque conocido como
reconstrucción de sistemas dinámicos. En este trabajo se analiza el potencial de este
enfoque para revolucionar la neurociencia, destacando avances y conceptos recientes en
inteligencia artificial que aún no han sido adoptados por la comunidad neurocientífica.
Particularmente, el estudio se centra en el uso de redes neuronales recurrentes como
herramientas para dicha reconstrucción [13].

Precisamente, entre los sistemas dinámicos no lineales más ampliamente estudiados
se encuentran los sistemas van der Pol-Duffing (VDP-D), Duffing (D) [14] y Rayleigh-
Duffing (R-D). Los sistemas van der Pol-Duffing y Rayleigh-Duffing extienden los os-
ciladores clásicos de van der Pol [15] y Rayleigh [16], respectivamente, mediante la
incorporación de un potencial de tipo Duffing, lo que enriquece su dinámica no lineal.
Estos sistemas provienen de ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden ho-
mónimas, las cuales, al ser representadas en el espacio de fase, dan lugar a los sistemas
dinámicos mencionados. Esta representación resulta fundamental para el estudio de
comportamientos complejos. Al ser forzados por una excitación externa periódica, pue-
den transitar hacia un régimen caótico. La dinámica caótica se caracteriza por una alta
sensibilidad a las condiciones iniciales, donde trayectorias inicialmente cercanas diver-
gen exponencialmente, generando atractores caóticos con estructura fractal en el espacio
de fase. Un aspecto esencial es la dependencia crítica de estos atractores respecto a los
parámetros del sistema, ya que variaciones leves pueden provocar la desaparición del
caos, dando lugar a comportamientos periódicos, cuasiperiódicos o estados estaciona-
rios.

La sincronización de sistemas dinámicos se extendió a la dinámica caótica con el
trabajo de Fujisaka y Yamada en 1983, quienes demostraron por primera vez que dos
sistemas caóticos idénticos pueden cambiar sus comportamientos individuales, de oscila-
ciones no correlacionadas a oscilaciones completamente idénticas, a medida que aumenta
la fuerza de acoplamiento [17]. En este mismo sentido, la sincronización completa, para
sistemas caóticos identicos, fue analizada por primera vez por Kaneko y Afraimovich
et al. en 1986, este tipo de sincronización se caracteríza porque las variables coinciden
a medida que el tiempo tiende a infinito a pesar de dependencia característica de las
condiciones iniciales [17]. Este tipo de sincronización completa se ha extendido a la
sincronización de sistemas diferentes bajo la misma esencia.

Con el trabajo de Boccaletti [17], se dio inicio a gran cantidad de tipos y méto-
dos de sincronización para su aplicación especialmente con fines de control. Algunos de
estos tipos de sincronización son: sincronización completa; antisincronización; sincroni-
zación de fase y antifase; sincronización proyectiva; sincronización proyectiva funcional;
sincronización proyectiva funcional con retardo; sincronización proyectiva matricial; sin-
cronización híbrida; sincronización con retardo entre otras [11].

El mecanismo que permite una interacción entre sistemas con el fin de lograr la
sincronización es el acoplamiento [17]. Esta interacción puede organizarse en distintas
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configuraciones o esquemas, siendo las más elementales la unidireccional, también lla-
mada configuración maestro-esclavo, y la bidireccional [18, 19, 20]. La elección del tipo
de interacción determina la dinámica resultante. Bajo la configuración maestro-esclavo,
se fuerza al sistema denominado esclavo a modificar su comportamiento con el fin de
que sus variables se comporten como las del sistema llamado maestro. Aquí, el siste-
ma esclavo depende del comportamiento del sistema maestro, pero este último no es
influenciado por el primero.

El acoplamiento se logra mediante una función que depende de las variables de los
sistemas en interacción. De la elección de la función de acoplamiento depende, en gran
medida, que se alcance la sincronización.

Partiendo de este marco teórico, el presente trabajo se propone investigar la sin-
cronización de sistemas dinámicos caóticos, con un enfoque que combina el desarrollo
teórico con la simulación numérica. La primera contribución fundamental de esta tesis
consiste en realizar una caracterización completa y original del potencial polinómico
simétrico de orden ocho, es decir, el potencial Φ8, el cual carecía de una clasificación
sistemática previa en la literatura especializada. Se determinan las condiciones sobre sus
coeficientes para que este potencial adopte configuraciones específicas, que pueden in-
cluir desde un solo pozo hasta cuatro pozos distintos. Esta clasificación no solo enriquece
el conocimiento teórico sobre sistemas con potenciales de alto orden, sino que también
establece la base esencial para analizar la dinámica y la posible sincronización de los
sistemas caóticos estudiados, concretamente los sistemas van der Pol-Duffing, Duffing
y Rayleigh-Duffing. Adicionalmente, se realiza un análisis comparativo y sistemático
de diferentes tipos de acoplamientos, evaluando su efectividad para lograr sincroniza-
ción completa. Se estudian esquemas de acoplamiento individuales, como el giroscópi-
co, junto con configuraciones combinadas, como el acoplamiento elástico-disipativo y
el elástico-giroscópico, entre otros. Este análisis no se limita a la clásica configuración
maestro-esclavo, sino que se extiende a arreglos más complejos que involucran patrones
de interacción específicos, como los patrones Relay, Competitive y Auxiliar [17], con el
fin de determinar la viabilidad y eficiencia de la sincronización bajo distintas topologías
de interconexión.

Otro aspecto crucial que se aborda es el fenómeno del desplazamiento vertical que
surge entre las soluciones numéricas de los sistemas acoplados cuando la fuerza de aco-
plamiento es muy grande [21]. Para comprender el origen de este comportamiento, se
aplica el método de perturbación, lo que permite obtener soluciones analíticas aproxi-
madas para el sistema esclavo. La comparación directa entre estas soluciones analíticas
y las obtenidas mediante métodos numéricos revela que el desplazamiento vertical no
es una consecuencia del cálculo numérico, sino más bien un fenómeno de naturaleza
transitoria que desaparece cuando se consideran intervalos de tiempo suficientemente
largos, correspondiendo a un proceso de convergencia asintótica.

En la parte numérica del trabajo, todos los análisis y las gráficas se realizaron con
el software Wolfram Mathematica 12. Las soluciones numéricas se obtuvieron mediante
el algoritmo de Runge-Kutta de cuarto orden para tiempos t ≥ 0.

En síntesis, este trabajo proporciona aportes significativos tanto en el ámbito teórico,
con la clasificación del potencial Φ8, como en el aplicado, con la evaluación exhaustiva
de acoplamientos y el análisis de fenómenos transitorios. Los hallazgos obtenidos ofre-
cen herramientas valiosas y un fundamento sólido para el diseño, control y optimización
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de redes complejas de osciladores no lineales, abriendo nuevas líneas de investigación
en el campo de la sincronización de sistemas dinámicos caóticos.



Capítulo 1

Potencial simétrico Φ8

El propósito de utilizar diferentes potenciales es enriquecer y hacer más realista la
dinámica de los sistemas dinámicos. Un ejemplo de esto es el potencial Φ4, el cual puede
presentar las siguientes configuraciones según sus parámetros: un pozo único, dos pozos
o dos jorobas [21]. De manera similar, se han estudiado sistemas con el potencial Φ6

cuyas configuraciones posibles son: un pozo con dos jorobas, dos pozos con una joroba;
tres pozos con dos jorobas, o dos pozos con tres jorobas [22]. El caso de Φ8 es diferente,
este potencial no ha sido caracterizado para conocer sus configuraciones a través de
sus parámetros, aunque se ha utilizado en distintos trabajos. Por ejemplo, en [23] se
analiza el efecto de ciertos parámetros sobre el número y la profundidad de los pozos
del potencial Φ8. Además, se muestra que el sistema de Liénard con el potencial Φ8

puede tener tres, cinco o siete puntos fijos. En [22], los autores estudian la transición al
caos en un oscilador complejo Φ8-Duffing-Van der Pol, teniendo en cuenta las posibles
configuraciones de los potenciales Φ2, Φ4 y Φ6, las cuales dependen de sus parámetros.
En el caso del potencial Φ8, solo se mencionan brevemente dos configuraciones: tres
pozos o un pozo único, dependiendo de si cierto parámetro es suficientemente pequeño
o grande. Es importante destacar que el potencial Φ8 se ha utilizado en el contexto
de la teoría cuántica de campos para modelar la ruptura espontánea de simetría, útil
para el mecanismo de Higgs o para modelar teorías no lineales en la búsqueda de
soluciones de tipo kink [24, 25, 26, 27, 28]. La dinámica que surge de sistemas como el
van der Pol y Duffing con potenciales Φ4 o Φ6 ha sido previamente estudiada en detalle
[29, 30, 31, 32]. En este capítulo se establecen las condiciones necesaarias para que el
potencial simétrico de tipo Φ8 presente configuraciones de uno, dos, tres o cuatro pozos.
El potencial simétrico Φ8 se expresa como [33] :

V (x) =
α

2
x2 +

β

4
x4 +

γ

6
x6 +

δ

8
x8, (1.1)

donde α, β, γ y δ son números reales. Los pozos (mínimos) y jorobas (máximos) de este
potencial se encuentran estableciendo dV

dx
= 0, esto es:

dV (x)

dx
= αx+ βx3 + γx5 + δx7 = 0

⇔ x(α + βx2 + γx4 + δx6) = 0.
(1.2)

5



CAPÍTULO 1. POTENCIAL SIMÉTRICO Φ8 6

Para encontrar raíces distintas de x = 0, utilizamos el cambio de variable z = x2, de
modo que el problema se reduce a resolver el siguiente polinomio de grado tres:

α + βz + γz2 + δz3 = 0, (1.3)

con discriminante

∆ = 18αβγδ − 4β3δ + β2γ2 − 4αγ3 − 27α2δ2. (1.4)

Como es conocido, un polinomio cúbico puede presentar distintos tipos de raíces, cuya
clasifiación depende del discriminante:

Si ∆ > 0, entonces el polinomio tiene tres raíces reales distintas.

Si ∆ = 0, entonces el polinomio tiene raíces reales repetidas.

Si ∆ < 0, entonces el polinomio tiene una raíz real y dos raíces complejas conju-
gadas.

La multiplicidad y el signo de estas raíces determina el número de pozos del potencial.
A continuación, se desarrollan los tres casos para el discriminante, estableciendo las
condiciones que deben satisfacer los coeficientes del potencial.

caso ∆ > 0. Se tienen tres raíces reales diferentes. Sean a, b y c las raíces de (1.3), entonces el
polinomio tiene la siguiente factorización:

(z − a)(z − b)(z − c) = z3 − (a+ b+ c)z2 + (ab+ bc+ ac)z − abc. (1.5)

Al igualar el lado derecho de la expresión (1.5) con la ecuación (1.3), se obtienen
las siguientes relaciones entre sus coeficientes:

δ = 1,

γ = −(a+ b+ c),

β = ab+ bc+ ac,

α = −abc.

(1.6)

De aquí, tenemos que el paramétro δ debe ser positivo para cualquier número de
pozos. En (1.5), por construcción, el coeficiente del término cúbico es uno, sin
embargo, esto no implica que δ sea igual a uno. Por otra parte, si a, b y c son
mayores que cero, al regresar a la variable x mediante z = x2, las raíces xi son
±
√
a, ±

√
b y ±

√
c, lo que da el número máximo de pozos en el potencial. Si

alguna de las raíces a, b, c es negativa, por ejemplo c, entonces dV
dx

tiene dos raíces
imaginarias ±i

√
c y cuatro reales ±

√
a,±

√
b, lo que implica que el potencial

presentará tres pozos. Con base en este razonamiento, se deducen las siguientes
relaciones para el potencial:

4 pozos si a, b, c > 0,

3 pozos si a, b > 0 y c < 0,

2 pozos si a > 0 y b, c < 0,

1 pozo si a, b, c < 0.

(1.7)
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Con las condiciones anteriores y las igualdades (1.6), se obtienen los signos que
deben cumplir α, β, γ y δ para obtener las raíces de dV

dx
y, en consecuencia, el

número de pozos del potencial. Así, se tiene la siguiente tabla con las condicio-
nes que deben satisfacer los coeficientes del potencial para generar una cantidad
determinada de pozos:

α β γ δ ∆ pozos
+ + + + + 1
- + - + + 4

Para los casos de dos y tres pozos, se necesita conocer el valor numérico de las
raíces del polinomio de grado tres, específicamente, de cuál es mayor o menor. Por
ello, estos casos se omiten en esta tabla, aunque más adelante se mencionarán las
condiciones para generar estos casos.

Se seguirá un procedimiento análogo al realizado hasta aquí para las otras situa-
ciones del discriminante.

caso ∆ = 0. Se tienen raíces reales repetidas (multiplicidad mayor que uno). Las raíces pue-
den ser dos distintas, una de ellas con multiplicidad dos o una única raíz de
multiplicidad tres. A continuación, se presentan estos casos junto con las posibles
configuraciones del potencial y la tabla de parámetros resultante.

Sean a y b dos raíces reales con b de multiplicidad dos. La factorización del poli-
nomio de grado tres es

(z − a)(z − b)2 = z3 − (a+ 2b)z2 + (2ab+ b2)z − ab2, (1.8)

donde el potencial tendrá los siguientes casos:

• 3 pozos si a, b > 0.

• 2 pozos si a > 0, b < 0.

• 1 pozo si a, b < 0.

De modo que obtenemos la siguiente tabla:

α β γ δ ∆ pozos
- + - + 0 3
+ + + + 0 1

Si se tiene una única raíz de multiplicidad tres, el polinomio se factoriza de la
sigueinte manera:

(z − a)3 = z3 − 3az2 + 3a3z − a3, (1.9)

y el potencial tendrá los siguientes dos casos

• 2 pozos si a > 0.

• 1 pozo si a < 0.

La tabla asociada a la única raíz de multiplicidad tres es:
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α β γ δ ∆ pozos
- + - + 0 2
+ + + + 0 1

caso ∆ < 0. Se tiene una raíz real y dos raíces complejas conjugadas. La factorización y los
casos del potencial son los siguientes:

(z−a)(z−[u+iv])(z−[u−iv]) = z3−(2u−a)z2+(u2+v2+2au)z−a(u2+v2). (1.10)

• 2 pozos si a > 0.

• 1 pozo si a < 0.

La tabla resultante es

α β γ δ ∆ pozos
- ± ± + - 2
+ ± ± + - 1

Al integrar todos los casos analizados para el dicriminante, se obtiene la siguiente
tabla:

α β γ δ ∆ pozos
+ - + + + 1
- + - + + 4
- + - + 0 3
+ + + + 0 1
- + - + 0 2
+ + + + 0 1
- + + + - 2
- - + + - 2
- + - + - 2
- - - + - 2
+ + + + - 1
+ - + + - 1
+ + - + - 1
+ - - + - 1

Finalmente, se presenta una tabla compacta (Tabla 1.1) con las condiciones necesarias
para que el potencial de tipo Φ8 presente configuraciones de 1, 2, 3 y 4 pozos. Adi-
cionalmente, se incluyen las gráficas del potencial (Fig. 1.1) y del sistema de Duffing
correspondientes a cada configuración (Fig. 1.2). Nótese que en el caso de δ < 0, la
cantidad de máximos y mínimos se invierte en relación al caso analizado.
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α β γ δ ∆ Pozos
- + - + + 4
- + - + 0 3
- - + + - 2
+ - + + - 1

Tabla 1.1: Posibles configuraciones del potencial Φ8. Observe que el símbolo ± repre-
senta los valores positivos o negativos de los parámetros y el signo del discriminante
(que podría anularse). Los números en la sexta columna indican la cantidad de pozos
en cada caso.

En adelante, cuando se mencione el potencial Φ8, se entenderá que se trata del potencial
simétrico de tipo Φ8 con la cantidad de pozos que se especifique.
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Figura 1.1: Perfiles del potencial V (x) del tipo Φ8: (a) un pozo con α = 2, β = −1.5, γ =
1, δ = 1; (b) dos pozos con α = −2, β = −1.5, γ = 1, δ = 1; (c) tres pozos con α =
1, β = 0.036, γ = −9.18, δ = 8 ; (d) cuatro pozos con α = −1.19, β = 1.584, γ = −0.513,
δ = 0.046.
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 1.2: Espacio fase del atractor caótico de Duffing con un potencial Φ8: (a) un
pozo; (b) dos pozos; (c) tres pozos; (d) cuatro pozos.



Capítulo 2

Sincronización

La sincronización es un proceso mediante el cual los sistemas oscilatorios acoplados
ajustan alguna de sus propiedades individuales a una común [17]. El comportamiento
sincronizado es fundamental en ciencia e ingeniería, y tiene numerosas aplicaciones
en diversos campos, tales como mecánica, comunicaciones, electrónica, física, química,
óptica, biología entre otras [17, 34, 35, 36, 37, 19, 20, 38, 39, 40, 41, 42, 43, 44, 18].

En la sincronización bajo una configuración maestro-esclavo, un aspecto importante
es el tipo de acoplamiento utilizado. La elección del acoplamiento puede influir en la
existencia y la eficiencia de la sincronización. Algunos de los acoplamientos más utiliza-
dos son el acoplamiento elástico y el disipativo que utilizan la posición y la velocidad de
los sistemas respectivamente [21, 29, 30, 31, 32]. El acoplamiento giroscópico, a diferen-
cia del acoplamiento elástico y disipativo, ha sido menos estudiado. Este acoplamiento,
que utiliza la aceleración de los sistemas, ha sido empleado en algunos estudios como
en [45, 46], donde utilizan un transductor electromecánico descrito por un oscilador de
van der Pol acoplado a un oscilador de Duffing.

La idea de sincronizar dos sistemas bajo una configuración maestro-esclavo se puede
extender a una mayor cantidad de sistemas de manera natural. Para tres sistemas se
tienen diferentes tipos de arreglos. En esta sección usaremos un arreglo lineal con un
patrón1 en cadena, esto es, un primer sistema que actuá como maestro, el segundo sis-
tema con una interacción mutua que actua como esclavo del primer sistema y maestro
de sistema tres, y por último, el tercer sistema que actua como esclavo del segundo
sistema. Este esquema se ilustra en la figura 2.1 (otros arreglos y patrones se discutirán
en la siguiente sección). Algunos de los sistemas de baja dimensionalidad con compor-
tamiento caótico más utilizados son los sistemas van der Pol-Duffing (VDP-D), Duffing
(D) y Rayleigh-Duffing (R-D). Estos sistemas, cuando se les dota de un potencial tipo
Φ8, se describen mediante las siguientes ecuaciones:

1Traducción propuesta para el término técnico “motifs” utilizado por Boccaletti et al.

12
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Figura 2.1: Arreglo lineal con patrón en cadena para tres sistemas con una configura-
ción maestro-esclavo. Donde los colores representan lo siguiente: verde para el sistema
maestro, naranja para el sistema esclavo y mostaza para el sistema que interactúa mu-
tuamente.

van der Pol−Duffing :

{
ẋ = u,

u̇ = µ1(1− x2)u− (αx+ βx3 + γx5 + δx7) + A1 cos(ω1t),

Duffing :

{
ẏ = v,

v̇ = −µ2v − (αy + βy3 + γy5 + δy7) + A2 cos(ω2t),

Rayleigh−Duffing :

{
ż = w,

ẇ = µ3(1− w2)w − (αz + βz3 + γz5 + δz7) + A3 cos(ω3t),

donde las variables x, y y z describen la evolución de los sistemas VDP-D, D y R-D, res-
pectivamente, y µi (i = 1, 2, 3) representa la amortiguación del sistema correspondiente.
Una fuerza externa viene dada por la función coseno, que depende explícitamente del
tiempo t, con amplitud Ai y frecuencia ωi. En la figura 2.2 se muestran los espacios
fase de cada sistema. Todos los análisis numéricos realizados en este capítulo utilizan
los siguientes valores, convenientes para obtener los atractores en el espacio fase que
se muestran en la figura 2.2: µ1 = 0.1, A1 = 6.5, ω1 = 0.5, µ2 = 0.4, A2 = 7, ω2 =
0.9, µ3 = 0.2, A3 = 1, ω3 = 1.2, α = −1.19, β = 1.584, γ = −0.513, δ = 0.046, con
condiciones iniciales x(0) = ẋ(0) = y(0) = ẏ(0) = 0, z(0) = 1 y ż(0) = 0.
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(a) (b) (c)

Figura 2.2: Espacios fases de los atractores caóticos de (a) van der Pol-Duffing, (b)
Duffing y (c) Rayleigh-Duffing, todos con un potencial simétrico de tipo Φ8 con cuatro
pozos.

2.1. Diferentes tipos de acoplamientos
Dado que se cuenta con diferentes tipos de acoplamientos, resulta natural estudiar

y comparar su eficiencia; en este contexto, la referencia [21] analiza la sincronización
de los sistemas van der Pol-Duffing y Φ6-Duffing usando inicialmente el acoplamiento
disipativo y después la combinación elástico-disipativo. En esta sección se estudian
y comparan cuatro acoplamientos durante la sincronización de los tres sistemas ya
mencionados: el sistema van der Pol-Duffing, que actúa como maestro; el sistema Duffing
con interacción mutua, que funciona como esclavo del primero y maestro del tercero;
y el sistema Rayleigh-Duffing, que es el esclavo. Los acoplamientos considerados son:
giroscópico, elástico-disipativo, elástico-giroscópico y disipativo-giroscópico. Para cada
esquema, bajo una configuración maestro-esclavo, se presentan gráficas de los espacios
fase y de las series de tiempo correspondientes a las posiciones y a las velocidades.
Todas las constantes de acoplamiento toman el valor 200, el cual está en el rango de
magnitudes utilizado en referencias previas como [21, 31].

2.1.1. Acoplamiento giroscópico

El acoplamiento giroscópico es un método que involucra las aceleraciones de las solu-
ciones de los sistemas. Los tres sistemas que se sincronizan mediante este acoplamiento
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se presentan a continuación:

VDP-D :

{
ẋ = u,

u̇ = µ1(1− x2)u− (αx+ βx3 + γx5 + δx7) + A1 cos(ω1t).

D :

{
ẏ = v,

v̇ = −µ2v − (αy + βy3 + γy5 + δy7) + A2 cos(ω2t) +K(u̇− v̇).

R-D :

{
ż = w,

ẇ = µ3(1− w2)w − (αz + βz3 + γz5 + δz7) + A3 cos(ω3t) +G(v̇ − ẇ).

Las gráficas del espacio fase y las series de tiempo correspondientes a este acoplamiento
se muestran en las figuras 2.3 y 2.4, respectivamente. Las figuras muestran claramente
que no se alcanza la sincronización bajo este acoplamiento.
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(a) (b)

(c)

Figura 2.3: Espacios fase de los atractores caóticos con acoplamiento giroscópico: (a)
van der Pol-Duffing, (b) Duffing, (c) Rayleigh-Duffing.
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(a)

(b)

Figura 2.4: Series de tiempo de las posiciones x(t), y(t), z(t) y de las velocidades u(t),
v(t), w(t).
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2.1.2. Acoplamiento elástico-disipativo

Un acoplamiento combinado es aquel que utiliza dos o más tipos de acoplamientos
simultáneamente para lograr la sincronización. En [21] se estudia el acoplamiento com-
binado elástico-disipativo, donde se concluye su efectividad sobre el elástico y disipativo
por separado. Este resultado motiva el uso de los acoplamientos combinados en el pre-
sente trabajo. El primer acoplamiento combinado que se analiza es el elástico-disipativo
de [21]. Los sistemas con este acoplamiento se presentan a continuación:

VDP-D :

{
ẋ = u,

u̇ = µ1(1− x2)u− (αx+ βx3 + γx5 + δx7) + A1 cos(ω1t).

D :

{
ẏ = v +K(x− y),

v̇ = −µ2v − (αy + βy3 + γy5 + δy7) + A2 cos(ω2t) +K(u− v).

R-D :

{
ż = w +G(y − z),

ẇ = µ3(1− w2)w − (αz + βz3 + γz5 + δz7) + A3 cos(ω3t) +G(v − w).

Las gráficas del espacio fase y las series de tiempo correspondientes a este acoplamiento
se muestran en las figuras 2.5 y 2.6, respectivamente, donde se observa que se alcanza
la sincronización.
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(a)

(b) (c)

Figura 2.5: Espacios fase de los atractores caóticos con acoplamiento elástico-disipativo:
(a) van der Pol-Duffing, (b) Duffing, (c) Rayleigh-Duffing.
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(a)

(b)

Figura 2.6: Series de tiempo de las posiciones x(t), y(t), z(t) y de las velocidades u(t),
v(t), w(t).
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2.1.3. Acoplamiento elástico-giroscópico

Como vimos en el análisis anterior, la combinación de dos tipos de acoplamientos
puede dar resultados favorables en una sincronización. Ahora, el acoplamiento usado
será la combinación del elástico y el giroscópico. Los sistemas a sincronizar son:

VDP-D :

{
ẋ = u,

u̇ = µ1(1− x2)u− (αx+ βx3 + γx5 + δx7) + A1 cos(ω1t).

D :

{
ẏ = v +K(x− y),

v̇ = −µ2v − (αy + βy3 + γy5 + δy7) + A2 cos(ω2t) +K(u̇− v̇).

R-D :

{
ż = w +G(y − z),

ẇ = µ3(1− w2)w − (αz + βz3 + γz5 + δz7) + A3 cos(ω3t) +G(v̇ − ẇ).

Las gráficas del espacio fase y las series de tiempo correspondientes a este acoplamiento
se muestran en las figuras 2.7 y 2.8, respectivamente, donde se observa que se alcanza la
sincronización, aunque con pequeñas diferencias en los mínimos del canal de velocidad
en comparación con el acoplamiento anterior.
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(a)

(b) (c)

Figura 2.7: Espacios fase de los atractores caóticos con acoplamiento elástico-
giroscópico: (a) van der Pol-Duffing, (b) Duffing, (c) Rayleigh-Duffing.
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(a)

(b)

Figura 2.8: Series de tiempo de las posiciones x(t), y(t), z(t) y de las velocidades u(t),
v(t), w(t).
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2.1.4. Acoplamiento disipativo-giroscópico

Seguiendo con el estudio de acoplaminetos combinados, el último caso que veremos
es uno que combina la velocidad con la aceleración de los sistemas. El acoplamiento
disipativo-giroscópico de los sistemas se observa como:

VDP-D :

{
ẋ = u,

u̇ = µ1(1− x2)u− (αx+ βx3 + γx5 + δx7) + A1 cos(ω1t).

D :

{
ẏ = v,

v̇ = −µ2v − (αy + βy3 + γy5 + δy7) + A2 cos(ω2t) +K(u− v) +K(u̇− v̇).

R-D :


ż = w,

ẇ = µ3(1− w2)w − (αz + βz3 + γz5 + δz7) + A3 cos(ω3t)

+G(v − w) +G(v̇ − ẇ).

En las figuras 2.9 (espacio de fase) y 2.10 (series de tiempo) se representa la dinámica
resultante de este acoplamiento, donde se aprecian diferencias en distintas regiones del
canal de posición.
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(a)

(b) (c)

Figura 2.9: Espacios fase de los atractores caóticos con acoplamiento disipativo-
giroscópico: (a) van der Pol-Duffing, (b) Duffing, (c) Rayleigh-Duffing.
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(a)

(b)

Figura 2.10: Series de tiempo de las posiciones x(t), y(t), z(t) y de las velocidades u(t),
v(t), w(t).
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2.1.5. Conclusiones

Al comparar los cuatro diferentes acoplamientos podemos comcluir lo siguiente:
Con el acoplamiento giroscópico no se alcanza la sincronización. Para los acoplamientos
combinados, el acoplamiento elástico-disipativo confirma su eficiencia al momento de
sincronizar como se hace para dos sistemas en [21]. En los casos de los acoplamientos
elástico-giroscópico y disipativo-giroscópico se alcanza sincronización efectiva en solo
un canal, mientras que en el otro canal no se logra sincronizar todas las zonas. El
acoplamiento elastico-giroscópico es el más efectivo de estos últimos dos. Cabe destacar
que, en las series de tiempo de la velocidad al usar el acoplamiento disipativo-giroscópico
(Fig. 2.8), se aprecia un ligero desfase entre las soluciones del maestro y el esclavo,
particularmente notable en los máximos y mínimos de las oscilaciones.
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2.2. Diferentes tipos de patrones
El acoplamiento es el mecanismo que permite la interacción entre sistemas diná-

micos. Esta interacción puede organizarse en distintas configuraciones, siendo las fun-
damentales la unidireccional (maestro-esclavo) y la bidireccional (interacción mutua).
Para tres osciladores bajo una configuración maestro-esclavo, existen dos arreglos po-
sibles: en línea y en anillo. Este trabajo considera cuatro de los seis posibles patrones
de interacción en un arreglo lineal, los cuales se presentan en la figura 2.11. Estos ca-
sos fueron seleccionados por su relevancia en el estudio comparativo de esquemas de
acoplamiento.

En esta sección se estudia la sincronización de los tres sistemas dinámicos utilizados
anteriormente, bajo un arreglo líneal y para los patrones Relay, Competitive y Auxiliar.
El patrón en cadena fue utilizado en la primera parte de este capítulo. Los acoplamientos
usados son el elástico-disipativo y el elástico-giroscópico. Las posiciones de los sistemas
dentro de cada patrón son las mismas a las utilizadas en el capítulo anterior.

Para cada patrón, se presentan el esquema de los acoplamientos, así como los atrac-
tores y series de tiempo resultantes de la sincronización. En general, las constantes de
acoplamiento no tienen que ser las mismas para todos los casos. Sin embargo, calculos
numéricos previos, reportados en [21, 31] y en el capítulo anterior, muestran que con
un valor igual a 200 es suficiente para alcanzar la sincronización cuando esta exista.
Si la sincronización no es posible, la elección de este valor no altera el resultado final
para nuestros fines. Por lo tanto, para todos los cálculos siguientes se fija el valor de la
constante de acoplamiento en 200.

Figura 2.11: Patrones estudiados para tres sistemas acoplados y sus interacciones con
una arreglo lineal y configuración maestro-esclavo. Los colores denotan lo siguiente:
verde para sistemas maestros, naranja para sistemas esclavos y mostaza para sistemas
que interactúan mutuamente.
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2.2.1. Relay

El patrón Relay se caracteriza porque cada sistema interactua como maestro y como
esclavo al mismo tiempo. Bajo este patrón resulta de interés identificar si alguno de los
sistemas exhibe un comportamiento dominante. Los sistemas bajo este patrón, con
acoplamiento elástico-disipativo se observan de la siguiente forma:

VDP-D :

{
ẋ = u+G(y − x),

u̇ = µ1(1− x2)u− (αx+ βx3 + γx5 + δx7) + A1 cos(ω1t) +G(v − u).

D :

{
ẏ = v +G(x− y) +G(z − y),

v̇ = −µ2v − (αy + βy3 + γy5 + δy7) + A2 cos(ω2t) +G(u− v) +G(w − v).

R-D :

{
ż = w +G(y − z),

ẇ = µ3(1− w2)w − (αz + βz3 + γz5 + δz7) + A3 cos(ω3t) +G(v − w).

En las figuras 2.12 y 2.13 se presentan, respectivamente, los espacios fase y las series
de tiempo resultantes de la sincronización bajo este patrón.

(a)

(b) (c)

Figura 2.12: Espacios fases de los atractores caóticos de (a) van der Pol-Duffing; (b)
Duffing; y (c) Rayleigh-Duffing Φ8.
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(a)

(b)

Figura 2.13: Series de tiempo de las posiciones x(t) y(t), z(t) y de las velocidades u(t),
v(t), w(t).
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Para el caso del acoplamiento elástico-giroscópico, los sistemas bajo el mismo patrón
Relay se describen mediante:

VDP-D :

{
ẋ = u+G(y − x),

u̇ = µ1(1− x2)u− (αx+ βx3 + γx5 + δx7) + A1 cos(ω1t) +G(v̇ − u̇).

D :

{
ẏ = v +G(x− y) +G(z − y),

v̇ = −µ2v − (αy + βy3 + γy5 + δy7) + A2 cos(ω2t) +G(u̇− v̇) +G(ẇ − v̇).

R-D :

{
ż = w +G(y − z),

ẇ = µ3(1− w2)w − (αz + βz3 + γz5 + δz7) + A3 cos(ω3t) +G(v̇ − ẇ).

En las figuras 2.14 y 2.15 se presentan, respectivamente, los espacios fase y las series
de tiempo resultantes de la sincronización bajo este patrón.

(a)

(b) (c)

Figura 2.14: Espacios fases de los atractores caóticos de (a) van der Pol-Duffing, (b)
Duffing y (c) Rayleigh-Duffing Φ8.
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(a)

(b)

Figura 2.15: Series de tiempo de las posiciones x(t) y(t), z(t) y de las velocidades u(t),
v(t), w(t).

Al comparar los dos tipos de acoplamiento notamos que los espacios fase y las series
de tiempo son muy parecidas. A pesar de que los espacios fase no coinciden con los
originales, las series de tiempo muestran la existencia de sincronización.
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2.2.2. Competitive

El patrón Competitive se define por la interacción de dos sistemas maestros que in-
fluyen sobre un único esclavo. Los sistemas bajo este patrón, con acoplamiento elástico-
disipativo, se describen de la siguiente forma:

VDP-D :

{
ẋ = u,

u̇ = µ1(1− x2)u− (αx+ βx3 + γx5 + δx7) + A1 cos(ω1t).

D :

{
ẏ = v +G(x− y) +G(z − y),

v̇ = −µ2v − (αy + βy3 + γy5 + δy7) + A2 cos(ω2t) +G(u− v) +G(w − v).

R-D :

{
ż = w,

ẇ = µ3(1− w2)w − (αz + βz3 + γz5 + δz7) + A3 cos(ω3t).

En las figuras 2.16 y 2.17 se presentan, respectivamente, los espacios fase y las series
de tiempo resultantes de la sincronización bajo este patrón.

(a)

(b) (c)

Figura 2.16: Espacios fases de los atractores caóticos de (a) van der Pol-Duffing; (b)
Duffing; y (c) Rayleigh-Duffing Φ8.
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(a)

(b)

Figura 2.17: Series de tiempo de las posiciones x(t) y(t), z(t) y de las velocidades u(t),
v(t), w(t).
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Para el caso del acoplamiento elástico-giroscópico, los sistemas bajo el mismo patrón
Competitive se describen mediante:

VDP-D :

{
ẋ = u,

u̇ = µ1(1− x2)u− (αx+ βx3 + γx5 + δx7) + A1 cos(ω1t).

D :

{
ẏ = v +G(x− y) +G(z − y),

v̇ = −µ2v − (αy + βy3 + γy5 + δy7) + A2 cos(ω2t) +G(u̇− v̇) +G(ẇ − v̇).

R-D :

{
ż = w,

ẇ = µ3(1− w2)w − (αz + βz3 + γz5 + δz7) + A3 cos(ω3t).

En las figuras 2.18 y 2.19 se presentan, respectivamente, los espacios fase y las series
de tiempo resultantes de la sincronización bajo este patrón.

(a)

(b) (c)

Figura 2.18: Espacios fases de los atractores caóticos de (a) van der Pol-Duffing; (b)
Duffing; y (c) Rayleigh-Duffing Φ8.
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(a)

(b)

Figura 2.19: Series de tiempo de las posiciones x(t) y(t), z(t) y de las velocidades u(t),
v(t), w(t).

Las series de tiempo arrojan la falta de sincronización en este patron. Sin importar
el acoplamiento usado no se alcanza sincronización en ningún canal.
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2.2.3. Auxiliar

A diferencia del patrón Competitive, en el patrón Auxiliar un único sistema maestro
interactúa con dos esclavos. Los sistemas bajo este patrón, con acoplamiento elástico-
disipativo, se describen mediante:

VDP-D :

{
ẋ = u+G(y − x),

u̇ = µ1(1− x2)u− (αx+ βx3 + γx5 + δx7) + A1 cos(ω1t) +G(v − u).

D :

{
ẏ = v,

v̇ = −µ2v − (αy + βy3 + γy5 + δy7) + A2 cos(ω2t).

R-D :

{
ż = w +G(y − z),

ẇ = µ3(1− w2)w − (αz + βz3 + γz5 + δz7) + A3 cos(ω3t) +G(v − w).

En las figuras 2.20 y 2.21 se presentan, respectivamente, los espacios fase y las series
de tiempo resultantes de la sincronización bajo este patrón.

(a)

(b) (c)

Figura 2.20: Espacios fases de los atractores caóticos de (a) van der Pol-Duffing; (b)
Duffing; y (c) Rayleigh-Duffing Φ8.
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(a)

(b)

Figura 2.21: Series de tiempo de las posiciones x(t) y(t), z(t) y de las velocidades u(t),
v(t), w(t).
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Para el caso del acoplamiento elástico-giroscópico, los sistemas bajo este mismo
patrón se describen mediante:

VDP-D :

{
ẋ = u+G(y − x),

u̇ = µ1(1− x2)u− (αx+ βx3 + γx5 + δx7) + A1 cos(ω1t) +G(v̇ − u̇).

D :

{
ẏ = v,

v̇ = −µ2v − (αy + βy3 + γy5 + δy7) + A2 cos(ω2t).

R-D :

{
ż = w +G(y − z),

ẇ = µ3(1− w2)w − (αz + βz3 + γz5 + δz7) + A3 cos(ω3t) +G(v̇ − ẇ).

En las figuras 2.22 y 2.23 se presentan, respectivamente, los espacios fase y las series
de tiempo resultantes de la sincronización bajo este patrón.

(a)

(b) (c)

Figura 2.22: Espacios fases de los atractores caóticos de (a) van der Pol-Duffing; (b)
Duffing; y (c) Rayleigh-Duffing Φ8.
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(a)

(b)

Figura 2.23: Series de tiempo de las posiciones x(t) y(t), z(t) y de las velocidades u(t),
v(t), w(t).

Bajo este patron se observa que existe sincronización sin importar el tipo de acopla-
miento. Las series de tiempo de las posiciones son practicamente las mismas para los dos
acoplamientos usados. En el caso de la velocidad, se aprecia un ligero desplazamiento
en algunas zonas.

2.2.4. Conclusiones

En esta sección se estudió la sincronización de tres sistemas caóticos con potencial
Φ8 bajo distintos patrones de acoplamiento en una configuración lineal. Se evaluaron
los patrones Relay, Competitive y Auxiliar utilizando acoplamientos elástico-disipativo
y elástico-giroscópico.

Patrón Relay: Se logró sincronización con ambos tipos de acoplamiento. Los
espacios fase y series de tiempo resultantes son cualitativamente idénticos, mos-
trando que la dinámica sincronizada es independiente del acoplamiento utilizado,
aunque difiere de la dinámica de los sistemas aislados.
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Patrón Competitive: Este es el único patrón donde no se alcanzó la sincroniza-
ción en ningún canal (posición o velocidad), independientemente del acoplamiento
empleado. La estructura de interacción, donde dos maestros compiten por influir
en un único esclavo, parece impedir el ajuste coordinado necesario para la sincro-
nización.

Patrón Auxiliar: Se observó sincronización exitosa con ambos acoplamientos.
Las series de tiempo de las posiciones son prácticamente indistinguibles. Para las
velocidades, se aprecia una ligera discrepancia local en los máximos y mínimos,
siendo esta ligeramente menor en el caso del acoplamiento elástico-giroscópico.

En conclusión, la posibilidad de sincronización en este arreglo de tres sistemas, está
determinada principalmente por el tipo de interacción caracteristico de cada patrón
(Relay y Auxiliar la permiten, Competitive no), y no por el tipo específico de aco-
plamiento (elástico-disipativo o elástico-giroscópico) utilizado. Para los casos exitosos,
ambos acoplamientos muestran un desempeño equivalente, lo que sugiere que la elección
entre uno y otro puede basarse en consideraciones prácticas o de implementación física,
sin afectar el resultado de sincronización.



Capítulo 3

Estudio numérico y analítico de la
sincronización entre dos sistemas no
lineales diferentes con potencial Φ8

Un fenómeno interesante que ocurre en la sincronización clásica maestro-esclavo
en el límite de acoplamiento fuerte1 es el desplazamiento vertical entre las soluciones
numéricas de los sistemas maestro y esclavo. De hecho, en el caso de los sistemas Φ6

van der Pol y Duffing este fenómeno ha sido reportado [21]. Una pregunta importante
es si esto es un problema de aproximación numérica o el resultado de tomar series de
tiempo no suficientemente largas o el resultado de algo más aún no considerado.

En este capítulo estudiamos la sincronización de los sistemas van der Pol y Duf-
fing dotados de un potencial Φ8 con cuatro pozos utilizando primero un acoplamiento
giroscópico y luego un acoplamiento combinado (elástico-giroscópico). A diferencia del
Capítulo 2, aquí se realiza un análisis detallado de los acoplamientos empleados, pre-
sentando gráficas de error y seleccionando las constantes de acoplamiento de manera
adecuada con base en dichas gráficas. Se encuentran soluciones numéricas para atracto-
res de cada sistema. Los resultados principales y conclusiones en este capítulo han sido
publicados en [33].

El objetivo principal de este capítulo es proporcionar una comprensión del fenó-
meno de desplazamiento vertical observado en el Capítulo 2.1. Para ello, aplicamos el
método de perturbación para encontrar soluciones analíticas aproximadas del sistema
esclavo simulando soluciones numéricas proporcionadas por el sistema maestro. Este
enfoque nos permite analizar sistemáticamente el origen y comportamiento del despla-
zamiento vertical. Para este análisis, se utiliza una función cuasiperiódica debido a su
comportamiento y su relación con sistemas caóticos. Recientemente, el uso de funciones
cuasiperiódicas en la sincronización de oscilaciones cuasiperiódicas fue estudiado [47].
También en [48], se propone un nuevo sistema caótico forzado cuasiperiódico, donde se
estudiaron esquemas de acoplamiento bidireccional y unidireccional entre dos de tales
sistemas caóticos.

1El acoplamiento fuerte ocurre cuando las constantes de acoplamiento son mucho mayores que los
valores de los demás parámetros del sistema.

42
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3.1. Estudio numérico
La evolución de los sistemas VDP-D y D para el caso del potencial Φ8 con cuatro

pozos se describe individualmente mediante las siguientes ecuaciones:

VDP-D :

{
ẋ = u,

u̇ = µ1(1− x2)u− (αx+ βx3 + γx5 + δx7) + A1 cos(ω1t),
(3.1)

D :

{
ẏ = v,

v̇ = −µ2v − (αy + βy3 + γy5 + δy7) + A2 cos(ω2t),
(3.2)

donde las variables x, y, los parámetros del potencial y las condiciones iniciales son
idénticos a los definidos en el Capítulo 2. Los atractores correspondientes se muestran
en la figura 3.1.

(a) (b)

Figura 3.1: Espacios fase de los atractores caóticos de (a) van der Pol-Duffing y (b)
Duffing con un potencial de cuatro pozos.

3.1.1. Acoplamiento giroscópico

Para estudiar la sincronización entre los sistemas, consideramos primero el acopla-
miento giroscópico en la configuración clásica maestro-esclavo. Los sistemas se presentan
como:

Maestro :

{
ẋ = u,

u̇ = µ1(1− x2)u− (αx+ βx3 + γx5 + δx7) + A1 cos(ω1t),
(3.3)

Esclavo :

{
ẏ = v,

v̇ = −µ2v − (αy + βy3 + γy5 + δy7) + A2 cos(ω2t) +Kg (u̇− v̇),
(3.4)
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donde el sistema van der Pol-Duffing actúa como maestro, el sistema de Duffing actúa
como esclavo y Kg es la constante de acoplamiento giroscópico.

El problema de sincronización se reduce a encontrar un valor (o rango) de la constan-
te de acoplamiento para el cual el sistema esclavo se comporta como el sistema maestro.
Por lo tanto, estamos interesados en la evolución del sistema esclavo en función de la
constante de acoplamiento Kg. Cuando se logra sincronización completa, las solucio-
nes de los sistemas son idénticas, lo cual puede representarse mediante las siguientes
funciones de error:

ĺım
t→∞

|x(t)− y(t)| = 0, ĺım
t→∞

|u(t)− v(t)| = 0. (3.5)

Cuando solo una de las condiciones en (3.5) se satisface, ya sea posición o velocidad,
ocurre sincronización parcial. Existen otros tipos de sincronización como sincroniza-
ción por desplazamiento vertical, sincronización con retardo y sincronización anticipada
[17, 21, 49, 50, 51]. Las gráficas de las funciones de error para el acoplamiento giros-
cópico se muestran en figura 3.2. Nótese que para valores grandes de la constante de
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Figura 3.2: Las funciones de error de (a) posición y (b) velocidad, ambas en función del
parámetro Kg.

acoplamiento, mayores a 400, las funciones de error decrecen. Para nuestros cálculos
tomamos Kg = 500, que es al menos dos órdenes de magnitud mayor que los otros pa-
rámetros involucrados. Las gráficas del espacio fase de los sistemas acoplados, así como
las series de tiempo para las posiciones y velocidades, se muestran en las figuras 3.3, 3.4
y 3.5 respectivamente. En la figura 3.4, notamos que no hay sincronización completa
ya que, en el caso de la función de error para la posición, aparece una línea más gruesa,
lo cual significa que las series de tiempo correspondientes no coinciden exactamente,
como puede apreciarse en la figura 3.5 (a). Por otro lado, la función de error correspon-
diente a la velocidad indica que sí hay sincronización, ya que la línea correspondiente
es más delgada que en el caso anterior y las series de tiempo para las variables u y v
parecen coincidir mejor, como se muestra en la figura 3.5 (b), donde podría apreciarse
una desviación muy ligera en los máximos o mínimos de la función. Por lo tanto, para
este caso de acoplamiento giroscópico, se logra sincronización parcial.
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(a) (b)

Figura 3.3: Espacios fase de los sistemas (a) van der Pol-Duffing y (b) Duffing acoplado.

(a) (b)

Figura 3.4: Proyecciones en los planos (a) (x, y) y (b) (u, v).
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(a)

(b)

Figura 3.5: Series de tiempo de las soluciones (a) x(t), y(t) y (b) u(t), v(t).
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3.1.2. Acoplamiento elástico-giroscópico

Ocasionalmente, es imposible encontrar una constante de acoplamiento tal que los
sistemas se sincronicen, incluso en el caso de acoplamiento fuerte, en nuestro caso para
K ≫ 0. Para ciertos casos, la sincronización se logra en solo un canal, ya sea en el
canal de posición o en el canal de velocidad [52], como ocurre en el caso del acoplamien-
to giroscópico discutido anteriormente. En [53], se utilizó un acoplamiento combinado
elástico-disipativo para el estudio, lo cual evita el inconveniente de la sincronización en
un solo canal. En esta sección analizamos la sincronización utilizando un acoplamiento
combinado elástico-giroscópico. La evolución de este sistema se rige por las ecuaciones

Maestro :

{
ẋ = u,

u̇ = µ1(1− x2)u− (αx+ βx3 + γx5 + δx7) + A1 cos(ω1t),
(3.6)

Esclavo :

{
ẏ = v +Ke (x− y),

v̇ = −µ2v − (αy + βy3 + γy5 + δy7) + A2 cos(ω2t) +Kg (u̇− v̇),
(3.7)

donde Ke y Kg representan las constantes del acoplamiento elástico y giroscópico, res-
pectivamente. Las gráficas de las funciones de error se presentan en las figuras 3.6 y
3.7. En la figura 3.6, la función de error tiende a cero conforme Kg aumenta, siendo
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Figura 3.6: Funciones de error con Ke = 200: (a) en la posición y (b) en la velocidad,
ambas en función del parámetro Kg.

este comportamiento más rápido en la función de error de posición. El mismo fenómeno
se presenta en la figura 3.7, incluso más acentuado para el caso de la velocidad. Esto
indica que la sincronización se alcanza rápidamente.

3.2. Solución analítica
En esta sección, calculamos una solución analítica para el sistema esclavo y la compa-

ramos con los resultados numéricos en el límite de acoplamiento fuerte, es decir, cuando
Kg y Ke son mucho mayores que los valores de los otros parámetros. Para hacer esto,
comenzamos escribiendo el sistema esclavo con el acoplamiento elástico-giroscópico en
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Figura 3.7: Funciones de error con Kg = 500: (a) en posición y (b) en velocidad, ambas
en función del parámetro Ke.

la Ec. (3.7) de la forma:

ÿ + ẏ

(
Ke(1 +Kg) + µ2

1 +Kg

)
+ y

(
µ2Ke + α

1 +Kg

)
+

βy3 + γy5 + δy7

1 +Kg

= ẍ

(
Kg

1 +Kg

)
+ ẋKe + x

(
µ2Ke

1 +Kg

)
,

(3.8)

la cual se obtiene eliminando u, v, u̇ y v̇ en esa ecuación. La Ec. (3.8) es útil ya que para
la variable y representa un oscilador armónico amortiguado con una perturbación no
lineal, mientras que el lado derecho de esta ecuación es el forzamiento debido al sistema
maestro que también representa un oscilador armónico. Ahora, el punto no es determi-
nar la solución x(t) dado que permanece desconocida, sino tener una mejor comprensión
del desplazamiento vertical que ocurre en las soluciones numéricas, como el mostrado
en la figura 3.5. Este fenómeno fue notado previamente en el oscilador Duffing-van der
Pol con potencial asimétrico [21]. Independientemente de la función x(t) proporcionada
por el sistema maestro, podemos probar diferentes funciones que no necesariamente
correspondan a la solución del sistema maestro, sin embargo estas funciones ilustran el
desplazamiento vertical. Para hacer esto, usemos primero una función cuasiperiódica y
luego una aproximación de la solución de ciclo límite del sistema de van der Pol [54]
para encontrar la solución y(t) usando el método de perturbación.

El método de perturbación es una técnica utilizada para obtener soluciones de ecua-
ciones que no pueden resolverse analíticamente a priori [55]. Dado que términos como

β
1+Kg

≪ 1, los términos no lineales en la Ec. (3.8) pueden tratarse como términos pertur-
bativos. Así, podemos expandir en términos del parámetro perturbativo ε las variables
en la Ec. (3.8) como

y = y(0) + εy(1) + ε2y(2) + ...

β = εβ(0) + ε2β(1) + ε3β(2) + ...

γ = εγ(0) + ε2γ(1) + ε3γ(2) + ...

δ = εδ(0) + ε2δ(1) + ε3δ(2) + ...

(3.9)

los cuales, junto con la función seleccionada x(t), se sustituyen en (3.8) para obtener
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las siguientes dos ecuaciones hasta primer orden:

ÿ(0) + ẏ(0)
(
Ke(1 +Kg) + µ2

1 +Kg

)
+ y(0)

(
µ2Ke + α

1 +Kg

)
= F0(t), (3.10)

ÿ(1) + ẏ(1)
(
Ke(1 +Kg) + µ2

1 +Kg

)
+ y(1)

(
µ2Ke + α

1 +Kg

)
= −β(0)(y(0))3 + γ(0)(y(0))5 + δ(0)(y(0))7

1 +Kg

. (3.11)

donde F0(t) es la señal proporcionada por el sistema maestro y depende de x(t). Nótese
que la ecuación de orden cero dada en (3.10) representa un oscilador armónico forzado.
La solución aproximada consiste en la suma de la solución de orden cero y(0)(t) y la
solución de primer orden y(1)(t):

y(t) ≈ y(0)(t) + y(1)(t) =
[
y
(0)
h (t) + y(0)p (t)

]
+
[
y
(1)
h (t) + y(1)p (t)

]
, (3.12)

donde los subíndices h y p denotan las soluciones homogénea y particular. Posterior-
mente, las soluciones de (3.10) y (3.11) se determinan para las funciones seleccionadas
x(t). Como primera instancia para describir el desplazamiento vertical usamos una fun-
ción cuasiperiódica. Recordemos que una función cuasiperiódica es una función continua
que puede escribirse como una suma finita de funciones con períodos inconmensurables
[56, 57], un ejemplo de este tipo de función es

x1(t) = A sin(ωp t) +B cos(ωq t), (3.13)

donde las frecuencias ωp y ωq son inconmensurables, es decir ωp

ωq
̸= n

m
siendo n,m

enteros. De aquí en adelante y por simplicidad, la función anterior se usará con los
valores A = B = 1, ωp =

√
5 y ωq =

√
11. En este caso la función F0(t) relacionada con

x1(t) está dada por:

F0(t) = −
(

1

1 +Kg

)
(cos(ωpt) [−Keωp (1 +Kg)] + sin(ωpt)

[
Kgω

2
p −Keµ2

]
+ cos(ωqt)

[
Kgω

2
q −Keµ2

]
+ sin(ωqt) [Keωq (1 +Kg)]

)
. (3.14)

En la figura 3.8 se muestran las soluciones numéricas y analíticas aproximadas junto
con la función cuasiperiódica para diferentes rangos de tiempo empleados en este caso.
Las condiciones iniciales para la solución numérica son y(0) = ẏ(0) = 0.

Es notable que el desplazamiento vertical que aparece en la figura 3.8 (b) tiende
a desaparecer para tiempos más grandes, como puede apreciarse en la figura 3.8 (c).
Este comportamiento se describe mejor en la figura 3.9, donde la diferencia entre las
funciones tiende a cero conforme el tiempo crece. Para el siguiente caso, la aproximación
a primer orden en teoría de perturbación de las soluciones al ciclo límite del sistema de
van der Pol es [54]:

x2(t) = 2 cos(t) + λ

(
3

4
sin(t)− 1

4
sin(3t)

)
, (3.15)

donde λ representa el amortiguamiento no lineal. Para este caso

F0(t) = − 1

4(1 +Kg)

(
s1 cos(t) + s2 cos(3t) + s3 sin(t) + s4 sin(3t)

)
, (3.16)
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(a)

(b)

(c)

Figura 3.8: Gráfica de series de tiempo para la función cuasiperiódica (azul), la solución
numérica (negro) y la solución analítica aproximada (rojo) en diferentes rangos de
tiempo. Nótese que las soluciones numérica y analítica están empalmadas.

con

s1 = (8Kg − 8Keµ2 − 3Keλ− 3KeKgλ), (3.17)
s2 = (3Keλ+ 3KeKgλ), (3.18)
s3 = (8Ke + 8KeKg + 3Kgλ− 3Keµ2λ), (3.19)
s4 = (−9Kgλ+Keµ2λ). (3.20)



CAPÍTULO 3. ESTUDIO NUMÉRICO Y ANALÍTICO 51

(a)

Figura 3.9: Gráficas de las diferencias: entre la función cuasiperiódica y la solución
analítica aproximada (azul), entre la función cuasiperiódica y la solución numérica
(negro), y entre la solución analítica aproximada y la solución numérica (rojo).

Análogo al primer caso, en la figura 3.10 se muestran las soluciones numéricas y ana-
líticas aproximadas junto con la solución al ciclo límite. Nuevamente, las condiciones
iniciales para la solución numérica son y(0) = ẏ(0) = 0.

En estas gráficas puede observarse el desplazamiento vertical en las soluciones co-
rrespondientes para diferentes series de tiempo. Este fenómeno se aprecia mejor para
tiempos suficientemente grandes, como puede observarse en las figuras 3.8 (c) y 3.10
(c). Nótese que conforme el tiempo crece, las diferencias entre las soluciones numéricas
y analíticas tienden a cero, lo que indica que esto es más bien una cuestión de conver-
gencia asintótica. Esto se ilustra en las figuras 3.9 y 3.11 para tiempos suficientemente
grandes.

En algunas de las figuras anteriores se observa un segmento de recta vertical en las
cercanías de t = 0. Este comportamiento se debe a que las soluciones numéricas parten
de condiciones iniciales nulas en t = 0, mientras que las otras funciones toman valores
distintos en ese mismo instante. En la figura 3.9, la solución analítica es aproximada-
mente igual a uno, y en la figura 3.11, la solución al ciclo límite es igual a dos. En las
figuras 3.8 (a) y 3.10 (a), la recta vertical de la solución analítica se explica mediante
la parte homogénea de la solución, la cual, para t < 0, tiende a valores que crecen
rápidamente. Además, dado que la solución numérica no está definida para t < 0, el
software emplea un recurso numérico para graficar donde no está definida la función.
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(a)

(b)

(c)

Figura 3.10: Gráfica de la solución al ciclo límite (azul), la solución numérica (negro) y
la solución analítica aproximada (rojo) en diferentes rangos de tiempo.
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(a)

Figura 3.11: Gráficas de las diferencias: entre la solución de ciclo límite y la solución
analítica aproximada (azul), entre la solución al ciclo límite y la solución numérica
(negro), y entre la solución analítica aproximada y la solución numérica (rojo).
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3.3. Conclusiones
En este capítulo se han estudiado los sistemas van der Pol y Duffing con un potencial

Φ8. Para el caso de cuatro pozos, estudiamos la sincronización clásica maestro-esclavo
para diferentes valores del acoplamiento. Para el acoplamiento giroscópico, las gráfi-
cas de error muestran que ocurre sincronización parcial para un valor de 500 o valores
mayores del acoplamiento. En el plano (x, y) aparece una línea gruesa a 45o indicando
que no se logra sincronización completa. En comparación, el acoplamiento combinado
muestra sincronización tanto en los planos (x, y) como en (u, v), confirmando que es-
te acoplamiento es más efectivo que el acoplamiento giroscópico. Continuando con el
acoplamiento combinado, mediante el método de perturbación, se calculó una solución
aproximada para el sistema esclavo. Comparando la solución aproximada con la solución
numérica, ambas muestran el mismo comportamiento, excepto por un pequeño despla-
zamiento vertical que desaparece conforme el tiempo se vuelve suficientemente grande.
Así, el fenómeno de desplazamiento vertical resulta ser un problema de comportamiento
asintótico.



Capítulo 4

Resumen de resultados y conclusiones

En esta tesis doctoral se estudió la sincronización de sistemas dinámicos no lineales
con potenciales polinomiales de orden superior, en particular el potencial Φ8, bajo una
configuración maestro-esclavo.

Se obtuvo la clasificación del potencial simétrico Φ8, estableciendo las condiciones
algebraicas para que presente distintas configuraciones. Esta caracterización constituye
la base teórica fundamental para los estudios numéricos posteriores.

Se compararon cuatro esquemas de acoplamiento, donde se mostró que la sincroni-
zación completa se logra de manera más eficaz con acoplamientos combinados y que su
viabilidad depende del patrón de interacción utilizado.

El fenómeno de desplazamiento vertical, previamente reportado sin explicación ana-
lítica, fue analizado mediante el método de perturbación. Se obtuvieron soluciones analí-
ticas que revelaron su naturaleza transitoria, descartando que fuera un error del método
numérico. La metodología desarrollada representa la contribución principal y sienta las
bases para estudiar otros tipos de sincronización compleja.

En conjunto, este trabajo aporta herramientas analíticas y resultados prácticos para
el diseño y control de osciladores no lineales acoplados, estableciendo una base sólida
para futuras investigaciones en sincronización de sistemas caóticos.
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