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INTRODUCCIÓN

Uno de los pilares de la cosmoloǵıa moderna es la teoŕıa inflacionaria del
universo. Hasta finales de los 70’s el modelo cosmológico estándar era el
modelo de la gran explosión. Sin embargo este modelo no pod́ıa explicar,
entre otras cosas, el origen de la estructura en el universo. Una solución
que se dió a este problema fue incluir en el modelo cosmológico estándar un
peŕıodo de expansión acelerada superlumı́nica en el universo temprano llama-
do inflación. El primer modelo inflacionario fue propuesto por Starobinsky
[1]. Posteriormente Guth [2] propuso el modelo conocido actualmente como
“inflación vieja”. Sin embargo, ninguno de estos modelos estaba libre de
problemas. Aśı, en los 80’s Linde propone el modelo conocido como inflación
caótica [3, 4] que ha sido la base de un gran número de modelos inflacionarios
con los que se cuenta en la actualidad. La teoŕıa inflacionaria del universo nos
brinda un mecanismo f́ısico para la generación de fluctuaciones primordiales
en la densidad de enerǵıa de una manera consistente. Estas fluctuaciones son
estudiadas en el marco de la teoŕıa relativista de perturbaciones cosmológicas.
Haciendo uso de esta teoŕıa es posible describir el proceso de formación de
estructura en el universo temprano [5]. Además es indispensable relacionar
las predicciones de los escenarios inflacionarios con las evidencias observacio-
nales más recientes, basadas principalmente en las anisotroṕıas del fondo de
radiación cósmica (CMBR). En los modelos inflacionarios con mayor grado
de aceptación, la dinámica es descrita por un campo escalar llamado inflatón
que consta una componente homogénea y otra inhomogénea. La componente
homogénea es interpretada como un campo clásico que controla la expansión
del universo, mientras que la componente inhomogńea es responsable de las
fluctuciones cuánticas del inflatón que originan las fluctuaciones primordiales
en la densidad de enerǵıa.

En la actualidad las teoŕıas f́ısicas en más de cuatro dimensiones son
acreedoras de gran interés por parte de la comunidad cient́ıfica. Hasta el
verano de 2005 una gran cantidad de articulos sobre dimensiones extra ex-
tendidas [6], dimensiones extra torcidas [7] y dimensiones extra universales
[8], han sido publicados y citados. El estudio de modelos que involucran
dimensiones extra son principalmente motivados por teoŕıas que tratan de
incorporar la gravedad y las interacciones de norma de una manera consis-
tente y en un sólo contexto. Algunas de estas teoŕıas son la teoŕıa de cuerdas
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y su extensión la teoŕıa M, aśı como la teoŕıa de n-branas. La idea de dimen-
siones extra en f́ısica fue propuesta inicialmente por Gunnar Nordström en
1914 [9] y posteriormente por Kaluza en 1921 [10] y Klein en 1926 [11]. Su
idea básicamente era unificar gravedad con electromagnetismo mediante la
introducción de una coordenada extra. Desde entonces hasta la actualidad
la posible existencia de dimensiones extra ha tenido gran motivación y se
han hecho varios intentos por incorporar la gravedad con las interacciones de
norma en un esquema único.

Por su parte la cosmoloǵıa también se ha visto impactada por las teoŕıas
en más de cuatro dimensiones. En la actualidad una de las teoŕıas en más
de cuatro dimensiones con gran impacto en cosmoloǵıa es el mundo brana.
En este escenario la pregunta acerca de cuán grandes deben ser las dimen-
siones extra de tal manera que sus implicaciones no entren en conflicto con
las evidencias observacionales es de gran relevancia. Sin embargo, para mu-
chos investigadores una pregunta aun más interesante es si las dimensiones
extra se manifiestan de alguna manera. En el escenario de los mundos brana
la materia se localiza sobre una hipersuperficie llamada brana, embebida en
un espacio-tiempo de dimensión mayor denominado bulto [12]. La principal
motivación de este tipo de modelos proviene de las teoŕıas de cuerdas y de su
extensión la teoŕıa M. La propuesta de gran interés de estos escenarios sobre
cosmoloǵıa es que nuestro universo puede ser un objeto tipo brana donde las
part́ıculas elementales son confinadas sobre una brana y solo la gravedad y
otros tipos de materia exótica como algunos campos escalares tales como el
dilatón, pueden propagarse a través del bulto. En las cosmoloǵıas del mun-
do brana las ecuaciones de Friedmann resultan modificadas, y en particular
cuando se considera un modelo pentadimensional la materia es descrita por
un campo escalar confinado a la brana y la gravedad se propaga a través del
bulto. Algunos de los modelos mundo brana más simples fueron los propues-
tos por Randall y Sundrum [7, 13].

Otra teoŕıa de gran relevancia en el contexto de los modelos cosmológicos
en más de cuatro dimensiones y sobre la cual se basa esta tesis es la teoŕıa
espacio-tiempo-materia también conocida como teoŕıa de materia inducida.
Esta teoŕıa pentadimensional, desarrollada en los 90’s por Paul S. Wesson, J.
Ponce de León y colaboradores, puede pensarse como una teoŕıa de Kaluza-
Klein no compacta debido a que la quinta dimensión es extendida. Sus crea-
dores, basados en el teorema de Campbell-Magaard mostraron que es posible
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interpretar las propiedades clásicas de la materia tetradimensional como re-
sultado de la geometŕıa riemanniana puramente pentadimensional. Todo
esto permitiendo que los campos f́ısicos dependan libremente de la quinta
dimensión y sin hacer ninguna suposición acerca de la topoloǵıa de la mis-
ma. En otras palabras, en la teoŕıa espacio-tiempo-materia las ecuaciones de
campo tetradimensionales con fuentes pueden ser localmente embebidas en
ecuaciones de campo pentadimensionales sin fuentes [14]. En este escenario
existe una clase de modelos cosmológicos pentadimensionales que se reducen
a los usuales tetradimensionales (los del tipo Friedmann-Robertson-Walker)
sobre hipersuperficies tetradimensionales mediante la foliación de la coorde-
nada extra. En la presente tesis desarrollamos algunos formalismos usando
las ideas de la teoŕıa de materia inducida que nos permitirán estudiar cosmo-
loǵıa inflacionaria en el marco de una teoŕıa de Kaluza Klein no compacta
desde un vaćıo aparente pentadimensional. Para ello hemos preparado la
tesis con la estructura descrita a continuación.

En el primer caṕıtulo establecemos los elementos básicos de la teoŕıa de
la relatividad general y del modelo cosmológico estándar. Aśı mismo estu-
diamos la dinámica inflacionaria estándar tetradimensional. En el segundo
caṕıtulo estudiamos la teoŕıa de Kaluza Klein t́ıpica. Además enunciamos
el teorema de Campbell-Magaard y estudiamos los elementos básicos de la
teoŕıa espacio-tiempo-materia enfocándonos en el escenario cosmológico. En
el tercer caṕıtulo establecemos un formalismo pentadimensional que nos per-
mitirá describir el peŕıodo inflacionario del universo desde un vaćıo aparente
pentadimensional. En este formalismo el potencial inflacionario tetradimen-
sional es inducido geométricamente y la condición de rodadura lenta se satis-
face de manera natural. En el cuarto caṕıtulo desarrollamos un tratamiento
estocástico pentadimensional que permite describir la era inflacionaria me-
diante un campo de grano grueso y otro de grano fino. Por simplicidad se
estudia el caso de una expansión de De-Sitter sin que esto afecte la gene-
ralidad del formalismo. En el quinto caṕıtulo estudiamos inflación de De-
Sitter efectiva tetradimensional desde un vaćıo aparente pentadimensional
tomando en cuenta fluctuaciones escalares de la métrica invariantes de nor-
ma. Como veremos en este caṕıtulo, el espectro de estas fluctuaciones tiene
dependencia de la quinta dimensión. En el sexto caṕıtulo desarrollamos un
formalismo inflacionario desde un vaćıo aparente pentadimensional en donde
la materia efectiva tetradimensional y los campos electromagnéticos efecti-
vos tetradimensionales son descritos de manera unificada y geométrica. Este
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formalismo permite explicar tanto las semillas de materia como las de los
campos magnéticos cosmológicos, al final de inflación. Una estimación del
valor de esos campos magnéticos semilla en la actualidad es incluida. El
séptimo y último caṕıtulo es dejado para las conclusiones y comentarios fi-
nales. Finalmente, se anexa un apéndice con la demostración del teorema de
Campbell-Magaard.
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1. EL MODELO COSMOLÓGICO ESTÁNDAR Y LAS
TEORÍAS INFLACIONARIAS 4D

1.1 Introducción

La Cosmoloǵıa moderna es una ciencia multidisciplinaria considerada como
una ĺınea de investigación de actualidad. Esta ciencia requiere del apoyo,
entre otras, de la Teoŕıa Cuántica de Campos, la F́ısica de Part́ıculas, la
Termodinámica, la F́ısica Estad́ıstica, e inclusive de las teoŕıas modernas
más exóticas como las teoŕıas de Supercuerdas y teoŕıas de Branas.

Una gran cantidad de modelos cosmológicos están basados en la teoŕıa de
la relatividad general (TRG), introducida por Albert Einstein en 1916. Los
modelos cosmológicos de vanguardia como los soportados por las teoŕıas de
branas, las teoŕıas de Kaluza Klein y algunas otras teoŕıas en más de cuatro
dimensiones, basan su formalismo en la TRG. Más aun, existen teoŕıas en
menos de cuatro dimensiones conocidas como teoŕıas en el plano, como por
ejemplo gravedad 1+1 cuya estructura fundamental es la de la TRG. Sin du-
da alguna, la TRG es una herramienta indispensable que permite el acceso
a importantes disciplinas entre ellas la de nuestro interés en esta tesis, la
cosmoloǵıa.

Dada la imposibilidad de experimentar con nuestro universo, y aunado a
esto el hecho de que sólo se cuenta con algunos datos observacionales, hacen
que la construcción de modelos que describan su dinámica, sea una tarea por
demás complicada. La existencia de estas evidencias observacionales permi-
te llevar a cabo el contraste con las predicciones de los diferentes modelos
teóricos dando como resultado una idea más precisa del origen y evolución
del universo.

El modelo Cosmológico Estándar es el que en la actualidad se ha visto
más favorecido con las recientes generaciones de datos observacionales. Sin
embargo, no está libre de problemas. Hasta finales de la década de los 70’s,



el Modelo Cosmológico Estándar no pod́ıa explicar entre otras cosas, la ho-
mogeneidad e isotroṕıa a gran escala detectadas en la radiación cósmica de
fondo, y mucho menos las pequeñas desviaciones de ésta a escalas angula-
res menores a 1◦ de arco. Los problemas del modelo cosmológico estándar
tuvieron una solución con la aparición en la decada de los 80’s de la teoŕıa
inflacionaria. La teoŕıa Inflacionaria surgió como un intento por resolver
algunos de los problemas del modelo cosmológico estándar provocados por
antiguas reliquias predichas genéricamente por modelos de altas enerǵıas, ta-
les como la creación de monopolos magnéticos. Posteriormente resultó que
inflación resolv́ıa algunos enigmas adicionales del modelo cosmológico, tales
como la generación de perturbaciones cosmológicas y el problema de planari-
dad. Esta faceta de la teoŕıa estableció las sólidas bases que la han sustentado
desde hace aproximadamente 25 años. Desde esa época hasta la actualidad
la teoŕıa no solamente ha sobrevivido, sino que se ha mantenido en una po-
sición bastante fuerte gracias a que las llamadas teoŕıas competidoras han
sido abatidas por las evidencias observacionales, mismas que han fortalecido
y favorecido a la teoŕıa inflacionaria.
Actualmente cuando se habla del Modelo Cosmológico Estándar se hace re-
ferencia al modelo cosmológico que resulta de la unión de la antigua Teoŕıa
de la Gran Explosión y la Teoŕıa Inflacionaria actuando ésta como un su-
plemento. En la siguiente sección estudiaremos los elementos básicos de la
TRG que nos permitan sentar las bases para abordar el modelo cosmológico
estándar.

1.2 Elementos Sobre Relatividad General.

La teoŕıa de la Relatividad General es, en términos simples, un modelo gra-
vitacional en donde la gravedad se manifiesta como la curvatura del espacio-
tiempo. El espacio-tiempo (M, g) es definido en este contexto como una
variedad Riemanniana anaĺıtica 4-dimensional M dotada con una métrica
lorentziana g. Detalles sobre estos conceptos pueden encontrarse en libros
estándar sobre relatividad general [15]-[17].

En el contexto de la teoŕıa de la relatividad general la geometŕıa del
espacio-tiempo se define a través de una métrica, que en teoŕıas de gravitación
se representa por un tensor simétrico de segundo orden, cuyas componentes
covariantes en un sistema de coordenadas {xμ} (μ = 0, 1, 2, 3) se denotan
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por gμν . El cuadrado de la distancia entre dos puntos vecinos situados en el
espacio-tiempo es dado por el elemento diferencial de longitud

ds2 = gμνdxμdxν . (1.1)

Bajo una transformación general de coordenadas xμ −→ x̃μ, las nuevas com-
ponentes de la métrica se obtienen usando la expresión

g̃μν =
∂xρ

∂x̃μ

∂xσ

∂x̃ν
gρσ. (1.2)

Es posible definir una derivada covariante asociada a esta métrica, que deno-
taremos por ∇μ y cuya acción sobre un tensor mixto de segundo orden está
dada por

∇λT
μ

ν = ∂λT
μ

ν + Γμ
λσT

σ
ν − Γσ

λνT
μ

σ, (1.3)

siendo las funciones Γμ
να las conexiones af́ınes definidas en (M, g) [18]. Sin

embargo, puede probarse que si una variedad M posee una métrica g, enton-
ces existe una única conexión simétrica Γμ

λσ llamada conexión de Christoffel
o Śımbolos de Christoffel, definidos como

Γλ
μν =

1

2
gλσ (∂μgσν + ∂νgμσ − ∂σgμν) , (1.4)

donde la notación gμν corresponde a las componentes contravariantes del
tensor métrico g, y satisfacen gμσg

σν = δν
μ. Es conveniente aclarar que los

śımbolos de Christoffel no son tensores, pues no se transforman como tales.

La curvatura del espacio-tiempo es determinada por el “Tensor de Rie-
mann”, cuyas componentes pueden expresarse en términos de los śımbolos
de Christoffel de acuerdo a

Rλμν
σ = ∂μΓρ

λν − ∂λΓ
ρ

μν + Γσ
λνΓ

ρ
σμ − Γσ

μνΓ
ρ

σλ, (1.5)

con ∂μ = ∂
∂xμ . A partir de una contracción del tensor de Riemman se cons-

truye el tensor de Ricci Rμν , cuyas componentes covariantes se definen por

Rμν = Rμσν
σ. (1.6)

La traza del tensor de Ricci define a la curvatura escalar R, dada por

R = gμνRμν . (1.7)
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Las ecuaciones de campo de Einstein relacionan la geometŕıa del espacio-
tiempo con la materia contenida en el mismo. La geometŕıa aparece en las
ecuaciones de Einstein a través de Rμν y R, construidos a partir del tensor
métrico. Estos últimos se incluyen en el tensor de Einstein Gμν dado a través
de

Gμν = Rμν − 1

2
Rgμν , (1.8)

que por construcción satisface la identidad ∇μG
μ

ν = 0. La materia entra en
las ecuaciones de Einstein a través del tensor enerǵıa momento denotado por
Tμν , cuya componente tiempo-tiempo, escrita en forma mixta, corresponde
a la densidad de enerǵıa. Las componentes tiempo-espacio, escritas también
en forma mixta, corresponden a la densidad de momento y las componentes
espacio-espacio al tensor de esfuerzo. Las ecuaciones de campo de Einstein
son

Gμν + Λgμν = 8πGTμν , (1.9)

donde el término Λgμν proviene de la libertad que da la condición ∇μG
μ

ν = 0.
El parámetro Λ es conocido por razones históricas como Constante Cos-
mológica y su significado en el contexto cosmológico será analizado poste-
riormente.

Una manera alternativa de obtener las ecuaciones de campo de Einstein es
mediante el uso de un principio variacional comunmente denominado princi-
pio de mı́nima acción. Considerando una métrica con signatura (+,−,−,−),
la correspondiente acción es dada por

S =
1

16πG

∫
d4x

√−g(R − 2Λ + Lmat), (1.10)

donde Lmat es una densidad lagrangiana asociada a materia y g es el deter-
minante de la métrica. Puede verse facilmente que con ayuda de la siguiente
definición

T μν =
2√−g

δ(
√−gLmat)

δgμν

, (1.11)

la variación de la acción (1.10) con respecto a la métrica gμν nos da las
ecuaciones de campo de Einstein

Gμν + Λgμν = 8πGTμν , (1.12)

que coinciden exactamente con (1.9). Debe notarse que la constante cos-
mológica puede también interpretarse como un tensor enerǵıa momento Tμν =
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−(8πG)−1Λgμν , el cual se asocia a una ecuación de estado de vaćıo.

Por inducción el tensor enerǵıa momento en las ecuaciones de Einstein
debe satisfacer

∇μT
μ

ν = 0. (1.13)

Esta relación es interpretada como una generalización, en el contexto de un
espacio-tiempo curvo, de las leyes de conservación usuales para la enerǵıa y
el momento.

En la TRG una geodésica es una generalización del concepto euclidiano
de ĺınea recta. En un espacio euclidiano una ĺınea recta es la trayectoria que
nos da la distancia más corta entre cualesquiera dos puntos. En la TRG
una geodésica se define como una curva a través de la cual el proceso de
transporte paralelo da como resultado los vectores tangentes asociados a es-
ta curva [15]. Cabe mencionar que en general sobre una variedad con una
conexión arbitraria Γμ

αβ, el proceso de transporte paralelo aplicado sobre una
curva no necesariamente genera vectores tangentes a la misma. De hecho los
conceptos de transporte paralelo y vectores tangentes son tópicos tratados
por separado en la literatura.

Consideremos una Variedad como en Relatividad General dotada de una
conexión af́ın de Christoffel. Sean Uμ = dxμ

dσ
las componentes contravariantes

de un vector tangente a la curva xμ(σ), donde σ es un parámetro real que
caracteriza a la curva. La condición de que Uμ sea trasportado paralelamente
a lo largo de la curva es

dUμ

dσ
+ Γμ

αβUαUβ = f(σ)Uμ, (1.14)

donde f(σ) es una función real arbitraria. La ecuación (1.14) puede escribirse
de manera más simple utilizando un parámetro af́ın. Cualquier parámetro
relacionado con el tiempo propio τ , en la forma λ = aτ + b, con a y b
constantes reales, se llama parámetro af́ın. Eligiendo el parámetro af́ın λ, la
expresión (1.14) se transforma en

dUμ

dλ
+ Γμ

αβUαUβ = 0. (1.15)

Esta relación se llama como Ecuación de Geodésicas, y puede verse que para
el caso de un espacio euclidiano, corresponde a la ĺınea recta d2xμ

dλ2 = 0.
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En la TRG la principal utilidad de la ecuación de geodésicas es la deter-
minación de trayectorias sobre el espacio-tiempo asociadas a part́ıculas sobre
las cuales no actúa ninguna otra fuerza que la gravitacional. De hecho la
ecuación (1.15) puede pensarse como la generalización de la segunda ley de
Newton para el caso de fuerza nula.

Sin embargo, es posible introducir fuerzas agregando los términos apro-
piados del lado derecho de (1.15), como es el caso del movimiento de una
part́ıcula con masa m y carga eléctrica q en Relatividad Especial, cuya ecua-
ción de movimiento es

d2xμ

dτ 2
+ Γμ

αβ

dxα

dτ

dxβ

dτ
=

q

m
F μ

ν
dxν

dτ
, (1.16)

donde F μ
ν es el tensor mixto de Maxwell.

La ecuación de geodésicas se aplica tanto a part́ıculas masivas como
no masivas. En el caso de part́ıculas masivas usualmente se toma como
parámetro λ el tiempo propio τ , de tal manera que el correspondiente vec-
tor tangente Uμ es normalizado a través de la expresión gμνU

μU ν = 1 si la
signatura de la métrica es (+,−,−,−) y gμνU

μUν = −1 si la signatura es
la opuesta (−, +, +, +). Estas últimas condiciones definen la geometŕıa hi-
perbólica en la Variedad y básicamente significa que los vectores Uμ que las
satisfacen son tipo tiempo, lo cual es de gran relevancia f́ısica en cosmoloǵıa.

Para part́ıculas no masivas, y en particular para el caso del fotón, el vec-
tor tangente es usualmente denotado por Kμ y se define como un vector nulo
o tipo luz, de tal manera que se satisface la relación gμνK

μKν = 0.

Una vez que hemos discutido los elementos básicos de la TRG que hicie-
ron de ella uno de los escenarios más empleados en la formulación de modelos
cosmológicos, en la siguiente sección analizaremos brevemente como estos ele-
mentos han sido implementados para la construcción del considerado modelo
mosmológico estándar hasta la década de los 70’s, y cuyos elementos siguen
vigentes en el actual modelo cosmológico estándar.
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1.3 Elementos Sobre Cosmoloǵıa Estándar.

Un modelo cosmológico se construye a partir de una teoŕıa gravitacional y de
un principio cosmológico. Para que un modelo pueda considerarse realista,
sus predicciones teóricas deben estar de acuerdo con las evidencias observa-
cionales en un rango aceptable.

Por lo general, los modelos cosmológicos basados en la TRG y en el prin-
cipio cosmológico han predicho de manera natural la expansión observada del
Universo [24, 25, 26]. Sin embargo, la expansión de Hubble no da suficiente
evidencia observacional como para contrastar la totalidad de la información
obtenida del modelo de la gran explosión. Śı bien la teoŕıa de la relati-
vidad general es capaz de describir la evolución cosmológica de cualquier
distribución de materia dada, resulta muy afortunado que nuestro Universo
observable parezca tan homogéneo e isotrópico a gran escala. Este es un
punto interesante que abordaremos a lo largo de las precedentes secciones.

La formulación del modelo de la gran explosión comenzó en la década
de los 1940’s con el trabajo de George Gamow y sus colaboradores Alpher y
Herman. Buscando un origen cosmológico a las abundancias de los elemen-
tos qúımicos, hicieron la propuesta de que el Universo temprano debió ser
lo suficientemente caliente y denso como para que pudiera llevarse a cabo el
proceso que hoy conocemos como nucleośıntesis del hidrógeno. Según ellos,
posteriormente el Universo debió expandirse y enfriarse hasta el estado en el
que se encuentra ahora [27].

En 1948, Alpher y Herman predijeron que una consecuencia directa de su
modelo era la presencia actual, de una radiación remanente de fondo con una
temperatura del orden de unos pocos grados kelvin [28, 29]. Esta radiación
fue observada 16 años después como un fondo de radiación de microondas
(CMBR) [30]. De hecho fue la detección de CMBR con una temperatura de
3◦K, la que impulsó al modelo de la gran explosión hasta postularlo como
el mejor candidato para describir la dinámica nuestro Universo. Trabajos
posteriores sobre nucleośıntesis confirmaron la necesidad de que el Universo
temprano fuera caliente y denso.

Todos estos modelos cosmológicos relativistas tuvieron problemas con sus
condiciones iniciales, de los cuales la solución moderna es la cosmoloǵıa in-
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flacionaria, tópico que abordaremos posteriormente. Esta sección la dedica-
remos al estudio de los fundamentos del modelo cosmológico estándar hasta
antes de la aparición de la teoŕıa inflacionaria.

El modelo cosmológico estándar en la década de los 70’s, también cono-
cido como teoŕıa de la gran explosión, se construye a partir de las ecuacio-
nes de Einstein implementando ciertas condiciones sobre la geometŕıa del
espacio-tiempo y la materia contenida en éste. Una de las principales suposi-
ciones en cosmoloǵıa es el llamado “Principio Cosmológico”, que asevera que
el Universo es espacialmente homogéneo e isotrópico. Este principio puede
considerarse como una extensión del principio copernicano en el sentido de
que equivale a decir que todas las posiciones espaciales en el Universo son
esencialmente equivalentes. Sin embargo en la actualidad se tiene evidencia
de que esto es válido sólo en primera aproximación, es decir, a gran escala.

El principio cosmológico es muy restrictivo y las únicas métricas com-
patibles con el principio cosmológico son las métricas del tipo Friedmann-
Robertson-Walker (FRW). En el sistema de coordenadas locales (t, r, θ, φ)
estas métricas toman la forma

ds2 = dt2 − a2(t)

[
dr2

1 − kr2
+ r2

(
dθ2 + sen2θdφ2

)]
, (1.17)

donde k es la constante de curvatura espacial que inicialmente es un numero
real. Mediante un rescalamiento de la coordenada radial r elegimos que k
tome sólo los valores discretos k = 0, +1,−1, que corresponden a geometŕıas
espaciales: plana, cerrada o eĺıptica y abierta o hiperbólica, respectivamente.
Bajo esta elección, la coordenada radial r es adimensional, de tal manera
que el factor de escala a(t) posee unidades de longitud. El factor de escala
a(t) nos da una medida de la expansión del Universo y determina la distan-
cia propia en términos de las coordenadas. Una alternativa muy común, es
definir un factor de escala adimensional R(t) = a(t)

a0
, donde a0 = a(t0), es a

evaluado a un tiempo fijo t0.

En el modelo cosmológico estándar la materia contenida en el Universo,
compatible con el principio cosmológico, es descrita por un tensor enerǵıa
momento asociado a un fluido perfecto, que en forma covariante tiene la
forma

Tμν = (ρ + P )UμUν ± Pgμν , (1.18)
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donde ρ corresponde a una densidad de enerǵıa y P a una presión isotrópica.
El signo (+) corresponde al caso donde la metrica tiene signatura (−, +, +, +)
y el signo(−) al caso de signatura (+,−,−,−). Las Uμ corresponden a las
cuadrivelocidades del fluido en un sistema de referencia dado.

En este modelo al igual que en todos los modelos f́ısicos descritos en el
marco de la teoŕıa de la relatividad general, es de importancia crucial de-
finir la clase de observadores que medirán las diferentes cantidades f́ısicas
involucradas en el modelo. Esto es lo mismo que especificar un sistema de
referencia desde el cual se describirá la evolución del sistema f́ısico. La clase
de observadores que se elijen por lo general en Cosmoloǵıa son los observa-
dores en comovimiento con la expansión del Universo. Estos se especifican
a través de sus cuadrivelocidades U = Uμ ∂

∂xμ = δμ
0

∂
∂xμ = (1, 0, 0, 0). Por

consiguiente, part́ıculas en comovimiento con la expansión del Universo, son
aquellas cuyas coordenadas espaciales permanecen constantes en el tiempo,
y satisfacen la ecuación de geodésicas (1.15).

Sustituyendo la métrica del tipo FRW (1.17) en las ecuaciones de Eins-
tein (1.9) y, con ayuda de (1.18) se obtienen las llamadas ecuaciones de
Friedmann-Lemaitre (

ȧ

a

)2

=
8πG

3
ρ − k

a2
+

Λ

3
, (1.19)

ä

a
=

Λ

3
− 4πG

3
(ρ + 3P ). (1.20)

Estas ecuaciones definen la dinámica del Universo en el modelo cosmológico
estándar. Una consecuencia inmediata de estas dos ecuaciones es la ecuación
de continuidad

ρ̇ + 3H(ρ + P ) = 0, (1.21)

donde H = ȧ
a

es el parámetro de Hubble. La ecuación de continuidad puede
también obtenerse a partir de la conservación de la enerǵıa y el momento
∇μT

μ
ν=0, como mencionamos anteriormente.

La ecuación (1.19) es llamada la ecuación de Friedmann y tiene una inter-
pretación mecánico-clásica muy simple, si despreciamos (por el momento) el
término de la constante cosmológica Λ. Interpretando − k

a2 como una “enerǵıa
total”, vemos que la evolución del Universo es gobernada por una competen-
cia entre el término de enerǵıa potencial 8πG

3
ρ y el término de enerǵıa cinética
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(
ȧ
a

)2
. Para Λ = 0 es claro que el Universo debe expandirse o contraerse. En

este esquema, el destino del Universo es determinado por la constante de
curvatura espacial. Para k = +1 el Universo recolapsará en un tiempo finito,
mientras que para k = 0,−1 el Universo se expandirá indefinidamente. Sin
embargo, estas conclusiones tan simples se ven alteradas cuando considera-
mos una Λ �= 0 arbitraria.

La mayor parte de la historia evolutiva del Universo en el modelo cos-
mológico estándar, es descrita suponiendo que, primero la radiación y pos-
teriormente la materia, dominan en la densidad de enerǵıa total. En la
actualidad esta perspectiva ha cambiado debido a la reciente generación de
evidencias observacionales, punto que abordaremos posteriormente.

Cuando una sola componente, cualquiera que ésta sea, domina en la den-
sidad de enerǵıa total, cada una de ellas se distingue por una ecuación de
estado de la forma P = ωρ, donde ω es el parámetro de estado que caracte-
riza a la componente dominante en turno. Aunque en el modelo estándar ω
es considerada una constante, en la actualidad existen modelos que trabajan
con ω = ω(t). Esta ecuación de estado incluye los dos principales tipos de
materia en cosmoloǵıa estándar, el gas de part́ıculas relativistas que corres-
ponde a ω = 1/3 y, la materia no relativista determinada por ω = 0. En
ambos casos la ecuación de conservación (1.21) puede integrarse para dar

ρ ∼ a−3(1+ω). (1.22)

sustituyendo en (1.19), para Λ = 0 y k = 0 se obtiene

3

(
ȧ

a

)2

= 8πGρ0

(
a

a0

)−3(1+ω)

, (1.23)

donde, por convención el sub́ındice 0 denota cantidades evaluadas al tiempo
actual. De esta manera se obtiene que ȧ2 ∼ a2−3(1+ω), que es la ecuación
de evolución para el factor de escala. Aśı, para un Universo dominado por
radiación a(t) ∼ t1/2 y para un Universo dominado por materia no relativista
a(t) ∼ t2/3, lo que muestra la diferente taza de expansión del Universo en
estas épocas.

Si la componente dominante corresponde a una fuente de enerǵıa de vaćıo
V0, ésta debe actuar como una constante cosmológica con Λ = 8πGV0 y una
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ecuación de estado parametrizada por ω = −1. En este caso la solución de
(1.19) genera una expansión exponencial del Universo dada por

a(t) = a0e
√

Λ
3

t. (1.24)

Una forma de cuantificar la rapidez de la expansión es mediante el parámetro
de desaceleración q(t), definido mediante

q(t) = −aä

ȧ2
, (1.25)

de tal manera que si q < 0 el Universo está en una etapa de expansión acelera-
da y si q > 0 el Universo se encuentra en una etapa de expansión desacelerada.

El contenido de materia en el Universo es cuantificado por el parámetro
de densidad Ω definido a través de

Ω(t) =
ρ(t)

ρc(t)
, ρc(t) =

3H(t)2

8πG
, (1.26)

donde la densidad cŕıtica ρc corresponde a la densidad de enerǵıa total para
un Universo con geometŕıa espacial plana. Dado que la densidad de enerǵıa
ρ(t) es siempre positiva, entonces Ω es un parámetro definido positivo. A
partir de la ecuación de Friedmann (1.19) obtenemos la relación

Ω − 1 +
Λ

3H2
=

k

a2H2
. (1.27)

Esta ecuación ı́ndica que existe una relación directa entre la cantidad de
materia contenida en el Universo para cada tiempo, vista a través de Ω, y
la constante de curvatura espacial k. Si Λ = 0, un Ω > 1 corresponde a
k = 1, un Ω = 1 corresponde a k = 0 y finalmente un Ω < 1 correspon-
de a k = −1. En este sentido el destino del Universo es determinado por
la curvatura espacial k y viceversa. Además, resulta claro de (1.27) que la
presencia de una enerǵıa de vaćıo puede alterar dramáticamente la evolución
del Universo. Por ejemplo si Λ < 0, el Universo eventualmente recolapsará
independientemente del signo de k. Para valores grandes de Λ (mayores que
el valor estático de Einstein para detener cualquier expansión o contracción
cosmológica), incluso un Universo cerrado se expandirá para siempre.
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El radio de curvatura espacial del Universo se define por

Rcurv =
H−1

| Ω − 1 |1/2
. (1.28)

En términos f́ısicos Rcurv nos da la escala para las separaciones espaciales en
las cuales el efecto de la curvatura espacial es muy pronunciado. Para el caso
de un Universo con k = +1 el radio de curvatura coincide con el radio de la
3-esfera.

Es necesario distinguir entre las diferentes contribuciones a la densidad de
enerǵıa total. Por tal motivo es conveniente definir distintos parámetros de
densidad actuales. Uno asociado a materia Ωm y otro a part́ıculas relativistas
(radiación) Ωr, además de la cantidad asociada al vaćıo ΩΛ = Λ

3H2 . En
modelos más generales y recientes, se hace la suposición de que la densidad de
enerǵıa de vaćıo no es constante, y se denota al parámetro de densidad actual
asociado a vaćıo por Ωv. De esta forma, la ecuación (1.27) se transforma en

k

a2
0H

2
0

= Ωm + Ωr + Ωv − 1 (1.29)

donde el sub́ındice “0”denota valores en la época actual. Aśı, la suma de las
diferentes contribuciones determinan el signo de la curvatura escalar k.

Del análisis expuesto en esta sección claramente vemos que la expansión
del Universo es algo que el modelo cosmológico estándar predice de manera
natural. Por otro lado, la expansión del Universo es un hecho observacional
con gran soporte en la actualidad. Para tener una idea clara de las eviden-
cias observacionales que soportan la expansión, un concepto que juega un
papel muy importante en este descubrimiento es el de corrimiento al rojo
cosmológico, sobre el cual nos enfocaremos en la siguiente sección.

1.4 El Corrimiento al Rojo Cosmológico.

Las propiedades conocidas del Universo son estudiadas a partir del análisis
espectroscópico de la radiación proveniente del espacio exterior. Cuando
los astrónomos comenzaron a estudiar los espectros electromagnéticos de las
estrellas, notaron que estos teńıan los mismos conjuntos caracteŕısticos de
frecuencias ausentes que las estrellas de nuestra propia galaxia, sólo que
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desplazados hacia el extremo correspondiente al sector infrarrojo del espectro.
El parámetro empleado para medir este desplazamiento es el parámetro de
corrimiento al rojo z definido por

z =
νe − ν0

ν0

, (1.30)

donde ν0 es la frecuencia medida por un observador en la Tierra y νe la
frecuencia emitida por la fuente, medida por un observador en reposo con
respecto a la misma.

En la década de los 1920’s Wirtz y K. Lundmark, notaron que el corri-
miento al rojo aumentaba con la distancia en nebulosas espirales cercanas,
con respecto a la Tierra. Ellos interpretaron, equivocadamente, que el corri-
miento al rojo era debido al movimiento del sistema solar en la galaxia.

Entre 1927 y 1929, Edwin Hubble basado en observaciones extragalácticas,
sugirió la existencia de una relación lineal entre la distancia luminosa a ga-
laxias cercanas a la nuestra y el valor de z, dada por

z � Hr, (1.31)

donde H era una constante denominada “constante de Hubble”y r la distan-
cia estimada hasta las diferentes galaxias en el cúmulo local.

En la actualidad se han repetido varias veces estas mediciones con altos
grados de precisión confirmándose el resultado de Hubble. Llevó del orden
de 40 años a la comunidad cient́ıfica mundial aceptar esto, como la principal
evidencia de que el Universo esta en expansión. Por otro lado, aunque ini-
cialmente H era considerada una constante, ahora se sabe que H(t) es uno
de los parámetros cosmológicos más importantes, el parámetro de Hubble.

Formalmente, en el marco de la teoŕıa de la relatividad general, la aproxi-
mación óptica geométrica nos dice que la luz viaja a través del espacio-tiempo
en geodésicas nulas. Considérense dos señales de luz emitidas desde una fuen-
te localizada. La primer señal es emitida en el punto espacio-temporal (te, re)
y recibida en (t0, 0), pues estamos suponiendo un observador, ahora, localiza-
do en el origen de coordenadas espaciales. La segunda señal es emitida en el
punto (te+δte, re) y recibida en (t0+δt0, 0). Como el observador se encuentra
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al centro del sistema de coordenadas, entonces verá que las trayectorias de
la luz que se aproximan a él son radiales, y por tanto tienen una trayectoria
xμ(λ) = (t(λ), r(λ), θ0, φ0). A partir de (1.17) e integrando sobre la geodésica
nula que une los eventos (te, re) y (t0, 0) se obtiene la condición∫ t0

te

dt

a(t)
=

∫ re

0

dr√
1 − kr2

. (1.32)

Para la geodésica nula que une los eventos (te + δte, re) y (t0 + δt0, 0) se
obtiene análogamente ∫ t0+δt0

te+δte

dt

a(t)
=

∫ re

0

dr√
1 − kr2

. (1.33)

Dado que el lado derecho de estas ecuaciones es idéntico para ambas trayec-
torias sucesivas, al restar (1.32) de (1.33) y tomar en cuenta que a(t) vaŕıa
muy poco durante la emisión de los pulsos electromagnéticos, se obtiene

δt0
a0

=
δte
ae

. (1.34)

Esto implica que para frecuencias medidas a los tiempos de emisión y recep-
ción, el parámetro de corrimiento al rojo z esta dado por

1 + z =
νe

ν0

=
a0

ae

. (1.35)

Lo interesante en esta expresión es que se obtiene un tipo de corrimiento
Doppler que no involucra ningún movimiento de la fuente. Se obtiene so-
lamente como un efecto genuino asociado con la estructura de las métricas
del tipo FRW. Este resultado explica satisfactoriamente el corrimiento al rojo
observado en las estrellas y galaxias distantes como el generado por la expan-
sión del Universo. Por tanto, determinando observacionalmente la distancia
a diferentes objetos y sus correspondientes corrimientos al rojo, se logra una
estimación del valor del parámetro en la actualidad. Más aun, la estimación
de los diferentes parámetros cosmológicos observacionales es factible, siendo
éste el tema de la siguiente sección.

1.5 Evidencias Observacionales

La cosmoloǵıa observacional a progresado rápidamente en los últimos años.
La habilidad de cuantificar el desarrollo del Universo ha sido ampliamente

22



mejorada debido a las restricciones observacionales provenientes de formación
de estructura LSS (Large Scale Structure). La precisión en la cosmoloǵıa ob-
servacional, durante la última década, ha sido encabezada por las mediciones
de anisotroṕıas en la radiación cósmica de fondo (CMBR). Observaciones de
LSS en la distribución de galaxias y supernovas con altos corrimientos al rojo
han proporcionado la información complementaria requerida por los mode-
los. Los resultados de la misión WMAP (Wilkinson Microwave Anisotropy
Probe) sobre anisotroṕıas en CMBR [54], el espectro de potencia P (k) de las
perturbaciones primordiales de densidad a partir de la superficie de galaxias
2dF (2-degree Field) [55] y la SDSS (Sloan Digital Sky Survey) de galaxias
[56], han dado una estimación muy precisa de los parámetros cosmológicos
[57, 58, 59]. En esta breve sección proporcionaremos los valores actuales es-
timados observacionalmente de los principales parámetros cosmológicos.

La medición de la rapidez de la expansión del Universo en la actualidad,
dada por H0, fue uno de los proyectos clave en la misión del telescopio espa-
cial Hubble. Su valor actual estimado es de H0 = 72 ± 0.07 Km

seg
Mpc−1 [60].

Por otro lado, los altos corrimientos al rojo en supernovas del tipo Ia (SNIa)
también restringen la combinación H0t0 = 0.96 ± 0.04, implicando una edad
actual del Universo de t0 = 13.6 ± 1.5 × 109 años. En pocas palabras, se
estima una edad que oscila entre los 12 100 y los 15 100 millones de años.
Cabe mencionar que estos datos son consistentes con los provenientes de LSS
[61]

La última restricción sobre el parámetro de densidad bariónico ı́ndica
Ωb = 0.022 ± 0.002. Este dato fue obtenido mediante la unión de las abun-
dancias de elementos ligeros predichas por nucleośıntesis con las observacio-
nes [62], que también es consistente con los datos obtenidos de formación de
estructura [57, 58, 59].

La densidad de enerǵıa de vaćıo o asociada a una constante cosmológica
Ωv, puede inferirse a partir de mediciones de distancias luminosas como fun-
ción del corrimiento al rojo z, usando SNIa como cándelas estándar. Los
resultados usando supernovas indican Ωv − 1.4Ωm = 0.35 ± 0.14 [63]. Para
un Universo plano (indicado por datos de CMBR + LSS), Ωm = 0.29± 0.05
con un parámetro de estado ω = −1.02 ± 0.2, que es consistente con una
ecuación de estado de vaćıo. Estas observaciones nos dicen que el Univer-
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so se encuentra actualmente en una fase acelerada con una enerǵıa de vaćıo
Ωv = 0.71±0.05 dominante (peŕıodo conocido como de quinta esencia). Asi-
mismo, la cantidad de materia obscura es dada por Ωb � 0.25 y la presente
aproximación para la densidad de radiación es Ωγ � 5 × 10−5.

Una de las restricciones más interesantes y robustas obtenidas de la com-
binación de anisotroṕıas en CMBR, LSS, SNIa, WMAP y otras observa-
ciones, es sobre la curvatura espacial del Universo. El resultado obtenido
−0.4 ≤ Ωk = −k

a2
0H2 ≤ 0.1 ı́ndica que el Universo es prácticamente espacial-

mente plano.

Finalmente y a manera de conclusión podemos decir que el escenario
cosmológico soportado por las evidencias observacionales es el siguiente:

• La cosmoloǵıa homogénea e isotrópica, con un Universo expandiéndose
a partir de una fase inicial muy caliente debido a la dinámica gravi-
tacional de las ecuaciones de Friedmann derivadas de la teoŕıa de la
relatividad general.

• Los constituyentes básicos del Universo son bariones, fotones, neutri-
nos, materia obscura y enerǵıa obscura.

• Las secciones espaciales homogéneas del espacio-tiempo son muy cer-
canas a ser geométricamente planas (euclidianas).

• Hay generación de perturbaciones primordiales de densidad en una
época inflacionaria. Estas perturbaciones son adiabáticas con un es-
pectro de potencia P (k) cercano a la invariancia de escala, con un
ı́ndice espectral ns = 0.98 ± 0.02. El impacto de estas perturbaciones
manifiesto en las anisotroṕıas de CMBR indican correlación a esca-
las mayores al horizonte causal. La polarización de las anisotroṕıas en
CMBR provee de gran soporte a las condiciones iniciales adiabáticas y a
la aparente correlación “acausal”entre las perturbaciones primordiales.

• La evolución de las perturbaciones de densidad bajo inestabilidad gra-
vitacional a generado la estructura a gran escala del Universo.

De acuerdo estas evidencias observacionales, actualmente la materia domina
sobre la radiación por un amplio margen. Sin embargo, debido a que la
densidad de enerǵıa asociada a la materia decrece como a−3 y la asociada
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a radiación como a−4, en épocas tempranas del Universo la radiación era el
elemento dominante. Por tanto, el Universo temprano puede describirse a
través de una ecuación de estado correspondiente a radiación, lo que lleva a
la necesidad de un tratamiento termodinámico de este peŕıodo del Universo.
La historia térmica del Universo será tratada en la siguiente sección.

1.6 Historia Térmica del Universo.

En la época dominada por radiación hab́ıa principalmente tres procesos por
los cuales la radiación interactuaba con la materia: la dispersión Compton,
la doble dispersión Compton y el efecto Bremsstrahlung.
La interacción más simple de la radiación con la materia es la dispersión
Compton de un fotón con un electrón. En este tipo de interacción, depen-
diendo de la enerǵıa de los electrones puede darse que los fotones transfie-
ran enerǵıa a los electrones o que sea el proceso inverso. Por ejemplo, si el
electrón es muy energético (electrón relativista), éste da enerǵıa a los fotones.
De cualquier forma la combinación de ambos casos hace que se establezca
un equilibrio térmico. Este tipo de interacción conserva el número de fotones.

Un proceso similar es el de la doble dispersión Compton, en la que al
interaccionar un fotón y un electrón, da como resultado un electrón y dos
fotones.
Cuando los electrones encuentran iones experimentan una aceleración y por
ende emiten radiación electromagnética. Este fenómeno es conocido como
efecto Bremsstrahlung o emisión libre-libre. Esta interacción puede también
ocurrir a la inversa debido a la habilidad cuántica de las part́ıculas carga-
das para absorber fotones provenientes de la radiación Bremsstrahlung de
otra part́ıcula cargada. De esta manera, a través del efecto Bremsstrahlung
también se llega a establecer una termalización. Más aun, es posible definir
una temperatura asociada a estos fotones cosmológicos, no solamente cuando
interactúan con la materia ordinaria, sino también después de la época del
desacoplamiento entre éstos y la materia.

El efecto neto es que la dispersión Compton es dominante para tempe-
raturas superiores a los 90 eV , mientras que el efecto Bremsstrahlung es el
proceso primario entre los 90 y 1 eV . A temperaturas superiores a 1 KeV , la
doble dispersión Compton es la más eficiente.
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Aśı pues, el hecho de alcanzar un equilibrio térmico pese a la expansión
del Universo, hace posible calcular cantidades termodinámicas tales como la
densidad de enerǵıa ρ, la presión P y la densidad de entroṕıa s.
En general la densidad de enerǵıa para un tipo de part́ıcula dada i puede
escribirse como

ρi = gi

∫
d3p

(2π)3
fi(�x, �p)E(p), (1.36)

donde gi es el número de grados de libertad de cada part́ıcula y E2(p) =
m2 + p2 la enerǵıa asociada a cada tipo de part́ıcula. Notese que hemos
tomado � = 1. En esta expresión fi(�x, �p) es la función de distribución y es
caracteŕıstica de cada una de las especies. En general fi(�x, �p) es dada por

fi(�x, �p) =
1

e
Ei−μi

Ti ∓ 1
, (1.37)

siendo Ti la temperatura de equilibrio, μi el potencial qúımico y el ∓ corres-
pondiendo a las estad́ısticas de Bose-Einstein y Fermi-Dirac, respectivamen-
te.

La presión puede ser similarmente expresada por

Pi = gi

∫
d3p

(2π)3
fi(�x, �p)

p2

3E(p)
. (1.38)

La densidad numérica de especies es definida por

ni =

∫
dni = gi

∫
d3p

(2π)3
fi(�x, �p), (1.39)

y la densidad de entroṕıa es

si =
ρi + Pi − μini

Ti

. (1.40)

En el modelo estándar, un potencial qúımico es asociado con el número ba-
riónico, pero como la densidad total bariónica relativa a la densidad de foto-
nes se sabe es muy pequeña en la era dominada por radiación (del orden de
10−10), el potencial qúımico puede despreciarse en esta etapa.
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Para los fotones pueden obtenerse todas las cantidades termodinámicas.
Tomando gi = 2 debido a los estados de polarización del fotón, tenemos

ργ =
π2

15
T 4, Pγ =

1

3
ργ, sγ =

4ργ

3T
, nγ =

2ς(3)

π2
T 3, (1.41)

con 2ς(3)
π2 � 0.2436. Puede probarse a partir de (1.21) que la distribución

térmica para el gas de fotones no es alterada por la expansión del Universo,
excepto por un rescalamiento global de la temperatura, de tal manera que
T (t) ∼ a(t)−1. Lo que corresponde a un enfriamiento de un Universo que se
expande adiabáticamente.

Cuando el Universo evoluciona, la tasa de reacciones entre las diferentes
especies de part́ıculas es modificada. Un análisis detallado de estos cam-
bios posibilita la reconstrucción de la historia térmica del Universo. Debido
a sus consecuencias observacionales, hay tres eventos en el pasado térmico
del Universo que juegan un papel preponderante: Nucleośıntesis primordial,
recombinación y el desacoplamiento de radiación y materia.

• Nucleośıntesis Primordial:
De acuerdo al modelo cosmológico estándar, cuando la temperatura del
Universo era de 1 MeV , el plasma cósmico consist́ıa de part́ıculas re-
lativ́ıstas en equilibrio como fotones, electrones, protones y positrones.
A temperaturas ligeramente superiores a 1 MeV , los neutrinos se des-
acoplaron de los electrones de tal manera que en el plasma compart́ıan
las mismas temperaturas con otras part́ıculas relativistas, sólo que no
se acoplaban con ellas.

De no haber habido una asimetŕıa entre el número inicial de bariones
y antibariones, lo que se esperaŕıa es que estos se hubiesen aniquila-
do por completo cuando la temperatura era de 1 MeV . Debido a esta
asimetŕıa, la densidad numérica de bariones nb era 10−10 veces menor
a la densidad numérica de fotones nγ, de hecho se tiene el cociente
nb

nγ
� 5.5 × 10−10.

Cuando la temperatura del Universo llegó a 0.1 MeV la enerǵıa cinética
de part́ıculas como protones y electrones era tal, que se hizo posible la
formación de núcleos atómicos. A este proceso se le denomina nu-
cleośıntesis nucleośıntesis.
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• Recombinación:
Los bariones estuvieron en forma de plasma hasta que el Universo teńıa
aproximadamente 300 000 años, cuando la temperatura era cercana a
los 3000 ◦K, temperatura suficiente como para que los protones captu-
raran electrones libres y formaran átomos de hidrógeno. A este proceso
de le llama recombinación.

La enerǵıa de ionización del átomo de hidrógeno es de 13.6 eV , pero la
recombinación no ocurrió sino hasta que el Universo llegó a una tem-
peratura caracteŕıstica de 0.3 eV . Este fenómeno tiene varias causas.
La entroṕıa elevada del Universo hace que la rapidez de captura de los
electrones sea sólo ligeramente mayor a la rapidez de fotodisociación.
Más aun, cada electrón capturado en el estado base emite un fotón ca-
paz de ionizar otro átomo recien formado, impidiendo la recombinación
de átomos de hidrógeno. De esta forma, cuando la temperatura estuvo
por debajo de la enerǵıa de ionización del hidrógeno, la materia neutra
finalmente se condenso.

• Desacoplamiento entre Radiación y Materia:
Hasta la época de recombinación el Universo era opaco a la radiación
electromagnética, debido a la dispersión de los fotones por electrones
libres. Cuando recombinación tuvo lugar, la densidad de electrones
libres disminuyo bastante, generando el desacoplamiento entre la ra-
diación y la materia. Lo que vemos hoy como un fondo cósmico de
microondas (CMBR), fue generado por los fotones fósiles que interac-
tuaron por última vez con la materia. Esto es a lo que se llama última
superficie de dispersión, que se piensa como una cáscara esférica de
grosor finito a una distancia de aproximadamente 15 billones de años
luz, cuando la temperatura era poco menor a los 3000 ◦K.

La CMBR representa en la actualidad una evidencia observacional pre-
ponderante para la medición de los parámetros cosmológicos y el es-
tudio de modelos inflacionarios. Sin embargo, sabemos observacional-
mente que CMBR es isotrópica hasta una resolución de 1◦ de arco.
Este hecho es sólo uno de tantos problemas que el modelo cosmológico
estándar de los 70’s no pudo explicar. En la siguiente sección aborda-
remos un poco más detalladamente en qué consist́ıan estos problemas.
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1.7 Problemas del Modelo Cosmológico Estándar.

El modelo cosmológico estándar ha sido soportado por evidencias observa-
cionales tan fuertes que hasta hoy sigue siendo la piedra fundamental en el
entendimiento de los procesos que han tenido y tienen lugar en nuestro Uni-
verso. En particular las dos evidencias más importantes con las que se cuenta
en la actualidad son el escenario de nucleośıntesis y la radiación cósmica de
fondo (CMBR). Sin embargo, hacia fines de la década de los 70′s se teńıa
conocimiento de que hab́ıa una serie de problemas a los que el modelo de la
gran explosión no pod́ıa dar solución. A estos problemas se les conoce como
“Problemas del Modelo Cosmológico Estándar”. A continuación revisaremos
brevemente en qué consisten estos problemas.

• El Problema de Homogeneidad.

Como es sabido, a pesar de que el principio cosmológico es la hipótesis
básica del modelo cosmológico estándar, en la realidad el Universo no es
perfectamente homogéneo, aunque a gran escala se aproxima mucho a
serlo. Evidencia de ello es la estructura existente en la actualidad como
es el caso de galaxias, cúmulos de galaxias, etc. Dentro del modelo
cosmológico estándar hasta la década de los 70’s, la explicación más
simple que se daba a las anisotroṕıas en la CMBR era que correspond́ıan
a irregularidades en la última superficie de dispersión. El problema
con ésto es que estas inhomogeneidades correspond́ıan a escalas mucho
mayores al tamaño del horizonte causal en aquella época. De esta
manera, al no poderse generar cuasalmente estas perturbaciones en el
modelo de la gran explosión, éstas tendŕıan que incluirse como parte
de las condiciones iniciales. Por tanto, no es muy claro cómo pudo ser
el Universo temprano tan homogéneo e isotrópico a gran escala. El
problema de homogeneidad básicamente nos dice que el modelo de la
gran explosión no es capaz de explicar la homogeneidad e isotroṕıa a
gran escala del Universo.

• El Problema de Planaridad.

Otro enigma es la planaridad espacial de nuestro Universo. Para com-
prender con mayor claridad en qué consiste este problema, analicemos
la ecuación (1.19). La ecuación de Friedmann (1.19), que vincula la
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curvatura espacial k con el parámetro de densidad Ω, puede escribirse

Ω − 1 ≡ 8πGρ

3H2
− 1 =

k

a2H2
. (1.42)

En el modelo de la gran explosión un factor de escala que describe
una expansión tipo ley de potencias a(t) ∼ tp, con p < 1, es empleado
para describir la evolución del Universo en dos etapas. Para p = 1/2
se describe una primer etapa dominada por radiación. Para p = 2/3
se describe una segunda etapa dominada por materia no relativista.
Además, puede verse fácilmente que para p < 1, en ambas etapas
la expansión del Universo es desacelerada. Como consecuencia de lo
anterior el factor (aH)−2 crece con el tiempo y por tanto |Ω − 1| debe
diverger con el tiempo. Aśı, para explicar la planaridad espacial de un
universo temprano se requiere de un sintonizado fino de Ω cercano a
1. De esta manera, el problema de planaridad nos dice que el modelo
de la gran explosión tampoco es capaz de explicar la planaridad del
Universo temprano.

• El Problema del Horizonte.

Uno de los problemas fundamentales en la teoŕıa de la gran explosión
es el problema del horizonte. El horizonte (de part́ıcula) es la máxima
distancia, respecto a la part́ıcula, que puede ser cubierta por un rayo
de luz. Para una trayectoria radial nula dr = a(t)dt el horizonte es
dado por

dH(t) = a(t)

∫ t

ti

dt′

a(t)
= a(t)

[
t1−p − t1−p

i

1 − p

]
, (1.43)

donde la última igualdad se obtiene suponiendo a(t) ∼ tp y siendo ti
algun tiempo inicial. Como mencionamos anteriormente, en la teoŕıa de
la gran explosión (p < 1). Consecuentemente la integral (1.43) genera

dH(t) =

(
p

1 − p

)
H−1, (1.44)

Nótese que en este caso la integral converge en el ĺımite ti = 0. Por
tanto bajo estas condiciones el tamaño del horizonte es finito y es del
orden del radio de Hubble H−1. Por otro lado, el radio comóvil de
Hubble (aH)−1 representa la fracción del espacio comóvil en contacto
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causal. Es fácil ver que éste incrementa con el tiempo, lo cual significa
que la fracción del Universo en contacto causal incrementa también con
el tiempo. Sin embargo mediciones en CMBR indican que el Universo
fue cuasi-homogéneo en la época de la última superficie de dispersión a
escalas que comprend́ıan, en principio, muchas regiones desconectadas
causalmente. ¿Cómo explicar esto?. Este problema es conocido como
el problema del horizonte.

Una solución tanto al problema del horizonte como a los otros problemas
del modelo cosmológico estándar de los 70’s, se da en el contexto del escena-
rio inflacionario, el cual estudiaremos en la siguiente sección.

Adelantándonos un poco, podemos decir que la idea fundamental en el
escenario inflacionario es invertir el comportamiento del radio comóvil de
Hubble, esto es, hacer que decrezca lo suficiente en eṕocas tempranas. Esta
condición corresponde a ä > 0, es decir, que corresponde a una fase de
expansión acelerada. Este peŕıodo de expansión acelerada y superlumı́nica
es conocido como peŕıodo inflacionario del Universo.

1.8 La Vieja Inflación.

El primer modelo Inflacionario del Universo era una modificación del modelo
cosmológico estándar de los 70’s para altas temperaturas. En él se postu-
la una expansión exponencial del Universo desde un estado metaestable del
vaćıo durante un peŕıodo muy breve. Durante este peŕıodo el factor de escala
se incrementó e50 veces más que en el modelo cosmológico estándar.

La primer versión de un modelo inflacionario que puede considerarse rea-
lista fue sugerida por Starobinsky [19]. Sin embargo en este modelo no era
muy claro el significado de estado inicial del Universo. Para dar solución a
este problema, en 1981 Zeldovich sugirió que el Universo pudo haber sido
creado del vaćıo [20]. Cabe aclarar que esta idea fue originalmente propues-
ta por Tryon en 1973 [21]. Esta idea, aunque en un principio pareció muy
extravagante, en la actualidad es muy popular.

Sin duda alguna uno de los grandes avances en materia de cosmoloǵıa
inflacionaria fue dado por Guth [22]. Este modelo teńıa la caracteŕıstica de
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dar solución a los problemas del modelo cosmológico estándar. El escenario
de este modelo es descrito por los siguientes puntos:

(a). El Universo se expandió inicialmente desde un estado con tempe-
raturas muy por encima de una cierta temperatura cŕıtica Tc, provocando
una restauración de simetŕıa primordial. El estado inicial estaba dado por
un valor ϕ(T ) = 0 de un campo escalar ϕ. Dicho campo se conoce como
inflatón y se propone en inflación como el responsable de la expansión del
Universo.

(b). El potencial efectivo V (ϕ, T ) del campo escalar ϕ tiene un mı́nimo
local en ϕ = 0 a muy altas temperaturas T . Como consecuencia el Universo
permanece en un estado de falso vaćıo por un largo tiempo. El tensor enerǵıa
momento asociado a ese estado rápidamente se hace igual a Tμν = gμνV (0),
y el Universo se expande exponencialmente con el tiempo desde el estado de
falso vaćıo.

(c). El decaimiento desde el falso vaćıo provoca la formación de “bur-
bujas”con un valor del campo ϕ0, asociado a un valor mı́nimo del potencial
V (ϕ0). El recalentamiento del Universo se produce debido a colisiones entre
las paredes de las burbujas.

Esta idea llamada inflación vieja, fue muy simple y atractiva. Su papel
en el desarrollo de la cosmoloǵıa moderna fue extremadamente importante.
Desafortunadamente, como el mismo Guth lo puntualizó [22], la vieja infla-
ción teńıa un problema insoluble. Si la tasa de formación de burbujas fuera
menor que la velocidad de expansión del Universo, entonces la transición de
fase desde el falso vaćıo ocurriŕıa demasiado rápido como para que inflación
tuviera lugar. Además el Universo se volveŕıa inaceptablemente inhomogéneo
después de la transición de fase.

En 1982 tanto Linde [35], como Albrech y Steinhardt [37] propusieron un
modelo conocido como Nueva Inflación. En ella se supońıa una transición
de fase de segundo orden del falso vaćıo. Sin embargo, si por un lado la
teoŕıa resolv́ıa el problema de planaridad presentado por la de Guth [34], por
otro lado predećıa variaciones en la temperatura de CMBR mucho mayores
a las observadas. Por ello, unos pocos meses después de haber surgido se
demostró que la propuesta de Linde no era viable. Poco tiempo más tarde,
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el mismo Linde [36] propuso un formalismo conocido como Inflación Caótica.
Este modelo predice que el Universo en sus primeros instántes de evolución
se expandió exponencialmente en un estado caracterizado por una densidad
de enerǵıa dominada por el potencial V (φ) asociado a algún campo escalar
φ. Esta rápida expansión provocó la homogeneidad, planaridad e isotroṕıa,
actualmente observables en el Universo. Posteriormente, esta densidad de
enerǵıa potencial se transformó en enerǵıa térmica dando lugar al peŕıodo
conocido como Recalentamiento del Universo. Posterior al recalentamiento,
la evolución del Universo puede ser descrita por la teoŕıa de la gran explosión
o modelo cosmológico estándar con nucleośıntesis y CMBR incluidos1 . En
general inflación intenta explicar la homogeneidad del Universo observada en
la actualidad. Sin embargo, al principio muchos de los modelos predećıan
que a escalas muy grandes el Universo seŕıa extremadamente inhomogéneo
con densidades de enerǵıa variando desde la escala de Planck hasta casi cero.
Pero en la actualidad existen una gran cantidad de modelos cuyas predic-
ciones van de acuerdo con las evidencias observacionales. La formación de
estructura es asociada a las fluctuaciones en la densidad de enerǵıa del Uni-
verso en aquella época, las cuales a su vez fueron generadas por fluctuaciones
cuánticas del campo escalar responsable de la expansión acelerada y super-
lumı́nica. En la siguiente sección estudiaremos en detalle la dinámica de este
campo escalar conocido como Inflatón, considerando una aproximación se-
micásica del mismo.

1.9 Dinámica del Inflatón.

La dinámica de un campo escalar tetradimensional ϕ mı́nimamente acoplado
al campo gravitacional clásico, es descrita por la lagrangiana

L(ϕ, ϕ,μ) = −√−g

[
R

16π
+

1

2
gμνϕ,μϕ,ν + V (ϕ)

]
, (1.45)

donde R es la curvatura escalar, g es el determinante de la métrica y V (ϕ) es
el potencial asociado al operador de campo ϕ(�x, t). Dada la solidez del mode-
lo de inflación caótica nos restringiremos a modelos inflacionarios que requie-
ren de una transición de fase de segundo orden desde un estado metaestable

1 En este comentario no se toma en cuenta aun el peŕıodo actual de quinta esencia, cuya
descripción es un problema abierto hasta ahora
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del vaćıo, donde el potencial V (ϕ) debe ser “plano”. Esto último significa
que su derivada segunda respecto al campo debe ser (d2V (ϕ)/dϕ2) << 1.
De este modo la rapidez de expansión del Universo resulta cuasi-exponencial
durante todo el peŕıodo inflacionario. Este tipo de potenciales son utilizados
en Inflación Caótica. En este caso, el campo escalar ϕ rueda desde un valor
para el cual su potencial V (ϕ) es un máximo local. Por otro lado, como
inflación es un proceso clásico, el potencial V (ϕ) debe estar por debajo de
la escala de Planck. Esto impone V (ϕ) ∼ M4

p como la cota superior para
el potencial, donde Mp es la masa de Planck. El proceso de inflación fi-
naliza cuando el campo ϕ asume valores muy cercanos al mı́nimo absoluto
del potencial escalar. Al término de inflación le sigue el peŕıodo de reca-
lentamiento y posteriormente la teoŕıa de la gran explosión explica el resto
de la evolución del Universo (sin contar el peŕıodo de quinta esencia). Este
es el esquema general del escenario inflacionario sin considerar los efectos
cuánticos. Sin embargo, una manera de incluir las contribuciones cuánticas
es a través de la aproximación semi-clásica, que abordaremos posteriormente.

Dada la expansión acelerada y superlumı́nica generada por el campo es-
calar, la geometŕıa espacial se suaviza de tal manera que es bien descrita por
la métrica de FRW, espacialmente plana

ds2 = dt2 + a2(t)dr2, (1.46)

donde a(t) es el factor de escala del Universo y dr2 = dx2 + dy2 + dz2. La
dinámica de ϕ es dada por las ecuaciones de Euler-Lagrange y la dinámica
correspondiente al factor de escala a(t) es dada por la ecuación de Friedmann
semi-clásica, expresadas por

ϕ̈ − 1

a2
∇2ϕ + 3Hϕ̇ + V ′(ϕ) = 0, (1.47)

< H2 >=
4π

3M2
p

< ϕ̇2 +
1

a2
(�∇ϕ)2 + 2V (ϕ) > , (1.48)

donde el punto denota derivada temporal y V ′(ϕ) ≡ dV (ϕ)
dϕ

. Las ecuaciones

(1.47) y (1.48) son ecuaciones operatoriales, pues el campo escalar es en ge-
neral cuántico. Dada la interacción del campo escalar no es fácil definir un
espacio de funciones sobre el que actúa el operador ϕ. Si tal espacio no es
bien definido, las ecuaciones (1.47) y (1.48) no tienen sentido. Por consisten-
cia con la métrica de FRW, el valor de expectación del campo se supone sólo
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dependiente del tiempo, pues debe recuperarse la homogeneidad e isotroṕıa
a gran escala definida por la métrica.

Dada la dificultad de resolver las ecuaciones (1.47) y (1.48), se constru-
ye una teoŕıa semiclásica mediante la llamada aproximación semiclásica del
campo escalar. Esto último significa que se descompone al operador inflatón
en un campo clásico φc, más una corrección cuántica descrita por el operador
φ. Esta descomposición es dada por

ϕ(�x, t) = φc(t) + φ(�x, t), (1.49)

donde < φ(�x, t) >= 0 y < ϕ(�x, t) >= φc(t). De aqúı que el estado cuántico
de ϕ no es el vaćıo, sin embargo actúa como vaćıo de la componente cuántica
φ. De este modo, sustituyendo (1.49) en (1.47), puede verse fácilmente que
ambas dinámicas, cúantica y clásica de ϕ pueden ser descritas separadamente.
La ecuación para φc describe la dinámica clásica de ϕ y la expresión para
φ su correspondiente parte cuántica. Por simplicidad comenzaremos con la
parte clásica.

1.9.1 Dinámica Clásica del Inflatón.

Dado un estado cuántico arbitrario | E >, se define la componente clásica φc

del campo inflatón ϕ por < E | ϕ | E >= φc. Sustituyendo (1.49) en (1.47),
elegimos un φc que satisface

φ̈c + 3Hφ̇c + V ′(φc) = 0. (1.50)

Sustituyendo (1.49) en (1.48) y derivando con respecto del tiempo, la dinámica
clásica tanto del parámetro de Hubble como del Inflatón es caracterizada por

φ̇c = −M2
p

4π
H ′

c, (1.51)

Ḣc = H ′
cφ̇c = −M2

p

4π
(H ′

c)
2
. (1.52)

Reemplazando estas ecuaciones en la expresión (1.48) se obtiene

V (φc) =
3M2

p

8π

(
H2

c − M2
p

12π
(H ′

c)
2

)
. (1.53)
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Esta ecuación relaciona el potencial escalar clásico con el parámetro clásico
de Hubble Hc = H(φc). Más aun, las ecuaciones (1.52) y (1.53) definen
la evolución clásica del espacio-tiempo determinada por el potencial clásico
V (φc) durante la época inflacionaria. Durante esta era, el factor de escala
satisface la condición ä > 0 y crece muy rápidamente. Asimismo la ecuación
(1.52) nos ı́ndica que Ḣc < 0, lo que implica que Hc es una función decre-
ciente del tiempo.

La escala temporal caracteŕıstica de rodadura del campo φc puede de-
finirse por τd = φc

φ̇c
, y su relación con el parámetro de Hubble está dada

por

ν ≡ τd

τH

= τdH =
Hφc

φ̇c

=

√
2

3

2π

Mp

φc

φ̇c

ρ1/2, (1.54)

donde ρ ∼ V (φc) es la densidad de enerǵıa durante el peŕıodo inflacionario. El
número de desdoblamientos exponenciales en un peŕıodo temporal se define
por

Ne =

∫ t0+δt

t0

H dt =

∫ φc

φ0

dφ′
c

ν

φ′
c

. (1.55)

Este número nos da una medida de la cantidad de inflación obtenida en
el modelo. Una restricción muy importante es que para que un modelo
inflacionario resuelva el problema del horizonte es que Ne ≥ 60.

1.9.2 La Aproximación de Rodadura Lenta.

Para generar la cantidad de inflación suficiente, el campo debe rodar lenta-
mente hacia el mı́nimo de su potencial. Esto significa que su enerǵıa potencial
domina sobre su enerǵıa cinética. Esta condición es conocida como rodadura
lenta. Bajo esta condición φ̈c es despreciable frente a los otros términos en
la ecuación (1.50). Por tanto, el tiempo caracteŕıstico de variación de φ̇c

es mayor que el de expansión del Universo (τ >> τH = H−1). Dada esta
condición, (1.50) se transforma en

φ̇c � −V ′(φc)

3Hc

, (1.56)

y con ayuda de la ecuación (1.52), la ecuación (1.53) genera

H2
c � 8π2

3M2
p

V (φc), (1.57)
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que nos define la dinámica de Hc bajo esta aproximación. Como sabemos, la
versión más simple de un campo escalar es la de un campo escalar masivo no
interactuante con un potencial efectivo Vc = 1

2
m2φ2

c , donde m es la masa del
campo escalar φc (m << 1). Consideremos pues como un primer ejemplo un
campo escalar de este tipo. Si inicialmente el campo escalar φc es suficiente-
mente grande φc >> 1, entonces puede mostrarse que las funciones φc(t) y
a(t) se aproximan rápidamente al régimen asintótico

φc(t) = (φc)0 − m

2(3π)1/2
t, (1.58)

a(t) = a0e
2π[(φc)20−φ2

c(t)]. (1.59)

De acuerdo a las ecuaciones (1.58) y (1.59), durante el tiempo φc

m
, el cambio

del campo φc es pequeño, el potencial efectivo varia muy suavemente y el
Universo se expande cuasi exponencialmente

a(t + Δt) ≈ a(t)eHcΔt, (1.60)

donde Δt ≤ φc

m
. Para este modelo se tiene un parámetro de Hubble clásico

dado por

Hc = 2

√
π

3
mφc. (1.61)

Debe notarse que si φc >> 1, entonces τd >> H−1
c .

La expansión inflacionaria del Universo finaliza cerca del mı́nimo de po-
tencial, es decir, cuando φc ≈ (φc)e. Luego el campo comienza a oscilar
alrededor de ese mı́nimo y comienza la época de recalentamiento. De acuer-
do con esta teoŕıa [39] hay tres etapas diferentes. Durante la primera el
campo escalar clásico comienza a oscilar y decae en bosones masivos debi-
do al fenómeno de resonancia paramétrica. En muchos casos la resonancia
es muy ancha, y el proceso ocurre extremadamente rápido. Este estado se
denomina precalentamiento. Los bosones producidos en este peŕıodo están
lejos del equilibrio térmico y tienen números de ocupación muy grandes. El
segundo peŕıodo consiste en el decaimiento de las part́ıculas previamente
producidas, después de lo cual éstas se termalizan con una temperatura TR

(tercera etapa). En el ejemplo que se esta considerando, (φc)e ≈ 0.2. Aśı,
cuando φc ≤ (φc)e el campo escalar φc oscila rápidamente, y si interactúa con

otro campo de materia, su enerǵıa potencial V (φ) ≈ m2(φc)2e
2

≈ m2

2
se trans-

forma en enerǵıa térmica. La temperatura asociada TR puede ser del orden
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de m1/2 o menor. Además TR no depende del valor inicial del campo (φc)0,
pero si del factor de escala a(t), el cual crece e2π(φc)20 veces durante la inflación.

Este resultado puede generalizarse para modelos con potenciales efectivos
V (φc) más complicados. Por ejemplo, para teoŕıas con V (φc) = λ

n
φn

c se
obtiene

φ
4−n

2
c (t) = (φc)

4−n
2

0 − 4 − n

2

√√
nλ 24π t, n �= 4, (1.62)

φc(t) = (φc)0 e−
√

λ
6π

t, n = 4. (1.63)

Para un n arbitrario el factor de escala adquiere la forma

a(t) = ao e[
4π
n ((φc)20−φ2

c(t))] . (1.64)

El peŕıodo inflacionario finaliza cuando

(φc)e ≈ n

4
√

3π
. (1.65)

En general, una manera de asegurar la rodadura lenta del campo, es a través
de las condiciones

Θ =
2

K2

(
H ′

c

Hc

)2

<< 1, (1.66)

Σ =
2

K2

H ′′
c

Hc

<< 1, (1.67)

donde K =
√

8π
Mp

[40]. Los parámetros Θ y Σ son conocidos como parámetros

de rodadura lenta y pueden construirse una infinidad de estos. El proceso
inflacionario termina cuando el factor de escala deja de acelerarse ä ∼ 0.
Además, Θ(φc) = 1 para algun valor del campo φc = (φc)e.

Finalmente, bajo la condición de rodadura lenta, ν y Nc pueden aproxi-
marse a las expresiones

ν ∼ −8π2φc

M2
p

V (φc)

V ′(φc)
, (1.68)

Nc ∼ −8π2

M2
p

∫ φc

φ0

dφ′
c

V (φ′
c)

V ′(φ′
c)

. (1.69)

La solución para el problema del horizonte requiere que Nc ≥ 60, y por lo
tanto τd > τH .
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1.9.3 Dinámica Cuántica del Inflatón.

Durante el peŕıodo inflacionario las fluctuaciones cuánticas del inflatón jue-
gan un papel muy importante pues son el punto de partida para el proceso
de generación de estructura. Las fluctuaciones a pequeña escala son de natu-
raleza cuántica, sin embargo al traspasar el horizonte causal pierden su cohe-
rencia cuántica y pueden considerarse como clásicas a escala cosmológica
(λ >> H−1(t)). En este sentido, las fluctuaciones a escalas mayores a la
del horizonte causal son consideradas las semillas para la posterior forma-
ción de estructura. Sin embargo, sus amplitudes deben ser muy pequeñas
(δρ/ρ � 10−5), ya que de lo contrario no se tendŕıa concordancia con los re-
sultados observacionales proporcionados por la radiación cósmica de fondo.

Implementando la aproximación semiclásica en (1.47), la dinámica del
operador cuántico φ es dada por

φ̈ − 1

a2
∇2φ + 3Hφ̇ +

∑
n

1

n!
V (n+1)(φc)φ

n = 0, (1.70)

donde por definición < 0 | φ | 0 >=< φ >= 0, con lo cual puede probarse
que < φ̇ >= 0.
Por otro lado, esta expansión semiclásica permite expander el parámetro de
Hubble H(t) en torno a su valor clásico Hc, obteniéndose

H = Hc

[
1 +

1

2H2
c

< φ̇2 +
1

a2
(�∇φ)2 +

∑
n

1

n!
V (n+1)(φc)φ

n >

]
, (1.71)

donde Hc es dado por

H2
c =

4π

3M2
p

[
φ̇2 + 2V (φc)

]
. (1.72)

La expresión (1.71) nos ı́ndica que śı las fluctuaciones cuánticas del inflatón
son lo suficientemente pequeñas, entonces el parámetro de Hubble puede
considerarse como clásico H � Hc. En este régimen, una aproximación
lineal de la ecuación (1.70) es suficiente para tener una buena descripción de
la dinámica de las fluctuaciones cuánticas. Haciendo esto la expresión (1.70)
llega a ser

φ̈ − 1

a2
∇2φ + 3Hcφ̇ + V ′′(φc)φ = 0. (1.73)
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Cabe mencionar que aunque esta descripción se considera suficiente, un
análisis más completo incluiŕıa las fluctuaciones cuánticas del parámetro de
Hubble generadas por φ. Lo mismo seŕıa para el caso de la ecuación de movi-
miento (1.73). Es importante notar en este análisis que la componente clásica
φc es responsable de la expansión del universo, mientras que las fluctuacio-
nes cuánticas φ espacialmente inhomogéneas provocan las fluctuaciones en la
densidad de enerǵıa que bajo ciertas condiciones darán origen a la formación
de estructura una vez finalizada la época inflacionaria.

En el caso de considerarse un acoplamiento no mı́nimo del campo ϕ con
la gravedad, la masa efectiva V ′′(φc) cambiaŕıa su evolución temporal oca-
sionando variaciones en la tasa de expansión del universo y modificando por
tanto la dinámica de la componente clásica de ϕ.

1.9.4 Redefinición del Campo Cuántico.

El estudio de la componente cuántica se simplifica, si redefinimos el campo φ
de modo que la ecuación de movimiento (1.73) no tenga un término de primer

orden en sus derivadas. Para ello hacemos la transformación φ = e−
3
2

∫
H dt χ.

Con esta redefinición la ecuación (1.73) adquiere la forma

χ̈ − 1

a2
∇2χ − k2

0

a2
χ = 0, (1.74)

donde k2
0 = a2

(
9
4
H2 + 3

2
Ḣ − V ′′

c

)
. Esta ecuación es de tipo Klein-Gordon

en un espacio-tiempo curvo, isótropo y homogéneo en la cual χ puede inter-
pretarse como un campo escalar libre con un parámetro de masa μ(t) = k0

a

dependiente del tiempo.

Es posible hacer una expansión de Fourier del campo χ en términos de
los modos ξk(t) en la forma

χ(�r, t) =
1

(2π)3/2

∫
d3k

[
ake

i�k·�rξk(t) + a†
ke

−i�k·�rξ∗k(t)
]
, (1.75)

donde los operadores de creación y aniquilación satisfacen las reglas de con-
mutación para bosones[

ak, a
†
k′

]
= δ3

(
�k − �k′

)
, [ak, ak′ ] =

[
a†

k, a
†
k′

]
= 0, (1.76)
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mientras que los modos están definidos por la ecuación de movimiento

ξ̈k + ω2
kξk = 0, (1.77)

con ω2
k = a−2(k2 − k2

0). Aquellos modos cuyo número de onda k sea menor
que k0, tendrán frecuencia imaginaria, y por lo tanto serán inestables. Lo que
implica un crecimiento exponencial de los modos, en particular con respecto
al horizonte. Estos modos están asociados a longitudes de onda larga, y
cumplen con la condición

k <

[
9

4
H2 +

3

2
Ḣ − V ′′

c

]1/2

a, (1.78)

para 9
4
H2 + 3

2
Ḣ−V ′′

c > 0. La función k0(t) es el número de onda que delimita
el sector infrarrojo inestable, del sector asociado a longitudes de onda corta.
Como k0 aumenta con el tiempo, algunos modos que en un principio estaban
en el sector de onda corta pasarán al sector de onda larga. Este punto es
muy importante, y sobre él se basa la definición del campo promedio en un
tratamiento estocástico. Para que la teoŕıa sea consistente, los campos χ y
χ̇ deben cumplir con las relaciones canónicas de conmutación[

χ(�r, t), χ̇(�r′, t′)
]

= iδ3
(
�r − �r′

)
. (1.79)

Para ello debe de satisfacerse la relación de consistencia entre los modos dada
por

ξk(t)ξ̇
∗
k(t) − ξ̇k(t)ξ

∗
k(t) = i. (1.80)

Esta ecuación nos permite renormalizar los modos satisfaciéndose la condi-
ción (1.79).

En términos generales la dinámica inflacionaria nos da un mecanismo
para la generación causal de perturbaciones primordiales en la densidad de
enerǵıa. Esto puede verse a través de las ecuaciones (1.77) y (1.78). Los
modos en el sector IR se clasicalizan al reingresar al horizonte. Esto puede

constatarse al satisfacerse la condición
[
χIR(�r, t), χ̇IR(�r′, t)

]
= 0. De esta ma-

nera, estos modos se asocian con las fluctuaciones en la densidad de enerǵıa
confirmándose que inflación nos proporciona el mecanismo causal que resuel-
ve los problemas del modelo de la gran explosión.
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En la actualidad existe todo un zoológico de modelos inflacionarios. Esto
tiene su origen principalmente en la libertad de elección del potencial infla-
cionario V (ϕ), en donde usualmente se siguen algunos criterios de f́ısica de
part́ıculas y de altas enerǵıas. Sin embargo, seŕıa conveniente y bastante
importante contar con un mecanismo que genere estos potenciales disminu-
yendo aśı la libertad para ponermos a mano. En esta tesis se propone un
mecanismo que logra reducir esa libertad de elección, basándose en una teoŕıa
de Kaluza- Klein no compacta de la gravedad en cinco dimensiones. A lo lar-
go de los siguientes caṕıtulos estudiaremos algunos tópicos vinculados con
este mecanismo.
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2. LAS TEORÍAS DE KALUZA-KLEIN

2.1 Introducción

Una de las tendencias actuales en la f́ısica teórica es la búsqueda de una teoŕıa
que nos brinde un mecanismo de unificación de la gravedad con las otras in-
teracciones fundamentales de la naturaleza. Una de las primeras opciones
para llevar a cabo la unificación de las entonces conocidas interacciones, es
decir, gravedad y electromagnetismo, fue sugerida por Theodor Franz Eduard
Kaluza [47] en 1921 y mejorada por Oscar Klein [48] en 1926. Concretamente
Kaluza en 1921 propuso que una variedad 5D pod́ıa usarse para unificar la
teoŕıa de la relatividad general de Einstein con la teoŕıa electromagnética de
Maxwell. Aunque en un principio no era aśı, después de un tiempo Einstein
apoyó la idea. Sin embargo, ésta tuvo mayor empuje por Oskar Klein en 1926
quién extendió la idea haciendo la conexión con la teoŕıa cuántica suponiendo
que la dimensión extra era microscópica o compacta, vinculando su tamaño
a través de la constante de Planck con la magnitud de la carga del electrón.

Es conocido que la gravedad y el electromagnetismo son muy similares en
varios aspectos, pero la relación entre ellas no tiene que ver con el hecho de
que clásicamente ambas sean gobernadas por leyes que van como el inverso
cuadrado de la distancia. Desde el punto de vista relativista, por ejemplo, las
ecuaciones de Maxwell del electromagnetismo son lineales, mientras que las
ecuaciones de campo gravitacionales de Einstein son altamente no lineales.
Por tanto, ubicarlas en un mismo contexto resulta una tarea por demás com-
plicada. Kaluza y Klein mostraron que dentro del contexto de una extensión
pentadimensional de la teoŕıa de la relatividad general, tanto electromag-
netismo como gravedad pod́ıan tratarse similarmente en el sentido de que
ambas pod́ıan ser descritas como partes de la métrica pentadimensional.

Sin embargo, históricamente fue Gunnar Nordström [49] quién introdujo
la idea de dimensión espacial extra en la f́ısica. En 1914, descubrió que es



posible unir la f́ısica del electromagnetismo con la gravitacional postulando
la existencia de una cuarta dimensión espacial. Consideró un potencial vec-
torial pentadimensional que pod́ıa escribirse en la forma (4 + 1) a través de
AB = Aμ +Φ con Aμ siendo el potencial vector electromagnético tetradimen-
sional y Φ un campo escalar identificado como el campo gravitacional. Sin
embargo, Nordström trabajó con una teoŕıa escalar de la gravedad, y no con
una teoŕıa tensorial como la teoŕıa de la relatividad general, la cual no hab́ıa
sido publicada aún. Cuando Einstein publicó su teoŕıa de la relatividad ge-
neral, Nordström abandonó su propia idea. Pero a pesar de ésto, la idea de
dimensiones extra ha prevalecido hasta nuestros d́ıas.

En la actualidad, con el desarrollo de la f́ısica de part́ıculas, la teoŕıa
cuántica de campos, la teoŕıa de cuerdas y la teoŕıa de supercuerdas, a re-
surgido nuevamente el interés por las teoŕıas de campo en altas dimensiones
con miras a la unificación de las interacciones de largo y corto alcance. En
este sentido, la teoŕıa de Kaluza Klein 5D estableció el fundamento para el
desarrollo de teoŕıas modernas como supercuerdas y supergravedad en 11D.

La teoŕıa tradicional de Kaluza-Klein, también llamada teoŕıa de Kaluza-
Klein compacta es esencialmente relatividad general en 5D y se caracteriza
por ser restringida mediante las siguientes condiciones:

(a).- La llamada condición ciĺındrica o de cilindricidad fue introducida
por Kaluza, y consiste en poner todas las derivadas parciales con respecto a
la quinta coordenada, nulas.

(b).- La condición de compactificación de la quinta coordenada fue
introducida por Klein, y consiste en la suposición de que la quinta dimen-
sión tiene una topoloǵıa cerrada (una circunferencia si se considera sólo una
dimensión extra). En este sentido se dećıa que la quinta dimensión deb́ıa ser
compacta.

Esta última restricción puede aplicarse retroactivamente a la solución e
introduce periodicidad, permitiendo el uso de la descomposición de Fourier
y de otras teoŕıas de descomposición. Lógicamente las ecuaciones de campo
se esperan de la forma GAB = kTAB, donde A,B = 0, 1, 2, 3, 4., con alguna
constante de acoplamiento pentadimensional apropiada k y un tensor enerǵıa
momento 5D. Sin embargo, desde la época de Kaluza y Klein se ha conside-
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rado por simplicidad un vaćıo aparente o vaćıo mediante el empleo de las
ecuaciones de campo GAB = 0.

En la práctica es muy dif́ıcil determinar las relaciones impuestas por las
ecuaciones de campo sin una suposición inicial sobre las componentes del
tensor métrico gAB. Esta suposición debe conectarse con la situación f́ısica
que pretende ser investigada. Por ejemplo, en la teoŕıa gravitacional, a una
suposición acerca de las componentes covariantes del tensor métrico de la
forma gAB = gAB(xc) se le llama comunmente elección de coordenadas,
mientras que en f́ısica de part́ıculas se le llama frecuentemente elección de
norma. La teoŕıa de Kaluza-Klein tradicional ha sido estudiada por muchos
investigadores incluyendo a Jordan [90, 91], Bergmann [92], Lessner [93],
Thiry [94], Liu y Wesson [95].

Actualmente existen varias versiones de la teoŕıa de Kaluza Klein, una
de las más recientes es la teoŕıa de materia inducida no compacta o
también conocida como teoŕıa espacio-tiempo-materia, desarrollada por
Paul Wesson y Ponce de Leon [50], de la cual hablaremos posteriormente en
este caṕıtulo. Sin embargo debido a la importancia y al papel fundamen-
tal que ha jugado la teoŕıa tradicional de Kaluza-Klein en el desarrollo del
formalismo inflacionario presentado en esta tesis, a contiuación daremos una
revisión de manera más concisa a las ideas tanto de Kaluza como de Klein
que sentaron las bases para la f́ısica en altas dimensiones.

2.2 La Idea de Kaluza.

Kaluza fue uno de los primeros, en 1919, que intentó unificar la teoŕıa de la
relatividad general de Einstein con la teoŕıa electromagnética de Maxwell. Su
idea consist́ıa básicamente en postular la existencia de una quinta dimensión,
pero con todos los campos independientes de esta dimensión extra, dado que
sólo se conoćıa la variación espacio-temporal de las cantidades f́ısicas. De
aqúı el origen de la condición ciĺındrica. De esta forma, partiendo de un
modelo pentadimensional puramente gravitacional obtuvo que los campos
pueden ser expresados en 4 dimensiones debido a la independencia de estos
de la quinta coordenada, lo cual lo llevó a tener una variedad 4D con una
cierta métrica, un campo de Maxwell y un campo escalar.
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En su trabajo el elemento de ĺınea pentadimensional era dado por

dS2 = gAB(xμ, ψ)dxAdxB, A,B = 0, 1, 2, 3, 4., (2.1)

donde ψ es la coordenada espacial adicional. La métrica pentadimensional
gAB puede expresarse en la forma matricial

gAB =

(
gμν gμ4

g4ν g44

)
. (2.2)

Una vez que se tiene la métrica como en la teoŕıa de la relatividad general
estándar, podemos construir los śımbolos de Christoffel ΓA

BC , el tensor de
Riemann RA

BCD, el tensor de Ricci RAB, el escalar de curvatura pentadi-
mensional (5)R y posteriormente las ecuaciones de campo.

En virtud de la condición ciĺındrica, los śımbolos de Christoffel del primer
tipo para gAB son

2Γλμν = gλμ,ν − gμν,λ − gνλ,μ, (2.3)

2Γλμ4 = −g4λ,μ − g4μ,λ, (2.4)

2Γ4μν = g4μ,ν − g4ν,μ, (2.5)

2Γ44ν = g44,ν , (2.6)

2Γ4μ4 = −g44,μ, (2.7)

2Γ444 = 0. (2.8)

Ahora imponemos

g4μ = 2αAμ, (2.9)

g44 = 2φ, (2.10)

siendo Aμ el cuadripotencial electromagnético, φ un campo escalar y α una
constante de proporcionalidad. Considerando ésto, las ecuaciones anteriores
toman la forma

Γλμν =
1

2
(gλμ,ν − gμν,λ − gνλ,μ) , (2.11)

Γ4μν = α (Aμ,ν − Aν,μ) = αFμν , (2.12)

Γμν4 = −α (Aμ,ν − Aν,μ) = −αFμν , (2.13)

Γ44μ = −Γ4μ4 = φ,μ , (2.14)
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con Fμν el tensor de Maxwell 4D. La ecuación (2.3) nos da los 40 śımbolos de
Christoffel que aparecen en la TRG estándar. El resto de las ecuaciones (2.4)
a (2.8) nos da los otros 35 para hacer un total de 75 śımbolos de Christoffel
independientes. Los últimos 35 pueden relacionarse con Fμν y φ a través de
la propiedad

(Γlmn + Γmnl + Γnlm),k = Γklm,n + Γkmn,l + Γklm,n , (2.15)

obteniéndose

F[μν,λ] = 0, (2.16)

φ,μν = 0, (2.17)

donde los corchetes [ ] denotan antisimetrización. Nótese que la ecuación
(2.16) corresponde a las ecuaciones de Maxwell homogéneas.

Bajo la aproximación de campo débil, es decir, en la cual gAB difiere de
la métrica de Minkowski ηAB por una cantidad muy pequeña

gAB = ηAB + hAB, (2.18)

satisfaciéndose |hAB| << 1, las 50 componentes independientes del tensor de
Riemann RA

BCD son ahora

Rμ
νλσ = Γμ

νσ,λ − Γμ
νλ,σ + Γμ

ρλΓ
ρ
νσ − Γμ

ρσΓρ
νλ, (2.19)

Rν
μλ4 = αF ν

μ,λ, (2.20)

R4
μ4ν = −φ,μν , (2.21)

Rν
μ44 = 0, (2.22)

R4
μ44 = 0, (2.23)

R4
444 = 0. (2.24)

Mediante la contracción sucesiva del tensor de Riemann obtenemos que el
tensor de Ricci RAB es

Rμν = Γλ
μν,λ, (2.25)

R4ν = −α∂μFμν , (2.26)

R44 = −�φ . (2.27)
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El tensor de enerǵıa momento bajo la aproximación de campo débil adquiere
la forma

TAB = �UAUB, (2.28)

donde � is la densidad de masa en reposo y UA la pentavelocidad.
Las ecuaciones de campo para el campo gravitacional son entonces

Rμν = κ

(
Tμν − 1

2
gμνT

)
, (2.29)

siendo T = gABTAB. De estas ecuaciones se recupera la teoŕıa de la rela-
tividad general. Las ecuaciones para la parte electromagnética son dadas
por

R4μ = −κT4μ. (2.30)

Por otro lado, de las ecuaciones de Maxwell sabemos que

∂μFμν = Jν = ρ0Vν , (2.31)

donde ρ0 es la densidad de carga y Vν la cuadrivelocidad asociada a la misma.
Sustituyendo (2.31) en (2.30) y con ayuda de (2.28) obtenemos

ρ0vν =
(κ

α

)
�U4Vν . (2.32)

En el ĺımite de bajas velocidades, definido en este caso por (U0 = c, Ui << c),
es posible escribir Vμ ∼ Uμ y eligiendo α =

√
κ/2 se obtiene una carga

espećıfica dada por
ρ0

�
= 2αU4. (2.33)

Esta ecuación interpreta la carga eléctrica como la quinta componente del
tensor enerǵıa momento de materia moviéndose a través de la quinta dimen-
sión.

Finalmente para las ecuaciones de campo para el campo escalar debemos
tomar en cuenta que bajo la aproximación de velocidades bajas Tij ∼ 0, con
i, j denotando solo las componentes espaciales, se obtiene

T = gABTAB = −T00 = −�, (2.34)
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y por tanto las ecuaciones de campo para el campo escalar son dadas por

R44 = κ

(
T44 − 1

2
g44T

)
, (2.35)

R44 =
1

2
κ�. (2.36)

De esta manera puede verse que la aproximación de Kaluza da un resulta-
do interesante cuando se extiende la TRG de Einstein a un espacio-tiempo
pentadimensional. Las quince ecuaciones de campo sobre la variedad penta-
dimensional se descomponen naturalmente en tres conjuntos diferentes. Un
conjunto de diez ecuaciones que gobiernan la gravedad (2.29), cuatro que
describen un campo vectorial que representa al electromagnetismo (2.30), y
una ecuación de onda para un campo escalar (2.36). Vemos también que si el
campo escalar fuera constante, las ecuaciones para el campo vectorial seŕıan
justamente las ecuaciones de Maxwell para el electromagnetismo en el vaćıo,
y las ecuaciones para el campo tensorial seŕıan las ecuaciones de Einstein te-
tradimensionales con fuentes dadas por el campo electromagnético. En otras
palabras, Kaluza obtuvo una teoŕıa con un solo campo covariante en cinco
dimensiones que genera tanto la teoŕıa de la relatividad general de Einstein
como la teoŕıa electromagnética de Maxwell, ambas en 4D.

Sin embargo, esta teoŕıa tiene algunos problemas. No es muy claro cuál
es la naturaleza de la quinta dimensión. Tampoco hay ninguna explicación
para la suposición ad hoc de que ninguno de los campos en el Universo debe
variar con respecto a la quinta dimensión, es decir, no hay justificación para
el empleo de la condición de cilindricidad. Por último debe notarse que la
teoŕıa de Kaluza unifica gravedad con electromagnetismo solo en el régimen
de pequeñas velocidades. De acuerdo a Kaluza la carga eléctrica de una
part́ıcula esta relacionada con su velocidad U4 a través de la quinta dimen-
sión. Pero, para un electrón o un protón el cociente ρ0/� no es pequeño y
aśı U5 debe ser extremadamente grande. Esto significa que en el ĺımite de
bajas velocidades la teoŕıa puede explicar fenómenos macroscópicos pero el
problema surge con respecto a la aplicabilidad de la teoŕıa a las part́ıculas
elementales.
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2.3 La Idea de Klein

Como vimos en la sección anterior, a pesar de que la idea de Kaluza era
muy atractiva, presentaba dos problemas obvios. El primero consist́ıa en que
aunque los ı́ndices tomaban valores 0, 1, 2, 3, 4, los campos no depend́ıan de
la quinta coordenada, sin haber alguna explicación al respecto. El segundo
problema radicaba en la pregunta, si hay una quinta dimensión entonces,
¿por qué no la vemos?.

Fue Oskar Klein en 1926, quien vino a dar una solución a ambos proble-
mas. Klein supuso que la quinta dimensión deb́ıa ser compacta y con una
topoloǵıa circular (la topoloǵıa de S(1)), con un radio del orden de la longitud
de Planck. De esta forma el espacio-tiempo 5D teńıa la topoloǵıa 4×S(1), y
la quinta coordenada ψ era peŕıodica: 0 ≤ (ψ/r) ≤ 2π, donde r es el radio de
la circunferencia S(1). Resulta complicado imaginar un espacio-tiempo con
esta topoloǵıa, sin embargo la analoǵıa más simple que puede darse es la de
la manguera. Una manguera a grandes distancias nos parece como una ĺınea
1, pero cuando nos acercamos vemos que para cada punto sobre la ĺınea
hay un pequeño ćırculo, y de esta manera su topoloǵıa es 1 × S(1). Aśı, lo
que Klein sugirió fue que a cada punto del espacio-tiempo 4D le correspond́ıa
una pequeña circunferencia. Este es el origen de la condición de compactifi-
cación de la quinta coordenada ψ. En otras palabras, la idea básica es que
hay cuatro dimensiones espaciales y una de ellas es compacta con un radio
muy pequeño. Y como resultado de esto en todos los experimentos vemos
solo los efectos de cuatro dimensiones, una temporal y tres espaciales. De
esta manera, Klein hizo que la condición de cilindricidad de Kaluza fuera
menos artificial. Este mecanismo de compactificación llegó a ser de notable
interés en las teoŕıas gravitacionales de tal manera que en la actualidad una
teoŕıa de la gravedad sobre un espacio tiempo compacto se llama teoŕıa de
Kaluza-Klein.

De manera análoga al procedimiento seguido por Kaluza, Oscar Klein
mediante una elección apropiada de coordenadas (xα, ψ) propuso

(5)gαβ = gαβ − k2Φ2AαAβ, (2.37)
(5)gα4 = −kΦ2Aα, (2.38)
(5)g44 = −Φ2, (2.39)

estableciendo posteriormente una separación (4 + 1) del tensor métrico pen-
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tadimensional en la forma

gAB =

(
gαβ − k2Φ2AαAβ −kΦ2Aα

−kΦ2Aβ −Φ2

)
, (2.40)

donde k es una constante de acoplamiento vinculada con las ecuaciones de
campo de Einstein en 4D. Con esta separación Klein garantizaba que los
campos gαβ(xμ, ψ), Aα(xμ, ψ) y Φ(xμ, ψ) se transformaban como un tensor,
un vector y un escalar, bajo transformaciones generales de coordenadas 4D,
respectivamente.

La acción de Einstein-Hilbert para describir gravedad sobre un espacio-
tiempo pentadimensional puede escribirse

(5)S =
1

2 (5)k2

∫
d5x

√
|(5)g| (5)R (2.41)

donde (5)k es la constante de acoplamiento gravitacional pentadimensional y
(5)R es la curvatura escalar pentadimensional. Esta acción es invariante bajo
la transformación general de coordenadas pentadimensional

δgAB = ∂AξCgCB + ∂BξCgCA + ξC∂CgAB, (2.42)

donde ξA es un vector de desplazamiento diferencial pentadimensional vin-
culado con las simetŕıas del espacio-tiempo 5D.

De esta manera, las ecuaciones de campo de Einstein en el vaćıo 5D se
reducen a las ecuaciones de campo 4D

Gμν =
k2Φ2

2
Tμν − 1

Φ
(∇μ∇νΦ − gμν�Φ), (2.43)

∇μFμν = −3
∇μΦ

Φ
Fμν , (2.44)

�Φ = −k2Φ3

4
FμνF

μν , (2.45)

donde μ, ν = 0, 1, 2, 3. En estas ecuaciones Gμν es el tensor de Einstein 4D,
Fμν es el tensor de Maxwell 4D y Tμν es el tensor enerǵıa momento 4D para
un campo electromagnético, y es dado por Tμν = 1

2
(1

4
gμνFαβFαβ−F γ

μ Fνγ). De
la misma manera � ≡ gμν∇μ∇ν es el operador de onda 4D. Las ecuaciones
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(2.44) son las 4 ecuaciones conocidas del electromagnetismo 4D, modificadas
por una función en términos de un campo escalar Φ, el cual a través de (2.45)
puede pensarse como un campo escalar que satisface una ecuación tipo on-
da. El lado derecho de (2.43) en cierto sentido representa un tensor enerǵıa
momento que se obtiene de manera efectiva de la quinta dimensión.

Hasta este momento se ha desarrollado practicamente el mismo procedi-
miento de Kaluza. Ahora, como fue sugerido por Klein, debemos implemen-
tar la condición de compactificación de la quinta coordenada. Esta condición
puede expresarse mediante la condición de periodicidad ψ = ψ + 2πr, lo que
implica que todos los campos son periódicos en ψ. Esta periodicidad en ψ
implica que los campos gαβ(x, ψ), Aα(x, ψ) y Φ(x, ψ) pueden expandirse en
serie de Fourier en la forma

gαβ(x, ψ) =
+∞∑

n=−∞
gαβn(x)ein(ψ/r), (2.46)

Aα(x, ψ) =
+∞∑

n=−∞
Aαn(x)ein(ψ/r), (2.47)

Φ(x, ψ) =
+∞∑

n=−∞
Φn(x)ein(ψ/r), (2.48)

donde los coeficientes de expansión satisfacen

g∗
αβn(x) = gαβ −n(x), (2.49)

A∗
αn(x) = Aα−n(x), (2.50)

Φ∗
n(x) = Φ−n(x). (2.51)

De esta manera, la teoŕıa de Kaluza-Klein describe un número infinito de
campos tetradimensionales. Sin embargo, dado que el vector ξA depende
también de las coordenadas ξA = ξA(xμ, ψ), también puede ser expandido
como

ξA(x, ψ) =
+∞∑

n=−∞
ξA
n (x)ein(ψ/r) (2.52)

donde el coeficiente de expansión ξA
n satisface (ξA

n )∗ = ξA
−n. Por tanto la

teoŕıa describe también un número infinito de simetŕıas tetradimensionales.
Cabe aclarar que cuando Klein introdujo inicialmente esta idea, se enfocó
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sólo en los términos de primer orden de estas expansiones simplificando aśı
el problema.

Las ecuaciones de movimiento correspondientes a la acción (2.41) pueden
simplificarse y escribirse en la forma

(∂μ∂μ − ∂ψ∂ψ)gμν(x, ψ) = 0, (2.53)

(∂μ∂μ − ∂ψ∂ψ)Aμ(x, ψ) = 0, (2.54)

(∂μ∂μ − ∂ψ∂ψ)Φ(x, ψ) = 0, (2.55)

pero dadas las expansiones (2.46)-(2.48) las ecuaciones anteriores se trans-
forman en las expresiones para los coeficientes de expansión

(∂μ∂μ +
n2

r2
)gμνn(x) = 0, (2.56)

(∂μ∂μ +
n2

r2
)Aμn(x) = 0, (2.57)

(∂μ∂μ +
n2

r2
)Φn(x) = 0. (2.58)

Comparando estas expresiones con la ecuación estándar de Klein-Gordon se
obtiene que la correspondiente “masa”para estos campos es mn ∼ (n/r),
donde n es el modo de excitación. Por otro lado, como el objetivo es unificar
las interacciones electromagnéticas con las gravitacionales, el radio natural
de compactificación r debe ser la longitud de Planck r = (1/Mp), donde Mp

es la masa de Planck y tiene un valor aproximado de Mp = 1.221× 1019 Gev.
Este radio de compactificación corresponde al valor 1.62 × 10−35 m

En resumen, la teoŕıa tradicional de Kaluza-Klein es en general una teoŕıa
que nos brinda una manera de unificar gravedad y electromagnetismo por me-
dio de un campo escalar a nivel clásico. Sin embargo en el lenguaje de f́ısica
de part́ıculas y de la teoŕıa cuántica de campos moderna, las ecuaciones de
campo GAB = 0, en la teoŕıa de Kaluza-Klein compacta describen un gra-
vitón de esṕın 2, un fotón de esṕın 1 y un boson de esṕın 0 los cuales, a
través del campo escalar Φ pueden conectarse con el problema de cómo las
part́ıculas adquieren masa. Sin embargo, esta teoŕıa tiene algunos problemas
que la colocan en serias contradicciones con las evidencias experimentales.
Uno de los problemas más importantes es que en esta teoŕıa los fermiones ca-
recen de quiralidad en 5D. A pesar de esto, los intentos por unificar gravedad
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con electromagnetismo siguieron su curso de tal manera que siguieron mu-
chas versiones modificadas de la teoŕıa de Kaluza Klein. Entre ellas teoŕıas
que incorporaban numerosas y extremadamente pequeñas dimensiones extra.
De hecho este fue el origen de la teoŕıa de cuerdas que a su vez dio lugar
posteriormente a la teoŕıa de Supercuerdas y Supergravedad en 11D.

La idea de Kaluza-Klein de dimensiones extra sigue estando presente en
las nuevas teoŕıas solo que de manera muy diferente a la versión original. De
hecho otra de las modificaciones hechas a la teoŕıa de Kaluza Klein es la idea
de que la quinta coordenada es no compacta, es decir, extendida y que los
efectos de esta coordenada extra se manifiestan en el comportamiento de la
materia en 4D. Este tipo de teoŕıas se conocen con el nombre de teoŕıas de
Kaluza-Klein no compactas. La teoŕıa Espacio-Tiempo-Materia o teoŕıa de
Materia inducia es una de este tipo y es el principal objeto de este caṕıtulo.
Sin embargo es conveniente antes de abordar el contenido de esta teoŕıa,
estudiar el teorema que da soporte matemático a la misma y a otras teoŕıas
pentadimensionales no compactas. Este teorema es conocido con el nombre
de Teorema de Campbell-Magaard y será enunciado en la siguiente sección.

2.4 El Teorema de Campbell-Magaard.

Como hemos visto en las secciones anteriores, tanto Kaluza como Klein in-
trodujeron la idea de que nuestro Universo puede tener más de las cuatro di-
mensiones en el contexto de la TRG. Desde aquella época hasta la actualidad
se han desarrollado muchos modelos en los que se trabaja con dimensiones
extra, entre los cuales podemos mencionar a la teoŕıa de supercuerdas y los
mundos Brana, entre otros.

En general, el problema de embeber una variedad Riemanniana (o pseu-
doriemanniana) n-dimensional Σ0 en un espacio M de dimensión mayor, es
abstracto y complicado. Poco después de que Riemann publicó la teoŕıa de
variedades abstractas definidas intŕınsecamente en 1868 [64], Schlafli consi-
deró el problema de cómo embeber localmente tales variedades en un espacio
euclidiano [65], conjeturando que el máximo número de dimensiones extra
necesarias para tal embebimiento local era 1

2
n(n − 1).

En 1926, Janet logró una prueba parcial de la conjetura para n = 2 usan-
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do métodos de series de potencias [66]. Ese resultado fue pronto generalizado
a un n arbitrario por el matemático Cartan [67]. La prueba fue completada
por Burstin [68], quién demostró que las ecuaciones de Gauss-Codazzi-Ricci
eran condiciones de integrabilidad del embebebimiento.

Un problema muy importante vinculado con embebidos fue considerado
primeramente por Campbell en 1926 [69]. Campbell se planteó el siguiente
problema: ¿Cuantas dimensiones extra se requieren para embeber localmen-
te Σ0 en un espacio Ricci-plano?. En otras palabras Campbell se preguntaba
acerca del numero de dimensiones extra necesarias para embeber localmente
un espacio-tiempo en otro espacio-tiempo vaćıo de dimensión mayor. Camp-
bell propuso una solución a este problema que posteriormente fue demostrada
por Magaard [70]. Esta solución se establece en el teorema que lleva sus nom-
bres. El teorema de Campbell-Magaard puede enunciarse en términos simples
diciendo que cualquier variedad n-dimensional libre de singularidades pue-
de ser localmente embebida en una variedad (n+1)-dimensional Ricci plana 1.

En la actualidad se han hecho muchas extensiones del teorema de Campbell-
Magaard que incluyen casos donde el espacio de dimensión mayor tiene una
constante cosmológica no nula [71, 72], casos donde este espacio mayor es ge-
nerado por un campo escalar [73], y tambien casos en donde tiene un tensor
de Ricci no degenerado arbitrario [74]. Es importante no olvidar que estos
resultados el embebebimiento es local. El problema del embebebimiento glo-
bal de subvariedades arbitrarias es mucho más dif́ıcil. En 1956, Nash mostró
que el mı́nimo número de dimensiones extra requeridas para embeber Σ0 en
un espacio euclidiano es 3n(n + 3)/2 si Σ0 es compacta. Este número incre-
menta a 3n(n + 1)(n + 3)/2, si Σ0 no es compacta [75]. Resultados globales
para métricas con signatura indefinida fueron obtenidos posteriormente por
Clarke [76] y Greene [77].

2.5 La Teoŕıa Espacio-Tiempo-Materia.

En las teoŕıas gravitacionales tradicionales, el campo gravitacional es consi-
derado como una consecuencia de su fuente, la materia. Sin embargo, se ha
argumentado en muchos trabajos cient́ıficos que la separación entre el campo
y su fuente es algo artificial. Siguiendo esta ĺınea de pensamiento se han

1 Para una demostración del teorema de Campbell-Magaard ver el apéndice A.
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estudiado diferentes mecanismos de unificación. Como vimos en secciones
anteriores, Kaluza y Klein extendieron la teoŕıa de la relatividad general de
cuatro a cinco dimensiones imponiendo severas restricciones a la geometŕıa,
como las condiciones de cilindricidad y de compactificación.

En los últimos años, la mayoŕıa de los trabajos de investigación en este
tópico, se desarrollan en el contexto de la teoŕıa de la relatividad general en
más de 4 dimensiones, tales como Supergravedad (11D), Supercuerdas y los
diferentes tipos de teoŕıas de Kaluza-Klein. [81]-[84].

Una propuesta interesante es la teoŕıa espacio-tiempo-materia, desarro-
llada por Paul Wesson y Ponce de León en la década de los 80’s. Esta teoŕıa
unifica la materia con el campo gravitacional de tal manera que incorpora el
principio de Mach, usando geometŕıa pura en 5 dimensiones (5D). En otras
palabras, explica las propiedades y existencia de la materia en 4D, a partir
de un vaćıo aparente geométrico 5D.

Una pregunta que surge naturalmente es sobre por qué es posible dar una
buena descripción geométrica de la materia usando sólo una coordenada ex-
tra, cuando existen otras teoŕıas que hacen la descripción en espacios-tiempo
de más de 5 dimensiones. Pero ésta es precisamente una de las principales
conclusiones de esta teoŕıa.

A diferencia de las teoŕıas de Kaluza-Klein clásicas, en esta teoŕıa todos
los coeficientes métricos dependen, en principio, de la quinta coordenada ψ.
Por consiguiente, no se supone la existencia de un vector de Killing en la
dirección de ψ. De esta manera pueden definirse apropiadamente cantidades
asociadas a la materia, que dependan de ψ y sus derivadas, tales como la
presión y la densidad. Por otro lado, no se impone ningún tipo de compacti-
ficación sobre la coordenada extra. En otras palabras, la quinta coordenada
es extendida.

Una de las caracteŕıcas más notorias de esta teoŕıa, es que se pasa de 5D a
4D definiendo una foliación de la quinta coordenada ψ = cte. De esta forma,
se explica la aparente naturaleza del Universo 4D como una consecuencia
del hecho de que la f́ısica 4D, trabaja sobre una hipersuperficie ψ = cte de
la variedad 5D. De aqúı que cuando se habla de materia en 4D, se hace re-
ferencia a manifestaciones de la quinta dimensión sobre la hipersuperficie 4D.
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Otro aspecto interesante, es que la teoŕıa espacio-tiempo-materia no es
exactamente la teoŕıa de la relatividad general de Einstein, pues además de
contar con una dimensión extra, no cuenta con un tensor enerǵıa-momento
dado apriori de manera expĺıcita en 4D. Sino que se induce a partir de un
vaćıo aparente 5D. De aqúı que a esta teoŕıa algunas veces se le denomina
teoŕıa de Materia Inducida.

En esta sección estudiaremos los fundamentos de esta teoŕıa. Sin embar-
go, aunque ésta tiene un amplio rango de aplicación en la f́ısica, para los fines
de esta tesis sólo nos enfocaremos al caso cosmológico. 2.

Un vaćıo aparente geométrico pentadimensional, en la teoŕıa de materia
inducida, se define por

RAB = 0. (2.59)

Esta definición nos conduce a las ecuaciones de campo

GAB = 0, (2.60)

donde GAB ≡ RAB − 1
2

(5)
RgAB es el tensor de Einstein 5D, (5)R es el escalar

de Ricci 5D, y gAB son las componentes covariantes de la métrica 5D. Estas
ecuaciones de campo de la teoŕıa pueden interpretarse convenientemente si
escribimos gAB como un bloque (4×4) dado por gαβ, más un término diagonal
extra g44 = εΦ2, donde ε = ±1 y Φ es una función escalar. Al imponer
gα4 = 0, estamos usando 4 de los 5 grados coordenados de libertad, dejando
sólo uno, que será utilizado para definir la condición de hipersuperficie para
pasar de 5D a 4D. Las 15 ecuaciones (2.59) pueden descomponerse en 10
ecuaciones de campo, 4 ecuaciones de conservación y una ecuación de onda
[85]. Las últimas 5 ecuaciones son satisfechas automáticamente por cualquier
solución de (2.59). Las primeras 10 ecuaciones pueden escribirse en términos
del tensor de Einstein 4D como

Gαβ = 8πGTαβ. (2.61)

Nótese que estas ecuaciones corresponden formalmente a las ecuaciones de
Einstein de relatividad general. Sin embargo, el tensor enerǵıa-momento

2 A lo largo de esta sección ı́ndices con letras latinas mayúsculas corren de 0 a 4, ı́ndices
con letras griegas van de 0 a 3, e ı́ndices con letras latinas minúsculas toman valores de 1
a 3
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4D inducido o efectivo tetradimensional Tαβ, es ahora dado en términos de
cantidades geométricas 5D a través de la expresión

8πGTαβ =
∇βΦ,α

Φ
− ε

2Φ2

{ �

Φ
�
gαβ

Φ
− �

gαβ +gλμ
�
gαλ

�
gβμ −1

2
gμν

�
gμν

�
gαβ +

+
1

4
gαβ

[
�
g μν

�
gμν +

(
gμν

�
gμν

)2
]}

, (2.62)

donde la coma denota derivada parcial 4D, ∇β la derivada covariante 4D
usual, y la estrella (�) derivada parcial con respecto a la quinta coordenada.
La idea central de la teoŕıa es que las ecuaciones (2.61) son un subconjunto
de (2.60), con un tensor enerǵıa-momento inducido 4D Tαβ que contiene las
propiedades clásicas de la materia.

Como puede verse, la existencia de la materia depende crucialmente de
los coeficientes métricos extra εΦ2, y de las derivadas con respecto a la quin-
ta dimensión. Si gαβ fuera independiente de la quinta coordenada, puede
mostrarse a partir de (2.62) que Tα

α = 0 [85]. Identificando T 0
0 con la den-

sidad ρ y −(1/3) (T 1
1 + T 2

2 + T 3
3) con la presión P de un fluido perfecto,

lo anterior significa que P = (1/3)ρ. Por tanto, la condición ∂gαβ/∂ψ = 0
implica una ecuación de estado tipo radiación.

Sin embargo, la mayoŕıa de las soluciones de (2.59) para gAB deben te-
ner ∂gαβ/∂ψ �= 0, de tal manera que la materia descrita por (2.62) tenga
una ecuación de estado diferente. Una investigación detallada muestra que
es posible recuperar todas las ecuaciones de estado usadas comunmente en
astrof́ısica y cosmoloǵıa [86].

Para ir más allá de radiación, utilizaremos una de las clases de soluciones
de (2.59) obtenida por Ponce de León en 1988. El elemento de ĺınea se escribe

ds2 = ψ2dt2 − t
2
α ψ

2
(1−α)

[
dr2 + r2

(
dθ2 + sen2θdφ2

)]− α2(1 − α)−2t2dψ2,
(2.63)

donde α es una constante relacionada con las propiedades de la materia.
Esto último pude verse sustituyendo (2.63) en (2.62), obteniéndose que la
densidad ρ y la presión P satisfacen

8πGρ =
3

α2ψ2t2
, 8πGP =

(2α − 3)

α2ψ2t2
, P =

(
2α

3
− 1

)
ρ. (2.64)
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Por tanto, si elegimos α = 2 obtenemos P = (1/3)ρ (radiación) y un factor
de escala, dado por (2.63), cuya parte temporal evoluciona de acuerdo a t1/2.
Si elegimos α = 3/2 obtenemos P = 0 (polvo) y un factor de escala cuya
parte temporal evoluciona de acuerdo a t2/3. Por otro lado, la métrica (2.63),
bajo la foliación ψ = ψ0 = cte se transforma en

ds2 = ψ2
0dt2 − t

2
α ψ

2
(1−α)

0

[
dr2 + r2

(
dθ2 + sen2θdφ2

)]
, (2.65)

que puede escribirse en la forma

dS2 = dτ 2 − a2(τ)
[
dr2 + r2

(
dθ2 + sen2θdφ2

)]
, (2.66)

con τ = ψ0t y a(τ) un factor de escala. Esta métrica describe un Uni-
verso de FRW espacialmente plano. De esta forma, uniendo a este hecho
las consecuencias de (2.64), puede afirmarse que sobre las hipersuperficies
ψ = ψ0 = cte se recupera el modelo cosmológico estándar 3.

Las coordenadas en (2.63) son elegidas comóviles espacialmente y satis-

facen U i = dxi

ds
= 0, al igual que en la presentación usual de los modelos

tetradimensionales. Las pentavelocidades U0 y U4 se obtienen resolviendo la
ecuación de geodésicas 5D, dUA

ds
+ ΓA

BCUAUB = 0, generando

U0 = ∓ α√
2α − 1

1

ψ
, U4 = ± (1 − α)2

α
√

2α − 1

1

t
. (2.67)

Eligiendo ahora el sistema de coordenadas no comóviles espacialmente (T, R, Ψ)
mediante

T = tψ, R = t
1
α r, Ψ = Qt±Qψ, (2.68)

siendo Q =
(

1−α
α

)2
, las pentavelocidades ŪA, que se relacionan con UB según

ŪA = ∂x̄A

∂xB UB, en el nuevo sistema de referencia son dadas por

Ū0 = ∓
√

2α − 1

α
, Ū1 = ∓ 1√

2α − 1

R

T
, (2.69)

donde Ū2 = Ū3 = Ū4 = 0. Comparando (2.69) con (2.67) vemos que ahora
Ū0 es constante, que Ū1 es finita y no nula, y que Ū4 es ahora cero. Además,

3 Este resultado es consecuencia directa del teorema de Campbell-Magaard, pues se esta
embebiendo localmente un espacio-tiempo de FRW tetradimensional sobre un espacio-
tiempo Ricci plano pentadimensional.
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ya que la métrica se transforma de acuerdo a ḡAB = ∂x̄A

∂xC
∂x̄B

∂xD gCD, en el nue-
vo sistema de referencia ḡ00 = 2α−1

α2 = cte, que para α = 2 es 3/4 y para
α = 3/2 es 8/9. Este resultado significa que en el nuevo sistema de coor-
denadas (2.68), hay un tiempo cósmico T que es el mismo para todos los
observadores, que las galaxias se mueven de acuerdo a la ley de expansión
usual y, que las enerǵıas y las masas en reposo, ambas asociadas a Ū0, son
constantes.

En términos del tiempo cósmico T , la densidad y la presión (2.64) son

8πGρ =
3

α2T 2
, 8πGP =

(2α − 3)

T 2
, (2.70)

que son idénticos a los valores 4D para radiación y polvo, pero sin el factor
ψ. Claramente la presencia o ausencia de ψ y la question de si U4 es cero o
no, depende de la elección del sistema de coordenadas.

Es importante notar que cantidades como ρ y P se definen en 4D mien-
tras que las ecuaciones de campo básicas de la teoŕıa (2.59), son covariantes
en 5D. De esta manera, la forma funcional de ρ y P cambian dependiendo
de la elección de la quinta coordenada. Esta es una caracteŕıstica única de
la teoŕıa 5D, y significa que un modelo 5D puede tomar diferentes formas
funcionales en 4D, dependiendo de la elección del sistema de coordenadas.

Una consecuencia particularmente interesante de la covarianza 5D se ob-
tiene considerando la transformación de coordenadas

T =
(α

2

)
t

1
α ψ( 1

1−α)
(

1 +
r2

α2

)
− α

2(1 − 2α)

[
t−1ψ

α
1−α

]( 1−2α
α )

,

R = rt
1
α ψ

1
1−α ,

Ψ =
(α

2

)
t

1
α ψ( 1

1−α)
(

1 − r2

α2

)
+

α

2(1 − 2α)

[
t−1ψ

α
1−α

]( 1−2α
α )

. (2.71)

En este nuevo sistema de coordenadas el elemento de ĺınea (2.63) se trans-
forma en

ds2 = dT 2 − dR2 − R2(dθ2 + sen2θdφ2) − dΨ2, (2.72)

que describe a un espacio-tiempo manifiestamente plano. Este resultado pue-
de verificarse con el uso de una computadora, en donde se muestra que todas
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las componentes del tensor de Riemann 5D para (2.72) son cero. De hecho,
la parte 4D de este espacio-tiempo no es plana, ya que el escalar de Ricci 4D
es no nulo, R = 6(α−2)

α2t2ψ2 . De esta forma puede verse que el Universo puede ser
curvo en 4D y al mismo tiempo plano en 5D. Con ayuda de este argumento,
en la teoŕıa de materia inducida se discute la posibilidad de que la singula-
ridad t = 0 en el modelo de la gran explosión sea un mero artefacto de una
elección de coordenadas en 5D.

Finalmente, llegamos a la conclusión de que la teoŕıa de materia inducida
describe un Universo que consiste de fuentes singulares localizadas, embebi-
das en una cosmoloǵıa globalmente plana. Puede mostrarse además que esta
teoŕıa no presenta conflictos con las pruebas clásicas de relatividad general
ni con causalidad [87].

Con respecto a la interpretación f́ısica de la quinta coordenada, inicial-
mente se pensaba que la quinta dimensión estaba vinculada con la masa en
reposo de las part́ıculas, en el fluido de materia inducida [88, 89]. De hecho,
este fue uno de los origenes del nombre de teoŕıa espacio-tiempo-materia
pensando en 3 coordenadas espaciales, una temporal, y la otra espacial pero
vinculada con las propiedades clásicas de la materia inducida. Los argumen-
tos dados por P. S. Wesson para vincular la quinta coordenada x4 con la
masa, son los siguientes:

• Toda la mecánica depende de una base de unidades de longitud, tiempo
y masa. Si las dos primeras pueden tratarse como coordenadas, enton-
ces la última también. Dimensionalmente, x4 = Gm

c2
, nos lleva a tratar

la masa en reposo de una part́ıcula como una coordenada de longitud,
en analoǵıa con x0 = ct.

• Las métricas de la teoŕıa 5D que no dependen de x4, generan sólo
la ecuación de estado para fotones, mientras que métricas como (2.63)
que dependen de x4 necesariamente implican ecuaciones de estado para
fluidos compuestos de part́ıculas masivas.

• La métrica
ds2 = ψ2dt2 − dσ2 − t2dψ2, (2.73)

se relacionan mediante la transformación de coordenadas

T =
t2ψ2

4
+ ln

[
t1/2ψ−1/2

]
, Ψ =

t2ψ2

4
− ln

[
t1/2ψ−1/2

]
, (2.74)
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con la métrica
ds2 = dT 2 − dσ2 − dΨ2. (2.75)

La métrica (2.75) es plana, mientras que (2.73) para una part́ıcula en
reposo con respecto al espacio 3D dσ

ds
= 0, y vista sobre una hiper-

superficie ψ = cte, da un principio de mı́nima acción δ
∫

ψdt = 0,
que es formalmente el mismo que el de una part́ıcula f́ısica si toma-
mos ψ = m, en el ĺımite local de bajas velocidades. Lo mismo es
válido para las métricas cosmológicas (2.63). Esto va de acuerdo con
la teoŕıa cuántica de campos que establece que la masa en reposo de
las part́ıculas elementales es generada espontáneamente en una teoŕıa
conformalmente invariante, que incluye un campo escalar dilatón, o el
bosón de Nambu-Goldstone en un espacio de Minkowski.

A pesar de que estos argumentos son certeros, no dejan de ser simplistas.
Más aun, J. Ponce de León [51] demostró que la no unicidad en la descrip-
ción geodésica 5D de la dinámica de part́ıculas de prueba, implicaba una
ambiguedad en la definición de masa en reposo 4D, que es crucial para la
discusión de la dinámica. De esta manera, la pregunta sobre la interpreta-
ción f́ısica de la quinta coordenada en el escenario tetradimensional de la
teoŕıa espacio-tiempo-materia, no va más allá de afirmar que la quinta di-
mensión está vinculada con las fuentes de materia tetradimensionales.

En este caṕıtulo hemos estudiado la teoŕıa clásica de Kaluza-Klein com-
pacta, el teorema de Campbell-Magaard y por último el escenario cosmológico
de la teoŕıa espacio-tiempo-materia o de materia inducida. Llegamos a la
conclusión de que algunos peŕıodos en la evolución del Universo pueden ser
descritos desde este escenario pentadimensional. Sin embargo, como hemos
visto en el primer caṕıtulo, en el modelo cosmológico estándar actual es im-
prescindible incluir un modelo inflacionario que vaya de acuerdo con las evi-
dencias observacionales. De aqúı la importancia de estudiar inflación desde
un escenario pentadimensional. Un estudio de diferentes modelos inflacio-
narios desde el contexto de la teoŕıa de materia inducida fue hecho en [52].
En el siguiente caṕıtulo estudiaremos un nuevo formalismo inflacionario del
Universo desde un escenario pentadimensional que usa las ideas fundamen-
tales de la teoŕıa espacio-tiempo-materia, pero con nuevos ingredientes. El
principal de ellos es la introducción de un campo escalar pentadimensional
libre mı́nimamente acoplado a la gravedad.
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3. COSMOLOGÍA INFLACIONARIA DESDE UNA
TEORÍA DE KALUZA- KLEIN NO COMPACTA 5D

3.1 Introducción

En la cosmoloǵıa moderna es un hecho aceptado que la densidad de enerǵıa
asociada a campos escalares contribuye a la expansión del Universo [23]. Esto
puede constatarse en los modelos inflacionarios con alto grado de aceptación
entre la comunidad cient́ıfica [31]. En la actualidad este tipo de densidad
de enerǵıa ha sido propuesta para explicar el presente peŕıodo de expansión
acelerada del Universo, conocido como peŕıodo de quinta esencia [32]. El
principio cosmológico favorece el uso de campos escalares para describir la
dinámica global del Universo, pues los campos vectoriales, como los campos
eléctricos y magnéticos, no cumplen con la homogeneidad e isotroṕıa espacia-
les a gran escala requeridas. Un intento por confrontar datos observacionales
con las predicciones de algunos modelos cosmológicos cuyo formalismo con-
sidera solo un campo escalar mı́nimamente acoplado a la gravedad, con un
potencial escalar desconocido apriori fue hecho en [33].

Por otro lado, dados los escenarios en más de cuatro dimensiones, un
problema de gran relevancia e interés en la f́ısica moderna, es el construir un
formalismo que brinde una buena descripción geométrica de la materia, uti-
lizando sólo una coordenada extra [31]. En este caṕıtulo estamos interesados
en la construcción de un formalismo pentadimensionale con la quinta coor-
denada no compacta, en el cual podamos estudiar cosmoloǵıa inflacionaria 1.

En el contexto de una teoŕıa de Kaluza-Klein no compacta de la gra-
vedad, en este caṕıtulo estamos interesados en dar un origen geométrico al
potencial escalar inflacionario tetradimensional V (ϕ), partiendo desde un

1 En este formalismo pueden describirse modelos cosmológicos más allá de inflación
incluyendo quinta esencia, sólo que esto escapa de los objetivos de la presente tesis.



vaćıo aparente pentadimensional. Esto tiene fundamento en el teorema de
Campbell-Magaard, pues sabemos que este teorema implica que toda solu-
ción inflacionaria puede ser generada, al menos en principio, desde un vaćıo
de gravedad Einsteniana pentadimensional [42].

Sin embargo, aunque el teorema de Campbell-Magaard relaciona teoŕıas
N-dimensionales con teoŕıas desde un vaćıo (N+1)-dimensional, no estable-
ce una equivalencia estricta entre ellas, de tal suerte que es muy impor-
tante determinar cuando tales teoŕıas son equivalentes. Se consideran dos
nociones de equivalencia, la equivalencia dinámica y la equivalencia
geodésica. La equivalencia dinámica implica que la dinámica de teoŕıas N-
dimensionales es inclúıda en la dinámica de teoŕıas desde un vaćıo aparente
(N+1)-dimensional. Alternativamente, es posible considerar la equivalencia
geodésica en el sentido de Mashhoon [44]. En este caso la (3+1)-ecuación
de geodésicas induce una (2+1)-ecuación de geodésicas más un término de
fuerza (por unidad de masa) FC , de la forma:

dUC

dS
+ ΓC

ABUAUB = FC . (3.1)

Para obtener la aproximación de equivalencia geodésica debe requerirse que
FC = 0, que describe la trayectoria de observadores en cáıda libre. En esta
tesis usaremos la aproximación de equivalencia geodésica.

3.2 Formalismo.

La idea primigenia, al igual que en la teoŕıa de Kaluza-Klein compacta, es
explicar a partir de un vaćıo aparente 5D la materia que vemos en un espacio-
tiempo 4D. A diferencia de la teoŕıa clásica de Kaluza- Klein, no impondre-
mos ninguna condición de compactificación sobre la quinta coordenada. En
lugar de eso, dejaremos evolucionar la quinta coordenada de acuerdo al prin-
cipio de mı́nima acción 5D manifiesto en la ecuación de geodésicas 5D.

En el sistema de coordenadas locales (N, x, y, z, ψ), consideramos el ele-
mento de ĺınea pentadimensional

dS2 = ε(ψ2dN2 − ψ2e2Ndr2 − dψ2), (3.2)
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donde dr2 = dx2 + dy2 + dz2. Las coordenadas (N,�r) son adimensionales,
la quinta coordenada ψ tiene unidades de longitud y ε es un parámetro adi-
mensional que toma valores ε = ±1 introducido en principio para distinguir
entre los dos diferentes tipos de signaturas Lorentzianas. Cabe hacer notar
que la coordenada r, en realidad engloba tres coordenadas espaciales. Esta
métrica satisface RA

BCD = 0 y por ende GAB = 0. Por tanto describe un
espacio-tiempo pentadimensional plano. En otras palabras, la métrica (3.2)
describe un vaćıo geométrico.

Para describir materia neutra en un vaćıo geométrico como el definido
por (3.2), consideraremos la Lagrangiana pentadimensional

(5)L(ϕ, ϕ,A) = −
√∣∣∣∣ (5)g

(5)g0

∣∣∣∣ (5)L(ϕ, ϕ,A), (3.3)

donde
∣∣(5)g∣∣ = ψ8e6N es el valor absoluto del determinante asociado al 5D

tensor métrico con componentes covariantes gAB, y
∣∣(5)g0

∣∣ = ψ8
0e

6N0 es una

constante de dimensionalización, determinada por
∣∣(5)g

∣∣ evaluado en ψ = ψ0

y N = N0. El sub́ındice “0”denota, en este caso, el tiempo al cual inflación
términa. Para los fines de esta tesis es conveniente elegir N0 = 0, de tal
manera que (5)g = ψ8

0.

Por otro lado dado que (3.2) describe una variedad en un vaćıo geométrico
pentadimensional, por consistencia, la densidad lagrangiana (5)L en la ecua-
ción (3.3) debe tener la forma

(5)L(ϕ, ϕ,A) =
1

2
gABϕ,Aϕ,B, (3.4)

la cual representa un campo escalar 5D libre debido a que no aparece ningún
término de potencial pentadimensional V [ϕ(N,�r, ψ)] = 0. En otras palabras
estamos definiendo el vaćıo aparente 5D a través de una densidad lagrangiana
5D puramente cinética sobre un espacio-tiempo en vaćıo geométrico. Nótese
que aunque el hecho de introducir un campo escalar libre, técnicamente nos
lleva a tener un tensor enerǵıa momento pentadimensional TAB �= 0, esto
no afecta el hecho de seguir teniendo un espacio-tiempo pentadimensional
plano. Esto se debe a que la métrica (3.2) por si sola satisface RA

BCD = 0,
de tal manera que aunque TAB �= 0 en GAB = 8πkTAB, con k una constante
de acoplamiento pentadimensional, la planaridad pentadimensional se sigue
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manteniendo y GAB = 0 2.

Considerando la métrica (3.2) y la lagrangiana (3.3), con ayuda de las
ecuaciones de Lagrange la dinámica para el campo escalar ϕ es determinada
por

(2ψ
∂ψ

∂N
+3ψ2)

∂ϕ

∂N
+ψ2 ∂2ϕ

∂N2
−ψ2e−2N∇2

rϕ− (3ψ
∂N

∂ψ
+4)ψ3 ∂ϕ

∂ψ
−ψ4 ∂2ϕ

∂ψ2
= 0,

(3.5)
donde ∂N

∂ψ
y ∂ψ

∂N
son nulas, ya que hasta este momento las coordenadas

(N,�r, ψ) son independientes.

De manera análoga al procedimiento empleado en la teoŕıa espacio-tiempo-
materia, elegimos un sistema de referencia comóvil definido por U r = dr

dS
= 0,

donde dS denota al elemento de longitud definido por (3.2). De esta forma,
las pentavelocidades UN y Uψ son determinadas por la dinámica geodésica
dada por la ecuación de geodésicas dUC

dS
= −ΓC

ABUAUB. Dado que los
śımbolos de Christoffel relevantes son

ΓN
ψψ = 0, ΓN

ψN =
1

ψ
, Γψ

NN = ψ, Γψ
Nψ = 0, (3.6)

las pentavelocidades UN y Uψ satisfacen

dUN

dS
= − 2

ψ
UNUψ, (3.7)

dUψ

dS
= −ψUNUN , (3.8)

ψ2UNUN − UψUψ = 1, (3.9)

donde (3.9) describe la condición de hiperbolicidad gABUAUB = 1. Simplifi-
cando el sistema anterior obtenemos

dUN

dN
= − 2

ψ
Uψ, (3.10)

dUψ

dN
= −ψUN , (3.11)

ψ2UNUN − UψUψ = 1. (3.12)

2 Nótese que podŕıa incluirse un potencial pentadimensional V (ϕ) sin violar la plana-
ridad del espacio-tiempo 5D, sin embargo en esta tesis elegimos introducir solo campos
escalares pentadimensionales libres.
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La solución general a este sistema es dada por

ψUN = cosh[S(N)], Uψ = −senh[S(N)], (3.13)

donde S(N) = ± |N |. Como veremos posteriormente, la coordenada N está
vinculada con la coordenada f́ısica que corresponde al tiempo. Este hecho
aunado a la relación existente entre la quinta coordenada y el parámetro
de Hubble (ψ = H1), hacen que S(N) = − |N | corresponda a deflación
(en general a una contracción), y en cambio que S(N) = |N | corresponda a
inflación (en general a una expansión). Para los fines de esta tesis es suficiente
considerar sólo el caso inflacionario. Bajo esta consideración la ecuación que
describe la evolución geodésica de ψ(N) es

dψ

dN
=

Uψ

UN
=

ψ

u(N)
, (3.14)

donde hemos definido tanh[S(N)] = − 1
u(N)

. Resolviendo (3.14) obtenemos
que la quinta coordenada ψ evoluciona de acuerdo a

ψ(N) = ψ0e
∫

dN
u(N) , (3.15)

donde ψ0 es una constante de integración que tiene unidades espaciales que
se determina en función de las condiciones iniciales. En esta representación
las pentavelocidades son dadas por

UN =
u(N)

ψ
√

u2(N) − 1
, U r = 0, Uψ = − 1√

u2(N) − 1
. (3.16)

por otro lado, debe advertirse que las coordenadas (N,�r, ψ) usadas hasta
ahora no son coordenadas f́ısicas, de tal suerte que para describir la métrica
(3.2) en coordenadas f́ısicas proponemos la transformación

t =

∫
ψ(N) dN, R = rψ, L = ψ(N)e−

∫
dN

u(N) . (3.17)

Considerando la elección entre el parámetro de Hubble efectivo y la quinta
coordenada h(t) = 1

ψ(t)
, el nuevo elemento de longitud pentadimensional

adquiere la forma

dS2 = ε
(
dt2 − e

∫
h(t) dtdR2 − dL2

)
, (3.18)
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donde L = ψ0 es constante y h(t) = ḃ
b

es el parámetro de Hubble efectivo
definido a partir del factor de escala efectivo del Universo b(t). El parámetro
h(t) es efectivo en el sentido de que, como veremos más adelante, contempla
tanto aspectos cuánticos como clásicos de la expansión semiclásica del po-
tencial asociado al campo inflatón.

Este nuevo sistema de referencia (t, �R, L), corresponde a una clase de

observadores con pentavelocidades ÛA = ∂x̂A

∂xB UB dadas por

Û t =
2u(t)√
u2(t) − 1

, ÛR = − 2Rh(t)√
u2(t) − 1

, ÛL = 0, (3.19)

que satisfacen, al igual que en el antiguo sistema de referencia, la condición
de hiperbolicidad

ĝABÛAÛB = 1, (3.20)

y donde hemos denotado por (∧) a las cantidades con respecto a las nuevas

coordenadas (t, �R, L).

Las variables (t, �R, L) tienen significado f́ısico ya que t es el tiempo

cósmico y (�R,L) son variables espaciales. Por otro lado, como el elemen-

to de ĺınea es función del tiempo, la nueva coordenada R =
∣∣∣�R∣∣∣ nos da la

distancia f́ısica entre galaxias separadas a escala cosmológica. Considerando
que debido a (3.17), R(t) = r(t)

h(t)
, y que el horizonte de Hubble es dado por

1
h(t)

, debe notarse que para r > 1, la 3D distancia espacial R(t) es definida
a escalas Super-Hubble, y para r < 1 es definida a escalas Sub-Hubble. Da-
das las anteriores interpretaciones f́ısicas es fácil ver que el factor de escala
efectivo del Universo b(t) describe un 3D volumen espacial (euclidiano), y de
esta forma (3.18) es una métrica effectiva 4D del tipo FRW espacialmente
(3D) plana dada por

dS2 −→ ds2 = ε
(
dt2 − e2

∫
h(t) dtdR2

)
. (3.21)

Esta métrica tiene asociada una curvatura escalar efectiva 4D dada por el 4D

escalar de Ricci, (4)R = 6
(
ḣ + 2h2

)
. El elemento de longitud efectivo 4D

(3.21) tiene asociado un tensor métrico diagonal 4D con componentes cova-
riantes gμν (con μ, ν = 0, 1, 2, 3.) El valor absoluto del determinante de este
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tensor es
∣∣ (4)g

∣∣ =
(

b
b0

)6

. Por tanto, la métrica (3.21) describe un Universo

espacialmente homogéneo e isotrópico, y espacialmente plano.

Como sabemos, nuestro Universo a gran escala puede modelarse a través
de un espacio-tiempo con una métrica del tipo FRW y la teoŕıa de la re-
latividad general 4D, considerando un flúıdo perfecto. Esto hace más que
relevante el formalismo dado en esta sección, pues llegamos a la conclusión
de que como consecuencia del teorema de Campbell-Magaard, es posible mo-
delar nuestro Universo desde un espacio-tiempo 5D en un vaćıo aparente.
Concretamente, hemos formulado la conexión entre un Universo 4D y uno
5D a través de los dos diferentes sistemas de referencia empleados. Es muy
importante notar que la propuesta no es obtener un universo 4D a partir de
un Universo 5D v́ıa una reducción dimensional, sino que a pesar de que nues-
tro Universo sea 5D, existe al menos una clase de observadores o sistema de
referencia dsde los cuales se verá al Universo 5D como un Universo efectivo
4D. Si aceptamos que nosotros como observadores pertenecemos a esta clase,
nuestra percepción del Universo seŕıa 4D con algunos efectos de la quinta
coordenada sobre éste.

Para poder estudiar cuál seŕıa el impacto de la evolución de la quin-
ta coordenada sobre el Universo que percibimos, es necesario describir la
dinámica del Universo vista desde el sistema de referencia (3.19) asociado a
una métrica efectiva 4D. Sin embargo, es de nuestro principal interés estudiar
el impacto de la quinta dimensión en un escenario inflacionario.

3.3 El Origen del Potencial Inflacionario 4D.

En la actualidad existen muchos modelos inflacionarios tetradimensionales
del Universo, formulados sobre una métrica de FRW espacialmente plana,
que van desde inflación caótica hasta modelos de inflación h́ıbrida. En los
deiferentes modelos construidos a partir de un campo escalar la diferencia
esencial es el potencial V (ϕ) introducido en cada uno de ellos. Sin embargo,
a pesar de que la dinámica de este campo sea distinta en cada modelo, tie-
nen algo en común, y es que en todos se introduce el potencial inflacionario
argumentando razones f́ısicas pero en ningún caso se da una explicación sa-
tisfactoria y completa acerca del origen de estos potenciales escalares.
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Como veremos a continuación, en esta tesis es posible dar un origen
geométrico a este potencial, obteniéndose aśı una dinámica inflacionaria más
sólida y completa, comparada con la de los modelos clásicos desarrollados
hasta ahora.

La idea es construir una teoŕıa en la que a partir de un vaćıo aparente 5D
y debido al movimiento geodésico de la quinta coordenada, un observador
en el sistema de referencia definido por (U t, UR, UL = 0) obtenga un poten-
cial inflacionario 4D inducido. En este sentido la dinámica 4D generada por
este potencial es una consecuencia de la existencia y evolución de la quin-
ta coordenada, vista en dicho sistema de referencia. En esta sección vamos
a formalizar esta idea haciendo además un análisis general de la dinámica
clásica inducida.

Con respecto al sistema referencia (t, �R, L) definido por (3.17), (3.19) y
(3.20), describiremos la dinámica 4D inducida por la densidad lagrangeana
(3.4) y la ecuación de movimiento (3.5). Usando las transformaciones (3.17)
en (3.4) obtenemos una densidad lagrangiana efectiva tetradimensional dada
por

(4)L
[
ϕ(t, �R), ϕ,μ(t, �R)

]
=

1

2
gμνϕ,μϕ,ν − 1

2

[
(Rh)2 − b2

0

b2

]
(∇Rϕ)2. (3.22)

Análogamente transformando (3.5) obtenemos la ecuación dinámica para ϕ
efectiva tetradimensional

ϕ̈ + 3hϕ̇ − b2
0

b2
∇2

Rϕ +

[(
4
h3

ḣ
− 3

ḣ

h
− 3

h5

ḣ2

)
ϕ̇ +

(
b2
0

b2
− h2R2

)
∇2

Rϕ

]
= 0.

(3.23)
Cuando comparamos las ecuaciones (3.22) y (3.23) con las ecuaciones análogas
en la teoŕıa inflacionaria estándar, es posible hacer la identificación de los res-
pectivos potencial escalar tetradimensional inducido V (ϕ) y su derivada con

respecto a ϕ(t, �R), obteniéndose

V (ϕ) ≡ 1

2

[
(Rh)2 − b2

0

b2

]
(∇Rϕ)2, (3.24)

V ′(ϕ) ≡
(

4
h3

ḣ
− 3

ḣ

h
− 3

h5

ḣ2

)
ϕ̇ +

(
b2
0

b2
− h2R2

)
∇2

Rϕ, (3.25)
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donde la prima denota derivada con respecto a ϕ. Las ecuaciones (3.22) y

(3.23) describen la dinámica del campo inflatón ϕ(t, �R) en una métrica (3.21)
con una Lagrangiana efectiva 4D

(4)L(ϕ(t, �R), ϕ,μ(t, �R)) = −
√∣∣∣∣ (4)g

(4)g0

∣∣∣∣ [1

2
gμνϕ,μϕ,ν + V (ϕ)

]
, (3.26)

siendo
∣∣(4)g0

∣∣ = 1. Análogamente a lo ocurrido con la densidad lagrangiana,
las ecuaciones de Einstein 5D (GAB = 0) con la métrica (3.2) inducen las
ecuaciones de campo de Einstein 4D (Gμν = 8πGTμν) con la métrica (3.21)
de tal manera que identificando el tensor enerǵıa momento como el de un
fluido perfecto, se obtienen una densidad de enerǵıa ρt y una presión P
inducidas, dadas por las correspondientes ecuaciones de Friedmann

8πGρt = 3h2, (3.27)

8πGP = −(3h2 + 2ḣ). (3.28)

De esta manera hemos recuperado las ecuaciones de Friedmann tetradimen-
sionales pero con una presión y densidad de enerǵıa inducidas geométricamente.
Por otro lado, con ayuda de (3.14), de las ecuaciones de transformación (3.17)
y bajo la consideración ψ = h−1(t), obtenemos que la función u(t) es dada
por la expresión

u(t) = −h2

ḣ
, (3.29)

donde el punto denota derivada temporal. Análogamente, el parámetro de
desaceleración definido por q(t) = −(b̈b)/b2, está vinculado con la función
u(t) a través de

u(t) =
1

1 + q(t)
. (3.30)

Como sabemos, inflación es un peŕıodo de expansión acelerada del Universo
(b̈ > 0) y por tanto q < 0 en este peŕıodo. Esto nos lleva a la condición u > 1.
Más aun, de (3.29), usando que ḣ < 0 y que el factor de escala efectivo b(t)
crece muy rápidamente durante inflación vemos que u >> 1. De esta forma,
resumiendo las condiciones impuestas por (3.29) y (3.30), puede afirmarse
que durante inflación se cumple que u >> 1.

Uno de los resultados que pueden considerarse como una de las principa-
les aportaciones, no sólo de esta sección sino de la tesis en general, consiste
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en dar un origen geométrico al potencial inflacionario, logrando con esto
construir un modelo inflacionario en el cual el potencial no es introducido
arbitrariamente.

Como hemos visto en el caṕıtulo anterior, en inflación se requiere de un
campo escalar que satisfaga las exigencias del principio cosmológico. Este
campo escalar ϕ puede descomponerse en dos partes, una primera que re-
presenta la parte clásica (global) que satisface el principio cosmológico y una
segunda parte considerada como una fluctuación cuántica (local) del campo.
Estas fluctuaciones cuánticas del inflatón son las responsables de las fluctua-
ciones en la densidad de enerǵıa ρt, que son consideradas las semillas para
la posterior formación de estructura en el Universo. En la siguiente sección
estudiaremos este formalismo pero en el contexto de la teoŕıa que aqúı se
presenta.

3.4 La Aproximación Semiclásica.

En este momento podemos introducir el Hamiltoniano tetradimensional, de-
finido por H = π0ϕ̇ −(4) L. Dada la lagrangiana tetradimensional (3.26),
obtenemos el Hamiltoniano tetradimensional

H =
1

2

b3

b3
0

[
ϕ̇2 +

b2
0

b2
(∇ϕ)2 + 2V (ϕ)

]
. (3.31)

Con esto, la densidad de enerǵıa efectiva 4D ρt es dada por

ρt =
1

2

[
ϕ̇2 +

b2
0

b2
(∇ϕ)2 + 2V (ϕ)

]
. (3.32)

De esta forma, el valor de espectación de las ecuaciones de Einstein 〈H2〉 =
8πG

3
< ρt > sobre la métrica de FRW (3.21) es dado por

〈
H2
〉

=
4πG

3

〈
ϕ̇2 +

b2
0

b2
(∇ϕ)2 + 2V (ϕ)

〉
, (3.33)

siendo G la constante de gravitación universal y 〈H2〉 ≡ h2 = ḃ2

b2
. Aho-

ra podemos hacer un tratamiento semiclásico [41] para el campo cuántico
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efectivo 4D ϕ(t, �R), tal que < ϕ >= φc(t). Por consiguiente tomamos la
aproximación semiclásica dada por

ϕ(t, �R) = φc(t) + φ(t, �R), (3.34)

donde se satisface < φ >= 0 y < φ̇ >= 0. Con esta aproximación, la
dinámica clásica sobre el fondo 4D definido por la métrica de FRW (3.21),
es descrita por las ecuaciones

φ̈c + 3
ḃ

b
φ̇c + V ′(φc) = 0, (3.35)

H2
c =

8πG

3

(
φ̇c

2

2
+ V (φc)

)
, (3.36)

con H2
c = ȧ2

a2 , y la prima denotando derivada con respecto al campo φc.
En otras palabras, el factor de escala a(t) sólo toma en cuenta la expansión
debida al parámetro clásico de Hubble, pero el factor de escala efectivo b(t)
toma en cuenta contribuciones tanto clásicas como cuánticas en la densidad
de enerǵıa, ḃ2

b2
= 8πG

3
< ρt >. Como φ̇c = − H′

c

4πG
, a partir de (3.36) obtenemos

el potencial escalar clásico V (φc) expresado en función del parámetro clásico
de Hubble Hc, y tiene la forma

V (φc) =
3M2

p

8π

[
H2

c − M2
p

12π
(H ′

c)
2

]
, (3.37)

donde Mp = G−1/2 � 1.2 × 1019 GeV es la masa de Planck. La dinámica
cuántica es descrita por

〈
H2
〉

= H2
c +

8πG

3

〈
φ̇2

2
+

b2
0

2b2
(∇φ)2 +

∑
n=1

1

n!
V (n)(φc)φ

n

〉
, (3.38)

φ̈ + 3hφ − b2
0

b2
∇2φ +

∑
n=1

1

n!
V (n+1)(φc)φ

n = 0. (3.39)

De aqúı en adelante haremos la siguiente identificación

Λ(t) = 8πG

〈
φ̇2

2
+

b2
0

2b2
(∇φ)2 +

∑
n=1

1

n!
V (n)(φc)φ

n

〉
, (3.40)
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tal que
ḃ2

b2
=

ȧ2

a2
+

Λ

3
. (3.41)

A escalas cosmológicas, las fluctuaciones φ son pequeñas, y por tanto es
suficiente hacer una aproximación lineal (n = 1) para estas fluctuaciones. Aśı
el segundo término en (3.41) es despreciable a tales escalas. Sin embargo, este
mismo término puede llegar a ser lo suficientemente importante en el espectro
ultravioleta y más precisamente a la escala de Planck. A estas escalas, los
modos para φ deben ser coherentes y la enerǵıa dentro de estas regiones puede
considerarse como “oscura”, en el sentido de que no ha decoherentizado. De
esta manera, la contribución más significante para el parámetro cosmológico
Λ(t) será

Λ � 8πG

〈
φ̇2

2
+

b2
0

2b2
(∇φ)2 +

∑
n=1

1

n!
V (n)(φc)φ

n

〉∣∣∣∣∣
Planck

. (3.42)

En este sentido, hacemos la identificación para Λ(t) como un parámetro cos-
mológico que toma en cuenta la contribución de “los modos cuánticos cohe-
rentes”(o enerǵıa oscura) en el valor esperado para la densidad de enerǵıa
〈ρΛ〉 = Λ

8πG
.

Una vez hecha la aproximación lineal (n = 1) para el tratamiento semiclásico
(3.34), podemos hacer la identificación de la masa al cuadrado para al campo
inflatón m2 = V ′′(φc). Aśı, después de hacer una expansión lineal para V ′(ϕ)
en la ecuación (3.25) obtenemos

V ′(φc) ≡
(

4
h3

ḣ
− 3

ḣ

h
− 3

h5

ḣ2

)
φ̇c, (3.43)

m2φ ≡
(

4
h3

ḣ
− 3

ḣ

h
− 3

h5

ḣ2

)
∂φ

∂t
+

(
b2
0

b2
− h2R2

)
∇2

Rφ. (3.44)

Tomando en cuenta las expresiones (3.35) con (3.43) y (3.39) con (3.44),
obtenemos la dinámica para φc y φ. De esta forma las ecuaciones (3.35) y
(3.39) toman ahora la forma

φ̈c + [3h(t) + f(t)]φ̇c = 0, (3.45)

φ̈ + [3h(t) + f(t)]φ̇ − h2R2∇2
Rφ = 0, (3.46)
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donde

f(t) =

(
4
h3

ḣ
− 3

ḣ

h
− 3

h5

ḣ2

)
. (3.47)

Para ilustrar el formalismo expuesto hasta ahora, lo aplicaremos en la cons-
trucción de un modelo inflacionario simple en el cual el parámetro cos-
mológico Λ(t) definido anteriormente, sea nulo.

3.5 Inflación con Λ = 0.

A escalas cosmológicas y durante inflación, las fluctuaciones cuánticas del in-
flatón son tan pequeñas que es suficiente considerar una aproximación lineal
en (3.39) para tener una descripción realista de la evolución de las fluc-
tuaciones cuánticas φ. Como consecuencia inmediata de esto el parámetro
cosmológico Λ(t) llega a ser despreciable cuando se considera a φ 3D es-
pacialmente homogéneo. Cabe aclarar que en otras épocas de la evolución
del Universo este término puede llegar a ser lo suficientemente importan-
te. De esta manera la ecuación (3.41) implica que durante inflación el fac-
tor de escala efectivo b(t) es igual al factor de escala clásico, sucediendo lo
mismo con el parámetro efectivo de Hubble h(t) y el parámetro clásico de
Hubble Hc(t). Durante esta misma época la condición de rodadura lenta
γ(t) = −Ḣc/H

2
c << 1 es satisfecha naturalmente, pues sabemos que durante

inflación u(t) >> 1 y que u(t) = 1
γ(t)

, de tal manera que otra ventaja de este
modelo es que no se impone la condición de rodadura lenta sino que surge
como consecuencia de la diámica [96]. Esto asegura que las velocidades UA

en (3.16) y ÛA en (3.19) son reales y se cumple la condición r >> 1 [97].
Con esto, la ecuación de estado puede ser escrita en términos de la función
u(t) en la forma

〈P 〉 = −
[
1 − 2

3u(t)

]
〈ρt〉 , (3.48)

la cual debido a que u(t) >> 1 en inflación, cumple con el requisito de que
durante esta época 〈P 〉 � − 〈ρt〉. Por otro lado, hablando en términos de
la métrica efectiva 4D de FRW (3.21), la evolución geodésica de la quinta
coordenada nos da el horizonte de Hubble ψ(t) = 1

H(t)
de tal manera que la

quinta coordenada resultante L = ψ0 esta dada por el horizonte de Hubble
al final de inflación: L = 1

Hc(t0)
.
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Definimos las fluctuaciones cuánticas redefinidas χ(t, �R) = φ e
1
2

∫
[3Hc(t)+f(t)]dt,

tal que la ecuación de movimiento para χ es dada por

χ̈ −
[
H2

c R2∇2
R +

1

4
(3Hc + f(t))2 +

1

2

(
3Ḣc + ḟ(t)

)]
χ = 0, (3.49)

de tal manera que los modos χk(t) del campo χ satisfacen la ecuación dife-
rencial

χ̈k + H2
c R2

(
k2 − k2

0(t)
)
χk = 0, (3.50)

con

k2
0(t) =

1

R2H2
c

[
1

4
(3Hc + f(t))2 +

1

2

(
3Ḣc + ḟ(t)

)]
, (3.51)

donde f(t) es una función del parámetro clásico de Hubble [ver la ecuación
(3.47)]. De esta forma, la dinámica de las fluctuaciones cuánticas es descrita
sólo por el parámetro clásico de Hubble Hc = ȧ

a
.

Ahora vamos a estudiar un ejemplo donde ψ(N) = − 1
(αN)

, tal que Hc(N) =

−αN . Esto implica que el parámetro clásico de Hubble (escrito como función
del tiempo) es dado por Hc(t) = H0e

αΔt. Al final de inflación αΔt << 1, aśı

que Hc(t) � H0(1+αΔt) y 3Hc(t)+ f(t) � 3H0(1+αΔt)+3α−
(

4H2
0

α

)
(1+

2αΔt)−
(

3H3
0

α2

)
(1 + 3αΔt), donde Δt = t0 − t y t0 es el tiempo al cual infla-

ción termina. Al final de inflación es suficiente hacer una expansión a primer
orden en Δt para k2

0, de tal manera que este puede ser aproximado por

k2
0 =

1

r2
(A1 − A2t). (3.52)

Con esta aproximación, la solución general para los modos χk es

χk(t) = C1Ai[x(t)] + C2Bi[x(t)], (3.53)

donde Ai[x(t)] y Bi[x(t)] son las funciones de Airy con argumento x(t) y
(C1, C2) son constantes de integración. Además

A1 =
1

4

(
3H0 − 3H3

0

α2
+ α − 3H2

0

α

)2

+
1

2

(
8H2

0 − 9H3
0

α
− αH0

)
− 1

2

(
3H0 − 3H3

0

α2
+ 3α − 8H2

0

α

)(
8H2

0 +
9H3

0

α
− 3H0α

)
t0,(3.54)
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B1 =
1

2

(
3H0 − 3

H3
0

α2
+ 3α − 8H2

0

α

)(
3Hoα − 8H2

0 − 9H3
0

α

)
, (3.55)

x(t) =
[(A1 − k2) − A2t]

A2

(
A2

r2

)1/3

. (3.56)

Note que en este ejemplo H0 denota el valor del parámetro clásico de Hubble
al final de inflación. A escalas cosmológicas (es decir, para k2 << A1 −A2t),
la solución para χk es inestable. Sin embargo, en el sector ultravioleta (UV),
es decir, para k2 >> A1 − A2t, los modos oscilan. Este comportamiento es
bien descrito por la función Bi[x(t)], aśı que tomaremos C1 = 0. De esta
forma al final de inflación los modos χk están dados por

χk(t) = C2Bi[x(t)]. (3.57)

De esta manera, debido a que los modos de las fluctuaciones cuánticas φ
son φk = e−

1
2

∫
[3Hc(t)+f(t)]dtχk, las fluctuaciones cuadráticas medias para el

inflatón están dadas por

< φ2 >� 1

2π2
e
− 3(H0+α)−4

H2
0

α
−3

H2
0

α2 t
∫

dk k2|χ2
k|, (3.58)

donde los modos χk están dados por (3.57). Posteriormente las fluctuaciones
de densidad de enerǵıa son estimadas por la expresión

δρ

ρ
∼ 2π1/2 H

3/2
0

α1/2Mp

, Mp = G−1/2, (3.59)

las cuales son del orden de 10−5 para H0 ∼ 10−5Mp y α ∼ 10−5Mp. En nues-
tro caso el ı́ndice espectral ns es dado por | ns − 1 |= 6

u(t)
. Durante inflación

u >> 1, aśı que | ns − 1 |<< 1. De esta manera vemos que durante inflación
el espectro se aproxima muy bien a uno de Harrison-Zeldovich (ns � 1).

En este caṕıtulo hemos desarrollado un formalismo pentadimensional des-
de un vaćıo aparente, para describir un escenario inflacionario tetradimensio-
nal en el cual el potencial inflacionario V (ϕ) tiene un origen geométrico. Lo
caracteŕıstico de este formalismo es que propone un Universo pentadimen-
sional en el cual una clase de observadores, percibe un Universo tetradimen-
sional en donde la quinta dimensión extendida, se manifiesta a través de la
existencia de las fuentes de materia, en este caso a través de la inducción del
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potencial inflacionario efectivo tetradimensional V (ϕ).

Por otro lado, este formalismo puede calificarse como perturbativo en el
sentido de que hace uso de la aproximación semi-clásica del campo inflatón.
Sin embargo, un formalismo no perturbativo también es posible desde este
escenario. Un formalismo de este tipo puede verse en [53].

Uno de los aspectos en el escenario inflacionario, que no ha sido cubierto
en este caṕıtulo, es la dinámica de los modos tanto en el sector IR como en
el UV del inflatón. En el siguiente caṕıtulo incluiremos esta dinámica en el
contexto de una teoŕıa de Kaluza-Klein no compacta pentadimensional, pero
mediante un formalismo estocástico que nos permitirá describir el efecto de
los modos en el sector UV sobre los modos en el sector IR, como un ruido
cuántico blanco o gaussiano.
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4. INFLACIÓN ESTOCÁSTICA DESDE UNA TEORÍA
DE KALUZA- KLEIN NO-COMPACTA 5D

4.1 Introducción

El modelo de inflación estocástica es uno de los pocos que resuelve los bien
conocidos problemas del modelo estándar cosmológico. Las observaciones
más recientes arrojan fluctuaciones en la densidad de enerǵıa asociadas a
CMBR ( δρ

ρ
≈ 10−5), son tratadas en modelos inflacionarios, asociando su

origen a las fluctuaciones cuánticas del campo inflatón durante esa era. Este
problema es de nauraleza cuántica pero bajo ciertas condiciones puede consi-
derarse como clásico a gran escala a través de un tratamiento estocástico del
tipo Langevin. La aproximación más ampliamente aceptada supone que la
fase inflacionaria es controlada por un sólo campo escalar cuántico ϕ y su po-
tencial V (ϕ). Dentro de esta perspectiva, inflación estocástica propone una
descripción dinámica de este campo cuántico mediante un desdoblamiento
de ϕ en una componente homogénea y otra inhomogénea. Usualmente la
homogénea φc(t) se interpreta como un campo clásico que surge de prome-
diar un campo de grano grueso sobre el volumen a gran escala del Universo
observable, y juega el papel de un parámetro de orden global [102]. Toda la
información a escalas menores a la de este volumen tales como las fluctua-
ciones de densidad, esta contenida en la componente inhomogénea.

Por otro lado, aunque la teoŕıa de inflación estocástica es ampliamen-
te aceptada y por ende usada, es necesario hacer la aproximación < ρ >�
φ̇2

c

2
+V (φc) que permite hacer cálculos en una expansión lineal para el poten-

cial V (ϕ) alrededor de su campo de fondo clásico φc(t) [103]. Fue Starobinsky
el primero en derivar una ecuación de Fokker-Planck para las probabilidades
de transición P (φL, t|φ′

L, t′) en coordenadas comóviles [104], desde la ecua-
ción estocástica para la dinámica del campo inflatón. P (φL, t|φ′

L, t′) nos da
información estad́ıstica del número relativo de “dominios”(configuraciones



metaestables de vaćıo) que teniendo un valor t́ıpico φ′
L del campo inflatón de

grano grueso, evolucionan en un intervalo de tiempo (t′ − t) hacia una nueva
configuración con un valor t́ıpico φL.

El principal objetivo de este caṕıtulo consiste en desarrollar un trata-
miento consistente de campo de grano grueso para la dinámica de un campo
escalar a escalas cosmológicas, incluyendo la era inflacionaria, pero desde un
vaćıo aparente 5D dentro de una teoŕıa de Kaluza Klein no caompacta como
se ha venido haciendo a lo largo de la tesis. Por simplicidad estudiaremos el
caso de una expansión de de-Sitter, sin embargo el formalismo puede usarse
para estudiar otros modelos inflacionarios más realistas.

4.2 Formalismo 5D

Nuestro punto de partida en la construcción del formalismo no perturbativo
es la ecuación de movimiento para el campo inflatón 5D (3.5) cuya naturaleza
es no perturbativa. Esta ecuación puede escribirse

��
ϕ +3

�
ϕ −e−2N∇2

rϕ −
[
4ψ

∂ϕ

∂ψ
+ ψ2 ∂2ϕ

∂ψ2

]
= 0, (4.1)

donde la estrella (�) denota derivada con respecto de N y ϕ ≡ ϕ (N,�r, ψ).
El conmutador entre ϕ y ΠN = ∂L

∂ϕ,N
= gNNϕ,N es dado por[

ϕ (N,�r, ψ) , ΠN
(
N, �r′, ψ′

)]
= igNN

∣∣∣∣ (5)g0

(5)g

∣∣∣∣ δ(3)
(
�r − �r′

)
δ (ψ − ψ′) , (4.2)

donde gNN = ψ−2. Para simplificar la estructura de (4.1) usamos la trans-

formación ϕ = χe−3N/2
(

ψ0

ψ

)2

obteniendo

��
χ −

[
e−2N∇2

r +

(
ψ2 ∂2

∂ψ2
+

1

4

)]
χ = 0. (4.3)

Esta expresión es una ecuación tipo Klein-Gordon 5D generalizada para el
campo redefinido χ(N,�r, ψ). El campo χ puede ser escrito en términos de la
expansión de Fourier

χ (N,�r, ψ) =
1

(2π)3/2

∫
d3kr

∫
dkψ

[
akrkψ

ei(�kr·�r+�kψ ·�ψ)ξkrkψ
(N,ψ)

+ a†
krkψ

e−i(�kr·�r+�kψ ·�ψ)ξ∗krkψ
(N,ψ)

]
, (4.4)
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donde el asterisco (∗) denota complejo conjugado y
(
akrkψ

, a†
krkψ

)
son los

operadores de creación y aniquilación que satisfacen las relaciones de conmu-
tación [

akrkψ
, a†

krkψ

]
= δ(3)

(
�kr − �k′

r

)
δ
(
�kψ − �k′

ψ

)
, (4.5)[

a†
krkψ

, a†
k′

rk′
ψ

]
=

[
akrkψ

, ak′
rk′

ψ

]
= 0, (4.6)

y de esta forma los campos χ y
�
χ cumplen con[

χ (N,�r, ψ) ,
�
χ (N,�r, ψ)

]
= iδ(3)

(
�r − �r′

)
δ
(

�ψ − �ψ′
)

. (4.7)

Para que la relación de conmutación (4.7) sea válida, se requiere que

ξkrkψ

(
�

ξkrkψ

)∗
−
(

�

ξkrkψ

)∗ �

ξkrkψ
= i. (4.8)

de esta forma la ecuación para los modos
�

ξkrkψ
(N, ψ) es dada por

��

ξ krkψ
+k2

re
−2Nξkrkψ

+ ψ2

(
k2

ψ − 2ikψ
∂

∂ψ
− ∂2

∂ψ2
− 1

4ψ2

)
ξkrkψ

= 0. (4.9)

Para resolver esta ecuación proponemos la separación

ξkrkψ
(N,ψ) = ξ

(1)
kr

(N)ξ
(2)
kψ

(ψ), (4.10)

tal que (4.9) puede escribirse mediante el sistema de ecuaciones

��

ξ
(1)

kr
+
[
k2

re
−2N − α

]
ξ

(1)
kr

= 0, (4.11)

d2ξ
(2)
kψ

dψ2
+ 2ikψ

dξ
(2)
kψ

dψ
−
(

k2
ψ − (1/4 − α)

ψ2

)
ξ

(2)
kψ

= 0, (4.12)

donde α es una constante adimensional. Resolviendo las ecuaciones (4.11) y
(4.12) obtenemos

ξ
(1)
kr

[x(N)] = A1H(1)
ν [x(N)] + A2H(2)

ν [x(N)], (4.13)

ξ
(2)
kψ

[ψ] = e−i�kψ·�ψ
[
B1ψ

( 1
2
+
√

α) + B2ψ
( 1

2
−√

α)
]
, (4.14)
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donde H(1,2)
ν [x(N)] = Jν [x(N)] ± iYν [x(N)] son las funciones de Hankel,

Jν [x(N)] y Yν [x(N)] son las funciones de Bessel del primero y segundo tipo,
respectivamente, con ν =

√
α y x(N) = kre

−N . Las constantes arbitrarias
A1, A2, B1 y B2 son restringidas por la condición de normalización (4.8) de
tal manera que

[(A1 − A2)(A1 + A2)]
[
B1ψ

1
2
+ν + B2ψ

1
2
−ν
]2

=
π

4
. (4.15)

Implementando la condición de vaćıo de Bunch-Davies generalizada, dada
en este caso por A1 = 0, B1 = 0 en (4.15), se obtiene A2 = i

√
π

2B2
, y de esta

manera la solución de (4.9) con la condición (4.15), haciendo α = 1/4, es
dada por

ξkrkψ
(N, ψ) =

i
√

π

2
e−i�kψ ·�ψH(2)

1/2[kre
−N ], (4.16)

que puede escribirse de manera más compacta a través de

ξkrkψ
(N,ψ) = e−i�kψ ·�ψ ∼

ξkr
(N), (4.17)

donde
∼
ξkr

(N) = i
√

π
2
H(2)

1/2[kre
−N ]. Con esto, el campo χ en la ecuación (4.4)

puede escribirse

χ(N,�r, ψ) = χ(N,�r) =
1

(2π)
3
2

∫
d3kr

∫
dkψ

[
akrkψ

ei�kr·�r ∼
ξkr

(N) + c.c.
]
.

(4.18)
Aśı, el campo escalar ϕ puede escribirse en función del campo redefinido χ
en la forma

ϕ (N,�r, ψ) = e−
3N
2

(
ψ0

ψ

)2

χ(N,�r), (4.19)

con χ(N,�r) dada por (4.18). Una consecuencia muy importante de este resul-
tado es que ϕ(N,�r, ψ) se propaga sólo sobre la parte espacialmente isotrópica
3D, r(x, y, z), pero no sobre la coordenada tipo espacio ψ. Esto nos da una
explicación de porque la materia se propaga sólo sobre la subvariedad 4D
descrita por las coordenadas (N,�r).
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4.3 El Campo de Grano Grueso en 5D.

Para estudiar la evolución a gran escala del campo ϕ sobre la parte espacial
3D, definimos el campo de grano grueso 5D por

χL(N,�r, ψ) =
1

(2π)3/2

∫
d3kr

∫
dkψ θ(εk0(N)−kr)

[
akrkψ

ei�kr·�r ∼
ξkr

(N) + c.c.
]
,

(4.20)
donde c.c. denota complejo conjugado del primer término entre corchetes y
k0 =

√
αeN es el número de onda dependiente de N (relativo a la parte espa-

cial 3D homogénea e isotrópica) que separa los sectores de longitud de onda

corta k2
r >> k2

0 y de longitud de onda larga k2
r << k2

0. Los modos
∼
ξkr

(N)
son dados por la ecuación (4.17). Los modos contenidos en este campo de
grano grueso son aquellos que satisfacen kr

k0
< ε, es decir, aquellos que están

fuera del horizonte causal.

La parte complementaria del campo de grano grueso, es el campo de grano
fino que en 5D lo definimos por

χS(N,�r, ψ) =
1

(2π)3/2

∫
d3kr

∫
dkψ θ(kr−εk0(N))

[
akrkψ

ei�kr·�r ∼
ξkr

(N) + c.c.
]
,

(4.21)
de tal manera que χ = χL +χS. Aśı, la ecuación de movimiento para χL será
aproximadamente

��
χL −

(
k0(N)

b

)2

χL = ε
[��

k 0 η(N,�r, ψ)+
�
κ (N,�r, ψ) + 2

�
γ (N,�r, ψ)

]
,

(4.22)
donde los operadores estocásticos η, κ y γ son dados respectivamente por

η(N,�r, ψ) =
1

(2π)3/2

∫
d3kr

∫
dkψδ (εk0(N) − kr)

[
akrkψ

ei�kr·�r ∼
ξkr

(N) + c.c.

]
,(4.23)

κ(N,�r, ψ) =
1

(2π)3/2

∫
d3kr

∫
dkψ

�
δ (εk0(N) − kr)

[
akrkψ

ei�kr·�r ∼
ξkr

(N) + c.c.

]
,(4.24)

γ(N,�r, ψ) =
1

(2π)3/2

∫
d3kr

∫
dkψδ (εk0(N) − kr)

[
akrkψ

ei�kr·�r
�∼
ξkr

(N) + c.c.

]
,(4.25)

La ecuación (4.22) puede reescribirse en la forma

��
χL −αχL = ε

[
d

dN

( �

k0 η(N,�r, ψ)
)

+
�

k0 γ(N,�r, ψ)

]
. (4.26)
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Esta es una ecuación estocástica de segundo orden que puede escribirse como
dos escuaciones estocásticas de primer orden mediante la introducción del

campo auxiliar u =
�
χL −ε

�

k0 η. El sistema lineal obtenido es

�
u = αχL + ε

�

k0 γ, (4.27)
�
χL = u + ε

�

k0 η. (4.28)

En el sistema (4.27), (4.28) el papel del ruido γ puede ser miniminizarse si

(
�

k0)
2 〈γ2〉 << (

��

k 0)
2 〈η2〉, lo cual es válido si se cumple la siguiente condición

�∼
ξkr

�∼
ξ∗kr

∼
ξkr

∼
ξ∗kr

<< 1. (4.29)

En tal caso el sistema (4.27), (4.28) puede aproximarse a

�
u = αχL, (4.30)

�
χL = u + ε

�

k0 η. (4.31)

Este sistema representa dos ecuaciones de Langevin con un ruido η gaussiano
y blanco en naturaleza, pues satisface

〈η〉 = 0, (4.32)〈
η2
〉

=
ε(k2

0)

2π2
�

k0

∫
dkψ

∼
ξεk0

∼
ξ∗εk0

δ(N − N ′). (4.33)

La ecuación que describe la dinámica de la probabilidad de transición P
[
χ

(0)
L , u(0)|χL, u

]
,

de una configuración
(
χ

(0)
L , u(0)

)
a otra (χL, u) es una de Fokker Planck dada

por
∂P

∂N
= −u

∂P

∂χL

− αχL
∂P

∂u
+

1

2
D11

∂2P

∂χ2
L

, (4.34)

donde D11 = 1
2
(ε

�

k0)
2[
∫

dN 〈η2〉] es el coeficiente de difusión relacionado con
la variable χL debido a la acción estocástica del ruido η. Expĺıcitamente

D11 =
ε3(k0)

2

4π2

�

k0

∫
dkψ

∼
ξεk0

∼
ξ∗εk0

, (4.35)

que es divergente.
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4.4 La Métrica de Ponce de León y la Expansión De-Sitter
4D.

Para describir la métrica (3.2) en coordenadas f́ısicas podemos hacer las si-
guientes transformaciones

t = ψ0N, R = ψ0r, ψ = ψ, (4.36)

tal que obtenemos el elemento de ĺınea 5D

dS2 =

(
ψ

ψ0

)2 [
dt2 − e2t/ψ0dR2

]− dψ2, (4.37)

donde t es el tiempo cśomico y R2 = X2 + Y 2 + Z2. Esta métrica es la de
Ponce de Leon [105] y describe una métrica 3D plana homogénea e isotrópica
extendida a una metrica de FRW 5D en una expansión De-Sitter [106].

Para estudiar la evolución De-Sitter del Universo sobre un espacio-tiempo
4D podemos tomar la foliación ψ = ψ0 en la métrica (4.37), tal que la métrica
efectiva 4D resulta

dS2 → ds2 = dt2 − e2t/ψ0dR2, (4.38)

que describe un Universo espacialmente homogéneo, isotrópico y plano, que
se expande con un parámetro de Hubble H = 1

ψ0
, que en nuestro caso es

constante, y que tiene una 4D-curvatura escalar (4)R = 6(Ḣ + 2H2). Notese
que en este caso particular el parámetro de Hubble es una constante, aśı
Ḣ = 0.

La densidad de enerǵıa ρ y la presión P 4D son

8πG 〈ρ〉 =
3

ψ2
0

, (4.39)

8πG 〈P 〉 = − 3

ψ2
0

, (4.40)

donde G = M−2
p es la constante gravitacional y Mp = 1.2 × 1019 GeV es la

masa de Planck. Además el Universo describe una ecuación de estado de
vaćıo P = −ρ tal que

〈ρ〉 =

〈
ϕ̇2

2
+

a2
0

2a2
(�∇ϕ)2 + V (ϕ)

〉
, (4.41)
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donde los brackets denotan valor de espectación 4D. La densidad lagrangiana
4D es dada por

(4)L(ϕ, ϕ,μ) = −
√∣∣∣∣ (4)g

(4)g0

∣∣∣∣ [1

2
gμνϕ,μϕ,ν + V (ϕ)

]
, (4.42)

donde podemos identificar el potencial efectivo para la métrica de FRW 4D
[107] con

V (ϕ) = − 1

2
gψψϕψϕψ

∣∣∣∣
ψ=ψ0

=
1

2

(
∂ϕ

∂ψ

)2
∣∣∣∣∣
ψ=ψ0

. (4.43)

En nuestro caso este potencial toma la forma

V (ϕ) =
2

ψ2
0

ϕ2(t, �R, ψ0), (4.44)

Note que este potencial tiene un origen geométrico y adquiere diferentes
representaciones en diferentes sistemas de referencia. En nuestro caso, los
observadores se encuentran en un sistema de referencia con Uψ = 0 debido a
que estamos considerando una foliación ψ = ψ0 sobre la métrica 5D (4.37).
La ecuación de movimiento 4D para ϕ es

ϕ̈ +
3

ψ0

ϕ̇ − e
− 2t

ψ0 ∇2
Rϕ −

[
4

ψ

∂ϕ

∂ψ
+

∂2ϕ

∂ψ2

]∣∣∣∣
ψ=ψ0

= 0, (4.45)

lo cual significa que la derivada efectiva del potencial V (ϕ) es

V ′(ϕ)|ψ=ψ0
=

2

ψ2
0

ϕ(�R, t, ψ0). (4.46)

Esta V ′(ϕ) es efectiva en el sentido de que es sólo una identificación del
último término en la ecuación (4.45) y no una derivada directa con respecto
de ϕ de (4.44). Más aun, como ϕ es un campo cuántico una derivada directa
de V (ϕ) con respecto de ϕ no tendŕıa sentido debido al carácter operatorial
de ϕ.
Ahora, podemos implementar la transformación

ϕ(�R, t) = e
− 3t

2ψ0 χ(�R, t) (4.47)

donde el campo redefinido puede expandirse en la forma

χ(�R, t) =
1

(2π)3/2

∫
d3kR

∫
dkψ[akRkψ

ei�kR·�R ∼
ξkR

(t)+c.c.]δ(�kψ−�kψ0). (4.48)
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Aśı, la ecuacíın de movimiento para χ es una ecuación de tipo Klein gordon
dada por

χ̈ −
[
e
− 2t

ψ0 ∇2
R +

1

4ψ2
0

]
χ = 0. (4.49)

La ecuación de movimiento para los modos
∼
ξkR

(t) es

∼̈
ξkR

+

[
k2

Re
− 2t

ψ0 − 1

4ψ2
0

] ∼
ξkR

= 0. (4.50)

Es importante destacar que la ecuación (4.50) es exactamente la ecuación
(4.11) con α = 1/4, con la transformación de variables (4.36), sobre la hiper-
superficie ψ = ψ0.

4.5 Dinámica Estocástica 4D para χL en una Expansión
De-Sitter.

Análogamente al cálculo hecho en 5D, definimos los campos de grano grueso
χL(t, �R) y de grano fino χS(t, �R) por

χL(t, �R) =
1

(2π)3/2

∫
d3kR

∫
dkψθ(εk0(t) − kR)[akRkψ

ei�kR·�R ∼
ξkR

(t) + c.c.]δ(�kψ − �kψ0),

(4.51)

χS(t, �R) =
1

(2π)3/2

∫
d3kR

∫
dkψθ(kR − εk0(t))[akRkψ

ei�kR·�R ∼
ξkR

(t) + c.c.]δ(�kψ − �kψ0),

(4.52)

donde k0(t) = 1
2ψ0

et/ψ0 . La dinámica que describe la dinámica de χ en

el sector infrarrojo (k2
R << k2

0) es χL. Su dinámica obedece la ecuación
estocástica tipo Kramer

χ̈L − 1

4ψ2
0

e
− 2t

ψ0 χL = ε

[
d

dt

(
k̇0η(t, �R)

)
+ k̇0γ(t, �R)

]
, (4.53)

donde los operadores estocásticos η y γ son

η =
1

(2π)3/2

∫
d3kRδ(εk0 − kR)

[
akRkψ0

ei�kR·�R ∼
ξkR

(t) + c.c.
]
, (4.54)

γ =
1

(2π)3/2

∫
d3kRδ(εk0 − kR)

[
akRkψ0

ei�kR·�R∼̇
ξkR

(t) + c.c.

]
. (4.55)
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La ecuación estocástica de segundo orden (4.53) puede escribirse como un
sistema de dos ecuaciones estocásticas de Langevin en la forma

u̇ =
1

4ψ2
0

e
− 2t

ψ0 χL + εk̇0γ, (4.56)

χ̇L = u + εk̇0η, (4.57)

donde u = χ̇L − εk̇0γ. La condición para poder despreciar el ruido γ con
respecto a η es ahora

∼̇
ξkR

∼̇
ξ∗kR

∼
ξkR

∼
ξ∗kR

<<

(
k̈0

)2

(
k̇0

)2 , (4.58)

a escalas super-Hubble. Notese que este resultado es exactamente el mismo
que el de la ecuación (4.29) bajo la transformación (4.36). Para una expansión
De-Sitter la ecuación (4.58) se convierte en kR

k0
< ε << 1. Esto significa que el

ruido γ puede despreciarse a escalas kR << 1
ψ0

et/ψ0 , es decir, a escalas super
Hubble. La ecuación de Fokker-Planck para la probabilidad de transición
P (χ

(0)
L , u(0)|χL, u) es

∂P

∂t
= −u

∂P

∂χL

− e
− 2t

ψ0

4ψ2
0

χL
∂P

∂u
+ D11(t)

∂2P

∂χ2
L

, (4.59)

donde D11(t) =
ε3k̇0k2

0

4π2

∣∣∣∼ξεk0

∣∣∣2. De esta forma, la ecuación de movimiento para

〈χ2
L〉 =

∫
dχLduχ2

LP (χL, u) es

d

dt

〈
χ2

L

〉
= D11(t) � ε2e

3t
ψ0

32π2ψ3
0

. (4.60)

Para regresar al campo original ϕL = e
− 3t

2ψ0 χL, la ecuación (4.60) puede
escribirse

d

dt

〈
ϕ2

L

〉
= − 3

ψ0

〈
ϕ2

L

〉
+

ε2

32π2ψ3
0

, (4.61)

cuya solución es dada por

〈
ϕ2

L

〉
=

ε2

96π2ψ2
0

[
1 + Ce

− 3t
ψ0

]
, (4.62)
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donde C es una constante de integración. Cuando 3t
ψ0

<< 1, se obtiene para

ε2(1 + C) = 24 que

〈
ϕ2

L

〉
3t
ψ0

<<1
� 1

4π2ψ2
0

[
1 − 3t

ψ0

]
≡ H2

4π2
[1 − 3Ht]. (4.63)

Sin embargo, después de que finaliza inflación, 3t
ψ0

>> 1, y la solución (4.62)
adquiere la forma 〈

ϕ2
L

〉
3t
ψ0

>>1
� ε2H2

96π2
, (4.64)

que es válida sólo para ε2 << 1. Para entender mejor este resultado en el
contexto de las fluctuaciones del campo inflatón φ(t, �R), implementaremos la
aproximación semiclásica

ϕ(t, �R) =
〈
ϕ(t, �R)

〉
+ φ(t, �R), (4.65)

donde 〈ϕ〉 = φc(t) y 〈φ〉 = 0. Con esta representación se obtiene〈
ϕ2
〉

= φ2
c +

〈
φ2
〉
, (4.66)

donde φc(t) es solución de la ecuación

φ̈c +
3

ψ0

φ̇c +
2

ψ2
0

φc = 0. (4.67)

La solución general de (4.67) es

φc(t) = φ(0)
c e

− t
ψ0

(
1 + C1e

− t
ψ0

)
, (4.68)

donde C1 es una constante de integración y φ
(0)
c = φc(t = ti), siendo ti el

tiempo al cual inflación inicia. Notese que después de que inflación términa
φc(t → ∞) → 0. Aśı, después de inflación se obtiene el siguiente resultado〈

ϕ2
〉

3t
ψ0

>>1
� 〈φ2

〉
3t
ψ0

>>1
, (4.69)

lo que significa que para 3t
ψ0

>> 1 se satisface la aproximación

〈
φ2

L

〉
3t
ψ0

>>1
� 〈ϕ2

L

〉
3t
ψ0

>>1
� ε2H2

96π2
. (4.70)
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Este es un resultado importante que nos dice que el valor de espectación para
el segundo momento del campo ϕL al final de inflación es aproximadamente
dado por el valor de espectación de las fluctuaciones del campo inflatón a
escalas cosmológicas (para ε2 << 1).
La amplitud de la densidad de enerǵıa a escalas cosmológicas es estimada
por

δρ

ρ

∣∣∣∣
final

� 〈V ′(ϕ)〉
〈V (ϕ)〉

〈
φ2

L

〉1/2 � φc

〈φ2
L〉
〈
φ2

L

〉1/2
. (4.71)

Para obtener δρ
ρ

∣∣∣
final

� 10−5, el valor de φc al final de inflación, tomando

ε = 10−3 debe ser

φc|final �
0.66 × 10−10

ψ0

= 0.66 × 10−10H. (4.72)

Por otro lado si consideramos tfinal � 1010G1/2, vemos que φ
(0)
c ≤ Mp para

H ≤ 10−10Mp (o ψ0 ≥ 1010G1/2). De esta forma, cuando inflación comienza

φ
(0)
c asume valores sub-planckianos.

A lo largo de este caṕıtulo hemos desarrolado un modelo estocástico in-
flacionario pentadimensional desde una teoŕıa de Kaluza Klein no compacta.
Como hemos visto, en este modelo el campo escalar inflatón es dividido en
modos de longitud de onda larga y longitud de onda corta mediante los cam-
pos de grano grueso y grano fino, respectivamente. En otras palabras el
campo de grano grueso describe la dinámica de estos modos en el sector IR y
el campo de grano fino describe su dinámica en el sector UV. De esta forma,
los modos en el sector IR son descritos por un sistema cuántico condicionado
por un ruido cuántico debido los modos en el sector UV. A diferencia de
los modelos estocásticos t́ıpicos en este modelo el potencial inflacionario es
inducido geométricamente desde un vaćıo pentadimensional y es generado
por la quinta coordenada. Además, uno de los resultados más importantes
en este escenario es que el valor de espectación para el segundo momento
del campo ϕL al final de inflación < ϕ2

L >3t/ψ0>>1 es dado, de acuerdo a la
ecuación (4.70), aproximadamente por el valor de espectación de las fluctua-
ciones del inflatón a escala cosmológica < φ2

L >3t/ψ0>>1, siendo ambos valores
determinados por el valor de la quinta coordenada ψ = ψ0 que define a la
foliación. Finalmente de la expresión (4.72) puede verse que el valor inicial

para el campo inflatón de fondo φ
(0)
c es sub-planckiano. Este resultado es
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también de gran importancia puesto que en otros tratamientos de inflación
caótica φ

(0)
c asume valores trans-planckianos lo que resulta en un problema de

condiciones iniciales. Aśı en este tratamiento estocástico pentadimensional
el problema de condiciones iniciales es resuelto.
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5. FLUCTUACIONES ESCALARES DE LA MÉTRICA
DESDE UNA TEORÍA DE KALUZA KLEIN NO

COMPACTA 5D

5.1 Introducción.

La teoŕıa relativista de perturbaciones cosmológicas es una pieza fundamen-
tal en nuestro entendimiento del Universo temprano, aśı como indispensable
para relacionar diferentes escenarios de esas épocas, tales como inflación, con
datos observacionales cosmológicos tales como las anisotropias en la radia-
ción cósmica de fondo (CMBR). El modelo inflacionario [108] resuelve varias
dificultades que surgen del modelo cosmológico estándar, tales como los pro-
blemas del horizonte, de planaridad y de monopolos magnéticos, además de
dar un mecanismo para la generación de las fluctuaciones primordiales de
densidad, necesarias para explicar la formación de estructura [109]. La apro-
ximación 4D más ampliamente aceptada asume que la fase inflacionaria es
controlada por un campo escalar cuántico ϕ relacionado con su potencial es-
calar V (ϕ) [110]. Dentro de esta perspectiva, la aproximación semiclásica del
campo escalar ϕ en inflación, propone describir la dinámica de este campo
cuántico en dos partes: la espacialmente homogénea (de fondo) y la compo-
nente inhomogénea [111]. Usualmente la homogénea es interpretada como un
campo clásico ϕb(t) que surge del valor de espectación del campo cuántico.

La componente inhomogénea δϕ(t, �R) son las fluctuaciones cuánticas. Estas
fluctuaciones cuánticas del campo son las responsables de las fluctuaciones
de la métrica alrededor del fondo métrico de FRW [112].

Las dos versiones actuales de la teoŕıa de gravedad 5D son la teoŕıa de
Membranas (o Branas) [113] y la teoŕıa de materia inducida [114]. En la
primera de ellas, la gravedad se propaga libremente en el bulto, mientras
que las interacciones de f́ısica de part́ıculas se confinan a una hipersuperficie,
llamada Brana. La teoŕıa de materia inducida en su forma más simple es



básicamente una teoŕıa de Kaluza-Klein en la cual la quinta dimensión no
es compacta y las ecuaciones de campo de relatividad general en 4D surgen
a partir del hecho de que la variedad 5D es Ricci-plana. De esta forma, la
dimensión extra es responsable de la aparición de fuentes en la teoŕıa de la
relatividad general 4D. Aśı, el mundo 4D de relatividad general es embebido
en una variedad 5D Ricci-plana. A surgido recientemente un gran interés por
encontrar soluciones exactas a las ecuaciones de campo 5D de Kaluza-Klein,
donde la quinta coordenada es considerada no compacta. Esta teoŕıa repro-
duce y extiende soluciones conocidas de las ecuaciones de campo de Einstein
en 4D. También se ha visto un particular interés alrededor de soluciones que
no sólo son Ricci-planas, sino que además son Riemann-planas. Esto se debe
a que es posible tener una variedad plana 5D que contenga una subvariedad
curva 4D, resultado soportado por el teorema de Campbell-Magaard. De
esta manera, el Universo puede ser “vaćıo”y simple en 5D, pero que contiene
materia en formas complicadas en 4D [115].

En este caṕıtulo estudiaremos una 4D expansión De-Sitter del Universo
desde una teoŕıa de Kaluza-Klein no compacta de la gravedad, tomando en
cuenta las fluctuaciones escalares de la métrica, las cuales son invariantes de
norma. En particular describiremos la dinámica 4D de estas fluctuaciones
escalares inducidas desde un vaćıo aparente 5D.

5.2 Formalismo.

Consideremos la acción

I = −
∫

d4xdψ

√∣∣∣∣ (5)ḡ
(5)ḡ0

∣∣∣∣ [ (5)R̄

16πG
+(5) L(ϕ, ϕ,A)

]
, (5.1)

para un campo escalar ϕ, acoplado mı́nimamente a la gravedad. Por de-
finición para describir una variedad 5D en un vaćıo aparente, la densidad
lagrangeana L en (??) debe contener sólo el término cinético

(5)L(ϕ, ϕ,A) =
1

2
gABϕ,Aϕ,B, (5.2)

donde A y B toman valores 0, 1, 2, 3, 4. El elemento de ĺınea perturbado
dS2 = gABdxAdxB es dado por

dS2 = ψ2(1 + 2Φ)dN2 − ψ2(1 − 2Ψ)e2Ndr2 − (1 − Q)dψ2, (5.3)
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donde los campos Φ, Ψ y Q son funciones de las coordenadas [N,�r(x, y, z), ψ],
donde N , x, y, z son coordenadas adimensionales y ψ tiene unidades espa-
ciales. Note que (5)R̄ en la acción (5.1) es el escalar de Ricci evaluado en la
métrica de fondo (dS2)b = ḡABdxAdxB. En nuestro caso consideraremos la
métrica de fondo (

dS2
)

b
= ψ2dN2 − ψ2e2Ndr2 − dψ2, (5.4)

que es 3D espacialmente isotrópica, homogénea y plana [116]. Además la
métrica (5.4) es globalmente plana, es decir, satisface R̄A

BCD = 0 y desccribe
un vaćıo aparente caracterizado por ḠAB = 0.
El tensor enerǵıa-momento es dado por

TAB = ϕ,Aϕ,B − 1

2
gABϕ,Cϕ,C . (5.5)

Para describir las fluctuaciones escalares de la métrica debemos considerar
el tensor enerǵıa-momento covariante TAB simétrico. En tal caso obtenemos
que Ψ = Φ y Q = 2Φ, de tal manera que el elemento de ĺınea (5.3) puede
escribirse ahora

dS2 = ψ2(1 + 2Φ)dN2 − ψ2(1 − 2Φ)e2Ndr2 − (1 − 2Φ)dψ2, (5.6)

donde el campo Φ(N,�r, ψ) describe la perturbación escalar métrica del fondo
métrico 5D (5.4). Para la métrica (5.6),

∣∣(5)ḡ
∣∣ = ψ8e6N es el valor absoluto

del determinante para el fondo métrico (5.4) y
∣∣(5)ḡ0

∣∣ = ψ8
0e

6N0 es una cons-
tante de dimensionalización, para las constantes ψ0 y N0. Además G = M−2

p

es la constante gravitacional y Mp = 1.2 × 1019 Gev es la masa de Planck.
En esta tesis consideramos N0 = 0, de tal manera que

∣∣(5)ḡ0

∣∣ = ψ8
0. En este

caso, el ı́ndice “0”denota el valor de la cantidad al final de inflación, es decir,
cuando b̈ = 0, donde b(t) es el factor de escala.

Por otro lado , el tensor métrico contravariante a primer orden de apro-
ximación en Φ es

gAB =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

(1−2Φ)
ψ2 0 0 0 0

0 − e−2N (1+2Φ)
ψ2 0 0 0

0 0 − e−2N (1+2Φ)
ψ2 0 0

0 0 0 − e−2N (1+2Φ)
ψ2 0

0 0 0 0 −(1 + 2Φ)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

(5.7)
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el cual, a primer orden puede escribirse como gAB = ḡAB + δgAB, siendo ḡAB

el tensor métrico contravariante de fondo. La dinámica para Φ y ϕ es bien
descrita por las ecuaciones de Lagrange y de Einstein, que estudiaremos en
las siguientes secciones.

5.3 Ecuaciones de Lagrange.

Las ecuaciones de Lagrange para los campos ϕ y Φ son respectivamente dadas
por

∂2ϕ

∂N2
+ 3

∂ϕ

∂N
− e−2N∇2

rϕ − ψ

(
ψ

∂2ϕ

∂ψ2
+ 4

∂ϕ

∂ψ

)
− 2Φ

[
∂2ϕ

∂N2
+ 3

∂ϕ

∂N
−

−e−2N∇2
rϕ − ψ

(
−ψ

∂2ϕ

∂ψ2
+ 4

∂ϕ

∂ψ

)]
− 2

(
∂ϕ

∂N

∂Φ

∂N
+ ψ2∂Φ

∂ψ

∂ϕ

∂ψ

)
= 0, (5.8)

(
∂ϕ

∂N

)2

+ e−2N(∇rϕ)2 + ψ2

(
∂ϕ

∂ψ

)2

= 0. (5.9)

Ahora, podemos implementar la aproximación semi-clásica ϕ(N,�r, ψ) = ϕb(N,ψ)+
δϕ(N,�r, ψ) tal que ϕb es la solución de la ecuación (5.8) para cuando Φ =
∇rϕb = 0. De esta forma, las ecuaciones de Lagrange para ϕb y δϕ son

∂2ϕb

∂N2
+ 3

∂ϕb

∂N
− ψ

[
ψ

∂2ϕb

∂ψ2
+ 4

∂ϕb

∂ψ

]
= 0, (5.10)

∂2δϕ

∂N2
+3

∂δϕ

∂N
−e−2N∇2

rδϕ−ψ

[
4
∂δϕ

∂ψ
+ ψ

∂2δϕ

∂ψ2

]
−2

∂ϕb

∂N

∂Φ
∂N

−2ψ2

[
∂ϕb

∂ψ

∂Φ
∂ψ

+ 2
∂2ϕb

∂ψ2
Φ
]

= 0.

(5.11)
Debe notarse que para Φ = ∇rϕb = 0, la ecuación (5.9) se transforma en(

∂ϕb

∂N

)2

+ ψ2

(
∂ϕb

∂ψ

)2

= 0, (5.12)

que posteriormente será de utilidad.

5.4 Las Ecuaciones de Einstein en 5D.

Las ecuaciones de Einstein 5D diagonales a primer orden δGAA = −8πGTAA,
son

9
∂Φ
∂N

− 9ψ
∂Φ
∂ψ

− 3ψ2 ∂2Φ
∂ψ2

− 3e−2N∇2
rΦ + 12Φ = −16πGψ2Φ

(
∂ϕb

∂ψ

)2

, (5.13)
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3ψ2e2N ∂2Φ
∂ψ2

−36e2NΦ+2∇2
rΦ−30e2N ∂Φ

∂N
−9e2N ∂2Φ

∂N2
+3ψ

∂Φ
∂ψ

= 48πGe2NΦ
(

∂ϕb

∂N

)2

,

(5.14)

3
∂2Φ
∂N

− e−2N∇2
rΦ + 24Φ + 15

∂Φ
∂N

− 6ψ
∂Φ
∂ψ

= −16πGΦ
(

∂ϕb

∂N

)2

, (5.15)

para las componentes NN , rr y ψψ, respectivamente. Además, las ecua-
ciones de Einstein 5D no-diagonales, que son simétricas con respecto a la
permutación de ı́ndices, δGAB = −8πGδTAB, con A �= B, son

∂Φ

∂xi
+ 3

∂2Φ

∂xi∂N
= 0, (5.16)

ψ
∂2Φ

∂ψ∂N
+ 2

∂Φ

∂ψ
− ∂Φ

∂N
= 0, (5.17)

3
∂Φ

∂xi
− ψ

∂2Φ

∂xi∂ψ
= 0, (5.18)

para las componentes Nxi, Nψ y xiψ, respectivamente. En este caso los
ı́ndices látinos toman los valores 1, 2, 3. Después de algunas manipulaciones
algebráicas, de las ecuaciones (5.13), (5.14) y (5.15), obtenemos

∂2Φ

∂N2
+ 3

∂Φ

∂N
− e−2N∇2

rΦ− 2ψ2∂2Φ

∂ψ2
+

16πG

3
Φ

[(
∂ϕb

∂N

)2

+ ψ2

(
∂ϕb

∂ψ

)2
]

= 0.

(5.19)
Usando la ecuación (5.12), la ecuación (5.19) se transforma en

∂2Φ

∂N2
+ 3

∂Φ

∂N
− e−2N∇2

rΦ − 2ψ2∂2Φ

∂ψ2
= 0, (5.20)

que es la ecuación de movimiento para las fluctuaciones escalares de la
métrica 5D Φ(N,�r, ψ).

5.5 Normalización del campo Φ en 5D

Consideramos la factorización de las fluctuaciones escalares de la métrica 5D,
Φ(N,�r, ψ) = Φ1(N)Φ2(�r)Φ3(ψ). Dada esta factorización la ecuación (5.20)
puede ser escrita como un sistema de tres ecuaciones diferenciales en la forma

ψ2d2Φ3

dψ2
= k2

ψψ2Φ3, (5.21)
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∇2
rΦ2 = −k2

rΦ2, (5.22)

d2Φ1

dN2
+ 3

dΦ1

dN
− (2k2

ψψ2 + e−2Nk2
r

)
Φ1 = 0, (5.23)

donde k2
ψψ2 > 0.

Si consideramos la transformación Φ(N,�r, ψ) = e−3N/2
(

ψ
ψ0

)
χ(N,�r), obtene-

mos que la ecuación de movimiento para χ es

∂2χ

∂N2
−
(

e−2N∇2
r + 2ψ2 ∂2

∂ψ2

)
χ = 0, (5.24)

donde χ puede ser escrito como la expansión de Fourier

χ(N,�r) =
1

(2π)3/2

∫
d3kr

∫
dkψ

[
akrkψ

ei�kr·�rξkrkψ
(N) + a†

krkψ
e−i�kr·�rξ∗krkψ

(N)
]
,

(5.25)
en donde el asterisco denota complejo conjugado y (akrkψ

, a†
krkψ

) son, respec-
tivamente, los operadores de aniquilación y creación que satisfacen[
akrkψ

, a†
k′

rk′
ψ

]
= δ(3)

(
�kr − �k′

r

)
δ
(
�kψ − �k′

ψ

)
,
[
akrkψ

, ak′
rk′

ψ

]
=
[
a†

krkψ
, a†

k′
rk′

ψ

]
= 0.

La ecuación de movimiento para los modos dependientes de N , es

d2ξkrkψ

dN2
+
[
e−2Nk2

r − 2k2
ψψ2

]
ξkrkψ

= 0. (5.26)

La solución general de esta ecuación es

ξkrkψ
(N) = C1H(1)

ν [x(N)] + C2H(2)
ν [x(N)], (5.27)

donde ν =
√

2kψψ es una constante y x(N) = kre
−N . Usando el vaćıo

generalizado de Bunch-Davies [117], obtenemos que

ξkrkψ
(N) = i

√
4

π
H(2)

ν [x(N)], (5.28)

que son los modos normalizados de χ dependientes de N .
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5.6 Expansión De-Sitter Efectiva 4D.

En esta sección estudiaremos la dinámica de Φ efectiva 4D en un Univer-
so con expansión de Sitter, que es considerado 3D (espacialmente) plano,
isotrópico y homogéneo.

Para hacer esto, obtendremos la métrica de Ponce de León a partir de la
transformación de coordenadas

t = ψ0N, R = ψ0r, ψ = ψ. (5.29)

De esta forma, el fondo métrico 5D dado por (5.4) se transforma en

(
dS2

)
b
=

(
ψ

ψ0

)2 [
dt2 − e2t/ψ0dR2

]− dψ2, (5.30)

que es la métrica de Ponce de León [105], que describe una extensión 5D
de la métrica de Friedmann-Robertson Walker espacialmente (3D) plana,
homogénea e isotrópica en una expansión de Sitter. En (5.30) t es el tiempo
cósmico y R2 = X2 + Y 2 + Z2. Consideramos ahora la foliación ψ = ψ0 en
la métrica (5.30), tal que la métrica efectiva 4D se convierte en(

dS2
)

b
→ (

ds2
)

b
= dt2 − e2t/ψ0dR2, (5.31)

que describe una expansión 4D de un Universo espacilamente (3D) plano,
homogéneo e isotrópico, con una tasa de expansión dada por el parámetro de
Hubble constante H = 1

ψ0
y una curvatura escalar 4D (4)R = 12H2. De esta

manera, la métrica efectiva 4D de (5.6) sobre las hipersuperficies ψ = 1/H
es

dS2 → ds2 = (1 + 2Φ)dt2 − (1 − 2Φ)e2HtdR2, (5.32)

donde la métrica (5.32)describe una expansión de Sitter 4D perturbada del

Universo, donde Φ(�R, t) es invariante de norma.

5.7 Dinámica de Φ en una expansión de Sitter Efectiva 4D

Para estudiar la dinámica 4D de las fluctuaciones escalares de la métrica
invariantes de norma φ(�R, t) en un fondo de expansión de Sitter tomamos la

98



ecuación (5.20) con las transformaciones (5.29), para la foliación ψ = ψ0 =
1/H, obteniendose

∂2Φ

∂t2
+ 3H

∂Φ

∂t
− e2Ht∇2

RΦ − 2
∂2Φ

∂ψ2

∣∣∣∣
ψ=H−1

= 0, (5.33)

donde ∂2Φ
∂ψ2

∣∣∣
ψ=H−1

= k2
ψ0

Φ. Para simplificar la estructira de esta ecuación pro-

ponemos las fluctuaciones métricas cuánticas redefinidas χ(�R, t) = e3Ht/2Φ(�R, t),
tal que χ satisface la ecuación de movimiento

χ̈ − e−2Ht∇2
Rχ −

[
9

4
H2 + 4k2

ψ0

]
χ = 0, (5.34)

donde el campo redefinido χ(�R, t) puede expanderse como

χ(�R, t) =
1

(2π)3/2

∫
d3kR

∫
dkψ[akRkψ

ei�kR·�RξkRkψ
(t)+c.c]δ(kψ−kψ0), (5.35)

donde los operadores akRkψ
y a†

kRkψ
cumplen con[

akRkψ
, a†

k′
Rk′

ψ

]
= δ(3)

(
�kR − �k′

R

)
δ
(
�kψ − �k′

ψ

)
,
[
akRkψ

, ak′
Rk′

ψ

]
=
[
a†

kRkψ
, a†

k′
Rk′

ψ

]
= 0.

Los modos dependientes del tiempo ξkRkψ0
(t) son dados por la ecuación

ξ̈kRkψ0
(t) +

[
k2

Re−2Ht −
(

9

4
H2 + 4k2

ψ0

)]
ξkRkψ0

(t) = 0. (5.36)

La solución general de esta ecuación es

ξkRkψ0
(t) = A1H(1)

μ [y(t)] + A2H(2)
μ [y(t)], (5.37)

donde μ = 1
2

√
9 + 16k2

ψ0
/H2 y y(t) = 1

H
kRe−Ht. Usando la condición de

vaćıo de Bunch-Davis [117] obtenemos

ξkRkψ0
(t) = i

√
π

4H
H(2)

μ [y(t)], (5.38)

que son los modos normalizados dependientes del tiempo de χ(�R, t).
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5.7.1 Fluctuaciones de la Densidad de Enerǵıa.

Para obtener las fluctuaciones en la densidad de enerǵıa sobre la métrica
efectiva 4D de FRW, debemos calcular

δρ

〈ρ〉 =
δTN

N

〈TN
N〉
∣∣∣∣
t=ψ0, R=ψ0r, ψ=1/H

, (5.39)

donde δTN
N = −1

2
δgQN ḡNQḡMLϕ,Lϕ,M es linearizada y los brackets < ... >

denotan valor de espectación sobre las hipersuperficies 3D R(X, Y, Z). Usan-

do la expansión semi-clásica ϕ(�R, t) = ϕb(t) + δϕ(�R, t), y depués de cierto
procedimiento algebráico, obtenemos

δρ

〈ρ〉 � 2Φ

{
1 −

〈
(δϕ̇)2 + e−2Ht (∇Rδϕ)2 + 2V (δϕ)

〉
(ϕ̇b)

2 + 4H2 (ϕb)
2

}
� 2Φ, (5.40)

donde hemos considerado la aproximación〈
(δϕ̇)2 + e−2Ht (∇Rδϕ)2 + 2V (δϕ)

〉
(ϕ̇b)

2 + 4H2 (ϕb)
2 << 1, (5.41)

siendo V (δϕ) = V (ϕ) − V (ϕb) dado por

V (δϕ) = −1

2

⎡⎣gψψ

(
∂ϕ

∂ψ

)2
∣∣∣∣∣
ψ=H−1

− ḡψψ

(
∂ϕb

∂ψ

)2
∣∣∣∣∣
ψ=H−1

⎤⎦ ,

con

V (ϕb) = −1

2
ḡψψ

(
∂ϕb

∂ψ

)2
∣∣∣∣∣
ψ=H−1

= 2H2(ϕb)
2. (5.42)

La aproximación (5.41) es válida durante inflación a escalas Super Hubble
(en el sector infrarrojo), en la cual las fluctuaciones del campo inflatón son
muy “suaves”. Finalmente calculamos la amplitude para las fluctuaciones de
la métrica invariantes de norma 4D para una expansión de Sitter en el sector
infrarrojo (kR << eHtH)

〈
Φ2
〉

=
e−3Ht

(2π)3

∫ εeHtH

0

d3kR ξkR
ξ∗kR

, (5.43)
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donde ε � 10−3 es una constante adimensional. Las Φ-fluctuaciones cuadráticas
tienen un espectro de potencias P(kR) dado por

P(kR) ∼ k
3−
√

9+16k2
ψ0

/H2

R , (5.44)

el cual para k2
ψ0

ψ2
0 = k2

ψ0
/H2 << 1 es cercano a ser invariante de escala. En

otras palabras, el espectro de potencias 3D de las fluctuaciones de la métrica
invariantes de norma depende del número de onda kψ0 relacionado con la
quinta coordenada sobre las hipersuperficies ψ = ψ0 ≡ H−1.

Por otro lado, se sabe de las evidencias observacionales [118] que el ı́ndice
espectral es acotado

ns = 0.97 ± 0.03 (5.45)

donde de acuerdo a nuestro modelo ns = 4 −
√

9 + 16k2
ψ0

/H2 es el ı́ndice

espectral de las perturbaciones de enerǵıa. De la condición observacional
(5.45), obtenemos

0 ≤ kψ0 ≤ 0.15 H, (5.46)

que es el principal resultado de este caṕıtulo.

En este caṕıtulo hemos desarrollado un formalismo pentadimensional que
nos permite estudiar fluctuaciones escalares de la métrica invariantes de nor-
ma desde una teoŕıa de Kaluza-Klein no compacta de la gravedad. En par-
ticular y por simplicidad hemos analizado estas fluctuaciones en un fondo
métrico effectivo tetradimensional de De-Sitter, usando una expansión a pri-
mer orden en el tensor métrico. De acuerdo a la ecuación (5.40) en este
formalismo es posible reproducir uno de los resultados tetradimensionales
obtenidos t́ıpicamente en la literatura δρ/ρ � 2Φ, durante inflación [5]. Por
otro lado, hemos visto en la expresión (5.44) que el espectro de las fluctua-
ciones en la densidad de enerǵıa depende del número de onda asociado a la
quinta coordenada kψ0 . Más aun, en este modelo la desviación del espectro
de la planaridad es debida a la existencia de la quinta dimensión, tal y como

puede verse en la expresión para el ı́ndice espectral ns = 4−
√

9 + 16k2
ψ0

/H2.

Este hecho nos permite establecer la siguiente cota para el número de onda
asociado a la quinta coordenada kψ0 < 1.5× 10−10 Mp, donde empleamos un
valor inflacionario t́ıpico de H0 = 10−9 Mp. Este resultado es de gran impor-
tancia ya que si bien hasta ahora no es posible obtener de manera expĺıcita
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los valores de cantidades asociadas con la quinta dimensión, si pueden esta-
blecerse algunas cotas mediante el contrastado observacional. Una ventaja
de este formalismo es que puede ser extendido a otros modelos inflacionarios
y cosmológicos donde la expansión del universo sea gobernada por un solo
campo escalar.
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6. INFLACIÓN GRAVITOELECTROMAGNÉTICA DESDE
UNA TEORÍA DE KALUZA KLEIN NO COMPACTA 5D

6.1 Introducción

Las evidencias observacionales han soportado la existencia de campos mag-
néticos cósmicos a diferentes escalas y asociados a diferentes objetos. Desde
la Tierra, el sol, estrellas hasta galaxias y cúmulos de galaxias, los campos
magnéticos son parte de estos objetos. Los campos magnéticos cósmicos pue-
den observarse indirectamente tanto en el óptico como en longitudes de onda
de radio. Estos campos exhiben diferentes comportamientos y morfoloǵıas.
Por ejemplo el campo magnético terrestre cuenta con una estructura casi di-
polar y tiene una magnitud aproximada de B ∼ 1 G. Sin embargo, el campo
magnético solar tiene una estructura de mayor complejidad ya que cambia
su polaridad cada 22 años y en las manchas solares el campo llega a tener
una intensidad de hasta B ∼ 103 G. También se tiene evidencia de campos
magnéticos de gran intensidad como los asociados a estrellas de neutrones
cuya intesidad llega a ser B ∼ 1012 G. En el otro extremo se encuentran los
campos magnéticos galácticos e intergalácticos, ya que sus intensidades son
del orden de micro gauss (μG)[119]-[124]. Por ejemplo nuestra galaxia tiene
un campo magnético cuya intensidad es del orden de B � 10−6G, el cual es
similar al detectado en galaxias con altos corrimientos al rojo [125]. Tam-
bién hay evidencia de campos magnéticos a gran escala de intensidad similar
en cúmulos de galaxias [126], los cuales han sido recientemente estudiados
por Giovannini en [127] y por Carilli y Taylor en [128]. En investigaciones
recientes se han estudiado tanto la posible existencia aśı como la intensidad
y estructura de campos magnéticos en el plano intergaláctico dentro del Su-
per Cúmulo Local, el cual tiene su centro aproximadamente en el cúmulo de
Virgo. Estos análisis indican que este campo magnético es un campo regular
cuya intensidad es del orden de B � 0.3μ G [129]. Investigaciones más recien-
tes sobre las posibles consecuencias observacionales de campos magnéticos a



escalas cosmológicas incluyendo efectos en la anisotroṕıa en el CMBR, pue-
den encontrarse en [130].

Los campos magnéticos cósmicos juegan un papel importante en diferen-
tes procesos f́ısicos en el Universo. Los campos magnéticos están involucrados
en los procesos de confinamiento de rayos cósmicos y la transferencia de mo-
mento angular hacia el exterior de los cúmulos protoestelares, generando el
colapso y la formacón de estrellas. Además estos campos ejercen influencia
en el proceso de formación de estructura a gran escala [131, 132]. Los campos
magnéticos cósmicos tienen también influencia en nucleośıntesis. Por ejemplo
dado que los neutrinos poseen momento magnético, al propagarse a través de
un campo magnético externo sufren un cambio en su esṕın, de tal manera que
neutrinos con helicidad izquierda se transforman en neutrinos con helicidad
derecha, dando origen a un grado de libertad efectivo extra para el neutrino,
lo cual afecta nucleośıntesis primordial [133].

La existencia de campos magnéticos cósmicos conlleva al problema del
mecanismo responsable de su origen. En general se han propuesto diferentes
mecanismos para tratar de resolver este problema. Sin embargo, todos ellos
pueden clasificarse en dos categorias. Mecanismos de tipo astrof́ısico y meca-
nismos de tipo cosmológico. Los mecanismos astrof́ısicos tratan de explicar
el origen de los campos magnéticos galácticos. En estos modelos usualmen-
te se postula la existencia de un pequeño campo magnético semilla el cual
puede ser amplificado por la compresión de la protogalaxia y/o amplificado
exponencialmente por el movimiento turbulento del fluido, como es el caso
de la teoŕıa d́ınamo [134]. Estos mecanismos operan a escalas de Kpc’s. Por
otro lado, dada la posibilidad de que los campos magnéticos galácticos po-
vengan directamente de campos magnéticos primordiales que posteriormente
seŕıan comprimidos con el colapso del cúmulo protogaláctico, los mecanismos
cosmológicos tratan de dar una explicación del origen de campos magnéticos
semilla a escalas de Mpc’s en épocas muy tempranas del Universo. Sin embar-
go, las intensidades de estos campos magnéticos primordiales cosmológicos
ahora tienen que ser del orden de entre 10−9 y 10−10 Gauss a esas escalas pa-
ra estar dentro del rango observacional actual. Además de la teoŕıa d́ınamo,
en magnetohidrodinámica ha habido otras propuestas para magnetogénesis.
Por ejemplo se ha propuesto que fluctuaciones en la densidad de enerǵıa y
la temperatura pudieron crear campos magnéticos débiles a través del me-
canismo de la bateria de Bierman, de tal manera que la magnitud de este
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pequeño campo pudo haber sido incrementada mediante turbulencia en las
ĺıneas de flujo de campo magnético [135]. Cabe comentar que en esta tesis
se estudiará sólo el enfoque cosmológico.

También se ha dado la propuesta de que los campos magnéticos cos-
mológicos semilla pudieron ser producidos durante el peŕıodo inflacionario
del Universo mediante la ruptura de la invariancia conformal [136, 137]. Una
idea natural es que los campos magnéticos primordiales sean inducidos por el
mecanismo responsable del proceso de formación de estructura, en este caso
por inflación. Sin embargo el problema básico con algunos modelos inflacio-
narios que consideran la generación de campos magnéticos es que el Universo
temprano es un buen conductor, de tal manera que ignorando efectos de tur-
bulencia, el flujo de campo magnético ∼ Ba2 tiende a ser conservado. Para
evitar esto, es necesario romper la invariancia conforme de la teoŕıa de alguna
manera. Una de las primeras sugerencias al respecto fue hecha por Turner
y Widrow [136], quienes consideraron acoplamientos a la curvatura escalar
R tales como RF 2 y RA2, aśı como también acoplamientos fotón-axión. En
modelos inspirados en teoŕıa de cuerdas, acoplamientos dilatónicos de la for-
ma eΦF 2 también han sido considerados e interesantes intensidades de campo
magnético pudieron obtenerse mediante el sintonizado de la intensidad del
acoplamiento dilatónico [138].

Por otro lado, inflación ofrece una alternativa proporcionando un me-
canismo para la producción dinámica y cinemática de campos magnéticos
cósmicos semilla. Este mecanismo genera los medios cinemáticos para la
producción de effectos en longitudes de onda largas, es decir, en el sector
infrarrojo, en el Universo temprano mediante la amplificación de los modos
de longitud de onda corta (en el sector ultravioleta) del campo inflatón. Lo
mismo sucede con los modos de un campo electromagnético. Dado que una
onda electromagnética con λfis ≥ H−1

0 tiene la apariencia de campos �E y �B
estáticos, fotones con longitudes de onda muy grandes (λfis >> H−1

0 ) pueden
generar campos magnéticos a gran escala.

En este caṕıtulo estudiaremos un formalismo inflacionario desde un vaćıo
aparente 5D donde la materia efectiva 4D y el electromagnetismo efectivo
4D son descritos de manera unificada y geométrica desde 5D. Como veremos
este formalismo nos permitirá explicar tanto las semillas de materia como
los campos magnéticos semilla cosmológicos en el Universo temprano, de
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tal manera que los valores estimados para estos campos magnéticos en la
actualidad van de acuerdo con las evidencias observacionales que se tienen
de los mismos a escalas de Mpc’s.

6.2 Formalismo Pentadimensional

Al igual que en los caṕıtulos anteriores, para describir un espacio-tiempo pen-
tadimensional en vaćıo aparente consideramos la métrica (3.2) que satisface
RA

BCD = 0. La descripción de materia neutra y campos electromagnéticos
sobre este espacio-tiempo es basada en la acción

I =

∫
d4xdψ

√∣∣∣∣ (5)g
(5)g0

∣∣∣∣ [ (5)R

16πG
+(5) L(AB, AC;B)

]
, (6.1)

donde hemos introducido el penta-potencial vector AB = (Aμ, ϕ) el cual está
mı́nimamente acoplado a la gravedad. Sus componentes son el potencial
electromagnético Aμ y el campo escalar inflatón ϕ ambos definidos sobre el
fondo métrico (3.2). Al igual que en los anteriores casos estudiados en esta
tesis (5)R es el escalar de Ricci pentadimensional, que para (3.2) es nulo,
(5)g0 es una constante de dimensionalización y L(AB, AC;B) es la densidad
lagrangiana pentadimensional que adquiere la forma propuesta

(5)L(AB, AB;C) = −1

4
QBCQBC (6.2)

mediante la introducción del campo tensorial QBC = FBC + γgBC

(
AD

;D

)
siendo γ =

√
(2/5)λ una constante y FBC = AC;B −AB;C un campo tensorial

5D antisimétrico. La operación derivada covariante es denotada en este caso
por (; ). La densidad lagrangiana (6.2) puede también ser expresada en la
forma

(5)L(AB, AB;C) = −1

4
FBCFBC − λ

2

(
AD

;D

)2
, (6.3)

donde el último término es un término que fija la norma.1 Las ecuaciones
dinámicas pentadimensionales en el formalismo de Lagrange son

AB
;D

;D − (1 − λ)AC
;C

;B = 0. (6.4)

1 Dada la estructura de norma de la teoŕıa, este término es necesario para llevar a cabo
un apropiado proceso de cuantización de manera consistente.
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Trabajando en la norma de Feynman (λ = 1), la expresión anterior se trans-
forma en

1√
|(5)g|

∂

∂xC

[√
|(5)g| gDCAB

,D

]
= 0. (6.5)

Debe notarse que AB = (Aμ,−ϕ). Esta expresión es una ecuación tipo Klein-
Gordon no masiva para el campo AB y representa el análogo de las ecuaciones
de Maxwell sobre la variedad pentadimensional en vaćıo aparente.

Por otro lado, cuantizando la teoŕıa mediante el proceso de cuantización
empleado t́ıpicamente en teoŕıa cuántica de campos, vemos que los conmu-
tadores2 para el campo AC y su momento canónico asociado correspondiente
Π̄B = ∂L/∂(AB,N) = FBN − gBNAC

;C son dados por

[
AC(N,�r, ψ), Π̄B(N, �r′, ψ′)

]
= igCBgNN

∣∣∣∣∣ (5)g0

(5)g

∣∣∣∣∣ δ(3)
(
�r − �r′

)
δ
(
ψ − ψ′)(6.6)[

AC(N,�r, ψ), AB(N, �r′, ψ′)
]

=
[
Π̄C(N,�r, ψ), Π̄B(N, �r′, ψ′)

]
= 0. (6.7)

En este caso Π̄N = −gNN
(
AC

;C

)
y
∣∣(5)g0/

(5)g
∣∣ es el inverso del volumen

normalizado de la variedad (3.2). De las ecuaciones (6.6) y (6.7) obtenemos
el conmutador[

AC(N,�r, ψ), AB;N(N, �r′, ψ′)
]

= −i gBC

∣∣∣∣ (5)g0

(5)g

∣∣∣∣ δ(3)
(
�r − �r′

)
δ (ψ − ψ′) .

(6.8)
Extrayendo la parte espacio-temporal de la ecuación (6.5) obtenemos que
la ecuación de movimiento para el cuadri-potencial electromagnético Aμ es
dada por

��

Aμ +3
�

Aμ −e−2N∇2
rA

μ −
[
4ψ

∂Aμ

∂ψ
+ ψ2∂2Aμ

∂ψ2

]
= 0, (6.9)

donde la estrella (�) denota derivada con respecto de N . Similarmente con-
siderando la parte pentadimensional de (6.5) obtenemos

��
ϕ +3

�
ϕ −e−2N∇2

rϕ −
[
4ψ

∂ϕ

∂ψ
+ ψ2 ∂2ϕ

∂ψ2

]
= 0, (6.10)

2 Dado que estamos cuantizando un campo escalar y el campo electromagnético, i.e
bosones, empleamos relaciones de conmutación y no de anticonmutación.
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que es la ecuación, obtenida con anterioridad, que describe la dinámica del
campo inflatón. Nótese que en este caso se describen de manera unificada
ambas dinámicas, tanto la de Aμ como la de ϕ. Esto puede verse en la
expresión (6.5) mediante el campo AB. Usando (6.6) el conmutador entre ϕ

y
�
ϕ llega a ser[

ϕ(N,�r, ψ),
�
ϕ (N, �r′, ψ′)

]
= i

∣∣∣∣ (5)g0

(5)g

∣∣∣∣ δ(3)
(
�r − �r′

)
δ (ψ − ψ′) . (6.11)

que corresponde a la relación de conmutación obtenida en el formalismo 5D
sin la inclusión del campo electromagnético. Con esto vemos que no sola-
mente la dinámica dada a través de las ecuaciones de movimiento es descrita
de manera unificada, sino que además es posible tener una representación
unificada de las relaciones de conmutación.

Dado que la dinámica del campo escalar inflatón ϕ ya ha sido estudiada
en caṕıtulos anteriores,a lo largo de este caṕıtulo nos enfocaremos principal-
mente al análisis de la parte electromagnética.

6.2.1 El Campo Electromagnético 4D embebido en 5D

Iniciaremos en esta sección estudiando la dinámica del cuadripotencial Aμ

embebido en el fondo 5D dado por (3.2). Con este objetivo, transformando
Aμ de acuerdo a Aμ(N,�r, ψ) = e−3N/2(ψ0/ψ)2Āμ(N,�r, ψ) la ecuación (6.9)
genera

��

Āμ −e−2N∇2
rĀ

μ − ψ2∂2Āμ

∂ψ2
− 1

4
Āμ = 0, (6.12)

de tal manera que el conmutador entre
�

Āμ y Āν es ahora[
�

Āμ (N,�r, ψ), Āν(N, �r′, ψ′)
]

= igμνδ(3)
(
�r − �r′

)
δ (ψ − ψ′) . (6.13)

El campo redefinido Āμ(N,�r, ψ) puede ser expresado en términos de la ex-
pansión de Fourier

Āμ =
1

(2π)3/2

∫
d3krdkψ

3∑
α=0

εμ
(α)

[
a

(α)
krkψ

ei�kr·�rζkrkψ
(N, ψ) + a

(α) †
krkψ

e−i�kr·�rζ∗krkψ
(N,ψ)

]
(6.14)
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donde los operadores de creación y aniquilación (a
(α)†
krkψ

, a
(α)
krkψ

) satisfacen las
relaciones de conmutación[

a
(α)
krkψ

, a
(α′) †
k′

rk′
ψ

]
= −gαα′

δ(3)
(
�kr − �k′

r

)
δ
(
kψ − k′

ψ

)
, (6.15)[

a
(α)
krkψ

, a
(α′)
k′

rk′
ψ

]
=

[
a

(α) †
krkψ

, a
(α′) †
k′

rk′
ψ

]
= 0, (6.16)

siendo εμ
(α) los vectores de polarización que satisfacen ε(α) · ε(α′) = gαα′ . Sus-

tituyendo la expansión (6.14) en la ecuación (6.12) obtenemos

∂2

∂N2
ζkrkψ

+

[
e−2Nk2

r −
1

4

]
ζkrkψ

− ψ2 ∂2

∂ψ2
ζkrkψ

= 0, (6.17)

que es la ecuación dinámica para los modos ζkrkψ
de Āμ. Proponemos la sepa-

ración ζkrkψ
(N,ψ) = ζ(1)(N)ζ(2)(ψ), donde por simplicidad hemos suprimido

las etiquetas krkψ en la notación. De esta manera, la ecuación (6.17) puede
ser equivalentemente expresada a través del sistema

ψ2 d2

dψ2
ζ(2) − κ2ζ(2) = 0, (6.18)

d2

dN2
ζ(1) +

[
k2

re
−2N −

(
κ2 +

1

4

)]
ζ(1) = 0, (6.19)

donde κ es una constante de separación adimensional dada por κ2 = ψ2k2
ψ,

con kψ el número de onda correspondiente a la quinta coordenada. La solu-
ción general para el sistema (6.18,6.19) es dada por

ζkrkψ
(N, ψ) = C1H(1)

ν1
[x(N)] + C2H(2)

ν1
[x(N)], (6.20)

siendo H(1)
ν1 y H(2)

ν1 las funciones de Hankel del primero y segundo tipo, res-

pectivamente, con orden adimensional ν1 = (1/2)
√

4k2
ψψ2 + 1 y argumento

x(N) = kre
−N . Para que la relación de conmutación (6.13) se satisfaga, debe

cumplirse la condición de normalización sobre los modos

ζkrkψ

�

ζ
∗
krkψ

−
�

ζkrkψ
ζ∗
krkψ

= i. (6.21)

Por tanto, considerando la condición de vaćıo de Bunch-Davies C1 = 0, la
condición (6.21) genera C2 = i

√
π/2 de tal manera que (6.20) se reduce a

ζkrkψ
(N,ψ) = i

√
π

2
H(2)

ν1
[x(N)]. (6.22)
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Esta expresión nos da los modos normalizados correspondientes el campo
electromagnético embebido en un vaćıo aparente 5D. Sin embargo debemos
recordar que las coordenadas (N,�r, ψ) no son f́ısicas. Por otro lado, resulta
de mayor conveniencia obtener estos resultados pero sobre la subvariedad 4D.
Aśı en la siguiente sección estudiaremos la dinámica efectiva tetradimensional
del campo electromagnético efectivo 4D.

6.3 Dinámica Efectiva Tetradimensional del Campo
Electromagnético Aμ

Para estudiar la dinámica tetradimensional del campo electromagnético, ele-
gimos por simplicidad hacerlo en un espacio-tiempo de De-Sitter. Como
hemos analizado con anterioridad, es posible pasar de (3.2) a un De-Sitter a
través de la transformación de coordenadas (4.36), de tal manera que el ele-
mento de ĺınea efectivo tetradimensional (4.38) corresponde a una expansión
tipo De-Sitter. De esta forma la ecuación (6.9) bajo la transformación de
coordenadas (4.36) y mediante la foliación correspondiente ψ = ψ0 = H−1

0

nos da

Äμ + 3H0Ȧ
μ − e−2H0t∇2

RAμ − H2
0

[
4ψ

∂Aμ

∂ψ
+ ψ2∂2Aμ

∂ψ2

]∣∣∣∣
ψ=H−1

0

= 0, (6.23)

donde Aμ = Aμ(t, �R) es el campo electromagnético efectivo tetradimensio-
nal inducido sobre la hipersuperficie ψ = H−1

0 . Esta ecuación describe la

dinámica efectiva para Aμ(t, �R, ψ = ψ0) ≡ Aμ(t, �R). Debe notarse que el
último término entre corchetes actúa como un potencial electromagnético in-
ducido por la quinta dimensión, derivado con respecto de Aμ. Este término es
el análogo al término V ′(ϕ) que aparece en el análisis de la parte inflacionaria
con A4 = ϕ, cuya correspondiente ecuación dinámica es

ϕ̈ + 3H0ϕ̇ − e−2H0t∇2
Rϕ − H2

0

[
4ψ

∂ϕ

∂ψ
+ ψ2 ∂2ϕ

∂ψ2

]∣∣∣∣
ψ=H−1

0

= 0. (6.24)

Por otro lado, transformando Aμ mediante Aμ(t, �R) = e−
3
2
H0tAμ(t, �R), la

ecuación (6.23) adquiere la forma

Äμ − e−2H0t∇2
RAμ −

(
9

4
H2

0 + α

)
Aμ = 0, (6.25)
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donde α = k2
ψ0

− 2H2
0 es un parámetro constante. Expresando Aμ(t, �R) a

través de la expansión de Fourier

Aμ(t, �R) =
1

(2π)3/2

∫
d3kR

∫
dkψ

3∑
γ=0

εμ
(γ)

[
aγ

kR
ei�kR·�RQkR

(t) + cc
]
δ(kψ − kψ0),

(6.26)
con kψ0 constante, la ecuación de movimiento para los modos asociados al
campo electromagnético efectivos tetradimensionales QkR

(t) es

Q̈kR
+

[
k2

Re−2H0t −
(

9

4
H2

0 + α

)]
QkR

= 0, (6.27)

cuya solución general es dada por

QkR
(t) = F1H(1)

ν [y(t)] + F2H(2)
ν [y(t)], (6.28)

donde nuevamente aparecen las funciones de Hankel del primero y segun-
do tipo respectivamente, con argumento y(t) = (kR/H0) e−H0t y orden ν =
(1/2H0)

√
9H2

0 + α. En este caso, la correspondiente condición de normali-
zación para los modos QkR

(t) adquiere la forma

QkR
Q̇∗

kR
− Q̇kR

Q∗
kR

= i. (6.29)

Aśı tomando además en cuenta la condición de vaćıo de Bunch-Davies F1 = 0
y F2 = i

√
π/(4H0). Por tanto la solución normalizada de (6.27) es

QkR
(t) = i

√
π

4H0

H(2)
ν [y(t)]. (6.30)

que describe los modos tetradimensionales efectivos normalizados correspon-
dientes al campo electromagnético Aμ. De manera similar al efecto de la
expansión inflacionaria sobre los modos asociados al inflatón A4 = ϕ, se es-
pera que los modos QkR

(t) tengan el mismo comportamiento. Esto significa
que aquellos modos cuya extensión sobrepase la escala del horizonte causal
dinámicamente llegarán a perder su coherencia cuántica siendo en ese mo-
mento clásicos. Esos modos serán los responsables de la generación de los
campos magnéticos semilla, de ah́ı la importancia de estudiar las condiciones
de clasicalidad para el campo electromagnético Aμ. Este será el tema de la
siguiente sección.
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6.3.1 Condiciones de Clasicalidad para Aμ

El hecho de que el campo electromagnético pueda ser clásico a escalas mayo-
res a las del horizonte causal se deriva de una caracteŕıstica muy importan-
te de los modos QkR

(t) asociados a este campo Aμ. Esta caracteŕıstica nos
ı́ndica que en el sector infrarrojo (IR) estos modos son reales. Para formalizar
este comportamiento, escribimos los modos QkR

(t) como una función com-
pleja con componentes ukR

(t) y vkR
(t) en la forma QkR

(t) = ukR
(t) + ivkR

(t).
Consecuentemente la condición para que los modos sean reales es

αkR
(t) =

∣∣∣∣ vkR
(t)

ukR
(t)

∣∣∣∣� 1. (6.31)

Por tanto la condición para que Aμ sea clásico en el sector IR durante inflación
es dada por

1

M(t)

kr	ϑkH(t)∑
kR=0

αkR
(t) � 1, (6.32)

donde M(t) es el número de grados de libertad dependientes del tiempo, los
cuales incrementan durante inflación, en el sector IR (kR << kH). Estos
modos de longitud de onda larga (IR) se incluyen en el campo de grano
grueso

Aμ|IR =
1

(2π)3/2

∫
d3kRΘ(εkH − kR)

3∑
γ=0

εμ
(γ)

[
aγ

kRkψ0
ei�kR. �RQkR

(t) + c.c.
]
,

(6.33)
con Θ denotando la función escalón. Este campo toma en cuenta sólo aquellos
modos con 103 � ϑ−1 < kH/kR. Estos modos pueden considerarse como
clásicos ya que [

Aμ|IR , Ȧμ

∣∣∣
IR

]
� 0, (6.34)

lo que a su vez implica que las fluctuaciones de Aμ|IR pueden tratarse
clásicamente aśı como los campos eléctricos y magnéticos derivados de éstas.

Una vez determinada la naturaleza clásica de las fluctuaciones de Aμ en el
sector IR, el siguiente punto de nuestro interés es determinar la magnitud de
estas fluctuaciones. En la siguiente sección determinaremos las fluctuaciones
medias cuadráticas del campo Aμ generadas al final del proceso inflacionario
de De-Sitter.
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6.3.2 Campos Electromagnéticos durante inflación

Los resultados anteriores nos permiten calcular las fluctuaciones cuadráticas
efectivas 4D del campo electromagnético < 0|AμAμ|0 >= 〈A2〉 a través de la
expresión 〈

A2
〉∣∣

IR
=

2e−3H0t

π2

∫ ϑkH

0

dkR

kR

k3
RQkR

Q∗
kR

, (6.35)

donde ϑ = k
(IR)
max/kp << 1 es un parámetro adimensional que define los

números de onda de los modos considerados. El parámetro k
(IR)
max = kH(ti) =

H0e
H0ti es el número de onda asociado al radio de Hubble al tiempo ti, siendo

este tiempo el tiempo al cual los modos reingresan al horizonte causal una
vez clasicalizados, y kp es el número de onda Planckiano. De hecho elegimos
kp como una escala de corte para todo el espectro.

Para obtener 〈A2〉|IR debemos considerar la expansión para el caso ĺımite

de argumento pequeño para H(2)
ν [y] � (y/2)ν [1/Γ(1+ν)]−(i/π)Γ(ν) (y/2)−ν .

De la condición (6.31) obtenemos que cada kR-modo llega a ser clásico para
tiempos que cumplen con la condición

t � 1

2νH0

ln

[
Γ(ν)

Γ(1 + ν)22ν

(
kR

H0

)2ν
]

, (6.36)

la cual para una expansión de De-Sitter toma la forma (kR/H0) � eNe ,
con Ne el número de desdoblamientos exponenciales al final de inflación,
que como sabemos Ne ≤ 60 para que inflación resuelva los problemas de
planaridad y del horizonte. Por otro lado, debe notarse que cuando k2

ψ0
�

2H2
0 , el parámetro constante |α|/H2

0 � 1 y aśı ν > 0. Consecuentemente
la expansión ĺımite anterior para la función de Hankel del segundo tipo se
reduce a H(2)

ν [y] � −(i/π)Γ(ν) (y/2)−ν de tal manera que en el sector IR
obtenemos〈

A2
〉∣∣

IR
� 22ν−1

π3
H2ν−1

0 Γ2(ν)e−(3−2ν)H0t

∫ ϑkH

0

dkR

kR

k3−2ν
R . (6.37)

Cuando α = 0, el exponente ν = 3/2 y por tanto el espectro P(kR) ∼ k3−2ν
R

es invariante de escala. Efectuando la integración (6.37) se reduce a〈
A2
〉∣∣

IR
� 22ν−1

π3

Γ2(ν)

(3 − 2ν)
H2

0ϑ
3−2ν , (6.38)
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que es similar a la expresión correspondiente para 〈ϕ2〉|IR. Esta expresión
nos ı́ndica que 〈A2〉 es constante en el sector IR, lo que significa que la
amplitud de los correspondientes fotones es constante. Este resultado puede
interpretarse como que se tiene un potencial electromagnético clásico a gran
escala al final del peŕıodo inflacionario. De esta forma es posible explicar
la aparición de campos magnéticos semilla al final de inflación. En otras
palabras el potencial electromagnético Aμ induce campos magnéticos semilla
en el sector IR, sin embargo este será el tema de la siguiente sección. Por
otro lado, de acuerdo al análisis anterior debe enfatizarse que a pesar de que
tanto la dinámica de ϕ como la de Aμ corresponden a la dinámica de un
sólo objeto en 5D, en 4D evolucionan de manera independiente. En otras
palabras no aparecen términos de acoplamiento entre ϕ y Aμ.

6.4 Campos Magnéticos Semilla inducidos

En esta sección estimaremos el campo magnético semilla inducido por el
potencial electromagnético cuya dinámica estudiamos en las secciones an-
teriores. Para este propósito consideramos las componentes espaciales del
potencial vector �A = Aiêi, siendo êi una base vectorial 3D. De esta manera
considerando las componentes espaciales de (6.23) y (6.25) obtenemos

Äi + 3H0Ȧ
i − e−2H0t∇2

RAi − αAi = 0. (6.39)

Esta ecuación nos da la dinámica de las componentes espaciales del potencial
vector �A. Cabe aclarar que de aqúı en adelante estaremos considerando las
componentes f́ısicas tanto de �A como del correspondiente campo magnético �B
medidas en un sistema de referencia comóvil con la expansión del Universo 3.
Las componentes de la base ortonormal asociada a este tipo de observadores
en una expansión de De-Sitter son dadas por

e(t) =
∂

∂t
, e(R̄) = e−H0t ∂

∂R̄
, e(θ) = e−H0t 1

R̄

∂

∂θ
, e(φ) = e−H0t 1

R̄ sinθ

∂

∂φ
,

(6.40)
donde la parte espacial de la métrica (4.38) ha sido reescrita en la forma

dR2 = dR̄2 + R̄2(dθ2 + sin2θdφ2).

3 Dado que estamos trabajando en un contexto relativista es necesario especificar la clase
de observadores para que los conceptos de campo eléctrico y magnético tengan sentido,
esto puede verse por las expresiones Eμ = FμνUν y Bμ = −(1/2) ∈μνγδ F γδUν
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Por otro lado, sabemos que a partir de la expresión (6.9) mediante el uso
de las transformaciones (4.36) es posible obtener las ecuaciones de Maxwell
con fuentes donde estas fuentes tienen un origen geométrico. Por su parte las
ecuaciones de Maxwell homogéneas, es decir, sin fuentes pueden obtenerse en
la forma usual a partir de las no-homogéneas (Ver por ejemplo [139]). Con

esto es posible afirmar que el campo magnético semilla comóvil �Bcom satisface
las relaciones canónicas �∇R · �Bcom = 0 y �Bcom = �∇R × �Acom. Haciendo uso
de estas expresiones el rotacional de la ecuación (6.39) nos da

B̈i
com + H0Ḃ

i
com − e−2H0t∇2

RBi
com − (α + 2H2

0 )Bi
com = 0. (6.41)

Esta expresión describe la dinámica de las componentes comóviles del campo
magnético semilla. Análogamente al procedimiento seguido para Aμ, pode-
mos expresar estas componentes de �Bcom como una expansión de Fourier en
la forma

Bi
com(t, �R) =

e−
1
2
H0t

(2π)3/2

∫
d3kR

3∑
l=1

εi
(l)(kR)

[
b
(l)
kR

ei�kR·�RGkR
(t) + b

(l) †
kR

e−i�kR·�RG∗
kR

(t)
]
,

(6.42)

donde b
(l) †
kR

y b
(l)
kR

son los operadores de creación y aniquilación respectivamen-
te y εi

(l)(kR) son los vectores tridimensionales de polarización que satisfacen

ε(i) · ε(j) = gij. Por tanto la ecuación de movimiento para GkR
(t) obtenida de

(6.41) es

G̈kR
+

[
k2

Re−2H0t −
(

9

4
H2

0 + α

)]
GkR

= 0, (6.43)

cuya solución es dada por la expresión

GkR
(t) = L1H(1)

ν [w(t)] + L2H(2)
ν [w(t)], (6.44)

siendo ν = (1/2H0)
√

9H2
0 + 4α el orden de las funciones de Hankel que apa-

recen, w(t) = (kR/H0) e−H0t el argumento y L1, L2 constantes de integración.
La correspondiente condición de normalización para estos modos de campo
magnético es en este caso dada por

GkR
Ġ∗

kR
− ĠkR

G∗
kR

=
i

a2
0

, (6.45)

con a0 = H−1
0 el factor de escala del Universo cuando inflación inicia. De esta

forma usando nuevamente la condición de vaćıo de Bunch Davies, la solución
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normalizada de (6.43) es

GkR
(t) = i

√
πH0

4
H(2)

ν [w(t)]. (6.46)

Esta ecuación describe la dinámica de los modos asociados al campo magnético.
Al igual que en el caso de Aμ su comportamiento en el sector IR debe llevarnos
a la generación de campos magnéticos semilla clásicalizados que posterior-
mente reingresen al horizonte causal. Aśı, las fluctuaciones cuadráticas de
�Bcom a escalas super Hubble 〈B2

com〉 en la norma de Feynman son dadas por

〈
B2

com

〉∣∣
IR

=
3e−H0t

2π2

∫ ϑkH

0

dkR

kR

k3
RGkR

(t)G∗
kR

(t) =

∫ ϑkH

0

dkR

kR

P(kR), (6.47)

donde ϑ = (k
(IR)
max/kp) � 1 es un parámetro adimensional. Nuevamente

estamos eligiendo kp como una escala de corte para todo el espectro. De la
expresión (6.47) podemos ver que el espectro de potencias para este campo
magnético P(kR) a escalas cosmológicas es

P(kR) =
3

8π3
22νΓ2(ν)H1+2ν

0 e−(1−2ν)H0tk3−2ν
R . (6.48)

Debe notarse que dado que α = k2
ψ0
−2H2

0 , entonces cuando k2
ψ0

� 2H2
0 vemos

que |α|/H2
0 � 1 y aśı ν <∼ 3/2, lo que ı́ndica que en este caso se obtendŕıa la

invariancia de escala para el espectro, lo que hace que este caso sea de interés
f́ısico. Efectuando la integración en (6.47) con ayuda de (6.46) obtenemos

〈
B2

com

〉∣∣
IR

� 3Γ2(ν)

8π3

22νH4
0

(3 − 2ν)
ϑ3−2νe2H0t. (6.49)

Es remarcable en el resultado dado por (6.49) que 〈B2
com〉|IR es una función

creciente en el tiempo durante inflación. Más aun, puede verse fácilmente

que el flujo 〈B2
com〉1/2

IR a2 tiene una dependencia temporal. En otras palabras
no es una cantidad constante de tal manera que en este formalismo no se re-
quiere agregar términos a la densidad lagrangiana para romper la invariancia
conforme de la teoŕıa tetradimensional4.

4 Esto ha representado un problema en la mayoŕıa de los modelos inflacionarios tetra-
dimensionales que incluyen la descripción de campos magnéticos.
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Por otro lado, sabemos que el campo magnético f́ısico Bfis está vinculado
con el campo magnético comóvil Bcom a través de Bfis ∼ a−2Bcom. Lo
que nos ı́ndica que después del peŕıodo inflacionario, Bfis decrece como a−2.
Esto nos permite hacer una estimación para la intensidad actual de campos
magnéticos cosmológicos B

(a)
fis a través de la expresión〈(

B
(a)
phys

)2
〉1/2

∣∣∣∣∣
IR

�
(

a(t = t0)

a(t = ti)

)4 〈
B2

com(t = ti)
〉1/2

∣∣∣
IR

, (6.50)

donde Bcom(t = ti) denota la intensidad del campo magnético comóvil al final

de inflación. En la figura (6.1) hemos graficado < (B
(a)
phys)

2 >
1/2
IR en Gauss,

con respecto a ν y ϑ. El ı́ndice espectral en este caso es ns = 4−2ν. Además
hemos usado un valor para el parámetro de Hubble H0 = 0.5× 10−9 Mp que
toma en cuenta un número de desdoblamientos exponenciales de Ne = 63,
asegurando con esto la cantidad de inflación suficiente como para resolver los
problemas del horizonte y de planaridad. El parámetro ϑ lo hemos tomado
sobre el rango de 10−5 a 10−8. Estos valores de ϑ corresponden a escalas
en la actualidad que van de 3 × 103 a 3 × 106 Mpc. Estimamos el factor
(a(t = t0)/a(t = ti))

4 � 10−136, tomando en cuenta el tamaño actual del ho-
rizonte observable que es del orden de ∼ 1028 cm y el tamaño del horizonte al
final de inflación que es del orden de ∼ 3.6× 10−6 cm. En esta gráfica puede
verse que el valor actual estimado para estos campos magnéticos semilla es
del orden de ∼ 10−9 Gauss. Sin embargo también debe notarse que cuando
nos aproximamos a la invariancia de escala, es decir, ν → 3/2 el valor del
campo magnético crece indefinidamente. Esto es consecuencia del formalis-
mo ya que se están considerando sólo aquellos modos en el sector IR pero no
se está tomando en cuenta la influencia de los modos en el sector ultravioleta
(UV). Esto puede constatarse mediante un formalismo estocástico como el
desarrollado en [140]. En este formalismo los modos en el sector UV actúan
como un ruido gaussiano sobre los modos en el sector IR de tal manera que
el campo magnético está bien definido para ν = 3/2.

Aśı pues en este caṕıtulo hemos desarrollado un formalismo pentadimen-
sional desde un vaćıo aparente con una quinta dimensión tipo espacio extendi-
da que incluye efectos gravitoelectromagnéticos. La idea de la unificación de
electricidad con magnetismo mediante la introducción de un tetrapotencial
vector Aμ ha sido extendida a cinco dimensiones a través de un pentapoten-
cial vector AB cuya quinta componente es, en unidades naturales, el campo

117



escalar inflatón. Estudiamos la evolución de las fluctuaciones cuadráticas del
campos magnético comóvil Bcom durante inflación las cuales se clasicalizan
a escalas cosmológicas (IR) incrementándose exponencialmente de tal ma-
nera que al final de inflación su intensidad es del orden de (10127)2Gauss2.
Sin embargo el valor estimado en la ectualidad de los campos magnéticos
semilla resultó del orden de 10−9Gauss, que va de acuerdo con los ĺımites
observacionales impuestos por CMBR [141].
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Fig. 6.1: En la figura se muestra la gráfica de < (B(a)
phys)

2 >
1/2
IR (en Gauss), con

respecto a ν y ϑ. Nótese que ν se relaciona con el ı́ndice espectral ns me-
diante ns = 4− 2ν, de tal manera que los valores empleados en la gráfica
para ν = (1.45, 1.49) corresponden respectivamente a ns = (1.1, 1.02).
Estos valores considerados para ϑ corresponden a escalas actuales que
van de 3 × 103 hasta 3 × 106 Mpc.
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7. DISCUSIÓN Y CONCLUSIONES

En el transcurso de esta tesis hemos estudiado diferentes aspectos de la cos-
moloǵıa inflacionaria desde el escenario de una teoŕıa de Kaluza-Klein no
compacta pentadimensional.

En el primer caṕıtulo, establecimos los conceptos básicos empleados en
cosmoloǵıa inflacionaria tetradimensional donde se resalto la aproximación
semiclásica como uno de los puntos cruciales en el análisis.

En el segundo caṕıtulo, estudiamos detalladamente la teoŕıa clásica de
Kaluza-Klein y, analizamos aspectos cosmológicos de la teoŕıa espacio-tiempo
materia o de materia inducida. Con esto sentamos el antecedente de una
teoŕıa pentadimensional en la cual pueden estudiarse diferentes aspectos de
la cosmoloǵıa moderna.

El tercer caṕıtulo fue dedicado al desarrollo de un formalismo inflacio-
nario desde un vaćıo aparente pentadimensional, en el cual se introdujo un
campo escalar libre, responsable de la expansión del Universo. Se ejemplificó
el uso de este formalismo mediante un modelo simple en el cual se obtuvo un
espectro de fluctuaciones en la densidad de enerǵıa, debido a las fluctuacio-
nes cuánticas del inflatón, del tipo Harrison-Zeldovich. En otras palabras se
obtuvo un espectro cercano a la invariancia de escala.

En el cuarto caṕıtulo, estudiamos la dinámica de los modos en los sec-
tores UV e IR mediante un formalismo estocástico construido en el mismo
escenario pentadimensional. A diferencia de los modelos estocásticos tetradi-
mensionales, en este modelo se resuelve el problema de condiciones iniciales
obteniéndose valores sub-planckianos para el campo inflatón clásico φ

(0)
c .

El caṕıtulo quinto fue dedicado al desarrollo de un formalismo pentadi-
mensional, dentro del mismo contexto general, para estudiar fluctuaciones



escalares de la métrica invariantes de norma, para una expansión de De-
Sitter. El principal resultado obtenido en este caṕıtulo fue que el espectro de
las fluctuaciones en la densidad de enerǵıa, derivado de las fluctuaciones de la
métrica a primer orden, tiene dependencia del número de onda asociado a la
quinta coordenada. Más aun, la desviación de este espectro de la planaridad
es debido a la existencia de la quinta dimensión.

En el sexto caṕıtulo, construimos un formalismo pentadimensional, tam-
bién desde un vaćıo aparente, que incluye efectos electromagnéticos durante
inflación. En este formalismo se describe la dinámica del inflatón con la
de campos electromagnéticos de manera unificada, mediante la introducción
del pentapotencial vector AB. Se obtuvo que es posible generar campos
magnéticos semilla durante inflación mediante el mismo mecanismo emplea-
do para generar las fluctuaciones en la densidad de enerǵıa, responsables de
la posterior formación de estructura. En la parte final de este caṕıtulo se hizo
una estimación del valor de los campos magnéticos semilla en la actualidad,
obteniéndose un valor aproximado de 10−9 Gauss a escalas de Megaparsecs,
es decir, a escala cosmológica. Este resultado va de acuerdo con los ĺımites
observacionales determinados por CMBR.

Una de las conclusiones más importantes en esta tesis es la plausibili-
dad de construir modelos inflacionarios desde una teoŕıa de Klauza Klein
no compacta pentadimensional, en donde se cuenta con un mecanismo que
da un origen geométrico al potencial inflacionario. Este origen geométrico
involucra directamente a la quinta coordenada, teniendo ésta diferentes con-
tribuciones en el modelo y no solamente se limita a generar el potencial.
Sin embargo, hasta ahora, no ha sido posible inferir de manera directa de la
teoŕıa, magnitudes de parámetros cosmológicos observables vinculados direc-
tamente con la quinta dimensión. En este caso, como hemos visto en la parte
final del caṕıtulo quinto, solo hemos establecido cotas sobre algunos de estos
parámetros al contrastar con los datos observacionales. Sin embargo, esto no
significa que en un futuro la teoŕıa no nos proporcione esta información.

Finalmente, aunque en esta tesis solo se estudiaron tópicos relacionados
con cosmoloǵıa inflacionaria, en realidad el formalismo puede extenderse a la
consideración de modelos cosmológicos más completos que incluyan inclusive,
la descripción dinámica del actual peŕıodo en la evolución del Universo, el de
quinta esencia. Esto puede verse en [143] y [144].
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A. DEMOSTRACIÓN DEL TEOREMA DE CAMPBELL MAGAARD

En esta sección mostraremos la prueba de la versión más simple del teore-
ma de Campbell-Magaard, dejando fuera las versiones más generales de este
teorema, pero que no afectan la validez del contenido de la presente tesis.

Sean (M, g) una variedad (n + 1)-dimensional y x ≡ {xA} un sitema de
coordenadas locales sobre M . Supongase que una de las coordenadas es tipo
tiempo y las n restantes son tipo espacio. Estas coordenadas definen direc-
ciones tangenciales a M .

Un caso más general, pero que escapa de los objetivos de esta tesis, es el
considerar dos coordenadas tipo tiempo y (n − 1) tipo espacio. Un análisis
detallado de este caso puede encontrarse en [142].

Introduzcamos ahora una función escalar l = l(x) que define una foliación
de la variedad M a través de las hipersuperficies Σl definidas por l = cte.
Como hay una dirección tipo tiempo tangente a M , construiremos un campo
vectorial nA normal a Σl, tipo espacio. De esta manera, el espacio tangente
a una hipersuperficie dada Σl contiene una dirección tipo tiempo y (n − 1)
tipo espacio. Aśı, cada hipersuperficie Σl corresponde a un espacio-tiempo
Lorenziano n-dimensional.

El campo vectorial nA normal a la hipersuperficie Σl se define por

nA = εΦ∂Al, nAnA = ε, (A.1)

donde ε = ±1. El escalar Φ que normaliza al vector nA se conoce como la
función lapso.
Definimos el tensor de proyección

hAB = gAB − εnAnB. (A.2)



Este tensor es simétrico (hAB = hBA) y ortogonal a nA. Sea y = {yα}
un sistema de coordenadas locales sobre cada una de las hipersuperficies n-
dimensionales Σl.

Construiremos una base n-dimensional sobre cada una de estas hipersu-
perficies, cuyos n-vectores base son definidos por

eA
α =

∂xA

∂yα
, nAeA

α = 0. (A.3)

Estos vectores son por definición tangentes a las hipersuperficies Σl y or-
togonales a nA. Es fácil comprobar que eA

α se comporta como un vector
bajo transformaciones de coordenadas bien definidas φ : x −→ x̄(x) sobre
M , y como una 1-forma bajo transformaciones de coordenadas bien definidas
ξ : y −→ ȳ(y) sobre Σl.

Podemos usar esta base vectorial para proyectar objetos en M sobre las
hipersuperficies Σl. Por ejemplo, para una 1-forma TA bien definida sobre M
tenemos

Tα = eA
αTA. (A.4)

La 1-forma Tα es la proyección de TA sobre Σl. Puede mostrarse que Tα se
comporta como un escalar bajo φ y como una 1-forma bajo ξ.

La métrica inducida sobre las hipersuperficies Σl es dada por

hαβ = eA
αeB

βgAB = eA
αeB

βhAB. (A.5)

Al igual que gAB, la métrica inducida tiene una inversa definida por

hαγhγβ = δαβ. (A.6)

La métrica inducida y su inversa pueden usarse para subir y bajar ı́ndices
a los tensores tangentes a Σl y, para cambiar de posición el ı́ndice espacio-
temporal α de los vectores base eA

α. Esto implica

eα
AeA

β = δα
β. (A.7)

Por otro lado como hAB es ortogonal a nA, podemos exresarlo en términos
de la base sobre Σl en la forma

hAB = hαβeα
Aeβ

B. (A.8)
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El formalismo hasta ahora desarrollado permite definir la curvatura extŕınseca
Kαβ de las hipersuperficies Σl por

Kαβ = eA
αeB

β∇AnB =
1

2
eA

αeB
β£nhAB, (A.9)

donde £n denota la derivada de Lie respecto al campo vectorial nA. Note-
se que la curvatura extŕınseca es simétrica (Kαβ = Kβα). Esta curvatura
extŕınseca puede pensarse como la derivada de la métrica inducida, en la
dirección normal.

Por otro lado, notemos que {y, l} define un sistema alterno de coordenadas
locales sobre M . El difeomorfismo apropiado es

dxA = eA
αdyα + lAdl, (A.10)

donde

lA =

(
∂xA

∂l

)
|yα=cte, (A.11)

es el vector tangente a las ĺıneas con yα = cte. En este caso, siempre es
posible descomponer vectores sobre M como la suma de una parte tangente
a Σl y otra normal a Σl. La descomposición para el vector lA puede escribirse

lA = NαeA
α + ΦnA. (A.12)

Esto es consistente con lA∂Al = 1 que es requisito para las definiciones de lA

y nA. El n-vector Nα se llama vector de corrimiento y describe como cambia
el sistema de coordenadas {yα} cuando nos movemos de una hipersuperficie
Σl a otra.

Usando (A.10) y (A.11), podemos escribir el elemento diferencial de ĺınea
sobre M por

dS2
n+1 = gABdxAdxB = hαβ(dyα + Nαdl)(dyβ + Nβdl) + εΦ2dl2. (A.13)

Esto de reduce a dS2
n = hαβdxαdxβ si dl = 0, que es un caso de considerable

interés f́ısico.

Con el formalismo desarrollado hasta ahora, podemos derivar las ecua-
ciones de campo de “Einstein”n-dimensionales sobre las hipersuperficies Σl
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a partir de las ecuaciones de campo (n + 1)-dimensionales. Las escuaciones
de campo sobre la variedad (n + 1)-dimensional son definidas por

R̂AB = 0, (A.14)

donde R̂AB es el tensor de Ricci (n + 1)-dimensional. En lo que resta de la
prueba usaremos variedades que satisfacen (A.14), y denotaremos con (∧) a
aquellas cantidades definidas en (n + 1) dimensiones, para diferenciarlas de
las cantidades definidas en las hipersuperficies n dimensionales.

Las ecuaciones de Gauss-Codazzi sobre cada una de las hipersuperficies
son

R̂ABCDeA
αeB

βeC
γe

D
δ = Rαβγδ + 2εKα[δKγ]β, (A.15)

R̂MABCnMeA
αeB

βeC
γ = 2∇[γKαβ]. (A.16)

El corchete denota antisimetŕıa en los ı́ndices. Por otro lado sabemos de
geometŕıa diferencial que el tensor de Ricci sobre M esta dado por

R̂AB =
(
hμνeM

μe
N

ν + εnMnN
)
R̂AMBN . (A.17)

Las 1
2
(n + 1)(n + 2) componentes de R̂AB, bajo la condición (A.14), pueden

separarse en las ecuaciones

R̂ABeA
αeB

β = 0, (A.18)

R̂ABeA
αnB = 0, (A.19)

R̂ABnAnB = 0. (A.20)

Sustituyendo (A.17) en (A.18) y haciendo uso de (A.15) y (A.16), se obtiene

Rαβ = −ε [Eαβ + Kα
μ(Kβμ − Khβμ)] , (A.21)

∇α(Kαβ − hαβK) = 0, (A.22)

Eμνh
μν = 0, (A.23)

donde
K ≡ hαβKαβ, (A.24)

Eαβ = R̂MNABnμeA
αnNeB

β, Eαβ = Eβα. (A.25)
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El tensor de Einstein Gαβ = Rαβ − 1
2
Rgαβ sobre una hipersuperficie dada Σl

es entonces

Gαβ = −ε

(
Eαβ + Kα

μP
μβ − 1

2
hαβKμνPμν

)
, (A.26)

donde hemos definido el tensor conservado

Pαβ ≡ Kαβ − hαβK, ∇βPαβ = 0. (A.27)

Este último tensor es algebráicamente equivalente al momento conjugado con
la métrica inducida en la formulación Hamiltoniana ADM de la teoŕıa de la
relatividad general. Sin embargo, debemos recordar que en este formalismo
la dirección ortogonal a Σl es tipo espacio. De esta manera, Pαβ no puede
ser formalmente identificado con un momento canónico en el sentido Hamil-
toniano.

Utilizando las ecuaciones (A.22), la condición de que la divergencia del
4-tensor de Einstein sea nula, se manifiesta en la ecuación

∇βEαβ = ε
[
Kμνh

αγ∇γK
μν − Kμβ∇βKα

μ

]
. (A.28)

En general las ecuaciones (A.18), (A.22) y (A.23) son las ecuaciones de cam-
po que gobiernan la curvatura sobre las hipersuperficies n-dimensionales Σl.
Eñ hecho de que las hipersuperficies son curvas puede verse a partir de re-
solver (A.21) para Eαβ y sustituir el resultado en (A.23) para obtener

R = ε
(
K2 − KμνKμν

)
. (A.29)

Las ecuaciones de campo (A.21) a (A.23) no contienen derivadas de los ten-
sores hαβ(y, l), Kαβ(y, l) y Eαβ(y, l) con respecto a l. Esto significa que estos
campos deben satisfacer las ecuaciones (A.21) a (A.23) y (A.28) para cada
valor de l. En otras palabras, las ecuaciones de campo sobre Σl se conservan
cuando nos movemos de una hipersuperficie en otra. Esto es, las ecuaciones
de campo (A.21) a (A.23) vistas en (n + 1) dimensiones son, en el sentido
Hamiltoniano, ecuaciones de restricción.

Desde el punto de vista formal, esto representa un problema pues nos
dice que las ecuaciones de campo (A.14) no nos dan información de como
evolucionan las ecuaciones de campo sobre Σl con respecto a l, lo que da una
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amplia libertad.

En general, existen muchas maneras equivalentes de obtener ecuaciones
que definan la l-evolución de las funciones hαβ, Kαβ y Eαβ. Una manera con-
siste en aislar derivadas con respecto de l en la ecuación de las identidades
de Bianchi ∇AGAB = 0. Una segunda manera es la construcción directa de
las derivadas de Lie de hAB y KAB = hA

C∇CnB, con respecto a lA. Y una
tercera manera consiste en reexpresar formalmente la lagrangiana gravitacio-
nal como una Hamiltoniana, con l jugando el papel de tiempo para obtener
las ecuaciones de movimiento.

Sin embargo, desde un punto de vista práctico, el objetivo principal es
encontrar soluciones a las ecuaciones de campo (A.14), tal que una hipersu-
perficie Σ0 tenga ciertas propiedades geométricas requeridas. Por ejemplo,
podemos pedir especificar completamente la métrica sobre esta hipersuperfi-
cie y con esto la geometŕıa intŕınseca de Σ0.

Sin perdida de generalidad, supondremos que la hipersuperficie de interés
es aquella con l = 0. De esta manera, para tener un embebimiento exitoso
de Σ0 sobre M se deben seguir los siguientes pasos:

1. Resolver las ecuaciones de restricción (A.21) a (A.23) sobre Σ0 para los
campos hαβ, Kαβ y Eαβ, tal que Σ0 tenga las propiedades requeridas.
La especificación de estas propiedades pueden estar vinculadas con la
f́ısica.

2. Obtener las soluciones hαβ, Kαβ y Eαβ para las demás hipersuperficies,
l �= 0, usando las ecuaciones para la l-evolución.

Para probar el teorema de Campbell-Magaard es necesario mostrar, en pri-
mer término, que el paso 1 se cumple para una elección arbitraria de hαβ

sobre Σ0. En segundo término que la solución obtenida en el paso 2 preserve
las ecuaciones de restricción sobre Σl �= Σ0. Esta última condición es necesa-
ria ya que si las ecuaciones de restricción no se conservan, las ecuaciones de
campo (A.14) no serán válidas más que para Σ0. Dicho de otra manera, sólo
podŕıa embeberse Σ0 en M . Una demostración de esta ecuación de condición
de conservación puede verse en [78, 79, 80].
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Finalmente, de acuerdo a las ecuaciones (A.18) hay 1
2
(n+1)(n+2) ecua-

ciones de restricción sobre Σ0. Por otro lado, dado que hαβ, Kαβ y Eαβ,
determinadas por (A.21) a (A.23), son simétricas, hay en realidad 3

2
n(n + 1)

cantidades dinámicas independientes involucradas. Sean nr = 1
2
(n+1)(n+2)

y nd = 3
2
n(n + 1), los grados de libertad de restricción y dinámicos, res-

pectivamente. Para n ≥ 2 se tiene que nd > nr, lo que significa que el
sistema es indeterminado pues hay menos ecuaciones que incógnitas. Conse-
cuentemente podemos especificar libremente la dependencia funcional de las
n2 − 1 incógnitas hαβ, Kαβ y Eαβ. Esta libertad es el corazón del teorema
de Campbell-Magaard. Sea nL = n2 − 1 el número de grados de libertad que
podemos especificar libremente. Como nL es mayor que el número de compo-
nentes independientes de hαβ para n ≥ 2, podemos elegir el elemento de ĺınea
sobre Σ0 que corresponda a cualquier variedad Lorenziana n-dimensional y
aun satisfacer las ecuaciones de restricción (A.21) y (A.23).

Esto completa la demostración del teorema y podemos establecer que
cualquier variedad n-dimensional puede ser localmente embebida en una va-
riedad (n + 1)-dimensional que satisface las ecuaciones (A.14).
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