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3. Asintótica 35

3.1. Introducción . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

iii
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Introducción

El problema de ondas atrapadas (estados no triviales de enerǵıa finita en

dominios infinitos) es de gran interés en varias ramas de f́ısica matemática

(acústica, mecánica cuántica, hidrodinámica, elecromagnetismo, etc., ver, p.

ej., [1, 2]). El estudio de ellas en gúıas de ondas hoy en d́ıa se convirtió en

toda una industria con un volumen enorme de literatura correspondiente.

En breve, su existencia se debe a la no homogeneidad de las gúıas (p. ej.,

la presencia de curvatura en las paredes y/o obstáculos en la misma gúıa)

y la aparición del espectro puntual bajo perturbaciones del extremo del es-

pectro continuo que describe el sistema homogéneo. Varios acercamientos

a este problema fueron elaborados independientemente en las áreas men-

cionadas. En el contexto de ondas de agua, el primer ejemplo fue la solución

de Stokes (1846, [24]) que describe la “onda de borde” (edge wave en inglés)

que se propaga a lo largo de una playa de inclinación constante y decae en la

v
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dirección ortogonal a ella. El segundo ejemplo fue el problema de ondas atra-

padas por un cilindro circular sumergido resuelto por Ursell en 1950 [25] (ver

también [26, 27]). En 1957, Lavrentiev conjeturó que una sierra submarina

puede guiar las ondas de agua y subsecuentemente Garipov demostró que

esta conjetura es cierta (ver [3]). Después de estas publicaciones esporádicas,

la cantidad de art́ıculos dedicados a este tema empezó a crecer espectacular-

mente. Una buena reseña de la literatura puede ser encontrada en el libro [4]

publicado en 2002. Las investigaciones más recientes pueden consultarse en

la reseña [5] y en [6].

En el presente trabajo se estudia el problema de ondas de agua atrapadas

por una sierra submarina de pequeña altura. Matemáticamente, el problema

linealizado consiste en encontrar las soluciones del sistema⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Φtt + gΦy = 0, para y = 0,

ΔΦ + Φzz = 0, para − h(x, z) < y < 0,

Φy + hxΦx + hzΦz = 0, para y = −h(x, z),

donde Φ(x, y, z, t) es el potencial de velocidades del ĺıquido, x y z son las

coordenadas horizontales, y es la coordenada vertical, Δ = ∂2
x + ∂2

y , y y =

−h(x, z) describe el fondo del ĺıquido. Vamos a suponer que el fondo es

ciĺındrico, h(x, z) = h(x). Asumiendo la dependencia armónica del tiempo
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y la coordenada z, vamos a buscar la solución en la forma Φ = exp[i(ωt −

kz)]Ψ(x, y) y por tanto, para Ψ obtenemos el problema

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Ψy = λΨ, para y = 0,

ΔΨ − k2Ψ = 0, para − h(x) < y < 0,

Ψy + h′Ψx = 0, para y = −h(x),

(0.0.1)

donde λ = ω2/g es el parámetro espectral. Las soluciones no triviales de

(0.0.1) con enerǵıa finita se llaman ondas atrapadas y existen sólo para ciertos

valores de λ y bajo ciertas restricciones sobre el fondo, es decir, sobre la

función h(x). La existencia de ondas atrapadas fue demostrada por Garipov

(ver [3]) y Bonnet-Joly [28] para h(x) tal que mı́nx∈R h(x) < h0, donde h0 es

la profundidad en el infinito. En el caso de altura pequeña de la sierra, es

decir, cuando h(x) = h0 + εV (x), V (x) ∈ C∞
0 (R), ε → 0+, la existencia de

un solo modo fue demostrada en [7] bajo la condición
∫

V (x) dx < 0 (aqúı y

en lo que sigue la integral sin ĺımites significa la integral a lo largo del eje

real) y ah́ı también fue calculada la primera aproximación para el eigenvalor

correspondiente. En [29] fue obtenida la serie completa para λ en potencias

de ε y fue demostrado que en el caso
∫

V (x) dx = 0 también existe la onda

atrapada. Estos resultados se asemejan mucho al bien conocido problema de

estados confinados para la ecuación de Schrödinger con un pozo de potencial
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poco profundo:

−Ψ′′ + εV (x)Ψ = EΨ, (0.0.2)

donde la enerǵıa E es el parámetro espectral, εV (x) es el potencial y Ψ ∈

L2(R) es la función propia. De hecho, cuando ε = 0 (problema homogéneo),

tanto (0.0.1) como (0.0.2) poseen un espectro continuo que coincide con el

rayo E ∈ [0,∞) para (0.0.2) y con λ ∈ [k tanh kh0,∞) para (0.0.1). Bajo

la perturbación, el extremo izquierdo del espectro continuo da a luz a un

eigenvalor cuya distancia al espectro continuo tiende a cero junto con ε. Esta

distancia es del orden de ε2 cuando
∫

V (x) dx < 0 y del orden de ε4 en el

caso que
∫

V (x) dx = 0. Para la ecuación de Schrödinger estas afirmaciones

fueron demostradas por Simon [8, 23] (y antes en [10] para
∫

V (x) dx < 0) y

para el problema (0.0.1) en [29], donde fue establecida la analoǵıa entre los

dos problemas.

El primer objetivo del presente trabajo consiste en demostrar que para el

problema de ondas de agua las expansiones asintóticas de [29] son en realidad

convergentes igual como para la ecuación de Schrödinger [8]. Este resultado,

interesante en śı mismo (¡estamos construyendo soluciones exactas !), es nece-

sario para nuestro segundo objetivo que vamos a enunciar enseguida.

Consideremos la ecuación de Schrödinger con una barrera de potencial en
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lugar de un pozo,
∫

V (x) dx > 0 (los casos de pozo y barrera rectangulares

admiten soluciones expĺıcitas y se presentan en los Apéndices A y B). En

este caso (0.0.2) admite un estado “anticonfinado” (antibound state en in-

glés) que describe ondas exponencialmente crecientes para cuando |x| → ∞:

Ψ ∼ exp(β|x|), donde E = −β2, β > 0 (ver [14]). En realidad, la existencia

de estas resonancias está asociada con polos de la continuación anaĺıtica de

la resolvente del operador de Schrödinger al plano complejo del parámetro β

[11]. La importancia de estos polos se revela en la asintótica, para grandes va-

lores del tiempo, de la solución del problema no estacionario correspondiente

(ver [12, 13] y referencias alĺı). Desde este punto de vista, los estados anti-

confinados juegan el mismo papel que los estados confinados (bound states

en inglés), es decir, eigenfunciones. Por lo tanto es de interés construir análo-

gos de ellos para un surco submarino, es decir, para el problema (0.0.1) con

h = h0 + εV (x),
∫

V (x) dx > 0. Para esto, es necesario eliminar en la solu-

ción términos proporcionales a exp(−β|x|) y esto sólo es posible si la solución

se conoce exactamente porque términos residuales del orden de O(εN) en la

asintótica pueden contener sumandos de la forma εN exp(−β|x|). La cons-

trucción de estos estados anticonfinados, basada en la construcción exacta

de las eigenfunciones, constituye el segundo objetivo de esta tesis.
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El contenido del trabajo es el que sigue. En el Caṕıtulo 1 presentamos

los resultados conocidos sobre la ecuación de Schrödinger (0.0.2), tanto para

eigenfunciones como para resonancias. La razón de incluir este material se

basa en la analoǵıa muy estrecha con el problema de ondas de agua (0.0.1);

la metodoloǵıa que usamos para (0.0.1) se ve más claramente en este sencillo

ejemplo, cuando la idea principal no se oculta por los detalles técnicos. En el

Caṕıtulo 2 presentamos la reformulación de los resultados del Caṕıtulo 1 para

la ecuación linealizada de agua de poca profundidad, para después compa-

rarlos con los resultados del sistema completo. En el Caṕıtulo 3, calculamos

el primer término de la asintótica del eigenvalor para (0.0.1); este resultado

nos servirá para la comprobación del resultado exacto del Caṕıtulo 5. En el

Caṕıtulo 4, presentamos la reducción del problema (0.0.1) a dos ecuaciones

integrales, las cuales se resuelven en el Caṕıtulo 5 para obtener los estados

confinados y anticonfinados del sistema (0.0.1); estos resultados coinciden en

el término principal con la asintótica obtenida en el Caṕıtulo 3 y pasan en los

resultados del Caṕıtulo 2 para pequeños valores de h0. En los Apéndices A y

B presentamos el material clásico perteneciente a pozos y barreras rectangu-

lares, y en el Apéndice C adjuntamos algunas propiedades de la función de

Macdonald que son útiles en la reducción del problema (0.0.1) a ecuaciones
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integrales.

Los resultados de la tesis fueron enunciados en [36].

En todo el texto, la transformada de Fourier de una función f(x) se denota

f̃(p) = Fx→p[f(x)] =

∫
e−ipxf(x) dx. (0.0.3)

La transformada inversa tiene la forma

f(x) = F−1
p→x[f̃(p)] =

1

2π

∫
eipxf̃(p) dp. (0.0.4)
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Caṕıtulo 1

Construcción de la solución

exacta para la ecuación de

Schrödinger

1.1. Introducción

En este caṕıtulo introductorio consideraremos la ecuación unidimensional

de Schrödinger

−Ψ′′ + εV Ψ = EΨ, (1.1.1)

donde E es la enerǵıa y εV representa un pozo (o barrera) de potencial de

1
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poca profundidad (altura), es decir, ε → 0+ y V (x) ∈ C∞
0 (R). La condición

∫
V (x) dx ≤ 0 corresponde a un pozo y la condición

∫
V (x) dx > 0 a una

barrera (aqúı y en todo lo que sigue la integral sin ĺımites significa la integral a

lo largo del eje real). El problema de encontrar las eigenfunciones de (1.1.1)

es bien conocido y se remonta al texto clásico de Landau y Lifshitz [10].

Vamos a presentar aqúı la construcción de eigenfunciones elaborada en [9]

y nosotros presentamos su generalización a la construcción de resonancias

(estados anticonfinados o antibound states en inglés). Aunque los resultados

son bien conocidos (ver, p. ej., [14]), exponemos este material aqúı porque

en los caṕıtulos siguientes vamos a tratar los problemas de ondas guiadas de

agua mediante la misma técnica y en el ejemplo de la ecuación (1.1.1) ésta se

ve de la manera más clara debido a la simplicidad de la ecuación. Notemos

que la aplicación a la construcción de resonancias es nueva.

1.2. Valores propios para pozos de potencial

Consideremos la ecuación de Schrödinger (1.1.1) y supongamos que V

describe un pozo de potencial, Ṽ (0) =
∫

V (x) dx ≤ 0. Nuestro resultado

principal en esta sección consiste en el siguiente
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Teorema 1.2.1. Sea
∫

V (x)dx < 0. Entonces para ε suficientemente pequeño

la ecuación (1.1.1) posee un único valor propio dado por E = −β2 donde

β = − ε

2
Ṽ (0) + O(ε2). (1.2.1)

Si
∫

V (x) dx = 0, la afirmación anterior sigue en pie con

β =
ε2

4π

∫ |Ṽ (p)|2
p2

dp + O(ε3). (1.2.2)

Demostración. Sea E = −β2, β > 0. Aplicando la transformada de Fourier

a la ecuación (1.1.1) y pasando el término de orden de ε a la parte derecha

tenemos

(p2 + β2)Ψ̃(p) = − ε

2π

∫
Ṽ (p − p′)Ψ̃(p′)dp′, (1.2.3)

donde la tilde denota la transformada de Fourier. Para x fuera del soporte

de V (x) la solución tiene la forma Ψ(x) ∼ e−β|x|, es decir, se aproxima a una

constante cuando β → 0. Por tanto la transformada de Fourier Ψ̃(p) es una

función tipo δ.

En la ecuación (1.2.3) observemos que:

Como Ψ̃(p) es una función tipo δ, el lado derecho de la ecuación (1.2.3)

es casi igual a Ṽ (p), excepto por una constante multiplicativa.

Ψ̃(p) es el cociente de una “buena” función (que es regular en ε) y de

la expresión p2 + β2.
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Estas caracteŕısticas nos llevan a buscar una solución de (1.1.1) en la

forma:

Ψ̃(p, ε) =
A(p, ε)

p2 + β2
, (1.2.4)

donde A(p, ε) ∈ S(R) con respecto a p y depende de una manera regular de

ε (en lo que sigue omitiremos la dependencia explicita de ε). Si sustituimos

(1.2.4) en (1.2.3) obtenemos:

A(p) = − ε

2π

∫
Ṽ (p − p′)A(p′)

p′2 + β2
dp′. (1.2.5)

Notemos que el integrando del lado derecho de (1.2.5) posee una singularidad

para cuando β = 0 en p′ = 0, como suponemos que β es pequeño, para

calcular la integral cambiamos el contorno de integración a uno en el plano

complejo de tal manera que las singularidades z = ±iβ estén circunscritas

por este.

Definición 1.2.1. Definamos a Ha como el espacio de funciones anaĺıticas

acotadas en la banda Ba := {z ∈ C, |�z| < a}, donde a > 0 no depende de ε,

con la norma ‖ϕ‖ = supz∈Ba
|ϕ(z)|.

Asumamos que A(z) ∈ Ha, lo que comprobaremos mas adelante, e intro-

duzcamos el contorno dado por Γ (ver Fig. 1.1):
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Γ := (−∞,−a/2] ∪ {p + iq : p2 + q2 = a2/4, q > 0} ∪ [a/2,∞). (1.2.6)

�

�

pa
2

−a
2

q

Γ

Figura 1.1: Contorno Γ.

Por el teorema del residuo de Cauchy, la integral en el lado derecho de

(1.2.5) queda dada por:

A(z) = − ε

2π

∫
Γ

Ṽ (z − ζ)A(ζ)

ζ2 + β2
dζ − ε

2β
Ṽ (z − iβ)A(iβ), (1.2.7)

donde Ṽ (ζ) es la continuación anaĺıtica de Ṽ (p) al plano complejo.

Definición 1.2.2. Definamos el operador integral T̂β : Ha −→ Ha como

[T̂βϕ(ζ)](z) =
1

2π

∫
Γ

Ṽ (z − ζ)ϕ(ζ)

ζ2 + β2
dζ, z ∈ Ba.

Observemos que:

La función [T̂βϕ(ζ)](z) es anaĺıtica en z. Sabemos que V (x) ∈ C∞
0 (R),

por tanto su transformada de Fourier está en S(R) y aśı el integrando

es anaĺıtico, luego la integral resulta anaĺıtica.
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[T̂βϕ(ζ)](p + 0i) ∈ S(R), si ϕ(p + i0) ∈ S(R).

En efecto, recordemos la desigualdad de Peetre

(1 + |θ|)s ≤ (1 + |θ − θ′|)|s|(1 + |θ′|)s

válida para toda θ, θ′ y s ∈ R. Aplicando la desigualdad de Peetre y

del hecho que tanto Ṽ (p) como ϕ(ζ) pertenecen a S(R), se tiene que:

∣∣∣∣∣
∫

Γ

Ṽ (p − ζ)ϕ(ζ)

ζ2 + β2
dζ

∣∣∣∣∣ ≤ 1

1 − β2

∫
Γ

|Ṽ (p − ζ)ϕ(ζ)dζ|

≤ Cte

∫
Γ

1

(1 + |p − ζ|)N

1

(1 + |ζ|)N
|dζ|

≤ Cte

∫
Γ

|dζ|
(1 + |p|)N

.

Para sus derivadas tenemos:

∣∣∣∣∣∂k
p

∫
Γ

Ṽ (p − ζ)ϕ(ζ)

β2 + ζ2
dζ

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∫

Γ

ϕ(ζ)∂k
p Ṽ (p − ζ)

β2 + ζ2
dζ

∣∣∣∣∣
≤ 1

1 − β2

∫
Γ

|ϕ(ζ)∂k
p Ṽ (p − ζ)dζ|

≤ Cte

∫
Γ

|dζ|
(1 + |ζ|)N1(1 + |p − ζ|)N

≤ Cte

∫
Γ

(1 + |ζ|)N

(1 + |ζ|)N1(1 + |p|)N
dζ,

para cualquier k, N1 ∈ N. Si en la última ĺınea ponemos N1 = N + 2,

∣∣∣∣∣∂k
p

∫
Γ

Ṽ (p − ζ)ϕ(ζ)

β2 + ζ2
dζ

∣∣∣∣∣ ≤ Cte
1

(1 + |p|)N

∫
Γ

|dζ|
(1 + |ζ|)2

.
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La función [T̂βϕ(ζ)](z) también es anaĺıtica en β, para β suficientemente

pequeña. Esta afirmación es la consecuencia inmediata del siguiente

cálculo elemental:

1

ζ2 + β2
=

1

ζ2(1 + (β
ζ
)2)

=
1

ζ2

∞∑
m=0

(−1)m

(
β

ζ

)2m

.

El operador T̂β es acotado. En efecto,

‖T̂βϕ‖ = sup
z∈Ba

∣∣∣∣∣
∫

Γ

Ṽ (z − ζ)ϕ(ζ)dζ

ζ2 + β2

∣∣∣∣∣ ≤ ‖ϕ‖ sup
z∈Ba

∫
Γ

|Ṽ (z − ζ)||dζ|
|ζ2 + β2| .

Sobre Γ tenemos |ζ2 + β2| ≥ a/2 y la última expresión es acotada por

2

a
‖ϕ‖

∫
Γ

|Ṽ (z − ζ)||dζ|

y como Ṽ (z− ζ) ∈ S(R), la última integral está acotada. Por tanto, T̂β

está acotado.

Reescribamos la ecuación (1.2.7) en términos del operador T̂β:

[(1 + εT̂β)A(ζ)](z) = − ε

2β
Ṽ (z − iβ)A(iβ),

donde 1 es el operador identidad. Supongamos que A(iβ) = 1, mas adelante

lo comprobaremos.

Hemos visto que el operador T̂β es acotado, por tanto εT̂β es pequeño y

podemos nuevamente reescribir la ecuación (1.2.7) como

A(z) = − ε

2β
[(1 + εT̂β)−1Ṽ (ζ − iβ)](z), (1.2.8)
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donde (1 + εT̂β)−1 =
∑∞

n=0(−1)nεnT̂ n
β , T̂ 0

β ≡ 1, es la correspondiente serie de

Neumann. Podemos reescribir (1.2.8) como:

A(z) = − ε

2β

∞∑
l=0

(−1)lεl[T̂ l
βṼ (ζ − iβ)](z) (1.2.9)

Si aplicamos l veces el operador T̂β a una función ϕ ∈ Ha, para l =

1, 2, ..., obtenemos:

[T̂ l
βϕ(ζ)](z) =

(
1

2π

)n ∫
Γ

· · ·
∫

Γ

ϕ(ζ)
l∏

n=1

Ṽ (ζn−1 − ζn)

ζ2
n + β2

dζn,

(1.2.10)

donde ζ0 ≡ z, ζ1 ≡ ζ.

Evaluemos (1.2.9) en z = iβ y multipliquemos esta expresión por β, obtene-

mos, teniendo en cuenta que A(iβ) = 1, como resultado la ecuación secular

para β :

β = − ε

2
[(1 + εT̂β)−1Ṽ (ζ − iβ)](iβ). (1.2.11)

Consideremos ahora la función

F (β, ε) = β +
ε

2
[(1 + εT̂β)−1Ṽ (ζ − iβ)](iβ);

en esta última expresión sustituyamos (1 + εT̂β)−1 por su serie de Neumann,

F (β, ε) = β +
1

2

∞∑
l=0

(−1)lεl+1[T̂ l
βṼ (ζ − iβ)](iβ). (1.2.12)
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Observemos que la función [T̂βṼ (ζ − iβ)](iβ) es anaĺıtica en β. En

efecto, si en la ecuación (1.2.10) en lugar de z sustituimos iβ, en lugar

de ϕ(ζ) ponemos Ṽ (ζ − iβ) y teniendo en cuenta las expansiones

Ṽ (iβ − ζ1) =
∞∑

k=0

ikṼ (k)(−ζ1)

k!
βk,

Ṽ (ζ − iβ) =
∞∑

k=0

(−1)kikṼ (k)(ζ)

k!
βk,

l∏
n=1

1

ζ2
n + β2

=
l∏

n=1

1

ζ2

∞∑
kn=0

(−1)kn

ζ2kn
n

β2kn ,

podemos entonces concluir que la función F (β, ε) es anaĺıtica en cada

uno de sus argumentos y por el teorema de Hartogs es anaĺıtica en C
2.

Aún mas, como F (0, 0) = 0, ∂βF (0, 0) = 1 (esto último debido a la

presencia de ε en el segundo término de (1.2.12)), aplicando el teorema

de la función impĺıcita, la solución β(ε) para β en la ecuación secular

(1.2.11), la cual tiende a cero cuando ε → 0, existe, es única y está dada

por las fórmulas (1.2.1), (1.2.2).

En efecto, la ecuación secular (1.2.11) es equivalente a F (β, ε) = 0,

por tanto, para resolver la ecuación (1.2.12), primero expandimos en

su serie de Taylor a F (β, ε). Tengamos en cuenta que, en la ecuación

(1.2.11) el único término que depende de β y no tiene como factor a

ε es el primero, aśı que las demás derivadas respecto de β se anulan.
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Calculemos algunos de los términos de la serie

Fε(β, ε) =
1

2

∞∑
l=0

(−1)l(l + 1)εl[T̂ l
βṼ (ζ − iβ)](iβ).

Tenemos que

Fε(0, 0) =
1

2
Ṽ (0),

Fβε(0, 0) = ∂β

{ ∞∑
l=0

(−1)l(l + 1)εl[T̂ l
βṼ (ζ − iβ)](iβ)

}∣∣∣∣∣
(0,0)

= [Ṽ ′(0)]β = 0,

Fε,ε(0, 0) =

{ ∞∑
l=1

(−1)ll(l + 1)εl−1[T l
β,ζ→zṼ (ζ − iβ)(iβ)]

}∣∣∣∣∣
(0,0)

=
{
−{[T̂βṼ (ζ − iβ)](iβ)

}∣∣∣
β=0

= − 1

2π

∫
Γ

Ṽ (ζ)Ṽ (−ζ)

ζ2
dζ.

De acuerdo con lo anterior podemos reescribir F (β, ε) como:

F (β, ε) = β+
ε

2
Ṽ (0)− ε2

4π

∫
Γ

Ṽ (ζ)Ṽ (−ζ)

ζ2
dζ+O(ε3+ε2β+εβ2). (1.2.13)
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Por tanto, logramos solucionar la ecuación secular (1.2.11), encontrando

aśı el valor de β(ε) dado en (1.2.1). En el caso cuando Ṽ (0) = 0 podemos

deformar el contorno Γ en (1.2.13) al eje real y usar el hecho de que

Ṽ (p) = Ṽ (−p) para p ∈ R, demostrando aśı (1.2.2).

Aún nos falta comprobar que en efecto A(iβ(ε)) = 1 y que A(p + i0) ∈

S(Rp).

Verifiquemos que A(iβ) = 1. De la ecuación (1.2.8) tenemos:

A(iβ) = − ε

2β

∞∑
l=0

(−1)lεl[T̂ l
βṼ (ζ − iβ)](iβ), (1.2.14)

por otra parte, de la ecuación (1.2.11) se tiene que

β = − ε

2
[(1 + εT̂β)−1Ṽ (ζ − iβ)](iβ), (1.2.15)

luego A(iβ) = 1.

Comprobemos que A(p+ i0) ∈ S(Rp). En la ecuación (1.2.8) definimos

a A(z), y sabemos que Ṽ (p) ∈ S(Rp). Ahora consideremos el operador

T̂β:

|[T̂βϕ(ζ)](p)| =

∣∣∣∣∣ 1

2π

∫
Γ

Ṽ (p − ζ)ϕ(ζ)

ζ2 + β2
dζ

∣∣∣∣∣ . (1.2.16)
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Sabemos que Ṽ (p) ∈ S(R) lo que implica que podemos acotar la ex-

presión (1.2.16) por

Cte

∫
Γ

|ϕ(ζ)|
|ζ2 + β2|(1 + |p − ζ|)N

|dζ|, (1.2.17)

y aplicando la desigualdad de Petree a (1 + |p − ζ|)−N tenemos que

1

(1 + |p − ζ|)N
≤ (1 + |ζ|)N

(1 + |p|)N
,

lo que nos sirve para obtener la cota

Cte
1

(1 + |p|)N

∫
Γ

(1 + |ζ|)N |ϕ(ζ)|
|ζ2 + β2| |dζ|

para la expresión anterior. Como ϕ(p) ∈ S(Rp), tenemos las desigual-

dades

(1 + |ζ|)N |ϕ(ζ)| ≤ Cte,

∫
Γ

|dζ|
|ζ2 + β2| < Cte .

Finalmente obtenemos

|[T̂βϕ(ζ)](p)| ≤ C(1 + |p|)−N ,

donde C es una constante. Por inducción conseguimos

|[T̂ l
βϕ(ζ)](p)| ≤ C l(1 + |p|)−N .
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Por tanto:

|A(p)| ≤ Cte

(1 + |p|)N

∞∑
l=0

εlC l ≤ Cte

(1 + |p|)N
. (1.2.18)

Sus derivadas se estiman de manera análoga.

De esta manera concluimos con la demostración del Teorema 1.2.1.

1.3. Resonancias

En esta sección consideraremos el caso
∫

V (x) dx > 0 (barrera de poten-

cial) y demostraremos que bajo esta condición la ecuación (1.1.1) posee una

resonancia (estado anticonfinado). Introduciremos primero la

Definición 1.3.1. Una solución Ψ(x) de la ecuación (1.1.1) se llama reso-

nancia (estado anticonfinado) si Ψ satisface

Ψ(x) ∼ eβ|x| |x| → ∞, (1.3.1)

con β > 0, E = −β2.

Observación 1.3.2. Según el Apéndice B, soluciones de este tipo pueden

ser interpretadas como “ondas salientes” ( outgoing waves). Nosotros no va-

mos a profundizar en este tema porque eventualmente las nociones de ondas
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entrantes y salientes están relacionadas con problemas no estacionarios. La

condición (1.3.1) significa que la resonancia no incluye términos decrecientes

proporcionales a exp(−β|x|), |x| → ∞.

Teorema 1.3.1. Sea
∫

V (x) dx > 0. Entonces para ε suficientemente pequeño

la ecuación (1.1.1) posee una resonancia para E = −β2, donde

β =
ε

2
Ṽ (0) + O(ε2). (1.3.2)

Demostración. Las soluciones constrúıdas en la sección anterior tienen la

forma

Ψ(x) =
1

2π

∫
eipx A(p)

p2 + β2
dp, (1.3.3)

donde A(p) es entera y está en S(R) sobre cualquier recta paralela al eje

real uniformemente en |�p| ≤ Cte < ∞. Para estudiar el comportamiento

de (1.3.3) cuando |x| → ∞, introduciremos los siguientes contornos (ver Fig.

1.2):

L+ = {−R ≤ p ≤ R, q = 0} ∪ {−R ≤ p ≤ R, q = a > 0}

∪ {p = ±R, 0 ≤ q ≤ a},

L− = {−R ≤ p ≤ R, q = 0} ∪ {−R ≤ p ≤ R, q = −a, a > 0}

∪ {p = ±R,−a ≤ q ≤ 0}.
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�

�

pR−R

q

a
L+

�

��
p

R−R
q

−a
L−

�

Figura 1.2: Contornos L±.

Las únicas singularidades del integrando en (1.3.3) son los polos simples

en p = ±iβ y por lo tanto las integrales a lo largo de L± son iguales a 2πi

veces los residuos en ±iβ. Haciendo tender R al infinito y calculando los

residuos, vemos que para x > 0

1

2π

∫
eipx A(p)

p2 + β2
dp =

1

2π

∫
�p=a

eipx A(p)

p2 + β2
dp +

1

2β
A(iβ)e−βx, (1.3.4)

y para x < 0

1

2π

∫
eipx A(p)

p2 + β2
dp =

1

2π

∫
�p=−a

eipx A(p)

p2 + β2
dp +

1

2β
A(−iβ)eβx. (1.3.5)

Consideremos la integral en la parte derecha de (1.3.4):

∫
�p=a

eipx A(p)

p2 + β2
dp = e−ax

∫
eipx A(p + ia)

(p + ia)2 + β2
dp; (1.3.6)
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siendo la última integral acotada, tenemos que la solución es O(e−ax) con a

arbitraria. Pero para x fuera del soporte de V (x) la solución es combinación

lineal de eβx y e−βx, por lo tanto, para x suficientemente grande, la integral

(1.3.6) se anula y

Ψ(x) =
1

2β
A(iβ)e−βx, x � 1. (1.3.7)

Análogamente,

Ψ(x) =
1

2β
A(−iβ)eβx, x  −1. (1.3.8)

Ahora con el fin de eliminar las exponenciales decrecientes de la solución,

buscaremos Ψ en la forma

Ψ(x) =
1

2π

∫
eipx A(p)

p2 + β2
dp + C1e

−βx + C2e
βx. (1.3.9)

Esta función satisface la condición (1.3.1) si

C1 = −A(iβ)

2β
, C2 = −A(−iβ)

2β
. (1.3.10)

La transformada de Fourier de (1.3.9) tiene la forma

Ψ̃(p) =
A(p)

p2 + β2
+ 2πC1δ(p − iβ) + 2πC2δ(p + iβ). (1.3.11)

Reemplazando (1.3.11) en (1.2.3) obtenemos

A(p) = − ε

2π

∫
Ṽ (p − p′)A(p′)

p′2 + β2
dp′ −C1εṼ (p− iβ)−C2εṼ (p + iβ). (1.3.12)
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En la ecuación (1.3.12) cambiemos el contorno de integración por Γ (ver

sección 1.2). Tomando en cuenta (1.3.10), la ecuación (1.3.12) se convierte

en

A(p) = − ε

2π

∫
Γ

Ṽ (p − p′)A(p′)
p′2 + β2

dp′ + ε
A(p−)Ṽ (p + iβ)

2β
. (1.3.13)

A esta ecuación apliquemos la técnica de la sección anterior. Igual como alĺı,

podemos suponer que A(−iβ) = 1. Tenemos entonces

[1 + εT̂β]A(p) = ε
Ṽ (p + iβ)

2β
. (1.3.14)

Siendo T̂β acotado tenemos que εT̂β es pequeño, por tanto podemos reescribir

(1.3.14) como

A(p) =
ε

2β
[1 + εT̂β]−1Ṽ (p′ + iβ), (1.3.15)

y nuevamente en términos de la serie de Neumann

A(p) =
ε

2β

∞∑
n=0

(−1)nεn[T̂ n
β Ṽ (p′ + iβ)](p). (1.3.16)

Evaluemos la expresión (1.3.16) en p = −iβ y multipliquemos por β; obte-

nemos de esta manera la ecuación para β:

β =
1

2

∞∑
n=0

(−1)nεn+1[T̂ n
β Ṽ (p′ + iβ)](−iβ). (1.3.17)

Definamos la función F (β, ε) como

F (β, ε) = β − 1

2

∞∑
n=0

(−1)nεn+1[T̂ n
β Ṽ (p′ + iβ)](−iβ). (1.3.18)
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Desarrollando la sumatoria en esta última expresión obtenemos

F (β, ε) = β − ε

2
Ṽ (0) +

1

4π
ε2

∫
Γ

Ṽ (−iβ − p′)Ṽ (p′ + iβ)

p′2 + β2
dp′ + O(ε2). (1.3.19)

Tenemos que

F (0, 0) = 0, Fε(0, 0) = −1

2
Ṽ (0), Fβ(0, 0) = 1,

Fβε(0, 0) = 0, Fεε(0, 0) = − 1

2π

∫
Γ

Ṽ (p)Ṽ (−p)

p2
dp, Fββ(0, 0) = 0.

Esto implica que

F (β, ε) = β − ε

2
Ṽ (0) +

1

4π
ε2

∫
Γ

Ṽ (−p)Ṽ (p)

p2
dp + O(ε3 + ε2β + εβ2).

De esta manera, tenemos por el teorema de la función impĺıcita que

β =
ε

2
Ṽ (0) − ε2

4π

∫
Γ

Ṽ (−p′)Ṽ (p′)
p′2

dp′ + O(ε3), (1.3.20)

y esto termina la demostración del teorema.



Caṕıtulo 2

Ondas atrapadas y resonancias

para la ecuación de agua de

poca profundidad

2.1. Introducción

En el presente caṕıtulo, aplicaremos la técnica del caṕıtulo anterior al es-

tudio de ondas atrapadas y resonancias para la ecuación linealizada de agua

de poca profundidad (EAPP). Esta ecuación se parece bastante a la ecuación

de Schrödinger estudiada en el Caṕıtulo 1 y las consideraciones correspon-

19
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dientes son casi idénticas. Más adelante, en el Caṕıtulo 5, obtendremos las

fórmulas para ondas atrapadas y resonancias para las ecuaciones completas

que describen las ondas de agua sin la suposición de que h0  1 (donde h0

es la profundidad del agua en el infinito) y comprobaremos que ellas pasan

en las del presente caṕıtulo cuando h0 → 0.

La EAPP tiene la forma

Φtt − g∇(h(x, z)∇Φ) = 0,

donde ∇ = (∂x, ∂z), g es la aceleración de gravedad, h(x, z) representa la

profundidad del agua y Φ (la incógnita) es, por ejemplo, la elevación de la

superficie libre. Las coordenadas x y z son las coordenadas horizontales en

el plano, que coincide con la superficie del agua en el reposo. Buscaremos la

solucion de EAPP en la forma de ondas estacionarias, Φ = exp(iωt)Ψ(x, z),

entonces para Ψ obtendremos la ecuación

−∇(h∇Ψ) = λΨ, λ = ω2/g. (2.1.1)

Supongamos que h describe una sierra (o surco) submarina de poca altura

(profundidad) que es paralela al eje z: h(x, z) = h0 + εV (x), V (x) ∈ C∞
0 (R),

ε → 0+. La profundidad de esta forma describe una “sierra” si
∫

V (x) dx ≤ 0

y “surco” si
∫

V (x) dx > 0. Buscaremos ahora la solución de (2.1.1) en la
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forma Ψ = exp(ikz)ϕ(x) separando de esta manera la variable z. Llegamos

finalmente a la ecuación

−h0ϕ
′′ − ε(V ϕ′)′ + k2(h0 + εV )ϕ = λϕ. (2.1.2)

En esta ecuación y en todo lo que sigue vamos a suponer que k es una

constante positiva, k ≥ k0 > 0. El espectro continuo de la ecuación (2.1.2)

coincide con el espectro continuo de la ecuación no perturbada (ε = 0):

−h0ϕ
′′ + k2h0ϕ = λϕ. (2.1.3)

Esta última posee soluciones del tipo “ondas planas”, ϕ ∼ exp(±ilx), si

λ/h0 = l2 + k2 ≥ k2. Por lo tanto, el espectro continuo es el rayo λ ≥ k2h0.

Igual como en el Caṕıtulo 1, la perturbación da origen a un eigenvalor y/o una

resonancia a la izquierda del punto λ = k2h0 bajo ciertas condiciones sobre

V (x). En las siguientes secciones veremos la aplicación de nuestra técnica a

la ecuación (2.1.2).

2.2. Ondas atrapadas

En esta sección supondremos que Ṽ (0) =
∫

V (x) dx ≤ 0 (sierra). En este

caso siempre tendremos ondas atrapadas (es decir, esta situación es análoga
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al pozo de potencial para la ecuación de Schrödinger). El resultado principal

de esta sección es el siguiente

Teorema 2.2.1. Sea
∫

V (x) dx < 0. Entonces para ε suficientemente pequeño

la ecuación (2.1.2) posee un valor propio dado por λ = k2h0 − β2, donde

β = − εk2

2h0
1/2

Ṽ (0) + O(ε2). (2.2.1)

Si
∫

V (x) dx = 0, entonces la afirmación anterior sigue en pie con

β = ε2 k4

4πh
3/2
0

∫ |Ṽ (p)|2
p2

dp + O(ε3). (2.2.2)

Demostración. Apliquemos la transformada de Fourier a (2.1.2). Agrupando

términos de orden de ε en la parte derecha tenemos

(h0p
2 + β2)ϕ̃(p) = − ε

2π

∫
Ṽ (p − p′)(pp′ + k2)ϕ̃(p′) dp′. (2.2.3)

Siendo la ecuación (2.2.3) parecida a la transformada de Fourier de la ecuación

de Schrödinger (1.2.3) del Caṕıtulo 1, buscamos su solución en la forma

ϕ̃(p) =
A(p)

L(p)
, (2.2.4)

donde A(p) ∈ S(R) y L(p) = h0p
2 + β2. Si sustituimos (2.2.4) en (2.2.3)

obtenemos

A(p) = − ε

2π

∫
Ṽ (p − p′)(pp′ + k2)A(p′)

L(p′)
dp′. (2.2.5)
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Obviamente, la función L(p) posee dos ceros simples en p = p± = ±iβh
−1/2
0 .

Por lo tanto, el integrando del lado derecho de (2.2.5) posee una singularidad

para cuando β = 0 en p′ = 0; como suponemos que β es pequeño (mas

adelante lo comprobamos), para calcular la integral cambiamos el contorno

de integración a uno en el plano complejo de tal manera que las singularidades

z = p± estén circunscritas por este (comp. con el procedimiento del Caṕıtulo

1; el contorno Γ es el mismo).

Definición 2.2.1. Definamos a Ha como el espacio de funciones anaĺıticas

acotadas en la banda Ba := {z ∈ C, |�z| < a}, a > 0, con la norma ‖ϕ‖ =

supz∈Ba
|ϕ(z)|.

Asumamos que A(z) ∈ Ha, lo que comprobaremos mas adelante e intro-

duzcamos el contorno dado por Γ:

Γ := (−∞,−a/2] ∪ {p + iq : p2 + q2 = a2/4, q > 0} ∪ [a/2,∞).

Por el teorema del residuo de Cauchy, la integral en el lado derecho de (2.2.5)

queda dada por:

A(z) = − ε

2π

∫
Γ

Ṽ (z − ζ)
A(ζ)

L(ζ)
(zζ + k2) dζ − ε

2β
f(z), (2.2.6)

f(z) = Ṽ (z − p+)A(p+)

(
izβ

h0

+
k2

h
1/2
0

)
,
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donde Ṽ (ζ) es la continuación anaĺıtica de Ṽ (p) al plano complejo. Las eigen-

funciones son definidas salvo un factor numérico, por lo tanto, podemos supo-

ner que A(p+) = 1 y la función f en (2.2.6) queda dada por

f(z) = Ṽ (z − p+)

(
izβ

h0

+
k2

h
1/2
0

)
.

Definición 2.2.2. Definamos el operador integral T̂β : Ha −→ Ha como

[T̂βϕ(ζ)](z) =
1

2π

∫
Γ

Ṽ (z − ζ)(zζ + k2)

L(ζ)
ϕ(ζ) dζ, ζ ∈ Ba. (2.2.7)

Observemos que:

La función [T̂βϕ(ζ)](z) es anaĺıtica en z. Sabemos que V (x) ∈ C∞
0 (R),

por lo tanto su transformada de Fourier es entera y sobre cualquier recta

�z = Cte está en S(R) y aśı el integrando es anaĺıtico y la integral es

convergente luego la integral resulta anaĺıtica.

[T̂βϕ(ζ)](p) ∈ S(R), si ϕ(p) ∈ S(R). Recordamos la desigualdad de

Peetre

(1 + |θ|)s ≤ (1 + |θ − θ′|)|s|(1 + |θ′|)s

válida para toda θ, θ′ y s ∈ R.

Tenemos que demostrar que |z|N |∂M
z (T̂β[ϕ(ζ)](z))| es acotado para toda

M , N . Consideremos el caso M = 0 (los demás casos se tratan de una
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manera análoga). Sobre el contorno Γ tenemos |L(ζ)| ≥ Cte > 0. Por

lo tanto

|z|N |[T̂βϕ(ζ)](z)| ≤ Cte |z|N
∫

Γ

|Ṽ (z − ζ)|(1 + |z − ζ|)(1 + |ζ|)2|ϕ(ζ)| |dζ|

≤
∫

Γ

(1 + |z − ζ|)N+1−M(1 + |ζ|)N+2|ϕ(ζ)| |dζ|

porque

|Ṽ (z)| ≤ Cte(1 + |z|)−M ∀M.

Tomando M = N + 3 y usando el hecho de que ϕ ∈ S, tenemos que la

última expresión está acotada por

Cte

∫
Γ

(1 + |z − ζ|)−2 |dζ|,

y esta integral converge.

[T̂βϕ(ζ)] es anaĺıtico en β para β suficientemente pequeño. Esta afir-

mación es consecuencia inmediata del siguiente cálculo elemental:

1

h0ζ2 + β2
=

1

h0ζ2

1

1 + ( β

h0
1/2ζ

)2
=

1

h0ζ2

∞∑
n=0

(−1)n

(
β

h0
1/2ζ

)2n

.
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El operador T̂β es acotado. En efecto, tenemos

‖T̂βϕ‖ = sup
z∈Ba

∣∣∣∣∣
∫

Γ

(zζ + k2)Ṽ (z − ζ)ϕ(ζ) dζ

h0ζ2 + β2

∣∣∣∣∣
≤ ‖ϕ‖ sup

z∈Ba

∫
Γ

|(zζ + k2)Ṽ (z − ζ)| |dζ|
|h0ζ2 + β2|

≤ Cte ‖ϕ‖

porque la última integral está acotada.

Reescribamos la ecuación (2.2.6) en términos del operador T̂β:

[(1 + εT̂β)A(ζ)](z) = − ε

2β
f(z), (2.2.8)

donde 1 es el operador identidad.

Hemos visto que el operador T̂β es acotado, por tanto εT̂β es pequeño y

podemos nuevamente reescribir la ecuación (2.2.8) como:

A(z) = − ε

2β
[1 + εT̂β]−1f(z), (2.2.9)

donde (1 + εT̂β)−1 =
∑∞

n=0(−1)nεnT̂ n
β , T̂ 0

β ≡ 1, es la correspondiente serie de

Neumann. Podemos reescribir (2.2.9) como:

A(z) = − ε

2β

∞∑
n=0

(−1)nεn[T̂ n
β f(ζ)](z). (2.2.10)
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Si aplicamos l veces el operador T̂β a una función ϕ ∈ Ha, para l =

1, 2, ..., obtenemos:

[T̂ l
βϕ(ζ)](z) =

∫
Γ

· · ·
∫

Γ

ϕ(ζ)
l∏

n=1

Ṽ (ζn−1 − ζn)(ζn−1ζn + k2)

h0ζ2
n + β2

dζn,

donde ζ0 ≡ z, ζ1 ≡ ζ.

Hemos supuesto anteriormente que A(p+) = 1. Evaluemos (2.2.10) en

z = p+ y multiplicando por β obtenemos como resultado la ecuación secular

para β:

β = − ε

2

∞∑
n=0

(−1)nεn[T̂ n
β f(ζ)](p+). (2.2.11)

Consideremos ahora la función

F (β, ε) = β +
ε

2

∞∑
n=0

(−1)nεn[T̂ n
β f(ζ)](p+), (2.2.12)

Podemos escribir

F (β, ε) = β +
ε

2
f(p+) − ε2

2
[T̂βf(ζ)](p+) + O(ε3).

La ecuación secular (2.2.11) es equivalente a F (β, ε) = 0, por tanto, para

resolver la ecuación (2.2.11) comenzaremos por expandir en su serie de Taylor

a F (β, ε). Tenemos que

F (0, 0) = 0, Fε(0, 0) =
εk2

2h
1/2
0

Ṽ (0), Fβ(0, 0) = 1,
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Fεε(0, 0) = − k4

4πh
3/2
0

∫
Γ

Ṽ (ζ)Ṽ (−ζ)

ζ2
dζ, Fεβ(0, 0) = 0, Fββ(0, 0) = 0.

De acuerdo con lo anterior podemos reescribir F (β, ε) como:

F (β, ε) = β +
εk2

2h
1/2
0

Ṽ (0) − ε2k4

4πh
3/2
0

∫
Γ

Ṽ (ζ)Ṽ (−ζ)

ζ2
dζ + O(ε3 + ε2β + εβ2).

(2.2.13)

Podemos aplicar el teorema de la función impĺıcita a la ecuación secular

(2.2.11) y por tanto su solución existe, es única y está dada por las fórmulas

(2.2.1), (2.2.2), porque el contorno Γ puede ser deformado al eje real en el

caso cuando Ṽ (0) = 0 y Ṽ (−p) = Ṽ (p) para p real.

Aún nos falta comprobar que en efecto A(p+) = 1 y que A(p+i0) ∈ S(Rp).

Verifiquemos que A(p+) = 1. Si comparamos la ecuación (2.2.9) con

(2.2.11) vemos que A(p+) = 1.

Comprobemos que A(p+ i0) ∈ S(Rp). En la ecuación (2.2.9) definimos

a A(z) y sabemos que Ṽ (p) ∈ S(Rp). Consideremos el operador definido

en (2.2.7). La demostración es la misma que en el Caṕıtulo 1.

De esta manera concluimos con la demostración del Teorema 2.2.1.



2.3. RESONANCIAS 29

2.3. Resonancias

En esta sección consideramos el caso Ṽ (0) =
∫

V (x) dx > 0 (surco) y de-

mostraremos que bajo esta condición la ecuación (2.1.2) poseé una resonancia

(estado anticonfinado). Introduciremos primero la

Definición 2.3.1. Una solución ϕ(x) de la ecuación (2.1.1) se llama reso-

nancia (estado anticonfinado) si ϕ satisface

ϕ(x) ∼ eh
−1/2
0 β|x| |x| → ∞, (2.3.1)

con β > 0, λ = k2h0 − β2.

Teorema 2.3.1. Sea
∫

V (x) dx > 0. Entonces para ε suficientemente pequeño

la ecuación (2.1.2) posee una resonancia para λ = k2h0 − β2, donde

β =
εk2

2h0
1/2

Ṽ (0) + O(ε2). (2.3.2)

Demostración. Las soluciones constrúıdas en la sección anterior tienen la

forma

ϕ(x) =
1

2π

∫
eipx A(p)

h0p2 + β2
dp, (2.3.3)

donde A(p) es entera y está en S(R) sobre cualquier recta paralela al eje

real uniformemente en |�p| ≤ Cte < ∞. Para estudiar el comportamiento
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de (2.3.3) cuando |x| → ∞, introduciremos los siguientes contornos (ver Fig.

1.2 en el Caṕıtulo 1):

L+ = {−R ≤ p ≤ R, q = 0} ∪ {−R ≤ p ≤ R, q = a > 0}

∪ {p = ±R, 0 ≤ q ≤ a},

L− = {−R ≤ p ≤ R, q = 0} ∪ {−R ≤ p ≤ R, q = −a, a > 0}

∪ {p = ±R,−a ≤ q ≤ 0}.

Las singularidades del integrando en (2.3.3) son los polos simples en p =

p± = ±ih
−1/2
0 β y por lo tanto las integrales a lo largo de L± son iguales a 2πi

veces los residuos en ±ih
−1/2
0 β. Haciendo tender R al infinito y calculando

los residuos, vemos que para x > 0

1

2π

∫
eipx A(p)

L(p)
dp =

1

2π

∫
�p=a

eipx A(p)

L(p)
dp +

1

2h
1/2
0 β

A(p+)e−h
−1/2
0 βx, (2.3.4)

y para x < 0

1

2π

∫
eipx A(p)

L(p)
dp =

1

2π

∫
�p=−a

eipx A(p)

L(p)
dp +

1

2h
1/2
0 β

A(p−)eh
−1/2
0 βx. (2.3.5)

Consideremos la integral en la parte derecha de (2.3.4):

∫
�p=a

eipx A(p)

h0p2 + β2
dp = e−ax

∫
eipx A(p + ia)

h0(p + ia)2 + β2
dp; (2.3.6)
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siendo la última integral acotada, tenemos que la solución es O(e−ax) con a >

0 arbitraria. Pero para x fuera del soporte de V (x) la solución es combinación

lineal de eh
−1/2
0 βx y e−h

−1/2
0 βx, por lo tanto para x suficientemente grande la

integral (2.3.6) se anula y

ϕ(x) =
1

2h
1/2
0 β

A(p+)e−h
−1/2
0 βx, x � 1. (2.3.7)

Análogamente,

ϕ(x) =
1

2h
1/2
0 β

A(p−)eh
−1/2
0 βx, x  −1. (2.3.8)

Ahora con el fin de eliminar las exponenciales decrecientes de la solución,

buscaremos ϕ en la forma

ϕ(x) =
1

2π

∫
eipx A(p)

L(p)
dp + C1e

−h
−1/2
0 βx + C2e

h
−1/2
0 βx. (2.3.9)

Esta función satisface la condición (2.3.1) si

C1 = −A(p+)

2h
1/2
0 β

, C2 = −A(p−)

2h
1/2
0 β

. (2.3.10)

La transformada de Fourier de (2.3.9) tiene la forma

ϕ̃(p) =
A(p)

L(p)
+ 2πC1δ (p − p+) + 2πC2δ (p − p−) . (2.3.11)

Reemplazando (2.3.11) en (2.2.3) obtenemos

A(p) = − ε

2π

∫
(pp′ + k2)Ṽ (p − p′)A(p′)

L(p′)
dp′

− C1εṼ (p − p+) (pp+ + k2) − C2εṼ (p − p−) (pp− + k2). (2.3.12)
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En la ecuación (2.3.12) cambiemos el contorno de integración por Γ (ver

sección 2.2). Tomando en cuenta (2.3.10), la ecuación (2.3.12) se convierte

en

A(p) = − ε

2π

∫
Γ

(pp′ + k2)Ṽ (p − p′)A(p′)
L(p′)

dp′ + ε
f(p)

2β
(2.3.13)

f(p) = Ṽ (p − p−) A (p−)

(
k2

h
1/2
0

− ipβ

h0

)
.

A esta ecuación apliquemos la técnica aplicada a la ecuación de Schrödinger

(ver sección 1.2 del Caṕıtulo 1). Podemos suponer que A (p−) = 1. Tenemos

entonces que

f(p) = Ṽ (p − p−)

(
k2

h
1/2
0

− ipβ

h0

)
(2.3.14)

y por tanto

[(1 + εT̂β)A(p′)](p) =
ε

2β
f(p). (2.3.15)

Siendo T̂β acotado tenemos que εT̂β es pequeño, por tanto podemos re-

escribir (2.3.15) como

A(p) =
ε

2β
[1 + εT̂β]−1f(p), (2.3.16)

y nuevamente en términos de la serie de Neumann

A(p) =
ε

2β

∞∑
n=0

(−1)nεn[T̂ n
β f(p′)](p). (2.3.17)
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Evaluemos la expresión (2.3.17) en p = p− y multipliquemos por β, obte-

nemos de esta manera la ecuación para β:

β =
ε

2

∞∑
n=0

(−1)nεn[T̂ n
β f(p′)] (p−) . (2.3.18)

Definamos la función F (β, ε) como

F (β, ε) = β − ε

2

∞∑
n=0

(−1)nεn[T̂ n
β f(p′)] (p−) . (2.3.19)

Desarrollando la sumatoria en esta última expresión obtenemos

F (β, ε) = β − εk2

2h
1/2
0

Ṽ (0) +
ε2k4

4h
1/2
0 π

∫
Γ

Ṽ (p− − p′) Ṽ (p′ − p−)

h0p′2 + β2
dp′ + O(ε3).

(2.3.20)

Tenemos que

F (0, 0) = 0, Fε(0, 0) = − k2

2h
1/2
0

Ṽ (0), Fβ(0, 0) = 1,

Fβε(0, 0) = 0, Fεε(0, 0) =
k4

4πh
3/2
0

∫
Γ

Ṽ (−p′)Ṽ (p′)
p′2

dp′ Fββ(0, 0) = 0.

Esto implica que

F (β, ε) = β − εk2

2h
1/2
0

Ṽ (0) +
ε2k4

4πh
3/2
0

ε2

∫
Γ

Ṽ (−p′)Ṽ (p′)
p′2

dp′ + O(ε3 + ε2β + εβ2).

De esta manera, tenemos por el teorema de la función impĺıcita que

β =
εk2

2h
1/2
0

Ṽ (0) − ε2k4

4πh
3/2
0

∫
Γ

Ṽ (−p′)Ṽ (p′)
p′2

dp′ + O(ε3), (2.3.21)
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y esto concluye la demostración del teorema.



Caṕıtulo 3

Asintótica de ondas atrapadas

para el sistema completo

3.1. Introducción

En el presente caṕıtulo y los siguientes, estudiaremos las ondas atrapadas

y las resonancias en la formulación completa del problema, es decir, sin acudir

a la aproximación de agua de poca profundidad estudiada en el Caṕıtulo 2.

35
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El potencial de velocidades Φ(x, y, z, t) satisface el siguiente sistema⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Φtt + gΦy = 0, para y = 0,

ΔΦ + Φzz = 0, para − h(x, z) < y < 0,

Φy + hxΦx + hzΦz = 0, para y = −h(x, z).

(3.1.1)

donde h(x, z) es la profundidad y la ecuación y = −h(x, z) describe el fondo

del ĺıquido, Δ = ∂2
x + ∂2

y . Como en el Caṕıtulo 2, supondremos que h(x, z) =

h0 + εV (x), V (x) ∈ C∞
0 (R), y buscaremos la solución en la forma Φ =

exp(iωt − ikz)Ψ(x, y); para la función Ψ tenemos el sistema (ver Fig. 3.1

para la geometŕıa del problema):⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Ψy = λΨ, para y = 0

ΔΨ − k2Ψ = 0, para − h(x) < y < 0

Ψy + εV ′Ψx = 0, para y = −h(x),

(3.1.2)

donde λ = ω2/g.

En este caṕıtulo vamos a obtener la asintótica del eigenvalor λ bajo la

condición
∫

V (x) dx ≤ 0 (sierra). Esta asintótica representa los términos

principales del desarrollo de λ en su serie de Taylor con respecto a ε. Pre-

sentamos aqúı la construcción de la asintótica porque la derivación de esta

es bien sencilla y sigue muy de cerca los pasos de los anteriores caṕıtulos.

Veremos que el resultado coincide con el del Caṕıtulo 5 para el caso de la
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y = 0

h(x)

�

�

x

y

Figura 3.1: Geometŕıa del sistema.

sierra. Notemos que la asintótica no puede ser utilizada para los cálculos de

resonancias porque términos O(εN) (los términos residuales al construir la

asintótica) pueden incluir exponenciales decrecientes. Las consideraciones de

este caṕıtulo serán formales ya que en el Caṕıtulo 5 obtendremos la solución

exacta con todo rigor.
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3.2. Asintótica de la onda atrapada

Siguiendo las ideas de [17, 18, 19] consideremos el problema⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Ψ = ϕ, para y = 0,

ΔΨ − k2Ψ = 0, para − h(x) < y < 0,

Ψy + εV ′Ψx = 0, para y = −h(x),

(3.2.1)

donde suponemos que ϕ es una función dada; la solución existe (p. ej., en

H1(Ω), Ω = {−h < y < 0,−∞ < x < ∞}, donde H1 es el espacio de Sobolev

estándar, si ϕ ∈ H1(R). Tenemos entonces que:

Ψy|y=0 = R̂ϕ, (3.2.2)

donde R̂ : H1(R) → L2(R) es un operador lineal. Aśı, la primera ecuación en

(3.1.2) se convierte en

R̂ϕ = λϕ, (3.2.3)

la cual es parecida a (2.1.2). Queremos encontrar R̂ con precisión de O(ε2).

Buscaremos la solución Ψ de (3.2.1) en la forma de una serie de Taylor

en ε:

Ψ(x, y) = Ψ0(x, y) + εΨ1(x, y) + ε2Ψ2(x, y) + · · · . (3.2.4)

Sustituyamos (3.2.4) en (3.2.1) y desarrollemos la condición de fondo en la
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serie de Taylor con respecto a εV :

Ψy(x,−h0 − εV ) + εV ′Ψ(x,−h0 − εV )

= Ψy(x,−h0) − εV Ψyy(x,−h0) +
1

2
ε2V 2Ψyyy(x,−h0) + . . .

+ εV ′Ψx(x,−h0) − ε2V ′V Ψxy(x,−h0) + . . . . (3.2.5)

Consideremos los términos con coeficientes ε0, ε1, ε2 los cuales nos llevan a

considerar los siguientes problemas para las funciones Ψ0, Ψ1, Ψ2:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Ψ0 = ϕ(x), para y = 0,

ΔΨ0 − k2Ψ0 = 0, para − h0 < y < 0,

Ψ0y = 0, para y = −h0,

(3.2.6)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Ψ1 = 0, para y = 0,

ΔΨ1 − k2Ψ1 = 0, para − h0 < y < 0,

Ψ1y − V Ψ0yy + V ′Ψ0x = 0, para y = −h0,

(3.2.7)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Ψ2 = 0, para y = 0,

ΔΨ2 − k2Ψ2 = 0, para − h0 < y < 0,

Ψ2y − V Ψ1yy + 1
2
V 2Ψ0yyy

+V ′Ψ1x − V ′V Ψ0xy = 0, para y = −h0.

(3.2.8)

Apliquemos la transformada de Fourier a (3.2.6) con respecto a la variable
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x, tenemos que⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Ψ̃0(p, y) = ϕ̃(p), para y = 0,

Ψ̃0yy(p, y) − (p2 + k2)Ψ̃0(p, y) = 0, para − h0 < y < 0,

Ψ̃0y(p, y) = 0, para y = −h0.

(3.2.9)

Llamemos

τ(p) =
√

p2 + k2.

Al solucionar el sistema (3.2.9) obtenemos:

Ψ̃0(p, y) = ϕ̃(p)
cosh(τ(p)(y + h0))

cosh(τ(p)h0)
, (3.2.10)

que nos proporciona la expresión del término principal de Ψ.

Calculemos el término de O(ε). Aplicamos la transformada de Fourier a

(3.2.7) y obtenemos⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Ψ̃1(p, y) = 0, para y = 0,

Ψ̃1yy(p, y) − (p2 + k2)Ψ̃1(p, y) = 0, para − h0 < y < 0,

Ψ̃1y(p, y) = θ̃1(p), para y = −h0,

(3.2.11)

donde θ1(x) = V Ψ0yy(x,−h0)− V ′Ψ0x(x,−h0) y su transformada de Fourier

está dada por

θ̃1(p) =
1

2π

∫
τ 2(p′) + pp′ − p′2

cosh(h0τ(p′))
Ṽ (p − p′)ϕ̃(p′) dp′.
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Al solucionar el sistema (3.2.11) obtenemos la expresión para Ψ̃1(p, y):

Ψ̃1(p, y) =
senh(τ(p)y)

2πτ(p) cosh(τ(p)h0)

∫
P1(p, p

′)ϕ̃(p′) dp′, (3.2.12)

donde

P1(p, q) =
k2 + pq

cosh(h0τ(q))
Ṽ (p − q). (3.2.13)

Ahora, calculemos el término de O(ε2). Para esto, primero aplicamos la trans-

formada de Fourier a (3.2.8) para obtener

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Ψ̃2(p, y) = 0, para y = 0,

Ψ̃2yy(p, y) − (p2 + k2)Ψ̃2(p, y) = 0, para − h0 < y < 0,

Ψ̃2y(p, y) = θ̃2(p), para y = −h0,

(3.2.14)

donde

θ2(x) = V Ψ1yy(x,−h0) − 1

2
V 2Ψ0yyy(x,−h0)

− V ′Ψ1x(x,−h0) + V ′V Ψ0xy(x,−h0)

y su transformada de Fourier está dada por

θ̃2(p) = Fx→p

[
V Ψ1yy(x,−h0) − 1

2
V 2Ψ0yyy(x,−h0)

− V ′Ψ1x(x,−h0) + V ′V Ψ0xy(x,−h0)
]
.
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Como conocemos las expresiones para Ψ̃0(p, y) y Ψ̃1(p, y), podemos calcular

Ψ1yy |y=−h0
= F−1

p→x

[− 1

2π
τ(p) tanh(τ(p)h0)

∫
P1(p, p

′)ϕ̃(p′) dp′
]
,

Ψ1x |y=−h0
= F−1

p→x

[− ip

2πτ(p)
tanh(τ(p)h0)

∫
P1(p, p

′)ϕ̃(p′) dp′
]
,

Ψ0yyy |y=−h0
= F−1

p→x

[
τ(p)

sinh(τ(p)(−h0 + h0))ϕ̃(p)

cosh(τ(p)h0)

]
= 0,

Ψ0xy |y=−h0
= F−1

p→x

[ipτ(p) sinh(τ(p)(−h0 + h0))

cosh(τ(p)h0)
ϕ̃(p)

]
= 0;

de esta manera

Ψ̃2(p, y) =
sinh(τ(p)y)

(2π)2τ(p) cosh(h0τ(p))

×
∫∫ {(

−r(p − r)

τ(r)
− τ(r)

)
tanh(h0τ(r))P1(r, q)Ṽ (p − r)ϕ̃(q)

}
dqdr.

(3.2.15)

Por lo tanto el operador R̂ en (3.2.3) está dado por

Fx→p[R̂ϕ](p) = τ(p) tanh(h0τ(p))ϕ̃(p) + ε
1

2π cosh(h0τ(p))

∫
P1(p, q)ϕ̃(q) dq

+ ε2 1

(2π)2 cosh(h0τ(p))

∫ ∫
P2(p, r)P1(r, q)ϕ̃(q) dqdr + O(ε3),

(3.2.16)

donde

P2(p, r) = Ṽ (p − r) tanh(h0τ(r))
[
− τ(r) − r(p − r)

τ(r)

]
. (3.2.17)
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Sustituyendo (3.2.16) en (3.2.3) y agrupando los términos proporcionales a ε

y ε2 (la perturbación) en la parte derecha, obtenemos

L(p)ϕ̃(p) = εM̂ϕ̃, (3.2.18)

donde

[M̂ϕ̃](p) =

∫
M(p, q, ε)ϕ̃(q) dq,

M = M1 + εM2 + O(ε2),

M1(p, q) = − P1(p, q)

2π cosh(h0τ(p))
,

M2(p, q) = − 1

(2π)2 cosh(τ(p))

∫
P2(p, r)P1(r, q) dr,

y L(p) = τ(p) tanh(h0τ(p)) − λ. Cuando la perturbación se anula (ε = 0),

tenemos la equación

L(p)ϕ̃(p) = 0 (3.2.19)

que tiene soluciones ϕ̃(p) = δ(p − l) con λ =
√

l2 + k2 tanh(h0

√
l2 + k2)

para l ∈ R. Estas soluciones son transformadas de Fourier de ondas planas

ϕ = exp(ilx), y por lo tanto el espectro continuo de (3.2.3) coincide con el

rayo λ ≥ k tanh(kh0).

La perturbación, igual como en caṕıtulos anteriores, da origen a un eigen-

valor a la izquierda del espectro continuo. Por tanto, buscaremos λ en la forma
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λ = k tanh(kh0)−β2 con β > 0 suficientemente pequeño. Desarrollando L(p)

en su serie de Taylor con respecto a p, tenemos

τ(p) tanh(h0τ(p)) − k tanh(kh0) + β2 = l2p2 + O(p4) + β2, (3.2.20)

donde

l2 =
1

2

(
k−1 tanh(kh0) + h0 sech2(kh0)

)
. (3.2.21)

Vemos que los términos principales de la función L(p) tienen la misma forma

que su análogo en (2.2.3), (2.2.4). De hecho, la función L(p) tiene dos ceros

imaginarios cerca del origen para pequeños valores de β, por tanto:

Lema 3.2.1. Para cuando β → 0 la función L(p) tiene dos ceros p±(β) =

±im(β), m(β) > 0 con β > 0, tales que p± → 0 cuando β → 0, donde m

tiene la forma

m(β) = β/l + O(β3). (3.2.22)

Demostración. Consideremos la función

f(z) =
√

k2 + z tanh(h0

√
k2 + z) − k tanh(kh0).

Para cuando z → 0 tenemos por (3.2.20) que f(z) = l2z + O(z2). Por el

teorema de la función inversa, la ecuación f(z) = −β2 tiene precisamente

una solución

z = −β2

l2
(1 + O(β2)).
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Recordando que p2 = z, tenemos el enunciado.

Definición 3.2.2. Definamos a Ha como el espacio de funciones anaĺıticas

acotadas en la banda Ba := {z ∈ C, |�z| < a} con a suficientemente pequeña

y con la norma del supremo.

Ahora buscamos la solución de (3.2.18) en la forma

ϕ̃(p) =
A(p)

L(p)
, (3.2.23)

donde A(p) ∈ Ha. Si sustituimos (3.2.23) en (3.2.18) obtenemos

A(p) = ε

∫
M(p, q, ε)

L(q)
A(q) dq. (3.2.24)

La función L(p) posee dos ceros simples en p = p±; la función cosh(h0τ(p)) no

tiene ceros en una vecindad del eje real y por lo tanto M(p, q, ε) es anaĺıtica

en una vecindad del eje real. En efecto, cosh(h0τ(p)) tiene ceros en

h0τ(p) = i
(π

2
+ πn

)
, n ∈ Z,

y los ceros más cercanos al eje real están dados por

h0τ(p) = ±i
π

2
, p = ±i

√
k2 + π2/(4h2

0).

La función τ(p) es anaĺıtica en la banda |�p| < k. Por lo tanto, podemos

escojer la constante a en la Definición 3.2.2 de tal manera que

a < k.
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Para calcular la integral en (3.2.24) cambiamos el contorno de integración a

uno en el plano complejo, de tal manera que las singularidades z = p± estén

circunscritas por este (comp. con el procedimiento de los Caṕıtulos 1 y 2; el

contorno Γ es el mismo).

Mediante el teorema del residuo de Cauchy calculamos la integral en el

lado derecho de (3.2.24) y aśı obtenemos una expresión para A(z), z ∈ Ba,

dada por:

A(z) = ε

∫
Γ

M(z, ζ, ε)

L(ζ)
A(ζ) dζ +

ε

m(β)
f(z, ε) (3.2.25)

donde

f(z, ε) = f1(z) + εf2(z) + O(ε2),

f1(z) = − (k2 + zp+)Ṽ (z − p+)A(p+)

cosh(h0τ(z)) cosh(h0τ(p+))Λ(p+)
,

f2(z) = − A(p+)

2π cosh(h0τ(z)) cosh(h0τ(p+))Λ(p+)

×
∫

P2(z, ζ
′)(k2 + ζ ′p+)Ṽ (ζ ′ − p+) dζ ′,

Λ(p) =
tanh(h0τ(p))

τ(p)
+ h0 sech2(h0τ(p)),

y donde Ṽ (ζ) es la continuación anaĺıtica de Ṽ (p) al plano complejo. Las

eigenfunciones están definidas salvo un factor numérico, por lo tanto podemos
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suponer que A(p+) = 1, aśı las funciones f1,2 en (3.2.25) quedan dadas por

f1(z) = − (k2 + zp+)Ṽ (z − p+)

cosh(h0τ(z)) cosh(h0τ(p+))Λ(p+)

y

f2(z) = − 1

2π cosh(h0τ(z)) cosh(h0τ(p+))Λ(p+)

×
∫

P2(z, ζ
′)(k2 + ζ ′p+)Ṽ (ζ ′ − p+) dζ ′.

Definición 3.2.3. Definamos el operador integral T̂β : Ha −→ Ha como

[T̂βϕ(ζ)](z) =

∫
Γ

M(z, ζ, ε)

L(ζ)
ϕ(ζ) dζ. (3.2.26)

Las propiedades de analiticidad junto con las de acotación del operador

T̂β se pueden demostrar de la misma manera que en el Caṕıtulo 2.

Reescribamos entonces la ecuación (3.2.25) en términos del operador T̂β:

[(1 − εT̂β)A(ζ)](z) =
ε

m(β)
f(z, ε), (3.2.27)

donde 1 es el operador identidad.

Siendo el operador T̂β acotado, el operador εT̂β es pequeño y podemos

nuevamente reescribir la ecuación (3.2.27) como

A(z) =
ε

m(β)
[(1 − εT̂β)]−1f(z, ε), (3.2.28)
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donde (1 − εT̂β)−1 =
∞∑

n=0

εnT̂ n
β , T̂ 0

β ≡ 1, es la correspondiente serie de Neu-

mann. Podemos reescribir (3.2.28) como:

A(z) =
ε

m(β)

∞∑
n=0

εn[T̂ n
β (f(ζ, ε))](z). (3.2.29)

Anteriormente hemos supuesto que A(p+) = 1. Evaluemos (3.2.29) en

z = p+ y multipliquemos por m(β), obteniendo como resultado la ecuación

secular para β:

m(β) = ε

∞∑
n=0

εn[T̂ n
β (f(ζ, ε))](p+). (3.2.30)

Desarrollemos la sumatoria del lado derecho en (3.2.30), obteniendo

m(β) = ε[f1(ζ)]p+ + ε2[f2(ζ)]p+ + ε2
[
{T̂β(f1(ζ) + εf2(ζ) + O(ε2))

]
p+

+ . . . .

(3.2.31)

Tomando términos hasta de O(ε2) tenemos que

m(β) = ε[f1(ζ)]p+ + ε2[f2(ζ)]p+

+ ε2

[
1

2π cosh(h0τ(ζ))

∫
Γ

P1(z, ζ)

L(ζ)
f1(ζ) dζ

]
p+

+ O(ε3). (3.2.32)

Usando (3.2.22), en el caso cuando Ṽ (0) < 0, para el término principal

tenemos

β = − εk3Ṽ (0)l

cosh(kh0)(sinh(kh0) + kh0 sech(kh0))
+ O(ε2)

= − εk2Ṽ (0)

2l cosh2(kh0)
+ O(ε2). (3.2.33)
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En el caso cuando Ṽ (0) = 0, tenemos que evaluar la corrección O(ε2) salvo

términos del orden de ε3, tomando en cuenta que β = O(ε2). El término de

O(ε2) tiene la forma

ε2[f2(ζ)]p+ + ε2
[
T̂β(f1(ζ))

]
p+

.

Es fácil ver que

ε2[f2(ζ)]p+ = ε2 k5

2π cosh(h0k)(0)

∫
|Ṽ (r)|2 tanh(h0τ(r))

τ(r)
dr + O(ε3)

y que

ε2
[
T̂β(f1(ζ))

]
p+

= ε2 k5

2π cosh(h0k)(0)

×
∫

Γ

Ṽ (−r)Ṽ (r)

cosh2(h0τ(r))(τ(r) tanh(h0τ(r)) − k tanh(h0k))
dr + O(ε3).

En este último término podemos cambiar el contorno de integración por

el eje real porque el denominador y el numerador tienen un cero del orden 2

en el origen. Sumando las dos últimas fórmulas y usando (3.2.22), tenemos

en el caso cuando Ṽ (0) = 0 que

β = ε2 k4

4πl cosh(h0k)

∫ 1 − k
τ(r)

tanh(h0τ(r)) tanh(h0k)

τ(r) tanh(h0τ(r)) − k tanh(h0k)
|Ṽ (r)|2 dr + O(ε3).

(3.2.34)

El integrando en la última integral es no negativo porque las funciones

τ(r) y tanh(h0τ(r)) son crecientes y la última es menor que 1. Por lo tanto,

β > 0 para ε suficientemente pequeño.
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Observación 3.2.4. Para pequeños valores de h0 tenemos que

l � h
1/2
0 , cosh(kh0) � 1,

por lo tanto las fórmulas (3.2.33) y (3.2.34) pasan en las fórmulas (2.2.1)

y (2.2.2) del Caṕıtulo 2 que dan la frecuencia de la onda atrapada en la

aproximación de agua de poca profundidad.



Caṕıtulo 4

Reducción a ecuaciones

integrales

4.1. Introducción

En este caṕıtulo vamos a reducir el sistema completo de ecuaciones de

ondas de agua (3.1.2),

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Ψy = λΨ, para y = 0,

ΔΨ − k2Ψ = 0, para − h(x) < y < 0,

Ψy + h′(x)Ψx = 0, para y = −h(x),

(4.1.1)

51
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donde Ψ = Ψ(x, y) es el potencial y la ecuación y = h(x) describe el fondo

del ĺıquido, a dos ecuaciones integrales para las funciones

ϕ(x) = Ψ(x, 0), θ(x) = Ψ(x,−h(x)).

Esta reducción se hace mediante técnicas estándares de la teoŕıa de potencial

(ver, p. ej., [33, 34, 35]) pero la presentamos aqúı con todos los detalles

porque en las referencias usuales esta reducción se hace para la ecuación de

Laplace, cuya solución fundamental ( 1
2π

ln r) es más sencilla que la solución

fundamental de la ecuación de Helmholtz que nos interesa. Notemos que esta

reducción es exacta, es decir, no estamos suponiendo que la variación de h

es pequeña. En el Caṕıtulo 5 construiremos las soluciones de las ecuaciones

obtenidas mediante las técnicas desarrolladas en los caṕıtulos anteriores bajo

la suposición de que h = h0 + εV (x). Estas soluciones van a satisfacer todas

las condiciones de suavidad requeridas en la reducción.

4.2. Ecuaciones integrales

Sea Ω = {−h(x) < y < 0,−∞ < x < ∞} y sea Bρ(ξ, η) la bola del radio

ρ y centro en (ξ, η) ∈ Ω. Dado que G(r) = − 1
2π

K0(kr), donde

r =
√

(x − ξ)2 + (y − η)2, (4.2.1)
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y K0 es la función de Macdonald (ver Apéndice C), es la solución fundamental

para el operador Δ − k2, se cumple que

ΔG − k2G = 0 (4.2.2)

en Ω \ Bρ, y por tanto, se cumple que:

∫
Ω\Bρ

{G[ΔΨ − k2Ψ] − Ψ[ΔG − k2G]} dxdy = 0.

Usando la fórmula

div(ψ∇φ) = ψΔφ + ∇ψ · ∇φ,

la anterior ecuación puede escribirse como

∫
Ω\Bρ

{div(G∇Ψ) − div(Ψ∇G)} dxdy = 0.

A esta última integral le aplicamos el teorema de la divergencia y hacemos

tender ρ a cero. Obtenemos

0 =

∫
ΓF

(G∇Ψ) · �nF ds −
∫
ΓF

(Ψ∇G) · �nF ds

+ ĺım
ρ→0

∫
∂Bρ

(G∇Ψ) · �nρds − ĺım
ρ→0

∫
∂Bρ

(Ψ∇G) · �nρds

+

∫
ΓB

(G∇Ψ) · �nBds −
∫
ΓB

(Ψ∇G) · �nBds, (4.2.3)
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donde ΓF = {y = 0,−∞ < x < ∞}, ΓB = {y = −h(x),−∞ < x < ∞},

�nB,F son normales exteriores a ΓB,F , �nρ es la normal interior a ∂Bρ.

Para reescribir la ecuación (4.2.3) tenemos en cuenta el siguiente lema

Lema 4.2.1. Sea Ψ ∈ C1(Ω̄), se cumplen las siguientes identidades:

(a)
∫

ΓF

(G(r)∇Ψ) · �nF ds = − λ
2π

∫
K0(k

√
(x − ξ)2 + η2)ϕ(x)dx,

(b)
∫

ΓF

(Ψ∇G(r)) · �nF ds = kη
2π

∫ K′
0(k

√
(x−ξ)2+η2√

(x−ξ)2+η2
ϕ(x)dx,

(c) ĺımρ→0

∫
∂Bρ

(G(r)∇Ψ) · �nρds = 0,

(d) − ĺımρ→0

∫
∂Bρ

(Ψ∇G(r)) · �nρds = Ψ(ξ, η),

(e)
∫

ΓB

(G(r)∇Ψ) · �nBds = 0,

(f)
∫

ΓB

(Ψ∇G(r)) ·�nBds = k
2π

∫ [h′(x)(x−ξ)−h(x)−η]K′
0(k

√
(x−ξ)2+(h(x)+η)2)√

(x−ξ)2+(h(x)+η)2
θ(x)dx.

Demostración. Para demostrar el item (a), tenemos en cuenta que �nF =

(0, 1) y por tanto

∫
ΓF

(− 1

2π
K0(kr)∇Ψ) · �nF ds =

∫ (
− 1

2π
K0(kr)

)∣∣∣∣
y=0

∇Ψ · (0, 1)dx

= − λ

2π

∫
K0(k

√
(x − ξ)2 + η2)ϕ(x)dx,
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lo que demuestra (a). Para demostrar (b) tenemos en cuenta que �nF = (0, 1)

y

∇(− 1

2π
K0(kr)) = − k

2π
K ′

0(kr)

(
x − ξ

r
,

y − η

r

)
.

Luego

∫
ΓF

Ψ∇(G(r)) · �nF ds =

∫ (
− k

2π
K ′

0(kr)
y − η

r

)∣∣∣∣
y=0

Ψ(x, 0)dx

=
kη

2π

∫
K ′

0(k
√

(x − ξ)2 + η2√
(x − ξ)2 + η2

ϕ(x)dx,

donde r está definida en (4.2.1). Aśı obtenemos (b). Para demostrar (c)

tomamos r = ρ y usando el hecho que K0(kρ) = − ln(kρ) + K(kρ), donde

K(kρ) ∈ C[0,∞) y |K(kρ)| < Cte cuando ρ → 0, tenemos que

ĺım
ρ→0

∣∣∣∣
∫

∂Bρ

(− 1

2π
K0(kr)∇Ψ)· �nρds

∣∣∣∣ ≤ ĺım
ρ→0

1

2π
| ln(kρ)−K(kρ)|2πρ sup

∂Bρ

‖∇Ψ‖ = 0,

lo que muestra (c). Ahora demostremos (d). Dado que �nρ = −(x−ξ, y−η)/ρ,

tenemos

Ψ∇(G(r)) · �nρ = Ψ(x, y)
k

2π
K ′

0(kr).

Parametricemos ∂Bρ aśı:

∂Bρ = {(x, y) = α(t) = (ρ cos t + ξ , ρ sin t + η), 0 ≤ t < 2π}.
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Puesto que kK ′
0(kρ) = −1

ρ
+ K1(kρ) (ver Apéndice C), donde K1(kρ) es con-

tinua y K1(kρ) → 0 cuando ρ → 0, tenemos

Ψ∇(G(r)) · �nρ = Ψ(ρ cos t + ξ , ρ sin t + η) · k

2π
K ′

0(kρ)

=
1

2π
(
−1

ρ
+ K1(kρ))Ψ(ρ cos t + ξ , ρ sin t + η).

Dado que |α′(s)| = ρ y ds = ρdt, tenemos

1

2π

2π∫
0

Ψ(ξ, η)dt = Ψ(ξ, η)

y

− ĺım
ρ→0

1

2π

2π∫
0

K1(kρ)Ψ(ρ cos t + ξ , ρ sin t + η)ρdt = 0,

en consecuencia

− ĺım
ρ→0

∫
∂Bρ

(Ψ∇(G(r))) · �nρds

=
1

2π

2π∫
0

Ψ(ξ, η)dt − ĺım
ρ→0

1

2π

2π∫
0

K1(kρ)Ψ(ρ cos t + ξ, ρ sin t + η)ρdt

= Ψ(ξ, η),

lo que demuestra el item (d). (e) es inmediata de la condición de impermea-

bilidad en el problema (ver la condición para y = −h en el problema (4.1.1))

puesto que ∇Ψ · �nB = (Ψy + h′Ψx)(1 + h′2)−1/2 = 0. Para demostrar (f)
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tenemos en cuenta (4.2.1) y

�nB =
−(h′(x), 1)√

1 + h′(x)2
, ds =

√
1 + h′(x)2dx,

concluimos que

∇(G(r)) · �nB =

(
− 1

2π

d

dr
K0(kr)

(
x − ξ

r
,

x − ξ

r

))
·
( −(h′(x), 1)√

1 + h′(x)2

)

=
k

2πr
K ′

0(kr)
h′(x)(x − ξ) + y − η√

1 + h′(x)2
.

Luego

∫
ΓB

(Ψ∇(− 1

2π
K0(kr))) · �nBds

=

∫ (
k

2πr
K ′

0(kr)
h′(x)(x − ξ) + y − η√

1 + h′(x)2

)∣∣∣∣
y=−h(x)

Ψ(x,−h(x))dx

=
k

2π

∫
K ′

0(k
√

(x − ξ)2 + (h(x) + η)2)√
(x − ξ)2 + (h(x) + η)2

[h′(x)(x − ξ) − h(x) − η]θ(x)dx.

Aśı queda demostrado (f) y en consecuencia el lema.

Del Lema 4.2.1 y tomando el ĺımite cuando ρ → 0 en (4.2.3) obtenemos

Ψ(ξ, η) =
λ

2π

∫
K0(k

√
(x − ξ)2 + η2)ϕ(x)dx

+
kη

2π

∫
K ′

0(k
√

(x − ξ)2 + η2)√
(x − ξ)2 + η2

ϕ(x)dx

+
k

2π

∫
K ′

0(k
√

(x − ξ)2 + (h(x) + η)2)√
(x − ξ)2 + (h(x) + η)2

× [h′(x)(x − ξ) − h(x) − η]θ(x)dx, (ξ, η) ∈ Ω, (4.2.4)
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Lema 4.2.2. Tomando los ĺımites cuando η → 0 en cada uno de los términos

de la ecuación (4.2.4) obtenemos la siguiente ecuación integral

ϕ(ξ) =
λ

2π

∫
K0(k|x − ξ|)ϕ(x)dx +

1

2
ϕ(ξ)

+
k

2π

∫
K ′

0(k
√

(x − ξ)2 + h(x)2)√
(x − ξ)2 + h(x)2

[h′(x)(x − ξ) − h(x)]θ(x)dx.

Demostración. Basta con demostrar en (4.2.4) que

ĺım
η →0−

kη

2π

∫
K ′

0(k
√

(x − ξ)2 + η2)√
(x − ξ)2 + η2

ϕ(x)dx =
1

2
ϕ(ξ). (4.2.5)

Denotemos

H(x − ξ, η) =
K ′

0(k
√

(x − ξ)2 + η2)√
(x − ξ)2 + η2

y dividamos el intervalo de integración en las partes (−∞, ξ−δ), (ξ−δ, ξ+δ)

y (ξ + δ,∞), donde δ > 0 es suficientemente pequeño. Tenemos

∣∣∣∣
∫ ξ−δ

−∞
H(x − ξ, η)ϕ(x) dx

∣∣∣∣ ≤ Cte,

∣∣∣∣
∫ ∞

ξ+δ

H(x − ξ, η)ϕ(x) dx

∣∣∣∣ ≤ Cte

si |ϕ| ≤ Cte. Consideremos

∫ ξ+δ

ξ−δ

H(x − ξ, η)ϕ(x) dx = ϕ(ξ)

∫ ξ+δ

ξ−δ

H(x − ξ, η) dx

+

∫ ξ+δ

ξ−δ

H(x − ξ, η)(ϕ(x) − ϕ(ξ)) dx.

Usemos la asintótica

K ′
0(z)

z
∼ − 1

z2
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(ver [30], pág. 376, o Apéndice C). Tenemos

−η

∫ ξ+δ

ξ−δ

1

(x − ξ)2 + η2
dx −→ π cuando η → 0−

y

η

∫ ξ+δ

ξ−δ

|H(x − ξ, η)| |ϕ(x) − ϕ(ξ)| dx ≤ Cte sup
ξ−δ<x<ξ+δ

|ϕ(x) − ϕ(ξ)| .

Tomando en cuenta el hecho de que

sup
ξ−δ<x<ξ+δ

|ϕ(x) − ϕ(ξ)| → 0

cuando δ → 0, tenemos lo deseado.

Lema 4.2.3. Tomando los ĺımites cuando η → −h(ξ) en cada uno de los

términos de la ecuación (4.2.4) obtenemos la siguiente ecuación integral

θ(ξ) =
λ

2π

∫
K0(k

√
(x − ξ)2 + h2(ξ) )ϕ(x)dx

− kh(ξ)

2π

∫
K ′

0(k
√

(x − ξ)2 + h2(ξ) )√
(x − ξ)2 + h2(ξ)

ϕ(x)dx +
1

2
θ(ξ)

+
k

2π

∫
K ′

0(k
√

(x − ξ)2 + (h(x) − h(ξ))2 )√
(x − ξ)2 + (h(x) − h(ξ))2

× [h′(x)(x − ξ) − (h(x) − h(ξ))]θ(x)dx.

Demostración. En los dos primeros términos el ĺımite es inmediato por lo
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que es suficiente demostrar que

ĺım
η→−h(ξ)

k

2π

∫
K ′

0(k
√

(x − ξ)2 + (h(x) + η)2 )√
(x − ξ)2 + (h(x) + η)2

[h′(x)(x − ξ) − h(x) − η]θ(x)dx

=
1

2
θ(ξ) +

k

2π

∫
K ′

0(k
√

(x − ξ)2 + (h(x) − h(ξ))2 )√
(x − ξ)2 + (h(x) − h(ξ))2

× [h′(x)(x − ξ) − (h(x) − h(ξ))]θ(x)dx.

Pero la demostración de esto es repetición literal de la demostración del Lema

4.2.2.

De los Lemas 4.2.2 y 4.2.3 tenemos que, tomando los ĺımites cuando

η → 0 y cuando η → −h(ξ) en cada uno de los términos de la ecuación

(4.2.4), obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones integrales

πϕ(ξ) = λ

∫
K0(k|x − ξ|)ϕ(x)dx

+ k

∫
K ′

0(k
√

(x − ξ)2 + h(x)2)√
(x − ξ)2 + h2(x)

[h′(x)(x − ξ) − h(x)]θ(x)dx

(4.2.6)



4.3. TRANSFORMADA DE FOURIER 61

πθ(ξ) = λ

∫
K0(k

√
(x − ξ)2 + h2(ξ))ϕ(x)dx

− kh(ξ)

∫
K ′

0(k
√

(x − ξ)2 + h(ξ)2)√
(x − ξ)2 + h(ξ)2

ϕ(x)dx

+ k

∫
K ′

0(k
√

(x − ξ)2 + (h(x) − h(ξ))2)√
(x − ξ)2 + (h(x) − h(ξ))2

× [h′(x)(x − ξ) − (h(x) − h(ξ))]θ(x)dx. (4.2.7)

4.3. Transformada de Fourier

Pasemos en (4.2.6) y (4.2.7) a las transformadas de Fourier de las fun-

ciones ϕ y θ lo que nos conducirá a ecuaciones que resultan mas cómodas de

trabajar. Para lograrlo, necesitaremos el siguiente lema:

Lema 4.3.1. Tenemos las siguientes transformadas de Fourier de ξ → p:

i)

Fξ→p[K0(k|ξ|)](p) =
π√

k2 + p2
,

ii)

Fξ→p

[
K1(k

√
ξ2 + h2

0)√
ξ2 + h2

0

]
(p) =

π

kh0

e−h0

√
k2+p2

,
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iii)

Fξ→p

[
k

∫
K ′

0(k
√

(x − ξ)2 + h2(x))√
(x − ξ)2 + h2(x)

h′(x)(x − ξ)θ(x)dx

]
(p)

=
iπp√
k2 + p2

∫
e−ipx−h(x)

√
k2+p2

h′(x)θ(x)dx,

iv)

Fξ→p

[
k

∫
K1(k

√
(x − ξ)2 + h2(x))√

(x − ξ)2 + h2(x)
h(x)θ(x)dx

]
(p)

= π

∫
e−ipx−h(x)

√
k2+p2

θ(x)dx.

Demostración. Para i) tomemos en cuenta la fórmula de Mehler (ver [30], p.

376):

K0(k|ξ|) =

∞∫
0

cos(x|ξ|)√
k2 + x2

dx.

Dado que

Fx→|ξ|

[
1√

k2 + x2

]
(ξ) =

∫
e−i|ξ|xdx√
k2 + x2

= 2

∞∫
0

cos(x|ξ|)dx√
k2 + x2

= 2K0(k|ξ|),

tomando de nuevo la transformada de Fourier ξ → x, tenemos

2π√
(−x)2 + k2

= Fξ→x[Fx→|ξ|[
1√

x2 + k2
]] = 2Fξ→x[K0(k|ξ|)].
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Aśı queda demostrado i). Demostremos ahora ii). En efecto,

Fξ→p

[
K1(k

√
ξ2 + h2

0)√
ξ2 + h2

0

]
(p) =

∫
e−ipξK1(k

√
ξ2 + h2

0)√
ξ2 + h2

0

dξ

=

∫
(cos(pξ) − i sin(pξ))K1(k

√
ξ2 + h2

0)√
ξ2 + h2

0

dξ

= 2

∞∫
0

cos(pξ)K1(k
√

ξ2 + h2
0)√

ξ2 + h2
0

dξ.

Usando la fórmula J−1/2(x) =
(

2
πx

)1/2
cos x (ver [31], pág. 54), tenemos que

cos(ξp) =
J−1/2(pξ)

√
πpξ√

2
.

Entonces,

Fξ→p

[
K1(k

√
ξ2 + h2

0)√
ξ2 + h2

0

]
(p) =

√
2πp

∞∫
0

J−1/2(pξ)K1(k
√

ξ2 + h2
0) ξ1/2√

ξ2 + h2
0

dξ.

Ahora usamos la siguiente fórmula (ver [31], pág. 416):

∞∫
0

Jμ(bt)Kν(a
√

t2 + z2)

(t2 + z2)
1
2
ν

tμ+1dt =
bμ

aν

(√
a2 + b2

z

)ν−μ−1

Kν−μ−1(z
√

a2 + b2).

Por tanto, tomando μ = −1/2, ν = 1, t = ξ, z = h0, b = p y a = k tenemos

que

Fξ→p

[
K1(k

√
ξ2 + h2

0)√
ξ2 + h2

0

]
(p) =

√
2π

k

(√
k2 + p2

h0

)1/2

K1/2(h0

√
k2 + p2).

De ([31], pág. 80), sabemos que K1/2(z) =
(

π
2z

)1/2
e−z. Aśı obtenemos ii).

Para demostrar iii), usamos ii) y el hecho de que K ′
0(x) = −K1(x) (ver [30],
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pág 376). Obtenemos

Fξ→p

[ ∫
kK ′

0(k
√

(x − ξ)2 + h2(x))√
(x − ξ)2 + h2(x)

h′(x)(x − ξ)θ(x)dx

]
(p)

= k

∫
Fξ→p

[
(ξ − x)K1(k

√
(ξ − x)2 + h2(x))√

(x − ξ)2 + h2(x)

]
h′(x)θ(x)dx

= k

∫
e−ipxFξ→p

[
ξK1(k

√
ξ2 + h2(x))√

ξ2 + h2(x)

]
h′(x)θ(x)dx

= k

∫
e−ipx

(
i

d

dp
Fξ→p

[
K1(k

√
ξ2 + h2(x))√

ξ2 + h2(x)

])
h′(x)θ(x)dx

= − iπp√
k2 + p2

∫
e−ipx−h(x)

√
k2+p2

h′(x)θ(x)dx.

Aśı se logra iii). Para demostrar iv) procedemos como sigue:

Fξ→p

[ ∫
kK1(k

√
(x − ξ)2 + h2(x))√

(x − ξ)2 + h2(x)
h(x)θ(x)dx

]
(p)

= k

∫
Fξ→p

[
K1(k

√
(x − ξ)2 + h2(x))√

(x − ξ)2 + h2(x)

]
h(x)θ(x)dx

= k

∫
e−ipxFξ→p

[
K1(k

√
ξ2 + h2(x))√

ξ2 + h2(x)

]
h(x)θ(x)dx

= π

∫
e−ipx−h(x)

√
k2+p2

θ(x)dx,

quedando demostrado iv).

Usando los resultados del Lema 4.3.1 y tomando transformada de Fourier

en las ecuaciónes (4.2.6), (4.2.7) obtenemos el nuevo sistema

ϕ̃(p) =
λ

τ(p)
ϕ̃(p) +

∫
e−ipx−h(x)τ(p)

(
1 − iph′(x)

τ(p)

)
θ(x)dx, (4.3.1)
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θ(ξ) =
1

2π

∫
eipξ−h(ξ)τ(p)

(
λ

τ(p)
+ 1

)
ϕ̃(p)dp

+
k

π

∫
K ′

0(k(x, ξ))

(x, ξ)
[h′(x)(x − ξ) − (h(x) − h(ξ))]θ(x)dx, (4.3.2)

donde

τ(p) :=
√

k2 + p2,

(x, ξ) :=
√

(x − ξ)2 + (h(x) − h(ξ))2.

(4.3.3)

Reescribimos el sistema (4.3.1)-(4.3.2) como sigue:

(1 − λ

τ(p)
)ϕ̃(p) = (M̂1θ)(p), (4.3.4)

(θ − M̂3θ)(ξ) = (M̂2ϕ̃)(ξ), (4.3.5)

donde

(M̂1θ)(p) =

∫
M1(p, x)θ(x)dx,

(M̂2ϕ̃)(ξ) =

∫
M2(p, ξ)ϕ̃(p)dp,

(M̂3θ)(ξ) =

∫
M3(x, ξ)θ(x)dx,

(4.3.6)

con

M1(p, x) =e−ipx−h(x)τ(p)

(
1 − iph′(x)

τ(p)

)
,

M2(p, ξ) =
1

2π
eipξ−h(ξ)τ(p)

(
λ

τ(p)
+ 1

)
,

M3(x, ξ) =
kK ′

0(k(x, ξ))

π(x, ξ)
[h′(x)(x − ξ) − (h(x) − h(ξ))],

donde τ(p) y (x, ξ) están definidas en (4.3.3).
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Expresemos ahora la función θ(x) en términos de su transformada de

Fourier, θ(x) = F−1
p→xθ̃(p), y apliquemos la transformada de Fourier a (4.3.5).

Obtenemos (
1 − λ

τ(p)

)
ϕ̃(p) = N̂1θ̃(p) (4.3.7)

(
1 − N̂3

)
θ̃(p) = N̂2ϕ̃(p), (4.3.8)

donde

N̂1 = M̂1F−1
p→x (4.3.9)

N̂2 = Fξ→pM̂2 (4.3.10)

N̂3 = Fξ→pM̂3F−1
p→x. (4.3.11)

Las ecuaciones (4.3.7) y (4.3.8) constituyen el resultado principal de este

caṕıtulo. Obviamente, una solución de (4.3.7), (4.3.8) por medio de (4.2.4)

es una solución de (4.1.1). En el siguiente caṕıtulo construiremos soluciones

de (4.3.7) y (4.3.8) que describen ondas atrapadas y resonancias cuando

el fondo es constante con una perturbación, igual, como en el Caṕıtulo 3.

La diferencia consistirá en que las soluciones obtenidas serán exactas, igual

como las ecuaciones (4.3.7) y (4.3.8) son exactas y no aproximadas, como la

ecuación (3.2.18) en el caṕıtulo anterior.



Caṕıtulo 5

Soluciones exactas para el

sistema completo

5.1. Introducción

En este caṕıtulo aplicaremos la técnica de los Caṕıtulos 1–3 al sistema

(4.3.7), (4.3.8) en el caso cuando h(x) = h0 + εV (x), V (x) ∈ C∞
0 (R). En este

caso los operadores N̂1,2,3 en el sistema (4.3.7), (4.3.8) admiten desarrollos

en series de potencias de ε con coeficientes que son operadores acotados en

Ha (en todo lo que sigue la constante a en la definición de Ha satisface

la desigualdad 0 < a < k). Para los operadores N̂1,2 estos desarrollos son

67
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casi obvios (hay que desarrollar los núcleos correspondientes en sus series de

Taylor); para el operador N̂3 el procedimiento es un poco más complicado (ver

el Lema 5.2.3). Notemos que la demostración de la dependencia holomorfa

de los operadores de Dirichlet-Neumann sobre el parámetro que caracteriza

la desviación de la profundidad de una constante fue demostrada en [20]

mediante un procedimiento análogo al del Caṕıtulo 3. Nuestros resultados

de este caṕıtulo son, por lo visto, equivalentes, pero se obtienen de manera

más directa y nuestro caso (cuando la profundidad no depende de una de

las variables y la ecuación principal es de Helmholtz y no de Laplace) no es

cubierto por los resultados de [20]. En el caso de la ecuación de Laplace un

procedimiento similar fue también usado en [15, 16].

5.2. Desarrollos de los operadores en series

Empecemos con los operadores N̂1,2. Tenemos el siguiente

Lema 5.2.1. Los operadores N̂1,2 admiten las siguientes representaciones:

[N̂1θ̃](p) = e−h0τ(p)θ̃(p) + εN̂1θ̃, (5.2.1)

[N̂2ϕ̃](p) = e−h0τ(p)

(
1 +

λ

τ(p)

)
ϕ̃(p) + εN̂2ϕ̃, (5.2.2)
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donde

[N̂1θ̃](p) =

∫
N1(p, p

′, ε)θ̃(p′) dp′, (5.2.3)

[N̂2ϕ̃](p) =

∫
N2(p, p

′, ε)ϕ̃(p′) dp′, (5.2.4)

los núcleos N1,2(p, p
′, ε) son anaĺıticos en p, p′ ∈ Ba y para ε suficientemente

pequeño. Además, las funciones N1,2 admiten los desarrollos

N1,2(p, p
′, ε) =

∞∑
n=1

εn−1N
(n)
1,2 (p, p′), (5.2.5)

donde

N
(n)
1 (p, p′) =

1

2π

(−1)ne−h0τ(p)τn−1(p)

(n − 1)!

×Fx→p−p′

[
V n−1(x)

(
V (x)τ(p)

n
+

ipV ′(x)

τ(p)

)]
, (5.2.6)

N
(n)
2 (p, p′) =

1

2π

(−1)ne−h0τ(p′)τn(p′)
n!

(
1 +

λ

τ(p′)

)
Fx→p−p′ [V

n(x)] . (5.2.7)

Finalmente, existen constantes c1,2 tales que

∣∣∣N(n)
1,2 (p, p′)

∣∣∣ < Cte cn
1,2 (1 + |p − p′|)−N

, N ∈ Z, (5.2.8)

y por lo tanto

|N1,2(p, p
′, ε)| < Cte (1 + |p − p′|)−N

, N ∈ Z, (5.2.9)

para ε suficientemente pequeño.
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Observación 5.2.2. Las series en (5.2.5) son absolutamente convergentes

para ε suficientemente pequeño por la desigualdad

e−h0ττn ≤ h−n
0 n! (5.2.10)

y porque las transformadas de Fourier de V n(x) son convoluciones de Ṽ . Por

lo mismo, se cumplen las cotas (5.2.8). La analiticidad de N1,2 en p, p′ es,

por lo tanto, una consecuencia del teorema de Weierstrass. En lo que sigue,

necesitaremos la forma expĺıcita de N
(n)
1,2 para n = 1, 2. Cálculos directos nos

llevan a las siguientes fórmulas:

[
N̂

(1)
1 θ̃

]
(p) =

1

2π

∫
e−h0τ(p)

(
p(p − q)

τ(p)
− τ(p)

)
Ṽ (p − q)θ̃(q) dq, (5.2.11)

[
N̂

(2)
1 θ̃

]
(p) =

1

(2π)2

∫ ∫
e−h0τ(p)

(
τ 2(p)

2
− p(p − r)

)

× Ṽ (p − r)Ṽ (r − q)θ̃(q) drdq, (5.2.12)

[
N̂

(1)
2 ϕ̃

]
(p) = − 1

2π

∫
e−h0τ(q)

(
1 +

λ

τ(q)

)
Ṽ (p − q)ϕ̃(q) dq, (5.2.13)

[
N̂

(2)
2 ϕ̃

]
(p) =

1

(2π)2

∫ ∫
e−h0τ(q)

(
1 +

λ

τ(q)

)
τ 2(q)

2

× Ṽ (p − r)Ṽ (r − q)ϕ̃(q) drdq. (5.2.14)

Para uniformizar la notación, introduzcamos los operadores

[
N̂

(0)
1 θ̃

]
(p) = e−h0τ(p)θ̃(p), (5.2.15)

[
N̂

(0)
2 ϕ̃

]
(p) = e−h0τ(p)

(
1 +

λ

τ(p)

)
ϕ̃(p). (5.2.16)
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En estos términos las fórmulas (5.2.1), (5.2.2) se reescriben como

N̂1θ̃ =
∞∑

n=0

εnN̂
(n)
1 θ̃,

N̂2ϕ̃ =
∞∑

n=0

εnN̂
(n)
2 ϕ̃.

Demostración. La demostración es inmediata después de desarrollar e−εV (x)τ(p)

en su serie de Taylor:

e−εV (x)τ(p) =
∞∑

n=0

εn (−1)nV n(x)τn(p)

n!
.

Demostraremos, por ejemplo, la cota (5.2.8) para N
(n)
2 . Tenemos

N
(n)
2 (p, p′) =

1

(2π)n

(−1)ne−h0τ(p′)τn(p′)
n!

(
1 +

λ

τ(p′)

)

×
∫

. . .

∫
Ṽ (p − p′ − r1 − · · · − rn−1)

× Ṽ (r1) . . . Ṽ (rn−1) dr1 . . . drn−1. (5.2.17)

La función V (x) ∈ C∞
0 (R), por lo tanto tenemos la desigualdad

|Ṽ (p)| ≤ CN

(1 + |p|)N
. (5.2.18)
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Usemos la desigualdad de Peetre consecuentemente para obtener

1

(1 + |p − p′ − r1 − · · · − rn−1|)N

≤ (1 + |r1|)N

(1 + |p − p′ − r2 − · · · − rn−1|)N

≤ . . .

≤ (1 + |r1|)N . . . (1 + |rn−1|)N

(1 + |p − p′|)N
. (5.2.19)

Por (5.2.10), (5.2.17), (5.2.18) y (5.2.19) obtenemos

∣∣∣N(n)
2 (p, p′)

∣∣∣ ≤ CNCn−2
N+2

(2π)nhn
0

(∫
dr

(1 + |r|)2

)n−2

,

lo que implica (5.2.8).

Lema 5.2.3. El operador N̂3 admite la siguiente representación:

N̂3θ̃ = εN̂3θ̃,

donde [
N̂3θ̃

]
(p) =

∫
N3(p, p

′, ε)θ̃(p′) dp′,

el núcleo N(p, p′, ε) es anaĺıtico en p, p′ ∈ Ba y para ε suficientemente pequeño.

Además, N3 admite el desarrollo

N3(p, p
′, ε) =

∞∑
n=0

ε2nN
(n)
3 (p, p′),
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donde

N
(n)
3 (p, p′) =

k2n+2(2n + 1)!!

(2π)2n+12nn!

∫
. . .

∫
Ṽ (p − p′ − Zn)Ṽ (ζ1) . . . Ṽ (ζ2n)

× Fn(p, p′, ζ1, . . . , ζ2n) dζ1 . . . dζ2n, (5.2.20)

Fn(p, p′, ζ1, . . . , ζ2n) =

∫ ζ2n

0

∫ ζ2n−1

0

. . .

∫ ζ1

0

∫ p−Sn

p′+Zn−Sn

(t − p′ − Zn + Sn)

× τ−2n−3(t) dtds1 . . . ds2n, (5.2.21)

Zn =
2n∑

j=1

ζj, Sn =
2n∑

j=1

sj.

Finalmente, existe una constante c3 tal que

∣∣∣N(n)
3 (p, p′)

∣∣∣ < Cte cn
3 (1 + |p − p′|)−N

, N ∈ Z, (5.2.22)

y por lo tanto

|N3(p, p
′, ε)| < Cte (1 + |p − p′|)−N

, N ∈ Z, (5.2.23)

para ε suficientemente pequeño.

Demostración. De la defición de N̂3 tenemos

N̂3θ̃ =

∫
N3(p, p

′, ε)θ̃(p′) dp′,

donde

N3(p, p
′, ε) =

ε

2π

k

π

∫∫
e−iξp+ip′x K ′

0(kρ)

ρ
(x − ξ)2ux(x, ξ) dxdξ, (5.2.24)
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ρ =
√

(x − ξ)2 + ε2(V (x) − V (ξ))2 = |x − ξ|
√

1 + ε2u2,

u(x, ξ) =
V (x) − V (ξ)

x − ξ
.

Por la fórmula (9.6.25) de [30] tenemos que

K ′
0(kρ) = −K1(kρ) = − k

2ρ

∫ ∞

−∞

cos ρt dt

(t2 + k2)3/2
.

En esta última fórmula podemos cambiar cos ρt por e−iρt porque la integral

del sen ρt se anula. Además,

∫
e−iρt dt

(t2 + k2)3/2
=

∫
e−i|x−ξ|√1+ε2u2t dt

(t2 + k2)3/2
=

∫
e−i(x−ξ)

√
1+ε2u2t dt

(t2 + k2)3/2

porque la última integral no depende del signo de (x−ξ). Hacemos en la últi-

ma integral el cambio de variable
√

1 + ε2u2t = t′. Sustituyendo el resultado

en la fórmula (5.2.24), obtenemos

N3 = − εk2

(2π)2

∫∫∫
e−iξ(p−t)−ix(t−p′) ux(x, ξ)

(t2 + k2 + ε2u2k2)3/2
dtdxdξ.

En esta fórmula usemos el desarrollo de Taylor

1

(t2 + k2 + ε2u2k2)3/2
=

∞∑
n=0

(−1)n(2n + 1)!!

2nτ 2n+3(t)n!
ε2nk2nu2n.

Cambiando el orden de sumación e integración (es posible por [21], §1.77),

N3 = − εk2

(2π)2

∞∑
n=0

(−1)n(2n + 1)!!k2nε2n

2nn!

×
∫

Fx→r,ξ→s

[
ux(x, ξ)u2n(x, ξ)

]
τ−2n−3(t) dt, (5.2.25)
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donde

r = t − p′, s = p − t.

Usemos la fórmula para la transformada de Fourier de la función u(x, ξ):

Fx→r,ξ→s [u(x, ξ)] = iπ(sgn r + sgn s)Ṽ (r + s).

Reescribiendo las transformadas de Fourier de productos en (5.2.25) como

convoluciones de las transformadas de Fourier de las funciones correspon-

dientes, ésta queda dada por

∫
Fx→r,ξ→s

[
ux(x, ξ)u2n(x, ξ)

]
τ−2n−3(t) dt =

(−1)n+1π

24nπ2n

×
∫

. . .

∫
(r − Rn)Ṽ (r + s − Rn − Sn)(sgn(r − Rn) + sgn(s − Sn))

× Ṽ (r2n + s2n)Ṽ (r2n−1 + s2n−1) . . . Ṽ (r1 + s1)

× (sgn r2n + sgn s2n) . . . (sgn r1 + sgn s1)τ
−2n−3(t)

× ds1dr1 . . . ds2ndr2ndt, Rn =
2n∑

j=1

rj.

En la última integral hacemos los cambios de variables rj + sj = ζj, j =

1, 2, . . . , 2n. Notemos que

∫
f(t)(sgn(t − α) + sgn(β − t)) dt = 2

∫ β

α

f(t) dt

y análogamente para las integrales a lo largo de s1, . . . , s2n. Introduciendo la

denotación (5.2.21), llegamos a (5.2.20). La cota (5.2.22) se obtiene exacta-
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mente como en el Lema 5.2.1 después de notar que la función Fn en (5.2.21)

satisface

|Fn(p, p′, ζ1, . . . , ζ2n)| ≤ |ζ2n| · |ζ2n−1| . . . |ζ1| · |p − p′ − Zn|2k−4n−6.

Observación 5.2.4. En lo que sigue, necesitaremos la fórmula expĺıcita para

N̂
(0)
3 . Por (5.2.20) tenemos

[
N̂

(0)
3 θ̃

]
(p) =

1

2π

∫
Ṽ (p − q)

(
τ(q) − k2 + pq

τ(p)

)
θ̃(q) dq.

Por el Lema 5.2.3 la norma del operador N̂3 es O(ε) y por tanto podemos

invertir la expresión (1 − N̂3) en (4.3.8) obteniendo

θ̃ = (1 − N̂3)
−1N̂2ϕ̃;

aqúı (1 − N̂3)
−1 significa la serie de Neumann,

(1 − N̂3)
−1 =

∞∑
n=0

(N̂3)
n.

Sustituyendo en (4.3.7), tenemos

(
1 − λ

τ(p)

)
ϕ̃ = N̂1(1 − N̂3)

−1N̂2ϕ̃. (5.2.26)

Una solución de esta ecuación nos da una solución del problema inicial. En lo

que sigue construiremos soluciones de (5.2.26) que describen ondas atrapadas
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y resonancias. Para lograrlo, queremos reducir esta ecuación a una forma

parecida a (3.2.18). Tenemos

N̂1(1 − N̂3)
−1N̂2 = N̂

(0)
1 N̂

(0)
2 + εM̂, (5.2.27)

donde

M̂ = N̂1N̂2 + N̂1N̂2 + N̂1

∞∑
n=1

εn−1N̂n
3N̂2.

Agrupando en (5.2.26) los términos del orden O(1) en la parte izquierda,

logramos (
1 − λ

τ(p)

)
ϕ̃ − N̂

(0)
1 N̂

(0)
2 ϕ̃ = εM̂ϕ̃. (5.2.28)

Recordando las formas expĺıcitas de los operadores N̂
(0)
1,2 (ver Lema 5.2.1), la

ecuación (5.2.28) finalmente se transforma en

L(p)ϕ̃ = εM̂ϕ̃, (5.2.29)

donde

L(p) = τ(p) tanh(h0τ(p)) − λ, M̂ =
τ(p)eh0τ(p)

2 cosh h0τ(p)
M̂,

igual como en Caṕıtulo 3. Por los Lemas 5.2.1, 5.2.3 tenemos

|M(p, p′, ε)| ≤ Cte(1 + |p − p′|)−N , N ∈ Z. (5.2.30)
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5.3. Ondas atrapadas

En esta sección aplicaremos la técnica de los caṕıtulos 1–3 a la ecuación

(5.2.29). Los argumentos heuŕısticos del Caṕıtulo 3 (ver sección 3.2) obvia-

mente se aplican a la ecuación (5.2.29) porque por el Lema 3.2.1 los ceros

de L(p) en (5.2.29) están dados por las mismas fórmulas p± = ±im(β) con

m(β) dada en el Lema 3.2.1. Para el caso de la sierra submarina (Ṽ (0) ≤ 0)

tenemos el siguiente resultado:

Teorema 5.3.1. Sea
∫

V (x) dx < 0. Entonces para ε suficientemente pequeño

el problema (3.2.1) posee un valor propio dado por λ = k tanh(kh0) − β2,

donde

β = − εk2Ṽ (0)

2l cosh2(kh0)
+ O(ε2). (5.3.1)

Si
∫

V (x) dx = 0, entonces la afirmación anterior sigue en pie con

β = ε2 k4

4πl cosh(h0k)

∫ 1 − k
τ(r)

tanh(h0τ(r)) tanh(h0k)

τ(r) tanh(h0τ(r)) − k tanh(h0k)
|Ṽ (r)|2 dr + O(ε3).

(5.3.2)

Demostración. Por los Lemas 5.2.1 y 5.2.3, basta con construir la solución

de la ecuación (5.2.29). Busquémosla en la forma

ϕ̃(p) =
A(p)

L(p)
, (5.3.3)
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donde A es la nueva incógnita. Sustituyendo (5.3.3) en (5.2.29) y cambiando

el contorno de integración por el contorno Γ (ver (1.2.6)), obtenemos

A(p) = ε

∫
M(p, p′, ε)

A(p′)
L(p′)

dp′ = ε
f(p)

m(β)
+ ε

∫
Γ

M(p, p′, ε)
A(p′)
L(p′)

dp′, (5.3.4)

donde

f(p)

m(β)
= 2πi Res

[
M(p, p′, ε)

A(p′)
L(p′)

]∣∣∣∣
p=p+

=
2πM(p, p+, ε)A(p+)

m(β)Λ(p+)
.

Como antes, podemos suponer que A(p+) = 1 y entonces la fórmula para

f(p) queda dada por

f(p) =
2πM(p, p+, ε)

Λ(p+)
.

Reescribamos la ecuación (5.3.4) como

(1 − T̂β)A(p) = ε
f(p)

m(β)
,

donde

T̂βA = ε

∫
Γ

M(p, p′, ε)
A(p′)
L(p′)

dp′.

Obviamente, ‖T̂β‖ = O(ε) luego

A(p) =
ε

m(β)
(1 − T̂β)−1f =

ε

m(β)

∞∑
n=0

T̂ n
β f.

igual como antes, A(p) ∈ Ha y decae más rápido que cualquier potencia de

�p en Ba por la desigualdad (5.2.30). Sustituyendo en esta ecuación p = p+
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y multiplicando por m(β), llegamos a la ecuación secular para β:

m(β) = ε(1 − T̂β)−1f
∣∣∣
p=p+

. (5.3.5)

Por el teorema de la función impĺıcita, la solución β de esta ecuación existe,

es única y posee el desarrollo en la serie de Taylor en ε. Para calcular los

primeros términos del desarrollo, necesitamos desarrollar la parte derecha en

(5.3.5) en su serie de Taylor hasta O(ε2). Tenemos entonces que

εM̂ = ε(N̂
(0)
1 N̂

(1)
2 + N̂

(1)
1 N̂

(0)
2 + N̂

(0)
1 N̂

(1)
3 N̂

(0)
2 )

+ ε2(N̂
(0)
1 N̂

(2)
2 + N̂

(1)
1 N̂

(1)
2 + N̂

(2)
1 N̂

(0)
2 + N̂

(0)
1 N̂

(1)
3 N̂

(1)
2

+ N̂
(1)
1 N̂

(1)
3 N̂

(0)
2 + N̂

(0)
1 (N̂

(1)
3 )2N̂

(0)
2 ) + O(ε3). (5.3.6)

Para los operadores en el lado derecho de (5.3.6) por los Lemas 5.2.1 y 5.2.3

tenemos que

N̂
(0)
1 N̂

(1)
2 ϕ̃(p) =

1

2π

∫
e−h0(τ(p)+τ(q))

(
1 +

λ

τ(q)

)
τ(q)Ṽ (p − q)ϕ̃(q) dq,

N̂
(1)
1 N̂

(0)
2 ϕ̃(p) = − 1

2π

∫
e−h0(τ(p)+τ(q))

(
1 +

λ

τ(q)

)

×
(

p(p − q)

τ(p)
− τ(p)

)
Ṽ (p − q)ϕ̃(q) dq,
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N̂
(0)
1 N̂

(1)
3 N̂

(0)
2 ϕ̃(p) =

1

2π

∫
e−h0(τ(p)+τ(q))

(
1 +

λ

τ(q)

)

×
(

τ(q) − k2 − pq

τ(p)

)
Ṽ (p − q)ϕ̃(q) dq,

N̂
(0)
1 N̂

(2)
2 ϕ̃(p) =

1

(2π)2

∫∫
e−h0(τ(p)+τ(q))

(
1 +

λ

τ(q)

)

× τ 2(q)

2
Ṽ (p − r)Ṽ (r − q)ϕ̃(q) drdq,

N̂
(1)
1 N̂

(1)
2 ϕ̃(p) = − 1

(2π)2

∫∫
e−h0(τ(p)+τ(q))

(
1 +

λ

τ(q)

)

×
(

p(p − r)

τ(p)
− τ(p)

)
τ(q)Ṽ (p − r)Ṽ (r − q)ϕ̃(q) drdq,

N̂
(2)
1 N̂

(0)
2 ϕ̃(p) =

1

(2π)2

∫∫
e−h0(τ(p)+τ(q))

(
1 +

λ

τ(q)

)

×
(

τ 2(p)

2
− p(p − r)

)
Ṽ (p − r)Ṽ (r − q)ϕ̃(q) drdq,

N̂
(0)
1 N̂

(1)
3 N̂

(1)
2 ϕ̃(p) = − 1

(2π)2

∫∫
e−h0(τ(p)+τ(q))

(
1 +

λ

τ(q)

)

× τ(q)

(
τ(r) − k2 + pr

τ(p)

)

× Ṽ (p − r)Ṽ (r − q)ϕ̃(q) drdq,
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N̂
(1)
1 N̂

(1)
3 N̂

(0)
2 ϕ̃(p) = − 1

(2π)2

∫∫
e−h0(τ(p)+τ(q))

(
1 +

λ

τ(q)

)

× k2 + pr

τ(p)

(
τ(q) − k2 + qr

τ(r)

)

× Ṽ (p − r)Ṽ (r − q)ϕ̃(q) drdq,

N̂
(0)
1 (N̂

(1)
3 )2N̂

(0)
2 ϕ̃(p) =

1

(2π)2

∫∫
e−h0(τ(p)+τ(q))

(
1 +

λ

τ(q)

)

×
(

τ(r) − k2 + pr

τ(p)

)(
τ(q) − k2 + qr

τ(r)

)

× Ṽ (p − r)Ṽ (r − q)ϕ̃(q) drdq.

Sustituyendo estas fórmulas en (5.3.6) tenemos

εM̂ϕ̃ =

∫ (
εM1(p, q) + ε2M2(p, q) + O(ε3)

)
ϕ̃(q) dq, (5.3.7)

donde

M1(p, q) = − 1

2π
e−h0(τ(p)+τ(q))

(
1 +

λ

τ(q)

)
2(k2 + pq)

τ(p)
Ṽ (p − q), (5.3.8)
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M2(p, q) =
1

(2π)2

∫
e−h0(τ(p)+τ(q))

(
1 +

λ

τ(q)

)
Ṽ (p − r)Ṽ (r − q)

×
{

τ 2(q)

2
+

τ 2(p)

2
+

τ(q)

τ(p)
(k2 + pr) − p(p − r)

− k2 + pr

τ(p)

(
τ(q) − k2 + rq

τ(r)

)
− τ(q)

(
τ(r) − k2 + pr

τ(p)

)

+

(
τ(r) − k2 + pr

τ(p)

)(
τ(q) − k2 + qr

τ(r)

)}
dr. (5.3.9)

Repitiendo ahora los cálculos en (3.2.30)-(3.2.34), llegamos al resultado.

5.4. Resonancias

Definición 5.4.1. Una solución ϕ(x) de la ecuación (5.2.29) se llama reso-

nancia (estado anticonfinado) si

ϕ(x) ∼ em(β)|x| + O(e−γ|x|), |x| → ∞, (5.4.1)

donde γ > 0 es una constante positiva independiente de ε, β → 0 cuando

ε → 0, m(β) está definida en el Lema 3.2.1.

Observación 5.4.2. La presencia del término e−γ|x| en (5.4.1) en contraste

con la Definición 1.3.1 se debe a la existencia de modos evanescentes (ceros

de L(p) que están lejos del eje real). Nosotros no vamos a estudiar estas

resonancias.
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Teorema 5.4.1. Sea
∫

V (x) dx > 0. Entonces para ε suficientemente pequeño

la ecuación (5.2.29) posee una resonancia para λ = k tanh(kh0)−β2, β > 0,

donde

β =
εk2Ṽ (0)

2l cosh2(kh0)
+ O(ε2). (5.4.2)

Demostración. Las soluciones encontradas en la sección anterior tienen la

forma

ϕ(x) =
1

2π

∫
eipx A(p)

L(p)
dp, (5.4.3)

donde

L(p) = τ(p) tanh(h0τ(p)) − λ

y A(p) es una función del espacio de Schwartz anaĺıtica en la banda Ba.

Para estudiar el comportamiento de (5.4.3) cuando |x| → ∞ introducimos

los contornos dados por L± en la sección 1.3 del Caṕıtulo 1, con la condición

0 < a < k.

Las singularidades del integrando en (5.4.3) son los polos simples en p± =

±im(β), donde m(β) = β
l
+O(β3). Haciendo tender R al infinito y calculando

los residuos, vemos que para x > 0

1

2π

∫
eipx A(p)

L(p)
dp = i Res

(
eipx A(p)

L(p)

)∣∣∣∣
p=im(β)

+
1

2π

∫
�p=a

eipx A(p)

L(p)
dp,

(5.4.4)
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y para x < 0

1

2π

∫
eipx A(p)

L(p)
dp = i Res

(
eipx A(p)

L(p)

)∣∣∣∣
p=−im(β)

+
1

2π

∫
�p=−a

eipx A(p)

L(p)
dp.

(5.4.5)

Consideremos la integral de la parte derecha de (5.4.4):

1

2π

∫
�p=a

eipx A(p)

L(p)
dp =

e−ax

2π

∫
eipx A(p + ia)

L(p + ia)
dp. (5.4.6)

Siendo la última integral acotada, tenemos que la integral es O(e−ax). Por

tanto, para x suficientemente grande, tenemos, salvo términos de orden de

O(e−γ|x|), que

ϕ(x) = i Res

(
eipx A(p)

L(p)

)∣∣∣∣
p=im(β)

, x � 1. (5.4.7)

Análogamente

ϕ(x) = i Res

(
eipx A(p)

L(p)

)∣∣∣∣
p=−im(β)

, x  −1. (5.4.8)

Calculando los residuos tenemos

i Res

(
eipx A(p)

L(p)

)∣∣∣∣
p=im(β)

= e−m(β)x A(p+)

m(β)Λ(p+)
,

i Res

(
eipx A(p)

L(p)

)∣∣∣∣
p=−im(β)

= −em(β)x A(p−)

m(β)Λ(p−)
.

Ahora, con el fin de eliminar las exponenciales decrecientes de la solución,

buscaremos ϕ(x) en la forma

ϕ(x) =
1

2π

∫
eipx A(p)

L(p)
dp + C1e

−m(β)x + C2e
m(β)x. (5.4.9)
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Esta función satisface la condición (5.4.1) si

C1 = − A(p+)

m(β)Λ(p+)
,

C2 =
A(p−)

m(β)Λ(p−)
.

La transformada de Fourier de (5.4.9) tiene la forma

ϕ̃(p) =
A(p)

L(p)
+ 2πC1δ(p − p+) + 2πC2δ(p − p−). (5.4.10)

Reemplazando (5.4.10) en (5.2.29) obtenemos

A(p) = ε

∫
M(p, p′, ε)

A(p′)
L(p′)

dp′ + 2πεC1M(p, p+, ε) + 2πεC2M(p, p−, ε).

(5.4.11)

En la ecuación (5.4.11) cambiamos el contorno de integración a Γ y tal como

se hizo anteriormente tenemos

(1 − T̂β)A(p) = ε
f(p)

m(β)
, (5.4.12)

T̂βA(p) = ε

∫
Γ

M(p, p′, ε)
L(p′)

A(p′) dp′,

f(p) = 2πA(p−)M(p, p−, ε)/Λ(p−).

Obviamente, la solución de (5.4.12) es

A(p) = ε(1 − T̂β)−1f(p)/m(β). (5.4.13)
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Multiplicando (5.4.13) por m(β) y evaluándola en p = p−, tenemos que la

ecuación para β es:

m(β) = ε(1 − T̂β)−1f(p)
∣∣∣
p=p−

.

Calculando los términos principales en la última ecuación con el uso de (5.3.6)

y las fórmulas siguientes, llegamos al resultado.



Apéndice A

Pozo rectangular

Consideremos la ecuación de Schrödinger

(p̂2 + V (x))Ψ(x) = EΨ(x) (A.0.1)

donde p̂ = −i∂x. El lado izquierdo de la ecuación es el resultado de actuación

del operador de Hamilton sobre la función Ψ(x) y E representa el nivel de

enerǵıa.

El problema conocido en mecánica cuántica como el problema de encon-

trar los niveles de enerǵıa de una part́ıcula en el pozo rectangular aqúı lo

planteamos bajo el siguiente enunciado:
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Encontrar la solución de (A.0.1) cuando

V (x) =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

0, si |x| > 1,

−ε, si |x| ≤ 1,

para Ψ(x) ∈ L2. A Ψ(x) se le llama la eigenfunción de la ecuación (A.0.1) y

el correspondiente nivel de enerǵıa E es negativo E = −β2, donde β ∈ R
+.

La solución de (A.0.1) en las condiciones dadas está dada por:

Ψ(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

C1e
βx, si x ≤ −1,

C2 cos(
√

ε − β2x) + C3 sin(
√

ε − β2x), si | x |≤ 1,

C4e
−βx, si x ≥ 1.

donde C1, C2,C3 y C4 son constantes.

Como se requiere que tanto Ψ(x) como su primera derivada sean conti-

nuas, tenemos el siguiente sistema de ecuaciones:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

C1e
−β = C2 cos

√
ε − β2 − C3 sin

√
ε − β2,

βC1e
−β =

√
ε − β2C2 sin

√
ε − β2 +

√
ε − β2C3 cos

√
ε − β2,

C4e
−β = C2 cos

√
ε − β2 + C3 sin

√
ε − β2,

−βC4e
−β = −√ε − β2C2 sin

√
ε − β2 +

√
ε − β2C3 cos

√
ε − β2.

Las dos primeras ecuaciones nos proporcionan la continuidad de Ψ(x) en

x = −1 y las dos siguientes en x = 1.
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Denotemos por θ a
√

ε − β2. Llamemos S a la matriz de coeficientes del

anterior sistema de ecuaciones:

S =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

e−β − cos θ sin θ 0

βe−β −θ sin θ −θ cos θ 0

0 − cos θ − sin θ e−β

0 θ sin θ −θ cos θ −βe−β

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

La solución de la ecuación

det S = 0, (A.0.2)

donde

det S = (2β2 − ε) sin 2θ + 2βθ cos 2θ,

nos proporciona los eigenvalores de (A.0.1).

De la ecuación (A.0.2) tenemos que:

tan 2θ =
2βθ

ε − 2β2
. (A.0.3)

Observemos que la ecuación (A.0.3) presenta diferentes comportamientos

en distintos intervalos de β los cuales, a su vez, dependen del valor de ε

escogido. Para pequeños valores de ε tenemos una única solución: β = ε +
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O(ε2). Para valores de ε del orden de 1, se puede encontrar la solución gráfica

en [22], por ejemplo.



Apéndice B

Barrera rectangular

Para comprender cómo se obtienen soluciones de la ecuación de Schrödinger

para un potencial que es una barrera rectangular, primero necesitamos com-

prender el concepto de ondas entrantes y salientes.

Con este fin, consideremos la ecuación no estacionaria de Schrödinger

dada por:

iΨt(x, t) = ĤΨ(x, t),

Ψ|t=0 = eiλx, (B.0.1)

donde Ĥ = −i∂2
x.
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Sea E = λ2, λ > 0. Busquemos la solución de (B.0.1) en la forma:

Ψ(x, t) = e−iEtφ(x),

Ψ(x, t)|t=0 = φ(x), donde φ(x) = eiλx.

De esta manera, la solución de (B.0.1) es:

Ψ(x, t) = eiλ(x−λt). (B.0.2)

Una función de la forma f(x− ct) donde c > 0, representa una onda que

se propaga a la derecha; por tanto, la solución dada por (B.0.2) de la ecuación

no estacionaria de Schrödinger para el dato inicial Ψ|t=0 = eiλx representa

una onda que se propaga a la derecha.

Si consideramos e+(x, λ) = eiλx como dato inicial, dado que la onda resul-

tante en este caso se propaga a la derecha, a e+(x, λ) la llamamos una onda

que viaja a la derecha. De manera similar si consideramos como dato inicial

a e−(x, λ) = e−iλx, dado que la onda resultante se propaga a la izquierda, a

e−(x, λ) = e−iλx la definimos como una onda que viaja a la izquierda.

Ahora bien, conservamos la misma terminoloǵıa para las soluciones e+ y

e− incluso para el caso cuando λ es un número complejo.

Entonces, para definir lo que denominamos ondas salientes, planteamos

el problema de encontrar soluciones Ψ(x) de la ecuación de Schrödinger, que
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corresponden a ondas emitidas del pozo de potencial (conocidas también por

resonancias), de la siguiente manera:

Consideremos la ecuación de Schrödinger

(p̂2 + V (x))Ψ(x) = EΨ(x), (B.0.3)

donde p̂ = −i∂x, E = λ2, con una barrera rectangular de potencial dada por:

V (x) =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

0, si |x| > 1,

ε, si |x| ≤ 1.

Aqúı, las resonancias son ondas del tipo e+(x, λ) : eiλx, para x > 1 y

e−(x, λ) : e−iλx, para x < −1. Nosotros estaremos interesados en estados

anticonfinados, es decir, soluciones exponencialmente crecientes, las cuales

existen solamente si λ = −iβ, con β ∈ R
+.

El estado anticonfinado de la ecuación (B.0.3) para la barrera rectangular

V (x) viene dado por:

Ψ(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

C1e
−βx, si x ≤ −1,

C2e
x
√

β2+ε + C3e
−x
√

β2+ε, si |x| < 1,

C4e
βx, si x ≥ 1.
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Sea θ =
√

β2 + ε. Como Ψ(x) y su derivada deben ser continuas, tenemos

las siguientes condiciones:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

C1e
β = C2e

−θ + C3e
θ,

−βC1e
β = θC2e

−θ − θC3e
θ,

C2e
θ + C3e

−θ = C4e
β,

θC2e
θ − θC3e

−θ = βC4e
β.

Las dos primeras ecuaciones nos proporcionan la continuidad de la función

Ψ(x) y de su derivada en x = −1 y las dos siguientes en x = 1.

Denotemos por S a la matriz de coeficientes del anterior sistema.

S =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

eβ −e−θ −eθ 0

−βeβ −θe−θ θ2e
θ 0

0 eθ e−θ −eβ

0 θ2e
θ −θe−θ −βeβ

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

La continuidad de Ψ(x) se tiene cuando

det S = 0, (B.0.4)

donde

det S = (θ2 + β2) tanh (2θ) − 2θβ.
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De la ecuación (B.0.4) tenemos que:

tanh (2θ) = 2
βθ

2β2 + ε
. (B.0.5)

Resolviendo la ecuación (B.0.5) para pequeños valores de ε obtenemos

β = ε + O(ε2).



Apéndice C

Ecuación de Bessel

En este apéndice presentamos unos hechos bien conocidos sobre la función

de Macdonald y la ecuación de Bessel modificada (ver [31, 32]). Estamos

interesados en la solución fundamental de la ecuación de Helmholtz

(Δ − k2)u = 0, (C.0.1)

donde Δ es el Laplaciano, k una constante, u = u(x1, x2, ..., xn) ∈ C2(Ω), Ω

una región del espacio.

Al poseer la ecuación (C.0.1) simetŕıa ciĺındrica podemos buscar solu-

ciones en la forma

u = Ψ(r), r = |x − ξ| =

√√√√ n∑
i=1

(xi − ξi)2. (C.0.2)
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Derivando a (C.0.2) dos veces y reemplazando el resultado en (C.0.1)

logramos la ecuación diferencial ordinaria:

Ψ′′(r) +
n − 1

r
Ψ′(r) − k2Ψ(r) = 0. (C.0.3)

Trabajemos con n = 2. La ecuación (C.0.3) se reescribe como:

Ψ′′(r) +
1

r
Ψ′(r) − k2Ψ(r) = 0, (C.0.4)

que es la ecuación modoficada de Bessel.

Para resolver la ecuación (C.0.4) aplicamos el método de Frobenius. Note-

mos que en r = 0 la ecuación (C.0.4) posee un punto singular regular. Bus-

camos entonces sus soluciones en la forma de serie:

Ψ(r) =
∞∑

n=0

cnr
n+l, c0 �= 0. (C.0.5)

Derivando dos veces la expresión (C.0.5) y sustituyendo en (C.0.4) obte-

nemos:

∞∑
n=0

(n + l)2cnr
n+l−2 − k2

∞∑
n=0

cnr
n+l = 0,

podemos reescribir esta última expresión como

l2c0r
l−2 + (1 + l)c1r

l−1 +
∞∑

n=2

((n + l)2cn − k2cn−2)r
n+l−2 = 0.
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De la menor potencia de r obtenemos la ecuación indicial, la cual nos

proporciona los valores posibles de l, que en este caso corresponden a l2 = 0,

l1 = l2 = 0.

Al igualar a 0 los demás coeficientes de las siguientes potencias de r

obtenemos:

(1 + l)2c1 = 0, luego c1 = 0,

y para n ≥ 2 tenemos la fórmula de recurrencia:

(n + l)2cn − k2cn−2 = 0, cn = k2 cn−2

n2
.

Notemos que los coeficientes impares son iguales a cero y que el coeficiente

par general se puede escribir de la forma:

c2n = k2n c0

(n!)222n
para n ≥ 1.

Al hacer l = 0 en (C.0.5) y reemplazar los coeficientes por c2n, obtenemos

la expresión de la solución de (C.0.4) en su serie de potencias:

Ψ(r) =
∞∑

n=0

k2n c0

(n!)2

(r

2

)2n

; (C.0.6)

renombremos Ψ(r) = Ψ1(r).
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El método de Frobenius nos dice que existe otra solución de (C.0.4) li-

nealmente independiente de (C.0.6) que posee la forma:

Ψ2(r) = Ψ1(r) ln r +
∞∑

n=0

bnr
n, para r > 0, b0 �= 0. (C.0.7)

Para determinar los coeficientes bn, nuevamente derivamos dos veces la ex-

presión (C.0.7) y reemplazamos en (C.0.4) obteniendo la siguiente ecuación:

2

r
Ψ′

1(r) +
b1

r
+

∞∑
n=2

(n2bn − k2bn−2)r
n−2 = 0.

Tenemos entonces que b1 = 0 y por tanto b2n+1 = 0. La fórmula de recurrencia

para los coeficientes b2n queda dada por

b2n = −
(

4nk2n

(n!)222n(2n)2
+

k2bn−2

(2n)2

)
, para n ≥ 1.

Nuestro principal interés es hallar la solución fundamental de la ecuación

de Helmholtz (C.0.1) que decae en el infinito. Notemos que la solución Ψ1(r)

corresponde a la función I0(kr) definida en [30], Ψ1(r) = c0I0(kr). La solución

que buscamos resulta de la combinación lineal y la adecuada elección de

coeficientes para (C.0.7).

Al comparar nuestras soluciones con las dadas en [30], concluimos que

c0 = −1, b0 = −γ − ln(k/2), donde γ es la constante de Euler,

γ = ĺım
m→∞

[
m∑

l=1

1

l
− ln m

]
= 0,577....
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Por tanto, la función de Macdonald K0(kr), que es la solución fundamental

que decae en el infinito, en su serie para pequeños valores del argumento

queda dada por:

K0(kr) =

{
ln

(
1

2
kr

)
+ γ

}
Ψ1(r) +

1
4
(kr)2

1!2
+

(
1 +

1

2

) (
1
4
(kr)2

)2
2!2

+

(
1 +

1

2
+

1

3

) (
1
4
(kr)2

)3
3!2

+ . . . . (C.0.8)
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