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ResuMmEN. Se estudian las asintdticas para tiempos grandes cuando t — +oo de las soluciones de
energia finita de un sistema hamiltoniano acoplado compuesto por una ecuacién de onda y la ecuacién
de un oscilador con masa m = 0, se demuestra la existencia de un atractor no trivial al cual tienden
todas las soluciones y se establece por primera vez la existencia de las asintdticas respecto de la
norma energética global, es decir, bajo ciertas condiciones sobre la fuerza del oscilador, cada solucién
que vive en alguin espacio funcional decae a una suma compuesta por un estado estacionario, una
onda ‘“‘saliente”(“entrante” ) y un resto pequefio el cual tiende a cero cuando t — +oo (f — —o0)

respecto de la norma energética global.
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Introduccion

La mecdnica cuantica es una rama de la Fisica que da una excelente descripcion a varios hechos
experimentales tales como: espectros atdmicos y moleculares, dispersion de luz y particulas, la ta-
bla perodica de los elementos, reacciones quimicas, etc. Sin embargo, no se conoce una fundamen-
tacion rigurosa hasta el momento, es decir, un modelo matematico que explique dichos fenémenos.
La piedra angular de la teoria es la ecuacion dindmica de Schrodinger

0 1 e 2

0.1 ii— — ed(x X, 1) = —( —ihA — —A(x X, 1),

(0.1) (i, = edpix. 1) 2M( —AX)) U1

en donde, i = V-1, 7 es la constante de Planck dividida sobre 27, e es la unidad de carga eléctri-
ca del electrén, u la masa del electrén, ¢ la velocidad de la luz, ¢(x) es una funcién de valores
reales sobre RY que representa la energia potencial del electrén y A(x) es una funcién de valores
vectoriales sobre RY que representa el potencial magnético. Y como es costumbre A es el operador
&f
8_)66217
de esta ecuacion diferencial se denominan funciones de onda y se han interpretado hasta ahora de

Laplaciano en R? definido como Af(x) := 227{ + -+ X = (x1,--+,Xxy). Las soluciones y(x, t)
1

la siguiente manera: si A C R? es un abierto, entonces la probabilidad de encontrar la particula en

f l(x, 1)* dx.
A

La ecuacion (0.1) ha sido resuelta de manera exacta para muchos casos particulares importantes.

el instante ¢ estd dada por

Desafortunadamente, existen evidencias de que muchos fenémenos cudnticos fundamentales no

pueden ser descritos por esta ecuacion lineal. Vamos a mencionar algunos de ellos:

I. Las transiciones de Bohr entre estados estacionarios cudnticos, o “saltos cudnticos” predichos
por N. Bohr en 1913 (véase [9, 10, 11])

0.2) |E_) = |EL),
en donde, |E. ) establece que estamos en un estado estacionario cuédntico con nivel de energia E..

II. La dualidad onda particula (véase [15]) predicha por L. de Broglie: difraccion de electrones

descubierta experimentalmente por C. Davisson y L. Germer en 1927.

III. La interpretacion probabilistica de Born de la funcion de onda.

IX
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Las transiciones (0.2) son las responsables del espectro de las radiaciones atomicas observadas
en los experimentos y coincide con los eigenvalores del operador diferencial asociado a la ecua-
cidén estacionaria correspondiente a (0.1). Sin embargo, dichas transiciones no son una propiedad

inherente de las soluciones de la ecuacion lineal (0.1).

Born identificé |¥(x, f)| con la densidad de probablidad justo como lo explica la tasa de conteo
en el experimento de Davisson-Germer. La identificacion juega un rol clave en problemas de disper-
sidn que aparecen en mecanica cudntica. Sin embargo no se ha podido justificar tal interpretacion
usando las ideas de la teoria de probabilidad.

La estrategia comn en las aplicaciones de la mecédnica cuéntica para describir diversos fendme-
nos cudnticos es una habil combinacién de los postulados I-III junto con la ecuaciéon dindmica
(0.1). Dicha estrategia no es matemdticamente autoconsistente dado que los postulados formal-
mente no son compatibles con la ecuacion lineal aunténoma (0.1). Lo cual conduce a pensar que
dicha ecuacién requiere una modificacion adecuada (no lineal) que conduciria a considerar los pos-
tulados como propiedades inherentes de las ecuaciones dindmicas modificadas. Afortunadamente,
existe una elecion obvia para la version no lineal, la cual esta bien establecida y se nombra el siste-
ma acoplado de ecuaciones de Maxwell-Schrodinger. Las ecuaciones acopladas se conocen desde
los trabajos de Schrodinger [49] en donde las densidades de carga y de corriente fueron expresadas
en términos de la funcién de onda. Las ecuaciones acopladas constituyen un sistema no lineal para
la funcion de onda del electrén y el campo de Maxwell, aunque la ecuacion de Schrodinger sea
lineal con respecto a la funcion de onda. El acoplamiento es inevitable para la descripcion del es-
pectro del a&tomo ya que las lineas espectrales corresponden a las longitudes de onda de la radiacion
electromagnética del &tomo que es una solucion de las ecuaciones de Maxwell. De esta forma se
puede pensar que las ecuaciones acopladas proporcionan un esquema auténtico dentro del cual la
mecdanica cudntica o al menos algunos de sus aspectos, pueden ser formulados mateméticamen-
te en una manera autoconsistente. Para mas detalles consultar [36] en donde se sugiere tratar los
fendmenos cudnticos bdsicos en base a ecuaciones dindmicas no lineales acopladas. En este tra-
tado se propone, por ejemplo, que las transiciones (0.2) se pueden tratar matematicamente como
asintdticas de las soluciones de las ecuaciones acopladas que describen la dindmica del sistema y
que las funciones limite corresponden a los estados estacionarios |E. ). La posible intepretacion que
se le daria a las asint6ticas de las soluciones seria que el conjunto de estados estacionarios cudnticos

es el atractor global puntual de las ecuaciones dindmicas acopladas [7, 21, 22, 56].

Mencionamos que estas asintoticas corresponden a un sistema acotado, con un potencial con-
finado, como por ejemplo el potencial nuclear de Coulomb. Existen otros tipos de transiciones que

corresponden a sistemas acoplados que son invariantes respecto a las traslaciones espaciales sin
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un potencial externo [36]. Asintoticas mas detalladas podrian incluir también una “onda salien-
te”(o “entrante” ) que representaria una solucion del sistema lineal libre [35]. Esta onda saliente
(o entrante) podria describir la radiacion electromagnética (la “emision”( “absorcion”) de fotones)
como lo explica la fisica cudntica. Notemos que la radiacion de la funcioén de onda es imposible
por la conservacion de la carga eléctrica y la neutralidad del 4tomo. En cierto sentido es natural
pensar que las asintéticas descritas anteriormente sean caracteristicas comunes de una amplia clase
de ecuaciones en derivadas parciales no lineales hamiltonianas, ya que por otro lado las ecuacio-
nes dindmicas de la mecdnica cudntica serian demasiado excepcionales para no corresponder a el

caracter universal de la teoria fisica.

Inspirados por este tipo de situaciones, nosotros establecemos asintdticas para soluciones de
un sistema no lineal acoplado compuesto por una ecuacién de onda con valores en R?, d > 1y la

ecuacion de movimiento de una particula cldsica bajo la influencia de una fuerza conservativa.

Es muy sorprendente el rol tan peculiar de los estados estacionarios en diversos fendmenos
que son descritos por ecuaciones de onda no lineales con estructura hamiltoniana. La permanente
recurrencia de los estados estacionarios sugiere que cada solucion Y(f) de estas ecuaciones tiende

a algin limite estacionario cuando t — +oo:
(0.3) Y(t) — S., cuando ¢ — oo,

Por brevedad nos referiremos a este comportamiento del sistema como estabilizacion. Esto significa
que el conjunto de todos los estados estacionarios S es un atractor puntual de la ecuacién de onda

correspondiente,

(0.4) Y(t) — S, cuando ¢ — =*oo.

Como mencionamos al inicio la fisica cudntica postula las transiciones de tipo (0.3) sobre una
base de evidencias experimentales, pero, nunca se ha probado que estas se siguen a partir de ecua-
ciones dinamicas. Si existiesen tales demostraciones, entonces los estados estacionarios cuanticos
podrian ser definidos intrinsecamente como puntos que pertenecen a el atractor de las ecuacio-
nes dindmicas. El problema principal es que la convergencia (0.3) es aparentemente paraddjica e
inconsistente con el hecho de que las ecuaciones con estructura hamiltoniana son reversibles y con-
servativas. Ademads una convergencia de este tipo es imposible para ecuaciones lineales autébnomas.
Los problemas que conducen a este tipo de comportamientos se conocen desde hace mucho, por
ejemplo, la radiacion amortiguada en electrodindmica clasica [26, pag. 745], las ya mencionadas
transiciones de Bohr, y la dualidad onda-particula en mecanica cuantica, la estabilidad de ondas

de choque en dindmica de gases y liquidos, etc. (véase [29] para mds detalles).
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La topologia mas adecuada en la cual la convergencia (0.3), (0.4) es posible es una topologia
que es inducida por una métrica que estd generada por una familia de semi-normas de energia
local. Por ejemplo, debido a la conservacion de la energia, la convergencia (0.3) es imposible en la
métrica energética definida por la norma de energia global. Esta topologia es aparentemente la mds

apropiada para describir la atraccion a un atractor en el caso de ecuaciones hamiltonianas.

La meta principal de esta tesis es estudiar las asintdticas para tiempos grandes de todas las so-
luciones de energia finita de un sistema, con estructura hamiltoniana, conformado por una ecuacion
de onda y un oscilador no lineal, los cuales se encuentran acoplados en el origen del sistema de re-
ferencia. Tal sistema suele nombrarse como sistema de Lamb. Consideraremos ecuaciones de onda

no lineales 1-dimensionales con valores vectoriales con estructura hamiltoniana de la forma
(0.5) i(x,t) =u"(x,t) + f(x,u(x,1)), xeR\{0}, teR,

en donde, el término no lineal se escribe como f(x,u) = d(x)F(u); es decir, dicha no linealidad
esta concentrada en un solo punto (x = 0) de una cuerda de longitud infinita. Luego en este punto
precisamente colocamos una particula cuya masa m es cero, en el Capitulo 1 definiremos de manera

precisa estas ideas.

A groso modo uno de los resultados principales de esta tesis fue construir una asintética para
tiempos grandes y la cual la satisfacen todas las soluciones u(x, t) del sistema de Lamb con energia
finita. Es decir, cuando ¢+ — +oco cada solucion decae a una suma de tres componentes: un estado
estacionario, una onda libre *‘ saliente’’(o “‘entrante’’), la cual es una solucién de la ecuacion de
onda libre y un resto pequefio que tiende a cero con respecto a la norma energética global (véase
Teorema 4.4 Capitulo 4).

Las ondas libres (“salientes” o ‘“entrantes”) corresponden a estados asintéticos de dispersion
los cuales se expresan en términos de los datos iniciales y una solucion de una ecuacion diferencial
ordinaria no lineal. A continuacién definimos los operadores de onda y obtenemos condiciones ne-
cesarias para la existencia de los estados asintéticos (véase Lema 4.15 Capitulo 4). Estos resultados
estan presentados en [43]. Esto significa que no solamente probamos estabilizacion para el siste-
ma de Lamb con masa cero, sino que encontramos el cardcter de la convergencia (0.3) para dicho

sistema (véase Teorema 4.6 Capitulo 4).

La organizacion de la tesis es la siguiente. En el Capitulo 1 establecemos matematicamente el
sistema acoplado que se estudiard en esta tesis, definimos el problema de Cauchy e introducimos el
espacio de fases respectivo para estudiar el sistema dindmico correspondiente y se demuestra que
este sistema acoplado tiene estructura hamiltoniana, es decir, que existe un funcional hamiltoniano
que satisface, formalmente, las ecuaciones de Hamilton. El Capitulo 2 se refiere a la Descompo-

sicion de D’ Alembert en la clase de distribuciones vectoriales 9’ (Q, R%), para ello introducimos
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una serie de definiciones hechos y resultados necesarios para la construccion. En el Capitulo 3 se
establece y se demuestra la existencia de la dindmica para el sistema acoplado estudiado en esta
tesis (véase Teorema 3.1). El Capitulo 4 se refiere a los resultados principales de la investigacién y
finalmente en el Capitulo 5 se recopilan las conclusiones de la misma. Se han incluido una serie de

Apéndices necesarios para la exposicion de la investigacion.



CAP{TULO 1

Planteamiento y formulacion del problema

En muchas ecuaciones en derivadas parciales lineales y no lineales es muy util observar la
dindmica en términos de sus componentes considerandolas como particulas. La descomposicion
de este tipo de ecuaciones nos permite obtener una descripcién equivalente en términos de dos
subsistemas: el primero es de dimension finita y es responsable del comportamiento, como particula
(o estado ligado) de una parte de la solucion; el segundo es de dimension infinita y dispersivo. Los
términos de acoplamiento son los responsables de como la dindmica de la solucién, vista como
particula influye en el campo (o medio) y como el campo de ondas dispersivo influye en la dindmica

de la solucidn, vista como particula (véase [S0] para detalles mas precisos).

En este capitulo definiremos de manera precisa lo que matematicamente representa el sistema
de Lamb que estudiaremos en esta tesis. Es un sistema hamiltoniano y representa el ejemplo no
trivial mds simple de un sistema no lineal conservativo y reversible con respecto al tiempo. Dicho
modelo permite analizar varias cuestiones; fue el primer modelo fisico, introducido por H. Lamb
(1900), que describe la radiacion amortiguada (fendmeno que proviene de la electrodinamica clasi-
ca). En el sistema de Lamb un oscilador estd acoplado a una cuerda de longitud semi-infinita y
se usa para describe oscilaciones (vibraciones) de un nucleo en un medio extendido. El oscilador
transfiere energia a la cuerda generando ondas que se propagan a lo largo de esta. EI modelo de
Lamb representa también un ejemplo de un sistema en el que existen transiciones entre sus estados

estacionarios [31].

El sistema de Lamb considerado en esta investigacion estd compuesto por el acoplamiento (en
el origen del sistema de referencia) de una ecuacién de onda 1-dimencional con valores en R,
d > 1y la ecuacion de movimiento de una particula de masa m = 0 sujeta a una fuerza no lineal
que proviene de una funcién potencial. Tal sistema es formalmente equivalente a una ecuacién de
onda no lineal con término no lineal, de la forma 6(x)F () el cual se concentra en el punto x = 0

(véase Apéndice A para su demostracion).

Introduciremos el espacio de fases del problema de Cauchy que define el sistema de Lamb y

probaremos que es un sistema hamiltoniano.
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1. Elsistema de Lamb: una cuerda acoplada a un oscilador no lineal

En la presente seccion definiremos de manera precisa un sistema de ecuaciones que describe la
interaccion de una cuerda infinta y un oscilador no lineal.

Consideremos el sistema acoplado

i(x,r) = u”(x,1), xR\ {0},
(1.1) 0 = FOy@)+u O+ 1)—u'(0-,1); |[teR.
y@® = u,1),

en donde, it = %, u = % y asi sucesivamente para las derivadas de orden 2. Las soluciones u(x, t)

toman valores en RY con d > 1. Fisicamente (si d = 1) el sistema (1.1) describe pequefias oscila-
ciones transversales de una cuerda de longitud infinita que se encuentra estirada paralelamente al
eje R,; una particula de masa m = 0 es atada a la cuerda en el punto x = 0; la fuerza externa F(y)

es un campo vectorial no lineal, perpendicular a R, que acttia sobre la particula (véase Figura 1).

v

Ficura 1. Cuerda infinita acoplada a un oscilador.

Observacion 1.1. La segunda ecuacién exhibe que la derivada de la soluciéon del problema
(1.1) en los puntos (0, 7), en general, es discontinua (si F'(y) # 0) (vedse Fig. 1.1). Esto significa, en
particular, que si u(x,0) € C*(R;RY) y F(u(0, 1)) # 0, entonces la segunda ecuacién no se cumple
en el punto ¢ = 0. Por lo tanto, no debemos entender esta ecuacion en el sentido “puntual”. En la
seccion 2.2 del Capitulo 3 precisaremos el sentido de la segunda ecuacion de (1.1).
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Si la fuerza externa es lineal: F(y) = —w?y, w > 0, H. Lamb [39], considerando una cuerda
semi-infinita fue el primero en demostrar que el sistema (1.1) tiene una sola solucién estacionaria
de energia finita, u(x,7) = s(x) = 0. El sistema de Lamb con una fuerza F(y) no lineal y la masa
del oscilador m > 0 fue considerado por J. Keller y L. Bonilla [27] (1986), en donde se analizaron
interrogantes sobre la irreversibilidad y no-recurrencia de sistemas de este tipo. A.l. Komech [31]
(1995) fue el primero en demostrar la existencia de un atractor global para el sistema de Lamb
para m > 0 con datos iniciales con soporte compacto. En [34] se presentan generalizaciones de los
articulos [30, 31].

En la presente tesis realizamos lo mismo pero para el caso m = 0 y datos iniciales arbitrarios,
ademads precisamos el cardcter de la convergencia a el atractor global, es decir, describimos el
comportamiento asintético de las soluciones de energia finita u(x, t) del sistema (1.1) cuando ¢ —

+o00. La convergencia se cumple con respecto a la norma energética global.

Cabe mencionar algunos trabajos relacionados con este topico de investigacion para sistemas
tipo Lamb. Los métodos y resultados de [31, 34] se aplicaron y extendieron para tratar el problema
del andlisis de estabilidad e inestabilidad en algunos sistemas lineales tipo Lamb [3]. El articulo
[41] usa la teoria espectral de operadores y de dispersion de Lax-Phillips en modelos lineales de

tipo Lamb y establece la existencia de una dindmica para cierta clase de sistemas no lineales.

En [32] se estudia un sistema de ecuaciones del tipo (1.1) que modela el caso de una cuerda
infinita acoplada a un nimero finito N de osciladores no lineales los cuales afectan a N particulas
de masas m; = 0,i = 1,--- , N atadas a la cuerda y se demuestra la existencia de un atractor global

dnicamente.

Observacion 1.2. 1. El sistema (1.1) es formalmente equivalente a una ecuacién de onda no
lineal con valores en R?, d > Icuyo término no lineal, concentrado en el punto x = 0, tiene la forma
o(x)F(u), a saber:

(1.2) i(x, 1) = u”(x, 1) + 5(X)F(u(x, 1), (x,1) R

Es importante hacer notar que tal equivalencia es s6lo formal, en el Apéndice A se explica y se
demuestra que de hecho se tiene tal equivalencia para el caso cuando u(x,t) es suficientemente

regular.

2. El sistema (1.1) es reversible formalmente, es decir, no cambia su forma después de hacer el
cambio de variable t — —t. En efecto, consideremos u;(x, ) := u(x, —t). Obviamente aa—;ul(x, 1 =
& & & . .,
sau(x, =1y szu1(x, 1) = Zsu(x, —1). Entonces, la primera ecuacion para u; en (1.1) se cumple
formalmente. Ademas | (0+,1) = ' (0+, —1) y u|(0—, 1) = u'(0—, —1). Ya que y(¢) = u(0, 1), entonces
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y(—=t) = u(0, 1) = u;(0, 7). De esta forma por la segunda ecuacion de (1.1)

F(u1(0,1)) + uj(0+,1)

Esto significa que también la segunda ecuacion para u; en (1.1) se cumple formalmente. Note-

mos que todavia no precisamos el sentido de esta ecuacion. Entonces el sistema de Lamb (1.1) es

reversible.

-t

t

F(y(=1)) + u'(0+, =1) — ' (0—, —1)
FO() +u'(0+,0) —u'(0-,0) =0

Caracter conservativo de la fuerza no lineal

A continuacién describiremos las suposiciones que el oscilador o fuerza externa F(u) : RY —
R¢ asumird en esta investigacién. Denotaremos por V(u) = — f F(u)dy a la energia potencial del

campo vectorial externo. Supongamos que el campo de fuerza no lineal proviene de una funcion

potencial real V : R? —» R, V € C%:

Flu)=-V'(u)

Viu)

z /

1 N

Ficura 2. Ejemplo de una fuerza externa

(1.3)
(1.4)

Fu) € C'(R:RY), Fu) =-VV(u), ueR,

V(u) —— +oo.

|u| >0

La condicién (1.4) implica que existe una constante V, € R de tal manera que

(1.5)

V(u) >V,

Y ueRY.
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En la Fig.2 mostramos un ejemplo para la fuerza externa F con energia potencial V en el caso
d=1:
1
Fu)=u-u, V()= 4—1(142 -1, ueR.

2. El problema de Cauchy

Consideremos el sistema (1.1) junto con las condiciones iniciales

2.1) ulmo = up(x),  illimg = Vo().
Definimos
Y(0) = (u(x, 1), v(x, 1)),
(2.2) Yo = (1o(x), vo()).
VI (®) = (v(x,0),u” (x,1) + 60 F (u(x, 1))).
Entonces, el problema de Cauchy (1.1), (2.1) como un sistema dindmico se escribe como
(2.3) Y(1) = V(Y(1)), t€R, Y(0)=7Y,

en donde, Yy := (u, vo). En efecto, el sistema acoplado (1.2) (el cual es formalmente equivalente

a (1.1)) puede escribirse como el sistema de ecuaciones
u(x, 1) = v(x, 1),

(2.4)
v(x,t) = u"(x, 1) + O(x)F(u(x, t)).

3. Espacio de fases y estructura hamiltoniana del sistema de Lamb

En esta seccion vamos a introducir el espacio de fases & de los estados con energia finita para
el sistema (1.1). Denotaremos por || - || y || - ||z la norma en los espacios de Hilbert L>(R,R%) y

L*(Ig; RY), respectivamente, en donde I := (—R,R) C R, generados por los productos escalares:
d

( f(x),g(x))Lz(R;Rd) = f f(x) - g(x)dx, en donde, a - b := Y a;b;, para a,b € RY. Similarmente se
R

i=1
define (f(x), 8(X)) o ey Y lal := (Jai +---+aj, a € R4,
Definicion 1.3 (Los espacios de fases &y E).

1. El simbolo & denotar a el espacio de Hilbert de las parejas (u(x), v(x)) € C(R,RY) & L*(R,R%)
con u'(x) € L*(R,R%) y la norma de energia global

(3.1) G, Vlle == Nle’l] + [u(O)] + [IvIl.
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2. El simbolo &y denotard a el espacio lineal & dotado con la topologia inducida por la métrica

generada por la familia de seminormas de energia local
(3.2) I V)l = 11l + [u(O) + |IVllz, R > 0.

& . , .
3.Y, 5 Ysi y sélo si ||Y, = Y|lg, — O, para todo R > 0.

Notemos que la derivada «’ en la definicién anterior se entiende en el sentido generalizado
D' (R, R?) (véase las primeras secciones del Capitulo 2, Definicién 2.18). Ya que u’(x) € L*(R, RY),
entonces u’(x) existe, salvo un conjunto de medida cero, y como distribucion coincide con la deri-

vada generalizada, véase Teorema 2.11 en su versién R?-dimensional, Observacién 2.19.

Observacion 1.4. El espacio Ef es un espacio metrizable, ya que la topologia en &y se deter-
mina por la familia numerable de seminormas || - ||g,, n € N, pero no completo (véase Apéndice D,

Proposicién D.1) y por lo tanto no es un espacio de Fréchet.

Notemos que u”(x, t) en (2.4) tiene sentido como la derivada en el sentido de Sobolev [12]. En
efecto, podemos definir para u; € & := C(R;RY) N {u; | u;, € L?}

<I/£N(X, ')a I/tl(X)> = —(u'(x, .)7 ull(x)> = - fu,(xv )ull(x) dx

R

y lo dltimo tiene sentido ya que «’ y u/ pertenecen a L. Si convenimos en tratar a la segunda deriva-

da en este sentido entonces podemos demostrar que el sistema (2.4) es formalmente hamiltoniano.

Proposicion 1.5. Bajo las suposiciones (1.3), (1.4), el sistema (1.2) es formalmente un sistema

Hamiltoniano en el espacio de fases & con funcional Hamiltoniano (energia total)

1
(3.3) Huw.v) = 3 f [IVGOP + I/ (o) |dx + V(u(0)),

R

para (u,v) € &E.

La idea para mostrar la proposicién anterior es verificar que H satisface las ecuaciones de

Hamilton para las funciones (los campos) u(x) y v(x).

Demostracion de Proposicion 1.5. Mostremos que H : & — R es Gateaux diferenciable en
Y(x) := (u(x),v(x)) en la direccién ¥, = (u;,0) con u; € & = CR,RY) N {u; | u) € L*} (No-
temos que u también pertenece a &; en virtud de la Definicion 1.3). La definicién de derivada de

Gateaux (en términos de la primera variacion véase Apéndice B), la Regla de Leibniz para derivar
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integrales con respecto a un parametro y la condicion (1.3) implican

OH(Y)
ou

d d
(1(0,0) = T HE +5Y)| | = T H((wx, v(0) + sl (). 0)])|

s=0

= %ﬂ(u(x) + sup(x), V(X))‘

s=0

_ %[% f (WP + [ (0) + sy (O )x + V(u + S”‘)(O))]

R s=0
l ﬁ 2 ’ ’ 2‘ d év 0 ‘
5 f o< (P + 10 () + s, (OF )| v+ V(@ + su)(O)]
R

(I () + s (201 - (x))'szodx + VV(u(0)) - 1, (0)

(1 C0) - 1)) dx = F(u(0)) - 1, (0)

%% %%

—u”(x) = F(u(x))o(x), l/ll(x)>,

Il
—

en donde, en la dltima igualdad usamos que la segunda derivada u”’(x) se entiende en el sentido

generalizado de Sobolev como funcional sobre &;: (—u”(x),u;(x)) = U'(x),uj(x)) = f u'(x) -
R

u;(x)dx. Tal identidad tiene sentido dado que u, u; € &;. De esta forma obtenemos

(3.4) ﬁ = —u" - 5(x)F(u(x)),
ou

para u(x) € &,;. Claro que este funcional es lineal y acotado en la topologia de & por (1.3). Por lo

tanto, H(u, v) es Gateaux diferenciable en u.
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En forma similar, mostremos que H es Gateaux diferenciable en Y(x) en la direccién Y| =
(0,v,) con v, € L.

OH (Y)

d d
0.v1(x) = —HY + sYl)L:O = %W((”(x)’ v(x)) + s[(0, vl(x))])'szo

_ %W(”(x), v(x) + SVI(X))‘FO

= %[% f([V(x) + sy (0] + [u’(x)]z)dx + V((u)(O))]
R

-2 f %([V(X) + svi (0] + [u’(X)]z)L:de + (%V((”)(O))'s:o

s=0

() + svi ()] - Vl(x)L: O)dx

(V) - vi(0))dx = (), v (x)

%g}%%%l\) —_

Por lo tanto

(3.5) ﬂ-{ = v(x).
ov

Obviamente este funcional es lineal y acotado para v € L?. Luego H es Gateaux diferenciable con

respecto a u y v. De esta forma las relaciones (2.4) y las ecuaciones (3.5), (3.4) implican
5?{
u(x, 1) = = v(x),

5?{
S ou(x)
09 H 6‘H

en donde, ahora %~ y 5 se entienden en el sentido de derivada de Gateaux.

(3.6)

v(x, t) = = —u"(x,t) — 6(x)F(u(x, 1)),

Finalmente, el Teorema B.9 (véase Apéndice B), el cual expresa la relacion entre diferenciabi-
lidad de Gateaux y Fréchet, implica que el funcional Hamiltoniano H es Fréchet diferenciable en
(u,v) € &y las derivadas parciales de Gateaux y Fréchet coinciden. Por lo tanto el sistema (1.2) tie-
ne estructura hamiltoniana en el sentido de Fréchet con funcional hamiltoniano dado por la energia

total H. La Proposicion 1.5 esta probada. [



CAP{TULO 2

La descomposicion de D’ Alembert en la clase de distribuciones ’(Q)

Con el objeto de demostrar la existencia y unicidad de soluciones para el sistema acoplado
(1.1), desarrollaremos la descomposicion de D” Alembert para la ecuacion de onda Ou(x, ) = 0 en
la clase de distribuciones D' (IL.;R9), en donde I, son los semiplanos derecho e izquierdo en el
plano (x,y). Esta es la meta principal de este capitulo. Mencionamos que dicha descomposicion es
analoga a la bien conocida descomposicién de D’ Alembert en C*(R?;R) (véase [58, pag. 201]).
Vamos a usar las mismas ideas para obtener en principio la descomposiciéon de D’ Alembert en
C?(I1:,RY) y luego expondremos detalladamente la misma descomposicién en D' (I1,; R9). A pesar
de que en [23, pag. 139, Teorema 5.6.3] se escribe un resultado muy elegante y del cual podriamos
hacer solo referencia nosotros realizamos todos los detalles y damos las demostraciones completas,
lo cual es tnico en su clase. En [59] se estable la existencia y unicidad del problema de Cauchy
para la ecuacién de onda 3-dimensional con datos que son distribuciones, usando la férmula de

Poisson-Parseval.

1. Teoria de distribuciones

La teoria de distribuciones fue creada por S. L. Sobolev y Laurent Schwartz a mediados del
siglo XX. La finalidad es generalizar el concepto clasico de funcidn; tal generalizacion ha sido
necesaria en muchas dareas de las matematicas desde el siglo XIX. La funcién de Heaviside 6 y
la funcion delta de Dirac ¢ son los ejemplos mas conocidos de tales funciones generalizadas o
distribuciones. En esta seccion escribiremos algunas formulas, definiciones y hechos bésicos de la
teoria de distribuciones, los cuales seran utilizados a lo largo de la presente tesis. Una exposicion
detallada se puede encontrar, por ejemplo, en los libros [18], [44] y [58].

1.1. Denotaciones, definiciones y hechos. Primeramente describiremos el espacio de fun-
ciones de prueba D(Q) = C(Q) y su dual (topoldgico), el espacio de distribuciones 9'(Q). Tam-
bién definiremos los espacios D(Q; RY) y D' (Q; R?), parad € Ny Q c R".
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Notaciones
Un multi-indice @ € N" se puede escribir como « = (aj, . .., a,), con a; € NU{0}. Denotaremos
a
n
la| = Zozj; al=a!,...,a,!.
Jj=0
Si a y 8 son multi-indices en N” escribimos @ < Ssia; < B, parai=1,...,n.SixeR"ya e N"
definimos x* = x{',--- , x;". Ademds escribiremos
a (03] Q, a
0" =0)"---0y, endonde, 0;=_—.
T Ox;
J

Los espacios C*(Q)

Sea Q C R" un conjunto abierto y k € N (0 k = 00). Supongamos que f : Q — R es una funcién
definida sobre Q con valores en R. Denotaremos por CX(Q) = C*(Q;R) a el espacio de funciones
definidas en Q con valores en R que tienen derivadas hasta orden k y por C*(Q) = (e CH(Q)
a el conjunto de funciones de 2 en R que son infinitamente diferenciables. Estos espacios estan

equipados con las seminormas

pe(f) = ) supld"f()l, KcQ si ke N
lal<k xekK
pri(f) = Zsupla"f(x)l, KcQ, yjeN, sik=+oo,

lal<k xekK

en donde, K es un subconjunto compacto de Q. Estas familias de seminormas proporcionan la
topologia de convergencia uniforme de las derivadas de orden k (si k € N) y de todas la derivadas
(si k = +00) sobre cada compacto de Q. Estas topologias son metrizables por lo tanto, los espacios
C*(Q) son completos para 0 < k < +oo.

Definicion 2.1. Sea f € C(Q) (= C°)), entonces el soporte de f, denotado por supp f es la
cerradura en Q del conjunto {x € Q| f(x) # 0}.

En seguida escribiremos la clase de funciones que usaremos para trabajar.

El espacio D(Q2) o C7(Q)

Definicién 2.2. Denotaremos con Ci(Q) = Ci(;R), k = 0,1,...,c0 a el espacio de todas las
funciones f € C*(Q) con valores en R con soporte compacto. Los elementos de Cy (Q) se conocen

como funciones de prueba.
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Si el dominio de una funcion f € C7(Q) se extiende a R" definiendo f = 0 en R"\Q obtenemos

por supuesto una funcién en C;’(R"; R). Por consiguiente se puede considerar a C;’(; R) como un
subespacio de C5°(R"; R).

A continuacion definiremos la nocién de convergencia en C;'(Q2), es decir, lo dotaremos de una
topologia.
Definicién 2.3. Sea Q € R”. Decimos que una sucesién de funciones {¢,,},,; € Cg’(€2) conver-
o Co©@ )
ge a0en C7(Q2) cuando m — oo y escribimos ¢, —~ 5 0si

nm—00

1) existe un conjunto compacto K C € independiente de m tal que supp ¢, € KV m € N;

2) para cada @ € N" ]a sucesion de derivadas parciales {3¢,,(x)},,,; converge uniformemente a
cero en K, es decir,
sup 0% (X)) —— 0.
xeQ m—oo
El conjunto C(€2) adquiere de forma natural una estructura de espacio vectorial. Ademas existe
una topologia en C;’(Q) que es compatible con la estructura lineal y tal que la convergencia de las
seminormas definidas en la Definicién 2.3 es la convergencia de las sucesiones en dicha topologia,
esto convierte a C’(Q) en un espacio vectorial topoldgico (véase [16, pag. 338]).

. . _ G . .
Diremos que ¢,, — ¢ si (¢ — ¢,,) — 0y escribiremos ¢,, —— ¢. El espacio vectorial
m-—00 m—-0oo m—0oo

Cy (Q) equipado con esta topologia de convergencia se denomina el espacio de funciones de prueba
y es denotado tradicionalmente por D(Q).

Observacion 2.4. En la definicién de convergencia en D() la sucesién {0“¢,,(x)},,,; nO con-
verge uniformemente con respecto a @ sino con respecto a x = (xy, -+ , Xx,,), para cada muti-indice
a e N

Distribuciones sobre un conjunto abierto en R”

Definicion 2.5. Una forma lineal u sobre C;’(€2) es una distribucion

si (u, ) — 0 para cada sucesion {@,}nen € C;(£2) que converge a 0 en el sentido de la

Definicién 2.3 o

si para cada conjunto compacto K C € existen constantes C y k € N tal que

(1.1) (@)l = Ku, )| < Z sup [0°p(x)], ¢ € Cy' (D).

lal<k X€K

(véase [60, pag. 33] para la pueba de la equivalencia anterior). El conjunto de todas las distribucio-

nes sobre D(Q) serd denotado por D’(L2). Si para cada conjunto K se usa el mismo entero k en (1.1)
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diremos que u es de orden < k. Denotaremos a el conjunto de todas las distribuciones de orden < k
por D*(Q). La unién Z)'F(Q) = UD Q) constituye el espacio de distribuciones de orden finito. Se
puede demostrar (véase [4, pag. 129]) que

(1.2) D'(Q) = (D),
en donde, (D(Q))’ es el dual topoldgico de D(Q).

Observacién 2.6. Las desigualdades del tipo (1.1) se conocen como estimaciones por semi-

normas.

Ahora definiremos la convergencia en 9’(€2) como la convergencia débil de una sucesién de

funcionales:

Definicion 2.7. Sea Q c R”". La sucesion {u,,(x)} ey € D'(Q) converge a u(x) € 9'(Q) cuando

m — oo si

(13) s @) — (,0), V¢ € D(Q).
D(Q

Y escribimos u,, L u.

Definicion 2.8. Para cualquier f € 9'(Q) y cualquier multi-indice @ € N” la derivada de orden
a de f es la distribucion 9 f (en el sentido de L. Schwartz) definida por la identidad

(1.4) (0 f, ) := (=D, 0%y, ¥ ¢ € D).

La raz6n de la notacion tradicional 2 (€2) es por el hecho que L. Schwartz usé la notacién D(Q)
en lugar de C7(Q2).

Es conocido (véase [44, pag. 75]) que 0°f € D'(Q) para todo f € D'(Q) y @ € N, y que el
operador 0” : u +— 0°f es continuo por sucesiones en 2 (£2) con respecto a la convergencia débil
(1.3).

Algunos ejemplos y resultados bdsicos se pueden consultar en el Apéndice C.

La formula de Newton-Leibniz generalizada

Sea I = (a, b) un intervalo acotado o no. La nocion de derivada débil fue introducida por S.L.
Sobolev en 1936 y estd basada en la férmula general de integracién por partes. Sea f € L| (L),

Q c R". Supongamos que no existe informacion acerca de la existencia de las derivadas de f

y supongamos que para algin multi-indice @ existe una funcién g € Llloc(Q) tal que la siguiente
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igualdad se cumple:

f g(0)p(x) dx = (=1)" f f(0)dp(x)dx Y ¢ e Cy(D).
Q Q

En este caso se dice que g es la derivada débil de orden || de f en Q y es denotada por d f, es decir,
g(x) :=0“f, x € Q. En otras palabras, g es la derivada débil de f de orden || si la distribucién 9 f

es regular (i.e., pertenece a Llloc(Q)).

Definimos a continuacién un subespacio vectorial de L*(I):

(1.5) HY(I) = {f e LX) ' dg e L*(I) tal que ff(p’ = — fggo Ve 1)(1)},

1 1
es decir, H'! es el espacio vectorial de todas las distribuciones regulares f € D’(I) cuya derivada
distribucional f” coincide con g € L*(I) en D'(I). Ademds, g es unica (véase [12, pie de pag. 120]).

Las funciones de H' son “a groso modo” primitivas de funciones de L?. M4s concretamente

Teorema 2.9 (férmula de Newton-Leibniz generalizada). [12, pdg. 122-123] Sea u € H'(I),

en donde I es un intervalo (acotado) en R. Entonces existe una funcion it € C (I) tal que

(1.6) u = i ctp.enl

x
(1.7) y i(x) —i(y) = f W (tydr, YV x,yel.
y

Observacion 2.10. 1. Notemos primero que si una funcién u pertenece a H', entonces toda
funcién v tal que u = v c.t.p. en I también pertenece a H'. El Teorema 2.9 afirma que toda funcién
u de H' admite un representante continuo (y solo uno), es decir, existe una funcién continua que
pertenece a la clase de equivalencia de u para la relacion u ~ v si u = v c.t.p. Cuando sea el caso, se
sustituird sistemdticamente u por su representante continuo; y con el fin de no recargar la notacioén

se designard también por u a dicho representante.

La existencia de derivadas débiles esta relacionada con la propiedad de continuidad absoluta.
Recordemos que una funcién u : [a,b] — R es absolutamente continua en [a, b] si y solo si existe
una funcién v € L!(a, b) tal que
fV(f) dé+u(a), VY xE€la,b],

a

(1.8) u(x)

(1.9) —u(x)

v(x), para casitodo x € [a, b].
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Teorema 2.11. [55] Una funcion medible u(x) es absolutamente continua en I si y solo si la
derivada ' € L'(a, b).

En este caso existe la derivada clasica de u casi en todas partes en (a, b) la cual coincide con v’
casi en todas partes.
Generalizacién a R?

A continuacién generalizaremos los conceptos de funciones de prueba y de distribuciones a R?,

d>1.

Definicion 2.12. Sea Q c R” un conjunto abierto y f := (fi,..., f1) : Q — R una funcién.
Diremos que f € CK(Q;R?) siy solo si f; € CX(Q), para j = 1,...,d.

De esta manera podemos escribir CX(Q; RY) := CK(Q) x - - - x CK(Q).

d—veces

Definicion 2.13. Para f € CK(Q;R?) y cualquier multi-indice & = («, ..., @,) € N" se define
el operador 8¢ : CK(Q; RY) — C*=2(Q; R?) por

8C¥f = (0df1, e aafd)’ |a/| < k’

el cual es continuo con respecto a la topologia de convergencia uniforme sobre subconjuntos com-
pactos de Q. Similarmente se define cualquier operador diferencial de orden |a| < k. En particular,

el operador de D’ Alembert O se define a través de la siguiente identidad

Df(X) = (Dfla' .- 7|:|fd)’

en donde, Of; = 8, fi(x, 1) — 02 _fi(x, 1), f € C*(;RY).

Ahora vamos a generalizar la definicion de 9'(Q) a distribuciones con valores vectoriales.
Definicién 2.14. Sea Q c R". Definimos
(1.10) D'(Q;RY) := L(DQ); RY).

(Recordemos , £(X; Y) es el espacio de transformaciones lineales continuas y la topologia de D(Q)
es la dada por la Definicién 2.3).

Observacion 2.15. Notemos que (1.10) generaliza a (1.2) parad > 1.

El siguiente lema nos da una representacion del espacio D’ (€2; RY).
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Lema 2.16. El espacio de distribuciones con valores vectoriales se representa como 9 (Q; R?) =

D'(Q) X --- X D'(Q). El isomorfismo entre estos dos espacios estd dado de la siguiente manera:

d—veces

feDQRY) siysélosiexiste f = (fi,..., fa)con fi € D'(Q);l=1,...,d, tal que para p € D(Q),
(1.11) foo:=((fioh.... fa 0)).

Demostracion (=) Sea f € D/'(Q;R?), entonces f; € D'(Q), endonde f; =m0 f,conn; : R - R
la funcién proyeccién natural, parai = 1,...,d. Por lo tanto, a cada f € 9'(Q, RY) le corresponde
un vector (fi..... f)) € D) X - X D'y f o ¢ = ((fi.¢).....(fa. ) € R, con g € D).

d—veces
(&) Sea (fi,...,f1) € D'(Q)x---xD'(Q). Entonces, definiendo f e ¢ por la férmula (1.11)
d—veces
obtenemos f € O (Q; RY). [

La topologia en D'(Q;R?) es la generalizacién de la topologia de 9 (Q) (ver Definicién 2.7).

Definicion 2.17. Decimos que una sucesion de funcionales, {f"(x)}nen C 2 (Q;RY) con va-
. . D'(QRY)
lores vectoriales, converge a f(x) € 9'(Q;R%), cuando m — oo y escribimos f" ——— f =

(fi, ..., fa) si cada componente f" de f™ = (f]",..., f]') converge a f; en D' (Q). o

Definicion 2.18. Para f € O'(Q;RY) y cualquier multi-indice @ = (ay,...,a,) € N" se define
el operador 6% : D'(Q;R?Y) — D/(Q; RY) por

f=0"f,...0%0), lal <k,

en donde, 0“ f; se define como en (1.4). Andlogamente se define cualquier operador diferencial con
coeficientes constantes de orden |a| < k. En particular, el operador de D’ Alembert O se define a
través de la identidad

Df(X) = (Dfl’ LR Dfd)a
en donde, {Ofi(x, 1), (x,1)) := {fi(x,1),00(x,1)), Y @(x,1) € DQ),i=1,...,d.

Observacién 2.19. La definicion del espacio dado por (1.5), el Teorema 2.9 y Teorema 2.11

admiten generalizaciones triviales a las funciones con valores en RY, d>2.

2. La descomposicion de D Alembert en C*(R?; R?)

A continuacién estableceremos la descomposicién de D’ Alembert para funciones C? definidas
en R? con valores vectoriales. Antes de enunciar el resultado principal de esta seccién, Proposicién

2.22, necesitaremos un par de definiciones.
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Definicion 2.20. Sea ¢ : R> — R?, una transformacién lineal definida por
(2.1) Yx,t)=(x—t,x+1);

con funcién inversa ¢! : R? — R2,

1
(2.2) vl Em) = 5(5 +1,=E+1).

Claramente tenemos

1
(2.3) Iyl =2y [yl = 3
en donde |J| denota el jacobiano de una transformacion lineal.

Los simbolos IT, y I1_ denotardn a los semiplanos derecho e izquierdo respectivamente. Es
decir,

(2.4) I, := {(x, HeRY| +x> 0}.

Definicién 2.21. Usaremos la siguiente notacion:

1. La imagen de I1, bajo ¢ serda denotada por X,

o=yl ] ={En) eR? iy > =&}

2. m;[Q] denotar la proyeccién de Q C R? sobre la coordenada i coni = 1,2,

Proposicion 2.22. Para u € C*(IL,;R?) las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. Ou(x,t) =0, (x,1) €ll,.
2. Existen funciones f.,g. € C*(R;RY) tales que

ulx,t) = filx—0+g.(x+1), (x0ell,.

Demostracion (1 = 2) Seay la transformacion definida por la ecuacién (2.1). Laregla de la cadena

para funciones en R? implica

(2.5) —40 (o )& m) = ou(y €M), (€ m) X,

Luego por la hipétesis 1 y la ecuacion (2.5) tenemos

(2.6) 0:0,(uoy )&M) =0, (€)X,
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en donde, u o y~! € C*(Z,;R?). Para todo 1, € R fijo, la ecuacién (2.6) implica

2.7) 8, (uo ™ )E mo) = h(no), € > —no,

en donde, h(1y) es una constante que depende de 1779. Ahora, demostraremos que h(;7) € C'(R;RY).
En efecto, la definicion de X, implica que, paran, € R fijo, existe & € R tal que K, C X,, en donde,

Ko={EmeR =&l <1, In—nol < 1}.
Entonces la ecuacion (2.7) implica que
h(n) € C'(m[KoliRY) = C'((0 = 1,10 + 1): RY)
yaque u o' € C*(Ky;RY). Como 7, € R fue arbitrario, entonces h(n) € C'(R; R?). Asi
(2.8) Oy(u oy )& m) = h(m), (& m) € Xy,

en donde (1) € C'(R;R?). Sea g, (1) una primitiva de h(1), n € R. Entonces, g.(17) € C*(R;RY) ya
que h(n) € C'(R;R?). Ahora, fijamos &, € R. Entonces la ecuacién (2.8) implica que

uo g (&, n) = g.(m) + fi(&0)s 1> —&,

en donde, f.(&)) es una constante que depende de &,. Demostraremos que f,(£) € C*(R;R%). En
efecto, para &, € R fijo existe 1y € R tal que K, C X,, entonces

fi(&) € C*(melKol; RY) = C*((& — 1, & + 1);RY),

ya que u o ' € C*(R;RY). Nuevamente, como &, € R fue arbitrario, entonces f.(¢) € C*(R;RY).
Por lo tanto,

(2.9) woy™ (€ m) = fi(&) + &), (€, € X,

en donde, f,,g, € C*(R;R%). Finalmente, transformando las coordenadas en la ecuacién (2.9) y
utilizando ¥, obtenemos

(2.10) ulx,t) = filx—0+g.(x+1, (x1ell,,

en donde, f,,g. € C*(R;RY).
(2 = 1). Esta implicacién se sigue directamente de la aplicacion de la regla de la cadena para

funciones en R. [
Analogamente, es posible demostrar la siguiente proposicion:
Proposicion 2.23. Para u € C*(I1_;R?) las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. ou(x,t) =0, (x,1) ell.
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2. Existen funciones f.,g_ € C*(R;R?) tales que

(2.11) ux,)=f(x-0+g-(x+1, (x,0ell.

3. La descomposicion de D Alembert en 9 (R?; R¢)

Ahora, nuestro objetivo en esta seccidn es obtener la descomposiciéon de D’ Alembert en el
espacio de distribuciones D'(I1,; RY), definidas sobre los semiplanos I1. con valores vectoriales.
Es decir, se encontrardan férmulas del tipo (2.10) y (2.11), pero en este caso f.(x — 1), g+(x +
1 € D'R;RY (véase Teorema 2.47) . Para tal fin extenderemos el cambio de variables (2.2) a
distribuciones y describiremos una serie de resultados necesarios para lograr el objetivo del presente

capitulo.

3.1. Cambio de coordenadas en 9'. El siguiente teorema sobre el cambio de variables, el
cual constituye una herramienta fundamental en la teoria de distribuciones, es la generalizacion
sencilla del resultado de [18, p4dg. 81-82].

Teorema 2.24 (Cambio de Coordenadas). Sean Q;,Q, C R" conjuntos abiertos y ¢ : Q; —
Q, un difeomorfismo. Entonces, para cada u € D'(Qy; RY), existe u o € D'(Q;RY) y se define a

través de la ecuacion

(3.1) (uoy(x) o p(x) = u(y) o (o™ WIym1l), @ € DQ)),
en donde, |J,,-1| es el jacobiano de . Ademds, la funcion y* : D'(Qy;RY) — D'(Q;RY) dada

por *(u) := u o Y es continua por sucesiones, es decir,
lim " (™) =0
m—00
para cada sucesion (U™} e € D' (Qy; RY) que converge a 0 (véase Definicion 2.17).

Observacion 2.25. Sean u € O'(I1,;R?) y ¢ el difeomorfismo definido por (2.1). Entonces,
por el Teorema 2.24
uoy ™, (Qu) oy € D'(Z,;RY).

Ahora transformemos la ecuacion de D’ Alembert
ou=0, en D(IL;RY.

usando (2.2). Notemos que para ¢ € D(X,) el cambio de variable (2.1) aplicado a la ecuacién

O¢ = 0 es una consecuencia directa de la regla de la cadena para funciones en R?,

(3.2) O(p 0 Y)(x, 1) = =40z,0(Y(x, 1), (x,1) € TL,.
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Lema 2.26. Sean u € O'(I1,;RY) y y el difeomorfismo definido por la ecuacion (2.1). Entonces,
(3.3) @) oy~ (€.1) = —20g(u oy NEMWyl,  en D'(ERY).

Demostracion Sea ¢ € D(X,). El Teorema 2.24 (cambiando ¢ por _;), (2.3) y la definicién de
Ou € O (I1,; RY) implican

((Qu) oy Em) & o) = Oux, 1) o (@ 0 (x. 1) |Jy)

(3.4)

2u(x,t) e (I:l(ga o Y)(x, t)).
Utilizando la férmula (3.2), el Teorema 2.24 (reemplazando ¢ por ') y (2.3), obtenemos
u(x, 1) o (O(p 0 Y)(x, 1) = u(x, 1) o (= 462, 0w (x, 1)

u(x,t) e ( - 26§n¢ o (x,t) |J¢|)
(woy & m)e(-202 0&m).

La definicién de derivada en D'(Z,; R¢) implica

(3.6) (woy & m) e (e ) = 07,y )Em) 0 ¢l n).

Finalmente, de las ecuaciones (3.4), (3.5) y (3.6) se sigue que

(o) oy m)) @ (&, m) =( = 205, (u 0 ™ )E MITyI) © (&, ).

(3.5)

El Lema anterior nos permite usar (2.1) en 9'(Z,; R?) via la férmula (3.3).
Corolario 2.27. Directamente del Lema 2.26 se obtiene que son equivalentes:

1. Ou(x,t) =0, en D/'(IL;RY).
2. 8?77(14 o w_l)(é‘:’ 77) =0, en Z)/(Z+’ Rd)

3.2. Producto tensorial en 9'(Q;R?). A continuacién escribiremos algunas definiciones y
hechos del producto tensorial de distribuciones tanto en 2Y(Q) como en 2 (Q;R%), los cuales
requerimos para continuar con nuestro objetivo. Iniciemos con la teoria 1-dimensional, es decir,

con distribuciones con valores reales.

Sean Q; C R"y ), C R™ conjuntos abiertos cuyos puntos genéricos son x = (xy,...,x,) €
y=01---,Ym)- Sea Q; X Q, el conjunto de puntos de la forma (x,y) = (X1,..., X5, Y1+ -5 Ym)- Sl
f e CQ)yg e C(,) decimos que su producto tensorial, denotado por f X g € C(€; X Q,) se
define a través de la ecuacion

(3.7) (fxg) (x,y) = f(0g(y), (x,y)€QyxQy.



20 2. DESCOMPOSICION DE D ALEMBERT EN 2Y

Para generalizar la Definicion 3.7 a distribuciones notemos lo siguiente. Sean D(Q) = D,,
D) = Dy y D(Qy X Qy) := Dy y D'(Q)) 1= D, D) = Dy D'(Qy X Q) = D,
sus respectivos espacios de distribuciones.

Sea p(x,y) € D,, una funcion de la forma ¢;(x)@,(y), en donde ¢(x) € D, y ¢, € D,. Entonces,
para f € C(Q) y g € C(£),) tenemos por (3.7)

(£ % 80, p(x, 7))

(F(0) % (), @1 (X)p2(7))
f FX)gWp1(X)p2(y)dx dy

QX

f f)ei(x)dx f g2(y)dy
Q

Q

(fr X8 @2) = (F(x).(20). 61 (X)2(0)))-

Ahora si ¢ no es de la forma anterior, entonces por teorema de Fubini

(£ % g0, ¢(x, ) f FOOWe(x, y)dx dy

Q1 xQ

[ swax [[eorpte iy = (0. (6. g5 )
Q)

O

y similarmente
(£ % 80, 0(x,9)) = (80), (f(), @(x,))), ¢ € Dy,

El siguiente teorema generaliza el producto tensorial de funciones continuas (3.7), a distribuciones

con valores reales.

Teorema 2.28. ([18]) Sean Q; C R" y Q, C R™ conjuntos abiertos. Los siguientes enunciados

se cumplen:

1. El subespacio gen{gol(x)goz(y) | 1(x) € D,, p2(y) € Dy} C O, es denso en D,,. En
donde para cada subconjunto A de un espacio lineal, gen {A} es el conjunto de todas las

combinaciones lineales de los elementos de A.

’
xy’?

producto tensorial de u con vy escribimos u ® v, de tal manera que para todo ¢ € D,, de

la forma ¢(x,y) = ¢1(x)@2(y) tenemos

2. 8iu € D, yv € D entonces, existe una unica distribucion u @ v € D', llamada el

(38) <M®V, go(x,y)) = <Lt, ()01><V’ ()02>’ p1 € Dx’ P2 € Z)J/'

3. El producto tensorial u @ v tiene las siguientes propiedades:
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(a): Para ¢(x,y) € Dy, se puede calcular, por teorema de Fubini, (u®v, p) como sigue.
Sea x-fija: entonces ¢(x,y) considerada como funcion de y tinicamente pertenece a

D, luego podemos formar

P(x) = (v(y), e(x,y)).

Esta expresion depende solo de x, de esta forma ¢ € D, y podemos formar {u, ¢). Por

lo tanto,

(3.9) WV, p) = (. §) = (u(x), (), ¢(x, ),
y similarmente

(3.10) W®v,0) = (V). ux), 9(x, ).

(b): u®v=v®u, paratodou e D,yv € D,.
(¢): El soporte de u®v es el producto cartesiano de supp u 'y supp v.

(d): Si @ es un n-multi-indice y  es un m-multi-indice, entonces
(3.11) N (uev)=0uedy.

(e): u®v es una forma bilineal, continua en cada variable, sobre D, x D,
Demostracion Véase [18], paginas 44-47, Teoremas 4.3.1, 4.3.2 y 4.3.3 [ |

Una funcién continua de dos variables x e y se dice que es independiente de y si esta es de la
forma g(x) X 1(y), en donde 1(y) = 1 para todo y € R. En efecto, por (3.7) se tiene (g X 1) (x,y) =
g(x)1(y) = g(x). Por analogia decimos que una distribucion u de -@;y es independiente de y si esta

<u(x), f o(x, y)dy>

O

(10) @ u(x), ¢(x.))

f (u(x), @(x, y))dy.

Q

es de la forma u(x) ® 1(y). La cual actda de la siguiente forma:

(1) ® 1) (. ) = (u(0)., (1), ¢(x.7)))

Por lo tanto, tenemos

(3.12) <u(x), f o(x, y)dy> = f (u(x), e(x, y))dy,
Qz QZ
la cual es vélida paratodau € Dy ¢ € D,,.
En seguida enunciamos una aplicacion del Teorema 2.28 punto 2 y que serd de utilidad mas ade-

lante.
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Proposicion 2.29. Si v(&,1) € D'(J), en donde J C R? es un rectdngulo abierto con sus lados

paralelos a los ejes €, 1, entonces
0,v = 0siy solo si
Vg m) =h@ 10, en D),
en donde, h € D' (m¢[J]) y 1(n) = 1 para todo n € m,[J].

Demostracion (=) Sea ¢y € D(m,[J]) tal que

(3.13) (Lgo(m) = 1.

Definimos /& mediante la ecuacion

(3.14) (&), 1(£)) = (&), 1) X @o(m)), @1 € D(me(J)).

Es facil ver [18, pag. 40-41] que h(¢) € D' (n[J]). Ahora, para y € D(J) tenemos por (3.10)

(3.15) (h(&) ® 1), x(&.m)) = (h(©), (1. x (. 1))

en donde, (1(1), x(&,1)) € D(ne[J]). Usando (3.14) y (3.15), obtenemos

(3.16) (W) @ 1(), x (&, 1)) = (V& 1), (1), x (& M) X @o(1)), x € D).
Definimos

xX&,n) =x(& n) — A0, xE& 1) X eo(n).

Es claro que y(&,717) € D(J). Entonces, de la ecuacion (3.16) se sigue que

(3.17) W& m,x(&m) — (&) ® L), x (&, m) = (V& m). X m)., x € D).
Ahora, en virtud de (3.13) tenemos
A, & m) = 1, x (& m) = 1), x(&,m) X o(m))
= (L), x (&, m)) = (L) x (&, m)1(), o)) = 0.

Esto implica que,
| weman=o
7]

De aqui,

0o

f H(E Ddt € D).

n
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Lo anterior implica, usando la hipétesis

(o)

~(ven. 5, f W D)

n

(ve.m.xeem)

(3.18)

(o, f W Ddt) = 0.
n

Por lo tanto, de las ecuaciones (3.17) y (3.18) se sigue que

W& mx (& m) = (W& & 1), x(&.m), x € DU).

(<) Es una consecuencia directa de la ecuacion (3.11). [ |

Lo que sigue a continuacion es enunciar y demostrar un resultado analogo a la Proposicion 2.29
para v(&, 1) € D'(X,)

Lema 2.30. Sean I,J C X, rectdngulos abiertos con lados paralelos a los ejes &, 0, tales que
su interseccion K:=INJ #0, yseanvi(&,n) € D'(I) y v,(€,n) € D'(J) tales que

(3.19) vil&,m=m&®1m), en D) y
(3.20) v n) =h@e 1), en D),
en donde, hy € D' (ne[11), hy € D' (ne[J]) y vi = v, en K. Entonces,
(3.21) hy =hy, en D(m[K]).
Demostracién Restando (3.20) de (3.19), obtenemos

(3.22) (h —h)©®11) =0, en D'(K).

Sea Ky un rectangulo abierto contenido en K. Notemos que D(Kj) ¢ D(K) implica ' (K) C D'(Kp).

Asi, de la ecuacion (3.22) se sigue que

(323) (h1 - hz) ®1= 0, cn D,(KO)
Si 0(é) € D([K1) y ¢on) € D, [Kol) es tal que (1), ¢o(m)) = 1, entonces
(3.24) (&) = (1), e(€) X @o(m)).

Es claro que ¢(&) X ¢o(n) € D(Ky). Luego la ecuacion (3.24) y la definicién de producto tensorial
implican que, para cada ¢ € D(m[K]),

((hy = )(€), p(&)) = (1 — ha)(&), {1(), p(&) X @o(1)))
= ((hy — h)(€) ® 1(1)), (&) X @o(1)).

(3.25)
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Por otro lado, (3.23) implica que

(3.26) ((h1 = h2)(©) ® 1), x(£,m)) = 0, paratodo y € D(Ky).

Por lo tanto, de las ecuaciones (3.25) y (3.26) se sigue que ((h; — ho)(&), ¢(£)) = O para toda
¢ € D(m[K]). Por lo tanto (3.21) se cumple. [

Ahora introducimos el concepto de antiderivada de una distribucién el cual usaremos més ade-

lante.

Antiderivadas de distribuciones

Supongamos que n = 1. Consideremos € = R y la ecuacion diferencial mas simple
(3.27) u' =v,

en donde, v € 9'(R) esta dada. Una solucién de esta ecuacion se dice que es la antiderivada de v.
La expresion (3.27) significa que buscamos una distribucion u € D'(R) tal que

(3.28) u, "y = =(v, ), @€ DR).
Esto determina u sobre el siguiente subespacio de D(R)
(3.29) Di(R) :={y € DR)|Tp € D(R) tal que ¥ = ¢/},

De esta manera para resolver (3.27) debemos extender la forma lineal ¥ — —(v,¢) de D;(R) a
D(R).

Lema 2.31. [18, pag. 22]

(3.30) Di(R) = {¢ e DR) | (1,¥) = ft//dx = 0}.
R

Demostracion La implicacion (3.29) =(3.30) es directa. Demostraremos la implicacidén opuesta.
Seay € DR) y (1,¢¥) = 0, entonces

@(x) = f%ﬁ(t)dt: —fl//(t)dl

es un elemento deC*(R) y tiene soporte compacto por (3.30) y ¢’ = ¢. [

Tomemos alguna ¢y € D(R) tal que (1,¢y) = 1, y descomponemos cualquier ¢ € D(R) como

sigue:

(3.31) (x) = [(x) = (1, @)oo ()] + (1, @)epo ().
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Notemos que

f o) = (L. @)po(®)]dt =0, V¥ ¢ € DR).
R
Esto nos permite representar a D(R) como la suma directa de D;(R) y un subespacio de dimensiéon

1 generado por ¢y. De esta forma definimos una transformacion u : D(R) — D(R) dada por

(o)

(332) () = f |ie(0) = <1 opo (),

cuyo kernel es precisamente D, (R). Se sigue a partir de (3.31) y (3.32) que si u es una solucion de

(3.27), (es decir, se cumple (3.28)) entonces

(3.33) (u,0) = (v, ) +<(C, ), C =u, o).

Ahora podemos formular el teorema de la existencia de primitivas en 9'(R).

Teorema 2.32. [18, pag. 23] Si v € D'(R), entonces u, definida por (3.33) con C una constante
arbitraria, es una primitiva de v; ademads, cada primitiva de v tiene esta forma.

Generalizacion a R¢

Definicion 2.33. Sean Q; C R" y ©Q, C R™ conjuntos abiertos. Si f € C(Q;RY) y g €
C(;RY), entonces la funcién f x g € C(Q; x Q;RY) se define a través de la ecuacién

(f x @) (x,y) = f(x) @ g(y) := (i(X)g1 ), - - -, fu(X)ga()), (x,y) € Q1 X Q.

Definicion 2.34. Definimos

(3.34) 1) := (1p)..... 1().
——————
d-veces
(3.35) 1(m) ® (1) :=( f e, ..., f 90(77)6177), ¢ € D().
Q Q

Definicion 2.35. Sea f € C(Q;R?), entonces el soporte de f, denotado por supp f es la cerra-
dura en Q del conjunto {x € Q| f(x) # 0 := (0,...,0)}, es decir, supp f es el subconjunto cerrado
mas pequeio de Q tal que f = 0 en Q\supp f.

El siguiente teorema es la generalizacion a distribuciones con valores vectoriales del Teorema
2.28.

Teorema 2.36. ([5, pag. 46-50]) Sean QQ; C R" y Q, C R™ conjuntos abiertos. Los siguientes

enunciados se cumplen:
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1. El subespacio de D(€2 X)) generado por funciones de la forma ¢, ¢,, donde ¢, € D(Ly)
Y @y € D(y,), es denso por sucesiones en D(Q X ).
2. Siue€ DQ ;R yv e D(Q;RY), entonces, existe un tinico elemento u® v € () X

Q,; RY), llamado el producto tensorial de u con v y lo escribimos como u ® v, tal que

(3.36) (M ® V) L (901 902) = ((Ml LoDV, @), . Ua, 1) Vas 902>)

con @1 € D(Qy), 2 € D(LYy).
3. El producto tensorial u ® v tiene las siguientes propiedades:

(a): Para toda ¢ € D(Q X ) el producto tensorial u ® v se puede calcular mediante

(3.37) (u®v)eyp

(1), (), 0 Y, - s (a), (), 9%, 1))))
(G (), 13D, @5 YD, - - (), va(y), (6, D))

(b): Sean u € D'(Q;RY) yv € D' (Qy, RY), entonces u®v =vQ u.

(¢): El soporte de u®v. Si u € D'(Q;RY) yv € D' (Qy; RY), entonces supp (u ® v) C
supp (u) X supp (v).

(d): Para cualquier f(£) € D' (Rg; R%) ygm e O'R,; RY), se cumple

(3.38)

(3.39) F,(f©)®gm) = (&) ®,8(n), en D' [R*RY).

(e): Si « es un n-multi-indice y 8 es un m-multi-indice, entonces
(3.40) e v)=0ue .

xYy

(f): u®v es una forma bilineal, continua en cada variable, sobre D(Q;; R)x D(Qy; RY).

Demostracion Probemos (d). Sea ¢ € D(R?). Entonces de las definiciones de derivada y producto

tensorial (expresion (3.38)), obtenemos
(0,(f©) ® () ® p(&,1) = (£(©) @ g(m)) @ (= Dye(&, )
= f(€) o (g o (- 0,0, ))).

Abhora, utilizando nuevamente la definicion de derivada, y (3.38) obtenemos

£©) o (2(n) o (= Byp(&,m)) = (&) o ((By8m) » 9(&, )

= (f&) @ d,8(m) ® (&, ).
La identidad (3.39) se sigue de aqui y de (3.41). [ |

(3.41)

Ahora efectuemos la generalizacion de la Proposicion 2.29 a distribuciones con valores vecto-

riales.
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Proposicion 2.37. Si v € 9/'(J;RY), donde J C R? es un rectdngulo abierto con sus lados

paralelos a los ejes €, 1, entonces
0,v = 0siy solo si
V(€ =hE®10), en D'(J;RY,
en donde, h := (hy, ..., hg) € D' (m:[J1;R?) y 1(n)) = 1 para todo n € m,[J].
Demostracion (=) Seav = (vy,...,Vq). La hipétesis d,v = 0 implica
ovi=0, Vi=1,....d

luego la Proposicion 2.29 implica que v;(€,77) = hi(€) ® 1(n) paracadai = 1,...,d. Por lo tanto,

vEm = (M@ 1m),.... ha(€) ® 1().
Abhora la expresion (1.11), (3.38) y (3.34) implica

vEmeeEn = (@ 1m).e0ey).. ... (haE) © 1), 9(x. )

(&) @ 1) » p(&, 1), ¥ ¢ € D).

(<) Supongamos que v(&, 1) = h(€) ® 1(n7), entonces la aseveracion se sigue directamente de la
relacion (3.40). [ |

Motivados por el resultado anterior, el objetivo ahora serd demostrar que la Proposicion 2.37
sigue siendo vélida en la clase de distribuciones con valores vectoriales definidas sobre X, es decir,
parav € D'(Z,;RY).

3.3. Descomposicion de D Alembert. En esta subseccion aplicaremos los resultados de las
subsecciones anteriores a las soluciones generalizadas de la ecuacién de onda 1-dimensional con
valores en RY. Iniciamos enunciando un resultado conocido como Teorema de localizacion, el cual

es la generalizacion trivial del resultado, 1-dimensional, que se encuentra en [18] pag. 12-13.

Teorema 2.38. Sea Q C R”" un conjunto abierto, y sea {Q,},ea una cubierta abierta de Q,
en donde A es un conjunto de indices. Supongamos que para cada A € A existe una distribucion
ut € ' (Q;RY), y que

(3.42) W =u’, sobre Q,NQ,, si Q,NQ, +#0.
Entonces existe una vinica u € 9 (Q;R?) tal que u = u' en Q,, para cada A € A.

Ahora apliquemos el teorema de localizacion a las funciones generalizadas definidas en X, que

dependen de una variable.
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Lema 2.39. Sean I,J C X, rectdngulos abiertos con lados paralelos a los ejes &, 0, tales que
su interseccion K := INJ # 0, y sean v' (&,1) € D' (I;RY) y v2(&,17) € D'(J;RY) tales que

(3.43) vigm =h@e1m), en D'(LRY) y
(3.44) ViED =@ 1), en D'(J;RY,

en donde, h' € D' (me[I1; RY), h* € D' (me[J]; R9) y v! =v? en K. Entonces,
(3.45) h'=h*, en D(mJK];RY).
Demostracion Restando (3.44) de (3.43), obtenemos

(3.46) (K" —=1)Ee10) =0, en D'(K;RY).

Esta expresion implica

(3.47) (h' —=m)© 1) =0, Yi=1,....d, en D'(K).

Luego la aseveracion se sigue facilmente si aplicamos los argumentos de la prueba del Lema 2.30,
a(347)paracadai=1,...,d. ]

Ahora generalizamos la Proposicion 2.37 para distribuciones definidas en X,.
Proposicion 2.40. Siv € 9Y(X,;RY), entonces
(3.48) 0,y =0, sobre X,
si y solo si existe h € D'(Rg; R?) tal que
(3.49) v = hE@10m), en D'(Z;RY).
Observacion 2.41. La expresion (3.49) implica que v(£, n7) admite una extension a D’'(R?; RY).

Demostracion de la Proposicion 2.40 (=) Sea {Q,},ca, en donde, A es un conjunto de indices,

una familia de rectangulos abiertos tales que

UQA =3,

Si restringimos v sobre €2, para cada A € A, entonces obtenemos una familia de distribuciones
vie D' QuRY, AeA,
tales que 9,v' = 0 en D'(Q,; R?). Entonces, de la Proposicién 2.37 se sigue que para cada A € A,

viEm =@ e, en D'(QiRY,
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en donde, h' € D' (m:[Q];R?Y) y s es la proyeccion sobre la coordenada ¢. Utilizando el Lema

2.39 obtenemos que las distribuciones A" satisfacen la propiedad
W =hn", sobre Q,NQ,, si Q,NQ, 0.
Entonces, el Teorema 2.38 implica que existe una tnica
he D' (r[ 2, ;RY) := D' Re; RY)
tal que h = h' en Q,, para cada A € A. Por lo tanto, si definimos
V€ =hE)®1@), en D'(Z;RY,

entonces v es tal que v = v! en Q,, para cada A € A y es tnica.

(<) Es una consecuencia directa de la ecuacién (3.40). [ |
La Proposicién 2.40 implica directamente el siguiente hecho.

Corolario 2.42. En D'(Z,;R?), son equivalentes las siguientes afirmaciones:

1. 8z (uoy'(é,m) = 0.
2. 9, (uoy (&) = 1(€) ® h(ny), en donde, h € D'(R,;;RY) y 1(€) = 1 para todo £ € Re.

El siguiente resultado es la generalizacion sencilla del Teorema 2.32 para distribuciones con

valores vectoriales

Teorema 2.43. Sea v € D' (R;RY), entonces u, definida por
(3.50) uep=ve(up)+Cep, C=ueqy,
en donde, u : D(R) — D(R) es como en (3.32) y C una constante arbitraria; es una primitiva de

v, ademds, cada primitiva de v tiene esta forma.

Ahora encontremos las antiderivadas de las distribuciones en X, que dependen de una variable

y cuya existencia esta garantizada por el Teorema 2.43.
Lema 2.44. Sea w(é,n) € D'(Z,;RY) y

d,(w(&,m) = L&) & r(),
en donde, r(n) € D'(R,;RY). Entonces,
1) existen f.(&) € D'(Rg; RY) yg.(n) € DRy RY) tales que

(3.51) w(x, t) ;== w(é,n)oy(x,t)
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con Y(x,t) dada por (2.1), se representa en la forma:
(3.52) w(x, 1) = fr(x — 1) + g (x + 1),
en donde,
Jrlx =1 = (f(©) @ 1(1) o Y(x, 1),
g+(x+1) := (&) ® g+ (1) ° Y(x,1).
2) Si E € Z)'(Rf;Rd), g, € D’(Rn;Rd) es otra pareja de distribuciones que satisface (3.52),

entonces existe una constante C,. € R tal que

(3.54) fi=fi—-C.. Zi=g.+C,.

(3.53)

Observacion 2.45. Notemos que la identidad (3.52) se extiende de X, a todo R

Demostracion del Lema 2.44. 1) Utilizando la hipétesis y el Teorema 2.36 3-(d) (véase (3.39)),
obtenemos

(3.55) Oy(wem - 1) ®8.() =0, en D'(ERY).
en donde, g, (1) es una primitiva de r(n).

Entonces la Proposicién 2.40 implica que existe f,(£) € D'(Rg; RY) tal que se cumple

w(g ) = f+(§) @ 1) + 1(§) ® g:(n)
Esto implica (3.52) tomando en cuenta (3.51) y (3.53). La afirmacion 1) estd demostrada.

2) Sea x(n) € D(X,) tal que (1(1), x(17)) = 1. Entonces, para ¢ € D(R;) usando (3.36) tenemos
wén) o (eEnm) = (£ 1) + 1) ® g.() ® (Ex (1)
= (£© @ 1()) ® e () + (1) ® 8.()) ® @& ()

~ 1@ 0 0@+ [ (¢ e x)pterde
Re¢

= fi(&) @ p(é) + (g () @ x()) f V(&)dé.
Re

De manera andloga dado que £, y g5 es una pareja que satisface (3.52), entonces

(3.56) w(&,m) o (eEx(m) = (£ @ 1() + 1(E) ® () ® ¢E)x (1)
= F:(&) # @(&) + (Z:07) () f P(E)de, ¥ ¢ € DRy).

R¢
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Luego
(3.57)  fi(&) ® (&) + (g+(m) ® x(m) f @(&)dé
Re

= f.(&) o p(&) + (g+(7) ® x (1)) f e(&)dé, Yo e DRy),
Re

lo cual implica

(3.58) (£ - Fi®)ep@) =C, f P)dé, Y ¢ € D(Ry),
Re

en donde, C; := (g+(7) — g+(1)) ® x(n). Por lo tanto, f, — f. = C., de donde se obtiene la primera
identidad de (3.54).

Sustituyendo f, = f, — C, en la ecuacién (3.57) tenemos, para cada ¢ € D(R;)
(3.59)  fi(&) @ (&) + (8+(m) ® x (1)) f e(&)dé
Re
= [o(&) 0 (&) + (82() © x()) f p()dé
Re

= f+(©) 0 p(&) + (=C.) @ (&) + (8+() ® x(17)) fw(f)df-
R¢
La tdltima igualdad implica que
(6 - 200) » xt0 [w@te = ~C. o ste) = ~C. [pO0ds Vo € D&
Re

Re

De donde se tiene que g, = g, + C,. De esta forma 2) se ha demostrado.

Observacion 2.46 (Justificacion de las férmulas (3.53)). Vamos a hacer comentarios acerca
de la definicién de f.(x — 1) y por ende de g, (x + £). Supongamos que f.(-) € C(R;R?). Entonces,
usando el cambio de variable (2.1), (2.3), el Teorema de Fubini, (3.1) y la definicion del producto
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tensorial de dos funciones continuas, tenemos para ¢ € D(R?)

(3.60) (frovun)eptnn = fu@e(pov &)
= ffﬁr(x—t)go(x,t)dxdt
Ry R,
&+n =E+1
= fff+(§)¢(7a > )|J¢_1|d§dn
Re Ry
= (f@x1m) e (pou™ Enldyl)
(3.61) = ((f&) x 1) 0 y(x, 1) ® 9(x, 1).

Por lo tanto, fi(x — 1) := ( fi(&) x 1(17)) o Y(x,1) en el sentido de D’'(R?*;RY). De esta manera
justificamos las férmulas (3.53).

Ahora podemos demostrar el teorema principal de este Capitulo: la descomposicion de D’ Alembert
en O'(I1.; RY).

Teorema 2.47. Siu € D'(IL,; RY), entonces las afirmaciones 1y 2 son equivalentes:
1.
(3.62) Ou(x,t) =0, sobre Il,.

2. Existen f.,g. € O'(R;R?) tal que (3.52) se cumple.
3. Sea u(x, t) que admite el desarrollo (3.52). Si ?i,gi € O'(R;RY) son tales que

(3.63) u(x,t) = fi(x -0+g.(x+1), en IL,

entonces existen C.. € R tal que

(3.64) fe=fe—Csy g.=g:+C

Demostracion Es suficiente demostrar la afirmacion para I1,. El caso I se analiza de manera
analoga. (1 = 2) Probaremos que existen f,, g, € O'(R;R9) tal que se cumple (3.52). Supongamos
que Ou(x,f) = 0 sobre II,, entonces por Corolario 2.27 ng(u oy ' (£,17) = 0 en D'(Z,;RY).
Ahora por Proposicién 2.40 con & en lugar de 7, se tiene

(3.65) Ouoy™ Em) =1 @r@) en D'(ZRY.

Luego por 1 del Lema 2.44 obtenemos (3.52).
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(2= 1) Sea ¢ € D(I1,). La definicién de Ou en D'(I1,; R?) y las férmulas (3.53) implican
(outx, n) e p(x,0) = (£1(&) @ 1() 0 Y(x, 1)) @ Op(x, 1)
(3.66) + (A ® g.() © (x, 1)) ® Op(x, 1.
Ahora, utilizando la expresion (3.1) y la ecuacion (3.3) (aplicada a una funcién regular), obtenemos
(L@@ 1m) 0 wix,n) 0 Op(x,1) = (£ ® 1) o () 0 v~ & MJy1])
= (L@ @1m)e(-202(poy™) & n).
Luego, la definicién de derivada en 9’ (Z,; RY) y la ecuacién (3.11) implican
(@ ®1m) o (=202, (¢ 0 u™)EM) = (= 203,(f© @ 1) ¢ (0 0w 1)
=0e(poy'&m)=0.
Entonces,
(& @ 1) o y(x,1)) ® Op(x, 1) = 0.
Anilogamente,
((1©) ® g.(m) 0 Y(x, 1) ® Dp(x, 1) = 0.

Por lo tanto,

Ou(x,t) =0, en 9'(I1;RY).

Demostremos la afirmacioén 3. Supongamos que u(x, t) admite los desarrollos (3.52) y (3.63).

Entonces, por las formulas (3.53)

filx=noy  (Em +gx+ Doy (& m)
@ @1 + 1) ® g ().

ué,n) = ulx, 1) oy~ (&,m)

Similarmente,
u(é,n) = £ @ 1) + 1) ® g ().

Notemos que (%u(f, n) = 1(£)®h(n) para algin h € D' (R,; R9). Por lo tanto, podemos usar el Lema
2.44, apartado 2) y obtenemos las identidades (3.54).

Ahora es necesario explorar algunas propiedades especiales de las funciones f. g. que aparecen en

(3.52) bajo ciertas hipotesis sobre u(x, f), las cuales requeriremos posteriormente.
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Lema 2.48. Sea v(¢,n) € D'(R*;RY) y supongamos que existen p.,q. € D'(R;RY) tales que

(3.67) V(& n) = p&) @1 + 1(§) ® q.(m), (&£, 1) € X
Entonces, se cumplen las siguientes implicaciones

i) v(€m) € CR*RY) = p,q € CR;RY),

ii) Siv(é,n) € L2 (R%:RY) = p,g € L2 (R;R?).

loc loc

Demostracion Probemos las afirmaciones para .. El caso para X_ se maneja similarmente. Sea
a€RyR,:={neR|n> —a}. Fijemos a(¢) € D(R_,) tal que

(3.68) f a (&) de = 1.

R_q

Sea By(n) € Di(R,) arbitrario (véase (3.35) y (3.30)). No es dificil ver que @ (£) X Bo(n) € D(X,),
(véase Figura 1).

supp (3y)

Ficura 1. K = supp (ag) X supp (B:)

Ahora apliquemos v(&,77) a la funcion de prueba a(€) X Bo(n7). La expresion (3.67) implica

v e (@ ©Bom) = (p@ 1) e (e1(©Bo() + (167 ® q(p) » (1(E)Bo())
(169 @ g(m)) ® (1 (©)Bo()),
ya que By € D(R,) y por tanto 1(17) e By(17) = 0. Entonces, de (3.69) y (3.36) se tiene

(3.70) (1) @ g(m) @ (21 (E)Bo()) = q(1) ® Bo(),

(3.69)
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dado que a; € D(R,) es tal que se cumple (3.68). Por otro lado tenemos que

(3.71) Vg m) o (@i@Bom) = f ( f V(€ mai(€) dE Bo(1n) dy.
R, R
SeaT(n) := fv(f, mai(€) dé. Entonces (3.69) y (3.71) implican
R

WET) » 1 (©Boln) = f T()Bo(n) dn.

Rq

Luego por (3.70)

(3.72) f T(Bon) dy = () ® Bo(n).

Rq

Asi, obtenemos que
(3.73) q(m) =T(m), sobre Di(R,).

Sea {1} el espacio generado por ay, es decir, {a;} = {Ca; | C € R} c D(R,). Existe la particién1
DR, = Di(R,) & {a,}. Luego por (3.73) se sigue que existe C, € R tal que
(3.74) qm) =Tn) +Csy, neR,.

Es evidente que: para el caso i) T(n) € C(R,) por la hipétesis y la definicion de 7T'(n7). Por lo
tanto, (3.74) implica ¢ € C(R,). Y para el caso ii) T(n) € L? (R,) por desigualdad de Cauchy-

loc

Schwarz y Teorema de Fubini. Luego, por (3.74) g € LIZOC(RC,). Ya que a fue arbitrario el Lema
estd probado. [

Corolario 2.50. Sea u(x,t) € O'(Il.;R?) y supongamos que existen f.,g. € D'(R) tal que se

cumple (3.52) en (x,t) € Il.. Entonces, se tienen las siguientes implicaciones

i)ue CR%RY) = fi,g. € CR;RY,

1

Lema 2.49. D(R) = D; & K¢y

Demostracion Unicidad. Sean { {, € D (R), c1,c2 € K, g € D(R) tal que (1, o) = 1. Laigualdad {;+c1¢9 = {420

f{ldx+c1f¢0dx=f§2dx+czf¢podx,
R R R R

de donde obtenemos que c¢; = c¢;. Por lo tanto, {; = .

implica que

Existencia. Para cada ¢ € D(R) elegimos ¢ = (1,¢) = f wdx. Definimos { = ¢ — cgy, entonces f ldx = f @dx —
R R R
cft,oodx = 0. Por lo tanto £ € D (R).
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ii)siue 2 (R:ERY) = f,, g+ € [2 (R;RY).

loc loc

Demostracién Consideremos u(&, n) tal que
u(x, 1) = u(&,m) o Y(x,1),
en donde, i se define en (2.1). Por (3.52) y (3.53) tenemos
u(g,n) = fo(©) @1m) + 1(§) ® g (), (£, 1) € Z..

De esta forma las aseveraciones se siguen directamente del Lema 2.48.



CAPITULO 3

Existencia de la dinamica del sistema de Lamb

En este capitulo construiremos la dinamica del sistema de Lamb (1.1) y demostraremos varias

propiedes de la misma.

Primero demostraremos la existencia y unicidad de una solucién Y(¢) € C(R; &) para cada es-
tado inicial ¥, € &. El plan consiste en establecer la unicidad de la solucion Y (¢) = (u(-, 1), u(-, 1)) €
C(R; &), suponiendo que tal solucion existe. Al mismo tiempo, obtenemos un método para construir

una solucién. De esta forma estaremos igualmente demostrando la existencia.

El primer paso consiste en usar el hecho que la ecuaciéon de onda Ou = 0 es equivalente a la
descomposicién de D’ Alembert en la clase D' (I1.; RY), (véase Capitulo 2); de esta forma podremos
demostrar la bien conocida férmula de D’ Alembert, 1o cual implicaria la unicidad de la solucién

u(x,t) y por consiguiente de Y(¢) en la region del plano definida por la desigualdad |x| > |z

Luego, demostraremos la unicidad para la regién del plano definida por |x| < ¢. Para la regiéon
definida por |x| > ¢ el procedimiento es andlogo. La estrategia consiste en obtener una ecuacion
diferencial ordinaria no-lineal para y(¢) := u(0,¢), a la cual denominaremos ecuaciéon reducida
para la trayectoria y(f). Esta se obtiene analizando cuidadosamente la férmula de D’ Alembert. Por
el principio de contraccion se demuestra la existencia local de la solucion al problema de Cauchy
de la ecuacion reducida. Finalmente, una estimacion a priori implica la existencia global de la

solucion a dicho problema de Cauchy, asi como también la continuidad de la misma.

Mostraremos también la continuidad del flujo definido por el grupo de evolucion del sistema
de Lamb en el espacio de fases & y Ep y también que dicho sistema es conservativo, es decir, su
energia es una cantidad invariante respecto al tiempo.

1. Construccion de la dinamica del sistema de Lamb

El siguiente Teorema describe la dindmica del sistema acoplado. El casom > 0y d = 1

esta considerado en [31] para condiciones iniciales de la forma:

(1.1) uy(x) = vo(x) =0, [x| > constante.

37
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Teorema 3.1 (Proposicion 2.3 de [43]). Supongamos que m = 0, d > 1y que se satisfacen las
condiciones (1.3), (1.4). Entonces

1. (Existencia, unicidad y continuidad de Y (t)) Para cada Y, € & el problema de Cauchy (2.3)
admite una solucion unica Y(t) € C(R; E).
2. La transformacion U(t) : Yy +— Y(t) es continua en &y en Ep.

3. La energia del sistema se conserva
(1.2) HY () = Hu(,1),v(-, 1) = const, t€R, (u,v)e&.

en donde, H se define como en (3.3).
4. Se cumple la siguiente cota a priori

(1.3) sup [[Y(D)llg < oo.

teR

En lo que resta del capitulo nos dedicaremos a demostrar el Teorema anterior.

2. Existencia y unicidad de la solucion

En esta parte probaremos el primer punto del Teorema 3.1. Es decir, demostraremos la existen-
cia y unicidad de una solucion Y (¢) € C(R; &) para cada estado inicial ¥, € & del sistema (1.1); en
la subseccion 2.7 probaremos la continuidad de la misma. Como mencionamos en la introduccién
estableceremos la unicidad de la solucion Y(¢) = (u(, 1), u(-, 1)) € C(R; E) suponiendo que tal solu-
cion existe. Al mismo tiempo, obtendremos un método para construir una solucién. De esta forma
estaremos probando también la existencia. En virtud del Teorema 2.47 tenemos

Teorema 3.2. Para u € D'(I1.;R?) las aseveraciones 1 y 2 son equivalentes
Loii(x,t) —u'"(x,1) =0, (x,1)ell_UII,.

2. Existen f., g. € D'(R;RY) tales que la distribucion u satisface la descomposicion de D’ Alembert

2.1)

u(x’t):{f+(x—t)+g+(x+t), x>0 o

fx=—t+g(x+1), x<0,

3. Si u(x, t) admite otra representacion del tipo (2.1) con ]Ti,g_i € D'(R;RY), entonces existen C.,.

tales que (3.64) se cumple.

2.1. Anadlisis de las propiedades de las soluciones del problema de Lamb a partir de la
existencia de su dinamica. Iniciamos mostrando que la continuidad de la solucion u(x, ) se sigue

a partir de la continuidad de la dindmica de Y(7) (suponiendo que tal dinamica existe).
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Proposicion 3.3. Si Y (1) = (u(-, 1), u(-, 1)) € C(R;; E) entonces,
u(x,t) € C(R*;RY).

Demostracion Sea (x,t) € K, := {(x, ) € R? | Xl <a, t|] <a ac€ R}. De la condicién
Y(t) € C(R; E) y la Definicién 1.3 se sigue que u(0,1) € C(R,; RY). Ademds u'(x,-) € L*(R;RY) y
la funcién ¢ — u/(-, ) es continua como funcién que va de R, a L>(R,; R%). Sea e > 0, y x-fijo con
x| < a. Yaque u'(x,-) € L*(R,;RY) entonces u € H'(R,; R?). Por lo tanto podemos usar el Teorema
2.9 en la versién RY—dimensional (véase Observacién 2.19). Este teorema y la desigualdad de
Cauchy implican

X

| f (1) — u(0,11) — f (&, 12)dE + u(0,1,)
0 0

lu(x, 1) — u(x, )|

X

< [u(0, 1) —u(0, )| + f u(E n)—u(, f2)|d§
0
(2.2) < |u(0, 1) —u(0, )| + ‘/;[fhl'(f, n) —u'(€, l2)|2d§]2
0

Abhora la continuidad de u(0,7) : R, — & implica que existe 6 = d(e) > O tal que si |ty — 5| < O

entonces
(23) |M(O, tl) _ M(O, l2)| < 2
y
’ , 2 % , , €
(2.4) [flu & 1) —u(é, 12)| df] = ' W, t)—u'(,0) o < m

0

Por lo tanto,
€
(2.5) lu(x, t1) — u(x, ©)] < o It =t <6, IxI<a, |thol<La.

Ahora, dado que u'(x,+) € L*(R;R?) y la funcién ¢ — u/(-,1) es continua por Definicién 1.3,

entonces existe una constante C = C, tal que

(2.6) ¢, Dl 2w pay < Ca, 1 € [—a,al.
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Luego, dado que #/(x,-) € L*(R,;RY) tenemos nuevamente por la férmula de Newton-Leibniz

generalizada (Teorema 2.9) y la desigualdad de Cauchy

y
| f W (& b)de

Ca\/x—y<§,

JuCx, 12) = u(y, )| < VX)W & 0| 2o,

IA

(2.7)

. 2
si|x =yl < e bl < a

Ahora sea (x, 1), (v,12) € K,, con |x — y| < ﬁ y |t — 12| < 6(€). Entonces, por (2.5) y (2.7)

|ux, 1) — u(y, )|

|uCx, 1) = u(x, ) + u(x, 1) = u(y, )|

< utx 1) = ulx, )| + |ulx, 1) — u(y, )
< £, €
j— — =€
202
El teorema esta probado. [ |

Observacion 3.4. 1. En la demostracion anterior, no usamos realmente que la funcién u(x, t)
es continua en f con valores en L?(R,;R%), lo cual se sigue del hecho que Y(f) € C(R;;E). Sin

embargo, la incluimos en la formulacion de la Proposicion 3.3 por comodidad.

Corolario 3.5. Bajo las suposiciones de la Proposicion 3.3 la siguiente funcion es continua

(2.8) Rt u(-,1) € C(R;RY)

Ahora podemos decir que si u(x, t) satisface el sistema de Lamb y la dindmica es continua, entonces

las funciones f., g. que aparecen en el desarrollo de D’ Alembert (2.1) son continuas:

Corolario 3.6. Si u(x, 1) € D'(Il,; RY) es la solucion del problema de Lamb (1.1) y la dindmica

Y (1) € C(R;; E), entonces las funciones f., g. que estdn presentes en (2.1) son continuas.

Demostracion Se sigue directamente del Corolario 2.50, i). [ ]

El siguiente lema tiene un caracter técnico y se usard en la proxima subseccion para el estudio

de las funciones it(x, 1) y u'(x, t).

Lema 3.7. Sea v(-,?) : R, = L*(R,;RY) continua. Entonces, v(x,t) € L> (R*;R%).

loc

Demostracion Sean x;,< X, t; < t,. La funcién v(x,?) : R, = L*(R,;R?) es continua en ¢ € R,

2 2

L2(Ixy iR L2(Ixy )R 5

por lo tanto la funcion ¢ — |[|v(x, ?)|| es continua en ¢ € R,. Luego [|v(x, 7)||
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integrable con respecto de ¢ € [t;,1,], es decir,

15}
2
f”V(x’ t)”Lz([xl,xz];Rd)dt < o0,
1

lo cual implica que
[5)

2.9) f ( f V(x, t)lzdx)dt < o0

1

Luego por teorema de Fubini [1, Teo. 1.49, pag. 18], v(x,1) € L*([x,x2] X [t1,];R?) ya que

X2

5]
f(flv(x, NP dt)dx < oo por (2.9). Por lo tanto, v € L> (R?;RY). m

loc
X1 n

2.2. Disertacion del problema de Cauchy. Estamos interesado en soluciones u(x, t) del pro-
blema de Cauchy (1.1), (2.1) tales que

(2.10) Y() = (u(-, 1), u(-, 1)) € CR; E).

Vamos a precisar la definicion de los datos de Cauchy (2.1) para soluciones Y(¢) € C(R; E).
La funcién u(x, t) satisface la ecuacion de D’ Alembert (primera ecuacion de 1.1). Por lo tanto, el
Teorema 3.2 implica el desarrollo (2.1) para algunas funciones f., g.. Fijemos estas funciones a
partir de ahora. Luego como Y(f) € C(R;&), entonces u(x,t) € C(R*;R?) por Proposicién 3.3 y
f+, 8+ € C(R;RY) por el Corolario 3.6. Por lo tanto podemos ahora sustituir = 0 en el desarrollo
(2.1) y obtener,

fr(0) +g+(x), x>0
f(x)+g-(x), x<0O.

Derivando (2.1) con respecto a ¢ y a x en el sentido de 9 (I, ; R¢) obtenemos

(2.11) up(x) = u(x,0) = {

(2.12) (x, 1) = {_ﬂ(x_t”g;(x”)’ *>00 e
—ff(x-0+g (x+1), x<O0

(2.13) u'(x, 1) = {f;(x —D+g e+, x>0 teR.
ffx=0D+g (x+1), x<0

Por definicion del espacio & (véase Definicion 1.3) tenemos que las funciones (-, 1), u'(-, 1) :

R, — L*(R,;R9) son continuas, luego podemos aplicar el Lema 3.7 con v = i1y v = u’ para obtener

(2.14) a(x, 1), u'(x, 1) € L (R*;RY).

loc
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Esto implica, por el Corolario 2.50, ii)
(2.15) £16).8L0n) € Liy (R:R).

Notemos que las partes derechas en (2.12) y (2.13) admiten restricciones sobre las rectas t = b

y x = a respectivamente en el siguiente sentido:

Definicion 3.8. Sea h(¢) € LI (Rg;RY). Consideremos la funcién de dos variables h(x — 7).

loc

Definimos la restriccion de A(x — t) a la linea t = b como la funcién A(x — b).

Afirmamos que h(x — b) realmente es una restriccion en el sentido que h(x — ) —b> h(x = b),
—

2
en LIOC

(R;RY). Esto se sigue de un teorema conocido (véase por ejemplo [16] pag. 255-257). Ahora
dado que se cumple (2.15), podemos tomar las restricciones de i(x, t) a la linea t = 0 usando (2.12).

Esto nos permite enunciar las siguientes definiciones.
Definicion 3.9. Para u(x,t) € & que satisface la primera ecuacién de (1.1), colocamos

-fix)+ g (x), x>0

(2.16) vo(x) = i(x, 0) = {
=20+, x<0,

con i(x,0) € Ly, (R;RY).
Notemos que por Teorema 3.2 inciso 3, vo(x) no depende de la eleccion de f.,g. en (2.1).

Andlogamente la siguiente definicién da sentido a la segunda ecuacion del sistema de Lamb (1.1).

Definicion 3.10. En la segunda ecuacion de (1.1), definimos
(2.17) u'(0+,1) := fl(-)+ g.(), teR.

Nota 3.11. 1. Ahora podemos precisar el sentido de la segunda ecuacién de (1.1). Precisamente
(3.10) y (2.15) implican que
W' (0+,0),u' (0—,1) € L (R;RY).

loc
Esto nos permite entender a la segunda ecuacién de (1.1) en el sentido de D’(R,; R¢) (y no puntual-

mente ver Observacién 1.1).

2. En esta forma precisamos el sentido de los datos de Cauchy (2.1).

Cabe mencionar que no hay otra forma de definir (2.16) y (2.17) ya que las funciones i(x, 1) y u'(x, t)

2
loc

pertenecen a L2 (R?;RY) y en general, las restricciones a lineas en R? no estdn bien definidas. Esto
se debe a que una recta en R? tiene medida cero y por definicién it(x, f) y u’(x, f) representan a clases

de funciones que son iguales para casi todos los puntos (x, ) € R?, es decir, salvo un conjunto de
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medida cero en R2. Las definiciones 3.9 y 3.10 son posibles solo para los desarrollos de D’ Alembert
y del hecho que las partes derechas de (2.12) y (2.13) admiten restricciones at = by x = a como

limites.

2.3. Unicidad y expresion de la solucion del problema de Lamb abajo de las caracteristi-
cas. A continuacion expresamos las funciones de la descomposicién de D’ Alembert en términos

de los datos iniciales.

Lema 3.12. Sea Y(t) € C(R; &E). Si u es una solucion del sistema acoplado (1.1) y satisface las

condiciones iniciales (2.1), entonces existen C.. € R tal que

fe(@) = %MO(Z) - % fvo(/\/)d)( +C,, +z>0

(2.18) 0

Z
1 1
8:(2) = EuO(Z) + 3 fvo(,\/)d)( -C,, xz>0.

0

Demostracion (2.16) implica que existen constantes C.. tales que

(2.19) f"o()()d)( _ {—ﬂ(x) +g.(x0)+C,, x>0

0 —f(x)+g-(x)+C_, x<0.

Sumando (2.11) y (2.19) encontramos la segunda identidad de (2.18)

X

(2.20) g+(x) = %uo(x) + % fvo(,y)d)( -C,, xx>0.
0
De manera semejante, restando (2.19) de (2.11) obtenemos la primera identidad de (2.18)
(2.21) fi(x) = %uo(x) - % fvo(,\()d/\( +Cy, xx>0.
0
[

Nota 3.13. A pesar de que f,(z) € O'(R;RY), la primera férmula de (2.18) se cumple Uni-
camente para z > 0. Para z < 0 ain no hemos definido la forma de f,(z) (esto se definird en la

siguiente subseccion). Comentarios similares se pueden hacer para g,, g_y f-.

Observacion 3.14. 1. Vamos a cambiar las funciones f., g, fijadas al inicio de la subseccion

por

(2.22) fi=fi—-C., Z=g.+C..
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Claro que el desarrollo (2.1) con estas funciones se sigue cumpliendo asi como también las férmulas

(2.18). Por lo tanto, podemos asumir en lo sucesivo que

(2.23) C.=0.

2. Notemos que a partir de la expresion (2.18), el hecho que (1, vy) € E y la definicién de &,

tenemos que

(2.24) £1(2), 8.(2) € [A(R4; RY),
(2.25) fe(2), 8:(2) € C(R4; RY)

endonde,RiE{xeR| + x> 0}

La solucién del problema de Lamb es tnica bajo las caracteristicas y se expresa por las férmulas

de D’ Alembert que involucran a los datos iniciales:

Proposicion 3.15. La formula usual de D’ Alembert es vdlida en la region |x| > |t|:

X+t

(2.26) u(x, 1) = 3{ug(x = 1) + wo(x + )] + 3 f vo)dy,  |x| > 1.

x—t

Demostracion De (2.18) (recordando que ahora C.. = 0) se siguen las ecuaciones:

1 1 [~ filx—=1), x—1t>0;
(2.27) —up(x —1)— = j(: voly)dy =

2 2 f(x—1), x—1<0.

1 1 [+ g+(x+1), x+1t>0;
(2.28) —up(x+1) + = f vo(y)dy =

2 2 Jo g (x+1), x+1t<0.

Luego, sumando se tiene

X+1

frx=D+g.(x+0), x|
SuoCx = 1) + uo(x + )] + 3 f

x—t

vo(x)dy = {

fx-t+g(x+1), —x=>]t.

La formula de D’ Alembert (2.26) se sigue de las ecuaciones anteriores y la descomposicion (2.1).
[ |

Corolario 3.16. La solucion del problema de Lamb u(x,t) por abajo de las caractristicas es

tinica y se expresa por las formulas de D’ Alembert (2.26). [ |

En la siguiente subseccion damos una expresion para la solucion u(x, ¢) en la region [x]| < [¢.
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2.4. Expresion de la solucion del sistema de Lamb en la region |x| < |7. La ecuacion
reducida. Mostraremos la unicidad de la solucién u(x, ) en la regién |x| < |f|. Consideraremos
el caso r > 0, para t < 0 se procede de manera similar. Para tal fin construimos una ecuacién
diferencial ordinaria no-lineal que nos permitira efectuar la demostracion de la unicidad en dicha
region. Para construir la solucién u(x, ¢) en laregion |x| < t (parat > 0) usaremos la descomposicion
de D’ Alembert (3.2). Notemos que para x > 0 la funcién g, (x+¢) es conocida para t > 0 por (2.28),
en cambio la funcion f, (x —¢) es desconocida para 0 < x < t. De manera similar la funcién f_(x—1)
es conocida para x < 0y ¢t > 0 por (2.27), pero g_(x+¢) es una funcién desconocida para —t < x < 0.
Por lo tanto, tendremos que encontrar las funciones f,(z) paraz < 0y g_(z) para z > 0. Para hallar

esas funciones desconocidas, deduciremos una ecuacion diferencial ordinaria no-lineal para

(2.29) () :==u(0,1).

Primero, las condiciones iniciales (2.1) implican que
(2.30) ¥(0) = uo(0),

ya que u(x,t) € C(R*RY) por Proposicién 3.3. Luego introduciendo la funcién y(f) = u(0, ),
obtenemos que y(¢) € C(R; R?) por continuidad de u(x, t).

Lema 3.17. Para cada solucion Y(t) = (u(-,1),u(-, 1)) € C(R;E) del sistema (2.3) la funcion
y(t) := u(0, t) es una solucién de las ecuaciones reducidas en D'(R,; RY)
(2.31) 0
(2.32) 0

F(y(1) = 2y(t) + 2wy, (1), t€R,
F(y(0) + 2y(t) = 2W,u(1), 1E€R,

en donde, la funcion w;,(t) es la suma de las ondas incidentes (para t positivos) en el punto x = 0:
(2.33) Wwi(t) == g+ (1) + f-(—1), teR

Y Woui(1) es la suma de las ondas reflejadas (para t negativos) en el punto x = 0:

(2.34) Wour(2) i= g_(t) + fi(=1), teR.

Ademads, se cumple

(2.35) Win(t) € LRy R, vgu(?) € LR RY).

Demostracion Mostremos que la trayectoria y(¢) satisface la primera ecuacion. La descomposicion
(2.1) y el hecho que u(x, ) € C(R?*;R¢) implica

(2.36) y(1) i=uO0+,7) =u(0—-,7) = fi(-1)+ g.(7) = f.(-1)+ g_(1), TER.
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Diferenciando en el sentido de 2 (R; R?) obtenemos

(2.37) Y@ =-fi(-0)+g.(0)=-f(-1)+ g (1), TeR.

2
loc

Luego por (2.15) obtenemos que y'(r) € L? (R;R%). Expresamos ahora las ondas reflejadas en

términos de las ondas incidentes y de la trayectoria y(7). Las igualdades (2.36) implican

(2.38) fir(=1) =y(1) — g+(), - (1) =y(1) - f-(-7), TER.
Esto implica
fi(x—=1) =yt — x) — g+(t = x),
g (x+1) =yt +x) — f(—1 - Xx).

Sustituyendo f, y g_ de las ecuaciones anteriores en (2.1) obtenemos

(2.39) x,t€R.

yE=x)—g(t—x)+g(x+1), x>0,

Y+ x) - f(-t-x0)+ f(x-1), x<O,
Derivando (2.38) en el sentido 2 (R; R?) tenemos

fiD ==y +g,®), g®=y®+f(-1) teR.

Luego en virtud de la Definicion 3.10 obtenemos

(2.40) u(x, 1) = teR.

uw'(0+,1) = —y() + 28, (1), u'(0—,1)=3()+2f(-1), teR.
Luego, sustituyendo las ecuaciones anteriores en la segunda ecuacion del sistema (1.1), obtenemos

0= F(y(@®) -2yt +2(g,. () - f/(-1), teR.

Por lo tanto, la ecuacion reducida (2.31) se sigue de la definiciéon de w;, (2.33). Finalmente, (2.35) se
obtiene de (2.33) y (2.24). Por ultimo mostremos que y(¢) satisface la ecuacion (2.32). Expresamos
las ondas incidentes g, y f- en términos de las ondas reflejadas y la trayectoria y(z). De (2.36)
tenemos

(2.41) g+(0) =y - fr(=1), [f(-1)=y(1)-g-(1), TER
Esto implica
g+x+0) =yx+1 - fil=x-1),
=D =y(=x+1)—g-(=x+1).
Sustituyendo g, y f- de las ecuaciones anteriores en (2.1) obtenemos

yx+0)+ filx—0 - fi(-x-1, x>0,
u(x,t) = {

(2.42) x,t€R.

(2.43) teR.

V(=x+t)—-g(—x+D+g(x+1), x<0,



2. EXISTENCIA Y UNICIDAD DE LA SOLUCION 47

u(fi t)

I

y(t —x) + gz +t) — g (8 —x) .

ACEDETAGED)

Figura 1. Solucién del sistema de Lamb en: x > 7 regién I y x < ¢ regién II, con
x>0yr>0.

Derivando (2.41) en el sentido de D’(R; R¢) tenemos

(2.44) g =y@+fi(-1), —fL[(D=y(@®-¢. (1), TR

Luego en virtud de la Definicién 3.10 obtenemos

(2.45) W' (0+,0) =y (@) +2f(-1), u'(0—,1)=—-y()+2¢ (t), |[teR.
Sustituyendo las ecuaciones anteriores en la segunda ecuacion del sistema (1.1) obtenemos

(2.46) 0=F(y®)+2y(t) - 2(g"(1) - fi(-1), teR,

Por lo tanto, la ecuacién reducida (2.32) se sigue de la definicion de woy, (2.34). Finalmente, la

segunda expresion de (2.35) se obtiene de la definicion y de (2.24). [

Corolario 3.18. Si existe una solucion u(x, t) a el sistema de Lamb (1.1) en la region 0 < |x| < t,

t > 0, entonces u(x, t) se expresa mediante (2.40) y es unica.

Demostracion La representacion (2.40) ya estd probada. Mostremos la unicidad de la solucion
u(x,t) en la regiéon 0 < |x| < ¢. La funcién y(z) es unica dado que es la solucién al problema de
Cauchy (2.31), (2.30). Las funciones g.(z) paraz > 0y f_(z) para z > 0 son Unicas por las férmulas
(2.18). Por lo tanto, u(x,t) para O < |x| < ¢ es unica por la representacion (2.40). La unicidad de
u(x,t) en 0 < |x| < t se sigue de la continuidad de u(x, ) (véase Proposicion 3.3). La aseveracion
esta probada. [

De manera analoga se tiene un resultado cuando ¢ < 0 y cuya demostracion es similar.
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Corolario 3.19. Si existe la solucion u(x,t) a el sistema de Lamb (1.1) en la region t < |x| < 0,

t < 0, entonces u(x, t) se expresa mediante (2.43) y es unica. [ |

2.5. Existencia y unicidad local de las soluciones de la ecuacion reducida. Demostramos
que existe una unica solucion local para el problema de Cauchy (2.31), (2.30), en una clase de las

funciones continuas, usando el Principio de Contraccién’
Definicién 3.22. Sea I := [0, €). Definimos el espacio de funciones L}(I.; RY) por
(2.47) L RY = {y € CUsRY |y € LR,
con la norma
(2.48) IVl 207, ey == Wllz2rmay + [Y(O)]
en donde, la derivada de y se entiende en el sentido de distribuciones.

Observacién 3.23. (L%(IE; R, |\l L%(IG;R[[)) es un espacio de Banach. (ver Apéndice D, Propo-
sicion D.3).

Lema 3.24. Siy € Li(I;RY) con y(0) = 0, entonces
(2.49) ||y||L2(15;Rd) <€ ”y”L%(]E;Rd) .

Demostracion Por la férmula de Newton-Leibniz generalizada, la subaditividad de la integral de

Lebesgue y la desigualdad de Cauchy-Schwarz tenemos

! €
31 =| [ 569as| < [ 50Nds < Vel
0 0
De aqui se tiene que
||)’||%2(15;Rd) S fly(t)lzdt S 62 ||)"||%2(15;Rd)
0
y por la definicién de norma en L2(I; RY) obtenemos (2.49) . [

1

Definicién 3.20. Sea (X, p) espacio métrico. Si existe L < 1 tal que la funcidén f : X — X satisface la desigualdad

p(f(x1), f(x2)) < Lp(xy, x2), para todo x;, x, € X, entonces decimos que f es una contraccién en X.

Teorema 3.21. Sea (X, d) es un espacio métrico completo. Si f : X — X es una contraccion en X, entonces existe

un tnico a € X tal que f(a) = a.
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Sea M, := {y € LX(I;RY) | y(0) = uo}. Es claro que M, es cerrado en L(I; RY) (ver Apédice
D, Lema D.5 para su prueba), luego M. es un espacio métrico completo con la métrica generada
por la norma (2.48). Consideremos el operador integral A : M, — M, definido por

t t
(2.50) (Ay)(®) = % f F(y(1))dTt + f Wi (T)dT + 1y, t el
0 0

en donde, F es como en (1.3) y w;,(¢) esta definida por (2.33). Es fécil verificar que A realmente
manda M, en si mismo, ya que (Ay)(0) = uy y d%[(Ay)(t)] € L*(I;;RY) por (2.35) y dado que
F € C'(R%;R%). El objetivo consiste en demostrar que el operador integral A es una contraccion,
para una eleccion apropiada de algtin € > 0, en el espacio métrico M. De esta manera, estaremos
demostrando que hay una sola y(t) € M, tal que

Ay(t) = y(t), tel..

Ya que y € M., se tiene que y(0) = u, entonces encontrar un punto fijo del operador integral
A, definido por (2.50), es equivalente a encontrar una solucion unica y(f) € M,, del problema de
Cauchy (2.31), (2.30).

Proposicion 3.25 (Contraccion de A). Para todo € > 0, el operador integral A : M. — M,
definido por (2.50), es Lipschitz-continuo con constante de Lipschitz K(e) = %E,‘ es decir, existe

una constante K, > 0 que no depende de € € [0, 1], tal que ¥V y',y* € M., tenemos que
1 2 1.2
(2.51) ||Ay — Ay ”L%(Ie;Rd) < K(e)”y -y ||L§(1€;Rd)'

Demostracion La ecuacion (2.50), implica que

t

1
252 a0 - 470 = 3 [ [F6'@0) - FeAe)]a

0

Derivando con respecto a ¢t (usando el Teorema de Newton-Leibniz, dado que F € C'(R%RY) e
y € C(R4;RY)) obtenemos

d 1
(2.53) — a0 - ayo] = S [FOo' @) - FePm)].

Sin pérdida de generalidad vamos a suponer que F(y) = 0 para |[y| > R > 2|uy|. En el caso cuando

esto no se cumpla podemos multiplicar a F'(y) por la funcién

1, |yl <2R,
(2.54) XO) = 2
0, I=>R
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y entonces caemos en la situacion anterior. Primero notemos que existe K; que no depende de
€ € [0, 1] tal que para cada y'(7), y*(t) € L}(I;RY),

(2.55) [FO'®0) - FOP0)| < Ki[y' ) =y (0], €.

En efecto, lo anterior se sigue del hecho que F € C'(RY;R?) y supp (F) es compacto:

|FG! @) - FGP0)| < sup IF' Q@)1 |y' @) =y (1)
z&supp (F)

en donde, F’(z) es la jacobiana de F y la norma de F’(z) esta acotada en supp (F). De aqui (2.55)

se sigue para K; = sup |F’(z)|. Luego, de (2.53) y (2.55) obtenemos
zesupp(F)

d K
(2.56) ‘E [4v' 0 - ar0]| < SO -0l el eclo1L

Lo cual implica que

2.57) | o - avo)

2 K12 1 ) )

pagn > 4 f“y (1) =y (f)” dt.
I

o equivalentemente

d K
(2.58) |5 [4v'@ - 4] < SO =P Ol € 1010

L2(IRY)
Definimos o(7) := y'(¢) — y*(¢), entonces o € L*(I; R?); en particular - € L*(I;R?) c L'(I;R?).
Luego, por el Teorema fundamental del Célculo en el sentido de Lebesgue y tomando en cuenta
que o(0) = 0, ya que y',y* € M, tenemos

t

(2.59) o(t) = fd'(s)ds.
0
Es claro que o € C(I.;R?Y). Ademas, dado que o(0) = 0, entonces por (2.49) se satisface la de-
sigualdad
(2.60) o2 ma) < €l pa) -

Ahora a partir de la definicién de o (2.60) es equivalente a
(2.61) ' =Y Ol 20, < €l © =Y Ol 00 €€10.11
Luego de (2.58), (2.61), (2.50) y (2.48) obtenemos (2.51). [ |

Corolario 3.26 (Existencia y unicidad local). Existe €y > O tal que el problema de Cauchy
(2.31), (2.30) admite una solucion vinica y(t) € Li(1,; RY), para t € [0, €).
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Demostracion Sea K(e) = %e. Si € — 0, entonces K(e) — 0. Luego, existe > 0 tal que
0 < K(e) < 1. Entonces, para tal ¢ el operador integral A definido por (2.50) es una contraccion
en M., por Proposicion 3.25. Luego, el Principio de Contraccién implica que existe y(f) € M, tal
que Ay(t) = y(1), t € [0, &). Por lo tanto de (2.50) se sigue

t t

(2.62) ) = % f F(p(r))dr + f Win(T)dT + uo(0), 1 € [0, &),

0 0
Finalmente diferenciando a (2.62) con respecto a ¢ obtenemos que y(f) € M, es solucién del
problema de Cauchy (2.31)-(2.30). [ |

2.6. Existenciay continuidad de la solucion global de la ecuacién reducida. L.a meta prin-
cipal de esta subseccion consiste en demostrar la existencia global de la solucion local del problema
de Cauchy (2.31), (2.30) para t > 0 y mostrar que esta es Gnica. Demostraremos también que esta
solucién es continua en R,. La existencia de la extensién y continuidad de y(f) para r > 0 se si-
gue de la estimacion a priori que a continuacion desarollaremos y la cual es esencial en nuestro

trabajo.

Estimacion a priori
Proposicion 3.27. Las soluciones de la ecuacion (2.31), con F que satisfaces (1.4) admite la
estimacion a priori

(2.63) sup (@l + fly(t)lzdt < B < oo,

en donde, B es acotado para ||(uy, vo)|ls acotado.

Demostracion Tomando el producto interior de y(f) con cada miembro de la ecuacién (2.31) y
usando la identidad F(y) = —VV(y) obtenemos

(YY) - 5 = =25) - 30) + Dwa(t) - 3(0), 12 0.
Luego por Lema B.10 (Apéndice B) tenemos
ditV(y(t)) = “2|y()* + 2wy, (1) - y(f), paracasitodo > 0.
Ahora utilizando la desigualdad —2a> + 2ab < —a® + b, obtenemos

=2(OF + 2Win(0) - 3(1) < =[O + W ().

Luego, para casi todo ¢ > 0,

d
(2.64) 7/ 00) = —VOP + ().
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Entonces, la férmula de Newton-Leibniz cldsica implica (dado que V € C*(R?,R))

(2.65) Vi) + fo (s)Pds < VO(0)) + f W (s)Pds,
0

para todo ¢ > 0.

Ahora dado que w;,(1) € L>(R,; R?) por el Lema 3.17, entonces existe B; > 0 tal que
f Win(s)?ds < By.
0

Notemos que B; es acotada si [|(ug, vollg €s acotada ya que w;, se expresa por medio de uy y v
mediante las formulas (2.20) y (2.21).

Luego, para todo ¢ > 0,
(2.60) Vy(@®) + f ¥(s)ds < By,
0

en donde, B, = V(y(0)) + By, la cual es acotada ya que B, lo es siempre que ||(uo, vo)||g €s acotado.
La desigualdad (2.66) implica que V(y(¢)) < B, para todo ¢ > 0. Por otro lado, V(y) — +oco cuando
[y]| — oo, por (1.3). Entonces, existe B; > 0 tal que
(2.67) sup |y(¢)| < Bs.

>0
Finalmente, (2.66) y (2.67) implican la estimacién a priori (2.63). Ademds B; es acotado si ||(uo, vo)llg

es acotado ya que B, tiene esta propiedad. [

El Corolario 3.26 implica la existencia local de solucién a el problema de Cauchy (2.31), (2.30).
En el siguiente corolario demostraremos, usando la estimacion a priori (2.63) la existencia global

de tal solucion.

Corolario 3.28 (Existencia global). La solucion local y : [0, &) — RY, obtenida por el Prin-
cipio de Contraccién, para problema de Cauchy (2.31), (2.30) puede ser extendida al semieje R, y

tal extension y(t) es continua en R,:
(2.68) y(1) € C(R.;RY).

Demostracion La estimacion a priori (2.63) implica [y(f)] < B < oo para casi todo ¢ > 0, lo cual
muestra la existencia de la solucion global para casi todo ¢ > 0 por argumentos estdndares (con
ciertas modificaciones) de la teoria de ecuaciones diferenciales (ver por ejemplo [6, pdg. 102]). La

inclusion (2.68) se sigue también de la estimacion a priori (2.63). [ |
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Corolario 3.29. i) La estimacion a priori (2.63), las identidades (2.38) y (2.41) implican por
(2.24)

(2.69) fl(r) e P(R;RY), g (1) € X(Ry;RY), >0,

(2.70) g.(t) e *(R_;RY), f'(r) e L*(Ry;RY), 7<0.
De (2.69), (2.70) y (2.24) se sigue que

(2.71) @), fl(0), g.(7), g4(1) € L*(R;RY).

ii) (2.69) y (2.70) implican

(2.72) fo(m) € CRRY), g-(1) € CR,:RY,
(2.73) f(1) e CRGRY), g.(1) e CRRY).
iii)

(2.74) f-(0), fo(D), -(7), g+(1) € C(R;RY)

Demostracion (de iii)) Probemos que f.(7),g_(t) € C(R;RY). La continuidad de f,,g_ (2.25),
(2.18) y (2.23) implican que

(2.75) £0-) = £:04) = 2.(0) = g, 00) = 22,
Por lo tanto, (2.68), (2.38), (2.30) y (2.25) nos dan que
£1(0) = (0) ~ 2.00) = 22,
(2.76) )
§-(04) = ¥(0) - f£-(0-) = ===

De aqui tenemos

2.77) J+(0-) = £:(04), 'y g-(0-) = g-(0+).

Ahora (2.73) y (2.25) implican £, (1), g_(1) € C(R;RY).
Similarmente (2.68), (2.41), (2.30) y (2.25) implican

£(04) = y(0) — g(0-) = ”‘f’),
(2.78) )
2.(0-) = y(0) — £,(0+) = ”“2 .

luego tenemos que
(2.79) J2(0+) = f2(0-), 'y g+(0-) = g.(0+).
Finalmente (2.73) y (2.25) implican f-(7), g.(r) € C(R;RY). [ |
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2.7. Continuidad de la dinamica Y(¢) del sistema de Lamb. A continuacién demostrare-
mos la continuidad de la solucién Y(¢) = (u(x, 1), i(x,t)) € & que es lo que resta para terminar la
prueba del punto 1 del Teorema 3.1. Para tal fin usaremos los resultados de la secciones previas.

Probaremos que la dindmica del sistema de Lamb Y (¢) € C(R;; &). Sea
(2.80) R :={xeR||x2>120).

Demostracion del Teorema 3.1, 1 (Continuidad de Y(r)). Probaremos la existencia de una solu-
cion Y(t) = (u(-, 1), v(-, 1)) € & del problema de Cauchy (2.3) para ¢ > 0. El caso ¢ < 0 se muestra de
forma similar. En otras palabras demostraremos que existe una solucién (u(-, 1), v(-,1)) €e E, YVt € R
que satisface el sistema de Lamb (1.1) y las condiciones iniciales (2.1). El desarrollo de la prueba

sera en varios pasos:

Paso 1. Definimos u(x, t) en la region |x| > ¢ mediante la férmula de D’ Alembert (2.26). De-
mostremos que u(x,t) € C(R;RY), u'(x,1),i(x,1) € L*(R;;R?). En efecto, u(x,t) € C(R;;RY) para
t > 0, dado que uy(z) € C(R;RY) y vy(z) € L*(R; RY) (ya que (up, vo) € E). Ademas, (2.26) implica

u'(x, 1) = %[u(’)(x — 1) +uy(x+ 0] + %[vo(x +1) —vo(x —1)],

(2.81) | | x| > 1.
i(x, 1) = E[ué(x +1) —up(x — 1)) + E[vo(x + 1)+ vo(x —1)]

de donde se ve que
(2.82) W (x,0),v(x,1) = u(x,1) € L*(R;RY), t>0

ya que u)(z), vo(z) € L*(R; R?), pues (uo, vo) son elementos de € &.

Paso 2. Definimos u(x, t) en la regién |x| < ¢, para t > 0. Primero, resolviendo la ecuacién
reducida (2.31) con la condicién inicial (2.30) obtenemos, por el Corolario 3.28 la tinica solucion
y(t) que cumple (2.68). Ahora definimos u(x, t) por (2.40) en el sentido de distribuciones para ¢ > 0,
x € R, en donde las funciones g, y f- se expresan mediante las férmulas (2.18) para £z > 0y y(¢)
es la solucién del problema de Cauchy (2.31), (2.30). Demostremos que u(x, 1) € C({|x] < t};R?) y
W' (x, 1), i(x, 1) € L*({|x] < t}; RY) para t > 0.

1) u(x,t) € C({|x| < t};R9), t > 0. Esto se sigue de (2.40), la continuidad de y(f) (véase Corolario
3.28) y la continuidad de f., g., (véase (2.25)).

2) La ecuacion (2.40) implica para t > 0

{ V(- +g.(t-x)+g.(x+1, x>0,
(2.83) W (x, 1) =

Y(t+x)+ fl(-t—x)+ fl(x—1), x<0,
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ye-x)—-g.t-x)+g (x+0, x>0,
(2.84) i(x, 1) =

yt+x)+ fl(-t—x)— f'(x—1), x<0,

de donde observamos que /(x, 1), i(x,t) € L*({x e R| |x| < t;;RY) ¢t > 0, yaque y € L*(R,;RY) y
g., [’ € L*(R;R?) por la estimacién a priori (2.63) y (2.71).

Paso 3. Sea t > 0 y mostremos la continuidad de u(x,f) en: 1) x =t parax >0,y 2) x = —¢si
x <0.

1) Por la representacion (2.40) y la descomposicion de D’ Alembert (2.26), tenemos
(2.85) u(t=,1) = u(t+,1) = y(0) - g.(0) + g.(21), x=20, >0,
de aqui vemos que u(t—, t) es continua por (2.68) y (2.74).

2) La descomposicion de D’ Alembert (2.26) y la representacion (2.40) implica

0
0 =2t 1
uo()+”0( )+_fv0(/y)d)(,xs0,t>0,

(2.86) u(—t—,1) = u(—t+,1) = > > >

=2t

la cual también es continua.

Por lo tanto, tomando en cuenta que u(x, ) € C({|x| < t};R?) (por Paso 2'y Paso 3)y u(x,t) €
C({|x] = t}; RY) (por Paso 1) obtenemos

(2.87) u(x,t) € C({(x,1) e R?*| x| <t, t>0};RY).
De esta forma los Pasos 2, 3 implican que (u(x, 1), it(x, t) € & para todo ¢ > 0.

Paso 4. A continuaciéon probemos que la funcién u(x, ¢) satisface el sistema de Lamb (1.1) y las
condiciones iniciales (2.1). Las aseveraciones 1. y 2. del Teorema 3.2 muestran que u(x, t) satisface
la ecuacién 1 de (1.1) para x # 0, t € R. Probemos que u(x, t) satisface la segunda ecuacién del

sistema de Lamb. La expresion (2.40) implica para ¢t > 0

(2.88) W' (0+,0) = =3(0) + 280,  u'(0—, 1) = (1) + 27 (-1).

Luego, sustituyendo las ecuaciones anteriores en la segunda ecuacion del sistema (1.1), obtenemos
Fy(0) = 2y(®) + 2(g'() — f2(=0), 1> 0.

Ahora en virtud de la ecuacién reducida (2.31), la definicién de w;, (2.33) y (2.68) obtenemos la
igualdad en la segunda ecuacidn del sistema de Lamb.

Finalmente la descomposicion de D’ Alembert (2.26) fija las condiciones (2.1).
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Paso 5. Demostremos que Y (7) € C(R,; E). Por la Definicién 1.3 de norma en &

(2.89) IY(1) - Y(1)lle
= (0, 1) = (0, 2)| + ||, 11) = (¥, 1)) ||y + N 11) = i, 1) 2y

= [y(t1) = ()| + [| (e 1) = G, ) || oy + i, 1) = i, )l 2z
Sea € > 0. Por (2.68) existe 6; > 0 tal que
€ .
(2.90) v(#1) = ()| < I si | — 1] <6

Ahora examinemos los ultimos términos.

Caso 1: por abajo de las caracteristicas. Por monotonia de la integral de Lebesgue y usando (2.81)

tenemos

|(uCx, 1)) = ux, )|

< H%[ué(x — 1) —uy(x — tp)]

PRRY S ||(u(x, t) —ulx, IZ))’HLZ(R;Rd)

1
i * |31+ 1) = i+ 1)

Vo(x = 11) = vo(x — B)]

[2(R;RY)

1 1
TR I ,
) [ 0( 1) 0( 2)] [2(R:RY) 2 [ [2(R:R4)

en donde R, es como en (2.80). Sea At := t, — t;. Haciendo un cambio de variable (en el sentido
de Lebesgue): y = x — #; y usando la continuidad de las traslaciones en L? (véase por ejemplo [16]
pag. 255-257) tenemos para la tltima desigualdad que existe 6, > 0 tal que

+ |51 - i+ Aoy

316607 = 0 = A

L2(R;R9)

2[vo0) = voly + A)]

L2(R;R9)

vo(y) = vo(y — A7)]

1 €
L2(R:RY) 2 L2RRY) 6

si |Af] < 65, ya que ug, vy € L>(R; R?). Esto implica que

’ € .
(2.91) (s 1) = e, 2)) || gy < o S 1A <
Finalmente para el Gltimo sumando de (2.89) tenemos, de (2.81)

\lie(x, 1) — i Cx, )l g, mey < i, £1) = (x, 22| 2m:me)

<

|l = 1) = = )] + || S+ 1) = o + 1)

L2(R;RY)

+ H%[VO(X — 1) = vo(x = )]

L2(R;RY)

+ H%[VO(X + 1) = vo(x + 1)]

L2(R;RY) L2RRY)
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Ahora usando los mismos argumentos que en el sumando anterior tenemos que existe 03 > 0 tal
que

(292)  |[3160) = w0 = A0}

+ |50 = v+ A

LA(R:RY) L2R:R)

vo(y) = vo(y — A1)]

+ [0 = voty + A0}

+ H ! [ < €
L2RRY 2 L2®RRY) 6

si |Af] < 63, ya que ug, vy € L>(R; R?). Esto implica que

(2.93) i, 1) = i, )l 2rmny < =5 Si AT < 63,

N m

Ahora de (2.90), (2.91) y (2.93) tenemos

(2.94)  1u(0, ;) = u(0, )] + ||(uCx, 1) = ux, 1))

L2(Ri;RY)

. . € . =
* e, 1) = i(x, D)l zey < 55 st 1AL <61,

en donde, 6; := min (61,02, 03).

Caso 2: en la region |x| < |t| . La ecuacién (2.83) para x > 0, t > 0, las férmulas (2.18) y la
monotonia de la integral implican

||(l/l(.x, tl) - I/l(.x, tZ))’”L?((O,t);R") < ||(l/l(.x, tl) - l/l(.x, IZ))’”LZ(R;R‘])

. . 1p ’
< It =0 = 302 = Dl + |30 = 0 =l = 0|,

1y ’ 1
+H—u x+1) —up(x+t +H—v t = x) = volta — x
Slug(x + 1) = ug(x + )] o s vo(t = x) = vo(tz = )] 2RERY

I
+H—v X+ 1) = vo(x +1
Svo(x + 1) = vo(x + 1) P,

Sea At := t; — t,. Haciendo los cambios de variable (en el sentido de Lebesgue): {; = #; — x,

{, = x +1; y usando la continuidad de las traslaciones en L* (véase por ejemplo [16] pag. 255-257)

tenemos, para la dltima desigualdad, que existe §; > O tal que

50 = 3 = ADllzqen, + || L&) = w21 = An)]

LZ(R;RH')

+ |3 - o - An)]

+ H%[Vo(éﬁ) — ({1 = Ar)]

L2(R;RY) L2(R;RY)

+[[A1vo@) - vota - M)

< €
L2RRY) 8

si |Af] < 61, ya que ug, vy € L2(R;R?) y y € L*(R,; R?) por (2.63). Por lo tanto

(2.95) | (ux, 11) = ux, 1))

€ .
LO.HRY = 3’ st |Af] < 6y
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De manera andloga, usando (2.83) para x < 0, ¢t > 0 y los argumentos anteriores tenemos que
existe 0, > 0 tal que

’ € .
(2.96) e 1) = e ) || ey < 50 SE1AM < 62
Por lo tanto (2.95) y (2.96) implican
’ € . ,
(2.97) (e, 1) = 6, 2)) || 2y < 7o 81 1AM < 65 = min (81, 6).

Usando (2.84), obtenemos de manera andloga que existe 64 > 0 tal que
€ .
(298) ||l/l(.x, t]) - l/.l(x, t2)||L2({|x|<t};Rd) < Z, S1 |At| < (54.

Ahora (2.97) y (2.98) implican

(2.99) (0, 11) = u(0, )] + [|(uCe, 11) = s D) 2 ez
€ . —_
+ (i, £1) = a(x, )| 2 g<nyiraey < 5 si |Af] < 62,

en donde, §, = min (01, 03,04) Por lo tanto, de la definiciéon de norma en & y de (2.94) y (2.99)
tenemos

1Y(1) = Y(0)lls < €, si |Af] <6 =min(5;,6,).

El primer punto del Teorema 3.1 estd probado. [

3. Continuidad del flujo U(¢) del sistema de Lamb

En esta parte demostraremos el punto 2 del Teorema 3.1. La prueba usa las construcciones de
las secciones previas. Probaremos un resultado que establece que las soluciones de la ecuacion

(2.31) dependen continuamente de los datos iniciales (2.1).

Lema 3.30. Consideremos el problema de Cauchy (2.3) con los datos iniciales Y, = (uj, v}) €
E,i=1,2. Sean y' (1), y*(t) dos soluciones correspondientes de la ecuacion reducida (2.31) con las

condiciones iniciales
(3.D y'(0) = uy(0),  y*(0) = ug(0)

Entonces, para cualquier T > 0 existen Cy > 0, Cy. > 0 tal que

(3.2) max [y'(0) - 0] < Cr ||y - Y5
(3.3) ”}.;1(;) - yz(t)”Lz([O,T];Rd) = COT ”Y(; - Yg“a'

Ademds Cy y CY) son acotadas si ||Y6 i = 1,2 es acotado.

8!
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Demostracion Sean y'(t),y*(t) soluciones de (2.31) que satisfacen (3.1) respectivamente. Supon-
gamos que (u),v)) € B C &, i = 1,2, en donde B es un conjunto acotado. Esto implica que
uy(0), u3(0) € By c R? en donde B, es acotado por la Definicién 1.3 de &. Luego y'(1), y*(1) €
B, c RY parat > 0 con B, acotado por la cota a priori (2.63), Proposicién 3.27. Entonces como
F € C'(R?;RY) por (1.3), tenemos

d
(34) ‘d—t(yl(t) - yz(n)‘ = |FO'@) - FO*0)| < Ci[y' @0 -y @), £ € 10,71,

en donde, C; > 0 es acotada ya que y'(¢), *(f) estdn contenidas en el conjunto acotado B, para
t € [0, T]. Esta desigualdad implica la estimacion

b'@ -yl < f V'@ = y*@|dr + |y'(0) = y*(0)|, t€[0,T].
0

Ahora usando la desigualad de Gronwall [25, pag. 3] (con g(1) = |y1(7') -y}, K = |y1(0) — y2(0)|

y L = C,) obtenemos
'@ -y @0)] < ') -y (©0)| e, £e[0,T].

Tomando el maximo sobre el intervalo [0, 7] (ya que y',y* € C (R,;RY) por (2.29) y Proposicion

3.3) obtenemos

(3.5) mix |v'(1) -0 < Cr ' (0) = ()

b

endonde, C; = €7 es acotada ya que C es acotada. Ademds, por (3.1) |y'(0) — y*(0)| = [u3(0) — u3(0)| <
||Y(§ -Y; |8. Entonces, (3.5) implica (3.2).

Ahora mostremos la segunda estimacion. Usando (3.4) y (3.2) obtenemos
T T
. . 2 2
f '@ -y dr < C} f V'@ =y )| dr
0 0
T

c f C2 |lvi - 2| i
0
= car|n-v..

(GRS O] —

IA

Asi hemos demostrado (3.3), en donde C) = C7 C7. T es acotada ya que C; y Cr son acotadas. m

Sea 1 fijo, Y) = (uy,vy) e Y3 = (u2,v3). El siguiente resultado prueba el punto 2 del Teorema
3.1.
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Teorema 3.31. Para todo t > 0 existe C, > 0 tal que

[Y'(0) - Y| < G, ||vy - Y3

8,

es decir, U(t) es continua en &.
Demostracion Por la Definicion 1.3 de norma en &
3.6) ||Y'®-Y),

= [u'(0,1) — (0, D) + ||(u' (x, ) — P (x, )|

= '@ - O + || x, 1) — wP(x, D)

+ ||t (x, 1) = i (x, 1)|

L2(R,RY) L2(R;R9)

[2(R:R) + ||u](x, - uz(x’ Z)”LZ(R;Rd)
Ahora
(3.7) |u'(0.6) =20, 1)| < C, ||¥y - Y3,

por el Lema 3.30 y dado que #'(0,7) = y'(f), i = 1,2 (véase (2.29)). Resta examinar los tltimos

términos.

Caso 1: por abajo de las caracteristicas. Por monotonia de la integral de Lebesgue, en donde R, se
define en (2.80) y usando (2.81) obtenemos

G e 1) = 2 e )| o ey < NN G0 = 120 || 2

< H%[(u(l)),(x — t) - (M(z)),(x — t)] (I/t(l)),(_x + t) _ (u%)/(x + t)]

+ 3
L2(R;RY) 2

L2(R:R)
Ir.1 2 Ir1 2
+sbbeer =i oll| o+ 3o -0 -vie ol
= ||(u(l)), - (M%), L2(R;Rd) + ||v(]) - V%”LZ(R;R‘/) S ||Y(; - Yg”g
ya que flf(x + )P dx = flf(x)l2 dx para toda f € L>(R;R?). Esto implica que
(3.8) ”(ul(x’ 0= u’(x,0) PRRY S ”Yé - Yg”a'
Finalmente para el Gltimo sumando de (3.6) tenemos, de (2.81)
i e, 1) = 806, )] 3 g ey < [l G 1) = 806, 0] 2
1 25\ 1y 1 1y/ 2N/
< |3ty - - eiyee—o|, .+ sty ee o - edyeen|

+ H%[v(l)(x +1) — v%(x +1)]

= ||up) = gy

Lpo 2
) 'z[vo(x 1) —vy(x —1)]

o = Voll ey < 1Yo = Yo
|L2(R;Rd) + ”VO Yo [2(R;RY) — YO YO &

L2(R;RY)
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en donde hemos usado el cambio de variable para la integral de Lebesgue como en el anterior

sumando. Luego obtenemos
(3.9) i e, 1) = i D 2y < 1Yo = Y5l -
Ahora (3.7), (3.8) y (3.9) implican

(3.10)  [u'(0,5) — (0, )| + ||(u' (x, 1) — u(x, t))”Lz(R,;Rd)
<¢ v - 73l

+ || (e, 1) = P (x, t)||L2 T

Caso 2: en la region |x| < |t|. De (2.83) y usando las férmulas (2.18) tenemos, cuando x > 0, por
la monotonia de la integral, el cambio de variable en la integral de Lebesgue y por el Lema 3.30
(estimacioén (3.3)):

|G (x, 1) = P (x, D))

<320 = %) = 51 = 0| gy + || LY € = ) = @ = )]

|L2((0,t);Rf1) = ”(ul(x’ 0 = u(x, t)),”Lz(R;Rd)

L2(R;RY)

+ || Sy G+ ) - @y et 0]

+ H%[vé(t - X) - v%(t —x)]

L2(R;RY) L2(R;RY)

+ ”%[v(l)(x +1)— v(z)(x +1)]

L2(R;RY)

= ”5’2 - yIHLZ(R;Rd) T ”(”(1))/ ~ (up)’ 2RRY T Hv(l) - vé”LZ(R;Rd)

<C ||vy - Y5l,-
Similarmente, usando (2.83) para x < 0 obtenemos

|G x, 1) = P (x, )

L2((~1,0);RY) <G HY(% - Yg”s'
Luego
(3.11) G ey 1) = w2 e 0 || ey < e 1Yo = Yol -
Usando (2.84), obtenemos de manera andloga
(3.12) e e, 1) = 2 O, |y < Co [1Y0 = Yol -
Ahora (3.7), (3.11) y (3.12) implican
(3.13)  [u' (0,0 = PO, )] + ||t &, 1) = w26, )| 2 ey + [ 5 1) = 206D oy
<Cvy - Y5, -
Por lo tanto, de la definicion de norma en E y de (3.10) y (3.13) tenemos

1Y@ - Yl < 7Y - ¥l
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El segundo punto del Teorema 3.1 estd probado. La continuidad de U(?) : Yy — Y(¢) en EF se

demuestra de manera similar. ]

4. Conservacion de la energia del sistema de Lamb

El plan para demostrar la conservacion de la energia en el sistema de Lamb es el siguiente:
probaremos la ley de conservacion de energia, punto 3 del Teorema 3.1 para datos iniciales sufi-
cientemente suaves y después usaremos argumentos de densidad en subespacios adecuados de &
junto con la continuidad de H (Y (¢)) (ver (3.3)) como funciéon de & — Ry la continuidad del flujo

U(t). Antes damos algunos resultados técnicos.

Definicién 3.32. Sea ¥ el conjunto de las parejas (u(x), v(x)) tales que:
1. u € CA(R\{0};RY), v € C'(R\{O;;R) y

2. los limites u(0+), u’(0+) y v(0+) existen.

Corolario 3.33. La Definicion 3.32 implica que u'(x + 1), v(x + t) € C*({|x| # |t|}; RY).

A continuacién demostraremos una propiedad importante de las soluciones de las ecuaciones
reducidas (2.31) y (2.32), parat > 0 y ¢t < O respectivamente, suponiendo que los datos iniciales

del problema de Cauchy para el sistema de Lamb pertenecen a el conjunto 7.

Lema 3.34. Sea y(t) una solucion de las ecuaciones reducidas (2.31) (2.32), parat >0yt <0
respectivamente y supongamos que (uy, vo) € . Entonces, y(t) € C*(R\{0}; RY).

Demostracion Seat > 0. Las féormulas (2.18) y la definicién de wy, () (2.33) implican

4.1) Win(t) = R(t), t>0,

en donde R(f) := ué(t)_zué(_l) + VO(t)+2V°(_t). Esto implica que v;,(f) € C(R.;R?), dado que u, vy €
C(R\{0}; RY) (ya que (ug,vo) € F). Ademds, por Proposicién 3.3 y (2.29) tenemos que y(t) €
CR;;RY); luego como F € C*(R%R?) (ver (1.3)), entonces F(y(f)) € C(R,;RY). Ahora usando
la ecuacién reducida (2.31) junto con la continuidad de F(y(t)) y w;,(f) en R, obtenemos que
(1) € C(R;RY).

Sea t < 0. Las formulas (2.18) y la definicion de w,,,(¢) (2.34) implican
4.2) Wou(t) = R(t), t<O.

Luego usando la ecuacién reducida (2.32) y argumentando de manera andloga al caso ¢ > 0 obte-
nemos que y(¢) € C(R_; RY). Por lo tanto, y(r) € C(R\{0}; RY).
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Mostremos que ¥(f) € C(R\{0}; RY). Usando (4.1) tenemos que v;,(t) = R(t), t > 0, en donde
R(p) = 6D WO e aqui vemos que i () € C(R.; RY), dado que uf/, v, € C(R\(0}; R?)
(ya que (ug, vo) € F). Ademads,

d
7 00) = V,FG(®) - 3() € CR; RY),

ya que y(f) € C(R;R?) por Proposicién 3.3 y (2.29) y F(y) € C?*(R%;R?). Ahora derivando la
ecuacion reducida (2.31) con respecto a ¢ junto con la continuidad de d%F (1) y wi(t) en R,
obtenemos que j(¢) € C(R,;R?).

Finalmente, V,,,(f) = R(t), t < 0 en virtud (4.2), luego ¥,.(1) € C(R_,R%), dado que ug,vy €
C(R\{0},R%) (ya que (ug,vo) € F). Luego derivando la ecuacién reducida (2.32) con respecto
a t y usando la continuidad de %F (y(1)) y Win(f) en R_ obtenemos que ¥(f) € C(R_,R?). Y por
consiguiente J(f) € C(R\{0}, RY). El Lema est4 probado. [ |

Corolario 3.35. y(t + x) € C*({|x| # |#]}; RY). m

Notemos que en particular el Corolario anterior implica que y(f + x) € C>({|x| < |f|}; RY).

Lema 3.36. Supongamos que se cumplen las hipotesis del Lema 3.34. Entonces, existen los

limites 1im y(¢).
t—=+0

Demostracion Consideremos el caso ¢t — 0+. La ecuacién reducida (2.31) implica que 11’1(1)1 (1)
t—0+
existe si existen los limites de F(y(¢)) y w;,(¢) cuando t — 0+. Como w;,(¢#) = R(?), entonces por

la Definicién 3.32 tenemos que 11’131 Win(f) existe. Ademds como F € C*(R%;R?) (ver condicién
=0+
(1.3)) e y(t) € C(R;RY) por (2.29) y por la Proposicién 3.3, entonces F(y(¢)) € C(R,;R?) luego

lirgl F(y(t)) también existe. Por lo tanto se tiene la existencia de ll’m0 v(t). El caso cuando ¢t — 0—
=0+ t—+

se demuestra de manera analoga, usando la ecuacion reducida (2.32). [ |
Denotemos por R? a el conjunto {(x, HeR?|x#0, x# J_rt}.

Teorema 3.37. Sean (ug, vo) € F y (u(x, 1), v(x, 1)) = Y(¢) con Y(0) = Y. Entonces

i) u(x,t) € C(R*;RY),

i) u'(x, 1), u(x, t), u'(x,t) yii(x, t) existen, coinciden con las derivadas cldsicas y son localmente

acotadas en x € R2,

iii) Para todo t € R los limites laterales
4.3) a) lfI(I)l v(x, 1), b) 11’%1 u'(x,1), c¢) lim . u'(x,1), d) lim . v(x, 1)
x—0+ x—0+ X—ti+ X—EIt

existen.
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Demostracion i) se sigue por Proposicion 3.3 ya que ¥ C & por la Definicion 1.3.

Probemos la afirmacion ii). De la representacion de D” Alembert (2.26) se sigue que las prime-
ras y segundas derivadas parciales de u(x, f) con respecto a x y ¢ existen en el sentido cldsico y son
localmente acotadas en {(x, 1 eR?||x > |1 } (ya que ugp, vo € ). De esta forma hemos demostrado

ii) en |x| > |4].

Demostremos la aseveracion ii) en la region |x| < |¢|. Usando la representacion (2.40), parat > 0,y

las expresiones (2.18) obtenemos

—y,(l _ .X) " ME)(HX);HE)U—X) 4 vo(t+x)-2+v0(t—x)’ 0<x<t,
4.4 u'(x,t) =
( ) ( ) ’ ug(—t+x)+ug (—1—x) vo(—1+x)+vo(—t—x)

V(t+x)+ 5 - > , —t<x<0O.

Luego por el Corolario 3.35 y dado que (ug, vo) € F obtenemos que u’(x, t) existe y es localmente
acotada en la region {(x, HeR?||x <t x# 0}. Similarmente, usando la representacion (2.43),

para t < 0y las expresiones (2.18) obtenemos

u (—14+2)+1up (—1—x) _ vo(=t+x)+vo(=t—x)

Y'(t+x)+ 3 5 , O0<x< -1,
4.5) u'(x, 1) = , ,
—yl(t _ )C) + uo(t—x)-;—uo(Hx) + vo(t—x);—vo(Hx)’ t<x<0.

Luego por el Corolario 3.35 y dado que (ug, vo) € ¥ obtenemos que u’(x, f) existe y es localmente

acotada en la region {(x, HeR?| —|x|>t, x# O}. De esta manera hemos mostramos que u’(x, 1)

existe y es localmente acotada en {(x, HeR|Ixl <t, x# O}. Anélogamente se demuestra que
i(x, t) existe y es localmente acotada en la misma region. Finalmente la existencia de las derivadas
parciales de orden 2, con respecto a x, de u(x,t) en {(x, HeRY||x <t, x# O}, se obtiene
del Coralario 3.35, (4.4) y (4.5), dado que (ug, vo) € F. Se razona similarmente para justificar que
it(x, t) existe y es localmente acotada en {(x, HDeR?| |Ix <t|l, x# 0}.

Probemos la afirmacion a) de iii). Consideremos el primer limite lim v(x, f). La representacion
X

—0+

(2.40) para u(x, t) y la féormula para g, (ver 2da. expresion de (2.18)) implican para 0 < x < ¢

(4.6) 11’%1 v(x,t) = lim a(x, 1)
x—0+

x—0+

1im 306 = x) + 3( = 5t = ) = vo(t = ) + uf(t + x) + vo(t + )|

x—0+

Ahora dado que ug, v € C(R\{0}; R9) ya que (19, vo) € F tenemos para 0 < 1, que

%1@(—%u—@—ma—@+%u+@+m@+@)
x—0+

existe y por el Lema 3.34 obtenemos, de (4.6), la existencia del limite 11’1’51 v(x,t) para 0 < t.
x—0+
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Analicemos el caso: ¢ < 0. A partir de la representacion (2.43) y la formula para f, (ver lra.

expresion de (2.18)) tenemos para 0 < x < —t

4.7) 11’r(1)1 v(x, 1) = lim a(x, 1)
x—0+

x—0+

’ . 1 ’ ’
lim |5 + )+ (= wh(=t + x) + vo(—=t + ) + (=t = x) = vo(~t = 1)) .
Luego como ug, vo € C(R\{0}; R9) ya que (19, vo) € F obtenemos para ¢ < 0 que
% l'rgl (= up(—=t + x) + vo(—t + x) + up(—t — x) — vo(—1 — x))
x—0+
existe y por el Lema 3.34 tenemos de (4.7) la existencia del limite lfr(1)1 v(x,t) para t < 0. De esta
x—0+

forma concluimos que HI(I)I v(x, ) existe para todo ¢t € R\{0}.
x—0+

El limite lateral de v(x, ) cuando x — 0— se demuestra de manera similar, usando la expresion
(2.40) de u(x,t) parax < 0y 0 < ¢, y la formula (2.18) para f_. Para t < 0 se usa la expresion (2.43)
para u(x,t) junto con la formula para g_ (ver férmulas (2.18)), cuando x < 0 y ¢ < 0. Finalmente

analicemos el caso t = 0, es decir, lim v(x, 0). La expresion (2.26) para t = 0 implica

x—0+
v(x,0) = %[—u(’)(x) + up(x) + vo(x) + vo(x)], x€R.

De aqui, por la condicién 2 de la Definicion 3.32 concluimos que existe lim,_,. v(x, 0). El inciso
a) de la afirmacion iii) estd probado.

Probemos el inciso b). Para ello analicemos el limite de u'(x, t) cuando x — 0+. La expresion
(4.4) parat > 0, el Lema 3.34 y la Definicion 3.32 implican

lim o' (x, 1) = FY'(1) £ up(t) + vo(x1).

x—0+

Similarmente, la expresion (4.5) para ¢ < 0 implica
ll’rgl u'(x,t) = =y'(t) + up(Ft) — vo(Ft).
x—0+

De esta forma concluimos que existe lfr(l)l u'(x,t) para todo ¢ € R\{0}. Finalmente analicemos el
x—0+

lim u’(x,0). La expresion (2.26) para t = 0 implica

x—0+
u'(x,0) = %[uf)(x) + uy(x) + vo(x) —vo(x)], x€R.

De aqui, por la condicion 2 de la Definicion 3.32 concluimos que existe lim u’(x, 0). El inciso b)

x—0+

de la afirmacion iii) esta probado.

Probemos el inciso ¢). Consideremos el caso x — t + 0, el caso x — —¢ + 0 se maneja simi-

larmente. Mostremos la existencia de los limites lim u'(x, f). Primero analizaremos dicho limite

x—t+0
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cuando x — ¢ + 0. La descomposiciéon de D’ Alembert (2.26) implica para |x| > [#|, ¢ > 0
lim u'(x,f) = lim l[ué(x +1) + uj(x — 1) + vo(x + 1) — vo(x — 1)],
x—t+0 x—1+0 2

ya que (ug, vo) € F, entonces por la Definicion 3.32 el dltimo limite existe para +t > 0.

Ahora tratemos el lim u’(x, t) si ¢ < 0. La representacion (4.5) de u'(x, t) para |x| < |¢| implica

x—t+0

lim ' (x.1) = lim | =3t = 2) + St = %)+ vo(t = x) + w(t + x) + volt + 1), £ <0.
X—it+

x—t+0

Luego por el Lema 3.36 y la Definicién 3.32 el titimo limite existe para +¢ < 0.

Para t = O el limite lim u’(x,f) también existe, en virtud del inciso b). Por lo tanto, lim u’(x,t)

x—t+0 x—t+0
existe para todo ¢ € R. El inciso ¢) de la afirmacion iii) estd probado.

Mostremos el inciso d) considerando el caso t > 0 la situaciéon r < 0 se maneja de forma
similar. Demostremos la existencia del limite lfmO v(x, ). Razonando andlogamente al inciso c)
X—itt
(el caso x — +t, £ > 0), usando la descomposicion de D’ Alembert (2.26) y la Definicion 3.32

obtenemos la existencia de
lim v(x,) = lim i(x,t) = 1 lim [upg(x + 1) — uy(x — 1) + vo(x + 1) + vo(x — 1)], =+t > 0.
x—1t+0 x—t+0 2 x—>1+0

Ahora trataremos el limite lim v(x, ) cuando +7 < 0. Usando argumentos andlogos al inciso c¢) (el

x—1+0

caso x — =f, +¢ < ) obtenemos de la representacion (2.43) parat < x <0
lim v(x,7) = lim a(x,0) = lim [3( = x)+ 3( = uy(t = x) = vo(t = x) + it + x) + ot + ).
x—1+0 x—t+0 x—t+0 2
Luego el Lema 3.36 y la Definicion 3.32 implican la existencia del limite anterior cuando +¢ < 0.
Para ¢t = 0 este mismo limite también existe, en virtud del inciso a). Por lo tanto lim v(x, r) existe

x—1t+0

para todo t € R. El inciso d) de la afirmacion iii) esta probado. [
Corolario 3.38. Y(¢) es invariante sobre F; es decir Y(t) € F si Yo € F, paratodot € R. m

Lema 3.39. Sea (u(x,t),v(x,1)) € F, entonces
(Lt + u’)lx:t+0 = (u + u’)lx:t—Oa (M - ul)|x=—t—0 = (I/l - u,)|x=—t+0 Y 1#0.

Demostracion Probemos la primera igualdad. De la representacion de D’ Alembert (2.26) para

u(x, t), las férmulas (2.18) y la Definicion 3.32 obtenemos

i+ U )mpso = [p(x + D) +vo(x + 1) =/ @0)+v20), V1#0.

X=t

Ahora usando la representacion (2.40), las férmulas (2.18) y la Definicién 3.32 obtenemos

i+ 1 )mroo = [upor + D) +vo(x +0)| =@ +v20), Vi#0.

X=1—
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La primera identidad estd probada en virtud de las expresiones anteriores. La otra identidad se

muestra de manera similar. ]

Lema 3.40. Sea D,(R) := {()0 e C¥|¢'(x) € Z)(R)}. El conjunto D,(R) ® D(R) C & es denso
en (&,1Illg)-

Demostracion Sea (u,v) € &y € > 0. Es conocido que D(R) es denso en L*(R) (véase [58, pag.
80]). Luego existen i, ¢ € D(R) tales que

€ ’
(4.83) v — wHLZ(R) < 5 llee” — ¢”L2(R) <

N m

Definimos ¢(x) := fx P(€)dE + u(0), claramente (@, ¥) € D,(R) @ D(R). Entonces
0

=g v=llg = Il =@l 2@ + 1u0) = @O + Iv = ¥l 2z,

llu" — Allowy + v =l 2w < € u

Definimos el conjunto
49  K:={wuves ‘ AC..ReR talque u(x) = C,, v(x)=0, para =x>R}.
Lema 3.41. El conjunto ¥ N K C & es denso en (&, ||||g ).
Demostracion Obviamente D,(R) @ D(R) c K. Es facil ver que D,(R) ® D(R) C ¥, ya que

u(x),v(x) € C*(R). Entonces, D,(R) ® D(R) c ¥ N K. Luego el Lema 3.40 implica que D,(R) &
D(R) es denso en (&, ||-|lg ), por lo tanto, F N K c & es denso en (&, ||'|l¢ )- [

Lema 3.42. La trayectoria U(t) : Yy — Y(¢) es invariante en ¥ N K, es decir, Y() € F NK
paratodot € Rsi Yy e F NK.

Demostracion Sea (ug,vg) € F N K, entonces la féormula de D’ Alembert (2.26) implica que
(u(x, 1), v(x,1)) € K. Ademas, (u(x, 1), v(x, 1)) € F por Corolario 3.38. ]

En seguida mostraremos el punto 3 del Teorema 3.1.

Demostracion del Teorema 3.1, 3 (Conservacion de la energia del sistema de Lamb). Parat > 0,

escribimos

1
(410)  (HE)Wwo. vo) = HY (D)o, vo) = 5 f [ lie, O + I (x| dx + V(0. 1),
R
en donde, (u(x,1),v(x,1)) = Y()y Y(0) = Y,. Notemos que (H(Yy))() : (ug,vo) — R es una
funcién continua de & en R, ya que uy(x,0),vo(x,0) € L*(R;RY) y la transformacion U(¢) del

Teorema 3.1 punto 2, es continua de & — &. Ademads,

(4.11) (H(Yp)(1) € CR),
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ya que Y(¢) € C(R; &) por Teorema 3.1, punto 1.

Demostremos que (H(Yy))(t) = const para todo t € R con Yy = (ug, vo) € F N K. Consideremos la
integral “energética” de la cuerda del sistema de Lamb

(4.12) E() = % f [Iu(x,t)|2+|u’(x,t)|2]dx.

R
Notemos que de (4.10) se sigue que (H(Yy))(?) = E(t) + V(u(0, 1)).

Dividimos la integral energética en

. .
. 2 ’ 2 . 2 , 5
4.13) E@) = f [[“(xz’fﬂ L L (a;,t)] Jax+ f[[u(xz,r) ], ();,t)] i
t [a(x, 01 [/ (x, 0 (Tl 0P [ P
+f[ 2 * 2 ]dx+f[ > + 5 dx.
0 t

Demostremos que existe H € R tal que (H(Yy))(7) := E(t) + V(u(0,1)) = H para todo ¢t > 0y para
todo (ug, vo) € FNnK.

Diferenciando con respecto de ¢ > 0 los primeros dos sumandos de (4.13) y usando la férmula

de Leibniz para derivar integrales que dependen de un parametro obtenemos

-t

0
d [i(x, )])*  [w(x, )] [i(x,0)*]  [W'(x,0)]?
(4.14) E[f[ ot ]dx+f[ s ]dx]

—00 —t

0

= f[u(x, Hu”’(x,t) +u'(x, )i (x,1)]dx + f[u(x, NDu'' (x,t) + u'(x, )i (x,1)]dx

—t

— S|t = 0,00 + @ (=1 = 0,0)°] + I (=t + 0,0 + (' (=t + 0,0))?]

Usando la primera ecuacion de (1.1) (la cual es cierta para u(x, t) en el sentido clasico para x # 0y

x # =xt, por Teorema 3.37 ii)) tenemos que

-t

0
f[u(x, Hu''(x,t) + u'(x, )i (x,t)]dx + f[u(x, Hu” (x,t) + u' (x, )i (x,1)]dx

—t 0

= f [ie(x, Dii(x, 1) + u' (x, i’ (x, 1)]dx + f [i(x, Dii(x, 1) + u'(x, Did' (x, 1)]dx.

—00 —t
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Ahora una integracion por partes en esta ultima igualdad nos da que el lado izquierdo de (4.14) es

igual a
—-1-0 0—
@.15) w'Ce it ]+ [ Ce e, 0| =3[t = 0,00 + @' (=t = 0,0))’]
+ 5|t + 0,00 + @ (=1 +0,0)).
En forma andloga, para los ultimos dos sumandos de (4.13) obtenemos
+00

d trmum] [uuﬂf [—i(x, 1)*] FWWDF
(4.16) E[f[ : +f[ - ]dx]

0

+00

= [wGx. Dy, t)]; + [ Gy, )]
[(u(t —0,0)%+ (Wt -0, t))z].

L[+ 0.0 + (' + 0.0

+

R —

De esta manera

417) B0 = [ naten] +[onicen] .+ [w (e oicen]
' nace ) = -1 0,0 + ('~ = 0,0))?]
+ 5[+ 0,007 + @ (=1 +0,)?| = I[ Gt +0,1)* + @'t + 0,1))?]
+ 3| - 0,07 + @t - 0,0
Definiendo

[MWW+WUﬁF
2 2

4.18)  T.(xn0):= i[ ] + 1 (x, Di(x, £) = J_r% li(x, 1) + ' (x, O, >0,

obtenemos por (4.17)

(4.19) E() =T_(x, z)‘ + i1Cx, D (x, z)‘ +T.(x.1) :Z

ya que u(x, 1), v(x, t) € K. Luego se sigue del Lema 3.39

=+1—0

(4.20) (x|

x=+1+0
dado que (u(x,1),v(x,1)) € F.

Ahora la continuidad de u(x, ¢) (véase Teorema 3.37 i)) y la expresion (2.29) implican que @(0+, 1) =
w(0—, 1) = u(0, ) = y(¢). De esta forma la segunda ecuacién de (1.1) (la cual se satisface para u(x, t)

en el sentido clasico, para x # 0y x # +t (véase Teorema 3.37 ii)) y el caracter conservativo de
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F(véase (1.3)) implican

=0—

aCx, O (x, 1) :H = (0=, ' (0=, 1) — i(O+, ' (O+, 1)
= —u(0, )|t/ (0+,1) — u'(0—,1)]
(4.21) = —yVV(y) = —%V(y(t)), t>0.
Luego se sigue de (4.19)-(4.21) que
) i d
(H(Yy))(®) = E(t) + EV(y(t)) =0, t>0.

Esto implica que existe H € R tal que (H(Yy))(®) = H,t > 0, Yy € F N K. Ahora usando la
continuidad de (H(Yy))(7) con respecto de ¢ € R obtenemos que (H(Y;))(0+) = H. Por lo tanto,

(H(Y))®) =H, t>0.

El caso 1 < 0 se maneja de forma andloga. De esta manera demostramos que (H(Y))(t) = const,

t € R, Yy € F NK. Nos falta mostrar que esto mismo se cumple para ¥, € E.

Recordemos que H : & — R es una funcién continua por (3.3) y la definicién de la topologia de
&. Por lo tanto, para (ug, vo) € &, H(Y(2))(ug, vo) = const por el Lema 3.41, la continuidad de U(r)
(vedse Teorema 3.37 ii)) y la invarianza de U(f) en ¥ N K (véase Lema 3.42).

El siguiente diagrama esquematiza el paso final de la prueba:

U(r H()
FNK — FnNK

N—denso
J %U)(t)

&

R

A continuacioén demostraremos la afirmacion 4 del Teorema 3.1.

Demostracion del Teorema 3.1, 4 (Estimacion a priori del sistema de Lamb). Mostraremos la

estimacion a priori (1.3) parar > 0. Sea Y (¢) € &, por la definicién de norma en &

(4.22) IYDllg = Il (x, Dll2 ey + (0, D+ [v(x, Dll 2 pe) -

Tenemos dos casos: 1) [x| > [#. Las férmulas (2.81), la definicién del espacio & y un cambio de

variable (en el sentido de Lebesgue) implican que exise C; > 0 tal que
(4.23) I e, )20y + IVCE Dll 2ty < Cro 120,

en donde R, esta definido en (2.80).
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2) |x| < |#]. Las formulas (2.83), (2.84) y (2.18), la definicion del espacio &, un cambio de variable

(en el sentido de Lebesgue) y la cota a priori (2.63) implican que existe C, > 0 tal que
(4.24) e’ (x, Ol 2y + IVCE Ol —rpray < Cay £ 2 0.

Ahora (4.23) y (4.24) implican que existe C > 0 tal que

(4.25) e’ Cx, Oll 2eapey + IV Dl 2@pesy < C, 12 0.

Nuevamente por (2.29) y la estimacion a priori (2.63) obtenemos a partir de (4.22) la estimacion
(1.3) parat > 0. El caso t < 0 se demuestra de manera andloga, usando las representaciones

adecuadas de u(x, t) en |x| > |tf] y |x| < |#|, cuando ¢ < O. [






CAP{TULO 4

Dispersion no lineal en el sistema de Lamb

En los articulos [27, 31, 29, 19, 43, 38, 37] el sistema de Lamb (1.1) es referido como el
ejemplo mas simple no trivial y no lineal de un sistema conservativo reversible en el tiempo (véase
Observacion 1.2 punto 2) que permite analizar diversas interrogantes. En esta tesis se construye la

teoria de dispersion de dicho sistema cuando la masa m del oscilador es cero.

En el presente Capitulo demostraremos que en el sistema de Lamb existen transiciones entre
estados estacionarios de la forma (0.3), es decir, existe un atractor global para el sistema de Lamb.
Establecemos el caracter de la convergencia de las soluciones del sistema; es decir, cuando t — +o0
cada solucion decae a una suma de tres componentes: un estado estacionario, una onda libre ¢
saliente’’ (o “‘entrante”), la cual es una solucion de la ecuacién de onda libre y un resto pequefio
que tiende a cero con respecto a la norma energética global. De esta manera estamos probando que
la conjetura sobre la estructura de los atractores de ecuaciones G-invariantes que tienen asociado
un grupo de Lie de simetria G es cierta para el sistema de Lamb con masa cero y cuyo grupo es el

grupo trivial G = {e} (véase [35] para un panorama general de la conjetura).

Las ondas libres (“salientes” o ‘“entrantes”) corresponden a estados asintéticos de dispersion
los cuales se expresan en términos de los datos iniciales y una solucion de la ecuacion reducida
(véase (2.31)sit > 0 o (2.32) si ¢+ < 0). Finalmente se escriben los operadores de onda y se
obtienen condiciones necesarias sobre los estados asintéticos para la reconstruccion de la dindmica
del sistema de Lamb tal que se siga cumpliendo el cardcter de la convergencia de las soluciones.
Estos resultados estan publicados en [43].

1. Soluciones estacionarias del sistema de Lamb

A continuacién determinaremos todas las soluciones estacionarias de energia finita del sistema
de Lamb (1.1).

Definicion 4.1. EI conjunto S de las soluciones estacionarias del sistema de Lamb (1.1) es el
conjunto de trayectorias Y(¢) := (u(x,1),v(x,1)) € C(R,E) que satisfacen (1.1) y no dependen de
teR.

73
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Definimos para cada ¢ € R? la funcién constante
(1.1) sc(x) =c, para xe€R.

Denotamos por Z a el conjunto de todos los ceros del campo F, es decir, Z := {z € R? | F(z) = 0}.

El siguiente teorema nos da la descripcion de S.

Teorema 1. El conjunto S de todas las soluciones estacionarias (o estados) tiene la siguiente

forma

(1.2) S={S.=(s.,0)|z€Z}.

Demostracion Es facil ver que S, = (s,(x),0) es solucion de (1.1) paraz € Zy que S, € E. Resta
demostrar que el conjunto de todas las soluciones estacionarias del sistema de Lamb (1.1) tienen la
forma de (1.2).

Sea (u(x,1),v(x,t)) € & una soluciéon que no depende del tiempo, entonces u(x,t) = u(x), y
(u(x),0) € & Ahora la primera ecuacion del sistema de Lamb (véase (1.1)) implica que u”’(x) = 0,
x # 0. Por lo tanto,

(1.3) ux)=a.x+b,, u(x)=a,, +x>0.

Dado que (u(x), 0) € & entonces u’'(x) € L*(R.,R¥) (véase Definicién 1.3). Por lo tanto, a, = 0. Por
otra parte usando la continuidad de u(x) en cero (véase Definicion 1.3) obtenemos que b, = b_ = b.

Por consiguiente todas las soluciones estacionarias son las funciones constantes: u(x) = b .

Luego la segunda ecuacion del sistema de Lamb (1.1) implica

Fb)=0
entonces, b € Z. Ahora como v(x, t) = i(x, t) = 0, entonces (u(x, 1), v(x, 1)) € S. [
Corolario 4.2. Existe una biyeccion entre S'y Z. [

2. Resultados Principales

Definicion 4.3. Diremos que el sistema (1.1) y el potencial V(u) son “no degenerados” si el

conjunto Z es un subconjunto discreto de RY.

La meta es establecer que S es un atractor puntual del sistema (1.1) en la topologia de & y dar
una expresion para la asintética de las soluciones de energia finita cuando ¢ — +co. Denotamos por

W(t) a el grupo que genera la dinamica de la ecuacion de onda libre, es decir, cuando F(u) = 0.
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Atraccion a el atractor global

Teorema 4.4. [43, Teorema 3.1] Supongamos que se satisfacen cada una de las suposiciones

del Teorema 3.1 (Capitulo 3) y sea Yy € & un estado inicial. Entonces

i) La solucion Y(t) € C(R,&) a el problema de Cauchy (2.3) converge a el conjunto S con
respecto a la familia de seminormas de energia local:
&
(2.1) Y(H) —— S.
t—+00
ii) Supongamos ademds, que Z es un subconjunto discreto en R%. Entonces, existen estados

estacionarios limite S . € S, los cuales dependen de la solucion Y(t), tales que

2.2) Y() t8—+> S, = (s..0).

A continuacién hacemos algunos comentarios sobre el desarrollo del estudio de la atraccién a

estados estacionarios.

La atraccion a estados estacionarios fue establecida inicialmente por Babin, Vishik, Fojas, Hale,
Henry, Temam [7, 13, 21, 22, 56] y otros mds, en la teoria de atractores de ecuaciones disipativas
tales como Navier-Stokes, ecuaciones de reaccion-difusion, ecuacion de onda amortiguada, etc. En
todos estos casos la atraccion se cumple con respecto a la norma energética global, pero tinicamente

cuando t — +oo.

Para las ecuaciones con estructura hamiltoniana los primeros resultados sobre la atraccién del
tipo (2.1) y la asintética de dispersion de la forma (2.4) con S. = 0 se obtuvieron en teorias de
dispersion lineal por Morawetz, Lax y Phillips, Vainberg [40, 45, 42, 57] y otros. Generalizaciones
a teorias de dispersion no lineal fueron hechas por Segal, Strauss, Morawetz, Glassey, Klainerman,
Hormander [14, 20, 24, 28, 46, 47, 42, 51, 52] entre otros. Todos estos resultados se refieren a
la convergencia de las soluciones a un atractor global, el cual consiste de un solo punto, que es
precisamente la solucién idénticamente cero; es decir, S = {0}. La atraccion a un atractor global
no trivial S # {0} del tipo (2.1) fue establecida por: i) Komech [32, 31, 33] para ecuaciones 1-
dimensionales del tipo Klein-Gordon para diferentes clases de términos no lineales espacialmente
localizados; es decir, cuando f(x,u) = 0, |x| > a; y por ii) Komech, Spohn y Kunze [2] para un

sistema no lineal compuesto de una ecuacién de onda 3-dimensional acoplada a un particula clasica.

Nosotros demostramos atraccioén a un atractor global no trivial para el sistema de Lamb con

masa m = 0 y descubrimos el cardcter de dicha atraccion, lo cual es tnico en su clase.
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Asintotica de dispersion

Para escribir y demostrar la siguiente parte del teorema principal introducimos nuevas condicio-
nes que restringen a el conjunto de datos de Cauchy para el problema de Lamb. Tales condiciones
nos permiten precisar el caracter de la convergencia (2.2).

Supongamos que la siguiente integral y los limites existen

(2.3) Vo = f vol)dy ug = Hm ue(x), uf := lfm wu(x).
X——00 X—+00
R

Definicion 4.5. El simbolo &, denotara a el espacio de las parejas (u,v) € & tales que existen
la integral y los limites (2.3).

Teorema 4.6. [43, Teorema 3.1] Supongamos que se satisfacen las suposiciones del Teorema

3.1, Z es subconjunto discreto de R e Y, € E.,. Entonces se cumple la asintética de dispersion:
(2.4) Y)=S.+ WOV +ro(t), t— *oo,

para alguna solucion estacionaria S. € S, algiin estado asintético de dispersion ¥V, € E y en

donde el término de error r.(t) es pequerio con respecto a la norma energética global:
(2.5) Ire(Dlle T 0.

Ademds se tiene que la onda “libre” (‘“‘saliente” o ‘“‘entrante’) W(r)V. converge a cero en la

norma energética local:

(2.6) IW(®)¥P.llg, —— 0, YR > 0.
t—x00
Observacion 4.7. 1) Es suficiente probar los Teoremas 4.4 y 4.6 para t — +oo ya que el

sistema de Lamb (1.1) es reversible con respecto a ¢ (véase Observacion 1.2, 2).
2) La convergencia “débil” (2.2) y (1.4), (3.3) implican por el Lema de Fatou

(2.7) H(S ) <HXY (@) =HYy), teR.

3) El Teorema 4.4 1) y ii) se encuentra probado en [31] param > 0y d = 1 con las condicio-
nes iniciales de la forma (1.1). Nosotros consideramos el caso m = 0, d > 1 y condiciones
iniciales arbitrarias. Precisamos el comportamiento de la soluciones de energia finita del
sistema de Lamb dando la expresion (2.4) para la asintética (Teorema 4.6). Esto significa
que no solamente demostramos que Y () — (54, 0), sino que representamos la diferen-

ciaentre Y(¢) y (s+,0) como

WY, + ru(1),
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en donde, . () ﬂi—) 0 en la norma energétia global ||-||¢ y la parte principal de Y()—S . es
la dinamica libIt‘zidooel sistema de Lamb. En otras palabras demostramos que cada solucion
Y(t) de energia finita de (2.3) es la suma de un estado estacionario y una onda ‘““saliente” ,
cuando t — +o00. Los datos iniciales de dicha onda “saliente” se denominan estados
asintéticos de dispersion.

4) La condicién (1.4) describe a un “conjunto abierto” en la clase de funciones potenciales
V(u). En este sentido la atraccion (2.1) se cumple para “casi todas” las ecuaciones de la

forma (1.1).

El Teorema 4.6 abre un camino para construir una teoria de dispersion no lineal para el sistema
de Lamb.

3. Demostracion del Teorema 4.4: Convergencia a el atractor global
Relajacion de la ecuacion reducida

El Teorema 3.1, 1 nos provee de la existencia y unicidad de la solucion Y () a el problema de
Cauchy (2.3). A continuacién escribiremos un resultado sobre la ecuacién reducida (2.31), que nos
ayudard a demostrar el inciso i) del Teorema 4.4.

Lema 4.8. Supongamos que se satisfacen todas las condiciones del Teorema 4.4. Entonces,

i) Para cada solucién y(t), t € R., de la ecuacion reducidad (2.31)

(3.1) () — Z.

f—+00
ii) Si Z es un subconjunto discreto de R¢, entonces existe z.. € Z tal que

(3.2) () — 2z,

—+00

Demostracion Es suficiente probar i), ya que ii) se sigue directamente. Procederemos por contra-

diccion. En virtud de la cota a priori (2.63), y(7) es acotada, para ¢ > 0, esto implica que existe una

sucesion {fJrar C R, y existe y € R? tal que y(fy) —— jy F := F(5) # 0, digamos F(7) > 0. Ya
tk—>oo

que t; — oo, podemos suponer, sin pérdida de generalidad que |#;; — #;| > 1, para todo k € N.

k—+00
Por Proposicién 3.3 y (2.29) tenemos que y(¢) € C(R,, R%); ademds como F € C*(R?,R¢) (véase
(1.3)), entonces F(y(1)) € C(R,,R?) y existe § > 0 tal que

0| |

(3.3) [y(t) —y| <o, implicaque F(y(t)) >
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Por otra parte, también existe K > 0 tal que
0
(3.4) Mt =3l <7, ¥ k2K

La cota a priori (2.63) y la desigualdad de Cauchy-Schwartz implican
Ik
0
(35) 3w -0 < [ Beolds < BVi=1 <3,
t

st |ty —t] < € := min (%, 1).
Ahora (3.4) y (3.5) implican

(@) =y < Iy@ =yl + ly(t) — Yl
(3.6) < 0, si |[pb—t|<e k=K.

Luego usando (3.3), obtenemos que

F
|FO@)| > 7 -t <€ k=K.

Esto implica que F(y()) ¢ L*(R,,R?). Por otro lado, la ecuacién reducida (2.31) implica que
%(y(t) —wy (1) = %F(y(t)) € L*(R,,R%), ya que %(y(t) — win(t)) € LA(R,,RY) en virtud de (2.35).
Por lo tanto,
lim F(y(t;)) = F(y) =0, k> K.
Ix—00
Mostremos ahora que
lim dist(y(¢),Z) = 0,
t—+00
en donde, dist(y(¢),Z) := ian [y(¢) — z|]. Procedamos nuevamente por contradiccion: supongamos
ZE.

que dist(y(#;), Z) > € para alguna sucesion {f; };cn C R. Como y(¢) es acotada (por la cota a priori)
entonces existe una subsucesion {#, },en tal que

y(th) l_) zZ€ Z7
€
2,
sobre todos los z € Z obtenemos que dist(y(#,),Z) < § si [ > N. La contradiccién obtenida prueba

esto significa que existe N € N tal que |y(tkl) - z| < %, para todo / > N, luego tomando el infimo

la afirmacion i). u

Observacion 4.9. En el caso r < 0, se puede establecer un lema similar al Lema 4.8. La

demostracion es andloga.
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Convergencia a el atractor global

Definicion 4.10 (cf. [7, 21, 56]). Un subconjunto A C &p es un atractor puntual global

minimal del grupo dindmico W(z) si
1) Para cualquier Y € &g se cumple la convergencia

(3.7) WY —— A,

t—+00
ii) El subconjunto es invariante, es decir, W(1)A = A, t € R.
iii) A es el conjunto minimal con las propiedades 1) y ii).

Ahora probaremos el Teorema 4.4 i). Demostraremos esto cuando t — +o0. El caso t — —oo se
analiza de manera similar.

Lema 4.11. Supongamos que se satisfacen todas las condiciones del Teorema 4.4. Entonces,
Y() - 8.
t—>+00
Demostracion Es suficiente construir z(¢) € Z parat > 0 tal que
(3.8) [Y® = S.0ll,, — 0. R>0.
La convergencia (3.2) del Lema 4.8 significa que existe z(f) € Z, t > 0, tal que
(3.9) @ =z —— 0.
Ahora por la definicién de norma en Ep (véase Definicion 1.3, 2.) y (1.2) obtenemos
G10)  [[YO = Saollg, = I @Dz rmyze + VO = 2O+ M Dz gz s R> 0.
Las formulas (2.83) y (2.84) para x > 0 implican que el primer y tercer sumando del lado derecho

de (3.10) son mayorizados de la siguiente forma:

B A1)l e Dllagor) ey + IVCG DNz p)Re)

g;—(t + x) |L2((0,R),Rd))

< CUY' (¢ = Doz + 184 = 0| 2050 |

< COIY (7 = Dllag-rrrze + [0 = D2 pmmnr + 1€56E+ D2 rrm ) R >0,

De manera similar por las férmulas (2.83) y (2.84) para x < 0 tenemos que el primer y tercer
sumando del lado derecho de (3.10) son mayorizados por
(3.12) |l (x, Dll 2R 0yray + IV Dl 2R 0) 19

< CUY ( + Ollirmyzey + (1721 = 9|2 pmmer T 12+ 0 ooy ) B> 0.
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Ahora usando un cambio de variable en el sentido de Lebesgue, y dado que y'(r) € L*(R,,R¢) por
(2.63)y (1), g.(7) € L*(R,R?) por (2.71) tenemos

R t+=R
(G f ' (r & ) dx = f Y (@ dt —— 0,
-R ¥R
R t+=R
(3.13) PR = | |le,¢z o[ dx= | |g.@ dr — 0
. g+ - Lz((—R,R),Rd) g+ - g+ =00 4
-R ¥R
R —t+R
| (-t £ x)||2 = [ |f (-t x)|2dx = |f’(7-)|2d7 — 0.
- T VNLA(-RR).RY - T - 1—+00
-R —tFR
Por lo tanto, (3.9) y (3.11), (3.12), usando (3.13) completan la demostracion. [ |

Ahora el Teorema 4.4 i) estd probado. La parte ii) del mismo teorema se sigue facilmente ya que
S es isomorfo a Z, por Corolario 4.2, Z es un subconjunto discreto de R? y la trayectoria y(f) es
acotada en virtud de la cota (2.63). [ |

4. Demostracion del Teorema 4.6: Asintotica de dispersion

En esta parte demostraremos la asintética de dispersion. Notemos que la atraccion (2.1) o equi-
valentemente (3.2) implica la convergencia (2.2) dado que el conjunto &, homeomorfo a Z, es

discreto.

Resta probar la asintotica de dispersion (2.4). Construimos la onda “saliente”:

4.1) WY, = (Woulx, 1), Wou(x, 1)), >0,
en donde,
4.2) Wour(X, 1) 1= Co + fr(x — 1) + g-(x + 1),

para alguna constante C, que serd elegida mds adelante y f,, g_ se definen como en (2.18). Cla-
ramente Wq, (X, ) es una solucion de energia finita (ya que f7,g" € L*(R,RY), por (2.71)) de la

ecuacion de D’ Alembert libre: O wyy(x, 1) = 0.

Demostracion del Teorema 4.6. Sea r > 0, Y, € &.. Ya que Z es discreto S = {(z4,0) | z, € Z},
usando (4.1) reescribimos la asintética (2.4) como

(4.3) (u(x, 1), u(x, 1)) = (z+,0) + (Wour(X, 1), Woue(x, 1)) + r4(£), >0,
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en donde,
(4.4) 24 = th’m y(1).

Mostremos que ||, || — 0. Por la definicién de norma en &, usando (4.3) tenemos que demostrar
f—+00

4.5) lrelle = y(6) = 2o = Wou0, 1)| + |

w (1) — Wy, t)”LZ(]R,Rd)

i 1) = WouCs Dll 2z pty —— 0.

Paso 1. Iniciemos con el primer término del lado derecho de (4.5). Dado que u(0,7) = y(¢) por

(2.29) e y(t) —— z,, es suficiente demostrar que
t—+00
(4.6) Wou(0,1) = Co + fu(=1) + 8-(t) —— 0.

Primero (2.3) y (2.18) implican que

. u- 1 —00 . u+ 1 00
@7 lim f(—f= 2 _1 f I f V(o).
f—+00 2 2 0 f—+00 2 2 0

Segundo por (2.38) y (4.4) tenemos

lim f,(=1) =z, — lim g.(1); lim g_(r) =z, — lim f_(-1).
t—+00 t—+00 t—+o00 t—+00

Sustituyendo en (4.7), obtenemos

+ 00
. Uy 1
tim £ = 2= =2 [ vtod
—+00 O

2 2
) ug 1 (7%
limg_(t) = z,— =+ = vo(y)dy.
—+0o0 2 2 0
Luego, se cumple (4.6) si elegimos
48 Co= ot T,
(4.8) 0-—7"‘7"‘5— Zts

en donde, vy es como en (2.3).

Paso 2. Ahora consideremos el segundo término del lado derecho de (4.5). Demostremos que

(4.9) |

u/(" t) - W:)u[('7 t)”LZ(R,Rd) — O

t—+00

Usando (4.2) y la representacién de D’ Alembert (2.1) para x > 0, obtenemos

uw'(x,t)—w (=g (x+1)—-g (x+1), x>0.
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Finalmente, (2.71) implica

C f ) |lgL(x + 0P +Ig-(x + 1) |dx
0

2
’ ’
g+(x + t) - g—(x + t)||L2(R+,Rd)

C f 182 + 18- @F |dz —— 0.
t

|l 0) = Wi (1) — 0.

Por lo tanto
’ R®:RY) 1 o0

En el caso x < 0 obtenemos por (4.2) y (2.1)

u'(x,t)—w, (0 =f(x—1—- fi(x—1), x<0.

Y por (2.71) tenemos

0
=0 fi =0l < € [ oP 17 0

(o9

¢ [ [r@k+if@r: — o

(%)

Por lo tanto,

w1 —wi,(, t)||L2(R_’Rd) —— 0. De esta manera obtenemos (4.9).

f—+00
Paso 3. El tercer término del lado derecho de (4.5) se demuestra de manera andloga, usando
4.2)y 2.1)y (2.71).

Finalmente demostremos (2.6). Por Definicién de norma en Er tenemos

4.10) WOl = |

Wout D 2z + Wou 0D + IWoul Dllp2pyzeys R > 0,

De (4.2) y (2.71) obtenemos

R R
(4.11) |w;ut(x,t)||Lz((_R,R),Rd)§f|fi(x—t)|2dx+fg’_(x+1)|2dx
-R -R

R-t R+t
= f [Fodry + f | (x2)| dr2 —— 0
-R-t —R+t
Andlogamente por Definicién de norma en &Ef, un cambio de variable (en el sentido de Lebesgue)
y (2.71)

R—t R+t
(4.12) |10 06 D]ty < f |fir)| dry + f |¢- ()] dr2 —— 0
—R—t —R+t

Ahora (4.6), (4.11) y (4.12) implican (2.6). El Teorema 4.6 estad probado. [ |
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5. Estados asintoticos

En esta seccion expresaremos los estados de dispersion en términos de los datos iniciales y
la funcién y(¢), describiremos algunas propiedades de los estados asintéticos W, (el caso cuando
t — +00), definiremos el operador de onda W, para el sistema de Lamb y especificaremos el rango
de dicho operador.

Denotaremos el estado asintético ¥, por

(.1 Pi(x0) i= (Wo(x), Ho(x),  x € R,

En la seccion previa obtuvimos la onda “saliente” W(t)¥,(x) = (Wou (X, 1), Wou(x, 1)), t > 0,
en donde w,(x, ) estd dada por (4.2). Por lo tanto, el estado asint6tico W, (x) = (Wo(x), [Ip(x))
estd determinado univocamente por

Fo(x) 1= Wou(x,0),  Ho(x) := Wou(x, 0).

De esta manera estamos asociando el estado asintético (Wo(x),I1y(x)) a cada dinamica Y(r) €
C(R, &) con las condiciones (2.3) y Z ¢ R? discreto. Ahora como la dindmica final del sistema
de Lamb esta determinada por el dato inicial Y, € &, podemos definir el operador de onda como

sigue:

Definicién 4.12. Sea Y(t) = (u(x,1),u(x,1)) € C(R,E) con Yy = (ug,vy) € E tal que la
asintotica de dispersion (2.4) se cumple, en donde, S, = (z4,0), z, € Zy ¥, € &. Definimos

(5.2) W+Y0 = (\P+,Z+) E SXZ.
Y diremos que la transformacion
(5.3) W+ : 800 — 8 X Z’

es el operador de onda asociado al sistema de Lamb y (WV,,z,) es el dato de dispersiéon que
corresponde a Y.

A continuacion escribimos la expresion explicita de W, Yy, en términos del dato inicial Yy:
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Lema 4.13. Sea (uy, vo) € Ew. Entonces, el estado asintitico ¥, (x) = (WYo(x), [Io(x)) tiene la

siguiente representacion

X

y) + oD wCED) 1 f o)y, x> 0.
2 2
(5.4) Wo(x) = Co +
Y(=x) + M + % f volp)dy, x <0,
(o - WD WO WD
(5.5) ITp(x) =
G B BT R

2 2 ’
en donde, Cy esta dada por (4.8).

Demostracion Primero, calculemos ¥y. La representacion (4.2) implica
(5.6) Fo(x) = Co + fi(x) +g-(x), xeR.

Las formulas (2.18) y (2.38) implican

w1 [

filx) = > —Efvo(/y)d)(, x>0,

(5.7) 0

fo(0) = y(=x) — g+(=x), x < 0.
Ahora sustituyendo g, (—x) para x < 0 a partir de (2.18) en (5.7), obtenemos

X

1
uoéx) -3 fvo(,\()a’)(, x>0,
0
(5.8) fix) =
- 1
TR f w00y x <0

0

Calculemos ahora g_(x) en términos de u, and vy. (2.38) implica

(5.9) g-(x) = y(x) = f-(=x), x 2 0.
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Luego, por las formulas (2.18) obtenemos

uo(=x) | 1 f vo(p)dy, x > 0.

(5.10) §-(0 =y - ==+
0

Nuevamente en virtud de (2.18) con g_ para x < 0, obtenemos

—X

X 1
y(x) — ”0(2 2 5 f vol)dy, x> 0
0
(5.11) g-(x)=
]
uoéx) + 3 fvo(,\/)d)(, x<0
0

Por consiguiente, en virtud de (5.6), (5.8) y (5.11) obtenemos (5.4).
Segundo, calculemos IIy(x) = Wy (x, 0). La expresion (4.2) implica

(5.12) IMy(x) = —f/(x) + g-(x), x e R.

Calculemos inicialmente ¥ (x) para x > 0. Las férmlas (2.18) implican

M _ vo(x)

(5.13) fi(x) = > 7 x>0.
Las ecuaciones (2.38) nos dan
(5.14) g =y®@+ f(-x), x=0.

La férmula para f_ (véase féormulas (2.18)) implica

up(—1)  vy(=x)

1 "(— = > 0.

(5.15) Ji(=x) > > , x>0

Luego

(5.16) ¢ (0 =y () + 0D D
2 2

Finalmente,

uy(=x) = up(x)  vo(x) = vo(—x) >0,

(5.17) Mo(x) = y'(x) + 5 > ;X2

por (5.12), (5.13) y (5.16).

Ahora calculemos ITy(x) para x < 0. La expresion (2.38) implica

(5.18) £100) = =Y/ (=) + g(=x), x <0,
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La férmula para g, (véase férmulas (2.18)) implica

1t (—x) L Yo(=%)

(5.19) g2 = = . x<0.
Luego,
(5.20) Fo) = —y () + D 0Dy,

2 2
Por lo tanto,

o (x) — up(—=x) N vo(X) — vo(—x)

(5.21) Iy(x) = y'(-x) + > 7 , x<0,
por (5.12), (5.20) y la derivada de g_ (véase (2.18)). De esta forma obtenemos (5.5). El lema
estd probado. [

Observacion 4.14. La onda “saliente” wq,(x, t) admite la representacion de D’ Alembert

X+t

f Moy, x,1 € R,

x—t

Yox =) +Wo(x+1) 1

Woul(x, 1) = W(t)(Wo, Iy) = 7 + E

ya que Woy s una solucion de la ecuacién de D’ Alembert.

5.1. Condiciones necesarias para la existencia de estados asintéticos. La teoria de dis-
persion para el sistema de Lamb desarrollada en esta tesis nos coloca ahora en el punto donde se
investiga el operador inverso W !. Iniciamos el estudio con la descripcién de la imagen Im W, de
W,.

A continuacién presentamos un lema que describe algunas propiedades que caracterizan a los
estados de dispersion Y y Iy, construidos en la seccion previa (véase (5.4) y (5.5)). Pero antes
recordemos lo siguiente: Por Definicién 1.3 tenemos que (uy(x), vo(x)) € &, en donde, uy(x) € C(R)

y u)(x), vo(x) € L*; también tenemos que
(5.22) Y(1) = (u(x, 1), v(x,1) € CR, &),

con u(x,0) = up(x) y v(x,0) = vo(x) es una solucién del problema de Cauchy (2.3), por Teorema
3.1, 1.

Lema 4.15. Sea Yy € E, y
(5.23) W.Yo =Yy, 50), 24 = tl_g_ricy(t)-

Entonces, i) Y, € &, es decir, existen y son finitos los limites y la integral:

+0o0

(5.24) ¥ = lim Wo(x), ¥{ = lim Wo(x), IIp= f To(y)dy.
X——00 X—+00

—00
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ii) Se cumple la siguiente identidad
(5.25) ¥, + W + 11, = 0.
Demostracion Mostremos i). a) Primero mostremos que ¥, = (o, Ily) € & o equivalentemente
probemos que ¥y(x) € C(R,R?), ¥} (x), IIp(x) € LA (R, RY).

Demostremos que Wo(x) € C(R,R?). Dado que uy, vy € & tenemos que uy € C(R,RY) y u)), vy €
L*(R,R%). Ademis, y(x) € C(R,,R¢) por Corolario 3.28. Luego de la expresién (5.4) obtenemos
que Yoz € CR_,RY) y Po(x)|r, € C(R,,R?). Resta probar que ¥((x) es continua en 0.

La expresion (5.4) para x > 0 y la continuidad de y(#) (véase Corolario 3.28) implican
HI‘(I)l Yo(x) = Co + y(0).
x—0+

De manera andloga, usando (5.4) para x < 0, obtenemos que lim,_,o_ Yo(x) = Cy + y(0). Por lo
tanto, ¥y(x) € C(R, RY).
Ahora (5.4) implica

14o(X) + up(=%) — wo(x) + vp(=x)
2 2 ’

y(x) + x>0,

(5.26) Yi(x) =

1o (X) + up(=%)  v(x) + vo(=2)
2 2 ’
de donde observamos que W) (x) € L*(R,R?), ya que u)), vy € L*(R,R?) por Definicién 1.3 de E e

_yl(__x) —+ X S 0,

y' € L*(R,,R?) por la cota a priori (2.63). De manera anéloga usando la expresion (5.5) de ITy(x)
obtenemos que ITy(x) € L*(R, RY).

b) Finalmente demostremos que existen los limites (5.24). Consideremos el caso x > 0. Recor-

demos que
(5.27) y(x) = u(0, x) —— z,(0),

en virtud de (5.23). Ahora la expresion (5.4), el valor de Cy, (4.8), (5.27) y (2.3) implican

X—+00

I I I (
Ifm Wo(x) = Co+ lim y(x) + = 1fm uo(x) — = fm uo(—x) — = lim f voC)dy
x—>+00 2 x—+00 D x—+00 2 x—+00

uy uy uy Uy I
=—+—=+—=—-220+z,0)+ — - — - =

» o v 72005 -5 =3
= uy — z+(0).

Por lo tanto, hemos probado (5.24) cuando x — +oco.
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Para el caso x < 0 se procede andlogamente: la expresion (5.4), (4.8), (5.27) y (2.3) implican

1 | 1 7
lim Wy(x) = Cop + lim y(—x) + 3 lim ug(x) — 3 lim uy(—x) + 3 lim vo(x)dy
ui gk vk
=04, 0,0 o o _0_20
> + > + 2 2+(0) + z4(0) + 3 > 3

= I/ta - Z+(0).
Por lo tanto, hemos probado (5.24) cuando x — —co. De esta manera a) y b) prueban que ¥, € &E..

Demostremos ii). Sea x > 0. Las expresiones (5.5), (5.27), (2.3), y (2.30) implican

(5.28)
[ Moo = 2.0 -0~ 5 [at0ar+ 5 e 5 [ e [ ode
0 0 0 0 0
+ 0 1 [ 1 [ o
173
= 2,(0) — up(0) — 70 + uoé ) + 3 f uy(y)dy + 3 f voy)dy — 3 f vo(y)dy
—00 0 —00
S [
Uu u
TRORE T f w0ody - 5 f Vol
0 —00

Sea x < 0. Entonces la representacion (5.5), (5.27), (2.3), y (2.30) implican

(5.29)
0 . 0 . 0 . 0 . 0
[ Moo = 2.0 <30+ 5 [ut0de -5 [iodes 3 [@ds-3 [ o-ode
© w1 [ [ 1
u u
= z+(0) —up(0) + 02 - 30 ~3 f“b@\()dx ) vaO()d)( ) vaQ/)dX
0 -0 0
0 co
— (0)_5_54_1[ )d _lf )d
=24 5 "3 t3 vo(y)dx 7 vo(x)dy.
—00 0
Luego (5.25) se sigue de (5.28) y (5.29). Por lo tanto el Lema estd demostrado. [ |
Denotemos por
(5.30) &L ={¥, € &, | se cumplen (5.24),(5.25)}.

El Lema 4.15 implica
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Corolario 4.16. Im W.[E.] € &L X Z. [

La investigacion del operador W. es el contenido de la teoria de dispersion no lineal para el
sistema de Lamb. En particular es necesario descubrir si W.. es suprayectivo. Es decir, si para cada
Y, e8,ycada S, € S, existe ¥ € E tal que se cumple (2.4) para S ... El Corolario 4.16 da una
respuesta parcial a el problema inverso de dispersion para el sistema de Lamb. Este problema es no
trivial. Ademads cuando la masa del sistema de Lamb es distinta de cero el problema es abierto.






CAPITULO 5

Conclusiones

En la presente tesis desarrollamos la teoria de dispersién para un sistema conservativo rever-
sible en el tiempo, compuesto por el acoplamiento (en el origen del sistema de referencia) de una
ecuacion de onda y la ecuacién de movimiento de una particula de masa m = 0 sujeta a una fuerza
no lineal que proviene de una funcién potencial. Tal sistema es un ejemplo no trivial de sus andlogos
en los contextos que provienen de las teoria de la Fisica cuantica, como por ejemplo, los sistemas
acoplados de ecuaciones de Schrodinger-Maxwell y de Dirac-Maxwell. El sistema que acabamos

de describir es conocido como sistema de Lamb.
En esta investigacion reunimos los siguientes resultados:

1) Establecimos la existencia y unicidad de la solucion del problema de Cauchy que define el

sistema de Lamb en el espacio de Hilbert & (véase 1.3).

2) Probamos la convergencia de las soluciones Y(#) = (u(x,1),v(x,t)) a un atractor global; es
decir, cada solucion de energia finita del sistema de Lamb converge a un estado estacionario, cuando

t — +oo. (véase Teorema 4.4), con respecto a la norma de energia local (véase expresion (3.2)).

3) Encontramos el cardcter de la convergencia de las soluciones del problema de Lamb; es
decir, hallamos la asintética de las soluciones de energia finita cuando t — +co (véase Teorema
4.4). Cada solucion decae a una suma compuesta por un estado estacionario y una onda dispersa
que puede ser “saliente” o “entrante” dependiendo si t — +c0 0 ¢+ — —oo. Dichas asintéticas son

validas respecto a la norma energética global (véase expresion (3.1)).

Comentamos que las asintéticas (2.4):

(0.31) YO) ~S.+WHY., t— o0

estdn motivadas por los postulados de Niels Bhor (1913) sobre la transicion que ocurre entre estados

estacionarios cuanticos:

I. El primer postulado establece una transicion S_ +— S, entre los estados estacionarios S _
y S, esto nos sugiere la covergencia Y(f) —— §. con respecto a la norma energética local
t—+o0

(Teorema 4.4) para el sistema de Lamb.

91



92 5. CONCLUSIONES

I1. El segundo postulado establece que la transicion es causada por una “radiacion” de energia,
esto motiva en nuestro caso, a incluir una onda “saliente”(o “entrante” ) W(#)W. en la asintética

(0.31), la cual ahora se cumple respecto de la norma energética global (Teorema 4.6).

Asintoticas del tipo (0.31) con S, = 0 han sido estudiadas por muchos autores en teorias de
dispersion para la ecuaciones de Schrodinger y de Klein-Gordon, en sus versiones lineales y no
lineales (véase por ejemplo, [46] y [S3, 54] y los comentarios de la pagina 75).

Nosotros establecimos por primera vez asintdticas de dispersion de este tipo con un conjunto de

estados estacionarios no trivial (discreto).

4) Obtuvimos un resultado principal para estudiar la completitud asintotica del sistema de
Lamb, el cual es uno de los principales problemas de la teoria de dispersion (véase Apéndice E).
A saber, encontramos cudles son datos de dispersion (Y., z,) posibles para las soluciones Y(f) con

estados iniciales Y, € &.
El estado asintético W, = (W, I1y) deben satisfacer necesariamente la identidad

(0.32) ¥, + W+ = 0,
+o00

en donde, ¥ = 1im, o Wo(x), ¥ = lim,1e0 Wo(x) y g = [ Mo(x)dy.
Este resultado fue el punto clave para poder probar completitud asintética del sistema de Lamb
en algunos casos particulares (véase [37]).

En [37] se demostré que la pareja (W, z,.), para cualquier z, € Z es posible si el estado asint6ti-

co Y. (x) € & satisface (0.32) y tiene soporte compacto.

Enel casod = 1, la pareja (¥,, z+), con z, € Z fijo es posible si F'(z,) # 0y el estado asintético
Y, (x) € & satisface (0.32).

Los mismos resultados se cumplen para el dato de dispersion (Y_, z_) en el caso cuando ¢t — —oo.

1. Problemas abiertos

Algunas posibles direcciones en esta investigacidn son:

1. Establecer la completitud asintética (suprayectividad del operador de onda W..) en el sistema

de Lamb para estados de dispersion arbitrarios que satisfagan (0.32).

2. Crear la teoria de dispersion no lineal (directa e inversa) para el sistema de Lamb con masa
m > 0. (Algunos avances estdn publicados en [38] este articulo es el andlogo a [43] y considera el

sistema de Lamb cuando m > 0).



APENDICE A

La ecuacion de onda no lineal asociada al sistema de Lamb

La meta principal de este Apéndice serd demostrar la equivalencia entre el sistema acoplado
(1.1) y la ecuacion de onda no-lineal del tipo (0.5). Comenzamos con algunas definiciones necesa-
rias.

Definicion A.1. Sea F el conjunto de funciones u(x, t) € C(R?;R?) tales que

1. ii(x,1) € CR%:RY, u’(x,1) € CAI_ UTL;RY) y
2. los limites u'(0+, 1), u” (0+, t) existen para todo ¢ € R.

Aqui I1_ y I1, son los semiplanos izquierdo y derecho y estan definidos en (2.4).

Observacion A.2. Sea u(x,t) € ¥, entonces u”(x,t) € L' (R,;R%), para todo t € R. Por

loc
consiguiente,

u'(x,t) € D'R:RY, V teR,

en donde, 2 (R,; RY) es el espacio de distribuciones (véase Definicién 2.14 y el Lema 2.16).
Proposicion A.3. Sean u € ¥, F(u) € C'(RY;R?). Son equivalentes:
1. El sistema acoplado
i(x,t) =u"(x,1), (x,t)ell_UIL,

©.1) 0= FO@) +u'O+,0) - (0-p; | €&
y(@) := u(0,1),

2. La ecuacion de onda,
0.2) ii(x, 1) = u”(x,1) + S()F (u(x, 1), en D' (Ry;RY,
para todo t € R.
Observacién A.4. Notemos que las hipétesis u € F y F(u) € C'(R;R?) implican que la

ecuacion (0.2) tiene sentido.

Para demostrar la proposicion anterior, escribiremos las siguientes definiciones y lemas.
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Definicion A.5. Sea u € ¥ . Para cada t € R, definimos las funciones {«'(x, 1)} y {u”(x, 1)}

mediante
u'(x, 1), x=#0, u”’(x,t), x#0,
(0.3) W (x,n}= {u”(x,0)} =
0, x=0, 0, x=0.
Observacion A.6. A partir de la Definicion A.1 se sigue facilmente que
' (x, O} {u” (x, 1)} € L), R;RY) € D'(R,:RY),

loc

para todo ¢ € R. El signo C denota la identificacion definida por (0.18).

Lema A.7. Para cada t € R, la derivada v’ de una funcion u € ¥ se expresa mediante la

Jormula

W' (x,t) = {u'(x, D)} + () [u(0+,1) — u(0—, 1], en D'(R,,RY.

Demostracion Sea ¢ € D(R,). Derivando u con respecto de x en el sentido 9 (R; R?); obtenemos,

utilizando la férmula de integracion por partes,

(u'(x, 1), p(x))

—(u(x, 1), ¢'(x))

- f u(x, )¢’ (x)dx
R

- f u(x, )¢’ (x)dx — f u(x, )¢’ (x)dx
R_ R,

—ux, t)¢(x)'10+ f W (x, DP(x)dx

R-

—u(x, t)¢(x)':+ fR W (x, Db(x)dx

P(O)[u(0+,1) — u(0-, 0] + f {u' (x, D}p(x)dx

R

= ({u'(x, D} + 6()[u(0+, 1) — u(0-, D], $(x)),

para todo ¢ € R, ya que por hipétesis u(x, r) € C(R?; RY). ]

Lema A.8. Para cada t € R, la segunda derivada u” de una funcion u € ¥ se expresa por la

formula

(0.4) w’(x,1) = ([ (0+,0) — ' (0—, )] + {u”’(x,0)}, en D'(R,;RY.
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Demostracion Sea ¢ € D(R,). Derivando u’ con respecto de x en el sentido D'(R,, R); obtenemos,

utilizando el Lema A.7 y la férmula de integracién por partes,
<I/£N(X, t)’ ¢(X)> —<l/l,(.x, t)’ ¢’(.X)>
(' (x, D)}, 9" (x))

- f u' (x, )¢’ (x)dx — f u'(x, )¢’ (x)dx
R- R,

W (x, t)¢(x)'io+ fR W’ (x, D(X)dx

W (x, t)¢(x)':+ f W’ (x, D(X)dx
Ry

= ¢ (0+,1) — ' (0, )] + {{u” (x, D)}, p(x))
= (6(O)[u’ 0+, 1) — u' (0=, )] + {u” (x, D)}, $(2)),

paracadar e R. [ |

Demostracion de la Proposicion A.3. (2 = 1). Por hipétesis u € ¥, entonces la segunda derivada
de u con respecto de x satisface (0.4). Sustituyendo u’” de (0.4) en (0.2), obtenemos
ii(x, 1) = 6(x)|[u' (0+,1) — u/(0—,1)]

(0.5)
+Hu"” (x,0)} + 0(x)F(u(x, 1)),

en el sentido D’'(R,; RY), en donde ¢ € R. Usando que y(¢) := u(0, f) y la accién de la distribucién
delta de Dirac sobre funciones continuas, obtenemos

(0.6) () F(u(x, 1)) = 6(x)F(u(0,1)) = 6(x)F(y(1)).
Sustituyendo (0.6) en (0.5), obtenemos para cada ¢ € R fijo
(0.7) i(x, 1) = {u" (x, )} = S(O[F (1) + u'(0+,1) — u' (0, 1)],

en el sentido D'(R,; RY). Observemos que para u € ¥, las ecuaciones (0.2) y (0.7) son equivalentes.
Ahora, demostremos que la ecuacién (0.7) implica las ecuaciones del sistema acoplado (0.1). En
efecto, si x # 0, entonces {u”(x, 1)} = u”'(x,t) paracadat € R yde (0.7) se sigue la primera ecuacion
en (0.1). La segunda ecuacion en (0.1) se obtiene observando que, por un lado, ii(x, r) — {u” (x, 1)} €
L' (R RY), por Definicién A.1, 1. Por otro lado, la parte derecha de (0.7) es de la forma K&(x),

loc

donde K no depende de x, y Ko(x) ¢ LI (R;R9). Por lo tanto, K = 0; es decir, se cumple la

loc
segunda ecuacion en (0.1).
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(1 = 2) suponiendo que se cumplen las ecuaciones del sistema acoplado (0.1) entonces, para
x # 0 tenemos
i(x,t) —u'"(x,t) = Fy(¢)) + u'(0+,¢1) — ' (0—,1), te€R.

Luego para x € R obtenemos (0.7) la cual es equivalente a (0.2). La Poposicion estd probada. =



APENDICE B

Calculo diferencial en espacios normados

Como es conocido muchos espacios de dimension infinita varfan sobre RY debido a la carencia
de una base natural. En particular, esto conduce a que no existe una manera de generalizar las

derivadas parciales. En seguida definimos la derivada direccional como su andloga.

Sean X e Y espacios normados sobre el campo de numeros reales, U un conjunto abierto en X
ysea f : X — Y una transformacién (un operador, un funcional o un funcional en el sentido usual

si Y = R). Denotaremos con M(X;Y) a el espacio de transformaciones que van de X en Y.

Definicion B.1. Sea f € M. Si para a, h € X el limite (en la norma de Y)
0.8) lim L@t - f(a)

Ret—0 t

existe, entonces el valor se denomina la derivada de f en el punto a en la direccion / o (derivada
direccional o variacion de Gateaux) y se denota por 6 f(a; h) (0 %(h)).

Si %(h) existe para todo i € X y la transformaciéon Df(a) : h — %(h) es lineal y continua,

entonces D f(a) se llama la derivada de Gateaux de f en el punto a. Mas precisamente:

Definicién B.2. Sea U ¢ X una vecindad de a. Decimos que una transformaciéon f : U — Y
es Gdteaux diferenciable en a, si para cualquier direcciéon 7 € X existe un operador Df(a) €
M(X x X;Y) tal que

lim||f(a + th) = f(@) = tDf(@)] = 0,

para a + th € U. Y la llamamos la derivada de Gateaux de f en el punto «a en la direcciéon i y

escribimos J
d_tf(a + th) o Df(a).

Observacién B.3. Existen ejemplos de funciones en dos variables que muestran que la derivada
direccional no tiene por que ser lineal en 2 € X, mds aln, que la existencia de D f(a) no garantiza
la continuidad de f en el punto a € X. Por ejemplo, si f : R? — R se define por

%gz u = (uy,uy) # (0,0)
(0.9) oy =
0, u = (u,uy) = (0,0)
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98 B. CALCULO EN ESPACIOS NORMADOS

v V2 .
entonces Df((0,0)) = v21+_§2’ para cualquier v = (vq, ).
1 2

Ejemplo 1. Consideremos las bases estandares {e}’,...,e}} y {e?, ..., eN} de R y RY respec-
tivamente. Entonces, escribimos a f : R¥ — R en la forma
N
f) = Fixe)
i=1
Es facil ver que %(h) existe si y solo si %(k) existe paratodo i = 1,..., N. En particular, para

h = e?” , la derivada direccional %(h) no es mas que ZTfi_(a). Esto significa que la derivada de
J

Gateaux Df'(a) tiene la representacion matricial, con respecto a las bases condnicas en la forma:

of! of!
L@ - £
ary arN
L@ - @

Esta matriz se conoce como la matriz jacobiana de f en el punto a. Si M = N, entonces el deter-
minante de esta es denotado por

y se llama el jacobiano de f en a.

Ejemplo 2. Supongamos que H es un espacio de Hilberty f : H — R (o C) tiene una derivada
de Gateaux Df(a) en a € H. Entonces, por el Teorema de Representacion de Riesz, existe un tnico
punto Vf(a) € H tal que

Df(a)h = (h,V f(@)n-
El elemento V f(a) se llama el gradiente de f en a. Notemos que el gradiente V f es una transfor-

macion lineal de H en si mismo.
Algunas propiedades directas de la definicion de la derivada de Gateaux son:

e Un funcional lineal f : X — R tiene una derivada de Gateaux en X para cualquier direccion,

en efecto,

Df(a) = lim fla+ tht) AN £,

e El operador Df(a) : XXX - Y, h— %(h) es homogeneo: %(ﬁh} = ﬁ%(k) para todo
BeRytodoh e X.

e La derivada de Gateaux conmuta con funcionales lineales acotados, es decir, si y* € Y*y
f e M(X;Y) es Gateaux diferenciable en a en la direccién A, entonces

d
2 flat i)l = (7, Df(a))
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A continuacion introducimos una nocién mas fuerte de diferenciabilidad en espacios normados.

La siguiente definicion es la generalizacion directa de la diferencial de una funcién de dos variables.

Definicion B.4. Decimos que una transformacion f € M(X; Y) es Fréchet diferenciable en un
punto a € U si existe un operador A € L(X;Y) tal que para todo u € U se cumple la siguiente
igualdad

f(u) = f(a) + A(u — a) + o(u — a),
en donde, lim o(u — a)/||lu — al|lx = 0 en el sentido de la convergencia de Y. El operador lineal A se
llama la dg;fzada de Fréchet de la transformacion f en el punto a € U y se escribe f'(a) = A. La

transformacion f es diferenciable en U si esta es diferenciable en cada punto de U.

La igualdad que define la derivada de Fréchet es equivalente a

(0.10) 1 @) = f(@) — Al = a)lly

ua llu — allx

=0.
Frecuentemente dicha igualdad se escribe en la forma

fla+h) = f(a) + Au(h) + o(h),
endonde,he X,a+heUy }ll_r)l(l) o(h)/|Al|.

Notemos que el operador A estd determinado univocamente, ya que para operadores lineales la

igualdad [|A(u — a) — A;(u — a)|| = o(h) se cumple siy solo si A = Aj.
Algunas consecuencias inmediatas de la definicion de la derivada de Fréchet son las siguientes:

e Si una transformacion f : U — Y es diferenciable, entonces f es continua (es una conse-

cuencia directa de la continuidad del operador A).

e Si una transformacion f : X — Y es lineal y continua, entonces esta es diferenciable y
f'(a) = f para cada a € X, es decir, la derivada es una constante igual a f (note que esta constante
es un elemento del espacio £(X;Y)).

e Si una transformaciéon f es Fréchet diferenciable en un punto a, entonces esta es Gateaux

diferenciable en el punto a en cualquier direccion.

e Sea 7, el conjunto de todas las transformaciones f : U — Y que son diferenciables en un
punto a € U. Entonces, 7, es un espacio vectorial y la transformacién f +— f’(a) es un operador
lineal de 7, a L(X;Y).

Cabe puntualizar que las transformaciones f y f tiene el mismo dominio, pero toman valores

en diferentes espacios, a saber

f:U->Y,u fw, [ :U->LXY), u f(u.
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Ejemplo 3. Sea Q c R’y f: Q — R. La transformacién f es Fréchet-diferenciable si esta es
diferenciable en el sentido ordinario y

0 0
P = Vi@ = (L@, 4@

0)61 ’ 8x2

) € L(R%R).

La verificacion del grado de aproximacidn lineal que se muestra en (0.10) no siempre es una

tarea facil, la siguiente proposicion es util en estas situaciones.

Proposicion B.5. Supongamos que Df(a) existe para toda x en una vecindad U de un punto
a € X. Si x = Df(x) es continua en a (como una transformacion X — L(X;Y)), entonces f'(a)

existe
Demostracion Véase [17, pag. 123]. [

Una condicién conveniente para la existencia de la diferencial (es decir, la derivada de Fréchet) de
f:R? > Res la continuidad de las derivadas parciales. Estas se pueden interpretar como derivadas

con respecto a subespacios 1-dimensionales. Una generalizacion conduce a la siguiente definicion.

Sean X; y X, dos espacios lineales normados y formemos el nuevo espacio lineal normado
X=X xX5.!

Definicion B.6. Sean f: X —» Y, a, € Xo ¥ f1 : x1 = f(x1,a). Si fi es Gateaux-diferenciable
(o Fréchet-diferenciable) en a; € X, entonces D fi(a;) (0 f{(a;)) es la derivada parcial de Gateaux

(o de Fréchet) de f en (a;,a;) con respecto a la primera variable y es denotada por D, f(ay,a,) (0

filay, az)).

De manera andloga se define la derivada parcial de f con respecto a la segunda variable, es decir,
Dyf o f;.
Si Df(a,, a,) existe, entonces D, f(a,,a;) y D>f(a;, ay) también existen y
(0.11) Df(ay, a)(hi, ho) = D1 f(ar, ax)hy + Daf(ar, az)hs.
La afirmacién opuesta requiere mas suposiciones:
Proposicion B.7. Supongamos que D, f existe en una vecindad U de un punto a = (ay,a,) y

que la transformacion
sz : X] X Xz — _E(Xz, Y)

es continua en a. Supongamos, ademds, que D, f existe en a. Entonces, Df(a,,a,) existe y (0.11)

se cumple.

X también es un espacio normado. Una norma sobre X es, por ejemplo, ||x[[x := [lx(llx, + [lx2llx,, x = (x1,x2) €
X1 X Xs.
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Demostracion Véase [17, pag. 124]. ]

Observacion B.8. Si a la Proposicion B.7 agregamos que f](a;, a,) existe, entonces f'(ay, a,)
existe también. La prueba de esta afirmacion es andloga a la demostracion de la Proposicion B.7.

El siguiente resultado establece la relacion entre diferenciabilidad de Gateaux y de Fréchet.

Teorema B.9. Si f € M(X;Y) es Fréchet diferenciable en x,, entonces esta es Gateaux dife-
renciable en x,. Inversamente, si la derivada de Gateaux de f en xo, Df(xy), es lineal en h, i.e.,
Df(xo,-) € L(X;Y) y es continua en x como una transformacion de X — L(X;Y), entonces f es

Fréchet diferenciable en x,. Y en ambos casos tenemos la formula f'(xy) = D f(xo).

Demostracion Véase el libro de Berger [8, pag. 67-69]. [

Sobre la regla de la cadena en el sentido L*(R,; RY)

Lema B.10. Sea y : R, — R? una funcion tal que y(t) € L?> (R,;R?). Entonces, para V(y) €

loc

C?(R%;R) se tiene la siguiente igualdad

d
(0.12) —VO0) = (VVO@))-3(). ctp.en R.

2

ioc (R R9) se entiende en el sentido de distribuciones y

Demostracion Recordemos que y(f) € L
existe para casi todo t € R, entonces Teorema 2.11 implica que y(¢) es absolutamente continua (las
derivada clésica y generalizada coinciden). Luego existe un subconjunto A C R, tal que la medida

mR\A) =0y
y(t + At) = y(1)

(0.13) V(1) = gl—l}) Ar teA,
lo cual es equivalente
(0.14) Ay = y(t + At) — y(t) = y(t)At + a(An)At,  a(Ar) A—i—(}» 0.
Dado que V € C2(R; R), entonces para 7 € A
(0.15) V3Gt + An) = V(@) + TV((0) - Ay + B(y), /%y) e
Luego
% Vow) = Im V(y(t + AtA)i - VH©)
(0.16) = 1im [VV00) - 60) + atan) + 2 (AAty |
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pay _®
Ya que a(Ar) 7 0 resta mostrar que = 0 0.
Por (0.14),
BAy) _ BAy) .
— =—— . (9(0) + a(At
n = ay U0O+an)
Ahora
A
(0.17) tim 2 _
A—=0 Ay

por la segunda expresion de (0.15) y dado que Alin}) Ay = 0. Ademas, existe C € R tal que
—
() + a(An)| < C,

por (0.14) con respecto de At (recordemos t € A es fijo).



APENDICE C

Ejemplos de distribuciones

Proposicién C.1. Sea Q C R un conjunto abierto. Si u € LIIOC(Q), entonces

(0.18) (u, ) = f updx, ¢ € DQ)
Q
es una distribucion.

Demostracion Sea ¢ € D(K), donde K C Q es un conjunto compacto. La proposicion se sigue de

‘ f updx
Q

la desigualdad:

< sup 4| f luldx, ¢ € D(K).
K

]
Observacion C.2. La ecuacion (0.18) define una inyeccién natural,
L, (Q) 3 ur— (u,¢) € D'(Q).
En efecto,
L updx =0, paratodo ¢ € D(Q),
implica que u = ( para casi todo x € Q.
Observacion C.3. Siu € CY(Q), entonces d;u € C°(Q), i = 1,...,n, define una distribucién a

través de la ecuacion (0.18),

(0.19) (Ou, p) = f@iuqﬁdx = —fu@irﬁdx, ¢ € DQ),
Q Q

en donde hemos usado integracién por partes en la dltima igualdad. La ecuacién (0.19) puede ser

escrita de la siguiente forma:
(0.20) (Ou, p) = —(u,0;¢), i=1,2,...,n, ¢ D).

Proposicion C.4. Sea Q C R un conjunto abierto. Si u € D'(Q), entonces el funcional d;u :
DEQ) — R, i =1,2,...,n, definido por la ecuacion (0.20) es una distribucion.
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Demostracién Sean ¢,y € D(Q) y A € R. Entonces,

i, ¢ + W) = —(u, 0 + W)
—(u, 0ip) — Au, Opr)
(Oiu, @) + A0u, ).

Por lo tanto, 0;u es lineal. Ahora, observemos que D(Q) es cerrado en relacién a la diferenciacion.

En efecto, si ¢ € C*(L2), entonces 9;¢p € C*(€2) y supp 0“¢ C supp ¢ para todo «. Finalmente, si

K c Q es un conjunto compacto, entonces de la estimacion (1.1) con k = N se sigue que

(o) <C > suplo“el,

||<N+1

para todo ¢ € D(Q) consuppp C Ky N € N. [

Observacion C.5. Si u € D’'(Q), entonces es posible demostrar, andlogamente, como en la
proposicién anterior, que 0°u € D’'(Q); es decir, el funcional d°u : DQ) — R, i = 1,2,...,n,

definido por
(0.21) (0"u,¢) = (=1)"(u,0"¢). ¢ € C(Q);
es una distribucion.
Corolario C.6. Siu € 9Y(Q), entonces 0*u € D'(Q), para todo multi-indice a.

Observacion C.7. La funcién 9* : D'(Q) — D'(Q) definida por u — 0“u es un homomorfismo

de espacios vectoriales.

Proposicion C.8. Sea Q C R un conjunto abierto. Sean u € D'(Q) y f € C*(Q). El funcional
Su: DQ) — R, definido por

(fu,¢) = (u, f¢), ¢€Cy(Q)
es una distribucion.

Demostracion Si ¢ € D(Q), entonces f¢ € CT(Q); ademds, supp f¢ C supp ¢. Ahora, si ¢ €
C*(K),en donde K C Q es un conjunto compacto, entonces existen constantes Cy, Cy, ..., que
dependen de f y K pero no de ¢, tal que para N = 1,2,...

D supld"(fA < C ) supldel. ¢ € CV(K).

la|<N la|<N

Ahora, escribiremos algunos ejemplos clasicos.
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Definicién C.9. La funcién de Heaviside, para x € R, se define de la siguiente forma:

1, x>0,
0(x) =
0, x<0O.

Observacién C.10. Directamente de la Proposicion C.1 se sigue que a la funcion de Heaviside

6(x) € L' (R) le podemos asociar una distribucién, 8 : D(R) — R definida por

loc
(0(x), p(x)) = f O(x)(x)dx = fo P(x)dx.

Definicién C.11. (funcién delta de Dirac) Directamente de la Definicion 2.5 se sigue que el
funcional ¢ : D(R) — R definido por

(6(x), ¢(x)) = ¢(0)

es una distribucion en ’(R).

Observacion C.12. La distribucién ¢ no puede ser representada mediante la ecuacion (0.18)
por una funcién u(x) € L} (R). ([18]).

loc

Observacion C.13. De la Definicion C.11 y la ecuacién (0.20), se sigue que

(0,600). 9(x)) = —~(0(x). D,p(x)) = fo 8 (x)dx = p(0),

en donde, ¢(x) € D(R), es decir,
0,0(x) = 6(x).






APENDICE D

Los espacios Er, L3(I;R?) y el subespacio M.

1. Elespacio &

En esta seccion demostraremos que el espacio &y definido en la Definicion 1.3, 2. del Capitulo
1 no es completo. Recordemos &Ef es el espacio lineal & dotado con la topologia inducida por la

métrica generada por la familia de seminormas de energia local
(1.1) G, e, == lled'llg + w(O)] + VIR, (u,v) €E, R>0.
Proposicion D.1. El espacio Er con la norma || - ||s, no es completo.

Demostracion Sea u,(x) = x*y,(x), en donde y,(x) € C*(R), esté definida por

L, |x|<n,
0, |x|=2n.

(1.2) x(x) = {

Demostremos que {u,(x)} ., es una sucesion de Cauchy en Ep. Para tal fin es suficiente demostrar
que para toda R > 0:

a)
b) [1,(0) — u(0)] —— 0.

n,m—+co

1, (0) = 6, (| 2ty —— 05

n,m—+0co

Para a) tenemos por la forma de u,(x) y (1.2), paran,m < R

1y, (x) = “;n(x)||L2((—R,R),R") - f

|x|<R

(1.3) () =, ()| dx

<2R f () = Xm0 dx = 0,

Ix|<R

luego, obtenemos que ||u; (x) — u;n(x)” P-RRORD = 0 para todo n,m > R € R.

b) Se sigue facilmente de la definicién de uy(x).

Ahora afirmamos que u, / u € & cuando n — +co, en la topologia de &Er. En efecto, suponga-

mos que u — u € & en &y, esto implica que para todo € > 0 existe N € N tal que

n—+o0o

(1.4) ||, — ullg, <€, si, n>N.
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Por la definicién de norma en & (1.4) implica que
|u,(0) — u(0)| < €, paratodo n> N,

ahora por la continuidad de u, y u, ya que u € & tenemos por la expresion anterior que u, — u

n—+0o

putualmente. Pero 1, —— x* puntualmente, entonces # = x* lo cual es una contradiccion, ya que

n—+oo

(x?)" ¢ L*(R,RY). De esta manera tenemos una sucesién de Cauchy en &; cuyo limite no pertenece

a dicho espacio. [

2. El espacio L%(I :RY)
En esta seccién demostraremos que el espacio L?, definido en la subseccién 2.5 del Capitulo 3,
es un espacio de Banach.
Definicion D.2. Sea I C R un intervalo. Definimos el espacio normado
(2.1) LYI;RY) = {y € C(I;RY) |y € L(I; RY)},
en donde, y € D'(I; R%), con la norma

(2.2) ||)’||L$(1;Rd) = YO + Iyl 2zrey-

Es facil ver que (2.2) determina una norma.

Proposiciéon D.3. Sea I = [0,a]. Entonces el espacio de funciones L¥(I;R?) con la norma

I - 1] L2(1Rd) €8 UM espacio de Banach.

Demostracion Sea {y,},cn una sucesion de Cauchy en L%(I :R?). Entonces, dado € > 0 existe N € N
tal que

(2.3) ||ym - yn”L?(l;Rd) <€ para m,n > N.
Entonces, usando (2.2) obtenemos que dado € > 0 existe N > 0 tal que
(24) |ym(0) - yn(0)| <€, ”ym - yn”LZ(I;Rd) <€,

para m,n > N. Las desigualdades (2.4) implican que existen a € Ry f € L*(I; RY) tales que

2.5) 1a(0) — a, j&mﬁw%—m
1

cuando n — oo. Ahora dado que f € L*(1,R?), entonces la desigualdad de Cauchy-Schwarz implica
que f € L'(I;RY). Luego, definimos la funcién

(2.6) (1) = f f(mdr +a, tel.
0
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Entonces, es absolutamente continua [48, pag. 106, Teorema 13], en particular, y € C([; RY);

ademas,
(2.7) ¥(1) = f(1) en O'(I;RY).

En efecto, usando (2.6) obtenemos para toda ¢ € D(I)

(2.8) fy(t)gb(t)dt = f[[) f(T)dT} e()dt = f[j(; f(T)gb(t)dT] dt.
1 1 1

Luego, definimos

(2.9) 0<tr<a.

f(@e(), 0<7t<t,
F(r,1) = {

0, t<t<a,

Es claro que F(1,t) € L'(I x I; RY) ya que f € L'(I;R?) y ¢ € D(I), entonces el Teorema de Fubini

implica

(2.10) f[fF(T, l)dT] dt = f[fF(T, t)dt] dr
1LJr 1LJr

pero

(2.11) f[fF(T, t)dt] dr = f[fa f(T)gb(t)dt] dr = —ff(r)gp(r)dr.
1|Jr 1[Jz I

Por lo tanto de la ecuaciones (2.8), (2.10) y (2.11) se sigue que

(2.12) f y()e(t)dt = — f f(e(t)dt paratoda ¢ € D(I).
1 1

Asi, hemos demostrado (2.7).

La ecuacién (2.7) implica que y(t) € L*(I;RY), ya que f € L*(I;R%). En efecto, la implicacién

anterior se obtiene observando que la ecuacion

(2.13) f [i(t) — f(O)] ¢(t)dt =0, paratoda ¢ € D),
1

implica que y(f) = f(¢) para casi todo ¢ € I. Esto, a su vez, es una consecuencia directa del siguiente

lema:

Lema D.4. [12, pag. 122] Sea f € L} (I;R?) tal que

loc

(2.14) ff(t)gp(t)dt =0, paratoda ¢ € D).
I

Entonces, f(t) = 0 para casi todot € I.
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Ahora, tomando en cuenta que y(0) = a por (2.6) obtenemos, de (2.5) que
2O =50, [0 5P — 0.

cuando n — oo. Por lo tanto,

[y, = y”L%(];Rd) — 0, cuando n — oo.

3. Sobre la cerradura de M, en Li(I;;R?)

En este apartado escribiremos la demostracion sobre la cerradura del subconjunto M, en Lf(lf; RY).
Lema D.5. Sea M, := {y € L3I RY) | y(0) = uo}. Entonces M. es cerrado en L(I;R).

Demostracion Seay € M, entonces existe una sucesion {y,},an C M, tal que

(3.1) limy, =y, en L{(I;RY)

n—oo

Mostremos que en efecto, y(0) = uy. Ya que ||y — y,l| LR~ 0, entonces [y(0) — y,(0)| — O por
la definiciéon de norma en L%(Ie; RY). Luego, |y(0) — uy —n—_? 0, ya que y,(0) = uy paratodon € N,

por hipétesis. Esto muestra la afirmacion. [



APENDICE E

Sistemas dinamicos hamiltonianos

La meta de este apéndice es estudiar algunas ecuaciones en derivadas parciales (EDPs) vistas
como sistemas dindmicos en espacios funcionales apropiados. En particular, consideraremos algu-
nas EDPs que se pueden ver como sistemas hamiltonianos de dimension infinita. La forma general
de tales ecuaciones es la siguiente. Sea X un espacio de Hilbert de funciones definidas sobre un
dominio Q, tipicamente X es un espacio de Sobolev. Denotemos por (-, -) a el producto escalar en
L*(Q) y por J a un operador antisimétrico no degenerado. Entonces, la ecuacién de evolucién que

consideramos es:
(0.2) ow(t) = JIVHw(1)),

en donde, w € X y VH denota el gradiente de la funcién hamiltoniana H : X — R con respecto a
el L*(Q)-producto escalar (recordemos aqui que estamos derivando en espacios normados, por lo

que el gradiente se define como se explica en el Apéndice B).

Este formalismo hamiltoniano se puede generalizar de la siguiente manera. En 8, la cual puede
ser una variedad de Banach o de Hilbert, vamos a suponer que tenemos una 2-forma w : T,,(8) X

T,(8B) — R, en donde, T,,(B) es el espacio tangente a B en w, con las siguientes propiedades:

(1) dw =0,

(1) w es no degenerada en cualquier punto de B.
Notemos que si 8 es de dimension finita, entonces dim B es par. Dada una funcién hamilto-
niana H : B — R definimos el campo vectorial hamiltoniano asociado Fy(w) en T,,(8B) por
wl[Fg,G) := dH[G], para cualquier G € T, (B). Si B es de dimension infinita, ni el hamilto-
niano H, ni las formas w y dH, ni el campo vectorial Fz; son necesariamente acotados, luego se

tiene que considerar la restriccion a sus dominios de definicion. En este caso se tiene que debilitar

la condiciodn (ii) anterior. Las ecuaciones de Hamilton son
(0.3) Ow(r) = Fa(w(2)).

Si B es un espacio de Hilbert, por el teorema de Riesz, la forma simpléctica w admite una repre-

sentacion en términos del producto escalar:

(0.4) wlF,G] =(F,JG),
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en donde, J es un operador sesquisimétrico y no degenerador adecuado. Por otro lado, dado un
operador antisimétrico no degenerado J en un espacio de Hilbert 8B, la 2-forma definida por (0.3)

satisface las condiciones (i) y (ii) anteriores.

La “energia” H es constante a lo largo del movimiento. En efecto, (0.3), (0.4) y la sesquisimetria

de J implican

%W(W(I)) = dH[0w] = w[Fy, O,w] = W[Fy, Fy]l = (Fgq, JF3) = 0.

Consideremos el ejemplo dado por la ecuacion de onda
(05) ult(-x7 t) - uxx(-x’ t) = O
con condiciones de frontera de tipo Dirichlet en [0, 7], u(0,7) = u(r,t) = 0. Trabajaremos en el
espacio de Hilbert
B = L0, 7] X L*[0,71] > (v,u) = w,
dotado con el producto escalar {(w, w,) := f (vivo+u u,)dx. Identificamos 7,,(8) y 8. Aqui la forma
0
simpléctica w estd definida por (0.4) en donde, J(v,u) := (—u,v); es decir, w[(hy, k), (h2, ky)] =
[(haky = hyky)dx. El hamiltoniano es
0

7rv2 uz
H =H(, :f — + —=)dx.
(w) (v, u) 0(2+2)x

Aqui ‘H es un operador no acotado de B en R. El dominio de definicion es el espacio de fases
X := L?[0,x] x H)[0, 7] € B. Sea G = (h, k), entonces

(Fg1, JG) = W[Fy, G = dH[G] = fn(vh + ucky)dx = fﬂ(vh — Uy k)dx,
0 0

de tal manera que el campo vectorial hamiltoniano Fyz(w) = (iyy, v) estd definido para u € H>N Hé.

Las ecuaciones de Hamilton son
(0.6) V= Uy, Iw=v.

De esta forma una solucion débil w : t — X de las ecuaciones de Hamilton (0.6), es una solucién
débil de u,; = u,,.



APENDICE F

Un vistazo al fenémeno de dispersion

En este Apéndice hablaremos sobre el fendmeno de dispersion en diversas situaciones fisicas.
La meta es ilustrar las coincidencias fundamentales entre el comportamiento para tiempos gran-
des de diversas clases de sistemas dindmicos. Hablaremos un poco de la teoria de dispersién en

mecanica cuantica no relativista.

La teoria de dispersion normalmente involucra una comparacion entre dos tipos diferentes de
dindmica para el mismo sistema en consideracion: la dindmica dada y una dindmica “libre”. Es
un tanto dificil dar una definicién precisa de lo que significa “dindmica libre” . Las caracteristicas
comunes que tienen aquellos sistemas dindmicos libres son que estos son mds simples que los sis-
temas dindmicos con los que iniciamos. Es importante tener en mente que la dispersion involucra
solamente la dindmica de interaccion ya que ciertas caractisticas de los resultados se veran afec-
tados en otro caso. Debido a que tenemos dos dindmicas involucradas, la teoria de dispersion se
puede ver como una rama de la teoria de perturbaciones. En el caso de la mecénica cudntica se sabe
que la teoria de perturbaciones se involucra mas con el estudio del espectro absolutamente conti-
nuo y no tanto con la teoria de perturbaciones del espectro discreto. La dispersién como fendmeno
perturbativo se refiere a las asintéticas respecto del tiempo y esta es la aproximacion de la que

hablaremos mas adelante.

La teoria de dispersion se refiere al estudio de ciertos estados de un sistema que interactua,
es decir, aquellos estados que parecen ser “asintéticamente libres” en el pasado o en un futuro
distante. Para ser mds explicitos, supongamos que podemos considerar a las dindmicas como trans-
formaciones que actian sobre los estados. Sean T, y T,(O) las transformaciones de la dindmica de
interaccion y la dindmica libre respectivamente, sobre el “conjunto de estados” X. Tal conjunto
Y puede estar constituido de puntos en un cierto espacio de fases (mecénica cldsica), vectores en
un espacio de Hilbert (mecdnica cuantica) o datos de Cauchy para alguna ecuacion en derivadas

parciales (acustica, Optica). Se esta intersado en el par (o,,p) € X de tal manera que

lim (Tp=T"p,) = 0
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para algiin sentido apropiado del limite, y andlogamente para pares que se aproximan uno a otro
cuando t — +o0. Un requisito que la mayoria adopta sobre la nocién del limite es que para cada p
deberia haber a lo més un p,.

Las preguntas principales de la teoria de dispersion son las siguientes:

(1) Existencia de estados de dispersion Fisicamente, se prepara a el sistema de interaccion
en una manera tal que algunas de sus componentes se encuentren tan lejos una de otra que la
interaccion entre ellas se puede ignorar. Luego, “accionamos la dindmica de interaccion’; es decir,
permitimos que actie la dindmica de interaccion durante un tiempo grande y entonces observamos
lo que ocurrié. Uno describe usualmente a el estado inicial en términos de variables naturales que
describen a los estados libres (por ejemplo, el momento, en mecdnica cudntica). El resultado que
se espera es que cualquier estado libre “pueda ser preparado”, esto es, para cualquier p,. € X, exista
un p € X con tl_l){rrio (T — Tt(o)p+) = 0. Probando esta aseveracion se tiene resuelta la pregunta basica

sobre la existencia de dispersion.

(2) Unicidad de estados de dispersion Para describir a los estados preparados en términos
de los estados libres, debemos conocer que cada estado libre estd asociado con un tnico estado
de interaccion; es decir, dado p, existe a lo més un p tal que T[(O)p_ —T,0 — 0 cuando t — +oco.

Notemos que esto es distinto a pedir que deba haber a 1o mas un p, para cada p en el limite anterior.

(3) Completitud asintdtica débil Supongamos que tenemos un estado de interaccion p el cual
se ve como un estado libre en el pasado distante en el sentido que 1im (T°p_ — T,p) = 0 para algiin
estado p_. Se espera que para tiempos positivos grandes, el estadtg_dooe interaccion se vea una vez
mas como un estado libre en el sentido que existe un estado p,. tal que [1_13!0 (Tt0 +—T,p) =0.Para

probar lo anterior, se requiere mostrar que los siguientes subconjuntos de

Zin:{p62|3p_62 con lim (T?° _—T,p):o}
——00

Zou =1{p € Z|Ap, €T con lim (T/p, - T,p) = 0}
t—+0o
son iguales. Si X, = X,,,, entonces decimos que los sistemas poseen completitud asint6tica débil.

(4) Completitud asintotica Consideremos un sistema en el que existen fuerzas de interaccién
entre sus componentes y las cuales decaen conforme dichas componentes se apartan una de la otra.
Fisicamente, se espera que un estado de tal sistema “decaiga”, moviéndose libremente hacia “algin
lugar comun” o permanezca “acotado” en cierta region. En muchas situaciones, existe un conjunto

natural de estados acotados, Zpouna C Z. Y usualmente se puede demostrar que Zpoung N Zin = 0. La
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intuicion fisica de la situacion descrita nos hace esperar que
(0.7) Zpound *+ 7 Zin = = Zpound 7 Zout

en donde, “ + 7 es distinta para sistemas en mecanica cldsica y cudntica. En el caso clasico “ +”
significa la union de conjuntos en el sentido usual; en el caso cudntico este indica una suma directa
de espacios de Hilbert. Lograr establecer que (0.7) se cumple equivale a probar la completitud
asint6tica. Notemos que implicito en la idea de que cada estado libre posee un estado de intereccion
se encuentra la suposicion de que la dindmica libre no tiene estados “acotados”. Se puede ver que

completitud asint6tica implica completitud asintética débil.

Es importante hacer notar que la descripcion anterior es solo esquematica. En cada teoria fisica
existen complicaciones y se deben realizar diversas modificaciones. Entre estas se encuentran, por

ejemplo:

(1) En mecénica clésica X estd equipado con conjuntos de medida cero y la interpretacion natural
de afirmaciones del tipo X;, = X, significan que dichos conjuntos de estados difieren solo por

conjuntos de medida cero.

(i1) En algunos sistemas, incluyendo problemas de interaccién de muchos cuerpos, el espacio

de estados de la dindmica libre y de la dindmica de interaccion son diferentes.
(i11) En ciertos casos muy especiales la dinamica libre puede tener estados acotados.

(iv) En la teoria de Lax-Phillips la dindmica libre es remplazada por la nocién geométrica de

subespacio de “entrada” y subespacio de “salida” [40].

Una manera usual de obtener la dindmica de interaccién es perturbar una dindmica simple,
la cual juega el papel de la dindmica libre. Sin embargo, en algunas teorias fisicas especiales no
existe una dindmica natural no perturbada para ser comparada con la dindmica de interaccion. En
tales casos se procede a aislar ciertas soluciones especificamente simples del sistema interactuante.
Luego se trata de describir el comportamiento asintético del sistema interactuante completo en

términos de las interacciones de aquellas soluciones simples.
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