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Introducción

En la presente tesis se estudian las propiedades de transporte térmico de
una cadena armónica con desorden correlacionado de tipo isotópico, es decir
las masas que componen a los osciladores armónicos son variables aleatorias.
Se establece un flujo de enerǵıa mediante la conexión de los extremos de la
cadena a dos baños térmicos de Langevin a diferentes temperaturas. Se con-
sidera el caso en que el acoplamiento entre la cadena y los baños térmicos
es débil; se derivan con métodos perturbativos expresiones para la evolución
temporal del flujo de calor y el perfil de temperatura de la cadena en térmi-
nos de las amplitudes de oscilación de las masas de la cadena armónica en
los modos normales de vibración. Se analizan dos tipos de condiciones de
frontera: condiciones de frontera libres y condiciones de frontera fijas. Las
expresiones derivadas son válidas para cualquier valor genérico de las masas
de los osciladores y en el régimen estacionario1 coinciden con expresiones
para el flujo de calor y perfil de temperatura ya antes derivadas.

Debido a que el flujo de calor y el perfil de temperatura dependen de la es-
tructura de los modos normales, se introduce en la cadena armónica desorden
isotópico, en particular se considera que las masas son variables aleatoŕıas con
espećıficas correlaciones de largo alcance (desorden con correlación de largo
alcance). Cuando se introduce este desorden se producen modos normales de
vibración extendidos en intervalos continuos de frecuencia, lo cual contrasta
totalmente con el caso de desorden sin correlación (las masas son variables
aleatorias independientes) en donde todos los modos son localizados excepto
los modos de baja frecuencia. Los modos que no fueron extendidos por las

1Como se verá más adelante, la cadena armónica atada a baños térmicos de Langevin
es un sistema estocástico que se vuelve estacionario cuando el tiempo va a infinito, esto
es lo que se conoce como régimen estacionario. Un sistema estocástico estacionario es
aquel en el cual la distribución de probabilidad de n puntos es invariante ante traslaciones
temporales.
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correlaciones de largo alcance se localizan aún más con respecto al caso de
desorden sin correlaciones.

Cuando la cadena está en contacto térmico con los baños, los modos nor-
males de vibración deslocalizados alteran de manera significativa el transpor-
te de calor a través de la cadena. En particular los modos normales extendidos
son los que contribuyen de manera significativa al flujo de calor, mientras que
la contribución de los modos localizados prácticamente es despreciable. De
esta manera podemos crear un flujo de calor selectivo en las frecuencias, en
donde la contribución a tal flujo es suprimido en las ventanas de localización.

Podemos crear una cadena aleatoria cuyos modos normales de vibración
sean extendidos en un intervalo de frecuencias que se encuentre en la mitad
del espectro, de esta manera la cadena desordenada tiene propiedades de
transporte térmico correspondientes a modelos que no son completamente
aleatorios ni completamente ordenados. Con una adecuada elección de las
correlaciones de largo alcance se puede incrementar la localización de los
modos normales en un intervalo grande de frecuencias; de esta forma produ-
cimos un mejor aislante térmico con respecto del caso de cadena armónica
con desorden sin correlaciones.

Se estudia también como escala la conductividad térmica en función del
tamaño de la cadena y encontramos que la conductividad térmica escala con
el tamaño de la cadena independientemente de las condiciones de frontera
con las que se trabaje, por lo tanto se tiene un comportamiento anómalo de
la conductividad térmica ya que no se satisface la ley de Fourier.

Se analiza como la cadena armónica con estas espećıficas correlaciones de
largo alcance se acerca al régimen estacionario y se compara este comporta-
miento con el comportamiento que se tiene cuando se considera una cadena
armónica homogénea y una cadena con desorden sin correlaciones. Además,
en este estudio se hace una comparación de la fórmula para el perfil de tem-
peratura obtenida perturbativamente con simulaciones numéricas, en donde
se muestra que el acuerdo teórico-numérico es muy bueno.

Se han realizado experimentos de transporte de calor en monocapas he-
chas de cadenas de moleculas de hidrocarbono. Las monocapas están unidas
a una placa de oro y el transporte de calor se realiza a través de calentar la
placa de oro con un láser de femtosegundo, el diámetro de la región que se
calienta con el láser es de aproximadamente 300μm, que es muy pequeño en
comparación con la longitud de las monocapas juntas. En este experimento
se mide la conductancia térmica por cadena [1]. Debido a este tipo de es-
perimentos el estudio de calor en cadenas unidimensionales sigue siendo de
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interés.
La presentación de esta tesis se resume a continuación:

En el caṕıtulo 1 se presenta una revisión de los resultados más relevantes
para esta tesis sobre las cadenas armónicas: se comienza por el caso más
simple en donde todas las masas de la cadena son iguales, después se
discute como se altera la estructura de los modos normales cuando se
introduce desorden sin correlación. Por último se discute los efectos en
los modos normales de vibración, cuando se introduce desorden con
correlaciones de corto y de largo alcance.

En el caṕıtulo 2 se hace una revisión sobre los modelos de baños térmi-
cos más importantes que aparecen en la literatura.

En el caṕıtulo 3 se exponen las propiedades de transporte térmicas
conocidas para cadena armónica homogénea y para cadena armónica
con desorden isotópico sin correlaciones

El caṕıtulo 4 está dedicado a derivar expresiones, con métodos pertur-
bativos, para la evolución temporal del flujo de calor y perfil de tem-
peratura, cuando el acoplamiento entre la cadena y los baños térmicos
de Langevin es débil.

En el caṕıtulo 5 se introduce desorden isotópico con correlaciones de
largo alcance en la cadena armónica. Se analiza cómo estas espećıficas
correlaciones de largo alcance alteran la estructura de los modos nor-
males de vibración tanto para el caso de cadena infinita como el caso
de cadena finita

En el caṕıtulo 6 se analiza cómo las espećıficas correlaciones de largo
alcance que producen modos extendidos en intervalos continuos de fre-
cuencia alteran las propiedades de transporte térmico de la cadena. Se
discute el comportamiento anómalo de la conductividad térmica, tam-
bién se analiza el acercamiento al régimen estacionario. Se hace una
comparación teórica-numérica de las fórmulas derivadas en el caṕıtulo
4.

Por último se exponen las conclusiones.

Cabe resaltar que los caṕıtulos 1-3 están dedicados principalmente a una
revisión de los resultados más relevantes (para esta tesis) de las cadenas
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armónicas sin desorden y con desorden sin correlación, aśı como al estudio
de las propiedades térmicas de estas cadenas cuando se encuentran en con-
tacto térmico con baños térmicos de Langevin y de osciladores armónicos.
También se hace una revisión de los diferentes tipos de baños térmicos exis-
tentes en la literatura. Los caṕıtulos 4-6 contienen los resultados novedosos
de esta tesis; las expresiones perturbativas para la evolución temporal del
perfil de temperatura y flujo de calor derivadas en el caṕıtulo 4 sólo han
sido derivadas anteriormente en el régimen estacionario, es decir cuando el
tiempo va a infinito. Lo novedoso del caṕıtulo 5 es que se deriva, dentro de la
aproximación a segundo orden, una expresión para la longitud de localización
inversa en el caso en el que la cadena tiene correlaciones del desorden, esto
nos permite encontrar espećıficas correlaciones del desorden que producen
modos normales extendidos en intervalos continuos de frecuencia. Por últi-
mo nunca antes se han estudiado las propiedades de transporte térmico de
una cadena armónica con el desorden ya mencionado 2, esto se estudia en el
caṕıtulo 6.

Todos los resultados anaĺıticos obtenidos en esta tesis son corroborados
por resultados numéricos. Para conocer las propiedades de transporte térmi-
co de la cadena armónica atada a baños térmicos de Langevin con métodos
perturbativos, se requiere conocer las amplitudes de oscilación de los átomos
de la cadena armónica en los respectivos modos normales; en general estas
amplitudes no se pueden conocer de forma exacta3, por lo que para obtener
dichas amplitudes es necesario diagonalizar la matriz tridiagonal simétrica
que rige la evolución de la cadena armónica imperturbada4. Para diagona-
lizar matrices tridiagonales simétricas se utilizó las subrutina tqli.for en
fortran 77 que se encuentran en el Numerical Recipes [2]. Para generar las
masas aleatorias se utilizó la subrutina ran2.for del Numerical Recipes. Para
calcular numéricamente la evolución temporal del perfil de temperatura, se
necesita diagonalizar una matriz no simétrica (más espećıficamente la ma-
triz A que está dada por la ecuación (4.5)); para ello se usó la subrutina de
Eispack5 rg.f. Los tiempos de cómputo para la evolución temporal del perfil
de temperatura con 50 masas, fueron los más largos alrededor de 7 horas, se

2Desorden con correlaciones de largo alcance que produce transición localización-
deslocalización en los modos normales.

3Sólo en el caso de cadena armónica homogénea se pueden conocer de forma exacta.
4Imperturbada se refiere sin contacto con los baños térmicos.
5Eispack es una colección de subrutinas de Fortran 90 que calculan autovalores y au-

tovectores de una matriz con entradas en general complejas.
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promedió sobre 1000 realizaciones del desorden y se realizaron alrededor de
102 pasos temporales.
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Caṕıtulo 1

Dinámica de las cadenas

armónicas

1.1. Aproximación armónica

En un sólido los iones que constituyen la red cristalina no están fijos, vi-
bran alrededor de su posición de equilibrio: esto debido a la agitación térmica
que tiene el sistema. Sin embargo si la temperatura no es demasiado alta
se puede considerar que los desplazamientos de los iones con respecto a la
posición de equilibrio son pequeños comparados con el espaciamiento inter-
iónico. El potencial inter-atómico es un potencial con un mı́nimo debido a
que los sólidos son sistemas f́ısicos estables, por tanto se puede desarrollar
este potencial en series alrededor de las posiciones de equilibrio de cada áto-
mo y considerar sólo el primer término diferente de cero que es el término
cuadrático del potencial. 1 Esto es lo que se conoce como la aproximación
armónica con la cual se pueden obtener resultados cuantitativos que muchas
veces están en acuerdo con las propiedades observadas en los sólidos (ley de
Dulong y Petit). A los términos siguientes del desarrollo se les conoce como
términos anarmónicos o términos no lineales, los cuales pueden ser despre-
ciados en el régimen de baja temperatura. Por esta razón la conducción de
calor en cadenas armónicas sigue siendo objeto de estudio en la actualidad.

1El término de orden cero corresponde a la enerǵıa potencial del cristal cuando los
átomos están fijos en sus posiciones de equilibrio, es decir es una constante que se puede
poner igual a cero simplemente cambiando el nivel de referencia de la enerǵıa, y el término
de primer orden es cero debido a que la fuerza que experimenta un átomo en su posición
de equilibrio es nula.

8



Usualmente se toma en cuenta otra aproximación, que es la aproximación
a primeros vecinos. En esta aproximación se considera que sólo los átomos
que están más cerca el uno del otro interaccionan entre si, en otras palabras el
potencial inter-atómico decrece lo suficientemente rápido para considerar sólo
interacciones entre primeros vecinos. En el caso unidimensional, al modelo
que se obtiene con estas aproximaciones se le conoce como cadena armóni-
ca con interacción a primeros vecinos y nosotros simplemente la llamaremos
cadena armónica. La cadena armónica es entonces un conjunto de oscilado-
res armónicos simples acoplados entre śı a primeros vecinos y su dinámica
está determinada por las ecuaciones diferenciales

mnq̈n = k0(qn+1 − 2qn + qn−1), (1.1)

donde qn es la coordenada de la n-ésima part́ıcula respecto su posición de
equilibrio, mn la masa de la n-ésima part́ıcula, k0 es la constante de fuerza
elástica que se considerará igual para cada par de interacción entre primeros
vecinos y n = 1, . . . , N , con N el número de part́ıculas de la cadena armónica.
Cuando N es finito, la dinámica del sistema no solamente está determinada
por las ecuaciones (1.1), sino que también hay que especificar las condiciones
de frontera. Las condiciones de frontera que estaremos usando son de dos
tipos:

1. Condiciones de frontera fijas definidas por la condición q0 = qN+1 = 0,
es decir los extremos de la cadena armónica actúan elásticamente con
paredes;

2. Condiciones de frontera libres definidas por la condición q0 = q1 y
qN = qN+1, esto es equivalente a decir que no hay fuerzas externas
actuando sobre la cadena armónica.

1.2. Cadena armónica homogénea

Cuando en la cadena armónica todas las masas de las part́ıculas tienen el
mismo valor m se le conoce como cadena armónica homogénea. La solución
es de la forma qn(t) = vne

iωt, sustituyendo la solución en las ecuaciones (1.1),
obtenemos un sistema algebraico para las variables vn dado por

mω2vn = k0(vn−1 − 2vn + vn+1). (1.2)
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La solución de este sistema es simplemente vn = eiμna, sustituyendo esta
solución en la ecuación (1.2), tenemos que la relación de dispersión para este
sistema viene dada por

ω2(μ) =
4k0

m
sen2

(μa
2

)
. (1.3)

Śı consideramos una cadena armónica de tamaño finito N , debemos de
tomar en cuenta las condiciones de frontera. Para el caso de condiciones de
frontera fijas tenemos que la relación de dispersión y los coeficientes v

(k)
n en

el k-ésimo modo normal de vibración son de la forma

ω2
k =

4k0

m
sen2 (μka) para k = 1, . . . , N (1.4)

μk =
kπ

2(N + 1)
(1.5)

v(k)
n = A(k) sen

(
kπn

N + 1

)
. (1.6)

Para condiciones de frontera libres tenemos que

ω2
k =

4k0

m
sen2 (μka) para k = 1, . . . , N (1.7)

μk =
(k − 1)π

2N
(1.8)

v(k)
n = A(k)

sen
(

(k−1)πn
N

)
− sen

(
(k−1)π(n−1)

N

)
sen
(

(k−1)π
N

) , (1.9)

con A(k) determinado por la condición de normalización
∑N

n=1

(
v

(k)
n

)2

= 1
m2 .

Por lo tanto la solución general al sistema de ecuaciones (1.1) es simplemente
una superposición de ondas planas con el número de onda μk determinado
por las ecuaciones (1.5) y (1.8), la frecuencia ωk dadas por las ecuaciones (1.4)
y (1.7) que dependen de las condiciones de frontera con las que se trabaje.
Cabe destacar que el primer modo normal para condiciones de frontera libres
(correspondiente a la frecuencia nula) es simplemente una traslación de la
cadena armónica.

Analizando las ecuaciones (1.6) y (1.9) observamos que los modos norma-
les de vibración son modos extendidos para cualquier valor de la frecuencia y
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el problema dinámico puede ser resuelto en forma exacta. El análogo cuántico
de la afirmación anterior es el teorema de Bloch que establece que los esta-
dos cuánticos de una part́ıcula sujeta a un potencial periódico son estados
extendidos [3].

1.3. Cadena armónica no homogénea

Freeman J. Dyson [4] fue uno de los pioneros en estudiar el problema de
la función de distribución de los modos normales de vibración 2 G(ω) para la
cadena armónica no homogénea, cuya dinamica es definida por las ecuaciones

mnq̈n = kn (qn+1 − qn) + kn−1 (qn−1 − qn) . (1.10)

Esta ecuación simplemente es la generalización de la ecuación (1.1) cuando
se considera que cada interacción entre los vecinos de la cadena armónica
es diferente. En otras palabras las constantes de fuerza elásticas ya no son
iguales.3

Dyson presenta un método para calcular mediante una representación
integral la función de distribución en el ĺımite cuando el tamaño de la ca-
dena tiende a infinito. También considera el caso en que tanto las masas de
la cadena armónica como las constantes de fuerzas elásticas son variables
aleatorias determinadas por ciertas distribuciones de probabilidad y encuen-
tra en forma exacta la función de distribución para cuando las constantes
elásticas son todas iguales y las masas son variables aleatorias con espećıficas
distribuciones de probabilidad.

1.3.1. Localización de Anderson

Cuando se introduce desorden isotópico sin correlaciones en la cadena
armónica de tamaño infinito, es decir cuando se consideran que las masas
de la cadena armónica son variables aleatorias independientes, entonces se
tiene que los modos normales de vibración son exponencialmente localizados

2G(μ) es la proporción de frecuencias ωj para las cuales ωj ≤ μ y está relacionado con

la densidad de las frecuencias caracteŕısticas al cuadrado ρ(μ) como ρ = dG(μ)
dμ

.
3Cuando las variables mn y kn son variables aleatorias determinadas por ciertas dis-

tribuciones de probabilidad, la transformada de Fourier de la ecuación (1.10) corresponde
a un modelo de fuerte enlace con desorden diagonal y con desorden fuera de la diagonal
(ver apéndice (A)).
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[5], para cualquier valor de la frecuencia (excepto para frecuencia nula) y
para cualquier valor de la intensidad del desorden. Con exponencialmente
localizados nos referimos a lo siguiente: sea a

(k)
n (ω) la amplitud de oscilación

del n-ésimo átomo para el k-ésimo modo normal de vibración caracterizado
por la frecuencia ωk. Entonces decimos que un modo es localizado si lejos
del centro de localización a

(k)
n (ω) → 0, más espećıficamente decimos que un

modo normal es exponencialmente localizado si la envolvente de las com-
ponentes a

(k)
n (ω), lejos del centro de localización, decrece exponencialmente

(para ambos lados del centro de localización)∣∣ak
n

∣∣ ∼ exp (−|n− n0|aγ(ωk)) , (1.11)

donde n0 es la posición del centro de localización, γ(ω) es la longitud de
localización inversa que caracteriza, en promedio, el decaimiento de las am-
plitudes de oscilación de los átomos de la cadena armónica (lejos del centro
de localización), correspondientes a algún modo normal caracterizado por
la frecuencia ω y a es la constante de la red. Por lo tanto la longitud de
localización inversa puede definirse mediante las relaciones

γ(k)(N) = − 1

N
ln
∣∣∣a(k)

1 a
(k)
N

∣∣∣ (1.12)

γ(ωk) = ĺım
N→∞

γ(k)(N). (1.13)

El ı́ndice k denota el k-ésimo modo normal. Cuando el tamaño de la cadena
tiende a infinito, el valor de las frecuencias tiende a formar un conjunto
continuo en un determinado intervalo.

La longitud de localización inversa es una cantidad autopromediada es
decir las fluctuaciones de γ(k)(N), de una realización a la otra del desorden,
mueren conforme el tamaño de la cadena N crece, por lo tanto γ(ω) no depen-
de de la espećıfica realización del desorden, sólo depende de las propiedades
estad́ısticas de las masas de la cadena armónica {mi} 4.

Sabemos que las soluciones a las ecuaciones (1.1) deben de ser de la forma
qn(t) = vne

iωt, sustituyendo esta solución en las ecuaciones (1.1) obtenemos
un sistema de ecuaciones algebraicas para vn dado por:

−mnω
2v(k)

n = v
(k)
n−1 − 2v(k)

n + v
(k)
n+1, (1.14)

4En la referencia [5] demuestran que la tasa de crecimineto exponencial, concepto que
se definirá más adelante, es independiente de las realizaciones del desorden; también se
demuestra que la tasa de crecimiento exponencial coincide con la longitud de localización
inversa y la afirmación de que esta última no depende de las realizaciones del desorden
queda demostrada.
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donde el ı́ndice k representa el k-ésimo modo normal de vibración cuya fre-
cuencia correspondiente es ω. Los coeficientes v

(k)
n están relacionados con las

amplitudes de oscilación mediante la relación v
(k)
n = a

(k)
n

fk
, donde fk es una

constante determinada por las condiciones iniciales. Para encontrar los coe-
ficientes v

(k)
n , aśı como las frecuencias se requiere resolver el problema de

autovalores representado por la ecuación (1.14) y a partir de ah́ı se puede
conocer la longitud de localización inversa. Sin embargo este método no es
muy eficiente tanto desde el punto de vista numérico como teórico.

Si interpretamos la ecuación (1.14) no como un problema de autovalores
sino como un mapeo en el cual se dan dos condiciones iniciales (v0, v1)

5 y
ω es un parámetro libre se demuestra que existe un crecimiento exponen-
cial de las soluciones vn para cuando las masas mi son variables aleatorias
independientes [5] y el crecimiento de las soluciones está determinado por:

γ(ω) = ĺım
N→∞

1

N

N∑
i=1

ln

∣∣∣∣ vi

vi−1

∣∣∣∣ = ln

∣∣∣∣ vi

vi−1

∣∣∣∣. (1.15)

(. . .) indica el promedio sobre las realizaciones del desorden. Este crecimiento
exponencial de las soluciones es exactamente igual a la longitud de localiza-
ción inversa6. La ecuación (1.15) provee una manera conveniente de calcular
la longitud de localización inversa tanto desde el punto de vista numérico
como teórico.

Existen diversos modelos que son equivalentes en cierto sentido que se
explicará a continuación: la ecuación (1.14) para la cadena armónica tiene
la misma estructura que la ecuación de Schrödinger en el modelo de Ander-
son (ver apéndice A) en la representación de sitios (A.7) y éstas a su vez
tienen la misma estructura que la ecuación (5.12) para el oscilador armóni-
co pateado. Además las ecuaciones dinámicas que representan al oscilador
armónico pateado y al modelo de Kronig-Penney tienen la misma estructura
(ver apéndice B). Por lo tanto si se quiere encontrar el crecimiento expo-
nencial (definido por (1.15)) de las soluciones de los mapeos (1.14),(A.7) y
(5.12) sujetos a condiciones iniciales, las soluciones serán equivalentes debido
a que estas ecuaciones tienen la misma estructura. Por lo tanto la tasa de
crecimiento exponencial puede ser reinterpretada de un modelo a otro.

5Se ha quitado el ı́ndice k ya que no estamos resolviendo un problema de autovalores
y no tiene sentido hablar del modo normal k-ésimo.

6Una demostración de que la tasa de crecimiento exponencial de las soluciones vn

coincide con la longitud de localización inversa es presentada en la referencia [5].
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Como ya hemos visto la tasa de crecimiento exponencial es igual a la
longitud de localización inversa. Se ha demostrado que en el modelo de An-
derson existe un crecimiento exponencial de las soluciones del mapeo (A.7)
[5], por lo tanto los autoestados electrónicos son exponencialmente locali-
zados; esto se traduce también en la localización exponencial de los modos
normales de vibración para la cadena armónica con desorden isotópico y en
la localización de los autoestados electrónicos en el modelo de Kronig-Penney
con desorden compositivo. En el caso de oscilador armónico pateado con des-
orden la localización es interpretada como la divergencia exponencial de la
enerǵıa del oscilador armónico (trayectorias no acotadas en el espacio fase) y
la deslocalización es interpretada como trayectoras acotadas [6]; esto es lo que
se conoce como localización de Anderson y la importancia que tiene excede
por mucho el área de materia condensada, ya que no sólo aparece en estos
modelos antes mencionados, sino que los efectos de localización aparecen en
cualquier fenómeno que involucre la propagación de ondas en medios desor-
denados [7]. La localización de Anderson puede ser entendida como el efecto
de interferencia coherente de ondas dispersadas por los defectos aleatorios.

Cabe destacar que la localización de Anderson recibe este nombre debido a
que P. W. Anderson fue el primero en proponer la posibilidad de autoestados
electrónicos localizados en presencia de redes desordenadas y se demuestra
que bajo ciertos criterios no hay difusión de electrones [8].

Ahora mencionaremos de manera breve cuál es el comportamiento de los
autoestados electrónicos en el modelo de fuerte enlace con desorden diagonal
para dos y tres dimensiones.

La teoŕıa del único parámetro de escala establece que, en el problema de
modelo de fuerte enlace en d dimensiones con desorden diagonal, la conduc-
tancia adimensional g de un hipercubo d dimensional de lado bL, está re-
lacionada con la conductancia de un hipercubo de lado L a través de la
relación7

g(bL) = F (b, g(L))

o de forma equivalente

d ln(g)

d ln(L)
= β(g)

de tal forma que g es la la única variable de escala.

7Se asume una temperatura de T = 0.
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De acuerdo con la teoŕıa del único parámetro de escala; en el caso de una y
dos dimensiones no existe transición conductor-aislante (β < 0 y por lo tanto
sólo se tiene un aislante), mientras que en el caso de tres dimensiones existe
transición conductor aislante y por tanto un punto cŕıtico para el cual β =
0[9]8. Debido a que estamos a una temperatura de T = 0 se tiene por ende que
todos los autoestados electrónicos son localizados en una y dos dimensiones,
mientras que para tres dimensiones, si el desorden es suficientemente débil
aparecen 2 bordes de mobilidad9, en donde los estados que están en el centro
de la banda son extendidos mientras los que se encuentran en los extremos
son localizados. Si el desorden crece los bordes de movilidad se acercan el uno
al otro hacia el centro de la banda y para desorden suficientemente fuerte
todos los estados son localizados. Variando la intensidad del desorden se
puede producir una transición conductor-aislante, conocida como transición
de Anderson [10].

1.3.2. Derivación de la longitud de localización en el

caso de desorden débil sin correlaciones

La ecuación (1.14) puede ser reescrita en términos de una nueva variable
Rn = vn

vn−1

Rn+1 = 2 −mnω
2 − 1

Rn
; (1.16)

esta ecuación puede ser interpretada como una ecuación estocástica discre-
ta en el tiempo . La masa mn juega el papel de la fuente del ruido, cuya
intensidad está modulada por la frecuencia ω.

Cuando ω = 0 (no hay ruido), R = 1 es un punto fijo estable de la relación
de recursión (1.16). Para frecuencias pequeñas tenemos que las soluciones
Rn no se deben de alejar mucho del punto fijo estable, por lo que escribimos
Rn = 1+rn y desarrollando en potencias de rn, encontramos que la dinámica
en la vecindad de Rn = 1 está descrita por

rn+1 = rn − r2
n − ω2m+ ω2δmn +O(r3

n),

8el comportamiento de β en función del ln(g) se obtiene mediante interpolar resultados
obtenidos para β en casos ĺımite de fuerte desorden y débil desorden y suponer que g es
una función cont́ınua monótonamente decreciente.

9Los bordes de movilidad son las eneǵıas a partir de las cuales se pasa de estados
localizados a estados extendedidos.
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con m = mi el promedio de las masas y δmn = m−mn las fluctuaciones de
las masas respecto a su valor medio m. En el ĺımite de pequeñas frecuencias,
esta ecuación puede ser aproximada a una ecuación del tipo Langevin 10

dr

dt
= −r2 − ω2m+ ω2δmn.

La correspondiente ecuación de Fokker-Planck, para la distribución de pro-
babilidad P de la variable aleatoria r está dada por [11]

∂P

∂t
=

∂

∂r

[
(r2 + ω2m)P

]
+
σ2

m

2

∂2P

∂r2
,

donde σ2
m = (δmn)2 representa la varianza de la distribución de masas. La

distribución se vuelve estacionaria cuando n→ ∞ y tenemos que

(
r2 + ω2m

)
P +

σ2
m

2

dP

dr
= C, (1.17)

donde C es determinado a través de la condición de normalización de la
densidad de proababilidad P , dando por resultado en el caso de ausencia de
desorden (σm = 0)

C =

√
m

π
ω

P0(r) =
1

π

ω
√
m

r2 + ω2m
.

Tenemos que la solución general a la ecuación diferencial (1.17) es

P (r) = P0(r) +
ω5σ2

mr
√
m

π (r2 + ω2m)3 .

Utilizando la expresión (1.15) para la longitud de localización inversa encon-
tramos que para el caso de desorden sin correlaciones se obtiene de forma
pertubativa que la longitud de localización inversa viene dada por

γ(ω) =
ω2σ2

m

8m
para ω → 0. (1.18)

10La ecuación de Langevin es una ecuación diferencial de segundo orden (en el espacio
de coordenadas generalizadas) que representa la evolución del sistema, cuando el sistema
está bajo la influencia de fuerzas estocásticas externas en forma de ruido blanco y existe
disipación debido a la interacción del sistema con el medio que lo rodea, el ejemplo clásico
de un sistema como éste es la part́ıcula browniana.
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Esta ecuación es derivada en la referencia [12].
Es importante mencionar que γ → 0 si ω → 0, esto significa que para

N suficientemente grande hay modos normales deslocalizados alrededor de
ω = 011. Entonces decimos que un modo es deslocalizado si N

2
≤ 1

γ(ω)
, lo

cual junto con (1.18) nos permite estimar una frecuencia cŕıtica ωμd
, para

la cual los modos normales con frecuencias menores a esta frecuencia cŕıtica
son deslocalizados

ωμd
=

4

σm

√
m

N
. (1.19)

En el ĺımite de frecuencias bajas donde (1.18) es válida, la frecuencia normal
ωμd

está dada por (ver ecuación (1.4))12

ωμd
=

ndπ

N
√
m

(1.20)

Sustituyendo el valor de ωμd
dado por (1.19) en la ecuación (1.20) obtenemos

que

nd =
4m

πσm

√
N, (1.21)

es decir el número de modos deslocalizados de baja frecuencia escala como√
N . Aunque para la derivación (1.21) se utilizaron condiciones de frontera

fijas, se obtiene un resultado similar para condiciones de frontera libres.

1.4. Sistemas unidimensionales con desorden

correlacionado

La situación se vuelve más compleja e interesante cuando se considera
desorden con correlaciones de corto y de largo alcance 13 en los modelos

11Evidentemente cuando estamos en el caso de cadena armónica de tamaño finito la
longitud de localización no es el único parámetro que caracteriza si un modo es locali-
zado o deslocalizado, aqúı entra en juego también el tamaño de la cadena. Sin embargo
para poder caracterizar la localización mediante estos dos parámetros, N tiene que ser lo
suficientemente grande de lo contrario la definición de γ pierde sentido.

12Los modos normales de la cadena armónica con desorden son prácticamente iguales
a los correspondientes modos de la cadena armónica homogénea en el régimen de baja
frecuencia.

13Se le denomina correlaciones de corto alcance si las correlaciones estad́ısticas de las va-
riables aleatorias decaen exponencialmente o son de soporte compacto, en las correlaciones
de largo alcance las correlaciones estad́ısticas decaen con ley de potencia.
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anteriores. Uno de los primeros modelos analizados con correlaciones de corto
alcance fue el modelo del d́ımero aplicado al modelo de fuerte enlace definido
por la ecuación de Schrödinger14

g [an+1 + an−1] = (E − εn) an,

donde εn son las enerǵıas de sitio, an es la amplitud de probabilidad de
encontrar al electrón en el sitio n-ésimo, E es la enerǵıa del electrón y g es
la amplitud de probabilidad de que un electrón localizado en un sitio salte
hacia los sitios vecinos, ya sea hacia la izquierda o derecha.

En el modelo del d́ımero las enerǵıas de sitio son variables aleatorias
que aparecen en pares y sólo pueden tomar dos valores posibles con igual
probabilidad. Para este modelo se encontró que se tiene un estado electrónico
deslocalizado para cierta enerǵıa Ed y se obtiene de forma perturbativa la
longitud de localización inversa alrededor de esta enerǵıa [13, 14].

La generalización del modelo del d́ımero es el modelo del n-mer, en el
cual las enerǵıas de sitio se repiten n veces y también sólo pueden tomar
dos valores con igual probalidad. En este caso se encuentra que hay n esta-
dos electrónicos deslocalizados correspondientes a ciertas enerǵıas discretas
E1, E2, . . . , En [6]. En general las correlaciones de corto alcance sólo pueden
producir estados deslocalizados que corresponden a enerǵıas discretas del
espectro.

La situación es distinta cuando se introducen correlaciones de largo al-
cance 15. Se ha demostrado que utilizando espećıficas correlaciones de largo
alcance para desorden débil se pueden producir estados deslocalizados en in-
tervalos continuos de enerǵıa [15, 16]. El modelo que a nosotros nos interesa
es el modelo de Anderson con espećıficas correlaciones de largo alcance es-
tudiado en la referencia [16], el cual obtiene estados deslocalizados a partir
de hacer cero la longitud de localización inversa, dentro de la aproximación
a segundo orden. Posteriormente se verá con más detalle este modelo ya que
el desorden que utilizaremos en las cadenas armónicas es el mismo que el de
ese modelo.

La transición localización-deslocalización que predice el modelo de la refe-
rencia [16], ha sido confirmada experimentalmente midiendo el coeficiente de
transmisión en gúıas de onda en donde se insertan dispersores correlacionados

14Para mayor información del modelo de fuerte enlace, ver apéndice A.
15El exponente de Lyapunov (longitud de localización inversa) para débil desorden con

correlaciones es obtenido en la referencia [16].
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16 [17].
Actualmente el estudio de la propagación de ondas en medios unidimen-

sionales es de mucho interés debido a que en muchas aplicaciones uno requiere
de crear superredes de metamateriales o semiconductores que exhiban pro-
piedades de transmisión espećıficas. Debido a las transiciones localización
deslocalización que exhiben estos modelos con correlaciones de largo alcance
se pueden construir filtros en dichas estructuras [18], es decir por ejemplo en
el modelo de Kronig-Penney (KP) se pueden crear ventanas de opacidad o
de transparencia para las cuales el electrón no se transmite o se transmite a
través del arreglo dependiendo de la enerǵıa que tenga [19] , esto es de suma
importancia ya que el modelo KP describe de forma adecuada un arreglo de
superredes [20].

Con respecto a la cadena armónica, se han podido producir modos norma-
les de vibración extendidos en intervalos continuos de frecuencia a través de
correlaciones del desorden de largo alcance [21] y a través de un modelo ape-
riódico para la distribución de las masas [22]. En estos trabajos se estudia la
difusión de un paquete de enerǵıa inicialmente localizado cuyo esparcimiento
es de forma baĺıstica cuando hay transición localización-deslocalización.

16Este sistema de gúıas de onda con los dispersores es equivalente al modelo de Kroning-
Penney con desorden compositivo.
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Caṕıtulo 2

Modelos de baños térmicos

2.1. Definición del problema

El problema que queremos estudiar, transporte de calor en cadenas armóni-
cas atadas a baños térmicos es un problema de mecánica estad́ıstica fuera del
equilibrio; es decir tratamos de calcular coeficientes de transporte como con-
ductividad térmica, viscosidad etc, a partir de las propiedades microcópicas
del sistema. Estos coeficientes juegan el mismo papel en la teoŕıa macroscópi-
ca del transporte como la presión, calor espećıfico etc. lo hacen en la teoŕıa
del equilibrio macroscópico.

Uno de los problemas que se deben solucionar es como modelar los baños
térmicos y la influencia que tienen sobre la cadena armónica. Entre los pio-
neros en el estudio de modelos de baños térmicos se encuentran Lebowitz y
Bergmann [23, 24]. Ellos proponen que los baños térmicos tienen las siguien-
tes caracteŕısticas:

Los baños están compuestos de un número infinito de componentes que
no interactuán entre si;

Cada componente interactúa con el sistema sólo una a la vez;

La interacción es elástica.

El sistema que interactuá con los baños térmicos está compuesto de n
part́ıculas y por lo tanto para especificar el estado del sistema se requieren
3n coordenadas canónicas Q1, . . . , Q3n y 3n momentos canónicos conjugados
P1, . . . , P3n y para encontrar la evolución del sistema en el espacio fase se
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requiere resolver las ecuaciones de Hamilton. Sin embargo n es muy grande
y resolver las ecuaciones diferenciales resulta impráctico, por lo que para
obtener información f́ısica relevante del sistema se adopta otro punto de vista;
se utiliza el concepto de colectivo de Gibbs.

Siguiendo los principios de la mecánica estad́ıstica, identifican las propie-
dades observables del sistema con promedios sobre un colectivo adecuado en
el espacio fase, todos los miembros del colectivo pueden representar al siste-
ma actual con cierto peso o densidad de probabilidad. Como cada miembro
del colectivo está representado por un punto x en el espacio face que repre-
senta una copia mental del sistema, entonces podemos definir una densidad
de probabilidad ρ(x, t), en donde ρ(x, t)d3nQd3nP representa la probabilidad
de que el sistema sea representado por los puntos en el espacio fase en el
diferencial de volumen d3nQd3nP . En el caso en que el sistema 1 está en con-
tacto con baños térmicos, se propone que esta densidad satisface la ecuación
de Liouville generalizada:

∂ρ(x, t)

∂t
+ (ρ,H) =

∑
α

∫ [
Kα(x,x

′

)ρ(x
′

, t) −Kα(x
′

,x)ρ(x, t)
]
dx

′

, (2.1)

donde H(x) es la hamiltoniana del sistema, (ρ,H) es el corchete de Poisson
entre ρ y H . El lado izquierdo de la ecuación anterior simplemente es la deri-
vada total de ρ con respecto al tiempo, el lado derecho representa el efecto de
las colisiones (interacciones elásticas) del sistema con las componentes de los
baños térmicos en la evolución de ρ. Kα(x,x

′

)dxdt es la probabilidad condi-
cional de que el sistema esté en el punto x

′

y sufra una colisión en el intervalo
de tiempo dt que lo lleve a la región (x,x + dx) y α = 1, . . . , n representa
los diferentes baños térmicos a temperatura Tα. Es claro por que hay dos
términos en el lado derecho de la ecuación (2.1); uno de ellos representa la
probabilidad de que el sistema estando en x

′

llegue a x por efecto de las
colisiones, el otro término representa la probabilidad de que deje de estar en
[x,x + dx] por efecto de las colisiones.

2.2. Gas de Maxwell como baño térmico

Para obtener una expresión simple para el lado derecho de la ecuación
(2.1) se imagina que el sistema contiene en su superficie n pistones de masa

1El sistema no necesariamente es una cadena armónica.
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Mα. El α-ésimo baño, que interactúa directamente con el α-ésimo pistón,
está compuesto de part́ıculas de masa mα con densidad uniforme μα y tie-
ne una distribución de probabilidad maxwelliana para las velocidades de
las part́ıculas a temperatura Tα. Sin pérdida de generalidad y por simplici-
dad matemática, se considera que el sistema está contenido en un cilindro
con sólo dos pistones mobibles 2 que están representados por las coordena-
das de espacio fase (Q1, P1), (Q2, P2) y el sistema contenido en el cilindro
está representado por las coordenadas y = (r1, r2, . . . , rn,p1,p2, . . . ,pn), de
tal forma que el sistema total es descrito por x = (y, Q1, P1, Q2, P2). De-
bido a que los pistones son las únicas componentes del sistema cuyos mo-
mentos canónicos conjugados cambian de forma discontinua por el efecto
de las colisiones con las componentes de los baños térmicos, se tiene que
K1(x,x

′

) = K1(P1, P
′

1)δ(Q1 −Q
′

1)δ(Q2 −Q
′

2)δ(y−y
′

), una expresión similar
se obtiene para K2(x,x

′

). Tomando en cuenta lo anterior la ecuación (2.1)
toma la forma

∂ρ(x, t)

∂t
+ (ρ,H) =

∑
α=1,2

∫ [
Kα(Pα, P

′

α)ρ (y, Qα, Pα, Qα, Pα, t) (2.2)

− Kα(P
′

α, Pα)ρ(x, t)
]
dP

′

α.

Utilizando la conservación del momento y de la enerǵıa durante la colisión
de las componentes de los baños térmicos con los pistones, se encuentra que3

Kα(Pα, P
′

α) =
Aμαmα (Mα +mα)2

(2πmαkBTα)
1
2 (2mαMα)2

ε
(
(−1)α

(
P

′

α − Pα

))
(2.3)

×
∣∣∣Pα − P

′

α

∣∣∣ exp

⎡
⎢⎣−
[
Pα − P

′

α + mα

Mα

(
Pα − P

′

α

)]2
8mαkBTα

⎤
⎥⎦ ,

donde A es el área del pistón y

ε(z) = 1, z > 0

ε(z) = 0, z < 0.

2En este caso, sólo hay dos baños térmicos con temperaturas Tα, con α = 1, 2.
3Para mayor información acerca de cómo se obtiene la probabilidad condicional

Kα

(
Pα, P

′

α

)
ver el apéndice de la referencia [25].
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Utilizando la hipótesis de que 4 mα � Mα, el operador integral que
aparece en el lado derecho de la ecuación (2.2) es equivalente a un operador
diferencial de orden infinito, por lo tanto se tiene que

∫ [
Kα

(
Pα, P

′

α

)
ρ
(
P

′

α

)
−Kα

(
P

′

α, Pα

)
ρ (Pα)

]
dP

′

α =
∞∑

n=1

1

n!

dn

dP n
α

(
a(n)(Pα)ρ(Pα)

)
,

con

a(n)(Pα) =

∫
Kα

(
P

′

α, Pα

)(
Pα − P

′

α

)n

dP
′

α. (2.4)

Utilizando la forma explicita para la probabilidad condicionalKα

(
Pα, P

′

α

)
dada por la ecuación (2.3) y sustituyendola en (2.4), se obtiene una expresión
expĺıcita para a(n)(P ), sustituyendo esta última expresión en la ecuación (2.2)

y manteniendo términos de orden O

((
mα

Mα

) 1
2

)
tenemos que la evolución de

ρ(x, t) puede ser representada por una ecuación de Fokker-Planck

∂ρ(x, t)

∂t
+ (ρ,H) =

n∑
α=1

λα
∂

∂Pα

[
Pαρ+ kBTαMα

∂

∂Pα
ρ

]
, (2.5)

donde λα es una constante de fricción del α-ésimo pistón que depende de
(mα,Mα, μα, Tα, Aα). Se demuestra también que ρ(x, t) se aproxima a una
distribución estacionaria ρs(x) cuando t→ ∞[23].

Cabe destacar que a pesar de que las interacciones entre el sistema y los
baños térmicos son interacciones ideales que dif́ıcilmente se presentan en la
realidad, Bergmann y Lebowitz afirman que experimentalmente se ha com-
probado que las propiedades térmicas del sistema en el régimen estacionario
no dependen del tipo espećıfico de interacciones entre el sistema y los baños
térmicos.

En el caso de un cristal armónico s-dimensional y con M part́ıculas, la
hamiltoniana del sistema está dada por 5

H =
1

2

2N∑
i=N

x2
i +

1

2

N∑
i,j=1

Φijxixj N = sM, (2.6)

4Bajo estas condiciones P
′

es cercano a P .
5Aqúı no necesariamente se considera la aproximación a primeros vecinos.
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donde xi, i = 1, . . . , N , son las coordenadas cartesianas de las part́ıculas
relativas a sus posiciones de equilibrio, mientras que xj , j = i + N son
los momentos canónicos conjugados de xi. Para este sistema la ecuación de
Liouville generalizada (2.5) toma la forma 6

∂ρ(x, t)

∂t
=

2N∑
i=1

∂

∂xi
(ηiρ) +

1

2

2N∑
i,j=1

∂2

∂xi∂xj
(dijρ) (2.7)

donde

ηi =

2N∑
j=1

aijxj ,

aij y dij son elementos de las matrices 2N × 2N A y D respectivamente,
dados por

A =

(
0 −I
Φ R

)
, D =

(
0 0
0 J

)
. (2.8)

0 e I son la matriz nula y la matriz identidad de N × N , Φ es la matriz de
N ×N cuyos elementos son Φij . Rij = λαδαiδij y Jij = 2kTiRij.

La solución estacionaria ρs de la ecuación (2.7), es una distribución gau-
siana en las coordenadas y momentos del sistema. Cuando las temperaturas
de todos los baños térmicos son iguales a T, en el ĺımite estacionario se ob-
tiene que ρs(x) ∼ eβH(x) con β = (kT )−1 como debeŕıa de ser de acuerdo a
la mecánica estad́ıstica clásica.

La ecuación (2.7) representa la ecuación de Fokker-Planck de un proceso
multivariable de Ornstein-Uhlenbeck (ver apéndice C), este proceso está de-
finido por la ecuación diferencial estocástica [11]

dx(t) = −A1x(t)dt+B1dW(t), (2.9)

donde A1 = A y D = B1B
t
1; con A y D definidas por la ecuación (2.8), B1 es

una matriz de 2N×2 y Wt(t) = (W1,W2) es un vector con dos componentes,
en donde W1 y W2 son dos procesos estocásticos de Wiener independientes.
Por lo tanto en nuestro caso de cadena armónica unidimensional en donde
sólo tenemos dos baños térmicos , al principio y al final de la cadena, con

6Las masas de los átomos del cristal se ponen igual a la unidad.
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temperaturas T
(B)
1 y T

(B)
N respectivamente, podemos representar la dinámica

del sistema mediante una ecuación del tipo Langevin

mnq̈n = qn+1 − 2qn + qn−1 + δn1(ξ1(t) − λq̇1) + δnN (ξN(t) − λq̇n), (2.10)

donde n = 1, 2 . . .N , mn y qn(t) son la masa 7 y la posición de la n-ési-
ma part́ıcula con respecto a su posición de equilibrio respectivamente, las
constantes elásticas de los osciladores se ponen por conveniencia iguales a la
unidad.

El contacto con los baños térmicos a temperaturas T
(B)
1 y T

(B)
N (T

(B)
1 −

T
(B)
N ≥ 0) está representado por un término de fricción8 λ y por ruidos

blancos gaussianos ξj, (j=1,N) que satisfacen :

〈ξj(t)〉 = 0 (2.11)

〈ξj(t)ξj′(t′)〉 = 2kBT
(B)
j λδjj′δ(t− t′), (2.12)

donde 〈 〉 denota el promedio sobre el proceso estocástico multivariable de
Wiener W. A la representación de los baños térmicos de esta forma se les
conoce como baños térmicos de Langevin y esta representación de los baños
térmicos permite obtener resultados anaĺıticos para las cadenas armónicas.

2.3. Baño de osciladores armónicos

Otro modelo que también permite obtener resultados anaĺıticos es el mo-
delo de Rubin and Greer [26], en donde se considera una cadena armónica
infinita perfecta, cuyas part́ıculas tienen masa m, en todos lados excepto en
un segmento de longitud L con n defectos isotópicos distribuidos aleatoria-
mente, más espećıficamente estos defectos tienen la misma masa M pero sus
distancias relativas adyacentes b, son variables aleatorias independientes con
la distribución de probabilidad

P (b) = C(1 − C)b−1,

7El planteamiento de las ecuaciones a través de la ecuación de Liouville generalizada
no supone que todas las masas del sistema son iguales, pero sólo en el caso en el que las
masas son iguales se puede tener un resultado anaĺıtico para la densidad de probabilidad.

8Los téminos disipativos debido a la interacción de los dos baños térmicos con la cadena
armónica por simplicidad se consideran iguales con valor λ.
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donde C = na
L

es la concentración de defectos (a representa la constante de
la red) y b = 1, 2, . . ..

Las ecuaciones dinámicas para los desplazamientos de las masas respecto
a su posición de equilibrio son

mj
d2qj
d2τ

=
1

4
m (qj−1 − 2qj + qj+1) , (2.13)

en donde −N < j < N con 2N el número de part́ıculas de la cadena armónica
que posteriormente se hará tender a infinito; mj es la masa de la j-ésima
part́ıcula y τ es un tiempo adimensional definido por τ = 2

(
k0

m

)
t, con t la

variable temporal. La ecuación (2.13) está sujeta a condiciones de frontera
fijas, es decir qN+1 = q−N−1 = 0 y tiene una solución formal en términos de
notación matricial dada por

q(τ) = M− 1
2W− 1

2 sen
(
W

1
2 τ
)
M

1
2 q̇(0) +M− 1

2 cos
(
W

1
2 τ
)
M

1
2 q(0),

donde q(τ) es un vector cuyas componentes son qn(τ), M es la matriz dia-

gonal cuyo i-ésimo elemento diagonal es la masa mi y W = M− 1
2VM− 1

2 , con
V la matriz de enerǵıa potencial cuyos elementos son
Vij = −1

4
m (δi,j+1 + δi,j−1 − 2δij).

Para producir un flujo de calor, los momentos y desplazamientos inicia-
les de los átomos a la izquierda de la zona de defectos están canónicamen-
te distruibuidos con una temperatura T , mientras que el resto del cristal
está distruibuido inicialmente con temperatura de cero. Existe un flujo de
calor estacionario Jn definido como el flujo de enerǵıa que atraviesa la zona
de defectos y por lo tanto una diferencia de temperatura �Tn dentro de la
misma región, de esta manera los osciladores armónicos que están fuera de
la región de defectos actuán como baños térmicos.

O’Connor y Lebowitz [27] generalizan el modelo anterior, considerando
que la región de defectos está caracterizada por la secuencia de masas aleato-
rias independientes m1, m2, . . .mn. Ellos proponen un método para eliminar
los grados de libertad de los baños térmicos de las ecuaciones dinámicas y
obtener un sistema de ecuaciones en forma cerrada.

Se considera que las part́ıculas (con masa unitaria) de la zona sin defectos
están ubicadas en las posiciones {x0, x−1, x−2 . . . , x−s} y en
{xN+1, xN+2, . . . , xN+s+2} (xn = qn + na con a la constante de la red) y de
los sitios 1 a N se tienen part́ıculas de masas aleatorias e independientes. Las
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ecuaciones que determinan la dinámica del lado izquierdo de masas unitarias
está dada por:

d2η(t)

dt2
+ Φ(s+1)η(t) = g(t), (2.14)

donde

η(t)t = (q0, q−1, . . . , q−s)

g(t)t = (q1(t), 0, . . . , 0)

Φ
(s+1)
ij = 2δij − δi,j−1 − δi,j+1 para i, j = 1, . . . s+ 1

Se puede desacoplar el sistema de ecuaciones (2.14) pasando a coordenadas
normales. Debido a que conocemos la solución para los modos normales de
vibración de una cadena homogénea y utilizando la teoŕıa estándar de ecua-
ciones diferenciales tenemos que

q0(t) = g1(t) +

∫ t

0

As(t− s)q1(s)ds, (2.15)

con

g1(t) =
∑

k

[
cos(ωkt)bk + ω−1

k sen(ωkt)ak

]
v

(k)
1

As(t) =
∑

k

ω−1
k sen(ωkt)v

(k)
1

η(0) =
∑

k

bkv
(k), η̇(0) =

∑
k

akv
(k);

es decir la solución general para u0 es simplemente la solución a las ecua-
ciones homogéneas mas la solución particular. v

(k)
1 está determinado por la

ecuación (1.6). Cuando s → ∞, las frecuencias normales ωk forman un con-
junto continuo y podemos escribir

A(t) =
2

π

∫ π

0

ω−1(k) sen2(k) sen(tω(k))dk. (2.16)

Aqui ω(k) está definido por la relación de dispersión (1.3).
Inicialmente como el lado izquierdo de masas unitarias está en equiĺıbrio

térmico a temperatura TL; las constantes ak, bk tiene una distribución de
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Boltzmann a temperatura TL, por lo tanto se pueden conocer las propiedades
estad́ısticas de g1.

〈g1(t)〉 = 0

〈g1(t)g1(t+ s)〉 =
TL

π

∫ π

0

ω−2(k) sen2(k) cos(w(k)s)dk, (2.17)

en donde se ha puesto la constante de Boltzmann igual a la unidad. Si el
lado derecho de masas unitarias está a inicialmente en equiĺıbrio térmico a
témperatura TR < TL, se tiene de manera similar que

qN+1(t) = gN(t) +

∫ ∞

0

A(t− s)qN (s)ds. (2.18)

Cabe mencionar que g1(t),gn(t) son procesos estocásticos gaussianos inde-
pendientes, con promedio cero y varianza dada por la ecuación (2.17) con la
diferencia de que si trabajamos con el proceso estocástico gn(t), TL debe de
ser sustituido por TR.

Utilizando las ecuaciones (2.15) y (2.18) se obtiene un sistema cerrado de
ecuaciones dinámicas para las part́ıculas 1 a N

miq̈i + 2qi − qi+1 = qi−1 = gi + A ∗ qi i = 1

miq̈i + 2qi − qi+1 − qi−1 = 0 , i = 2, . . . , N − 1

miq̈i + 2qi − qi−1 = qi+1 = gi + A ∗ qi j = N,

donde f ∗ g indica la convolución de f y g.

2.4. Baño térmico de Nosé-Hoover

Los baños térmicos de Langevin proveen una forma simple de derivar
resultados anaĺıticos para las cadenas armónicas, sin embargo a la hora de
implementar el modelo en la simulación numérica no resultan tan convenien-
tes, debido a que se tienen que resolver ecuaciones diferenciales estocásticas.
Un método más adecuado para la implementación numérica es el método
de Nosé-Hoover [28], en donde los baños térmicos se modelan de forma de-
termińıstica. Más precisamente, la evolución de las part́ıculas en contacto
térmico con el α-ésimo baño está governada por las ecuaciones

mnq̈n = F (qn − qn−1) − F (qn+1 − qn) −
{
ξ+q̇n, n ∈ S+

ξ−q̇n, n ∈ S−
, (2.19)
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donde F (qn − qn−1) indica la fuerza de interacción entre la part́ıcula n-ésima
y la part́ıcula n−1-ésima 9, n ∈ S+ significa simplemente para las part́ıculas
con sub́ındice n que estén en contacto térmico con el banõ más caliente y
n ∈ S− significa para las part́ıculas con sub́ındice n que esten en contacto
con el baño más fŕıo. ξ± son dos variables auxiliares para modelar la acción
microscópica de los termostátos sobre el sistema.

La dinámica de ξ1 y ξN está regida por las ecuaciones

ξ+ =
1

Θ2
1

⎛
⎝ 1

kBT
(B)
1 N1

∑
n∈S+

mq̇2
n − 1

⎞
⎠

ξ− =
1

Θ2
N

⎛
⎝ 1

kBT
(B)
N NN

∑
n∈S−

mq̇2
n − 1

⎞
⎠ ,

con N1 y NN dos conjuntos de part́ıculas que están en contacto con los baños
térmicos S+ y S− respectivamente. Θ1 y ΘN son los tiempos de respuesta de
los termostatos. De esta forma si la enerǵıa cinética de las part́ıculas que
están en contacto con los baños térmicos supera su enerǵıa cinética térmica
kBT

(B)
1,NN1,N , entonces se tiene disipación de enerǵıa en la cadena armónica de

acuerdo con la ecuación (2.19); en el caso contrario estas variables auxiliares
hacen que la cadena armónica gane enerǵıa. Con esto se tiene un proceso
para estabilizar la temperatura de la n-ésima part́ıcula.

En el caso limite de Θ1,N → 0, se encuentra ξ1 y ξN en función espećıfica
de qi, q̇i como

ξ± =

∑
n∈Spm

q̇n [F (qn − qn−1) − F (qn+1 − qn)]∑
n∈S±

q̇2
n

.

A este modelo se le conoce como termostato gaussiano y la enerǵıa cinética
se conserva en forma exacta.

Existen otros modelos de termostatos, una revisión y comparación de
los resultados que arrojan los diferentes tipos de termostatos utilizados se
encuentra en la referencia [29].

9Aqúı se supone una interacción de tipo cualquiera, no necesariamente se está en la
aproximación armónica, aunque śı se hace la aproximación a primeros vecinos.
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Caṕıtulo 3

Resultados conocidos para las

propiedades de transporte

térmico en cadenas armónicas

3.1. Resultados conocidos para la cadena

armónica homogénea

En el caso de cadena armónica homogénea unidimensional, con hamilto-
niana

H =
1

2

N∑
i=1

P 2
i

2m
+

1

2

N∑
i,j=1

Φijqiqj

Φij = k0 (2δij − δi,j+1 − δi,j−1) ;

donde m son las masas de los osciladores, Pi es el momento canónico conju-
gado de la i-ésima part́ıcula, qi es el desplazamiento de la i-ésima part́ıcula
respecto a su posición de equiĺıbrio y k0 son las constantes elásticas de los
osciladores, es posible obtener de forma exacta el perfil de temperatura y el
flujo de calor en el régimen estacionario cuando la cadena está atada a dos
baños térmicos de Langevin con temperaturas T

(B)
1 y T

(B)
N (T

(B)
1 > T

(B)
N ). La

dinámica de esta cadena atada a los baños térmicos de Langevin está definida
por la ecuación (2.10) con mn = m.
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Definimos la temperatura de la j-ésima part́ıcula como kBTj =
〈
p2

j

〉
1.

El flujo de calor que atraviesa la cadena en el régimen estacionario se
encuentra mediante la ecuación de balance de enerǵıa

d 〈H〉
dt

= J+ − J−

con J+ el flujo de calor que fluye del baño térmico más caliente a la cadena,
J− el flujo de calor que fluye de la cadena al baño térmico más fŕıo y H
la hamiltoniana del sistema. En el régimen estacionario se demuestra que
J+ = J− = J , donde J es el flujo de calor que recorre a la cadena y el perfil
de temperatura viene dado por [29, 30]

Tj =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

Tm [1 − ην(ψ1)
2j−1] , 1 < j < 1

2
N

Tm

[
1 + ην(ψ1)

2j
′−1
]

, 1 < j
′

= N − J < 1
2
N

T
(B)
1 − νψ1Tmη j = 1,

T
(B)
N + νψ1Tmη j = N,

donde ψ1 = 1+ 1
2
ν− 1

2
(4ν + ν2), Tm =

T
(B)
1 −T

(B)
N

2
, η = T

(B)
1 −Tm y ν = ω2

λ2 , con

ω2 = k0

m
y λ representa el acoplamiento entre la cadena y los baños térmicos

que está definida en la ecuación (2.10).
El flujo de calor simplemente viene dado por

J =
ω2

λ
kBTmψ1η, (3.1)

con kB la constante de Boltzmann.
En el caso de que el acoplamiento con los baños térmicos con la cadena

sea débil (λ � ω) se tiene que el perfil de temperatura es un perfil casi

constante con Tj ≈ T
(B)
1 −T

(B)
N

2
, j = 1, . . . , N y el flujo de calor simplemente

viene dado por

J(λ, ω) =
1

2
λkB

(
T

(B)
1 − T

(B)
N

)
.

Cuando uno trabaja con el transporte de enerǵıa en sólidos, se define
la conductividad térmica κ a través de la ley de Fourier (ver apéndice D).

1〈 〉 indica el promedio sobre el proceso estocástico multivariable de Wiener definido
en la ecuación (2.9).
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La conductividad térmica es una medida de que tan efectivo es un material
en aumentar su temperatura cuando hay un flujo de enerǵıa en el mismo.
Debido a que estamos trabajando con cadenas en una dimensión, se define
la conductividad térmica como

κ ≡ JN

T
(B)
1 − T

(B)
N

. (3.2)

Analizando la ecuación (3.1) se observa que el flujo de calor no depende de
el tamaño de la cadena armonica2 y por lo tanto la conductividad térmica es
proporcional a N

κ ∝ N.

Entonces la conductividad térmica diverge en el ĺımite termodinámico. Se
tiene un comportamiento de la conductividad térmica anómalo ya que el flujo
de calor es proporcional a T

(B)
1 −T (B)

N en vez de ser proporcional al gradiente

de temperatura
T

(B)
1 −T

(B)
N

N
como lo establece la ley de Fourier. El hecho de que

la conductividad térmica diverja para la cadena armónica homogénea es de
esperarse ya que el flujo de calor es transportado por los fonones, debido a que
no hay acoplamiento entre modos normales (no hay dispersión entre fonones)
y la cadena armónica homogénea no tiene defectos entonces la enerǵıa puede
seguir propangándose indefinidamenente lo cual es equivalente a decir que la
conductividad térmica es infinita.

En el modelo de baño térmico de osciladores introducido por Rubin y
Greer (en donde los átomos a la izquierda de la zona de defectos están ini-
cialmente canónicamente distribuidos con una temperatura T y el resto con
temperatura de 0), si no hay defectos en la cadena armónica, se tiene que
el flujo de calor J0 que atraviesa la cadena y el perfil de temperatura en el
régimen estacionario están dados por [26]

J0 =
kBT

2π

T0 =
T

2
,

es decir toda la cadena se estabiliza a una temperatura uniforme.

2Esto es válido en el caso general; no sólo para cuando el acoplamiento entre la cadena
y los baños térmicos es débil.
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3.2. Resultados conocidos para la cadena con

desorden isotópico

En el caso en que la cadena armónica esté acoplada débilmente con dos
baños térmicos de Langevin, se puede obtener una fórmula perturbativa en
el régimen estacionario para el flujo de calor J y perfil de temperatura en
términos de las amplitudes de oscilación de los átomos en sus respectivos
modos normales. Estas fórmulas están dadas por [5, 12]3

Tn =

N∑
k=1

(
e
(k)
n

)2

“
e
(k)
1

”2

m1
+

“
e
(k)
N

”2

mN

⎡
⎢⎣T

(B)
1

(
e
(k)
1

)2

m1
+
T

(B)
N

(
e
(k)
N

)2

mN

⎤
⎥⎦ (3.3)

J = λkB(T
(B)
1 − T

(B)
N )

N∑
k=1

(
e
(k)
1

)2

(e
(k)
N )2

mN

(
e
(k)
1

)2

+m1

(
e
(k)
N

)2 , (3.4)

donde Tn es la temperatura de la n-ésima part́ıcula en la cadena armónica,
m1 y mN son las masas que estan en contanto con el baño térmico más
caliente y el baño térmico más fŕıo respectivamente, λ es el parámetro que
representa el acoplamiento entre la cadena y los baños térmicos . e

(k)
i están

relacionados con la amplitud de oscilación del n-ésimo átomo en el k-ésimo

modo normal de vibración a través de la relación e
(k)
n = v

(k)
n√
mn

con v
(k)
n definido

por la ecuación (1.14) y mn es la masa de la n-ésima part́ıcula del oscilador
armónico.

Si consideramos una cadena armónica con desorden sin correlaciones, el
número de modos normales deslocalizados Nd para una cadena de tamaño
N es Nd ∝ N

1
2 (ver sub-sección 1.3.2). Suponiendo que estos modos son casi

idénticos a los correspondientes modos de una cadena armónica homogénea,
obtenemos una solución formal para las componentes e

(k)
n (ver sección 1.2)

con k en el intervalo de [0, Nd]. Si consideramos condiciones de frontera libres

tenemos que
(
e
(k)
n

)2

es del orden 1
N

para una cadena de tamaño N , tomando

en cuenta que los modos para k > nd son localizados (esto significa que e
(k)
1

3Estas fórmulas se derivarán en el siguiente caṕıtulo, son conocidas como las fórmulas
de Masuda e Ishii y son válidas para cualesquiera valores de las masas con la restricción
de que las frecuencias de los modos normales de vibración no sean degeneradas.
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o e
(k)
N son pequeños) y utilizando la ecuación (3.3) se obtiene que el flujo de

calor es de la forma

JL(λ,N) ∝ λ√
N
,

el sub́ındice L indica que se utilizaron condiciones de frontera libres. Utili-
zando la definición de conductividad térmica (3.2) se obtiene que

κL ∝ λN
1
2 . (3.5)

En el caso de condiciones de frontera fijas
(
e
(k)
1

)2

y
(
e
(k)
N

)2

son del orden

de k2

N3 . Sumando hasta k = Nd en la ecuación (3.3) se obtiene

Jf ∝ λN
3
2

y por lo tanto

κf ∝ λN− 1
2 , (3.6)

donde el sub́ındice f indica que se utilizó condiciones de frontera fijas. La
conductividad térmica en este caso de desorden sin correlaciones es altamen-
te influenciable por las condiciones de frontera, ya que el escalamiento con
respecto a N de cada modo en sus fronteras es diferente para condiciones de
frontera libres y para condiciones de frontera fijas.

En el modelo de baños térmicos de osciladores introducido por Rubin y
Greer (donde se utilizan condiciones de frontera fijas), cuando hay un defecto
localizado en m = 0 con ma que indica la posición de equilibrio del m-ésimo
átomo y a la constante de la red, se tiene que el perfil de temperatura viene
dado por [31]

Tm =

⎧⎨
⎩

T/4 m < 0
T/2 m = 0
3T/4 m > 0

,

donde T es la temperatura inicial de la cadena armónica a la izquierda de
la zona de defectos, el resto de la cadena está a temperatura cero. En el
caso en que el número de defectos n tiende a infinito de tal forma que la
concentración de defectos es una constante (nL → C donde C �= 0), la
diferencia de temperatura entre el primer defecto y el último tiende a T y
la conductividad térmica de la región de defectos escala con el número de
defectos como [26]

κ ∝ n
1
2 .
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Caṕıtulo 4

Cadena armónica atada a baños

térmicos

4.1. Definición del modelo y resultados teóri-

cos

Consideremos una cadena armónica compuesta por N átomos, cuyos ex-
tremos están en contacto con dos baños térmicos de Langevin (ver página
25). El sistema está representado por las siguientes ecuaciones diferenciales:

mnq̈n = qn+1 − 2qn + qn−1 + δn1(ξ1(t) − λq̇1) + δnN(ξN(t) − λq̇n), (4.1)

donde n = 1, 2 . . .N , mn y qn(t) es la masa y la posición de la n-ésima
part́ıcula con respecto a su posición de equilibrio respectivamente, las cons-
tantes elásticas de los osciladores son iguales a la unidad. El contacto con los
baños térmicos a temperaturas T

(B)
1 y T

(B)
N (T

(B)
1 − T

(B)
N ≥ 0) está represen-

tado por un término de fricción λ y por ruidos blancos gausianos ξj, (j=1,N)
que satisfacen :

〈ξj(t)〉 = 0 (4.2)

〈ξj(t)ξj′(t′)〉 = 2kBT
(B)
j λδjj′δ(t− t′), (4.3)

donde < > denota el promedio sobre el proceso estocástico multivariable
de Wiener Wt = (w1, wN) con w1(t) =

∫ t

0
ξ1(τ)dτ y wN(t) =

∫ t

0
ξN(τ)dτ

dos procesos de Wiener independientes, kB es la constante de Boltzmann.
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Además debido a que estamos interesados en las propiedades de transporte
térmico se considerarán dos tipos de condiciones de frontera1:

1. Condiciones de frontera libres(C.F.L) q1 = q0 y qN+1 = qN

2. Condiciones de frontera fijas(C.F.F) q0 = qN+1 = 0.

Trabajando en el espacio fase, las ecuaciones (4.1) se transforman en 2N
ecuaciones diferenciales de primer orden del tipo Langevin

dx

dt
= Ax(t) + Bξ(t). (4.4)

La matriz Bij =

√
2λkBT

(B)
1 δiN+1δj1+

√
2λkBT

(B)
2 δi2Nδj2 es una matriz 2N×

2 y x(t) es un vector cuyas componentes son:

x(t) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

q1(t)
q2(t)

...
qN(t)
p1(t)

...
pN(t)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

con pi el i-ésimo momento canónico conjugado. ξ(t) es un vector cuyas com-
ponentes son:

ξ(t) =

(
ξ1(t)
ξN(t)

)
.

A es una matriz 2N × 2N definida por:

A =

(
0 T−1

−K F

)
(4.5)

y

Tij = miδi+Nj i = 1, 2, · · · , N, j = N + 1, N + 2, · · · , 2N.
1Estos dos tipos de condiciones de frontera son consistentes con establecer un flujo de

calor conectando dos baños térmicos al principio y al final de la cadena; si se consideran,
por ejemplo, condiciones de frontera periódicas no se podŕıa establecer un flujo de calor a
lo largo de toda la cadena, con sólo dos baños térmicos.
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Para C.F.F tenemos que

Kij = 2δij+N − δij+N+1 − δij+N−1 i = N + 1, · · · , 2N, j = 1, · · · , N,
mientras para C.F.L tenemos

Kij = δij+N (δ1j + δNj + 1) − δij+N+1 − δij+N−1 i = N + 1, · · · , 2N,
j = 1, · · · , N.

Aqúı, en la Ec. (4.5), 0 indica la matriz cero de N ×N y F está dado por:

Fij = −λδij
(
δiN+1

m1

+
δi2N

mN

)
para i, j = N + 1, N + 2, . . . 2N.

Se sabe que
∫ t

0
ξ1,N(t

′

)dt
′

= w1,N , con w1(t) y wN(t) dos procesos es-
tocásticos de Wiener independientes [11]. Debido a que los procesos de Wie-
ner no son derivables con probabilidad 1, esto significa que dx

dt
no existe y por

lo tanto la ecuación de Langevin (4.4) no tiene sentido en la forma en que
está escrita. Sin embargo la ecuación de Langevin puede ser reinterpretada
como una ecuación diferencial estocástica de la forma 2

dx(t) = Ax(t)dt+ BdW(t), (4.6)

con

W(t) =

(
w1(t)
wN(t)

)

La solución formal a las ecuaciones (4.6) viene dada por [11] :

x(t) = eAt

[∫ t

0

eAτ
BdW(τ) + x0

]
,

por lo tanto 〈x(t)〉 = eAtx0, con x0 las condiciones iniciales en el espacio fase.
Por otra parte definimos la matriz de covarianza
Kij (t, s) = 〈(xi(t) − 〈xi(t)〉) (xj(s) − 〈xj(t)〉)〉, por lo que (ver apéndice C)

Kij(t, s) =

∫ min(t,s)

0

[
eA(t−τ)

BB
T eA

T (s−τ)
]

ij
dτ. (4.7)

2La ecuación (4.6) para que este bien definida desde un punto de vista matemático

debe de interpretarse como una ecuación integral x(t) − x(0) =
∫ t

0 Ax(s)ds +
∫ t

0 BdW(s)
con dW(s) ≡ ξ(s)ds, donde el vector ξt = (ξ1, ξN ). La integral es una integral estocástica
de Itô debido a que estamos trabajando con ruidos blancos.
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En general la solución para la matriz de covarianza es una solución for-
mal, pero si la matriz A es diagonalizable, entonces podemos encontrar una
solución en términos de los autovectores derechos e izquierdos de A y de
sus autovalores αi. Sean wi y ui, el i-ésimo autovetor izquierdo y el i-ésimo
autovector derecho de A respectivamente, entonces:

eAt = UD(t)W (4.8)

Dij(t) = δije
αit,

con

U =
(
u1|u2| . . . |u2N

)

W =

⎛
⎜⎜⎜⎝

w1

w2

...
w2N

⎞
⎟⎟⎟⎠

matrices de 2N x 2N ; las columnas de U están formadas por los autovectores
derechos y las filas de W están formados por los autovectores izquierdos de
A.

Sustituyendo la Ec. (4.8) en (4.7) e integrando, obtenemos para la matriz
de covarianza cuando s = t:

Kij(t) =
∑
nm

UinUjm

(
WBB

T
W

T
)

nm

e(αn+αm)t − 1

αn + αn
(4.9)

4.2. Perfil de temperatura y flujo de calor

En nuestro problema estamos interesados en analizar el perfil de tem-
peratura, es decir la temperatura de cada part́ıcula de la cadena armónica,
aśı como los flujos de calor J+ y J− que representan el flujo de calor que fluye
del baño térmico caliente a la cadena armónica y el flujo de calor que pasa
de la cadena armónica al baño fŕıo . Primeramente definimos la temperatura
de la i-ésima part́ıcula de la siguiente forma

Ti ≡
〈
(pi)

2〉
kBmi

, (4.10)
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de tal manera que cuando nos encontramos en el equilibrio térmico (T
(B)
1 =

T
(B)
N y t→ ∞) recuperamos el teorema de equipartición de la enerǵıa.

Podemos obtener una expresión formal para el perfil de temperatura uti-
lizando que

〈xi(t)xj(t)〉 = Kij(t) + 〈xi(t)〉 〈xj(t)〉 ,
tenemos

〈xi(t)xj(t)〉 = Kij(t) +
∑
nm

(UD(t)W)in (UD(t)W)jm x0nx0m. (4.11)

Con Kij(t) dada por la Ec. (4.9).
Se pueden calcular expresiones para el flujo de calor entrante J+ y salien-

te J− en términos del perfil de temperatura de la cadena, para ello utiliza-
mos cálculo estocástico de Itô para obtener el diferencial de la hamiltoniana
H(qi, pi) de la cadena armónica,

H(qi, pi) =
1

2

N∑
i=0

[
p2

i

mi

+ (qi+1 − qi)
2

]
, (4.12)

dado por

dH(qi, pi) =

[
−λ
(
p2

1

m1
+
p2

N

mN

)
+

(
T

(B)
1

m1
+
T

(B)
N

mN

)
kBλ

]
dt (4.13)

+

√
2λkBT

(B)
1

p1

m1
dw1 +

√
2λkBT

(B)
N

pN

mN
dw2,

p2
0

m0
= 0, q0 y qN+1 están determinadas por las condiciones de frontera que se

van a usar.
Promediando la ecuación (4.13) y teniendo en cuenta que el promedio de

los términos que contienen los diferenciales de procesos de Wiener es cero

〈dH(qi, pi)〉 =

[
−λ
(〈p2

1〉
m1

+
〈p2

N〉
mN

)
+

(
T

(B)
1

m1
+
T

(B)
N

mN

)
kBλ

]
dt. (4.14)

Comparando la ecuación anterior con la ecuación de balance de enerǵıa
para la cadena armónica definida por

d 〈H(t)〉
dt

= J+ − J− (4.15)
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y utilizando la definición de la temperatura de la i-ésima masa dada por
(4.10), llegamos a que

J+(λ,N) =
λ

m1

(
T

(B)
1 − T1

)
(4.16)

J−(λ,N) =
λ

mN

(
TN − T

(B)
N

)
. (4.17)

Las ecuaciones diferenciales estocásticas (4.6) definen un proceso multi-
variable de Ornstein-Uhlenbeck [11]. Sabemos que estos procesos se vuelven
estacionarios cuando t → ∞, esto implica que Kij(t, s) = gij(t− s) y por lo
tanto cuando el tiempo es muy grande el perfil de temperatura se empieza a
estacionar en valores constantes y

J+ = J− = J(λ,N),

donde J(λ,N) es el flujo de calor que atraviesa la cadena armónica.
Otro concepto de suma importancia es el de flujo local de calor. Supon-

gamos que nuestro sistema de interés sea una sola part́ıcula en la cadena
armónica, por ejemplo la part́ıcula n-ésima, y que estamos interesados en
analizar cómo cambia su enerǵıa hn que definimos de la siguiente forma

hn =
p2

n

2mn

+
1

4

[
(qn+1 − qn)2 + (qn − qn−1)

2] ,
es decir consideramos la enerǵıa de la n-ésima part́ıcula como su enerǵıa
cinética más la mitad de la suma de las enerǵıas de interacción con sus
vecinos próximos. Aplicando cálculo estocástico tenemos

dhn =
1

2

(
(qn+1 − qn)

(
pn+1

mn+1
+
pn

mn

)
− (qn − qn−1)

(
pn

mn
+
pn−1

mn−1

))
dt

+ J+δn1 − J−δnN +

√
2λkBT

(B)
1

p1

m1
δn1dw1 +

√
2λkBT

(B)
N

pN

mN
δnNdw2.

Promediando la ecuación anterior y comparando con la ecuación de balance
de enerǵıa para la n-ésima part́ıcula definida por

d 〈hn〉
dt

= J+δn1 + 〈jn−1〉 − 〈jn〉 − J−δnN , (4.18)

obtenemos una expresión para el flujo local de calor 〈jn〉 dada por:

〈jn〉 =
1

2

〈
(qn+1 − qn)

(
pn+1

mn+1

+
pn

mn

)〉
. (4.19)

40



〈jn−1〉 es el flujo de enerǵıa (calor) inyectado a la n-ésima part́ıcula que
proviene de su interacción con su vecino próximo de la izquierda y 〈jn〉 es el
flujo de enerǵıa que va hacia el vecino próximo de la derecha. j0 = jN = 0
para C.F.L debido a que no hay part́ıculas fuera de la cadena armónica, para
C.F.F j0 �= 0, jN �= 0 ya que las masas que se encuentran en los extremos de
la cadena interactúan elásticamente con una “pared”.

En el régimen estacionario se puede demostrar

j = 〈jn〉 = −〈qnq̇n+1〉 , (4.20)

el flujo local de calor se vuelve independiente del ı́ndice n y coincide con el
flujo de calor J , es decir j = J .

4.3. Coordenadas normales y análisis pertur-

bativo

En la sección anterior se obtuvo una expresión formal para las matrices de
correlación, pero para poder obtener la solución completa se requiere conocer
los autovectores izquierdos y derechos de A al igual que sus autovalores (este
procedimiento sólo se puede realizar si la matriz A es diagonalizable) y esto
sólo se puede hacer de forma numérica.

En esta sección derivaremos resultados anaĺıticos, para el perfil de tem-
peratura y flujo de calor, cuando el acoplamiento entre la cadena armónica
y los baños es débil(λ << 1); para ello será conveniente trabajar con las
coordenadas normales Q.

4.3.1. Coordenadas normales

Las ecuaciones de movimiento de la cadena armónica sin interacción con
baños térmicos están definidas en forma matricial por:

Tq̈ = Kq, (4.21)

de tal forma que la lagrangiana de este sistema queda expresada por

L(q) =
1

2
q̇T

Tq̇ − 1

2
qT

Kq.
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Buscamos nuevas coordenadas Q a través de la transformación

q(t) = ZQ(t) (4.22)

que nos desacoplen el sistema de ecuaciones (4.21). La lagrangiana en el
nuevo sistema de coordenadas queda determinada por :

L(Q) =
1

2
Q̇T

Z
T
TZQ̇ − 1

2
QT

Z
T
KZQ.

Si queremos que las ecuaciones del sistema (4.21) se desacoplen debemos
buscar una matriz Z que satisfaga

Z
T
TZ = I (4.23)

Z
T
KZ = O (4.24)

Oij = ω2
i δij , (4.25)

con ωi las frecuencias normales de oscilación e Iij = δij . Por tanto en el

nuevo sistema de coordenadas L(Q) =
∑N

i=1
1
2

(
Q̇2

i − ω2
iQi

)
. Aplicando las

ecuaciones de Lagrange tenemos

Q̈i = ω2
iQi (4.26)

Qi(t) = Ai cos(ωit+ αi), (4.27)

por lo que a cada coordenada normal Qi corresponde a una vibración del
sistema con la frecuencia ωi. A este estado del sistema se le denomina modo
normal de vibración.

Es conveniente, en vez de trabajar con la matriz Z, trabajar con una
nueva matriz que sea ortogonal. Si definimos

W = T
1
2 Z; (4.28)

entonces de las ecs (4.23)-(4.24) tenemos

W
T
W = I

W
T
CW = O

Cij =

((
T
− 1

2

)T

KT
− 1

2

)
ij

=
Kij√
mimj

, (4.29)
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esto significa que W =
(
e1|e2| . . . |eN

)
es una matriz ortogonal de N × N

cuya i-ésima columna está formada por el autovector ei que satisface:

Cei = ω2
i e

i (4.30)

ei · ej = δij.

Invirtiendo la relación (4.22) y utilizando la ecuación (4.28) obtenemos:

Qk(t) =
∑

i

ek
i

√
miqi(t) ó (4.31)

qi(t) =
1√
mi

∑
j

ej
iQj(t), (4.32)

donde ek
i representa la i-ésima componente del k-ésimo autovector de C.

Sustituyendo la solución para las coordenadas normales (Ec. (4.27)) en la
Ec. (4.32) tenemos la solución general del problema una vez que se conocen
los elementos {ek

j}, dada por:

qi(t) =
∑

j

ej
i√
mi
Aj cos(ωjt+ αj),

con Aj, αi determinados por las condiciones iniciales del problema.

4.3.2. Análisis perturbativo

Regresando al problema original de la cadena armónica atada a baños
térmicos, utilizamos las transformaciones (4.32) en las ecuaciones (4.1) para
pasar a coordenadas normales obteniendo 3

Q̈k = −ω2
kQk − λ

∑
j

MijQ̇j +
ek
1

m1

ξ1(t) +
ek

N

mN

ξN(t) (4.33)

Mkj =
ek
1e

j
1

m1

+
ek

Ne
j
N

mN

. (4.34)

3Se debe tener cuidado aqui, en principio se debe utilizar el cálculo estocástico de Itô en
la ecuaciones estocásticas (4.6) cuando se realiza la transformación (4.32), pero debido a
que esta transformación es una transformación lineal, el cálculo estocástico de Itô coincide
con el cálculo diferencial ordinario.
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A diferencia de cuando la cadena armónica no está en contacto con baños
térmicos, las ecuaciones (4.1) no se pueden desacoplar con las transformacio-
nes (4.32) debido a los términos disipativos entre la cadena armónica con los
baños térmicos; además modos normales cuyas amplitudes en las fronteras
sean más grandes se acoplarán más fuertemente con los baños térmicos.

Trabajando en la descripción hamiltoniana del problema tenemos

dy = Sydt+ RdW(t), (4.35)

con

y(t) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

Q1(t)
Q2(t)

...
QN (t)
P1(t)

...
PN(t)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, R =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0
...

...
0 0√

2kBT
(B)
1

m1
e11

√
2kBT

(B)
N

mN
e1N

...
...√

2kBT
(B)
1

m1
eN
1

√
2kBT

(B)
N

mN
eN

N

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

S =

(
0 I

−O −λM

)
.

El sistema de ecuaciones estocásticas (4.35) tiene la misma estructura que
las ecs. (4.6), pero con matrices constantes diferentes, en particular cono-
cemos la solución formal para la matriz de correlación 〈yi(t)yj(t)〉 (ver Ec.
(4.7)). Estableciendo que las part́ıculas al instante cero se encuentran en sus
posiciones de equilibrio en reposo tenemos que x0 = 0 y

〈yi(t)yj(t)〉 =

∫ t

0

[
eS(t−τ)

RR
T eS

T (t−τ)
]

ij
dτ. (4.36)

Ahora bien la matriz U(t) = eSt se puede ver como el operador de evolución
del sistema

ẏ(t) = Sy(t), (4.37)

es decir U(t) es la matriz fundamental de las ecuaciones (4.35) y las ecs. (4.37)
describen la evolución de la cadena armónica sin la presencia de los ruidos
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blancos ξ1(t), ξN(t). Podemos encontrar una solución perturbativa al sistema
de ecuaciones (4.37) con condiciones iniciales y(t = 0) = y0, si imponemos
la condición de débil acoplamiento entre los baños y la cadena dada por

Mijλ

|ωi − ωj| � 1 coni �= j. (4.38)

Esta condición nos asegura la ausencia de efectos de resonancia.
Descomponemos la matriz S de la siguiente forma

S = S0 + λS1 (4.39)

donde elegimos

S0 =

(
0 I

O −λG

)
, S1 =

(
0 0
0 −J

)
,

con Gij = Mijδij y Jij = Mij (1 − δij) con i, j = N + 1, N + 2, . . . 2N .
La descomposición (4.39)4, significa que escogemos un conjunto de N

osciladores armónicos amortiguados como nuestro sistema imperturbado y
dejamos el acoplamiento entre ellos como el término perturbativo. Realizando
el cambio de variable

y(t) = eS0tη(t),

tenemos en el esquema de interacción que

η̇(t) = S
(I)(t)η(t) (4.40)

S
(I)(t) = λe−S0t

S1e
S0t.

La solución formal al sistema (4.40) es una exponencial ordenada, denotada
como Texp, dada por

η(t) = Texp

[∫ t

0

S
(I)(τ)dτ

]
y0

=

[
I +

∫ t

0

S
(I)(t1)dt1 +

∫ t

0

dt1

∫ t1

0

dt2S
(I)(t1)S

(I)(t2) + . . .

]
y0

4Se escoge de esta manera para evitar efectos de resonancia.
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Utilizando la definición de operador de evolución (y(t) = U(t)y0) obtenemos
una solución en serie para dicho operador

U(t) = eS0tTexp

[
λ

∫ t

0

e−S0τ
S1e

S0τdτ

]
(4.41)

= eS0t

[
I − λ

∫ t

0

e−S0τ
S1e

S0τdτ +O(λ2)

]
= U0(t) + λU1(t) +O(λ2).

Ahora es claro por que se ha hecho la elección de las matrices S0 y S1

de la forma en que se hizo, ya que queremos que la solución (4.41) truncada
hasta primer orden no diverja cuando t→ ∞.

El operador de evolución a orden cero U0(t) puede ser obtenido resolvien-
do las ecuaciones desacopladas

Q̈k + ω2
kQk + λMkkQ̇k = 0 para k = 1, 2, . . . , N. (4.42)

Debido a que estamos considerando acoplamiento débil con lo baños térmicos
acorde con la condición (4.38), es natural suponer que los modos normales
evolucionen de una forma subamortiguada, siempre y cuando la frecuencia
normal correspondiente sea distinta de cero, por lo tanto para condiciones de
frontera fijas5 tenemos que el operador de evolución a orden cero viene dado
por

U
f
0(t) = e

−λMij t

2

(
cos (Ot) O−1 sen (Ot)

−O sen (Ot) cos (Ot)

)
, (4.43)

donde el supeŕındice f indica condiciones de frontera fijas. Sustituyendo el
operador de evolución a orden cero en la Ec. (4.41), obtenemos el operador
de evolución a primer orden en λ

U
f
1(t) =

(
A(1) B(1)

C(1) D(1)

)
(4.44)

con

A
(1)
ij =

Mij

2ωi
sen(ωit)e

−λMijt

2 δij − Mijωj

ω2
i − ω2

j

×
[
ωj

ωi
e−

λMiit

2 sen(ωit) − sen(ωjt)e
−λMjj t

2

]
(1 − δij)

5Existe una diferencia fundamental entre condiciones de frontera fijas y libres, esta
diferencia radica en que la cadena armónica con condiciones de frontera libres tiene un
modo normal traslatorio.
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B
(1)
ij =

[
cos(ωit)e

−λMiit

2 − cos(ωjt)e
−λMjj t

2

]
× Mij

ω2
i − ω2

j

(1 − δij)

C
(1)
ij =

[
cos(ωit)e

−λMiit

2 − cos(ωjt)e
−λMjj t

2

]
× Mijω

2
j

ω2
i − ω2

j

(1 − δij)

D
(1)
ij = −Mij

2ωi

sen(ωit)e
−λMijt

2 δij − Mijωj

ω2
i − ω2

j

×
[
ωi

ωj
e−

λMiit

2 sen(ωit) − sen(ωjt)e
−λMjjt

2

]
(1 − δij).

Obtenemos expresiones hasta primer orden en la matriz de correlación
〈yi(t)yj(t)〉, sustituyendo el operador de evolución U(t) = U0(t) + λU1(t) +
O(λ2) en la Ec. (4.36) y despreciando términos superiores a λ tenemos que

〈Qi(t)Qj(t)〉f = δijNii

[
1 − e−Xijt

2λω2
i Mij

− 1

4ω3
i

e−Xijt sen(2ωit)

]
(4.45)

+
Nij

2ωiωj
e−Xijt

[
sen(ωj − ωi)t

ωj − ωi
− sen(ωj + ωi)t

ωj + ωi

]
(1 − δij)

〈Qi(t)Pj(t)〉f =
Nii

4ω2
i

e−Xijt (1 − cos(2ωit)) δij (4.46)

− 1

2

[
NiiMji

ω2
j − ω2

i

e−Xiit

Mii

− NjjMij

ω2
i − ω2

j

e−Xjjt

Mjj

]
(1 − δij)

− Nij

2ωi

(
cos(ωi − ωj)t

ωi − ωj
+

cos(ωi + ωj)t

ωi + ωj

)
e−Xijt(1 − δij)

+
1

ω2
i − ω2

j

(
Nij − NiiMji

2Mii
− NjjMij

2Mjj

)
(1 − δij)

〈Pi(t)Pj(t)〉f =
Nii

2

(
1 − e−Xijt

λMii

+
sen(2ωit)e

−Xijt

2ωi

)
δij (4.47)

+
Nij

2

(
sen(ωj − ωi)t

ωj − ωi
+

sen(ωj + ωi)t

ωj + ωi

)
e−Xijt(1 − δij).
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La matriz faltante 〈Pi(t)Qj(t)〉f es simplemente la transpuesta de la matriz

〈Qi(t)Pj(t)〉f , además

Nij = 2λkB

[
T

(B)
1

ei
1e

j
1

m1
+ T

(B)
N

ei
Ne

j
N

mN

]

Xij = λ
Mii + Mjj

2

Sustituyendo la Ec. (4.32) en la definición de temperatura (4.10) obtenemos,
hasta primer orden en λ, una expresión para la evolución temporal del perfil
de temperatura con condiciones de frontera fijas:

T f
n (t) =

1

kB

〈(
N∑

k=1

Pke
k
n

)2〉
≈
∑

k

(
ek

n

)2
Mkk

[
T

(B)
1

(
ek
1

)2
m1

+
T

(B)
N

(
ek

N

)2
mN

]
(4.48)

×
[
1 − e−λMkkt + λ

Mkk sen(2ωkt)

2ωk
e−Mkkt

]
+ λ
∑
k �=j

e−Xkjtek
ne

j
n

×
[
T

(B)
1 ek

1e
j
1

m1
+
T

(B)
N ek

Ne
j
N

mN

][
sen(ωj − ωk)t

ωk − ωj
+

sen(ωj + ωk)t

ωk + ωj

]
.

El caso de condiciones de frontera libres se trata de la misma forma.
En este caso, sin embargo, hay que tomar en cuenta que existe un modo
sobreamortiguado correspondiente al modo traslatorio imperturbado. Por lo
tanto, siguiendo el mismo método que se usó para las condiciones de frontera
fijas, tenemos que el operador de evolución a orden cero es:

U
L
0 (t) =

(
AL BL

CL DL

)
(4.49)

con AL, BL, CL, DL matrices de N ×N , que están dadas por las siguientes
relaciones.

(AL)ij = e
−λMij t

2 cos(ωit)δij(1 − δi1) + δijδi1

(BL)ij =
sin(ωit)

ωi
e

−λMijt

2 δij(1 − δi1) +
1 − e−λM11t

λM11
δijδi1

(CL)ij = −ωi sin(ωit)e
−λMijt

2 δij(1 − δi1)

(DL)ij = e
−λMij t

2 cos(ωit)δij(1 − δi1) + δij(δi1)e
−λM11t
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A diferencia del operador de evolución a orden cero para las condiciones de
frontera fijas, el operador de evolución para condiciones de frontera libres no
se va a cero cuando t→ ∞, ya que puede haber una traslación del centro de
masa de la cadena.

El operador de evolución a orden uno para condiciones de fronteras libres
está dado por

U
L
1 (t) =

(
A

(1)
L B

(1)
L

C
(1)
L D

(1)
L

)
(4.50)

con A
(1)
L , B

(1)
L , C

(1)
L , D

(1)
L matrices de N×N , que están dadas por las siguientes

relaciones(
A

(1)
L

)
ij

= A
(1)
ij (1 − δi1)(1 − δj1)

+

(
−M1j

ωj
e−λM1jt sen(ωjt) +

M1j

λM11

(
1 − e−λM11t

))
δi1(1 − δij)

(
B

(1)
L

)
ij

= B
(1)
ij (1 − δi1)(1 − δj1) + M1j

e−λM1jt − 1

ω2
j

δi1(1 − δj1)

+
M11

ω2
i

(
e−λM11t − e−

λMiit

2 cos(ωit)
)
δj1(1 − δi1)

(
C

(1)
L

)
ij

= C
(1)
ij (1 − δi1)(1 − δj1)

+ M1j

(
e−λM11t − e−λM1jt cos(ωjt)

)
δi1(1 − δ1j)(

D
(1)
L

)
ij

= D
(1)
ij (1 − δi1)(1 − δj1) − M1j

e−λM1j sen(ωjt)

ωj

δi1(1 − δj1)

+

(
M11e

−λMiit

2 sen(ωit)

ωi

− λM2
11e

−λM11t

ω2
i

)
δj1(1 − δi1).

En la matriz D
(1)
L , mantenemos un término que pertenece al operador de

evolución a segundo orden ya que cuando se obtiene la matriz de correlación
〈yiyj〉 definida por la ecuación (4.36), al final del proceso de integración, este
término se transforma en un término de orden λ. La matriz de correlación
para condiciones de frontera libres viene dada por las siguientes expresiones

〈Qi(t)Qj(t)〉L = 〈Qi(t)Qj(t)〉f (1 − δi1)(1 − δj1) + Zij + Zji, (4.51)
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con

Zij =

⎡
⎣N11

ω2
j

⎛
⎝−e−λM11t − 1

λM11
+

e−2λM11t − 1

2λM11
+

−e
−λMjj t

2 + e
−λ

“
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2
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”
t
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⎠
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k

)
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(
e
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2 sen(ωjt)

ωj
− e
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2 sen(ωkt)

ωk

− e
−λ

“
Mjj

2
+M11

”
t
sen(ωjt)

ωj
+

e
−λ

“
Mkk

2
+M11

”
t
sen(ωkt)

ωk

⎞
⎠ (1 − δk1)

+
Nij

ω3
jλM11

(
e

−λMjj t

2

(−λMjj

2
sen(ωjt) − ωj cos(ωjt)

)
+ 2ωj

− e
−λ

“
Mjj

2
+M11

”
t

(
−λ
(

Mjj

2
+ M11

)
sen(ωjt) − ωj cos(ωjt)

))]

× (1 − δj1)δi1 +

[∑
k �=1

M1kNik

ω2
kM11

(
e−λM1kt senωkt

ωk
− e−λ(M1k+M11t) sen(ωkt)

ωk

− 1

λM11

(
e−λM11t − 1

)− t

)
+

N11

2λ2M2
11

(
t+

2
(
e−λM11t − 1

)
λM11

− e−2λM11t − 1

2λM11

)]
δi1δj1,

〈Qi(t)Pj(t)〉L = 〈Qi(t)Pj(t)〉f (1 − δi1)(1 − δj1) + δj1(1 − δi1) (4.52)

×
[
−NiiM1i

2ω2
i

(
−e−λ(Mii

2
+Mi1)t + 1

Mii

2
+ M1i

)

+
Nij

ω2
i

(
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“

Mjj

2
+M11

”
t
cos(ωit) + 1

)
− N11

(
e−2λM11t − 1

)
2ω2

i

]

+

[
Nij

ω2
jλM11

(
e−λ

Mjj

2
t

(
−λMjj

2
cos(ωjt) + ωj sen(ωjt)

)

− e
−λ

“
Mjj

2
+M11

”
t

(
−λ
(

Mjj

2
+ M11

)
cos(ωjt) + ωj sen(ωjt)

)
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+ λM11) +
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− NijMjj

2ω2
j M11
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−e−λM11t +

e−2λM11t

2
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1

2

)
N11

λ2M2
11
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∑
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N1kM1k

M11ω
2
k

((−e−λM1kt + e−λ(M1k+M11)t
)
cos(ωkt) + e−λM11t

− 1)] δi1δj1,

〈Pi(t)Pj(t)〉L = 〈Pi(t)Pj(t)〉 (1 − δi1)(1 − δj1) (4.53)

+
Ni1e

−λ(Mii
2

+M11)t sen(ωit)

ωi

δj1(1 − δi1)

+
Nj1e

−λ
“

Mjj

2
+M11

”
t
sen(ωjt)

ωj
δi1(1 − δj1)

+
δi1δj1N11

(
1 − e−2λM11t

)
2λM11

.

Las correlaciones posición-posición para las condiciones de frontera libres
tienen un término que es proporcional al tiempo, esto es de esperarse ya que
con este tipo de condiciones de frontera el centro de masa de la cadena se
comporta como una part́ıcula browniana.

La evolución temporal del perfil de temperatura para condiciones de fron-
tera libres viene dado por

TL
n (t) ≈

∑
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(
ek

n

)2
Mkk

[
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(B)
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(
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)2
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] [
1 − e−λMkkt (4.54)
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]
+ λ
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]
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En el régimen estacionario tenemos para ambas condiciones de frontera

Tn =
∑

k

(
ek

n

)2
Mkk

[
T

(B)
1

(
ek
1

)2
m1

+
T

(B)
N

(
ek

N

)2
mN

]
, (4.55)

que es la ecuación que derivó Matsuda e Ishii para el perfil de temperatura
en el régimen estacionario [12]. Sustituyendo la Ec. (4.55) en la Ec. (4.16)
obtenemos una expresión para el flujo de calor J en el régimen estacionario
[12]

J(λ,N) = λ(T
(B)
1 − T

(B)
N )

N∑
k=1

(ek
1)

2(ek
N)2

mN (ek
1)

2 +m1(ek
N)2

≡
N∑

k=1

Jk, (4.56)

donde Jk se puede interpretar como la contribución del modo k-ésimo al flujo
de calor J .

Podemos obtener la evolución temporal del flujo de calor J+
k , que pa-

sa del baño térmico caliente a la cadena en el k-ésimo modo normal, y del
flujo de calor J−

k , que pasa de la cadena armónica en el k-ésimo modo nor-
mal al baño térmico fŕıo, utilizando cálculo estocástico. El diferencial de
H(k) = 1

2
(P 2

k + ω2Q2
k), donde Hk representa la enerǵıa mecánica de la cade-

na armónica en el k-ésimo modo normal que está dado por

dHk(Qk, Pk) =

[
−λ

N∑
j=1

MkjPkPj +
Nkk

2

]
dt (4.57)

+

√
2λkBT

(B)
1

m1
ek
1Pkdw1 +

√
2λkBT

(B)
N

mN
ek

NPkdw2.

Promediando la ecuación anterior, despreciando términos 〈PkPj〉 para k �= j
por ser términos proporcionales a λ (ver Ec. (4.47)) y comparando el resulta-
do con la ecuación de balance de enerǵıa para el modo normal k-ésimo dada
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por

dHk

dt
= J+

k − J−
k , (4.58)

tenemos que

J+
k =
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〉) (
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〉) (
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N

)2
.

Sustituyendo el valor de 〈P 2
k 〉 dado por la Ec. (4.47) en las ecuaciones ante-

riores obtenemos expresiones para los flujos de calor J+
k (t), J−

k (t):
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Mkk

e−λMkkt,

en particular si trabajamos en el régimen estacionario obtenemos que J−
k =

J+
k = Jk con Jk que coincide con la expresión definida por la Ec. (4.56).

Las expresiones obtenidas de forma perturbativa en esta sección para el
perfil de temperatura y flujo de calor (ecuaciones (4.55) y (4.56)) dependen
de los vectores de desplazamiento ei. Sin embargo estos vectores no se pueden
determinar anaĺıticamente excepto en el caso de cadena armónica homogénea.
En general para determinar estos vectores se requiere diagonalizar la matriz
C dada por la ecuación (4.29).

Cabe destacar que en general cuando no se trabaja en el régimen pertur-
bativo, las correlaciones entre modos normales juegan un papel fundamental
como lo demuestra la ecuación (4.20) para el flujo de calor local 〈jn〉 en el
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régimen estacionario. Si se reescribe esta ecuación en términos de coordena-
das normales

〈jn〉 = −
N∑

i,j=1

ei
n+1e

j
n√

mnmn+1
〈QiPj〉 . (4.59)

Tomando en cuenta que en el régimen estacionario 〈QiPi〉 = 0, se vuelve
claro que las correlaciones entre diferentes modos son los responsables de que
haya flujo de calor a través de la cadena.
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Caṕıtulo 5

Cadena armónica con desorden

correlacionado

5.1. Estructura de los modos normales para

cadena armónica infinita

En el caṕıtulo anterior obtuvimos expresiones perturbativas para el perfil
de temperatura y flujo de calor que depend́ıan en gran medida de la estruc-
tura de los modos normales de vibración; más espećıficamente, para el flujo
de calor, de las amplitudes de cada modo en las fronteras. Debido a ello
manipularemos la estructura de los modos normales introduciendo desorden
correlacionado débil de tipo isotópico en la cadena armónica, es decir las ma-
sas mn se considerarán variables aleatorias correlacionadas. En este caṕıtulo
se estudia la estructura de los modos normales de una cadena armónica im-
perturbada1 con el desorden mencionado.

El desorden débil está definido por la condición√
(δmi)

2 � m,

donde (. . .) indica promedio sobre las realizaciones del desorden y δmn son
las fluctuaciones de las masas definidas por

δmn = mn −m,

1Por el momento, dejaremos de lado la interacción con los baños térmicos.
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con m = mi. En el caso de desorden débil es suficiente especificar las propie-
dades estad́ısticas de la sucesión {δmi } dando los dos primeros momentos

δmi = 0, (δmi)
2 = σ2

m y la función de correlación binaria definida por:

χ(k) =
δmnδmn+k

σ2
m

, (5.1)

la cual sólo depende de la diferencia de los ı́ndices, debido a que se considera
que el desorden es espacialmente invariante en promedio. También suponemos
que la función de correlación es una función par decreciente con el ı́ndice k.

Debido a que sólo estamos interesados en estudiar la estructura de los
modos normales, por ahora consideraremos a la cadena armónica sin interac-
ción con los baños térmicos, además consideraremos que la cadena armónica
es infinita ya que en este caso se puede obtener información anaĺıtica acerca
de la estructura de los modos normales para luego extender nuestro estudio
al caso de cadena armónica finita. Por lo tanto las ecuaciones que describen
la dinámica del sistema son

mn
d2qn
dt2

= k0(qn+1 − 2qn + qn−1). (5.2)

Tenemos un sistema infinito de ecuaciones diferenciales lineales del segundo
orden cuya solución particular es de la forma qn = vne

iωt, donde vn son las
componentes de los vectores de desplazamiento definidos en el caṕıtulo 1 y
que satisfacen las ecuaciones algebraicas

mnω
2vn = k0(vn−1 − 2vn + vn+1). (5.3)

En el caso de cadena armónica homogénea tenemos que la solución viene
dada por qn = ei(ωt−μna) (como se vio en la sección 1.2), a es la separación
entre las posiciones de equilibrio de las masas y la relación de dispersión
está dada por la ecuación (1.3), en donde se tiene una frecuencia máxima

ωc = 2
√

k0√
m

y los modos normales de vibración son ondas planas. En el caso
de la cadena armónica con desorden débil, las frecuencias de los modos nor-
males obedecen de forma aproximada la relación de dispersión de la cadena
armónica homogénea.

Reescribiendo la ecuación (5.3) en términos de las fluctuaciones de las
masas

k0(vn+1 + vn−1) + ω2δmnvn = (2k0 − ω2m)vn, (5.4)
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vemos que ω2 multiplica a la variable aleatoria δmn, por lo que tenemos una
intensidad del desorden efectivo I = ω2σm.

La ecuación (5.4) tiene la misma estructura que la ecuación estaciona-
ria de Schrödinger para el modelo de Anderson con desorden diagonal (ver
apéndice A).

Ψn+1 + Ψn−1 + εnΨn = EΨn,

donde Ψn representa la función de onda electrónica en la n-ésima posición de
la red y εn las enerǵıas de sitio. Se sabe que en el modelo de Anderson uni-
dimensional las funciones Ψn están exponencialmente localizadas (cuando εn
son variables aleatorias independientes) para cualquier valor de la enerǵıa E
(ver caṕıtulo 1) . En nuestro caso esto se traduce en la localización exponen-
cial de los modos normales de vibración para cualquier valor de la frecuencia
(excepto para frecuencia nula) y de la varianza de las fluctuaciones de las
masas, si éstas son variables aleatorias independientes.

5.2. Método del mapa hamiltoniano y expre-

sión teórica para la longitud de localiza-

cion inversa

Consideremos un oscilador armónico que es pateado a tiempos regulares
τ , la hamiltoniana de este sistema está definida por:

H =
p2

2
+

1

2
Ω2x2[1 + ξ(t)]

ξ(t) =

∞∑
−∞

ξnδ(t− nτ),

donde ξn son variables aleatorias que determinan la intensidad con la que se
patea el oscilador.

Las ecuaciones dinámicas toman la forma

ṗ = −Ω2xξn[1 + ξ(t)]. (5.5)

ẋ = p.
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Integrando las ecuaciones anteriores antes de la n-ésima patada y antes de
la n + 1-ésima patada ([t−n , t

−
n+1]) obtenemos

xn+1 = [cos Ωτ − Ωξn sen Ωτ ]xn +
1

Ω
sen Ωτpn,

pn+1 = −Ω[sen Ωτ + Ωξn cos Ωτ ]xn + cos Ωτpn,

donde xn es la posición de la part́ıcula y pn es el momento canónico conjugado
justo antes de la n-ésima patada.

Pasando a variables acción-ángulo (Jn, θn) definidas por xn =
√

2Jn

Ω
sen θn,

pn =
√

2JnΩ cos θn, tenemos que

sen θn+1 =

√
Jn

Jn+1
[sen (θn + Ωτ) − Ωξn sen θn sen Ωτ ] (5.6)

cos θn+1 =

√
Jn

Jn+1
[cos (θn + Ωτ) − Ωξn sen θn cos Ωτ ] .

Definiendo D2
n = Jn+1

Jn
, obtenemos

D2
n = 1 − Ωξn sen 2θn + Ω2ξ2

n sen2 θn.

Por otro lado definimos la tasa de crecimiento exponencial de las coorde-
nadas xn a través de

γ = ĺım
n→∞

1

n

n∑
i=1

ln

∣∣∣∣ xi

xi−1

∣∣∣∣ = ĺım
n→∞

1

n

n∑
i=1

ln

∣∣∣∣
√
Ji sen θi√

Ji−1 sen θi−1

∣∣∣∣ = lnDi, (5.7)

en donde se ha usado el hecho de que ĺımn→∞ 1
n

∑n
i=1 ln

∣∣∣ sen θi

sen θi−1

∣∣∣ =
ĺımn→∞ 1

n
ln
∣∣∣ sen θi

sen θ0

∣∣∣ = 0. Lo anterior es válido si θi �= 0,±π o si los valores

0,±π no son puntos fijos de peŕıodo k del mapeo imperturbado2 que rige
la evolución de θn. En el primer caso, la probabilidad de que θi tome estos
tres valores es cero; mientras que para el segundo caso, estos puntos no son
puntos fijos de peŕıodo k en el caso de desorden con correlación.

2Con imperturbado nos referimos al mapeo en el cual la intensidad de las patadas es
una constante ξn = ξ, es decir no hay desorden.
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Considerando desorden débil, es decir considerando que ξ2
n � 1, podemos

encontrar una expresión para γ a segundo orden en ξn. Por lo tanto tenemos
que

γ =
Ω2

8
ξ2
n − Ω

2
ξn sen 2θn − Ω2

4
ξ2
n cos 2θn +

Ω2

8
ξ2
n cos 4θn.

En principio conocemos la distribución de probabilidad de la variable ξn, pero
no conocemos cual es la distribución de probabilidad de θn, ni tampoco la dis-
tribución de probabilidad de que ocurran ambas variables al mismo tiempo.
Para encontrar las distribuciones de probabilidad restantes en forma aproxi-
mada, hay que hacer uso de que ξn � 1 y encontrar de forma aproximada el
mapeo que rige la evolución de θn.

Dividiendo las dos ecuaciones que aparecen en (5.6) y manteniendo sólo
términos a primer orden en ξn obtenemos

tan θn+1 = tan (θn + Ωτ) +
Ωξn sen2 θn

cos2 (θn + Ωτ)
+O(ξn). (5.8)

Queremos obtener un mapeo para θn de la forma

θn+1 = θn + Ωτ + εn, (5.9)

con εn � 1. Aplicando la función tangente a ambos lados de la ecuación
(5.9), desarrollando hasta primer orden en εn y comparando el resultado con
la ecuación (5.8) se obtiene que εn = Ωξn sen2 θn.

Sea qk = ξnei2θn−k , entonces tenemos que

qk−1 = ei2Ωτ
[
qk + 2iΩξnξn−kei2θn−k sen2 θn−k

]
+O(ξ2

n), (5.10)

aqúı se ha usado el mapeo (5.9).
En el ĺımite cuando n tiende a infinito (régimen asintótico), θn cubre

de forma continua el ćırculo. En este régimen asintótico, podemos tratar
a la variable discreta como una variable continua θ de dominio [0, 2π]. En
el caso en el que no hay correlaciones estad́ısticas de las variables ξn, las
variables aleatorias ξn y θn son independientes en el régimen asintótico3. En

3Esto se puede ver a partir del mapa (5.9), si iteramos este mapeo n veces de tal forma
que θn = θ0 +nΩτ +

∑n
i=1 ξi, pero

∑n
i=1 ξi → 0 ya que las variables ξi son completamente

aleatorias con promedio nulo.
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este caso sin correlaciones del desorden se puede demostrar que la función
de probabilidad para la variable4 θn es ρ(θ) ≈ 1

2π
, con excepción de los casos

Ωτ = 0,±π,±π
2
.

En el caso de desorden débil con correlaciones, las variables θn, ξn deben de
estar débilmente correlacionadas, por lo que podemos tratar a la distribución
de probabilidad de las variables θn, ξn como P (θn, ξn) ≈ P1(ξn)ρ(θn). Bajo
esta conclusión tenemos:

qk−1 = ei2Ωτ

[
qk − iΩ

2
ξnξn−k

]
+O(ξ2

n), (5.11)

ξ2
n cos 2θn = O(ξ3

n),

ξ2
n cos 4θn = O(ξ3

n).

De la ecuación (5.11) se tiene que q0 +
∑∞

l=1 qle
i2Ωτl =

∑∞
k=1 qke

i2Ωτk −
iΩ
2

∑∞
k=1 ξnξn−ke

i2Ωτk, lo cual nos lleva a que q0 = iΩ
2

∑∞
k=1 ξnξn−ke

i2Ωτk. Por

otro lado tenemos que ξn sen 2θn = Im(q0) y solamente tomando en cuenta
términos hasta segundo orden en ξ2

n llegamos al resultado deseado para γ
dado por

γ =
Ω2ξ2

n

8
W (Ω)

W (Ω) =

∞∑
k=−∞

ξnξn+k

ξ2
n

e2Ωτk.

Esta ecuación fue derivada por primera vez en la referencia [16].
Eliminando los momentos canónicos de las ecuaciones (5.6) obtenemos

xn+1 + xn−1 = [2 cos Ωτ − Ωξn sen Ωτ ]xn. (5.12)

La ecuación (5.12) tiene la misma estructura que nuestro modelo definido
por la ecuación (5.4), por lo que podemos comparar ambos modelos y obtener
las siguientes relaciones:

ω2 =
4k0

m
sen2

(
Ωτ

2

)
, (5.13)

ω2δmn = k0ξnΩ sen Ωτ, (5.14)

Ωτ = μa. (5.15)

4Para ver esto, se requiere reescribir la ecuación (5.9) como una ecuacion estocástica
de variable continua para θn y despues se tiene que resolver la ecuación de Fokker-Planck
correspondiente.
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La Ec. (5.15) se obtiene comparando la relación de dispersión (1.3), que
para desorden débil es una relación aproximada, y la Ec. (5.13), por lo tanto
existe una relación entre soluciones inestables del oscilador armónico pateado
y modos normales de vibración localizados en el caso de la cadena armónica
como se discutió en el caṕıtulo 1.

Utilizando las ecuaciones (5.13)-(5.15) podemos obtener la longitud loca-
lización inversa para nuestro modelo (dentro de la aproximación a segundo
orden) como función del número de onda μ, o si se desea, como función de
la frecuencia ω

γ(μ) =
σ2

m tan2(μ
2
)

2m2
W (μ), (5.16)

W (μ) =

∞∑
k=−∞

χ(k)ei2μk, (5.17)

en donde de aqúı en adelante se tomará la constante elástica igual a la unidad
k0 = 1, al igual que la constante de la red a = 1.W (μ) es la densidad espectral
de las fluctuaciones de las masas que para desorden sin correlación es igual
a la unidad.

En la figura 5.1 se grafica la longitud de localización inversa como función
de la frecuencia, para el caso de desorden sin correlaciones. La ĺınea continua
representa el cálculo teórico que se obtuvo utilizando la Ec. (5.16) y con
ĺınea punteada se muestra el cálculo numérico que se obtuvo a partir de la
Ec. (1.15). Se observa una buena correspondencia entre los resultados teóricos
y numéricos. Cabe mencionar que un aspecto importante es que la longitud
de localización inversa se va a cero conforme la frecuencia va a cero.
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Figura 5.1: Longitud de localización inversa γ(ω) en función de la frecuencia,
para cadena armónica desordenada sin correlaciones del desorden, σ2

m2 = 0.01.
Ĺınea continua, cálculo teórico. Ĺınea punteada, cálculo numérico.

5.3. Transición localización-deslocalización

Se pueden escoger espećıficas correlaciones de las fluctuaciones de las ma-
sas que produzcan una densidad espectral W (μ) = 0 en intervalos continuos
de frecuencias, lo que equivale a una longitud de localización inversa igual a
cero (ver Ec. 5.16). En este caso se obtienen modos normales de vibración
deslocalizados (dentro de la aproximación a segundo orden para γ) en estos
intervalos de frecuencia. Los modos normales que se encuentren fuera de es-
tos intervalos están localizados, con lo cual podemos producir transiciones
localización-deslocalización de modos normales a través de espećıficas corre-
laciones del desorden. Las frecuencias donde se realizan estas transiciones se
les conoce como bordes de movilidad, a los intervalos de frecuencia donde los
modos normales son localizados se les conoce como ventanas de localización y
a las ventanas complementarias se les denomina ventanas de deslocalización.

Queremos conocer que tipo de correlaciones entre las fluctuaciones de
las masas nos producen las transiciones localización-deslocalización deseadas.
Para ello consideramos un ejemplo espećıfico para la densidad espectral dado
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por

W (μ) =

⎧⎨
⎩

0, −μ1 < μ ≤ μ1
π

2(μ2−μ1)
, μ1 < |μ| ≤ μ2

0, μ2 < |μ| ≤ π
2

, (5.18)

en donde se ha tomado en cuenta que, de acuerdo con la Ec. (5.17), la den-
sidad espectral es una función par de periodo π y sujeta a la restricción∫ π/2

0

W (μ)dμ =
π

2
. (5.19)

Dada la densidad espectral podemos conocer la función de correlación
para las fluctuaciones de las masas invirtiendo la Ec. (5.17), con lo cual
tenemos

χ(k) =
1

π

∫ π
2

−π
2

W (μ)e−i2μkdμ; (5.20)

por lo tanto las funciones de correlación para las fluctuaciones de las masas
χ que reproducen la densidad espectral (5.18) son de la forma

χ(k) =
1

2k(μ2 − μ1)
(sen 2μ1k − sen 2μ2k) , (5.21)

que es una función de correlación de largo alcance ya que decrece con la ley
de potencia k−1 .

Ahora queremos saber que tipo de distribución de masas nos produce el
espectro W (μ) deseado (Ec. (5.18)), para ello definimos las fluctuaciones de
las masas en téminos de nuevas variables aleatorias xn sin correlación, con
promedio nulo y varianza unitaria a través de

δmn =
∞∑

k=−∞
βkxn−k, (5.22)

de tal forma que

δmnδmn+k =
∑
l,p

βlβpxn−lxn+k−p =
∑

p

βpβp−k.

Utilizando la definición de la función de correlación (Ec. (5.1)) y la definición
para W (μ) (Ec. (5.17)) tenemos

σ2
mW (μ) =

∑
p

βpe
i2μp
∑

k

βp−ke
2μ(k−p). (5.23)
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Sea β̂(μ) =
∑∞

k=−∞ βke
i2μk entonces debido a que tenemos una suma

infinita cualquier traslación en los ı́ndices no cambia nada, por lo tanto

β̂(−μ) =
∑

k βp−ke
i2μ(k−p), además W (μ) es real → β̂(μ)β̂(−μ) =

(
β̂(μ)

)2

.

Sustituyendo la definición de β̂(μ) en la ecuación (5.23) obtenemos

σ2
mW (μ) =

(
β̂(μ)

)2

.

Despejando β̂(μ) de la ecuación anterior y tomando en cuenta que β̂(μ) +
β̂(−μ) = 2β̂(μ) =

∑∞
k=−∞ 2βk cos (2μk); se encuentra una expresión para los

coeficientes βk:

βk =
2

π

∫ π
2

0

√
σ2

mW (μ) cos(2μk)dμ. (5.24)

En el caso en que W (μ) tiene la forma (5.18), los coeficientes (5.24) son
iguales a

βk =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

√
<δm2

n>
π2(μ2−μ1)

sen(2μ2k)−sen(2μ1k)
k

, k �= 0

√
2<δm2

n>(μ2−μ1)
π

, k = 0.

En la figura 5.2(a) se grafica la longitud de localización inversa como
función de la frecuencia para el caso de desorden con correlaciones y una
densidad espectral dada por la ecuación (5.18). Se ve claramente que la co-
rrespondencia teórica y numérica es buena. Se observan regiones continuas en
la frecuencia donde la longitud de localización inversa se vuelve cero produ-
ciendo deslocalización de los modos normales en estas regiones. Algo similar
ocurre también en la figura 5.2(b), pero ahora la intensidad del desorden es
10 veces más fuerte que en el caso anterior, por lo que la condición de desor-
den débil no resulta satisfecha sobre todo en la región de altas frecuencias.
Esto explica por qué en esta región el acuerdo entre resultados teóricos y
numéricos no es tan bueno como el caso anterior. Si se van acercando los
bordes de mobilidad de tal forma que se estrecha el tamaño de las ventanas
de localización, la localización de los modos normales, pertenecientes a las
ventanas de localización que se estrecharon, se hace más fuerte debido a la
restricción dada por la ecuación (5.19); este fenómeno se observa de forma
muy clara si se compara la figura 5.2(a) con la figura 5.3
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Figura 5.2: Longitud de localizacion inversa (γ(ω)) en función de ω/ωc. Ĺınea
continua cálculo teórico, ĺınea punteada cálculo numérico, (a) m = 2.5 y
σ2

m = 0.00625, (b)m = 2.5 y σ2
m = 0.0625.
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Figura 5.3: Longitud de localizacion inversa (γ(ω)) en función de ω/ωc. Ĺınea
continua cálculo teórico, ĺınea punteada cálculo numérico, m = 2.5 y σ2

m =
0.00625.
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5.4. Cadena armónica con desorden correla-

cionado de tamaño finito

5.4.1. Definición y solución formal del problema

En este caṕıtulo se estudiará el modelo de la cadena armónica desorde-
nada (Ec. (5.3)) con espećıficas correlaciones de largo alcance definidas por
la ecuación (5.21), pero ahora la cadena armónica será de tamaño finito. El
concepto localización exponencial no se podrá usar (Ec (1.11)), a menos que
la cadena armónica sea suficientemente grande, por lo tanto diremos sim-
plemente el k-ésimo modo normal se encuentra localizado si el número de
componentes v

(k)
n significativamente distintas de cero es menor o igual que el

número total de masas en la cadena (N). El tamaño de la cadena jugará un
papel fundamental en determinar si un modo normal es localizado o no y
además se requerirá especificar las condiciones de frontera con las cuales se
va a trabajar.

Las ecuaciones para las componentes v
(k)
n de los vectores de desplazamien-

to quedan definidas por:

−mnω
2vn = vn−1 − 2vn + vn+1 n = 1, 2, . . . , N, k = 1, . . . , N(5.25)

v0 = vN+1 = 0 para C.F.F

v0 = v1, vN = vN+1 para C.F.L.

Reescribiendo las ecuaciones (5.25) en forma matricial obtenemos

Kvi = ω2
i Tvi i = 1, 2, . . . , N, (5.26)

donde K es la matriz definida por la Ec. (4.6) ó (4.6) dependiendo de las
condiciones de frontera con las que se trabaje y T esta definida por la Ec.
(4.6), además :

vi =

⎛
⎜⎜⎜⎝

vi
1

vi
2
...

vi
n

⎞
⎟⎟⎟⎠

es un vector cuyas componentes son las componentes del i-ésimo modo normal
de vibración, con la condición de normalización

N∑
n=1

mn

(
vi

n

)2
= 1. (5.27)
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Cabe destacar que la matriz Z =
(
v1|v2| · · · |vN

)
cuya i-ésima columna

está formada por el vector vi es precisamente la matriz que satisface las
ecuaciones (4.23) y (4.24). Además se puede observar fácilmente que:

ei = T
1
2vi,

con ei los autovectores definidos por la Ec. (4.30).

5.4.2. Cuantificación de la localización y resultados

numéricos

Debido a que ahora no podemos utilizar el concepto de localización expo-
nencial, requerimos una nueva forma de cuantificar el grado de localización
de los modos normales. Para ello introducimos la longitud de localización
entrópica lN , concepto que primeramente fue aplicado al caos cuántico [32],
definida por:5

lN(ωk) = exp

(
−

N∑
n=1

(
e(k)

n

)2
ln
((
e(k)

n

)2))
. (5.28)

Obsérvese que si todas las componentes de algun modo normal de vibración
son iguales, entonces lN(ωk) = N .

Hasta el momento hemos podido obtener modos normales extendidos en
intervalos de frecuencia continuos para una cadena armónica desordenada in-
finita con espećıficas correlaciones del desorden dadas por la ecuación (5.21).
También tenemos transiciones localización-deslocalización de modos para la
cadena armónica finita de N masas, si nosotros generamos las realizaciones
del desorden a través de la Ec. (5.22), cómo lo muestra la figura 5.4(a), en
donde para cadenas relativamente pequeñas se han podido producir bordes
de movilidad. Los bordes de movilidad se marcan de forma más clara si uno
trabaja con desorden más débil, pero para que el efecto de las correlacio-
nes sea visible la cadena debe ser considerablemente más grande (ver Fig.

5Es importante mencionar que no se observan modos normales de vibración con dos o
más centros de localización; esto es importante ya que los centros de localización podŕıan
ubicarse en las fronteras y por lo tanto tendŕıamos un modo normal extendido con lN

2 < N

(en el caso de un solo centro de localización un modo es localizado si lN
2 < N , en el caso

contrario lN
2 > N), por lo que la identificación de un modo extendido o localizado a través

de lN perdeŕıa sentido.
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5.4(b)). Esto es de esperarse ya que a medida que se va incrementando el
desorden para una longitud fija de la cadena, los modos normales que fue-
ron deslocalizados a través de las correlaciones del desorden se empiezan a
localizar (efecto que se debe a que se está trabajando con desorden débil
dentro de la aproximación de segundo orden para el Lyapunov) Debido a
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Figura 5.4: Longitud de localización entrópica en función de ω/ωc, para masas
con desorden con correlación que tienen los bordes de mobilidad de la figura
5.2, m = 2.5 (a) σ2

m = 0.0625, N = 200 (b) σ2
m = 0.00625, N = 1000.

que para el caso de cadena finita también podemos producir transición loca-
lización-deslocalización a través de las correlaciones del desorden, los modos
que son extendidos en la cadena infinita lo serán también en la cadena finita.
Observando las figuras 5.2(a) y 5.2(b) se tiene que, por ejemplo, el modo
correspondiente a ω

ωc
= 0.7 es extendido, lo que se traduce que en el caso

finito el modo más cercano a ω
ωc

= 0.7 es extendido como lo muestra el análi-
sis de la longitud de localización entrópica de las figuras 5.4(a) y 5.4(b). Un
ejemplo más directo de este caso se muestra en la figura 5.5(a), en donde
se ve claramente que este modo es extendido (los modos normales han sido
ordenados de menor a mayor frecuencia). Cuando graficamos el modo normal
más cercano a ω

ωc
= 0.85 , que es donde se encuentra la segunda ventana de

localización, tenemos un modo normal localizado (ver Fig. 5.5(b)) como lo
muestra también el inciso (a) de la figura 5.4.
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Ahora queremos comparar la estructura de los modos normales desloca-
lizados por las espećıficas correlaciones del desorden y los correspondientes
modos normales pertenecientes a una cadena armónica homogénea. Para ello
se hará una comparación entre los autovectores de (4.30) para el caso con
desorden con correlaciones y para el caso de cadena armónica homogénea.

Sea {ek} los vectores ortogonales definidos por la ecuación (4.30) para la
cadena armónica con desorden y sea {hk} vectores ortogonales definidos por
la misma ecuación pero para la correspondiente cadena armónica homogénea.
Escribimos ek en términos de la base {hk}

ek =
N∑

i=1

Ckih
i,

Cij = ei · hj.

Observando la figura 5.6(a) y 5.6(b) concluimos que el k-ésimo modo normal
deslocalizado a través de las correlaciones del desorden se comporta como
el k-ésimo modo normal de vibración de la correpondiente cadena armónica
homogénea si se trabaja con desorden débil.
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Figura 5.5: (a) Modo normal de vibración con k=130, (b) Modo normal de
vibración con k=180, para una cadena de tamañoN = 200 con condiciones de
frontera fijas, m = 2.5, σ2

m = 0.0625 y desorden con correlación que produce
los mismos bordes de mobilidad de la figura 5.4.
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Figura 5.6: (a)C2
kk en función de k/N promediado sobre 1000 realizaciones del

desorden para masas con correlación que producen los bordes de movilidad
de la figura 5.4(b) con condiciones de frontera fijas. (b) Desviación estandar
de C2

kk en función de k/N correspondientes al inciso (a).
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Caṕıtulo 6

Efectos de las correlaciones del

desorden sobre las propiedades

térmicas de la cadena

6.1. Efectos en las propiedades térmicas de la

cadena en el régimen estacionario

Hasta el momento hemos podido obtener transiciones localización
-deslocalización de modos normales de vibración a través de espećıficas co-
rrelaciones de largo alcance en la cadena armónica. En este caṕıtulo analiza-
remos cómo los modos deslocalizados afectan las propiedades de transporte
térmico de la cadena, en particular se estudiará cómo estos modos afectan al
perfil de temperatura, flujo de calor y la conductividad térmica de la cadena,
aśı como a sus respectivas fluctuaciones. Para obtener tanto el flujo de calor,
el perfil de temperatura de la cadena aśı como sus respectivas fluctuaciones
y las correlaciones entre modos normales se utilizarán las formulas derivadas
en el caṕıtulo 4, las cuales requieren del conocimiento de las amplitudes de
oscilación de cada masa en el k-ésimo modo normal.

Para ver el efecto de los modos normales extendidos, es conveniente ana-
lizar cuatro tipos de cadenas armónicas: la primera es simplemente la cadena
armónica homogénea a la cual nos referiremos como caso 1, la segunda y
la tercera son cadenas desordenadas con espećıficas correlaciones del desor-
den de largo alcance (definidas en el caṕıtulo anterior) con dos ventanas de
localización [ω1, ω2] y [ω3, ω4], nos referimos a estos dos casos como caso 2
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y caso 3. En el caso 2, los ĺımites de las ventanas de localización están en
ω̂1 = 0.45, ω̂2 = 0.65, ω̂3 � 0.759, ω̂4 � 0.895 donde ω̂i = ωi

ωc
. En el caso

3, las ventanas de localización son más pequeñas ya que sus ĺımites están
en ω̂1 = 0.55, ω̂2 = 0.65, ω̂3 � 0.759, ω̂4 � 0.835, lo cual significa que hay
más modos extendidos que en el caso 2. La cuarta es la cadena armónica
desordenada no correlacionada a la cual llamaremos caso 4.

El efecto de los modos normales deslocalizados en el flujo de calor es en-
tendido de mejor forma analizando los flujos modales de calor ya que para
débil acoplamiento entre la cadena y los baños térmicos el flujo de calor es
aproximadamente igual a la suma de flujos modales. Los flujos modales de
calor pertenecientes a las ventanas de localización son suprimidos como lo
muestran las figuras 6.1(a) y 6.1(b), ya que el acoplamiento de cada modo
normal con los baños térmicos es proporcional al cuadrado de sus amplitudes
en los extremos (ver Ec. (4.33)). En las ventanas de modos extendidos, los
flujos modales de calor son cercanos a los correspondientes flujos modales
de la cadena armónica homogénea. En cuanto a las fluctuaciones relativas
de los flujos modales se refiere, las fluctuaciones dentro de las ventanas de
localización son más fuertes que en el caso de cadena desordenada no co-
rrelacionada. En las ventanas de modos extendidos, las fluctuaciones son
prácticamente nulas (ver figuras 6.2(a)-6.2(b)).

Otra forma de estudiar el flujo de calor es mediante el análisis de las
correlaciones momento-posición de los modos, debido a que la existencia de
flujo de calor a través de la cadena se debe a estas correlaciones como lo
muestra la ecuación (4.59) 1.

Tenemos una situación similar para las correlaciones momento-posición
(cuya diferencia de ı́ndices es impar) entre modos, como en el análisis pre-
vio para los flujos modales de calor. Las correlaciones momento-posición son
prácticamente nulas para modos que pertenecen a las ventanas de localiza-
ción, mientras que para los modos pertenecientes a las ventanas de desloca-
lización permanecen cercanas a las correspondientes correlaciones momento-
posición de una cadena armónica homogénea, como las figuras 6.3(a) y 6.3(b)
muestran. Esto es de esperarse ya que la existencia de flujo de calor a través de
la cadena está asociada con la existencia de correlaciones momento-posición
entre modos. Cuando la diferencia de ı́ndices es par, las correlaciones entre
modos son practicamente despreciables. Esto es debido a que las correla-

1Recordemos que en el régimen estacionario el flujo de calor local es igual al flujo de
calor J .
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ciones momento-posición de los modos son nulas cuando la diferencia de
ı́ndices es par para el caso de una cadena homogénea [29]; en el caso que
nosotros estudiamos, con desorden correlacionado, las correlaciones moda-
les momento-posición en las ventanas de deslocalización son prácticamente
iguales a las correspondientes correlaciones momento-posición de una cadena
armónica homogénea y por lo tanto estas correlaciones pueden ser desprecia-
das cuando la diferencia entre ı́ndices es par. Para las correlaciones modales
momento-posición en las ventanas de localización también son practicamente
despreciables
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Figura 6.1: Flujo modal de calor Jk promediado sobre 1000 realizaciones del
desorden, reescalado con Jm que es la contribución modal máxima al flujo
de calor de la cadena armónica homogénea en función de las frecuencias
normalizadas. N = 200, m = 2.5, σ2

m = 0.0625 . (a) Condiciones de frontera
fijas. (b) Condiciones de frontera libres.

La figura 6.4(a) muestra el perfil de temperatura para los cuatro tipos
de cadena estudiados en esta sección, observamos que el gradiente de tem-
peratura decrece conforme el número de modos extendidos aumenta, lo cual
hace que la forma del perfil se vuelva cada vez más plana y se parezca más
al perfil de temperatura de la cadena armónica homogénea.
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Figura 6.2: Desviación estandar relativa de los flujos modales de calor de
la figura 6.1 en función de las frecuencias normalizadas. (a) Condiciones de
frontera fijas. (b) Condiciones de frontera libres.
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Figura 6.3: Correlaciones momento-posición de modos normales promedia-
das sobre 1000 realizaciones del desorden y escalada al máximo valor de las
correlaciones en función de las frecuencias normalizadas. N = 200, m = 2.5,
σ2

m = 0.0625. (a) Condiciones de frontera fijas. (b) Condiciones de frontera
libres.
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Las fluctuaciones del perfil de temperatura presentan un comportamien-
to inesperado como la figura 6.4(b) muestra. El caso 2 tiene más modos
extendidos que el caso 1 y presenta fluctuaciones más fuertes para todas las
temperaturas de las N masas (comparado con el caso 1), esto puede ser expli-
cado de la siguiente forma; es cierto que el caso 2 tiene más modos extendidos
que el caso 1, pero los modos que pertenecen a las ventanas de localización
del caso 2 están más localizados que los correspondientes del caso 1, al final
estos modos localizados contribuyen más a las fluctuaciones del perfil de tem-
peratura que los correspondientes modos del caso 1 2. Aqúı sólo se muestran
los resultados para condiciones de frontera fijas ya que el comportamiento
cualitativo del perfil de temperaturas y sus fluctuaciones es practicamente el
mismo para condiciones de frontera libres.
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Figura 6.4: (a) Perfil de temperatura promediado sobre 1000 realizaciones
del desorden en función del sitio n-ésimo de cada masa. (b) Varianza de
la temperatura correspondiente al inciso (a). Condiciones de frontera fijas,

N = 200, m = 2.5, σ2
m = 0.0625, T

(B)
1 = 10, T

(B)
N = 5.

2Recordemos que mientras un modo se encuentre más localizado las correspondientes
fluctuaciones respecto a su valor medio serán más fuertes come se observa en la figura
5.6(b), esto a su vez produce mayores fluctuaciones en el perfil de temperatura. Por lo
tanto tenemos dos mecanismos que contribuyen a las fluctuaciones de temperatura: el
primero es el número de modos localizados y el segundo es que tan localizados estan.
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6.1.1. Conductividad térmica

La conductividad térmica en una dimensión se puede definir como (ver
apéndice D)

κe =
jL

T
(B)
1 − T

(B)
2

(6.1)

y representa el coeficiente de transporte efectivo que incluye las resistencias
de las fronteras y de la cadena armónica. L representa el tamaño de la cadena.

Cuando el desorden correlacionado es suficientemente débil y el acopla-
miento de la cadena armónica con los baños térmicos es débil, es posible
encontrar en forma aproximada cómo la conductividad térmica escala con
el tamaño de la cadena. Para cadenas grandes, los modos normales que se
encuentran en las ventanas de localización son localizados, por lo que su
contribución al flujo de calor es despreciable. Los modos normales extendi-
dos se comportan como los modos normales de la correspondiente cadena
homogénea, cómo se discutió en la sección 5.4.2, y por lo tanto las corres-
pondientes contribuciones al flujo de calor son cercanas a las contribuciones
modales de los correspondientes modos de la cadena homogénea. Por lo tanto
śı consideramos por simplicidad que sólo hay una ventana de modos exten-
didos [ω2, ω3], tenemos utilizando la ecuación (4.56) para el flujo de calor

Jcd �
λkB

(
T

(B)
1 − T

(B)
N

)
2M

k3∑
k=k2

[
ek
1

]2 ∼ λkB

(
T

(B)
1 − T

(B)
N

)
2M

. (6.2)

En la ecuación (6.2) se ha utilizado el hecho que k2, k3 son proporcionales
aN , lo cual se observa a través de la relación de dispersión, lo que implica que
el número de modos extendidos en esta ventana es orden O(N) y por lo tanto
el porcentaje de modos extendidos permanece inalterado con el tamaño de
la cadena; lo que significa que la contribución de los modos, en esta ventana,
al flujo de calor es una fracción finita del flujo de calor correspondiente a la
cadena armónica homogénea cuya expresión es conocida (ver ecuación (3.1)).

Dividiendo el flujo de calor (4.16) por el gradiente de temperatura“
T

(B)
1 −T

(B)
N

”

N
obtenemos que la conductividad efectiva para la cadena armónica

con desorden correlacionado escala como

κ(cd)
e ∼ N, (6.3)
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como en el caso de cadena armónica homogénea y este escalamiento anómalo3

es independiente de las condiciones de frontera con las que se trabaje. Para
el caso de una cadena completamente aleatoria se tiene que la contribución
al flujo de calor proviene de los modos de baja frecuencia cuyo número es
de orden O(

√
N) (ver sub-sección 1.3.2) y se obtiene que κ ∼ N

1
2 para

condiciones de frontera libres y κ ∼ N− 1
2 para condiciones de frontera fijas.

Estos escalamientos anómalos fueron derivados en la sección 3.2 y en esa
misma sección aparecen las referencias donde fueron derivados por primera
vez.

Para comprobar numéricamente el escalamiento que predice la ecuación
(6.3), suponemos que el comportamiento asintótico de la conductividad efec-
tiva es de la forma κ = ANα con α y A constantes. Calculamos numéricamen-
te la conductividad para cadenas que van desde N = 500, hasta N = 1000 y
ajustamos de forma lineal los datos ln(N) en función ln(κ) (ver figura 6.5), de
esta forma podemos conocer el exponente α. Obtenemos para el caso 2 y con-
diciones de frontera fijas que α = 0.97± 0.0018, para el caso 2 y condiciones
de frontera libres α = 0.99± 0.0012, para el caso 3 y condiciones de frontera
fijas α = 0.97 ± 0.0044 y finalmente para el caso 3 y condiciones de frontera
libres α = 0.99 ± 0.0007. Los valores de α obtenidos son cercanos a uno y
por tanto las predicciones teóricas son confirmadas por los datos numéricos.
Cabe destacar, como lo muestra el análisis anterior, que el régimen asintótico
es alcanzado con cadenas relativamente pequeñas del orden de N = 500.

3Se le llama escalamiento anómalo debido a que el flujo de calor (6.2) es proporcional

a la diferencia de temperaturas
(
T

(B)
1 − T

(B)
N

)
, en vez de ser proporcional al gradiente de

temperatura

“
T

(B)
1 −T

(B)
N

”

N
como lo establece la ley de Fourier. Cuando se satisface la ley

de Fourier κ tiende a un valor constante conforme el tamaño de la cadena crece.
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Figura 6.5: Logaritmo natural de la conductividad efectiva promediada sobre
1000 realizaciones del desorden en función del logaritmo natural del tamaño
de la cadena, para m = 2.5, σm = 0.0625. Ĺınea continua, ĺınea punteada,
ĺınea discontinua y ĺınea punteada discontinua representan el mejor ajuste
ĺıneal de los datos numéricos.

6.1.2. Disminución en la conductividad térmica a través

de las correlaciones del desorden

Hasta el momento con los bordes de movilidad que hemos trabajado,
la cadena con desorden correlacionado resulta ser un mejor conductor que
la cadena sin correlaciones del desorden. La razón básica de este resultado
es que tenemos un porcentaje mayor de modos deslocalizados debido a las
correlaciones del desorden que en el caso de cadena sin correlaciones del
desorden. Se pueden escoger bordes de mobilidad en los cuales se tenga el
efecto contrario, es decir que la cadena con desorden correlacionado sea un
mejor aislante térmico.

Los modos de bajas frecuencias siempre son deslocalizados incluso en el
caso de cadena con desorden sin correlaciones, por lo tanto si escogemos
una sola ventana de localización de tal forma que sólo los modos de bajas y
altas frecuencias queden afuera de la ventana, el porcentaje de estados des-
localizados será similar al del caso de cadena con desorden sin correlaciones.
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Teniendo en cuenta que los modos que se encuentran en la ventana de lo-
calización tienen una longitud de localización entrópica en promedio menor
que los correspondientes modos de la cadena sin desorden correlacionado (ver
figura 6.6(a)) y que los modos de alta frecuencia no contribuyen considerable-
mente al flujo de calor aún cuando estén deslocalizados4, esto producirá un
decaimiento en la conductividad térmica como lo muestra la figura 6.6(b).
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Figura 6.6: (a)Flujo modal de calor Jk promediado sobre 1000 realizaciones
del desorden, reescalado con Jm que es la contribución modal máxima al
flujo de calor de la cadena armónica homogénea con N = 500 en función
de las frecuencias normalizadas. (b) Conductividad térmica efectiva como
función del tamaño de la cadena. Cadena con desorden no correlacionado es
representada con ĺınea continua, la ĺınea punteada representa a una cadena
con desorden correlacionado con una ventana de localización, cuyos ĺımites
están ubicados en ω̂2 = 0.35, ω̂3 = 0.75. Ambas cadenas tienen los valores de
m = 2.5, σ2

m = 0.0625.

4Si los modos de alta frecuencia son deslocalizados, estos modos son prácticamente
iguales a los correspondientes modos de una cadena armónica homogénea; por lo tanto
podemos utilizar las expresiones (1.6) y (1.9) para ver como se comportan estos modos de
alta frecuencia en las fronteras, a partir de aqúı se concluye que las componentes vk

1 y vk
N

son pequeñas para modos de alta frecuencia y por ende la respectiva contribución modal
al flujo de calor también es pequeña.
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6.2. Aproximación al régimen estacionario

Un aspecto, que no hemos discutido hasta el momento, es cuanto tiempo le
toma al sistema llegar al régimen estacionario; esta es una pregunta de suma
importancia ya que nos permite entender si el régimen estacionario puede ser
alcanzado en escalas de tiempo accesibles. Otro aspecto de importancia en
nuestro trabajo es comprobar si las expresiones derivadas en el capitulo 4 para
la evolución temporal del perfil de temperatura coinciden con los resultados
numéricos, debido a que estas expresiones nunca han sido derivadas mas que
para el caso de régimen estacionario.

El tiempo que le toma al sistema llegar al régimen estacionario depen-
de fuertemente del tipo de desorden que estemos considerando, por ejemplo
en el caso de desorden sin correlaciones, la localización de la mayoŕıa de
los modos normales se traduce en que el sistema alcanza el régimen esta-
cionario en tiempos astronómicamente grandes aún para cadenas pequeñas
(N ∼ O(102)); para mostrar esto simulamos la evolución temporal del perfil
de temperatura cuando la cadena está en contacto térmico con dos baños
de Langevin a temperaturas iguales TB

1 = TB
N = 5. Todos los átomos de la

cadena han sido puestos inicialmente en reposo y en sus posiciones de equi-
librio. Se observa que el sistema no ha termalizado completamente aún para
un tiempo de ωct = 109 como lo muestran las figuras 6.7(a) y 6.7(b); en
donde la figura 6.7(a) muestra el perfil de temperatura para un tiempo dado
ωct = 109 y promediado sobre las realizaciones del desorden, mientras que
la figura 6.7(b) muestra la temperatura promedio de los cinco sitios centra-
les de la cadena y también promediada sobre las realizaciones del desorden
en función del tiempo. Se observa de forma clara que la correspondencia
teórica (ecuación (4.49)) y numérica es muy buena. El cálculo numérico se
realizó diagonalizando la matriz (4.5) para después sustituir los autovalores
y autovectores obtenidos en la ecuación (4.9). Se trabajó con condiciones de
frontera fijas.

Los tiempos de termalización obtenidos aqúı son del mismo orden que
los obtenidos numéricamente en estudios previos utilizando baños térmicos
maxwellianos en la simulación [29].

Cuando se introducen el desorden con correlaciones que hemos estado ma-
nejando y se tienen modos deslocalizados de mediana frecuencia, el tiempo
necesario para que el sistema termalice es menor que el tiempo correspon-
diente al caso de desorden sin correlaciones; de hecho entre más modos nor-
males sean extendidos el tiempo de termalización será menor y por supuesto
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el menor tiempo posible de termalización corresponde al caso de la cadena
armónica homogénea. La figura 6.8 muestra el comportamiento descrito an-
teriormente, en esta figura se grafica la temperatura promedio de los cinco
sitios centrales de una cadena (también se promedia sobre 1000 realizaciones
del desorden) en contacto con dos baños térmicos de Langevin a la misma
temperatura, en función del tiempo. Los átomos de la cadena están inicial-
mente en reposo en sus posiciones de equiĺıbrio y se trabaja con condiciones
de frontera fijas.

En esta sección hemos trabajado con condiciones de frontera fijas, pero
los resultados cualitativos son los mismos para condiciones de frontera libres.
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Figura 6.7: (a) Perfil de temperatura a un tiempo de ωct = 109 unidades.
(b) Temperatura promedio Tm de los cinco sitios centrales de la cadena en
función del tiempo. Ambos incisos se promedian sobre 1000 realizaciones,
para N = 50, m = 2.5, σ2

m = 0.0625, desorden sin correlación, λ = 1/50
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2 = 5 . Ĺınea continua cálculo teórico (Ec. 4.49), con cruces

cálculo numérico.
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λ = 1/50. Ĺınea continua, cadena armónica homogénea. Ĺınea discontinua,
cadena armónica caso 2. Ĺınea punteada, cadena armónica caso 3. Ĺınea
punteada-discontinua, cadena armónica con desorden sin correlaciones.
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Conclusiones

Se han estudiado las propiedades de transporte térmico a través de una
cadena armónica cuyos extremos están interactuando con baños térmicos
de Langevin. Considerando débil acoplamiento de la cadena con los baños
térmicos se obtuvieron expresiones perturbativas, hasta primer orden en el
acoplamiento de la cadena con los baños térmicos (λ), para la evolución tem-
poral del perfil de temperatura y flujo de calor, que en el régimen estacionario
coinciden con las expresiones ya antes obtenidas por Matsuda e Ishii.

Se mostró que el modelo de la cadena armónica con desorden débil co-
rrelacionado puede ser representado en términos de un mapa hamiltoniano
bidimensional, a partir del cual se pudo obtener una expresión perturbativa
para la longitud de localización de los modos normales que fue corroborada
numéricamente.

Introduciendo desorden débil con espećıficas correlaciones de largo alcan-
ce se obtuvieron modos normales de vibración extendidos de medianas y altas
frecuencias en intervalos cont́ınuos de frecuencia, mientras que los modos que
se encontraban en las ventanas de localización se localizaron más que los co-
rrespondientes modos de la cadena sin correlaciones del desorden. En el caso
de cadena finita se estudió el fenómeno de localización a través de la longitud
de localización entrópica obteniendo un comportamiento similar al de cadena
infinita con las correlaciones del desorden. Los modos normales deslocaliza-
dos tuvieron un profundo impacto en las propiedades de transporte térmicas
de la cadena, ya que son estos los que contribuyen de manera significativa
al flujo de calor. Entre más modos normales se deslocalizan acercando los
bordes de mobilidad, el sistema alcanza de forma más rápida el régimen es-
tacionario, el gradiente térmico del perfil de temperatura tiende a decrecer,
el flujo de calor tiende a aumentar y las propiedades térmicas del sistema se
parecen más a las propiedades térmicas de una cadena armónica homogénea.

Se observó que manipulando los bordes de movilidad de forma adecuada
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se puede producir también un mejor aislante respecto del caso de cadena con
desorden sin correlaciones.

Se discutió como escala la conductividad con el tamaño de la cadena,
llegando a la conclusión de que si se deslocaliza una fracción finita de modos
normales entonces κ ∝ N sin importar con las condiciones de frontera que
se trabaje, lo cual fue corroborado por los resultados numéricos.
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Apéndice A

Modelo de fuerte enlace

Consideremos una cadena de N átomos iguales centrados en las posicio-
nes de equilibrio atómicas tn = na. Un electrón ve a esta secuencia de átomos
como un potencial periódico. En el caso en que no hay interacción entre los
átomos, los diferentes orbitales atómicos ubicados en los diferentes sitios de
la red tienen la misma enerǵıa; sin embargo cuando se considera la interac-
ción entre ellos esta degeneración de orden N es removida y da lugar a la
estructura de bandas.

Para cada átomo enfocamos nuestra atención en un determinado orbital
local φa con enerǵıa Ea que por simplicidad asumiremos que no es degenerado.
Representando el hamiltoniano del electrón (en presencia del cristal) en la
base de los orbitales φ(x − tn) centrados cada uno en el n-ésimo sitio de la
red tenemos

〈Ψa(x− tn) |H|Ψa(x− tn)〉 = E0 (A.1)

〈Ψa(x− tn) |H|Ψa(x− tn±1)〉 = g. (A.2)

Debido a al naturaleza localizada de cada orbital atómico, el traslape que
hay entre los diferentes orbitales centrados en sitios vecinos es pequeño 1

y se hace aún más pequeño si consideramos vecinos más lejanos. Por tanto
las integrales de salto que involucran a segundos o a más lejanos vecinos
son despreciadas. Las integrales de salto a primeros vecinos śı se toman en
cuenta debido a que el traslape entre orbitales es suficiente como para hacer
correcciones al caso de átomos aislados. Se tiene entonces que el hamiltoniano

1El traslape se va haciendo mayor mientras se va aumentando la enerǵıa de los orbitales,
asi que la mejor aproximación debe tenerse para el orbital 1s [3].
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en esta representación es una matriz tridiagonal, en donde los elementos de
la diagonal son iguales entre śı y lo mismo sucede para los elementos fuera
de la diagonal, esto es debido a la simetŕıa del cristal.

Como el electrón experimenta un potencial periódico debido a la cadena
de átomos entonces su función de onda debe de ser una función de Bloch de
la forma

Φ(k, x) =
1√
N

∑
n

eiktnΨa(x− tn), (A.3)

por lo tanto la enerǵıa de banda originada por los orbitales atómicos {Ψa(x−
tn)}, está dada por:

E(k) = 〈Φ(k, x) |H|Φ(k, x)〉 = E0 + 2g cos(ka). (A.4)

El hamiltoniano cristalino puede ser representado de forma conveniente
con respecto a la base de los orbitales | n >

H =
∑

n

ε | n >< n | +g
∑

n

[| n >< n+ 1 | + | n+ 1 >< n |] . (A.5)

El hamiltoniano (A.5) representa un ejemplo de modelo de fuerte enlace. En
el caso de modelo de fuerte enlace general, las enerǵıas de sitio ya no son
constantes sino que dependen de la posición del n-ésimo átomo, de la misma
forma, las amplitudes de probabilidad de salto g toman también diferentes
valores gn y el hamiltoniano viene dado por

H =
∑

n

εn | n >< n | +
∑

n

gn+1 [| n >< n+ 1 | + | n + 1 >< n |] . (A.6)

Si εn y gn+1 son variables aleatorias determinadas por ciertas distribuciones
de probabilidad, entonces se dice que tenemos un modelo de fuerte enlace
con desorden diagonal (debido a que las variables aleatorias εn se encuentran
en la diagonal del hamiltoniano en la representación de sitios) y con desorden
fuera de la diagonal (debido a que las variables aleatorias gn se encuentran
fuera de la diagonal del hamiltoniano en la representación de sitios).

En el modelo de Anderson, las enerǵıas de sitio εn son variables aleatorias
independientes con distribución de probabilidad uniforme en un intervalo de
enerǵıa y cero fuera de ese intervalo. Las integrales de salto son constantes
e iguales a g y por lo tanto es un modelo de fuerte enlace con desorden
diagonal.
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Dentro de el modelo de Anderson, la ecuación de Schrödinger escrita en
la representación de sitios (< n | H | Ψ >= E < n | Ψ >) es de la forma

g [| an+1 + an−1] = (E − εn) an (A.7)

| Ψ > =
∑

n

an | n >

donde an representa la amplitud de probabilidad de encontrar al electrón en
el sitio n-ésimo y g es la amplitud de probabilidad de que el electrón dé un
salto hacia sus vecinos cercanos.
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Apéndice B

Modelo de Kronig-Penney con

desorden compositivo

Uno de las más elementales aplicaciones del teorema de Bloch es el estudio
de las bandas de enerǵıas de una part́ıcula moviéndose en un arreglo periódico
de pozos cuánticos rectangulares, el arreglo se obtiene mediante la repetición
periódica de un único pozo cuántico rectangular. A este arreglo peŕıodico
de pozos cuanticos se le conoce como el modelo de Kronig y Penney y fue
introducido en 1931 para remplazar el potencial real de un cristal con un
potencial mucho más manejable; en esta forma, en cada pozo rectangular las
soluciones a la ecuación de Schrödinger son simples funciones trigonométricas
o exponenciales. El modelo que se considera aqúı es un caso espećıfico del
modelo de Kronig-Penney, en donde se hace tender el ancho de la barrera
de potencial a cero y la altura de la barrera se hace tender a infinito de tal
forma que el área encerrada por la barrera es una constante. De esta forma
llegamos a un modelo en el que el potencial consiste en un arreglo periódico
de barreras en forma de delta de Dirac. La ecuación de Schrödinger para los
auto-estados de la part́ıcula Ψ(x) viene dada por :

− �2

2m

d2Ψ(x)

dx2
+

∞∑
−∞

Unδ(x− xn)Ψ(x) = EΨ(x), (B.1)

donde Un = U + un y xn son la amplitud y posición de la n-ésima barrera,
U representa el valor medio de las fuerzas de las barreras de potencial y un

son las fluctuaciones respecto a ese promedio. Se le llama modelo de Kronig-
Penney con desorden compositivo cuando se tienen variaciones en la fuerza
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Un de las barreras de potencial en forma de delta y las barreras de potencial
están ubicadas en forma periódica, es decir xn = na con n = 1, 2, . . ..

Usando unidades en donde �2

2m
= 1 y tomando en cuenta que se tiene

desorden débil definido por la condición u2
n � U2 ((. . .) representa el prome-

dio sobre las realizaciones del desorden) tenemos que la enerǵıa la podemos
escribir como E = q2, con q el número de onda del electrón. La ecuación de
Schrödinger (B.1) puede ser reescrita en la forma:

d2Ψ(x)

dx2
+

[
q2 −

∞∑
−∞

Unδ(x− xn)

]
Ψ(x) = 0 (B.2)

La ecuación anterior tiene la misma estructura que las ecuaciones de Ha-
milton para el modelo del oscilador armónico pateado (5.5), por lo tanto la
estructura de los autoestados en el modelo de Kronig-Penney puede ser ana-
lizado mediante el estudio de la evolución temporal del oscilador armónico
pateado.
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Apéndice C

Procesos estocásticos

C.1. Proceso de Wiener

Un proceso de Wiener es un proceso estocástico gausiano y markoviano
caracterizado por la ecuación de Fokker-Planck 1

∂p(w, t | w0, t0)

∂t
=

1

2

∑
i

∂2

∂w2
i

p(w, t | w0, t0) (C.1)

donde p(w, t | w0, t0) representa la densidad probabilidad condicional de
que el sistema, estando en (w0, t0), pase a (w, t), w = (w1, w2, . . . , wn) son
las coordenadas que describen la evolución del proceso estocástico y t es el
tiempo.

La solución a la ecuación (C.1) utilizando condiciones iniciales determi-
nistas (p(w, t0 | w0, t0) = δ(w − w0)) es

p(w, t | w0, t0) =

[
2π

(t− t0)

]n
2

e
− [w−w0]2

2(t−t0) , (C.2)

donde n es el número de componentes del vector w. De la ecuación (C.2) se
deriva que

w0 = 〈w(t)〉
〈[wi(t) − w0i] [wj(t) − w0j]〉 = (t− t0)δij.

1La ecuación de Fokker-Planck es una ecuación diferencial parcial que describe la evo-
lución de la distribución de probabilidad condicional del proceso estocástico.
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El proceso de Wiener es frecuentemente llamado movimiento browniano, ya
que la ecuación (C.1) es exactamente la misma que la ecuación diferencial de
difusión que describe el movimiento browniano.

A partir de la solución (C.2) se obtienen las siguientes propiedades para
el proceso de Wiener [11]

Debido a que la varianza de w(t) se vuelve infinita conforme t → ∞,
las realizaciones de w(t) son muy variables;

El proceso de Wiener es un proceso no diferenciable con probabilidad
1, sin embargo este proceso es continuo con probabilidad 1;

Los incrementos de w(t) son variables aleatorias independientes;

Las funciones de autocorrelación definidas por 〈w(t)w(s) | w0, t0〉 ≡∫
dw1dw2w1w2p(w1, t;w2, s | w0, t0) toman el valor de

〈w(t)w(s) | w0, t0〉 = min (t− t0, s− t0) + w2
0.

C.2. Proceso estocástico de Ornstein-Uhlenbeck

El proceso estocástico de Ornstein-Uhlenbeck está definido por la ecua-
ción de Fokker-Planck

∂p

∂t
=

N∑
i=1

∂

∂xi

((Dx)ip) +
1

2

N∑
i,j=1

Kij
∂2

∂xi∂xj

(p) , (C.3)

en donde se hace la abreviación p = p(x, t | x0, t0), D y K son matrices cons-
tantes de N × N con elementos Dij y Kij respectivamente. A esta ecuación
de Fokker-Planck, le corresponde una ecuación diferencial estocástica de la
forma [11]

dx(t) = −Dx(t) +BdW(t), (C.4)

con K = BBT y W(t) es un proceso estocástico multivariable de Wiener. La
solución al sistema de ecuaciones anteriores es de la forma

x(t) = e−Atx(0) +

∫ t

0

e−A(t−t
′
)BdW(t), (C.5)
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siendo x(0) = x0 las condiciones iniciales. La ecuación (C.5) implica que
〈x(t)〉 = e−(At) 〈x(0)〉 y que la función de correlación viene dada por

〈
x(t)xT (s)

〉 ≡
〈
[x(t) − 〈x(t)〉] [x(s) − 〈x(s)〉]T

〉

= e−At
〈
x(0),xT (0)

〉
e−As +

∫ min(t,s)

0

e−A(t−t
′
)BBT e−AT (s−t

′
)dt

′

.

Por simplicidad en lo que sigue consideraremos la condición inicial determi-
nista x0 = 0.

Si A tiene sólo autovalores con parte real positiva, una solución estacio-
naria existe y tiene la forma

xs =

∫ t

−∞
e−A(t−t

′
)BdW(t) (C.6)

y 〈
xs(t)x

T
s (s)

〉
=

∫ min(t,s)

−∞
e−A(t−t

′
)BBT e−AT (s−t

′
)dt

′

. (C.7)

La correspondiente solución estacionaria de la ecuación (C.3) es una distri-
bución de probabilidad gausiana dada por

ps(x) = (2π)−N Det
[
E− 1

2

]
e

1
2

PN
i,j=1 B−1

ij xixj , (C.8)

donde E es la matriz de covarianza definida por

Eij = 〈xixj〉 =

∫
ρs(x)xixjd

Nx (C.9)

y está relacionada con las matrices K y D a través de la ecuación DE +
EAT = K.

En la ecuación (C.8) se ha usado el hecho de que Ai = 〈xi〉 =
∫
ρs(x)xid

Nx =
0, ya que hemos supuesto que x0 = 0.
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Apéndice D

Ley de Fourier

Para definir la conductividad térmica consideremos una barra de metal
a lo largo de la cual la temperatura vaŕıa lentamente a través de la posición
x. Sin fuentes o sumideros de calor al final de la barra para mantener el
gradiente de temperatura, el extremo caliente se enfriaŕıa y el extremo fŕıo se
calentaŕıa, es decir la enerǵıa térmica fluiŕıa en sentido opuesto al gradiente
de temperatura. Definimos JQ como la cantidad de calor transportado por
unidad de superficie y por unidad de tiempo, esta cantidad está relacionada
con el gradiente de temperatura a través de la ley de Fourier

JQ(x, t) = −κ∇T (x, t), (D.1)

donde κ es la conductividad térmica y es en general un tensor ya que el flujo
de enerǵıa no necesariamente tiene que estar en la dirección del gradiente de
temperatura. En el caso de un cristal con la suficiente simetŕıa ( cristal cúbico
simple) κ tiene una representación diagonal. La ecuación (D.1) se asume que
sea válida cerca del equilibrio lo cual implica que se debe tener gradientes
de temperatura pequeños. Para que la ley de Fourier tenga sentido se debe
poder definir una temperatura local para un volumen pequeño desde el punto
de vista macroscópico, pero microcópicamente largo, esto es lo que se conoce
como hipótesis de equilibrio local.

En el caso unidimensional, integrando la ecuación (D.1) con respecto a x
obtenemos la ley de Fourier en su forma integral.∫ x2

x1

JQ(x, t)dx = κ� T, (D.2)

donde �T = T (x2, t)−T (x1, t) es la diferencia de temperatura entre el punto
x2 y x1.
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Si se tiene una situación estacionaria, es decir suministramos calor al
extremo caliente de la barra tan rápido como el calor que fluye hacia el
extremo fŕıo, el gradiente de temperatura y flujo de calor no dependen del
tiempo. Si además suponemos que el flujo de calor es uniforme ( no depende
de x) obtenemos

JQL = κ� T. (D.3)

El flujo de calor es inversamente proporcional a L = x2 − x1 ya que κ no
depende de L.
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