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0.1. Prefacio

Consideramos el problema con datos iniciales periódicos para la ecuación no lineal

tipo ondas 8<: utt + 2�ut � �uxx = �� juj� u+ f(t; x); t > 0;
u(0; x) = �(x); ut(0; x) =  (x); x 2 
;

(0.1)

donde 
 = [��; �]; y �; �; � y � > 0:
La fuerza f(t; x) y los datos iniciales �(x),  (x) son periódicos con respecto a la

variable espacial x : f(t; 2� + x) = f(t; x), �(2� + x) = �(x),  (2� + x) =  (x), para todo

x 2 R, t > 0.
Nos interesa hacer estimaciones asintóticas de las soluciones, para esto estudiamos

el problema lineal asociado8<: utt + 2�ut � �uxx = f(t; x); t > 0;

u(0; x) = �(x); ut(0; x) =  (x); x 2 
;
(0.2)

donde f es una función en C1(R2;R) y datos iniciales �;  2 C1per(R;R):
Se de�ne el operador de Green

G(t) = e��t
1X

n=�1

b neinxsen(tp�n2 � �2) 1p
�n2 � �2

;

por lo tanto la solución del problema periódico lineal puede ser escrito usando la fórmula

de Duhamel como

u(t) = eG(t)�+G(t) + Z t

0
G(t� �)f(�)d� ;

donde eG(t) = (2�+@t)G(t). Nuestro primer paso será hacer estimaciones sobre el problema
lineal periódico 0.2 en los espacios de Sobolev Hs y _Hs. Denotaremos por � = <e(� �p
�2 � �) > 0.

En lo anterior, Hs y _Hs son los espacios de Sobolev para funciones periódicas:

Hs = f� 2 }0 : jj�jj2 =
n=1X
n=�1

hni2s
����̂n���2 <1g;

_Hs = f� 2 Hs : �̂0 = 0g, el espacio de Sobolev homogéneo.

Para n 2 Z; denotamos hni =
p
1 + n2; y �̂n =

1
2�

R

 e

�inx�(x)dx son los coe�-

cientes de la serie de Fourier de la función 2� periódica �(x). También podremos llamar �̂n,

los coe�cientes de la transformada discreta de Fourier.
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Denotaremos por }
0
el espacio dual de } = C1per; el cual denota el espacio de las

funciones in�nito diferenciables y 2��periódicas, del cual se hablará en los preliminares del
trabajo. En el caso continuo hxi =

p
1 + x2, con x 2 R. Toda vez que tenemos la solución

del problema lineal, de�nimos el siguiente operador

Av(t) = eG(t)�+G(t) + Z t

0
G(t� �)f(�)d� +

Z t

0
G(t� �)N(v)(�)d� ;

con dominio y contradominio del espacio C([0; T ] : Hs).

Esta transformación es una contracción en un espacio métrico completo, y así tiene

un punto �jo, lo cual garantiza solución para tiempos pequeños de la ecuación no-lineal.

En nuestra investigación probamos que si el dato inicial � 2 H1 y  2 L2, f 2 Hs,

con s > 1
2 , y f satisfece una desigualdad la cual es jjf jjHs � C hti�

1
�
� 3
2 , t � 0: Entonces

existe una única solución

u(t; x) 2 C([0;1) : H1),

del problema periódico. Además tiene los estimados de decaimiento

jju(t)jjL1 � C hti�
1
� ; jj@tu(t)jjL1 � C hti�

1
�
� 1
2 ; (0.3)

para todo t > 0. Más aún, bajo algunas condiciones iniciales encontramos fórmulas asin-

tóticas para la solución.

Establecemos los resultados principales en esta tesis.

Teorema 39: Supongamos que el dato inicial � 2 H1,  2 L2 y f 2 Hs que

satisface la desigualdad jjf jjHs � C hti�
1
�
� 3
2 con s > 1

2 . Entonces existe una única solución

u(t; x) 2 C([0;1) : H1);

del problema periódico (1;1) el cual obedece los estimados de decaimiento

jju(t)jjL1 � C hti�
1
� ; jj@tu(t)jjL1 � C hti�

1
�
� 1
2 :

Por teorema 39, la solución decae en el tiempo y podemos considerar el problema periódico

0.1 tomando dato inicial al tiempo T; y así los datos iniciales tienen norma pequeña

jju(T )jjL1 + jj@tu(T )jjL1 � ":

Consideraremos el problema periódico 0.1 con tiempo inicial en T .
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Teorema 40: Supongamos que el dato inicial � 2 H1,  2 L2 son su�cientemente
pequeños jj�jj _H1 + jj jjL2 � ". Más aún, el valor medio �̂0 = 0 y f cumple la desigualdad

jjf jjHs � C hti�
1
�
� 3
2 con s > 1

2 . Entonces la siguiente relación asintótica es cierta

u(t; x) = At�
1
� +O(t�

1
�
� 1
2 ); (0.4)

cuando t!1 uniformemente con respecto a x 2 
, donde A = 2�( 2���)
1
� :

Por lo general matemáticamente la no linealidad representa una obstrucción en la

diferenciabilidad de las soluciones. Como nuestras soluciones vienen de resolver una ecuación

integral asociada al problema no lineal, nuestras soluciones son las llamadas soluciones mo-

deradas. Es cierto que toda solución de nuestros problemas serán soluciones de la ecuación

integral, lo que no es cierto es lo contrario, es decir que no toda solución de la ecuación inte-

gral que se construye será solución de nuestro problema no-lineal. La solución que se obtiene

de resolver la ecuación integral vía el mapeo de contracción sólo es continua y por tanto

no necesariamente diferenciable. Lo que podemos hacer es relacionar el orden del espacio

de Sobolev, con la diferenciabilidad de nuestras soluciones. Es claro que mientras mayor

sea el orden del espacio de Sobolev que soporta nuestros datos iniciales, más diferenciabi-

lidad obtenemos. En una investigación futura, nos proponemos conseguir el mínimo orden

del espacio de Sobolev para garantizar soluciones clásicas, conjuntamente con estudiar las

curvas caracteristicas asociadas a la ecuación. En nuestro trabajo veri�camos en detalle la

convergencia uniforme de la solución y que se veri�can los datos iniciales. Demostramos que

u(t; x) 2 H1; t > 0; x 2 R;

y

ut(t; x) 2 L2; t > 0; x 2 R:

No es difícil ver que colocando datos iniciales al menos de clase C2, garantizamos la con-

tinuidad de la solución. Colocando datos iniciales en C4, obtenemos soluciones clásicas. Ver

a�rmaciones 1 y 2 del capítulo 3.

En esta tesis también estudiamos un problema no-lineal tipo Burgers, el cual tiene

la forma 8<: 	t = 	xx + �	+		x, x 2 
; t > 0;
	(0; x) = ~	(x); x 2 
:
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En este problema probamos la existencia local de soluciones. Para ello resolvemos

una ecuación integral y, haciendo uso de la propiedad de difusión de la ecuación de Burgers,

probamos que tenemos solución clásica u(t; x) 2 C1((0; T ]� R):
También usando estimados tipo energía, probamos la existencia global de solución

u(t; x) 2 C([0;1);L2(
))\C1((0;1)�R). Para encontrar fórmula asintótica de la solución,
se diseñan unas ecuaciones en diferencias, que están motivadas de la solución del proble-

ma lineal asociado. Estas ecuaciones en recurrencia nos invitan a hacer implementaciones

numéricas del problema. Esto sería lo inmediato a realizar despues en la investigación.

Por último cabe mencionar, que de mis resultados del problema tipo Burgers,

cuento con una publicación, ver [12].

0.2. Objetivo

Desarrollar un método general para estudiar el comportamiento asintótico de la

solución del problema no lineal de ondas con datos iniciales periódicos (0.1).

El propósito de este trabajo es estudiar cierto tipo de ecuación diferencial parcial

no-lineal de segundo orden con datos iniciales periódicos, que nos permita junto con diseñar

una técnica de ataque a este tipo de ecuaciones, tener de por si garantizado un compor-

tamiento asintótico de las soluciones de estas ecuaciones siempre que los datos iniciales

vivan en un espacio de Sobolev de cierto orden.

En esta tesis también se responden las preguntas naturales al estudiar una ecuación

diferencial con datos iniciales, como lo es la existencia y unicidad de soluciones, tiempos de

vida de soluciones, si explotan las soluciones en tiempo �nito y la principal contribución de

nuestra investigación es que se obtiene cota de decaimiento óptima para f que nos permite

generalizar el problema (3.1) del capítulo 3, trabajo que se realiza en el capítulo 4, sumando

una fuerza externa, obteniendo soluciones globales y asintótica de la solución.

Para el problema tipo Burger, capítulo 5 de la tesis, se obtiene solución local y

global, y junto con esto se obtiene asintótica de la solución. En este problema de tipo

parabólico, se usa la propiedad de difusión de la ecuacion de Burgers, que la hereda de la

ecuación del calor, y esta interesante propiedad nos regala soluciones C1.

Se obtiene asintótica de la solución, usando proyectores y apoyándonos da la

ecuación integral que nos da solución local. Todas nuestras soluciones se obtienen vía el

mapeo de contracción.
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0.3. Descripción por capítulos

Este trabajo consta de cinco capítulos y un apéndice, organizados de la siguiente

forma:

El capítulo 1 de este trabajo está dedicado a la introducción e inicia con una

recapitulación de la teoría acerca de las EDP no lineales y el lugar que ocupan los métodos

asintóticos en la solución de estas ecuaciones.

En el capítulo 2 nos concentramos en desarrollar la teoría básica necesaria para

hacer del trabajo lo más autocontenido posible. Damos un repaso a conceptos fundamentales

del análisis funcional, de la teoría de las Series de Fourier, una visión general de la teoría

de distribuciones y Espacios de Sobolev, en particular demostramos el importante teorema

del encaje de Sobolev.

En el capítulo 3 hacemos nuestras primeras estimaciones estudiando un subpro-

blema del nuestro, el cual nos llevará directamente a estudiar las estimaciones asintóticas

de nuestro problema.

En el capítulo 4 estudiamos nuestro problema principal y nos abocamos a obtener

las estimaciones asintóticas que se quieren obtener y se dan las condiciones cualitativas

necesarias para dichas estimaciones asintóticas.

En el capítulo 5, estudiaremos una ecuación tipo Burgers8<: 	t = 	xx + �	+		x, x 2 
; t > 0;
	(0; x) = ~	(x); x 2 
;

donde 
 = [��; �]; � < 1:
Probaremos que si el dato inicial ~	 2 L2(
), ~	 una función 2�-periódica, entonces

existe una única solución 	(t; x) 2 C([0;1);L2(
)) \ C1((0;1) � R) del problema pe-
riódico. Bajo algunas condiciones adicionales encontraremos expansiones asintóticas de las

soluciones. El caso � = 0 es la ecuación de Burgers. Esta se resuelve explícitamente usando

la transformación de Hopf-Cole. Esta solución describe el comportamiento de ondas en un

líquido. En nuestro problema �, se interpreta en física como un factor de contracción en el

proceso de difusión de la onda en el líquido que va de la mano con un factor equilibrado de

viscocidad. Este es un problema importantísimo en mecánica de �uidos que tiene relación

simpli�cada con el famoso problema de Navier-Stokes.

Por otra parte también es de alto interes para el autor estudiar las ondas de choque
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que presenta esta ecuación. Para el desarrollo de este capítulo fue de capital importancia

leer los artículos, [9],[21],[25].

Es bueno comentar que el siguiente paso de la investigación es hacer implementa-

ciones numéricas del problema y hacer comparaciones con artículos donde se han encontrado

aproximaciones numéricas de la solución, ya que la ventaja de nuestra metodología es que

encontramos la solución exacta del problema.

En el apéndice se explica la técnica útilizada para extender el dominio de de�nición

de la solución de una ecuación diferencial parcial en particular no-lineal.



7

Capítulo 1

Preliminares

La teoría de ecuaciones dispersivas no lineales evolutivas juega un papel muy im-

portante en la teoría de la Física-Matemática contemporánea, ya que tales ecuaciones apare-

cen en la Teoría Cuántica de Campos, la Biología, la Ingeniería y otros campos de la ciencia.

El caso de datos iniciales periódicos es relativamente nuevo en la literatura. Para

nuestra investigación sólo necesitamos requisitos de ecuaciones diferenciales ordinarias,

análisis real y fundamentos de variable compleja, y la tesis es autocontenida en lo posi-

ble.

El concepto de no-linealidad en el contexto de las matemáticas viene apareciendo

en la literatura cientí�ca con signi�cativa mayor frecuencia, desde mediados del siglo XX, al

comenzar el auge de los temas que conforman la teoría de la complejidad, el caos, el fractal

y análogos.

Puede decirse que hasta ese momento en matemáticas se trataba de aproximar las

funciones manejadas en Física y disciplinas a�nes, de por si no-lineales, mediante simple

supresión de términos de grado superior, a expresiones lineales mucho más fáciles de mani-

pular, aunque el resultado se apartaba signi�cativamente de la realidad física. Es aquí que

se implementan nuevos y e�caces procedimientos de linealización que conducen a mayor

aproximación a los valores verdaderos, a la vez que los sistemas no-lineales se hacen cada

vez más presentes en la ciencia moderna.

En nuestra tesis estudiamos el comportamiento asintótico de soluciones para el

problema no-lineal de ondas amortiguado cuya ecuación es8<: utt + 2�ut � �uxx = �� juj� u+ f(t; x); t > 0;
u(0; x) = �(x); ut(0; x) =  (x); x 2 
;

(1.1)
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donde 
 = [��; �], �; �; �; � > 0: Consideramos soluciones de la ecuación (1.1), las cuales
satisfacen condiciones de frontera periódica u(t; x) = u(t; 2� + x) para todo x 2 R y t > 0,
con datos iniciales �(x) y  (x) 2� periódicos.

Recientemente se tiene una atención considerable al problema de Cauchy para

ecuaciones no lineales de ondas con diferentes términos disipativos. En casos particulares

nuestra ecuación se reduce a varias ecuaciones conocidas de la física-matemática, por ejem-

plo la de Poisson, la clásica de ondas bajo valores particulares de las constantes que aparecen

en la ecuación. Válido es decir que las ecuaciones nombradas anteriormente son prototipos

de los tipo elíptico e hiperbólico. En esta tesis estudiamos en los capítulos 3 y 4 un problema

hiperbólico, y en el capítulo 5, un problema parabólico. Es decir en esta investigación se des-

criben técnicas para estudiar ecuaciones diferenciales parciales no-lineales con coe�cientes

constantes, de tipo hiperbólico y parabólico con datos iniciales periódicos.

Hacemos un poco de la historia relacionada con nuestro problema del capítulo 3 y

4.

En [21] se prueba que si nuestra ecuación presenta no-linealidad del tipo juj1+�,
con � < 2 y los datos iniciales satisfacen que

R
R �(x)dx > 0 y

R
R  (x)dx > 0; las soluciones

existirán para todo tiempo.

La existencia de soluciones para el problema de Cauchy, en el caso de ecuaciones

con no linealidades del tipo � juj1+� o � juj� u para una potencia supercrítica � > 2 fue

probado también en [21], donde para tiempos grandes las soluciones decaen si los datos

iniciales tienen módulo pequeño y soporte compacto.

También en [7], [5] y [6] se estudian potencias subcríticas, críticas y supercrítica

con no linealidades del tipo mencionado.

En [9] se encuentran fórmulas asintóticas para soluciones del problema periódico

para algunas ecuaciones no lineales.

En [7] y [8] se establecen resultados asintóticos para la ecuación amortiguada no

lineal de ondas para el caso sub-crítico (0 < � < 2), crítico (� = 2) y supercrítico (� > 2)

el cual dio pie a nuestra investigación pues seguimos esta metodología y nuestro resultado

generaliza [8].

En [13] se estudiaron relaciones para dispersividad y propiedades de los espacios

de Sobolev.

Para la ecuación de Benjamin-Bona-Mahony-Peregrine-Burgers, se obtiene la exis-

tencia global de soluciones y estimados de energía que decaen se obtienen en [21].
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En resumen, nuestra metodología de trabajo esta inspirada en [8] y en [9] estudia-

mos la existencia global de soluciones para un problema no lineal de Cauchy con potencia

crítica y supercrítica y la regularidad de las soluciones nos da pie a interpretar físicamente

la no linealidad.

En nuestra investigación probamos que si el dato inicial � 2 H1,  2 L2 y f 2 Hs,

con s > 1
2 , junto con una condición sobre f , la cual es jjf jjHs � C hti�

1
�
� 3
2 , t � 0: Entonces

existe una única solución u(t; x) 2 C([0;1) : H1) del problema periódico, el cual tiene los

estimados de decaimiento

jju(t)jjL1 � C hti�
1
� ; jj@tu(t)jjL1 � C hti�

1
�
� 1
2 ; (1.2)

para todo t > 0.

Bajo algunas condiciones iniciales encontramos fórmulas asintóticas para la solu-

ción.

En el caso parabólico, capítulo 5, estudiamos el problema periódico para la ecuación

no-lineal tipo Burgers8<: 	t = 	xx + �	+		x; x 2 
; t > 0;

	(0; x) = ~	(x); x 2 
;
(5.1)

donde 
 = [��; �]; � < 1: Probamos que si el dato inicial ~	 2 L2(
), entonces existe una
única solución 	(t; x) 2 C([0;+1) : L2(
)) \ C1((0;1)� R).

Nótese que obtenemos soluciones clásicas, para esto nos apoyamos en la velocidad

de propagación in�níta que tiene la ecuación del calor, y por ende la de Burgers.

El estudio de las ecuaciones de los �uidos incomprensibles tiene cada vez un mayor

interes, tanto del punto de vista teórico (integrales singulares...) como desde el enfoque más

aplicado (simulaciones numéricas...).

Las ecuaciones que aparecen modelizando problemas de mecánica de �uidos son

variadas, pero las más importantes son las de Euler y Navier-Stokes. De hecho por demostrar

(o refutar) la existencia global de solución clásica para Navier-Stokes el Instituto Clay otorga

un premio de un millón de dólares. La ecuación parabólica que estudiamos tiene aplicaciones

en el estudio de turbulencias. La turbulencia tiene como efecto principal facilitar que dos

�uidos se mezclen. Así que nuestro problema viene de una simpli�cación de la dimensión

espacial. Por último es bueno comentar que esta ecuación (5.1), tambien tiene aplicaciones

en metereología, ya que tiene relación con el modelo de "frontogénesis"( la formación de
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frentes de aire a distinta temperatura). Este problema tiene interes en metereología , porque

ya se sabe que la falta de acierto de quienes predicen el tiempo se ha hecho ya proverbial,

y sin embargo no hay ningun meteorólogo competente que no opine que los fenomenos

atmosfericos estan causalmente determinados.

También es de nuestro interés relacionar nuestros temas estudiados con el caso

de medios heterogéneos, esto es, cuando los coe�cientes de la ecuación no son constantes

y estudiar también la estabilidad de nuestras soluciones usando técnicas que vienen del

análisis inverso, teoría scattering, análisis microlocal, entre otras.

Con el desarrollo de software y hardware que actualmente se tiene en los grandes

sistemas de cómputo, se han podido efectuar complicados experimentos de cálculos numéri-

cos para estudiar ecuaciones no-lineales evolutivas, permitiéndole al investigador descubrir

nuevas leyes y efectos no-lineales que son difíciles de detectar a simple vista y así abrir una

nueva ruta de investigación para estudios futuros.

De esta manera, en 1967 fue encontrado un método usado para encontrar explícita-

mente la solución de una clase particular de ecuaciones no-lineales. Este método es conocido

como "Transformada Inversa de Dispersión", (IST, por sus siglas en inglés). Este Método

estudia las propiedades de esta clase particular de ecuaciones no-lineales y es posible en-

contrar en muchos casos el comportamiento asintótico de las soluciones por medio de esta

herramienta.

Desgraciadamente no hay recetas para la solución de una ecuación no-lineal evolu-

tiva, porque cada ecuación posee su propia individualidad y requiere un enfoque especial y

hasta un juego de métodos analíticos para su investigación. Sin embargo, es posible aplicar

muchos de los métodos ya desarrollados y generalizarlos para algunas clases de EDP no-

lineales.

Por otra parte en caso de que una ecuación no lineal exista para todo tiempo,

podemos obtener asintóticas de la solución haciendo t tender al in�nito; ya que en pocas

ocasiones se puede resolver explícitamente una ecuación no lineal evolutiva. Es muy impor-

tante tener una representación analítica aproximada para las soluciones en forma explícita

cerrada o desarrollada en serie para poder controlar los errores. Los desarrollos asintóticos

se utilizan para deducir fácilmente las propiedades básicas de la solución tales como el cre-

cimiento o decaimiento de la solución en diferentes regiones, nos permite saber dónde oscila

y dónde es monótona, además de que nos da información sobre los datos iniciales despues

de un tiempo grande.
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Así los métodos asintóticos son importantes no sólo desde el punto de vista teórico

sino también son usados provechosamente en la práctica como un complemento para los

métodos numéricos. Sin embargo, los métodos asintóticos son difíciles aún en el caso de

ecuaciones lineales evolutivas. En el caso de ecuaciones no-lineales es necesario probar la

existencia global de soluciones clásicas o soluciones moderadas que son el tipo de soluciones

que manejaremos en esta tesis, y obtener algunas estimaciones adicionales para aclarar las

expansiones asintóticas. Es comun hacer lo que se llama estimaciones a priori, este es un

estimado el cual puede ser establecido sin un conocimiento preliminar de las soluciones,

para el cual el estimado es válido y de hecho existe. Ya que los métodos asintóticos no

representan un método general, es importante mencionar que cada tipo de no linealidad

debe ser estudiado individualmente, especialmente en el caso de tener datos iniciales en

norma grandes.

A pesar de la importancia y de la actualidad de los métodos asintóticos, hay

relativamente pocos resultados para las ecuaciones evolutivas no-lineales. Sin embargo una

gran cantidad de publicaciones se han ocupado de la representación asintótica de soluciones

al problema de Cauchy para las ecuaciones no-lineales en los últimos 20 años.

La útilidad del método asintótico en el estudio de ecuaciones diferenciales parciales

no-lineales es digno de llamarse teoría cualitativa de EDP�S no-lineales.
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Capítulo 2

Fundamentos

En este capítulo describimos las herramientas básicas que necesitamos para estu-

diar nuestro problema. Presentaremos nociones fundamentales de análisis funcional, teoría

de Fourier y objetos como las distribuciones periódicas y los espacios de Sobolev asociados

a éstas, que llamaremos Sobolev periódicos, debidos al Matemático Ruso Sergei Sobolev

por los años de 1935. También haremos un breve recorrido por las distribuciones tempera-

das, es decir el espacio de Sobolev, que toma como sus funciones test, a las funciones C10 ,

que denota a las funciones C1 con soporte compacto. La mayor parte de este material fue

tomado de las referencias [13], [17], [18] y [22].

2.1. Espacios de Banach

De�nición 1 : Sea V un espacio vectorial real o complejo. Una norma en V es una función

jj�jj : V ! [0;1),

cualquiera que sean u; v 2 V y � escalar,

1) jjvjj = 0, v = 0;

2) jj�vjj = j�j jvj ;

3) jju+ vjj � jjujj+ jjvjj .

La propiedad 3 es llamada la desigualdad triangular. En el caso en que jj�jj satisface
las propiedades 2 y 3 pero no satisface 1 decimos que jj�jj es una seminorma en V: Un espacio
vectorial V dotado de una norma jj�jj es llamado un espacio vectorial normado; se usará por
lo general la notación (V; jj�jj):
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En lo que sigue estaremos interesados en espacios vectoriales complejos de modo

que si no se a�rma explícitamente lo contrario, todos los espacios vectoriales sobre los que

trabajaremos serán sobre el cuerpo de los números complejos.

Sea V un espacio vectorial normado. Una consecuencia inmediata de la desigualdad

triangular es

jju� vjj � jjjujj � jjvjjj :

Sea fvng una sucesión en V: Decimos que la sucesión converge en norma a un elemento
v 2 V si

jjvn � vjj ! 0 cuando n!1:

Más precisamente, si, dado � > 0; existe N 2 N tal que

n � N ) jjvn � vjj < �:

La sucesión fvng es una sucesión de Cauchy si

n;m � N ) jjvn � vmjj < �:

Es claro que toda sucesión convergente es de Cauchy, el recíproco es falso.

De�nición 2 : Un espacio normado donde toda sucesión de Cauchy converja se llama

espacio completo o espacio de Banach.

Ejemplo 3 : Si 1 � p � 1; p 2 R [ f+1g; y si z = (z1; :::; zn) 2 Cn de�nimos

jjzjjp = [

nX
j=1

jzj jp]
1
p ; 1 � p � 1; (2.1)

jjzjj1 = sup
1�j�n

jzj j :

Entonces Cn es un espacio de Banach en relación a cualquiera de esas normas. De hecho,

todas esas normas son equivalentes. Esto es, si p; q 2 [1;1); existen constantes C1 y C2 tal
que

C1 jjzjjp � jjzjjq � C2 jjzjjp ;

cualquiera sea z 2 Cn: La norma jjzjj2 es llamada la norma euclidiana.



14

Ejemplo 4 Sea lp = lp(Z) el espacio de las sucesiones complejas � = (�n)n2Z tales que

+1X
n=�1

j�njp <1;

donde p 2 [1;1): Es fácil ver que lp es un espacio vectorial con la suma y la multiplicación
por escalar de�nida componentes a componentes , esto es

(�n)n2Z + (�n)n2Z = (�n + �n)n2Z;

�(�n)n2Z = (��n)n2Z:

El espacio lp dotado de la norma

jj�jjp =
"

+1X
n=�1

j�njp
# 1
p

; (2.2)

es completo. El espacio l1 = l1(Z) de las sucesiones complejas acotadas es también un

espacio de Banach. La norma jj�jjp es llamada la norma lp; 1 � p � 1:

Ejemplo 5 Para cada p 2 [1;1) de�na jj�jjp en C([a; b]) por

jjf jjp =
�Z b

a
jf(x)jp dx

� 1
p

:

Entonces cualquiera sea p 2 [1;1), (C[a; b]; jj�jjp) es un espacio vectorial que no es
completo. En tanto que C[a; b] es un espacio de Banach en relación a la norma

jjf jj1 = sup
x2[a;b]

jf(x)j :

La norma jjf jjp es llamada la norma Lp; 1 � p � 1; la norma L1 es también

llamada la norma del supremo. El siguiente teorema nos enseña una desigualdad muy útil

en nuestros cálculos.

2.2. Desigualdad de Hölder

Teorema 6 :(Desigualdad de Hölder)

Sean f 2 Lp([��; �]) y g 2 Lq([��; �]), donde 1
p +

1
q = 1: Entonces el producto

fg 2 L1([��; �]) y
jjfgjjL1 � jjf jjLp jjgjjLq .
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2.3. Espacios de Hilbert

De�nición 7 Un espacio de Banach cuya norma proviene de un producto interno es lla-

mado un espacio de Hilbert.

Ejemplo 8 Como vimos anteriormente Cn es un espacio de Banach en relación a cualqui-

era de las normas jj�jjp ; 1 � p � 1, de�nidas en (6). En tanto que (Cn; jj�jjp) es de Hilbert
sí y solamente sí p = 2:

En ese caso la norma proviene del producto interno

hz; wi =
nX
j=1

zj �wj ;

donde z = (z1; ::::; zn); w = (w1; :::; wn) 2 Cn:

Ejemplo 9 Análogamente al ejemplo anterior, lp es un espacio de Hilbert sí y solamente

sí p = 2; y en ese caso, el producto interior es dado por

h�; �i =
1X

n=�1
�n��n:

El espacio de Hilbert l2 esta íntimamente ligado a la teoría de las serie de Fourier

que hablaremos pronto.

2.4. Una desigualdad importante

Teorema 10 Para todo u; v 2 R; � > 0; se cumple que

jjuj� u� jvj� vj � (juj� + jvj�) ju� vj :

Prueba. Consideremos el intervalo [a; b] con a < b y a; b 2 R:
de�niendo f(x) = x jxj�, � > 0; tenemos que

f 0(x) =

8<: (� + 1)x� si x � 0
(�x)�(� + 1) si x < 0

Por el teorema del valor medio para derivadas, tenemos que existe c 2 (a; b) tal
que

f(b)� f(a) = f 0(c)(b� a).
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Por tanto procediendo por casos tenemos que:

a; b > 0

jf(b)� f(a)j = (� + 1)c�(b� a) � C(jbj� + jaj�)(b� a):
a < 0; b > 0.

Así para c < 0; tenemos

jf(b)� f(a)j = jf 0(c)(b� a)j = (�c)�(� + 1) jb� aj � jjaj� + jbj�j jb� aj
a < 0; b < 0;

es análogo al caso anterior.

2.5. Notaciones asintóticas

Decimos que la función f(x) es del mismo orden que la función g(x) en algún punto

x0 y denotamos f(x) = O(g(x)) cuando x! x0 si la desigualdad

jf(x)j � C jg(x)j

es válida para una vecindad del punto x0: También es común escribir f(x) = O(g(x)) para

x 2 D; cuando la desigualdad es cierta para toda x 2 D � Rn; donde C es alguna constante.
Decimos que la función u(t; x) tiene la asintótica:

u(t; x) = 	(t; x) +O('(t; x))

cuando t!1 uniformemente con respecto a x > 0 si existe algún T0 > 0 y una constante

C > 0 la cual no depende de los valores de las variables t y x, que satisfaga la siguiente

estimación

ju(t; x)�	(t; x)j � C j'(t; x)j

para todo valor t > T0:
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2.6. El Lema de contracción

Teorema 11 Sea M un conjunto cerrado de un espacio de Banach. Sea f : M ! M una

función, y supongamos que existe un número K, 0 < K < 1, tal que, para todo x y z 2M;

tenemos

jf(x)� f(z)j � K jx� zj :

Entonces f tiene un punto �jo, esto es, existe un único punto x0 2 M tal que

f(x0) = x0: Si x 2 M , entonces la sucesión ffn(x)g, (iteración de f repetida n-veces ), es
una sucesión de Cauchy que converge al punto �jo.

Prueba. Tenemos que para x 2M �jo,

��f2(x)� f(x)�� = jf(f(x)� f(x)j � K jf(x)� xj :

Por inducción��fn+1(x)� fn(x)�� � K
��fn(x)� fn�1(x)�� � Kn jf(x)� xj :

En particular vemos que el conjunto de elementos ffn(x)g está acotado, pues

jfn(x)� xj �
��fn(x)� fn�1(x)��+ ��fn�1(x)� fn�2(x)��+ ::: jf(x)� xj

� (Kn�1 +Kn�2 + :::+K) jf(x)� xj ;

y la serie geométrica converge.

Ahora de nuevo por inducción, para cualquier entero m � 1 y k � 1 tenemos���fm+k(x)� fm(x)��� � K
���fk(x)� x��� :

Ya vimos que el término fk(x)� x está acotado, independientemente de k: Por lo
tanto, existe N tal que, si m y n � N , y digamos que n = m+ k, tenemos���fm+k(x)� fm(x)��� < ";

pues km ! 0 cuando m!1: Por lo tanto, la sucesión ffn(x)g es una sucesión de Cauchy.
Sea x0 su límite. Seleccionemos N tal que, para todo n � N , tenemos

jx0 � fn(x)j < ";
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��f(x0)� fn+1(x)�� � K jx0 � fn(x)j < ":

Esto prueba que la sucesión ffn(x)g converge a f(x0). Por lo tanto f(x0) = x0 y

x0, es un punto �jo. Finalmente, supongamos que x1 también es un punto �jo, esto es, que

f(x1) = x1. Entonces

jx1 � x0j = jf(x1)� f(x0)j � K jx1 � x0j :

Como 0 < K < 1, se sigue que x1 � x0 = 0 y x1 = x0:

Una función como la del teorema se llama contracción.

2.7. Series de Fourier

Sea l > 0 y f : [�l; l] ! R una función integrable. La serie de Fourier de f es la

serie

S[f ] =
a0
2
+

1X
n=1

[an cos(
n�x

l
) + bnsen(

n�x

l
)],

donde los coe�cientes an, n 2 Z+ y bn, n 2 N, son dados por las fórmulas de Euler-Fourier,
las cuales son

an =
1

l

Z l

�l
f(x) cos(

n�x

l
)dx

bn =
1

l

Z l

�l
f(x)sen(

n�x

l
)dx:

Nótese que el cambio de variable y = �
l , permite escribir la serie de Fourier como:

a0
2
+

1X
k=1

(ak cos(ky) + bksen(ky)):

En otras palabras, en vez de considerar funciones periódicas de período 2l arbi-

trario, consideramos funciones periódicas de periodo 2�, sin ninguna pérdida de generalidad.

La próxima simpli�cación es reescribir las series de Fourier de una formas más

compacta usando exponenciales complejas, recordando que

cos(ky) =
eiky + e�iky

2
,

sen(ky) =
eiky � e�iky

2i
,
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obtenemos para todo k = 1; 2; 3:::n

ak cos(ky) + bksen(ky) = (
ak
2
+
bk
2i
)eiky + (

ak
2
� bk
2i
)e�iky

=
ak � ibk
2

eiky +
ak + ibk
2

e�iky.

Podemos por tanto reescribir la serie de Fourier como

1X
k=�1

cke
iky; (2.3)

donde

co =
a0
2
, ck =

ak � ibk
2

, c�k =
ak + ibk
2

,

k = 1; 2; :::; n:

Supongamos ahora que la serie (8) converge uniformemente a una función

f : R! C;

y es claro que las funciones

�k(x) = eikx, k 2 Z,

satisfacen las relaciones de ortogonalidad

h�k;�ji =

Z �

��
�k(x)�j(x)dx

=

Z �

��
eikxe�ijxdx

=

8<: 0 si j 6= k

2� si j = k

hf;�ki =
1X

n=�1
cn h�n;�ki

= 2�ck,

y de allí:

ck =
1

2�
hf;�ki (2.4)

=
1

2�

Z �

��
f(x)e�ikxdx:
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Dada una función f 2 Cper([��; �]); donde esto denotará el conjunto de funciones
continuas y periódicas en ese intervalo, la serie de Fourier generada por f y la serie (2.3)

donde ck es dado por (2.4). La sucesión compleja ff̂(k)gk2Z de�nida por

f̂(k) =
1

2�

Z �

��
f(x)e�ikxdx,

es llamada la Transformada de Fourier de f y los números complejos f̂(k) = ck son los

coe�cientes de Fourier de f: Nótese que la aplicación

f ! f̂

es lineal y ���f̂(k)��� � 1

2�

Z �

��
jf(x)j dx

=
1

2�
jjf jj1 � jjf jj1 ;

cualquiera sea f 2 (Cper([��; �]); jj:jj1), k 2 Z. Por tanto la aplicación que lleva f en su
transformada f̂ , es una transformación lineal continua de (Cper([��; �]); jj:jj1) en l1(Z) con
su norma usual.

Enunciaremos un teorema en función de encontrarnos con una identidad que se usa

mucho en el trabajo, esta identidad recibe el nombre de Identidad de Parserval. De inmediato

enunciaremos un teorema, que nos da condiciones de convergencia uniforme para una función

con derivada seccionalmente continua. En el próximo teorema SCper(2�) denotara a las

funciones seccionalmente continuas y periódicas de periódo 2�.

Teorema 12 Suponga que f 2 Cper(2�), y diferenciable en (��; �) menos un número �nito
de puntos, con f 0 2 SCper(2�): Entonces la serie de fourier de f converge uniformemente

en R para f .

Teorema 13 Sean f; g 2 Cper(2�) y suponga que f es diferenciable en (�l; l) menos un
número �nito de puntos con f 0 2 SCper(2�): Entonces

1

2�
hf; gi =

1X
n=�1

f̂(n)ĝ(n).

En particular vale la identidad de Parserval.

1

2�
jjf jj2 =

1X
n=�1

���f̂(n)���2 .



21

Prueba.

1

2�
hf; gi = 1

2l

Z �

��
f(x)g(x)dx

=
1

2l

n=1X
n=�1

f̂(n)

Z �

��
g(x)einxdx

=
n=1X
n=�1

f̂(n)
1

2l

Z �

��
g(x)e�inxdx

=

n=1X
n=�1

f̂(n)ĝ(n).

En particular entonces:

1

2l
hf; fi =

n=1X
n=�1

���f̂(n)���2 = jjf jj2 (2.5)

A la igualdad (2.5) se llama identidad de Parserval.

El siguiente teorema que enunciaremos, nos da condiciones para saber cuando

tenemos convergencia uniforme de la serie de Fourier de una función continua.

Teorema 14 Suponga que f es continua en [��; �] y que su serie de Fourier converge
absolutamente, i.e.

1X
k=�1

��� bf(k)��� <1:
Entonces la serie de Fourier de f converge uniformemente a f , es decir,

l��m
n!1

Sn(f)(x) = f(x); uniformemente en x.

Nótese que existen funciones continuas cuyas series de Fourier son divergentes.

¿Qué condiciones en f garantizan la convergencia absoluta de la serie de Fourier?

Como veremos en el próximo teorema la suavidad en f implicará convergencia

absoluta.

Teorema 15 Suponga que f es dos veces continuamente diferenciable en [��; �]. Entonces
f̂(k) = O( 1

k2
), cuando jkj ! 1,de manera que la serie de Fourier converge absoluta y

uniformemente para f .
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Prueba. Suponga que k 6= 0. Integrando por partes y usando la periodicidad de f tenemos
que

2�f̂(k) =

Z �

��
f(x)e�ikxdx

=
1

ik

Z �

��
f 0(x)e�ikxdx

=
1

(ik)2

Z �

��
f 00(x)e�ikxdx

= � 1

k2

Z �

��
f 00(x)e�ikxdx:

Luego como f 00(x) es continua, así en [��; �], está acotada y de allí tenemos que:���f̂(k)��� � c

k2

por tanto

f̂(k) = O(
1

k2
);

es decir que con condiciones de suavidad impuesta a la función podemos asegurar rapidez

de convergencia más rápida que cuadrática.

2.8. Distribuciones

Denotaremos C10 (
) el conjunto de funciones pertenecientes a C
1(
), con soporte

compacto en 
: Llamaremos funciones test a los elementos de C10 (
):

Ejemplo 16 Es fácil veri�car que la función dada por:

�(x) =

8<: ce
1

jxj2�1 si 0 � jxj � 1
0 si jxj � 1

pertenece a C10 (R):

La función anterior es un típico ejemplo de una función test.

A C10 (
) le dotaremos de una adecuada noción de convergencia. Obsérvese que el

símbolo

D� =
@�1

@x�11
:::
@�n

@x�nn
; ::::� = (�1; :::; �n);

denota la derivada de orden j�j = �1 + :::+ �n:
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De�nición 17 Sea f'kg � C10 (
) y ' 2 C10 (
): Diremos que

'k ! ' en C10 (
) cuando k !1,

si

1.) D�'k ! D�' uniformemente en 
 para toda � = (�1; :::; �n)

2.) Existe un conjunto compacto K � 
, conteniendo el soporte de toda 'k:
Es posible mostrar que el límite así de�nido es único. El espacio C10 (
) es denotado

por D(
), cuando lo equipamos con la noción anterior de convergencia.
Fijemos nuestra atención en los funcionales lineales de D(
): Si L es uno de éstos,

usaremos el corchete hL;'i para denotar la acción de L en la función test ':
Diremos que el funcional lineal

L : D(
)! R;

es continuo en D(
) si

hL;'ki ! hL;'i cuando 'k ! ' en D(
):

De�nición 18 Una distribución en 
 es un funcional lineal continuo en D(
): El conjunto
de distribuciones es denotado por D0(
):

Dos distribuciones F y G coinciden si toda acción en una función test es la misma,

es decir, si

hF;'i = hG;'i 8' 2 D(
):

Para toda u 2 L2(
) corresponde el funcional Iu cuya acción en ' es

hIu; 'i =
Z


u'dx:

El cual es ciertamente continuo en D(
): Por lo tanto Iu es una distribución en
D0(
): Nótese que la función Iu; puede ser identi�cada con u: Luego la noción de distribución
generaliza la noción de función.

Los mismos argumentos muestran que toda función u 2 L1loc(
) pertenece a D0(
)
y

hu; 'i =
Z


u'dx:
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D0(
) es un espacio lineal. Si �; � son escalares reales (o complejos), ' 2 D(
) y
L1;L2 2 D0(
), de�nimos

�L1 + �L2 2 D0(
) por medio de la fórmula,

h�L1 + �L2; 'i = � hL1; 'i+ � hL2; 'i .

En D0(
) podemos introducir una noción de convergencia débil: fLkg converge a
L en D0(
) si

hLk;'i ! hL;'i 8' 2 D(
).

Si 1 � p � 1; tenemos el encaje continuo

Lp(
)! L1loc(
)! D0(
).

Esto signi�ca que si uk ! u en Lp(
) o en L1(
); entonces uk ! u en D0(
):
Como observación de lo anterior podemos ver que las distribuciones son generali-

zaciones de las funciones localmente integrables.

Enunciaremos dos teoremas que serán útiles en lo que sigue, los cuales son teoremas

importantes tanto de la teoría de de integración, como del análisis de Fourier.

Teorema 19 (Teorema de la convergencia dominada)

Sea fgng una sucesión de funciones medibles e integrables convergiendo en medida
en casi todas partes a una función integrable g. Sea ffng una sucesión de funciones medibles
tales que jfnj � gn y fn converge a f en medida en casi todas partes. Suponga queZ

S
g(x)d�(x) = l��m

n!1

Z
S
gn(x)d�(x);

donde S es un conjunto medible. EntoncesZ
S
f(x)d�(x) = l��m

n!1

Z
S
fn(x)d�(x).

El teorema 18 es una generalización del teorema de la convergencia dominada

usual. En su forma más simple y más conocida tenemos gn = g para todo n.

Teorema 20 La transformada de Fourier de f 2 L1(Rn) es una función continua, acotada
y satisface la desigualdad ������f̂ ������

L1
� (2�)

�n
2 jjf jjL1 .
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En particular la aplicación f ! f̂ , es un operador acotado de L1(Rn; dx) en

L1(Rn; d�): Más aún vale el lema de Riemann-Lebesgue, es decir

l��m
j�j!1

bf(�) = 0.
2.9. Los espacios de Sobolev en Rn

Sea s 2 R: Los espacios de Sobolev en Rn son los siguientes subconjuntos de D0

Hs(Rn) = ff 2 D0
tal que (1 +

���2��) s2 f̂ 2 L2(Rn)g:
Por tanto bf = (1 + ���2��)� s

2h; con h 2 L2(Rn; d�):
El espacio Hs(Rn), s 2 R, es de Hilbert dotado del producto interno

hf; gi =
Z
Rn
(1 +

���2��)sf̂(�)ĝ(�)d�.
La norma correspondiente es evidentemente

jjf jj2s =
Z
Rn
(1 +

���2��)s ���f̂(�)���2 d�.
En particular, H0(Rn) = L2(Rn): L2s(Rn) denotará a los espacios L2 con peso. Por

otra parte

(1 + j�j2)
s
2 bf 2 L2(Rn; d�);

esto es bf es una función medible y
jjf jj2s =

Z
Rn
(1 +

���2��)s ���f̂(�)���2 d� <1:
Tenemos el siguiente teorema:

Teorema 21 Sean s; s0 2 R: Entonces:
i) Hs(Rn) � Hs0(Rn) si s � s0: Además de eso esta inclusión es continua y densa.

ii) (Hs(Rn))^ = L2(Rn; (1 + j�j2)sd�) = L2s(Rn)

iii) El dual topológico de Hs(Rn) es decir, la colección de todos los funcionales

lineales continuos de Hs(Rn) en C, es isométricamente isomorfo a H�s(Rn):
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Prueba. Nótese que s � s0 implica que

(1 + j�j2)
s0
2 � (1 +

���2��) s2 .
Por tanto, si f 2 Hs(Rn) se sigue que

jjf jjs0 �
Z
Rn
(1 +

���2��)s0 ���f̂(�)���2 d�
�

Z
Rn
(1 +

���2��)s ���f̂(�)���2 d� = jjf jj2s <1.
Esto prueba que

Hs(Rn) � Hs0(Rn))

y que la inclusión es continua. Para obtener la densidad, basta mostrar que

H1(Rn) = \�2RH�(Rn),

es denso en Hr(Rn), cualquiera que sea r 2 R: Sea f 2 Hr(Rn) y considere

ft = (e
�tj�j2 bf)_; t � 0,

entonces ft 2 H1(Rn) si t > 0: De hechoZ
Rn
(1 +

���2��)� ��(ft)^(�)��2 d�
=

Z
Rn
(1 +

���2��)��r(1 + ���2��)re�2tj�2j ���(f̂(�)���2 d�
�

"
sup
�2Rn

(1 +
���2��)��re�2tj�2j# jjf jj2r <1,

cualquiera que sean r; � 2 R: Observe ahora que

jjft � f jj2r
=

Z
Rn
(1 +

���2��)r ���1� e�tj�2j���2 ���(f̂(�)���2 d�.
El lado derecho de la última igualdad tiende a cero cuando t ! 0 por el teorema

de la convergencia dominada. Esto termina la demostración de i. Para las partes ii y iii,

remitimos al lector a [15].

Finalmente es interesante y extremadamente útil observar que si s es su�ciente-

mente grande entonces los elementos de Hs(Rn) son funciones continuas. Más precisamente,

vale el Lema de Sobolev o teorema de inmersión de Sobolev:
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2.10. Teorema de inmersión de Sobolev

Teorema 22 Sea s > n
2 : Entonces H

s(Rn) puede ser inmerso continuamente en el espacio

de funciones continuas de Rn que tienden a cero cuando jxj ! 1 y vale la desigualdad

jjf jjL1 � (2�)
�n
2

�Z
Rn
(1 +

���2��)�s� 12 jjf jjs .
Prueba. Vamos a probar que sobre las condiciones dadas bf(�) es una función integrable.
El resultado se sigue del teorema 19. TenemosZ

Rn

��� bf(�)��� d� =

Z
Rn
(1 +

���2��)� s
2 (1 +

���2��) s2 ��� bf(�)��� d�
� jjf jjs

Z
Rn

�
(1 +

���2��)�s� 12 <1,
toda vez que la integral del miembro derecho de la última desigualdad es �nita por la

hipótesis s > n
2 .

Observación 2.1 :Toda f 2 Hs(Rn); s > n
2 es Hölder-continua. Es decir una función

f : X ! Y; donde f es continua diremos que es Hölder-continua si existe C > 0 que

satisface la desigualdad

jf(x)� f(y)j � C jx� yj" para " > 0:

Para concluir este capítulo enunciamos un teorema que nos va a permitir trabajar

tanto de forma continua como discreta y esto último siendo de valiosa ayuda en el caso

periódico que nos interesa.

Teorema 23 La transformada de Fourier restringida a L2([��; �]) es una biyección entre
L2([��; �]) y l2(Z): Además de eso vale la identidad de Parserval

jjf jj22 = 2�
+1X
k=�1

��� bf(k)���2 = 2� ������ bf ������2
2
; f 2 L2([��; �]);

o equivalentemente

hf; gi = 2�
1X

k=�1

bf(k)ĝ(k) = 2� D bf; bgE f; g 2 L2([��; �]).
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Prueba. Dada � = (�k)k2Z 2 l2(Z); de�na para n 2 N;

 n(x) =
X
jkj�n

�ke
ikx

=
X
jkj�n

�k�k(x):

Es claro que  n 2 D, usando las relaciones de ortogonalidad

jj n �  mjj2L2 = 2�
X

n�jkj�m+1
j�kj2 ; (A)

donde sin pérdida de generalidad podemos suponer que n > m; como � 2 L2(Z); el lado

derecho (A) tiende a cero cuando n;m ! 1; y por tanto f ng1n=1 es una sucesión de
Cauchy en relación a la norma L2: Así existe f 2 L2([��; �]) tal que  n ! f en la norma

L2; por la unicidad de la serie de Fourier en D0, bf = �:

Recíprocamente, dada f 2 L2([��; �]), sea  n � D tal que  n ! f en la norma

L2:

Como  n ! f en D0, para todo k 2 Z;

df(k) =
1

2�
hf;��ki (B)

= l��m
n!1



 n;��k

�
= l��m

n!1
c n(k):

Por la identidad de Parseval (válida en D); tenemos:

jj n �  mjj2L2 = 2�
������c n � c m������

L2

Luego, f ng1n=1 es una sucesión de Cauchy en l2(Z), que es completo, y por tanto
 n ! � en l2(Z), para algún � 2 l2(Z). Entonces para todo k 2 Z;����k � b n(k)���2

�
+1X
l=�1

����l � b n(l)���2
= jj��  njj2L2 ! 0;

cuando n!1, y de (B), � = bf 2 l2(Z): Con esto probamos entonces que la transformada
de Fourier es una biyección entre L2([��; �]) y l2(Z):
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Este teorema nos dice entonces que L2([��; �]) es la colección de las �funciones�
de la forma

f =
+1X
k=�1

�k�k;

donde la convergencia de la serie en el sentido L2 es � = bf 2 l2(Z):
Para terminar esta sección, podemos resumir algunos de los resultados más impor-

tantes, sobre la serie de Fourier en la siguiente �gura, donde en cada caso la transformada

de Fourier b� es una biyección lineal con inversa continua �� y las inclusiones son continuas
con imagen densa, esto es, cada elemento del espacio mayor puede ser aproximada por una

sucesión en el espacio menor, la convergencia como es claro en el sentido del espacio mayor.

D ,! L2([��; �]) ,! D0

#" #" _ #"^

S(Z) ,! l2(Z) ,! S0(Z)

La �echa hacia arriba es la transformada de Fourier y la �echa hacia abajo indica

la transformada inversa de Fourier.

Expliquemos que son los espacios S(Z) y S(Rn):

S(Z) es el espacio de Schwartz también llamado el espacio de las sucesiones com-

plejas rápidamente decrecientes, es decir

� = (�k)k2Z

tales que
1X

k=�1
j�kj <1;

1X
k=�1

j�kj jkjn <1; n = 1; 2; ::::

Se puede mostrar que S(Z), es la imagen de ; D bajo la transformada de Fourier.

También podemos de�nir el espacio de Schwartz (o el espacio de funciones rápida-

mente decrecientes), denotado por S(Rn);como la colección de funciones

f : Rn ! C;

tales que

jjf jj�;� = sup
x2Rn

���x�@�f(x)��� <1;
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para todo par de multi-índices �; �:

Como observación �nal en este sentido, es importante comentar que el espacio

D, de las funciones C1 con soporte compacto, esta contenido en S(Rn): La contención

contraria no se da pues la función (Gaussiana ) de�nida por:


(x) = e
�x2
2 ; 
 : R! R;

está en S(R) pero no tiene soporte compacto.

2.11. Sobolev periódicos.

También podemos de�nir el espacio de Sobolev de orden s en el caso periódico de

la forma

Hs(
) = f� 2 }0 : jj�jj2Hs =
n=1X
n=�1

hni2s
����̂n���2 <1g;

donde } = C1per; hni =
p
1 + n2, con n 2 Z.

}, denota la colección de todas las funciones ' : R ! C, las cuales son C1 y

2��periódicas, }0 es el espacio dual topológico de }; es decir la colección de todos los
funcionales lineales y continuos de } a C, y a sus elementos le llamaremos distribuciones

periódicas que en la próxima sección de�niremos.

Claramente } es un subespacio vectorial de Cnper para todo n 2 N: } es denso
en Cnper, con respecto a las normas Cn, de�nidas anteriormente. Esto muestra que } no es

completo con respecto a esas normas. No existe una norma natural repecto a la cual }, es

un espacio de Banach. Sin embargo existe una distancia natural con respecto a la cual },

es un espacio de Banach.

d('; ) =
1X
j=0

2�j

������'(j) �  (j)������
1

1 +
������'(j) �  (j)������

1

,', 2 },

de�ne un métrica en } tal que

'n ! ' en } ()
������'(j) �  (j)������

1
! 0 n!1 8j = 0; 1; 2; :::.

Esta noción de convergencia es muy fuerte: 'n y todas sus derivadas convergen

uniformemente sobre R (a ' y sus derivadas). En particular 'n ! ' en } implica que

'n ! ' con respectos a todas las normas Lp, 1 � p � 1: Como veremos esto es muy
conveniente par nuestros propósitos.
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Teorema 24 (}; d) es un espacio métrico completo. Más aún, si ('n) � } y ' 2 },

entonces

'n ! ' en (}; d) ()
������'(j) �  (j)������

1
! 0 n!18j = 0; 1; 2; :::.

Observación 2.2 La completitud de (}; d), es una condición necesaria para que toda dis-

tribución periódica sea un funcional lineal continuo en }.

De�nición 25 Sea � = (�k)k2Z. La transformada inversa de Fourier de �, es la función

�_(x) =
1X

k=�1
�ke

ikx; x 2 R:

A�rmación 2.1 La transformada de Fourier ^ : } ! S(Z); es un isomor�smo y un ho-

meomor�smo, esto es, es lineal, inyectiva, sobre S(Z); y continua con inversa _ continua.

A�rmación 2.2 El espacio de Sobolev periódico es completo.

Prueba. Sea ffng una sucesión de Cauchy en Hs: Dado " > 0; existe N 2 Z+ tal que , si

m;n � N ) jjfn � fmjjHs < ":

En particular para cada x 2 


jjfn(x)� fm(x)jjHs < ",

y así para cada x ffn(x)gn�1 es una sucesión de Cauchy, por tanto existe el límite de la
sucesión ffn(x)gn�1: Además

jjf(x)jjHs = jjf(x)� fn(x) + fn(x)jjHs

� jjfn(x)� fn(x)jjHs + jjfn(x)jjHs

< "+ jjfnjjHs :

Luego f 2 Hs y Hs es completo.

Por tanto el espacio C([0; T ] : Hs) es un espacio normado completo. En el siguiente

teorema resumimos algunas propiedades de los espacios Sobolev escrito en su forma discreta

para el caso periódico.
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Teorema 26 a.) Para todo s 2 R; Hs = Hs([��; �]) es un espacio de Hilbert con relación
al producto interno

hf; gi = 2�
n=1X
n=�1

(1 + k2)sf̂(k)ĝ(k).

b.) Sean s; r 2 R; s � r: Entonces Hs está continua y densamente inmerso en Hr y

jjf jjr � jjf jjs para todo f 2 H
s.

El siguiente resultado conocido como el lema de Sobolev para el caso periódico nos

permite relacionar �derivadas débiles�con derivadas en el sentido clásico.

Teorema 27 Si s > 1
2 ; entonces H

s([��; �]) es continua y densamente inmerso en Cper y

jjf jj1 �
������f̂ ������

l1
� jjf jjHs ; f 2 Hs.

Prueba. Usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz y la hipótesis s > 1
2 tenemos que

X
k2Z

���f̂(k)��� =X
k2Z

(1 + k2)
s
2

���f̂(k)���
(1 + k2)

s
2

�
X
k2Z
((1 + k2)s

���f̂(k)���2) 12 (X
k2Z

1

(1 + jkj2)s
)
1
2

= (
X
k2Z

1

(1 + jkj2)s
)
1
2 jjf jjHs ,

por lo tanto ff̂(k)gk2Z 2 l1 y así

g(x) =
1X
�1

f̂(k)eikx

converge absolutamente y uniformemente en [��; �]: Por lo tanto g 2 Cper(2�):

Observación 2.3 Los espacios de Sobolev miden la diferenciabilidad de funciones en L2:

Por otra parte, la importancia de estos espacios, radican en su persistencia, es decir toman-

do condiciones iniciales en Sobolev, la solución de una ecuación diferencial evolutiva, en

particular no-lineal vivirá en el Sobolev.
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2.12. Distribuciones Periódicas.

De�nición 28 Un funcional lineal en };L : }! C; es llamada una distribución periódica

si existe una sucesión (	n)n�1 � } tal que

L(') = hL;'i = l��m
n!1

Z �

��
	n(x)'(x)dx;8' 2 }:

Observación 2.4 El conjunto de las distribuciones periódicas será denotado por }0:

Observación 2.5 Los elementos del espacio Sobolev periódico, son las distribuciones pe-

riódicas.

Proposición 2.1 Sea f 2 Cper; es decir una función continua y periódica. Entonces la

fórmula

hLf ; 'i =
Z �

��
f(x)'(x)dx; ' 2 },

de�ne una distribución periódica Lf . La función

f 2 Cper ! Lf 2 }0,

es lineal, inyectiva y continua en el sentido que si (fn)1n=1 � Cper converge uniformemente

a f entonces

hLfn ; 'i ! hLf ; 'i 8' 2 }:
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Capítulo 3

Problema no-lineal de ondas I

3.1. Problema lineal I

Estudiaremos el problema con datos iniciales periódicos, de�nido por la ecuación

diferencial parcial no-lineal tipo onda:8<: utt + 2�ut � �uxx = �� juj� u; t > 0
u(0; x) = �(x); ut(0; x) =  (x); x 2 


(3.1)

con � y  funciones 2�-periódicas y de clase C1, es decir �;  2 C1per(R;R). Aquí �; �; � y
� denotan constantes positivas.

Nos interesa hacer estimaciones asintóticas de la solución, para esto utilizaremos

como ambientes de estas soluciones a los espacios de Sobolev, es decir usaremos estos espa-

cios para garantizar existencia y unicidad de solución, además de garantizar que la solución

viva en el mismo espacio donde son tomados los datos iniciales, fenómeno que llamamos

persistencia y nos permite ser más exigentes con las hipótesis impuestas a los datos iniciales.

Usaremos también la transformada de Fourier como primer paso, en el caso linea-

lizado.

utt + 2�ut � �uxx = f(t; x); f 2 C1((0;1)� R);

donde f; �;  son periódicas con respecto a la variable espacial, es decir

f(t; 2� + x) = f(t; x);

'(x+ 2�) = '(x);

�(x+ 2�) = �(x):
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Entonces consideremos la ecuación,

utt + 2�ut � �uxx = f(t; x);

donde denotaremos a bun(t) = 1

2�

Z �

��
u(t; x)e�inxdx;

a la transformada de Fourier de u: De la misma forma

bfn(t) = 1

2�

Z �

��
f(t; x)e�inxdx:

denota la transformda de Fourier de f:

Procedamos entonces utilizando la transformada de Fourier.

e�inxutt + e
�inx2�ut � e�inx�uxx = e�inxf(t; x)

1

2�

Z �

��
(e�inxutt + 2e

�inx�ut � e�inx�uxx)dx = bfn(t)
@

@t2

Z �

��
e�inxudx+

@

@t

Z �

��
e�inxudx� �

Z �

��
e�inxuxxdx = bfn(t)

@

@t2

Z �

��
e�inxudx+

@

@t

Z �

��
e�inxudx� �

Z �

��
e�inxuxxdx = bfn(t)

u
00
n(t) + u

0
n(t)�

�

2�

Z �

��
uxxe

�inxdx = bfn(t):
Ahora aplicamos integración por partes para la integralZ �

��
e�inxuxxdx;

y en este proceso obtenemos:

1

2�

Z �

��
e�inxuxxdx = �n2bun(t);

así tenemos la ecuación diferencial ordinaria con datos iniciales8>><>>:
bu00n(t) + 2�bu0n(t) + �n2bun(t) = bfn(t);bun(0) = b�n;bu0n(0) = b n:

Resolvemos esta ecuación ordinaria por el método de variación de parámetros.

A esta ecuación ordinaria le asociamos el polinomio caracteristico, el cual es
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m2 + 2�m+ �n2 = 0;

���
p
�2 � �n2 = m:

Nótese que m, puede ser real o complejo segun el signo de �2 � �n2:p
�2 � �n2 2 R, �2 � �n2 � 0

, �2 � �n2

, n2 � �2

�

jnj � �p
�
:

Tómese N0 =
h��� �p

�

���i y veamos cual es la cara de la solución para jnj � N0:

yn(t) denotara la solución para cada n 2 Z+ donde jnj � N0, la solución de la

homogenea asociada es

yn = Ane
(��+

p
�2��n2)t +Bne

(���
p
�2��n2)t:

Buscamos una solución particular de la no-homogenea asociada, esto nos da lugar

al sistema: 8>><>>:
(1) A0n(t)e

(��+
p
�2��n2)t +B0n(t)e

(���
p
�2��n2)t = 0

A0n(t)e
(��+

p
�2��n2)t(��+

p
�2 � �n2)+

(2) B0n(t)e
(���

p
�2��n2)t(���

p
�2 � �n2) = bfn(t)

Resolvamos este sistema. De (1), obtenemos que

A0n(t) = �B
0
n(t)e

(���
p
�2��n2)t

e(��+
p
�2��n2)t

= �B0n(t)e(�2
p
�2��n2)t:

sustituyendo en (2), obtenemos

�B0n(t)e(�2
p
�2��n2)te(��+

p
�2��n2)t(��+

p
�2 � �n2)

+B0n(t)e
(���

p
�2��n2)t(���

p
�2 � �n2)

= B0n(t)e
(���

p
�2��n2)t(�2

p
�2 � �n2)

= bfn(t);
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por tanto:

bfn(t) = B0n(t)e
(���

p
�2��n2)t(�2

p
�2 � �n2)

B0n(t) = �
bfn(t)e(���p�2��n2)t

2
p
�2 � �n2

Bn(t) = �1
2

Z t

0

bfn(s)e(�+p�2��n2)s
2
p
�2 � �n2

:

por otra parte tenemos:

A0n(t) =
bfn(t)e(��p�2��n2)t
2
p
�2 � �n2

An(t) =
1

2

Z t

0

bfn(s)e(��p�2��n2)sp
�2 � �n2

ds:

Luego, la solución general de la no-homogenea es:

bun(t) = Ane
(��+

p
�2��n2)t +Bne

(���
p
�2��n2)t

+
1

2

Z t

0

bfn(s)e(�+p�2��n2)sp
�2 � �n2

dse(��+
p
�2��n2)t

�1
2

Z t

0

bfn(s)e(��p�2��n2)s
2
p
�2 � �n2

e(���
p
�2��n2)t:

La cual podemos escribir como:

bun(t) = Ane
(��+

p
�2��n2)t +Bne

(���
p
�2��n2)t

+
1

2

Z t

0

bfn(s)e��(t�s)+p�2��n2(t�s)p
�2 � �n2

ds

�1
2

Z t

0

bfn(s)e��(t�s)�p�2��n2(t�s)p
�2 � �n2

ds:

y considerano la diferencia de integrales tenemos que:

1

2

Z t

0

bfn(s)e��(t�s)+p�2��n2(t�s)p
�2 � �n2

ds� 1
2

Z t

0

bfn(s)e��(t�s)�p�2��n2(t�s)p
�2 � �n2

ds

=

Z t

0

bfn(s)e��(t�s)p
�2 � �n2

e
p
�2��n2(t�s) � e�

p
�2��n2(t�s)

2
ds

=

Z t

0

bfn(s)e��(t�s)p
�n2 � �2

ei
p
�n2��2(t�s) � e�i

p
�n2��2(t�s)

2i
dsZ t

0

bfn(s)e��(t�s)p
�n2 � �2

sen(
p
�n2 � �2(t� s)):



38

Por tanto podemos escribir la solución general de la ecuación no homogenea como:

bun(t) = Ane
(��+

p
�2��n2)t +Bne

(���
p
�2��n2)t

+

Z t

0

bfn(s)e��(t�s)p
�n2 � �2

sen(
p
�n2 � �2(t� s)):

Sólo nos falta conseguir An y Bn y esto lo hacemos gracias a las condiciones

iniciales. bun(0) = b�n;
luego

An +Bn = b�n ) An = b�n �Bn;
y por condición inicial

u0n(0) = b n;
tenemos que:

An(��+
p
�2 � �n2) +Bn(���

p
�2 � �n2) = b n;

y sustituyendo An = b�n �Bn, en la última ecuación tenemos que:
b n = (b�n �Bn)(��+p�2 � �n2) +Bn(���p�2 � �n2)

Bn(�2
p
�2 � �n2) = b n + b�n(��+p�2 � �n2)

Bn =
b n + b�n(��+p�2 � �n2)

�2
p
�2 � �n2

:

y luego

An = b�n + b n + b�n(��+p�2 � �n2)
2
p
�2 � �n2

;

An =
b n

2
p
�2 � �n2

+
b�n(���p�2 � �n2)

2
p
�2 � �n2

;

An =
b n

2
p
�2 � �n2

+
b�n(�+p�2 � �n2)

2
p
�2 � �n2

:

Así, sustituyendo los valores de An y Bn en la solución general de la ecuación no
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homogenea, tenemos:

bun(t) = (
b n

2
p
�2 � �n2

+
b�n(�+p�2 � �n2)

2
p
�2 � �n2

)e(��+
p
�2��n2)t

+(
b n + �n(��+p�2 � �n2)

�2
p
�2 � �n2

)e(���
p
�2��n2)t

+

Z t

0

bfn(s)e��(t�s)p
�n2 � �2

sen(
p
�n2 � �2(t� s)):

Trabajemos entonces los coe�cientes b�n y b n por separados. Iniciaremos con  n .b n
2
p
�2 � �n2

e(��+
p
�2��n2)t �

b n
2
p
�2 � �n2

e(���
p
�2��n2)t

=
b np

�2 � �n2
e��t

e�
p
�2��n2t � e

p
�2��n2t

2

=
b np

�n2 � �2
e��t

e�i
p
�n2��2t � ei

p
�n2��2t

2i

=
b np

�n2 � �2
e��tsen(

p
�n2 � �2t):

Hagamos lo propio con el término �n:b�n(�+p�2 � �n2)
2
p
�2 � �n2

)e(��+
p
�2��n2)t

+
�n(��+

p
�2 � �n2)

2
p
�2 � �n2

)e(���
p
�2��n2)t

=
2��np
�2 � �n2

e��t
e
p
�2��n2t � e�

p
�2��n2t

2

+b�ne��t e
p
�2��n2t + e�

p
�2��n2t

2

=
2�b�np
�n2 � �2

e��t
ei
p
�n2��2t � e�i

p
�n2��2t

2i

+b�ne��t ei
p
�n2��2t + e�i

p
�n2��2t

2

=
2�b�np
�n2 � �2

e��tsen(
p
�n2 � �2t) + b�ne��t cos(p�n2 � �2t):
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Así la solución general con los datos iniciales para jnj � N0 es:

un(t) =
b np

�n2 � �2
e��tsen(

p
�n2 � �2t)

+�n(
2�p

�n2 � �2
e��tsen(

p
�n2 � �2t) + e��t cos(

p
�n2 � �2t))

+

Z t

0

bfn(s)e��(t�s)p
�n2 � �2

sen(
p
�n2 � �2(t� s)):

Por otra parte para jnj > N0, tenemos : la solución a la ecuación homogenea

asociada es

y = Ane
��tsen(

p
�n2 � �2t) +Bne��t cos(

p
�n2 � �2t),

donde consideramos

pn =
p
�n2 � �2;

y haciendo variar los coe�cientes dependiendo de t; el método de variación de parámetros

nos lleva a plantear el siguiente sistema de ecuaciones:

8>>>>><>>>>>:
A0n(t)e

��tsen(pnt) +B0n(t)e
��t cos(pnt) = 0

�� A0n(t)e
��tsen(pnt) + e��t cos(pnt)pn � �B0n(t)e��t cos(pnt)

�B0n(t)e��tsen(pnt)pn = bfn(t)
La solución de este sistema es

An(t) = e�s
Z t

0
fn(s) cos(pns)

1

pn
ds

Bn(t) = �e�s
Z t

0
fn(s)sen(pns)

1

pn
ds;

y la solución general de la ecuación es

bun(t) = Ane
��tsen(pnt) +Bne

��t cos(pnt)

+

Z t

0

bfn(s)e��(t�s))sen(pn(t� s)) 1
pn
ds;

bun(0) = b�n; bu0n(0) = b'n sus condiciones iniciales.
y de esto obtenemos que:
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Bn = b�nbu0n(t) = ��Ane��tsen(pnt) +Ane��t cos(pnt)� �b�n cos(pnt)
+ e��tsen(pnt)b'n;bu0n(t) = ��Ane��tsen(pnt) +Ane��t cos(pnt)� �b�n cos(pnt)
+ e��tsen(pnt)b'n;

y para obtener An ,vemos que:

u0n(0) = A� �b�n = b'n:
Luego la solución de la ecuación ordinaria la escribimos como

bun(t) = (b n + �b�n) 1pn e��tsen(pnt) + e��t cos(pnt)b�n+Z t

0

cfn(s)e��(t�s)sen(pn(t� s)) 1
pn
ds:

La cual también podemos escribir como:

bun(t) = b n 1pn e��tsen(pnt) + b�n(� 1pn e��tsen(pnt) + e��t cos(pnt))
+

Z t

0

cfn(s)e��(t�s)sen(pn(t� s)) 1
pn
ds:

y tiene la misma expresión que para los jnj � N0:

Observación 3.1 La función sin(
p
z)p
z

es una función entera.

Ahora construimos el operador de Green, y así podemos escribir la solución de

nuestra ecuación en la siguiente forma, de�niendo el operador G cuyo dominio y contrado-

minio de este operador es:
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G : C1(R;R)! C1(R+ � R;R); de�nido por

G(t) (x) = e��t
1X

n=�1

b�n sen(pnt)pn
einx;

G(t) (x) = e��t
1X

n=�1

b neinx sin(tp�n2 � �2) 1p
�n2 � �2eG : C1(R;R)! C1(R+ � R;R);eG(t) = (2�+ @t)G(t);

eG(t)�(x) = e��t
1X

n=�1

b�neinx(sin(tp�n2 � �2) 1p
�n2 � �2

+ cos(t
p
�n2 � �2)):

Nótese que estos operadores de�nidos por series son uniformemente convergentes

en norma l1. Estudiemos por separado cada una de estas series.

El operador de�nido por

G(t) = e��t
1X

n=�1

b neinx sin(tp�n2 � �2) 1p
�n2 � �2

;

converge absolutamente, ya que

1X
n=�1

�����b neinx sin(tp�n2 � �2) 1p
�n2 � �2

�����
�

1X
n=�1

���b n���
����� 1p

�n2 � �2

����� ;
ya que el dato inicial  es in�nitamente diferenciable y por teorema 15 del capítulo 2,

bastaría que fuese de clase C2 para que sus coe�cientes de Fourier se fueran a cero más

rápido que cuadrático. Por tanto

1X
n=�1

���b n���
����� 1p

�n2 � �2

����� �
1X

n=�1

1

n3

y por criterio de Weierstrass la serie converge uniformemente en

(0;1)� R:

Análogamente la serie de�nida por

e��t
1X

n=�1
�̂ne

inx(sin(t
p
�n2 � �2) 1p

�n2 � �2
+ cos(t

p
�n2 � �2))
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converge absolutamente en

(0;1)� R

ya que si descomponemos la suma, en suma de series, cada serie por separado es absolu-

tamente convergente y por el criterio de Weierstrass la serie converge uniformemente en el

dominio señalado. De igual forma paraZ t

0
G(t� s)f(s)ds

la serie que esta integral de�ne es uniformemente convergente ya que suponemos f de clase

C1:

Luego escribimos bun(t), para n 2 Z, como
bun(t) = 1

pn
e��tsen(pnt)b n + e��t(cos(pnt) + �sen(pnt) 1pn )b�n

+

Z t

0

bfn(s)e��(t�s)sen(pn(t� s)) 1
pn
ds;

Por tanto escribimos la solución del problema lineal como

u(t; x) =

1X
n=�1

bun(t)einx
= e��t

1X
n=�1

b neinx sin(tp�n2 � �2) 1p
�n2 � �2

+ e��t
1X

n=�1

b�neinx(sin(tp�n2 � �2) 1p
�n2 � �2

+ cos(t
p
�n2 � �2))

+

Z t

0
e��(t�s)

1X
n=�1

bfn(s)einx sin((t� s)p�n2 � �2)) 1p
�n2 � �2

ds:

Nótese aqui, que bfn(s) conserva la propiedad de decaimiento, donde s es un

parámetro en el intervalo [0; t] con t > 0: Es decir gracias a la suavidad de f , podemos

asegurar que para cada s en [0; T ], bfn(s) se va a cero más rapido que cuadrático. De hecho
se va a cer más rápido que cualquier polinimio. La prueba es identica a la prueba del teorema

14 del capítulo 2. Luego de lo anterior tenemos que la fórmula de Duhamel para la solución

del problema lineal:

u(t; x) = G(t) + eG(t)�+ Z t

0
G(t� s)f(s)ds:
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Ahora iniciamos con una serie de lemas que nos permitiran construir las estima-

ciones que se quieren.

Lema 29 Sea � 2 Hs,  2 Hs�1, con s � 0. Entonces los siguientes estimados son

verdaderos para todo t > 0 y � = <e(��
p
�2 � �) > 0.������ eG(t)�������

Hs
� C jj�jjHs������ eG(t)�������

_Hs
� Ce��t jj�jj _Hs

jjG(t) jjHs � C jj jjHs�1

jjG(t) jj _Hs � C jj jj _Hs�1��������Z t

0
G(t� �)f(�)d�

��������
Hs

� C

Z t

0
jjf(�)jjHs�1 d���������Z t

0
G(t� �)f(�)d�

��������
_Hs

� Ce��(t��)
Z t

0
jjf(�)jj _Hs�1 d�

Prueba. Por la identidad de Parseval tenemos:

������ eG(t)�������2
Hs
=

1X
n=1

hni2s e�2�t
������

1p
�n2��2

sen(t
p
�n2 � �2)

+ cos(t
p
�n2 � �2)

������
2 ����̂n���2

� C jj�jj2Hs :

Luego tenemos un operador lineal y continuo de�nido en un subespacio denso de

Hs, para todo s 2 R, como lo son las funciones C1, y así por teorema de Hahn-Banach el
operador G(t), se puede extender de manera continua y canónica a todo Hs. Análogamente

se obtienen los demás estimados del lema.

jjG(t) jj2Hs =
1X

n=�1
e�2�t hni 2s

���sin(tp�n2 � �2)���2 ���� 1

�n2 � �2

���� ���b n���2
� C jj jj2Hs�1 :

En la misma forma obtenemos������ eG(t)�������2
_Hs

=

1X
jnj�1

hni2s e�2�t
������

1p
�n2��2

sen(t
p
�n2 � �2)

+ cos(t
p
�n2 � �2)

������
2 ����̂n���2

� Ce�2�t jj�jj2_Hs :
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y

jjG(t) jj2_Hs =

1X
n=�1

e�2�t hni 2s
���sin(tp�n2 � �2)���2 ���� 1

�n2 � �2

���� ���b n���2
� Ce�2�t jj jj :

Aplicando los estimados anteriores tenemos��������Z t

0
G(t� �)f(�)d�

��������
Hs

� C

Z t

0
jjG(t� �)f(�)jjHs d�

� C

Z t

0
jjf(�)jjHs�1 d� :

y ��������Z t

0
G(t� �)f(�)d�

��������
_Hs

�
Z t

0
jjg(t� �)f(�)jj _Hs�1 d�

� Ce��(t��)
Z t

0
jjf(�)jjHs�1 d�:

Por lo anterior el operador de Green G, queda de�nido con el siguiente dominio y

contradominio

G : C([0; T ] : Hs)! C([0; T ] : Hs):

3.2. Existencia local de solución moderada I

Probaremos la existencia local de solución, vía el mapeo de contracción.

Lema 30 Supongamos que el dato inicial � 2 Hs ,  2 Hs�1 con 1 � s > 1
2 y � > 0

.Entonces para algún tiempo T > 0 existe una única solución u(t; x) del problema periódico

(1.1).

Prueba. Denotemos por

N : C([0; T ] : Hs)! C([0; T ] : Hs);

N(u) = �� juj� u:
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En virtud del operador de Green G(t) del problema periódico (3.1) escribimos el

problema periódico no lineal en forma de ecuación integral

u(t; x) = eG(t)�+G(t) + Z t

0
G(t� �)N(u)(�)d� : (3.2)

Resolvemos la ecuación integral 3.2 usando el principio de contracción. De�nimos

la transformación

Av(t) = eG(t)�+G(t) + Z t

0
G(t� �)N(v)(�)d�;

en el espacio C([0; T ] : Hs):

Debemos estimar T > 0. Por la desigualdad :

jN(u)�N(v)j � C jjuj� + jvj�j ju� vj ;

tenemos lo siguiente:

jjN(u)�N(v)jjHs�1 � C(jjujj�Hs + jjvjj�Hs) jju� vjjHs s >
1

2
:

Probemos esta desigualdad.

s 2 (12 ; 1): s� 1 2 (�
1
2 ; 0)

L2 � Hs�1, veamos:

jj'jjHs�1 � jj'jjL2

ya que

jj'jjHs�1 =
1X

n=�1
hni2(s�1) jb'nj2

=

1X
n=�1

(1 + n2)s�1 jb'nj2
�

1X
n=�1

jb'nj2 , ya que (1 + n2)s�1 � 1
Luego

jjN(u)�N(v)jjHs�1 � jjN(u)�N(v)jjL2

� C jj(juj� + jvj�) ju� vjjjL2 ;

Por desigualdad de Hölder tenemos que:

jjN(u)�N(v)jjHs�1 � C jj(juj� + jvj�)jjL1 jju� vjjL2

� C(jjujjL1 + jjvjjL1) jju� vjjHs ;
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ya que

jj'jjL2 � jj'jjHs s >
1

2
: Teorema 21, capítulo 2.

tenemos que:

jjN(u)�N(v)jjHs�1 � C(jjujjHs + jjvjjHs) jju� vjjHs ;

y con esto probamos la desigualdad.

Gracias al lema 29, tenemos que:

Supt2[0;T ] jjAv(t)jjHs � Supt2[0;T ](
������ ~G(t)�������

Hs
+ jjG(t) jjHs

+

��������Z t

0
G(t� �)N(v)(�)d�

��������
Hs

)

� C jj�jjHs + C jj jjHs�1 + CTSupt2[0;T ] jjN(v)(t)jjHs�1

� C jj�jjHs + C jj jjHs�1 + CT jjvjj�+1 ;

podemos concluir que existe su�cientemente pequeño T que depende de la norma del dato

inicial

jj�jjHs + jj jjHs�1 ;

tomando v en la bola de radio 2C(jj�jjHs + jj jjHs�1), tenemos

Supt2[0;T ] jjAv(t)jjHs � 2C( jj�jjHs + jj jjHs�1):

Estimemos ahora la diferencia para u; v en la bola de radio 2C(jj�jjHs+ jj jjHs�1):

Supt2[0;T ] jjAu(t)�Av(t)jjHs � Supt2[0;T ] jjG(t� �)(N(u)(�)�N(v)(�)d� jjHs

� CTSupt2[0;T ] jju(�)� v(�)jjHs (jjujj�Hs + jjvjj�Hs)

� 1

2
Supt2[0;T ] jju(�)� v(�)jjHs ;

T > 0 es su�cientemente pequeño y dependiendo sólo de la norma de los datos iniciales.

Por tanto la transformación A es una contracción en la bola cerrada de radio

2C( jj�jjHs+jj jjHs�1) en el espacio C([0; T ] : Hs). Luego existe una única solución u(t; x) 2
C([0; T ] : Hs) del problema periódico (3.1).

De�nición 31 Una solución continua de la ecuación integral (3.2) la llamaremos una solu-

ción moderada (Mild solution), del problema de valor inicial (3.1).
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En lo que sigue con el objetivo de explicar en detalle como se logra ampliar el

dominio de de�nición de la solución de (3.1), nos apoyamos en las técnicas de [15], para

garantizar la existencia del límite

l��m
t!T�

jju(t)jjH1

que nos permite aplicar el principio de extensión explicado en el apéndice.

3.3. Existencia global de solución moderada I.

Lema 32 Supongamos que el dato inicial � 2 H1,  2 L2 . Entonces existe una única

solución en tiempo global u(t; x) 2 C([0;1] : H1) del problema periódico (3.1). Más aún

para todo " > 0 existe un tiempo T tal que

jju(t)jjHS + jjut(t)jjL2 � " para todo t � T:

Prueba. Usaremos estimados tipo energía. Sea u la solución construida en lema 30, multi-

pliquemos por 2ut + �u la ecuación (3.1). Entonces integrando sobre 
, tenemos :

0 =

Z


(2ututt+4�u

2
t � 2�utuxx + 2� juj

� utu+ � uttu+ 2�
2utu� ��uxx + �� juj�+2)dx:

Entonces integrando por partes y tomando las condiciones de frontera periódicas

tenemos
dE

dt
+H = 0

donde la energía

E =

Z


(u2t + �ut + �

2u2 + �u2x �
2�

� + 2
juj�+2)dx

y

H =

Z


(3�u2t +

�

2
�u2x + �� juj

�+2)dx:

Nótese que H � 0. Por otra parte dE
dt � 0. Integrando es claro que E(t) � E(0).

lo cual nos da los siguientes estimados para la solución

jju(t)jjH1 + jjut(t)jjL2 + jju(t)jjL�+2 < C para todo t 2 [0; T ]

Nótese que una solución moderada de�nida en [0; T ] puede ser extendida a un

intervalo [0; T + �]; � > 0 por de�nir

u(t+ t1) = w(t)
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donde w(t) es una solución moderada de8>><>>:
wtt + 2�wt � wxx = �� jwj� w

w(0; x) = u(t1; x)

w(0; x) = ut(t1; x)

La existencia de un intervalo de longitud � > 0 es asegurado por teorema de

existencia local de solución.

Aseguremos que el siguiente límite existe

l��m
t!T�

jju(t)jjH1

Veamos: consideremos 0 < � < t < t0 < T y estimemos la diferencia����u(t0)� u(t)����
H1 :

Así tenemos que����u(t0)� u(t)����
H1 = ������

������
eG(t0)�+G(t0) + R t0 G(t0 � s)N(u)(s)ds
� eG(t)��G(t) � R t0 G(t� s)N(u)(s)ds

������
������
H1

�
������ eG(t0)�� eG(t)�������

H1
+
������ eG(t0) � eG(t) ������

H1

+

������
������ (

R t��
0 +

R t
t��)

(G(t0 � s)�G(t� s))N(u)(s)ds

������
������
H1

+

�����
�����
Z t0

t
(G(t0 � s)N(u)(s)ds

�����
�����
H1

�
������ eG(t0)�� eG(t)�������

H1
+ C1

Z t��

0

����G(t0 � s)�G(t� s)����
H1 ds+

C� + (t
0 � t)C

G es un operador continuo, luego

(t; t0) ! T� )
����u(t0)� u(t)����

H1 ! 0

) u(t)! u(T ) cuando t! T� ya que H1 es completo.
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así el

l��m
t!T�

jju(t)jjH1 = jju(T )jjH1

Luego tenemos

jju(t)jjH1 < C 8t 2 [0; T ]

y como la constante C no crece, siempre podremos extender el problema de Cauchy inter-

valos regulares de tiempo de longitud �; y por tal razon existe solución

u(t; x) 2 C([0;1] : H1):

Por otra parte

dE

dt
= �H(t)

E(t)� E(0) = �
tZ
0

H(s)ds

Lo que implica que
1Z
0

H(s)ds <1

Por tanto

8" > 0 9T > 0 tal que H(T ) � "

De esto último tenemos que

jju(t)jjH1 + jjut(t)jjL2 + jju(t)jjL�+2

� C2E(t) � C2E(T )

� C2
C1
(jju(T )jjH1 + jjut(T )jjL2 + jju(T )jjL�+2)

<
C2
C1
"1 < " con "1 < "C1,

Luego

jju(t)jjH1 + jjut(t)jjL2 < " para todo t � T ,

ya que E(t) decae para todo t � 0: Así el lema 32 está probado.
Recordemos que

u(t; x) = eG(t)�(x) +G(t) (x) + Z t

0
G(t� s)N(u)(s)ds:
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A�rmación 1:

u(t; x) 2 C([0;1] : H1).

Sea T > 0, y consideremos el intervalo [0; T ]. Por el operador contracción existe

vn(t) 2 C([0;1] : H1), con A(vn(t)) = vn+1(t), tal que

jjvn+1(t)jjH1 �
������ eG(t)�(x)������

H1
+ jjG(t) (x)jjH1 + C

Z t

0
jjN(vn)(s)jjL2 ds

� C jj�jjH1 + C jj jjL2 + CT sup
t2[0;T ]

jjvn(t)jj�+1H1

� C jj�jjH1 + C jj jjL2 :

Tomando límite obtenemos

jju(t)jjH1 � C jj�jjH1 + C jj jjL2 :

A�rmación 2:

ut 2 C([0;+1] : L2):

(un)t(t; x) =
@

@t
eG(t)�(x) + @

@t
G(t) (x) +

Z t

0

@

@t
G(t� s)N(vn)(s)ds

@

@t
eG(t)�(x) = ��e��t

1X
n=�1

b�neinx(sin(tp�n2 � �2) 1p
�n2 � �2

+cos(t
p
�n2 � �2)) +

e��t
1X

n=�1

b�neinx(cos(tp�n2 � �2)
�
p
�n2 � �2 sin(t

p
�n2 � �2))

Estimemos entonces @
@t
eG(t)�(x) en L2:

�������� @@t eG(t)�(x)
��������2
L2

= �2e�2�t
1X

n=�1

���c�n���2
������ sin(t

p
�n2 � �2) 1

j�n2��2j

+cos(t
p
�n2 � �2)

������
2

+e�2�t
1X

n=�1

���c�n���2
������ cos(t

p
�n2 � �2)�p

�n2 � �2 sin(t
p
�n2 � �2)

������
2

:
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Análogamente

@

@t
G(t) (x) = ��e��t

1X
n=�1

b n sen(tp�n2 � �2)p
�n2 � �2

einx

+e��t
1X

n=�1

b n cos(tp�n2 � �2)einx.
�������� @@tG(t) (x)

��������2
L2

= �2e�2�t
1X

n=�1

���b n���2 sen2(tp�n2 � �2)j�n2 � �2j

+e�2�t
1X

n=�1

���b n���2 cos2(tp�n2 � �2).

Observación 3.2 De lo anterior, concluimos que u; ut; convergen en sentido de L2:

3.4. Lemas auxiliares

Por lema 32 podemos reducir el estudio de la soluciones asintóticas al caso de

pequeño dato inicial. En lo que sigue probaremos un resultado auxiliar. Consideremos la

ecuación diferencial ordinaria :

y00 + 2�y0 = �� jyj� y + '(t): (3.3)

Observación 3.3 Podemos reescribir la ecuación diferencial anterior, como un sistema de

primer orden, por hacer los siguientes cambios de variables8<: y0 = x2

y = x1;

luego
d

dt
(x1; x2) = (x2;�� jx1j� x1 + '(t)):

Considerando X = (x1; x2) y

F (x1; x2) = (x2;�� jx1j� x1 + '(t))
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tenemos
d

dt
X = F (X):

Por teorema de existencia y unicidad de ecuaciones diferenciales ordinarias, existe

una única solución de clase C1, de�nida para todo t > 0, en particular de las hipótesis de

los próximos lemas F , está acotada y esto nos permite extender la solución para todo tiempo

positivo.

Lema 33 Sea ' 2 C([O;1)) y j'(t)j � C hti�
1
�
� 3
2 . Supongamos que jy(t)j + jy0(t)j � ";

para todo t � 0, donde " > 0 es su�cientemente pequeño. Entonces las soluciones de la

ecuación (2.3) satisfacen los estimados

hti
1
� jy(t)j+ hti

1
�
+ 1
2
��y0(t)�� � C: (3.4)

Prueba. Multiplicamos (3.3) por 2y0 + jyj� y, entonces

d

dt
E(t) = �(4�� (1 + �) jyj�)(y0)2 � � jyj2+2� + (2y0 + jyj� y)'(t);

donde E(t)

E(t) = (y0)2 + jyj� yy0 + 2(�+ �)
2 + �

��y2+��� :
Nótese que ��jyj� yy0�� � 1

2

��y2+2���+ 1
2
(y0)2;

luego por la condición jyj � ", tenemos el estimado

E(t) � 1

2
(y0)2 +

�+ �

2 + �
jyj2+� :

También tenemos el estimado

� (4�� (1 + �) jyj�)(y0)2 � � jyj2+2� + (2y0 + jyj� y)'(t)

� �2�(y0)2 � �

2
jyj2+2� + C'2(t):

Luego tenemos que

d

dt
E(t) � �CE

2+2�
2+� (t) + C'2(t): (3.5)

Integrando esta desigualdad, damos lugar al estimado

E(t) � C hti�1�
2
�
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Esto implica que los estimados del lema 33 son probados.

Ahora estudiamos el caso de pequeño dato inicial.

Lema 34 Sea ' 2 C([O;1)) y j'(t)j � C"1+� hti�
1
�
� 3
2 . Supongamos que jy(0)j � "

jy0(0)j � "1+
�
2 , donde " > 0 es su�cientemente pequeño. Entonces las soluciones de la

ecuación (2.3) satisfacen los estimados

jy(t)j � C" hti�
1
� ;

��y0(t)�� � C"1+
�
2 hti�

1
�
� 1
2 : (3.6)

Prueba. Considerando (3.5) nuevamente

d

dt
E(t) � �CE

2+2�
2+� (t) + C"2+2� hti�

2
�
�3 : (3.7)

Integrando (3.7) tenemos el estimado��y0��2 + jyj2+� � CE(t) � C"2+� hti�1�
2
� :

Esto implica el estimado de decaimiento (3.6).

3.5. Estimados de decaimiento I

Teorema 35 Supongamos que el dato inicial � 2 H1 y  2 L2 . Entonces existe una única
solución u(t; x) 2 C([0;1) : H1) del problema periódico (1;1) el cual obedece los estimados

de decaimiento:

jju(t)jjL1 � C hti�
1
� ; jj@tu(t)jjL1 � C hti�

1
�
� 1
2 : (*)

Prueba. Existencia global de una única solución u(t; x) 2 C([0;1) : H1) del problema

periódico no lineal (3.1) viene del lema 33. Despues de un tiempo T , tenemos el estimado

jju(t)jjH1 + jjut(t)jjL2 � "; (3.8)

para todo t � T .

Para probar la relación asintótica de la solución consideramos el problema pe-

riódico (3.1) con el tiempo inicial T . Por el cambio t0 = t � T , reescribimos el problema
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periódico (3.1) con el tiempo inicial en el origen y pequeños datos iniciales � 2 H1;  2 L2:
Denotaremos el valor medio de la solución por

h(t) = û0(t) =
1

2�

Z


u(t; x)dx

=
1

2�

Z �

��
f(G(t)�+G(t) + Z t

0
G(t� �)N(u)(�))d�

=
1

2�

Z �

��
eG(t)�dx+ 1

2�

Z �

��
G(t) dx+

1

2�

Z �

��
(

Z t

0
G(t� �)N(u)(�))d�)dx

=
1

2�

Z �

��
(2�+ @t)G(t)�dx+

1

2�

Z �

��
(e��t

1X
n=�1

b neinx sin(tp�n2 � �2) 1p
�n2 � �2

)dx+ cos(t
p
�n2 � �2))dx

+
1

2�

Z t

0
(

Z �

��
G(t� �)Nu(�))dx)d�

=
1

2�

Z �

��
(e��t

1X
n=�1

�̂ne
inx(sin(t

p
�n2 � �2) 1p

�n2 � �2
+ cos(t

p
�n2 � �2))dx

+ e��t
1X

n=�1
sin(t

p
�n2 � �2) 1p

�n2 � �2
b n 12�

Z �

��
einxdx

+

Z t

0
G(t� �)N0(u)(�)d�

= e��t(
1X

n=�1
sin(t

p
�n2 � �2) 1p

�n2 � �2
+ cos(t

p
�n2 � �2))�̂n

1

2�

Z �

��
einxdx

+ e��t
1X

n=�1

b 0 sin(tp�n2 � �2) 1p
�n2 � �2

+

Z t

0
G(t� �) bN0(u)(�)d�

= bG(t)b�0 +G(t)b 0 + Z t

0
G(t� �) bN0(u)(�)d� :

Para h(t) obtenemos de la ecuación

h00(t) + 2�h0(t) = N̂0(h+ r); (3.9)

donde

N̂0(u) =
��
2�

Z


ju(t; x)j� u(t; x)dx:

Para la función r(t; x) tenemos la ecuación integral :

r(t) = u� h

= ~G(t)(�� �0) +G(t)( �  0) +
Z t

0
G(t� �)(N(u)(�)�N0(u)(�))d� : (3.1)
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Nótese que por (1.8) tenemos el estimado

jh(t)j+
��h0(t)�� � ";

para todo t � 0.
Probaremos el siguiente estimado:

jjr(t)jj _H1 < c"e��t (3.11)

para todo t � 0, donde 0 < � < � y � = <e(��
p
�2 � �) > 0.

Probaremos estimado (3.11) por contradicción. Supongamos que (3.11) es no válido

en algún tiempo T1, entonces por la continuidad tenemos que:

jjr(t)jj _H1 � c"e��t; (3.12)

para todo t 2 [0; T1], ya que en tiempo t = 0, tiene modulo menor que " en norma _H1 y en

esta norma r(t), es continua.

Luego por (3.8) y (3.12) encontramos el estimado:

jjN(u)(t)jj2_H0 =
X
jnj�1

���\N(u)n���2
= jjN(u)�N(h)jj2_H0

� jjN(u)�N(h)jj2H0

� jjN(u)�N(h)jj2L2

� C(jjujj2�L1 + jhj
2�) jjrjj2L2

� C"2+2�e�2�t:

para todo t 2 [0; T1].
Tenemos que

jjr(t)jj _H1 � C"e��t + C

Z t

0
e��(t��) jjN(u)(t)jj _H0 d�

� C"e��t + C"1+�e��t
Z t

0
e(���)�d�

< C"e��t;

donde " > 0 es su�cientemente pequeño. Luego el estimado (3.11) es verdadero para todo

t � 0. Consideraremos la evolución del valor medio de la solución

h00(t) + 2�h0(t) = �� jhj� h+ '(t);
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donde

'(t) = jhj� h� 1

2�

Z


ju(t; x)j� u(t; x)dx;

j'(t)j �
���� 12�

Z


(ju(t; x)j� u(t; x)� jhj� h)dx

����
� C(jjujj�L1 + jhj

�) jjr(t)jjL1 :

por lema 33, tenemos el estimado:

hti
1
� jh(t)j+ hti

1
�
+ 1
2
��h0(t)�� � C:

Este estimado con desigualdad (3.11) nos da el estimado (*) para las soluciones.

3.6. Asintótica de solución moderada I

Teorema 36 Supongamos que el dato inicial � 2 H1,  2 L2 son su�cientemente pequeños
jj�jj _H1 + jj jjL2 � ". Más aún , el valor medio �̂0 = 0 . Entonces la siguiente relación

asintótica es cierta:

u(t; x) = At�
1
� +O(t�

1
�
� 1
2 );

cuando t!1 uniformemente con respecto a x 2 
, donde A = 2�( 2���)
1
� .

Prueba. Como en la sección previa por (3.3) y (3.6) y estimados del lema 29, encontramos

jjr(t)jj _H1 � C"1+
�
2 e��t + C

Z t

0
e��(t��) jjN(u)(�)jj _H0 d�

� C"1+
�
2 e��t + C"1+�e��t

Z t

0
e(���)�d�

� C"1+
�
2 e��t:

donde " > 0 es su�cientemente pequeño.

Luego el estimado

jjr(t)jj _H1 � C"1+
�
2 e��t; (3.13)

es verdad para todo t � 0:
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Luego aplicamos el lema 34, para obtener los estimados

jh(t)j � C" hti
1
� (3.14)��h0(t)�� � C"1+
�
2 hti�

1
�
� 1
2 :

Colocando

z = h0 + 2�h;

podemos reescribir la ecuación (3.7) como

dz

dt
= �� jzj� z(1� q(t)) (3.15)

donde

q(t) =
�(t)

jzj� z ;

� = �(2�)�1��;

�(t) = jzj� z � (2�)
1+�

2�

Z


ju(t; x)j� u(t; x)dx;

= jzj� z � (2�)
1+�

2�

Z


ju(t; x)j� u(t; x)dx

y

z(0) = h0(0) + 2�h(0)

= h0(0) + 2�"

= 2�"�O("1+
�
2 ) > 0:

En virtud del estimado (3.2), tenemos

j�(t)j =
����(2�)1+�2�

Z


ju(t; x)j� u(t; x)dx� jzj� z

���� (3.16)

� C

Z


(ju(t; x)j� + jh(t)j�) jjr(t)jj _H1 + C(jzj� + jh(t)j�)

��h0(t)��
� C"�"1+

�
2 e��t + C"2�+1 hti�

1
�
� 3
2

� C"1+
3
2
� hti�

1
�
� 3
2 :

Integrando con respecto al tiempo, tenemos :

z(t) = z(0)(1 + �� jz(0)j� (t�
Z t

0
q(�)d�))�

1
� :
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Probaremos el estimado:

jq(t)j < 1

2
hti�

1
2 t � 0; (3.17)

jq(0)j = j�(0)j
jz(0)j� z(0) =

j�(0)j
jz(0)j�+1

� C"1+
3
2
�

"1+�
= C"

1
2 :

Por la continuidad en el tiempo, podemos encontrar un intervalo de tiempo maxi-

mal [0; T ], tal que el estimado es verdadero

jq(t)j � 1

2
hti�

1
2 ; t 2 [0; T ]: (3.18)

Luego :

jz(t)j1+� � jz(0)j1+� (1 + ��

2
jz(0)j� t)�1�

1
� ;

y por (3.16) tenemos:

jq(t)j � j�(t)j
jz(0)j1+�

(1 +
��

2
jz(0)j� t)1+

1
�

< C"
�
2 hti�

1
�
� 3
2 (1 +

��

2
"�t)

1
�
+1

<
1

2
hti�

1
2 ;

para todo t 2 [0; T ].
Como " > 0 es su�cientemente pequeño, por tanto el estimado (3.18) es cierto para

todo t � 0. Por ecuaciones (3.17) y (3.16) tenemos lugar a las siguiente relación asintótica

jz(t)j1+� � jz(0)j1+� (1 + ��

2
jz(0)j� t)�1�

1
� :

En virtud de (3.13) y (3.14) tenemos el estimado:����u(t; x)� z(t)

2�

���� � jr(t; x)j+ ����h0(t)2�

���� � C hti�
1
�
� 1
2 :

Luego la relación asintótica (0.3) es verdadera y el teorema (36) es probado.

u(t; x) = At�
1
� +O(t�

1
�
� 1
2 ):
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Capítulo 4

Problema no-lineal de ondas II

Estudiamos el comportamiento asintótico de soluciones para el problema periódico

no lineal de ondas disipativo8<: utt + 2�ut � �uxx = �� juj� u+ f(t; x); t > 0
u(0; x) = �(x); ut(0; x) =  (x); x 2 


(4.1)

donde 
 = [��; �], �; �; �; � > 0:
Consideramos soluciones de la ecuación (4.1), las cuales satisfacen condiciones de

frontera periódica u(t; x) = u(t; 2� + x) para todo x 2 R y t > 0, con datos iniciales �(x) y
 (x) 2� periódicos.

Nótese que este problema generaliza lo hecho en capítulo 3, en caso de considerar f ,

no identicamente cero. Esta generalización es importante pues involucra una fuerza externa

la cual tiene in�nidades de interpretaciones físicas, como por ejemplo podemos medir según

la magnitud de esta fuerza como varía la amplitud de la onda y como se deforma la onda

con el tiempo. También existen aplicaciones de esta ecuación diferencial (4.1) a problemas

en teoría cuántica de campos. Iniciemos nuestras estimaciones.

Basándonos en los resultados del capitulo 3, iniciamos nuestro capitulo 4, con dos

lemas que nos dan el camino para probar nuestros teoremas principales.
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4.1. Existencia local de solución moderada II

Lema 37 Supongamos que el dato inicial � 2 Hs,  2 Hs�1, f 2 Hs con 1 � s > 1
2 , � > 0

y la siguiente condición cualitativa sobre f :

jjf jjHs � C hti�
1
�
� 3
2 ;

para t � 0 . Entonces para algún tiempo T > 0 existe una única solución

u(t; x) 2 C([0; T ] : Hs)

del problema periódico (4.1).

Prueba. Denotemos por N(u) = �� juj� u:
En virtud del operador de Green G(t) del preblema periódico (4.1) escribimos el

problema periódico no lineal en forma de ecuación integral

u(t) = eG(t)�+G(t) + Z t

0
G(t� �)f(�)d� +

Z t

0
G(t� �)N(u)(�)d� : (4.1)

u(t) = eG(t)�+G(t) + R t0 G(t� �)f(�)d� + R t0 G(t� �)N(u)(�)d�:
Resolvemos la ecuación integral usando el principio de contracción. De�nimos la

transformación

Av(t) = eG(t)�+G(t) + Z t

0
G(t� �)f(�)d� +

Z t

0
G(t� �)N(v)(�)d� ;

en el espacio C([0; T ] : Hs).

Debemos estimar T > 0.

Por la desigualdad :

jN(u)�N(v)j � C jjuj� + jvj�j ju� vj ;

tenemos lo siguiente:

jjN(u)�N(v)jjHs�1 � C(jjujj�Hs + jjvjj�Hs) jju� vjjHs s >
1

2
:
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Gracias al lema 29 capítulo 3, tenemos que:

sup
t2[0;T ]

jjAv(t)jjHs

� sup
t2[0;T ]

(
������ eG(t)�������

Hs
+ jjG(t) jjHs

+

��������Z t

0
G(t� �)N(v)(�)d�

��������
Hs

+

��������Z t

0
G(t� �)f(�)d�

��������
Hs

)

� C jj�jjHs + C jj jjHs�1 + CT sup
t2[0;T ]

jjN(v)(t)jjHs�1 +

CT sup
t2[0;T ]

jf j

� C jj�jjHs + C jj jjHs�1 + CT jjvjj�+1Hs + CT sup
t2[0;T ]

jjf jjHs�1 :

Con la hipótesis cualitativa sobre f la cual es jjf jjHs � C hti
�1
�
� 3
2 con s > 1

2 ,

podemos concluir que existe su�cientemente pequeño T que depende de la norma del dato

inicial jj�jjHs + jj jjHs�1 tal que

sup
t2[0;T ]

jjAv(t)jjHs � 2C( jj�jjHs + jj jjHs�1):

Estimemos ahora la diferencia:

sup
t2[0;T ]

jjAu(t)�Av(t)jjHs � sup
t2[0;T ]

jjG(t� �)(N(u)(�)�N(v)(�)d� jjHs

� CT sup
t2[0;T ]

jju(�)� v(�)jjHs (jjujj�Hs + jjvjj�Hs)

� 1

2
sup
t2[0;T ]

jju(�)� v(�)jjHs

T > 0 es su�cientemente pequeño.

Por tanto la transformación A es una contracción en la bola cerrada de radio

2C( jj�jjHs+jj jjHs�1) en el espacio C([0; T ] : Hs). Luego existe una única solución u(t; x) 2
C([0; T ] : Hs) del problema periódico.

4.2. Existencia global de solución moderada II

Lema 38 Supongamos que el dato inicial � 2 Hs,  2 L2 y f 2 Hs con hipótesis (�) para
t � 0. Entonces existe una única solución en tiempo global u(t; x) 2 C([0;1] : H1) del

problema periódico (1.1). Más aún para todo " > 0 existe un tiempo T tal que

jju(t)jjHS + jjut(t)jjL2 � " para todo t � T:
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Prueba. Usaremos estimados tipo energía. Sea u la solución construida en (lema 37).

Multipliquemos por 2ut + �u la ecuación (4.1). Entonces integrando sobre 
, tenemos :

2f(t)(ut + �u) =

Z


(2ututt+4�u

2
t � 2�utuxx + 2� juj

� utu+ � uttu+ 2�
2utu

� ��uxx + �� juj�+2)dx:

Integrando por partes y tomando las condiciones de frontera periódicas nos queda lo sigu-

iente
dE

dt
+H = 2f(t)(ut + �u)

donde la energía

E =

Z


(u2t + �ut + �

2u2 + �u2x �
2�

� + 2
juj�+2)dx y

H =

Z


(3�u2t +

�

2
�u2x + �� juj

�+2)dx:

Nótese que H(t) � 0 para t 2 [0; T ]. Luego como 2f(t)(ut + �u) tiene norma

pequeña para T grande y se hace más pequeña cad vez que t crece, se tiene que dE
dt � 0

para t 2 [0; T ]. Es claro que integrando la desigualdad anterior obtenemos E(t) � E(0), lo

cual nos da los siguientes estimados para la solución

jju(t)jjH1 + jjut(t)jjL2 + jju(t)jjL�+2 � C;

para todo t > 0:

Entonces por un razonamiento análogo a lo hecho en el capítulo 3, tenemos la

existencia en tiempo global de la solución u(t; x) 2 C([0;1] : H1); del problema periódico

(4.1). También tenemos el estimado Z 1

0
H(t)dt � C:

Esto implica que para todo " > 0 existe un tiempo T tal que

jju(T )jjH1 + jjut(T )jjL2 � ":

Como la energíaE(t) decae en el tiempo tenemos:

jju(t)jjH1 + jjut(t)jjL2 � ";

para todo t � T .

Por lema 38 podemos reducir el estudio de las asintóticas al caso de pequeño dato

inicial.
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4.3. Estimados de decaimiento II

Teorema 39 Supongamos que el dato inicial � 2 H1,  2 L2 y f 2 Hs con hipótesis

cualitativa jjf jjHs � C hti�
1
�
� 3
2 con s > 1

2 . Entonces existe una única solución

u(t; x) 2 C([0;1) : H1)

del problema periódico (1;1) el cual obedece los estimados de decaimiento

jju(t)jjL1 � C hti�
1
� ; jj@tu(t)jjL1 � C hti�

1
�
� 1
2

Prueba. Existencia global de una única solución u(t; x) 2 C([0;1) : H1) del problema

periódico no lineal (1.1) viene del lema 38. Despues de un tiempo T , tenemos el estimado

jju(t)jjH1 + jjut(t)jjL2 � "; (4.3)

para todo t � T .

Para probar la relación asintótica de la solución, consideramos el problema pe-

riódico (4.1) con el tiempo inicial T . Por el cambio t0 = t � T , reescribimos el problema

periódico (4.1) con el tiempo inicial en el origen y pequeños datos iniciales � 2 H1;  2 L2:
Denotaremos el valor medio de la solución por

h(t) = û0(t) =
1

2�

Z


u(t; x)dx

u(t; x) = h(t) + r(t; x)

Para h(t) obtenemos de la ecuación

h00(t) + 2�h0(t) = N̂0(h+ r) + f0(t) (4.4)

N̂0(u) =
��
2�

Z


ju(t; x)j� u(t; x)dx

f0(t) =
1

2�

Z


f(t; x)dx:

Para la función r(t; x) tenemos la ecuación integral:

r(t) = u� h

= ~G(t)(�� �0) +G(t)( �  0) +
Z t

0
G(t� �)(N(u)(�)�N0(�))d�

+

Z t

0
G(t� �)(f(�)� f0(�))d� , (4.5)
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Nótese que por (4.3) tenemos el estimado

jh(t)j+
��h0(t)�� � " ; t � 0

Probaremos el siguiente estimado:

jjr(t)jj _H1 < c"e��t; t � 0; donde 0 < � < �, y � = <e(��
p
�2 � �) > 0: (4.6)

Probaremos estimado (4.6) por contradicción. Supongamos que (4.6) no se cumple

en algún tiempo T1, razonando de manera similar a lo hecho en capítulo 3, tenemos entonces

que por la continuidad :

jjr(t)jj _H1 � c"e��t, t 2 [0; T1]: (4.7)

Luego por

(4.3) y (4.7) encontramos el estimado:����N(u)(�)����2_H0 = X
jnj�1

���\N(u)n���2
= jjN(u)�N(h)jj2_H0

� jjN(u)�N(h)jj2H0

� jjN(u)�N(h)jj2L2

� C(jjujj2�L1 + jhj
2�) jjrjj2L2

� C"2+2�e�2�t:

para todo t 2 [0; T1].
Por hipótesis sobre f

jjf(t; x)jj2_H0 � C hti�
1
�
� 3
2 ; t � 0;

tenemos que

jjr(t)jj _H1 � C"e��t + C

Z t

0
e��(t��) jjN(u)(t)jj _H0 d�+ (4.8)

C

Z t

0
e��(t��) jjf(t; x)jj _H0 d�

� C"e��t + C"1+�e��t
Z t

0
e(���)�d�

< C"e��t:
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donde " > 0 es su�cientemente pequeño. Luego el estimado (4.6) es verdadero para todo

t � 0. Consideraremos la evolución del valor medio de la solución

h00(t) + 2�h0(t) = �� jhj� h+ '(t):

Donde

'(t) = jhj� h� 1

2�

Z


ju(t; x)j� u(t; x)dx+ f0(t; x)

j'(t)j �
���� 12�

Z


(ju(t; x)j� u(t; x)� jhj� h)dx

����+ jjf0(t; x)jj _H0

� C(jjujj�L1 + jhj
�) jjr(t)jjL1 + jjf0(t; x)jj _H0 :

por lema 33, tenemos el estimado:

hti
1
� jh(t)j+ hti

1
�
+ 1
2
��h0(t)�� � C:

Este estimado con desigualdad (4.6) nos da el estimado (2) para las soluciones.

4.4. Asintótica de la solución moderada II

Teorema 40 Supongamos que el dato inicial � 2 H1,  2 L2 son su�cientemente pequeños
jj�jj _H1 + jj jjL2 � ". Más aún , el valor medio �̂0 = 0 y f cumple la desigualdad jjf jjHs �
C hti�

1
�
� 3
2 con s > 1

2 . Entonces la siguiente relación asintótica es cierta

u(t; x) = At�
1
� +O(t�

1
�
� 1
2 ); (3)

cuando t!1 uniformemente con respecto a x 2 
, donde A = 2�( 2���)
1
� :

Prueba. Como en la sección previa por (4.5) y (4.8) y estimados del lema 29, encontramos

jjr(t)jj _H1 � C"1+
�
2 e��t + C

Z t

0
e��(t��) jjN(u)(�)jj _H0 d�

� C"1+
�
2 e��t + C"1+�e��t

Z t

0
e(���)�d�

� C"1+
�
2 e��t;

donde " > 0 es su�cientemente pequeño.

Luego el estimado

jjr(t)jj _H1 � C"1+
�
2 e��t;
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es verdad para todo t � 0:
Luego aplicamos el lema 34, para obtener los estimados

jh(t)j � C" hti
1
� (4.9)��h0(t)�� � C"1+
�
2 hti�

1
�
� 1
2 .

Colocando z = h0 + 2�h, podemos reescribir la ecuación (4.7) como

dz

dt
= �� jzj� z(1� q(t)); (4.10)

donde q(t) = �(t)
jzj�z y � = �(2�)�1��

�(t) = jzj� z � (2�)
1+�

2�

Z


ju(t; x)j� u(t; x)dx� f0(t; x);

�(t) = jzj� z � (2�)
1+�

2�

Z


ju(t; x)j� u(t; x)dx� f0(t; x);

z(0) = h0(0) + 2�h(0)

= h0(0) + 2�"

= 2�"�O("1+
�
2 ) > 0:

En virtud del estimado (4.9), tenemos

j�(t)j =
����(2�)1+�2�

Z


ju(t; x)j� u(t; x)dx� jzj� z � f0(t; x)

���� (4.11)

� C

Z


(ju(t; x)j� + jh(t)j�) jjr(t)jj _H1 + C(jzj� + jh(t)j�)

��h0(t)��+
jjf0(t; x)jj _H1

� C"�"1+
�
2 e��t + C"2�+1 hti�

1
�
� 3
2

� C"1+
3
2
� hti�

1
�
� 3
2 :

Integrando con respecto al tiempo, tenemos :

z(t) = z(0)(1 + �� jz(0)j� (t�
Z t

0
q(�)d�))�

1
� : (4.12)

Probaremos el estimado:

jq(t)j < 1

2
hti�

1
2 (4.13)
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para todo t � 0.

jq(0)j = j�(0)j
jz(0)j� z(0) =

j�(0)j
jz(0)j�+1

� C"1+
3
2
�

"1+�
= C"

�
2 :

Por la continuidad en el tiempo, podemos encontrar un intervalo de tiempo maxi-

mal [0; T ], tal que el estimado es verdadero

jq(t)j � 1

2
hti�

1
2 ;

para todo t 2 [0; T ]:
Luego :

jz(t)j1+� � jz(0)j1+� (1 + ��

2
jz(0)j� t)�1�

1
� ;

y por (4.11) tenemos:

jq(t)j � j�(t)j
jz(0)j1+�

(1 +
��

2
jz(0)j� t)1+

1
�

< C"
�
2 hti�

1
�
� 3
2 (1 +

��

2
"�t)

1
�
+1

<
1

2
hti�

1
2 ;

para todo t 2 [0; T ].
Como " > 0 es su�cientemente pequeño, por tanto el estimado (4.11) es cierto para

todo t � 0. Por ecuaciones (4.12) y (4.13) tenemos lugar a las siguiente relación asintótica

z(t) = (��)�
1
� t�

1
� +O(t�

1
�
� 1
2 ):

En virtud de (4.1) y (4.2) tenemos el estimado:����u(t; x)� z(t)

2�

���� � jr(t; x)j+ ����h0(t)2�

���� � C hti�
1
�
� 1
2 :

Luego la relación asintótica (3) es verdadera y el teorema (40) es probado.
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4.5. Observaciones

1.) Por la prueba del teorema 37, podemos garantizar que si el valor medio h(t) � 0
para todo t � 0 y jjf jjHs � e��t, t > 0 entonces la relación asintótica es más rapida

u(t; x) = r(t; x) = O(e��t) t!1;

uniformemente con respecto a x 2 
.
2.) Si los datos iniciales son funciones impares junto con f con respecto a la variable

espacial es facil ver que u(t; x) es impar para todo t � 0. Esto nos habla de una conservación
de simetrías a pesar de ser un problema no lineal.

Análogamente si �, y f son funciones pares con respecto a la variable espacial

entonces u es par, pero en este caso h(t) 6= 0, y no se tiene la misma rapidez asintótica.
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Capítulo 5

Soluciones asintóticas para ecuación tipo Burgers

5.1. Introducción

En este capítulo estudiaremos el comportamiento asintótico de soluciones del pro-

blema periódico para la ecuación no-lineal tipo Burgers8<: 	t = 	xx + �	+		x; x 2 
; t > 0;

	(0; x) = ~	(x); x 2 
;
(5.1)

donde 
 = [��; �]; � < 1: Probamos que si el dato inicial ~	 2 L2(
), entonces existe una
única solución 	(t; x) 2 C([0;+1) : L2(
))\C1((0;1)�R) del problema periódico. Más
aún bajo algunas condiciones iniciales encontramos expansiones asintóticas de las soluciones.

Consideraremos soluciones de la ecuación (5.1), la cual satisface condiciones de

frontera periódica 	(t; x) = 	(t; x + 2�) para todo x 2 R y t > 0 y el dato inicial 2�

periódico ~	(x).

Tomando el cambio de variable

	(t; x) = e�tw(t; x);

tenemos: 8<: wt = wxx + e
�twwx

w(0; x) = ~	(x); x 2 
:
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Nótese que el valor medio es una ley de conservación

w0(t) =

Z


w(t; x)dx

=

Z



~	(x)dx

= M:

Es claro que w00(t) = 0:

Luego realizamos el cambio

w(t; x) = v(t; x) +M;

y obtenemos

vt = vxx + e
�tvvx + e

�tMvx x 2 
; t > 0;

v(0; x) = ~ (x)�M , x 2 
:

Por último hacemos el cambio

u(t; x) = v(t; x�M
Z t

0
e��d�);

esto da a lugar al problema periódico

ut = uxx + e
�tuux; x 2 
; t > 0; (5.2)

u(0; x) = �(x)

donde el dato inicial

�(x) = ~ (x)�M

tiene el valor medio cero. La solución  (t; x) del problema periódico (5.1) es entonces dada

por

 (t; x) = e�tM + e�tu(t; x+M

Z t

0
e��d�)

El objetivo de este capítulo es estudiar el comportamiento asintótico del problema

periódico (5.2).

Nótese que en el caso � = 0, la ecuación (5.1) es la ecuación de Burgers. Esta se

resuelve usando la transformación de Hopf-Cole, la cual es

u :=
�2
'

@'

@x
;
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donde ' 2 C3((0;1) � 
;R�); y de forma impresionante esto da a lugar a la ecuación del
calor que es lineal y se útiliza el método clásico de separación de variables. Es decir si ' es

solución de la ecuación del calor entonces u segun la transformación Hopf-Cole es solución

de la ecuación de Burgers.

El propósito de este capítulo es encontrar fórmulas asintóticas para tiempos largos

de las soluciones del problema periódico (5.2) con � < 1: Aplicamos estimados tipo energía

para remover toda restricción del tamaño del dato inicial. Conocemos que no existen resul-

tados para el comportamiento asintótico para largos tiempos de las soluciones para el caso

� � 1; en la ecuación (5.2). Este caso es objetivo de investigación futura.

5.2. Problema lineal

Consideremos el problema periódico lineal8<: ut = uxx + f(t; x); x 2 
; t > 0
u(0; x) = �(x), x 2 


(5.3)

donde la fuerza f(t; x), y el dato inicial �(x) son periódicas con respecto a la variable especial

x : f(t; 2�+x) = f(t; x); �(2�+x) = �(x), para todo x 2 R; t > 0: Usando la Transformada
de Fourier, tenemos lo siguiente

u0n(t) = �n2un(t) + fn(t);

fn(t) = u0n(t) + n
2un(t)

tenemos así una ecuación diferencial ordinaria de primer orden y multiplicando por su factor

integrante, tenemos:

en
2tfn(t) = �en2tn2un(t) + u0n(t)en

2t;

d

dt
(en

2tun(t)) = fn(t)e
n2t:

Luego integrando, obtenemos:

en
2tun(t) =

Z t

0
en

2sfn(s)ds+ k

un(t) = e�n
2t

Z t

0
en

2sfn(s)ds+ e
�n2tk

un(t) =

Z t

0
en

2s�tn2fn(s)ds+ e
�n2tk

un(t) =

Z t

0
en

2(s�t)fn(s)ds+ e
�n2tk:
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Luego por la condición inicial, tenemos

un(0) = �n

un(t) =

Z t

0
en

2(s�t)fn(s)ds+ e
�n2t�n:

Luego de�nimos el operador de Green de la forma:

G(t)� =

+1X
n=�1

�̂ne
inx�tn2

y así podemos escribir la solución del problema periódico usando la fórmula de Duhamel

u(t) = G(t)�+

Z t

0
G(t� �)f(�)d�:

A continuación haremos algunas estimaciones para la solución del problema lineal

periódico (5.2) en el espacio de Sobolev Hs: De�nimos dos proyectores

PNu =
X
jnj�N

bun(t)einx;
Rn(u) =

X
jnj�N

bun(t)einx:
donde N � 1: Por tanto tenemos

PNu+Rn(u) = u para N � 0:

También nótese que:

P0u � 0; y u = R1(u):

Denotarémos

ftg = m��n(1; t)

Lema 41 Sea s 2 R, � 2 Hs(
) y f 2 C([0;+1) : Hs(
)): Entonces los siguientes

estimados son ciertos

jjRNG(t)�jjHs+2� � Cftg��e�tN2 jjRN�jjHs

para todo t > 0, donde N � 1; � � 0;��������RN Z t

0
G(t� �)f(�)d�

��������
Hs+2�

� Cftg1����e�tm��n(�;N2) sup
t>0

e�tftg� jjRNf(�)jjHs
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para todo t > 0, donde N � 1; �; � 2 [0; 1);� 6= N2; y��������PN Z 1

t
G(t� �)f(�)d�

��������
Hs+2�

� Cftg1����e��t sup
�>0

e��f�g� jjPNf(�)jjHs ;

Para todo t > 0; donde �; � 2 [0; 1);� > N2 � 1: CN , será una constante que depende de
N , que en general llamaremos C:

Prueba. . Como

e�2tn
2 � CNe

�2tN2
(ftg hni2)��;

para jnj � N � 1 con � � 0; luego por la identidad de Parseval tenemos que:

jjRNG(t)�jj2Hs+2� =
X
jnj�N

hni2s+4� e�2tn2
���c�n���2

� Cftg�2�e�2tN2
X
jnj�N

hni2s
���c�n���2

� Cftg�2�e�2tN2 jjRN�jj2Hs ;

para todo t > 0; y para todo � > t

jjPNG(t� �)�jj2Hs+2� =
X
jnj�N

hni2s+4� e�2(t��)n2
���c�n���2

� C hNi4� e�2(t��)N2
X
jnj�N

hni2s
���c�n���2

� CNe
�2(t��)N2 jjPN�jj2Hs :

Aplicando los estimados anteriores con � 2 (0; 1) tenemos que:��������RN Z t

0
G(t� �)f(�)d�

��������
Hs+2�

� C

Z t

0
ft� �g��e�(t��)N2 jjRNf(�)jjHs d�

� Ce�tN
2

Z t

0
ft� �g��f�g��e�(N2��)d� sup

�>0
e�tf�g� jjRNf(�)d� jjHs

� Cftg1����e�tm��n(�;N2) sup
�>0

e�tf�g� jjRNf(�)d� jjHs :
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Por otra parte:

e�tN
2

Z t

0
ft� �g�����e�(N2��)d�

= e�t�
Z t

0
ft� �g��f�g��e��(N2��)d�

� Cftg1����e�t�;

para todo t > 0 si � < N2 y

Ce�tN
2

Z t

0
ft� �g��f�g��e�(N2��)d� � Cftg1����e�tN2

;

para todo t > 0 si � > N2. De igual forma encontramos el siguiente estimado:��������PN Z 1

t
G(t� �)f(�)d�

��������
Hs+2�

� C

Z 1

t
f� � tg��e(��t)N2 jjPNf(�)jjHs d�

� Ce�tN
2

Z 1

t
f� � tg��f�g��e��(��N2)d� sup

�>0
e�tf�g� jjPNf(�)jjHs

� Cftg1����e��t sup
�>0

e��f�g� jjPNf(�)jjHs ;

para todo t > 0; donde �; � 2 [0; 1); � > N2 � 1: Con esto el lema 43 es probado.
Lo que haremos de inmediato será probar la existencia local de soluciones del

problema periódico (5.2). Suponemos que � < 1, pero esta suposición no es esencial para

la existencia local de soluciones. Esta básicamente será usada para la existencia global de

soluciones y los estimados asintóticos.

Observación 5.1 El factor ftg que se introduce en las estimaciones anteriores es debido
a la propiedad de difusión de la ecuación de Burgers.

5.3. Existencia local de solución clásica

Lema 42 Supongamos que el dato inicial � 2 L2(
). Entonces existe para algún tiempo

T > 0 existe una única solución u(t; x) 2 C([0; T ];L2(
)) \ C1((0; T ] � R) del problema
periódico (5.2).

Prueba. Denote

N(u) = e�tuux:
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En virtud del operador de Green G(t) del problema periódico lineal (5.3), escribimos el

problema periódico no lineal (5.2) en la forma de ecuación integral

u(t) = G(t)�+

Z t

0
g(t� �)N(u)(�)d� : (5.4)

Note que � = R1� y u = R1u: Resolvemos la ecuación (5.4) por el principio de contracción,

de�niendo la transformación

Av(t) = G(t)�+

Z t

0
g(t� �)N(v)(�)d� ;

en el espacio

X = f� 2 C([0; T ] : L2(
)) \ C([0; T ] : Hs(
)) : jj�jjX <1g;

con la norma

jj�jjX = sup
t2[0;T ]

et jj�(t)jjL2 + sup
t2[0;T ]

ftg
s
2 et jj�(t)jjHs ;

donde s 2 (12 ; 1); y el valor T > 0 debera ser estimado. Tenemos lo siguiente:

jjN(u)�N(v)jjH�1 =
������e�tuux � e�tvvx������

H�1

� Ce�t
����@x(u2 � v2)����H�1

� Ce�t
����u2 � v2����

L2

� Ce�t jju+ vjjL1 jju� vjjL2

� Ce�t(jjujjL1 + jjvjjL1) jju� vjjL2

� Ce�t(jjujjHs + jjvjjHs) jju� vjjL2 ;

esto último se cumple, gracias a la desigualdad de Hölder y al teorema de inmersión de

Sobolev para todas las funciones u; v 2 Hs(
), con s 2 (12 ; 1): En virtud de los estimados
del lema 41 y considerando � = m��n(1; 1� �) 2 (0; 1]

sup
t2[0;T ]

et jjA�(t)jjL2

� C sup
t2[0;T ]

(jj�jjL2 + ftg
1
2
� s
2 e��t sup

�>0
e(1+�)�f�g

s
2 jjR1N(�)(�)jjH�1)

� C jj�jjL2 + CT
1
2
� s
2 sup
�>0

e(1+�)�f�g
s
2 jjN(�)(�)jjH�1

� C jj�jjL2 + CT
1
2
� s
2 sup
�>0

e(1+�+�)�f�g
s
2 jj�jjHs jj�jjL2 :
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Nótese que para el estimado R1N(�), hemos hecho en el lema 41, s = �1; � = 0,
al igual se hace en el segundo componente de la norma X:

De la misma forma obtenemos

sup
t2[0;T ]

ftg
s
2 et jj�(t)jjHs

� C sup
t2[0;T ]

(jj�jjL2 + ftg
1
2
� s
2 e��t sup

�>0
e(1+�)�f�g

s
2 jjR1N(�)(�)jjH�1)

� C sup
t2[0;T ]

(jj�jjL2 + T
1
2
� s
2 sup
�>0

e(1+�+�)�f�g
s
2 jj�jjHs jj�jjL2):

Luego consideramos su�cientemente pequeño T el cual depende de la norma del dato inicial

jj�jjL2 tal que
jjA�(t)jjX � C jj�jjL2 :

Estimemos ahora la diferencia, utilizaremos la desigualdad de Hölder y el teorema de in-

mersión de Sobolev.

jjAu(t)�A�(t)jjX
� C sup

t2[0;T ]
ftg

1
2
� s
2 e��t sup

�>0
e(1+�)�f�g

s
2 jjR1(N(u)�N(�)(�)jjH�1

� CT
1
2
� s
2 sup
�>0

e(1+�)�f�g
s
2 jjR1(N(u)�N(�)(�)jjH�1

� CT
1
2
� s
2 sup
�>0

e(1+�)�f�g
s
2 jjN(u)�N(�)jjH�1

� CT
1
2
� s
2 sup
�>0

e(1+�)�f�g
s
2

����@x(u2 � v2)����H�1

� CT
1
2
� s
2 sup
�>0

e(1+�)�f�g
s
2

����u2 � v2����
L2

� CT
1
2
� s
2 sup
�>0

e(1+�)�f�g
s
2 jj(u� v)(u+ v)jjL2

� CT
1
2
� s
2 sup
�>0

e(1+�)�f�g
s
2 jju+ vjjL1 jju� vjjL2

� CT
1
2
� s
2 sup
�>0

e(1+�)�f�g
s
2 (jjujjL1 + jjvjjL1) jju� vjjL2

� CT
1
2
� s
2 sup
�>0

e(1+�+�)�f�g
s
2 (jj�jjHs jju� �jjL2 + jjujjL2 jju� �jjHs)

� CT
1
2
� s
2 (jjujjX + jj�jjX) jju� �jjX

� 1

2
jju� �jjX :
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Recurede que

s >
1

2
: jjujjL2 � jjujjHs

s � 0 : jjujjL2 � jjujjHs

Si T > 0, su�cientemente pequeño. Por tanto, la transformación A es una con-

tracción en la bola cerrada de radio C jj�jjL2 en el espacio X:
Luego existe una única solución en el espacio u(t; x) 2 X del problema periódico

(5.2). Debido a la propiedad de difusión de la ecuación de Burgers, la solución obtiene más

regularidad en el tiempo t > 0:

Así tomando un tiempo t1 > 0 y considerando el problema periódico (5.2) con el

dato inicial �1(x) = u(t1; x), en la misma forma podemos considerar encontrar que existe

una única solución u(t; x) 2 C([t1; T ];H
s(
)) \ C((t1; T ];H2s(
)): Repitiendo este argu-

mento vemos que u(t; x) 2 C((0; T ];H1(
)): Entonces por ecuación (5.2) esto muestra que

u(t; x) 2 C1((0; T ]� R):

5.4. Solución global al problema tipo Burgers

Teorema 43 Supongamos que el dato inicial � 2 L2(
): Entonces existe una única solución
u(t; x) 2 C([0;1);L2(
))\C1((0;1)�R) del problema periódico (5.2), el cual obedece el
estimado de decaimiento jju(t)jjL1 ! 0; para t!1:

Prueba. Usaremos estimados tipo energía. Sea u la solución construida en Lema 42. Mul-

tiplicamos la ecuación (5.2) por 2u: Luego integrando sobre 
, obtenemosZ


(2uut � 2uux � 2e�tu2ux)dx = 0:

De esto, integrando por partes y tomando las condiciones de frontera periódica

tenemos que :
d

dt

Z


u2(t; x)dx+ 2

Z


u2x(t; x)dx = 0: (5.6)

Luego, la norma jju(t)jjL2 decae en el tiempo. Integrando un estimado a priori para
la solución

jju(t)jjL2 � jj�jjL2 � C;

para todo t > 0:
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En lo quen sigue estimaremos la norma L1 para la solución. Como la solución del

problema periódico (5.2) tiene valor medio ceroZ


u(t; x) = 0;

vemos que

sup
x2


u(t; x) � 0;

��nf
x2


u(t; x) � 0

para todo t > 0:

Nos apoyamos en el siguiente lema para terminar prueba del teorema 43.

Lema 44 u 2 C1([0; T );C(
)) y m(t) = ��nfx2
 u(t; x) < 0 para todo t 2 [0; T ): Entonces
existe un punto �(t) 2 
 tal que m(t) = u(t; �(t)); más aún m0(t) = ut(t; �(t)) en todo [0; T ):

Prueba. Sea c; una constante genérica.

Fijemos t 2 [0; T ) y de�namos

m(t) = ��nf
x2


u(t; x):

Como u(t; :) 2 H1(R); vemos que

l��m
jxj!1

u(t; x) = 0;

así existe al menos un punto �(t) 2 R con

m(t) = u(t; �(t)):

Sean ahora s; t 2 [0; T ) �jos.
Si m(t) � m(s); tenemos que

0 � m(s)�m(t)

= ��nf
x2


(u(t; x))� u(t; �(t))

� u(s; �(t))� u(t; �(t)):

Por el teorema de inmersión de Sobolev H1(R) � L1(R), concluimos que

jm(s)�m(t)j

� ju(t)� u(s)jL1(R)
� c ju(t)� u(s)jH1(R) :



80

Luego por el teorema del valor medio para funciones con valores en un espacio de

Banach-H1(R); tenemos

jm(t)�m(s)j

� c jt� sj m�ax
0���m�axfs;tg

[jut(�)jH1(R)]; t; s 2 [0; T ):

Como ut 2 C([0; T ) : L2(R)); vemos que m es localmente Lipschitz en [0; T ) y por

ende es de variación acotada, lo que implica que m es diferenciable casi en todas partes en

(0; T ); entonces tenemos que

m0(t) = l��m
s!t+

m(s)�m(t)
s� t

� l��m
s!t+

u(t; �(t))� u(s; �(t))
s� t

= ut(t; �(t));

y

m0(t) = l��m
s!t�

m(s)�m(t)
s� t

� l��m
s!t�

u(t; �(t))� u(s; �(t))
s� t

= ut(t; �(t));

casi en todas partes en (0; T ); y por el teorema de inmersión de Sobolev

l��m
s!t

u(t; x)� u(s; x)
s� t ;

existe uniformemente con respecto a x 2 R: Por tanto

m0(t) = ut(t; �(t)):

El lema anterior básicamente es una consecuencia del teorema de funciones im-

plícitas.

Continuemos la demostración del teorema 43. Considerando el punto �(t) en la

ecuación (5.2), tenemos para la función

m(t) = ��nf
x2


u(t; x)

d

dt
m(t) � 0;
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ya que

ux(t; �(t)) = 0

uxx(t; �(t)) � 0;

y así

m0(t) = ut(t; �(t))

= uxx(t; �(t)) + e
�tu(t; �(t))ux(t; �(t)) � 0:

Esto muestra que m(t) � m(T ) para todo t � T:

En la misma forma tenemos que:

sup
x2


u(t; x) � sup
x2


u(T; x);

para todo t � T:

Es conocido de la teoría clásica parabólica [1],[4],[11], que en el caso de que la

no-linealidad no cresca más rapido que cuadrático en el gradiente, es su�ciente un estimado

L1 a priori para probar la existencia global de las soluciones.

También por (5.6) tenemos el estimado:Z t

0

Z


u2x(� ; x)dxd� �

Z


�2(x)dx:

Esto implica que para todo " > 0 existe un tiempo T tal que

jjux(T )jjH1 � ":

En particular

jju(T )jjL2

=
X
n6=0

jun(T )j2

�
X
n6=0

hni2 jun(T )j2

= jjux(T )jjL2 < ":
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Por la identidad de Parseval, tenemos que:

jju(t)jj2L2

=
X
jnj�1

jûn(t)j2

�
X
jnj�1

hni2 jûn(t)j2

� jju(t)jj2H1 ;

y la norma jju(t)jj2L2 decae en el tiempo, así tenemos la siguiente desigualdad:

jju(t)jjL2 � "

para todo t � T:

También nótese que la norma L1 es pequeña, es decir

jju(t)jjL1

� jju(T )jjL1

� 2 jju(T )jj
1
2

L2
jjux(T )jj

1
2

L2

� 2";

para todo t � T: Con esto tenemos probado el teorema 43.

Para probar desigualdad

jju(t)jj2L1 � 2 jju(T )jjL2 jjux(T )jjL2 :

Considerese

f 2 H1;

y es sencillo probar que existe C > 0, tal que

jjf jj2L1 � C[jjf jj2L2 + jjf jjL2
����f 0����

L2
:

Para esto considerese

f = 2� bf(0) + g;
esto muestra que

g 2 H1 ,! Cper;
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y
�Z

��

g(y)dy = 0;

luego existe x0 2 [��; �], tal que g(x0) = 0: Combinando esto con el hecho que (g2)
0 2 Hs�1,

obtenemos

g2(x) = 2

�Z
��

g(y)g
0
(y)dy;

y de lo anterior concluimos que

jg(x)j2 � 2 jjgjjL2
����g0����

L2
:

Esta última desigualdad es la que usamos en nuestra prueba.

5.5. Asintótica para el problema tipo Burgers

Como objetivo �nal de este capítulo, obtendremos la asintótica de la solución.

Denotaremos el operador de Green de la forma

Gn(t) =
X
jnj�N

b neixn�tn2 :
Denotemos para N � 0

bN = �+

Z 1

0
GN0(��)(N(u)�N(hN ))(�)d� ;

donde

N0 = [
p
1 + �N ]; � = m��n(1; 1� �); � < 1;

y de�namos las funciones hN+1(t), por las relaciones de recurrencia :

h0(t) = 0;

hN (t) = GN (t)bN�1(t) +

Z t

0
GN (t� �)N(hn�1)(�)d� ;

para N � 1:
Con esto enunciaremos nuestro segundo resultado principal del capítulo:
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Teorema 45 Supongamos que el dato inicial � 2 L2(
): Para todo N � 0 la siguiente

relación asintótica es cierta:

u(t; x) = hN (t; x) +O(e
�t��Nt); (A.5)

cuando t!1 uniformemente con respecto a x 2 
:

Prueba. Denote

uN (t) = PNu

=
X
jnj�N

bun(t)einx;
y

rN (t) = RN+1u

=
X

jnj�N+1
bun(t)einx; N � 0:

Luego descomponemos

u = uN�1 + rN�1:

En virtud del operador de Green G(t) del problema periódico lineal (5.1), escribimos el

problema periódico no-lineal (5.2), en la forma de ecuación integral

rN (t) = RNG(t)�+

Z t

0
RNG(t� �)N(u)(�)d�; (5.7)

donde

N(u) = e�tuux:

De�namos el espacio:

XN = f 2 C([0;1) : L2(
)) \ C((0;1) : Hs(
)) : jj jjXN <1g;

con la norma

jj jjXN = sup
t>0

et+�Nt(jj jjL2 + ftg
s
2 jj jjHs);

donde s 2 (12 ; 1); � = m��n(1; 1� �) > 0:
En lo que sigue probaremos por inducción que :

jjrN jjXN � CN : (5.8)
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Como

r0(t) = u(t);

estimamos (5.8) con N = 0; y este estimado es obtenido en la misma forma como se procedió

en la prueba del lema 41. Supongamos por inducción que (5.8) es cierta con 0 � N < N1 y

considere N = N1 � 1:
En virtud de las estimaciones del lema 40, tenemos que:

jjRNG(t)�jjXN
= sup

t>0
et+�Nt(jjRNG(t)�jjL2 + ftg

s
2 jjRNG(t)�jjHs)

� C sup
t>0

et+�Nt�tN
2 jj�jjL2 � CN ;

entonces apoyándonos en los estimados del lema 43, obtenemos

Z t

0
jjRNG(t� �)N(u)(�)d� jjXN

= sup
t>0

et+�Nt
��������Z t

0
RNG(t� �)N(u)(�)d�

��������
L2

+sup
t>0

et+�Ntftg
s
2

��������Z t

0
RNG(t� �)N(u)(�)d�

��������
Hs

� C sup
t>0
ftg

1
2
� s
2 e��t sup

�>0
et+�Ntf�g

s
2 jjRNN(�)(�)jjH�1 :

De todo lo anterior tenemos, ya que

u = uN�1 + rN�1;

entonces

N(u) = @x(u
2
N�1 + 2uN�1rN�1 + r

2
N�1):
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Por la identidad de Parseval, tenemos:

jjRNN(uN�1)jj2H�1

= e2�t
X

jnj�N+1

��������
X

jjj�N�1
jn�jj�N�1

[un�j buj
��������
2

� CNe
2�t

X
N+1�jnj�2N

X
jjj�N�1
jn�jj�N�1

��[un�j��2 j buj j2
� CNe

2�t
X

N+1�jnj�2N

X
jjj�N�1
jn�jj�N�1

jjrn�j�1jj2L2 jjrj�1jj
2
L2

� CNe
2�t

X
N+1�jnj�2N

X
jjj�N�1
jn�jj�N�1

e�2t�2�(n�j�1)te�2t�2�(j�1)t

� CN
X

N+1�jnj�2N
e�2t�2(1��)t�2�(n�2)t � CNe

�2t�2�Nt:

También estimamos: ����RN@x(2uN�1rN�1 + r2n�1����H�1

� C jjujjHs jjrN�1jjL2

� Cftg�
s
2 e�2t��(N�1)t;

de lo anterior, obtenemos lo siguiente:

et+�Ntftg
s
2 jjRNN(�)(t)jjH�1 � CN :

Por tanto tenemos:Z t

0
jjRNG(t� �)N(u)(�)d� jjXN

� C sup
t>0

et+�Ntftg
s
2 jjRNN(u)(�)jjH�1 � CN :

Luego el estimado (5.8) es cierto para todo N � 0:
En lo que sigue obtendremos la asintótica de la solución. Denote para N � 0

aN = �+

Z 1

0
PN0G(��)(N(u)�N(uN )(�)d� ;

donde

N0(N) = [
p
1 + �N ];
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tal que

N2
0 (N) < 1 + �(N + 1):

Entonces representamos

un+1(t) = PN+1G(t)aN +

Z t

0
Pn+1g(t� �)N(uN )(�)d� (5.9)

+

Z t

0
RN0+1PN+1G(t� �)(N(u)�N(uN ))(�)d�

�
Z 1

t
PN0G(t� �)(N(u)�N(uN ))(�)d� :

También de�nimos para N � 0

bN = aN +

Z 1

0
PN0G(��)(N(uN )�N(hN ))(�)d�;

y

hN+1(t) = PN+1(G(t)bN +

Z t

0
G(t� �)N(hN )(�)d�): (5.10)

Por ecuaciones (5.9) y (5.10) tenemos que la diferencia

wN+1(t) = uN+1(t)� hN+1(t);

cumple

wN+1(t) = �
Z 1

t
PN0G(t� �)(N(u)�N(hN ))(�)d� (5.11)

+

Z t

0
RN0+1PN+1G(t� �)(N(u)�N(hN ))(�)d� ;

para probar que

jjwN jj � CN ; (5.12)

para todo N � 0: Por el lema 41, tenemos��������Z t

0
RN0+1PN+1G(t� �)(N(u)�N(hN ))(�)d�

��������
XN+1

= sup
t>0

et+�(N+1)t
��������Z t

0
RN0+1PN+1G(t� �)(N(u)�N(hN ))(�)d�

��������
L2

+sup
t>0

et+�(N+1)tftg
s
2

��������Z t

0
RN0+1PN+1G(t� �)(N(u)�N(hN ))(�)d�

��������
Hs

= sup
t>0
ftg

1
2
� s
2 e��t sup

t>0
et+�(N+1)tftg

s
2 jj(N(u)�N(hN ))(t)jjH�1 :
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Entonces tenemos el estimado:

jj(N(u)�N(hn))(t)jjH�1

� jj(N(u)�N(uN ))(t)jjH�1 + jj(N(uN )�N(hN ))(t)jjH�1

� Ce�t jjujjHs (jjrN jjL2 + jjwN jjL2)

� Cftg
�s
2 e�t�2t��Nt:

Luego

et+�(N+1)tftg
s
2 jj(N(u)�N(hn))(t)jjH�1 � CN :

De lo anterior tenemos :��������Z t

0
RN0+1PN+1G(t� �)(N(u)�N(hN ))(�)d�

��������
XN+1

� sup
t>0

et+�(N+1)tftg
s
2 jj(N(u)�N(hN ))(t)jjH�1 � CN :

En vista de la desigualdad

1 + �(N + 1) > N2
0 ;

por los estimados del lema 41, tenemos:��������Z 1

t
PN0G(t� �)(N(u)�N(hN ))(�)d�

��������
XN+1

= sup
t>0

et+�(N+1)t
��������Z 1

t
PN0G(t� �)(N(u)�N(hN ))(�)d�

��������
L2

+sup
t>0

et+�(N+1)tftg
s
2

��������Z 1

t
PN0G(t� �)(N(u)�N(hN ))(�)d�

��������
Hs

� C sup
t>0
ftg

1
2
� s
2 e��t sup

t>0
et+�(N+1)tt

s
2 jj(N(u)�N(hN ))(t)jjH�1 :

también y tenemos los estimados:

sup
t>0

et+�(N+1)tftg
s
2 jj(N(u)�N(hN ))(t)jjH�1

� et+�(N+1)tftg
s
2 (jj(N(u)�N(uN ))(t)jjH�1 + jj(N(uN )�N(hN ))(t)jjH�1)

� Cet+�t+�(N+1)tftg
s
2 jjujjHs (jjrN jjL2 + jjwN jjL2) � CN

Por tanto tenemos:��������Z 1

t
PN0G(t� �)(N(u)�N(hN ))(�)d�

��������
XN+1

� sup
t>0

et+�(N+1)tftg
s
2 jj(N(u)�N(hN ))(t)jjH�1

� CN"
2:
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Luego de los estimados (5.11) y (5.12) son probados. Entonces tenemos

jju(t)� hN (t)jjL1 � C jju(t)� hN (t)jjHs

� C jjrN (t)jjHs + C jjwN (t)jjHs

� CNe
�t��Nt;

para todo t > 1: Luego la relación asintótica (A.5) se cumple. Con lo anterior el teorema

45 es probado.
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Apéndice A

Resultados importantes.

En esta sección �nal de la tesis, abordaremos enunciados de un teorema usado en

la tesis y de gran importancia en el estudio del análisis funcional como lo es el consagrado

teorema de Hahn- Banach.

También explicaremos lo que signi�ca que un problema de ecuaciones diferenciales

parciales esté localmente y globalmente bien puesto.

En partícular estudiaremos un problema clásico al estudiar ecuaciones diferenciales

ya seán ordinarias o parciales, el cual es el problema de como prolongar el dominio de

de�nición de una solución de estas ecuaciones.

Estudiaremos un poco esta problemática, visto desde el análisis funcional y pen-

sando en ecuaciones diferenciales parciales no-lineales.

Teorema 46 (Teorema de Hahn-Banach)

Sea E un espacio vectorial normado, F un subespacio; y G un espacio vectorial

normado completo. Sea

� : F ! G;

un operador lineal continuo, con norma C. Entonces la clausura F de F en E es un sub-

espacio de E. Entonces exista una única extensión de � a un funcional lineal

� : F ! G;

y � tiene la misma norma que �.

Observación A.1 :Las funciones periódicas de clase C1, son densas en los espacios de

Sobolev de cualquier orden.
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La prueba de la observación anterior es sencilla, basta pensar en los polinomios

trigonométricos. De igual forma escribimos un bosquejo de la prueba de la observación.

Prueba. Sea ' 2 H�, luego

1X
n=�1

jb'nj2 hni2� < 1

'(x) =
1X

n=�1
einxb'n:

De�namos

'N (x) =

NX
n=�N

einxb'n 2 C1per:
De lo anterior, tenemos que

8� 2 R : jj'N (x)� '(x)jj2H� =
1X

n=�1

�����
NX

n=�N
einxb'n � 1X

n=�1
einxb'n

�����
2

hni2�

=
X
jnj�N

jb'nj2 hni2� ! 0; N !1:

De�nición 47 Sean X;Y espacios de Banach, T0 2 (0;1) y sea F : [0; T0]� Y ! X una

función continua. Diremos que el problema de Cauchy

@tu(t) = F (t; u(t)) 2 X; (A.1)

u(0) = � 2 Y;

es localmente bien puesto en Y si

Existe T 2 (0; T0] y una función u 2 C([0; T ] : Y ) tal que u(0) = � y la ecuación diferencial

es sastisfecha en el sentido que

l��m
h!0

��������u(t+ h)� u(t)h
� F (t; u(t))

��������
X

= 0,

donde las derivadas en t = 0 y t = T son tomadas por la derecha y la izquierda respecti-

vamente,

b) El problema (6.1) tiene al menos una solución en C([0; T ] : Y );
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c) La función � ! u es continua. Más precisamente, sea �n 2 Y; n = 1; 2; :::;1; son tales
que �n ! �1 en Y y sean un 2 C([0; Tn] : Y ) las correspondientes soluciones. Sea

T 2 (0; T1). Entonces las soluciones un pueden ser extendidas al intervalo [0; T ] para
todo n su�cientemente grande y

l��m
n!1

sup
[0;T ]

jjun(t)� u1(t)jjY = 0:

Nosotros resumiremos esas propiedades por decir que el problema está localmente

bien puesto. Si una de esas propiedades falla diremos que el problema está mal puesto.

A.1. Máximos intervalos de existencia.

Despues de establecer cuando un problema de Cauchy está localmente bien puesto,

surge una pregunta natural, la cual es

¿Puedo extender la solución?

Si F (t; u) está de�nida para todo tiempo positivo, quisieramos saber si la solución

exista también para todo tiempo positivo. En esta sección introducimos un método para

responder a está pregunta. La respuesta en sí depende de entender las propiedades de la

ecuación diferencial bajo examinación. Expondremos el caso autónomo y asumímos que F

está de�nida en todo Y .

De�nición 48 (Globalmente bien puesto).Sean X;Y espacios de Banach, T0 2 (0;1) y
sea F : [0; T0]� Y ! X una función continua. Diremos que el problema de Cauchy

@tu(t) = F (u(t)) 2 X; (A.2)

u(0) = � 2 Y;

es globalmente bien puesto en Y si

Existe una única u 2 C([0;1) : Y ) tal que u(0) = � y la ecuación diferencial es

sastisfecha en el sentido que

l��m
h!0

��������u(t+ h)� u(t)h
� F (u(t))

��������
X

= 0 8t 2 [0;1)

con derivada en t = 0 tomada por la derecha.
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La función �! u es continua. Más precisamente, sea �n 2 Y; n = 1; 2; :::;1; son tales que
�n ! �1 en Y y sean un 2 C([0; Tn] : Y ) las correspondientes soluciones. Para cada
T > 0 tenemos

l��m
n!1

sup
[0;T ]

jjun(t)� u1(t)jjY = 0:

Para obtener la existencia global para (6.2), debemos combinar una estimación

global a priori para jju(t)jjY con el principio de extensión.

A.2. Principio de extensión.

Sea � 2 Y y asuma que (5.47) es localmente bien puesto. Sea

T �(�) = supfT > 0 : 9! solución de (A.2) en [0; T ]g:

Entonces lo siguiente es válido

a) T �(�) =1 ó T �(�) <1 y

l��m
t!T �(�)

jju(t)jjY =1:

En el segundo caso diremos que la solución explota en tiempo �nito. La función

u 2 C([0; T �(�)) : Y );

es llamada la máxima extensión de la solucion del problema (A.2).

b) La función �! T �(�) es semicontinua inferiormente, esto es

8" > 0 9� = �("; �) > 0� jj��  jjY � �

) T �(�)� " < T �( ):

En términos de sucesiones, semicontinuidad inferior signi�ca que si

�n ! �1 en Y;

entonces dado T 2 (0; T �(�1)), tenemos T �(�n) � T para todo n su�cientemente grande.

En particular, las soluciones locales un(t) pueden ser extendidas a [0; T ] para todo n:

Observación A.2 :La razon de no establecer el principio de extensión como un teorema

es que uno prueba o desprueba según cada situación bajo consideración.
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A.3. Álgebra de Banach.

De�nición 49 Un álgebra de Banach es un espacio X, junto con un producto

(x; y) 2 X �X ! xy 2 X

tal que, para todo x; y; z 2 X y todo r; s 2 C;

(xy)z = x(yz);

r(xy) = x(ry) = (rx)y;

(x+ y)z = xz + yz y x(y + z) = xy + xz;

jjxyjj � jjxjj jjyjj :

Lema 50 Sean a; b 2 [0;1) y s � 0. Existen constantes positivas ms y Ms dependiendo

solo de s tal que

ms(a
s + bs) � (a+ b)s �Ms(a

s + bs): (A.3)

Prueba. Si a = 0, no hay nada que probar. Asuma que a > 0: Entonces A.3 es equivalente

a

ms[1 + (
b

a
)s] � (a+ b)s �Ms[1 + (

b

a
)s]:

Es su�ciente con probar que existen ms y Ms tales que

ms(1 + r
s) � (1 + r)s �Ms(1 + r

s) 8r 2 [0;1):

Esto es cierto gracias a que a función

F (r) =
(1 + r)s

1 + rs
;

es acotada y tiene inversa acotada.

Introducimos una conveniente de�nición.

De�nición 51 Sea � = (�k)k2Z y � = (�k)k2Z dos sucesiones de números complejos. La

convolución de � y � es la sucesión � � � de�nida por

(� � �)k =
1X

j=�1
�j�k�j ;

siempre que el lado derecho de la igualdad tenga sentido.
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Necesitamos una versión especial de la desigaldad de Young, para el caso de con-

voluciones de sucesiones.

Proposición A.1 Sea � 2 l1 = l1(Z) y � 2 l2 = l2(Z). Entonces � � � 2 l2 y

jj� � �jjl2 � jj�jjl1 jj�jjl2 : (A.4)

En particular, para toda � 2 l1, la función � ! � � � de�ne un operador lineal acotado de
l2 en si mismo.

Teorema 52 Si s > 1
2 , H

s es un álgebra de Banach. En particular, existe una constante

Cs � 0, dependiendo sólo de s tal que

jjfgjjHs � Cs jjf jjHs jjgjjHs 8f; g 2 Hs:

Prueba. De la prueba del lema de Sobolev se tiene que, para s > 1
2 , la serie de Fourier de

una función en Hs, converge absolutamente y uniformemente sobre [��; �]. Por lo tanto, si
f; g 2 Hs tenemos

(fg)^(k) =
1

2�

Z �

��
f(x)g(x)e�ikxdx (A.5)

=
1

2�

Z �

��
(

1X
j=�1

bf(j)eijx)g(x)e�ikxdx
=

1

2�

1X
j=�1

bf(j)Z �

��
g(x)e�i(k�j)x

=
1X

j=�1

bf(j)bg(k � j):
Por lema 50 tenemos que

(1 + jkj2)
s
2 � Ks(1 + jkjs) � Ks(1 + jk � jjs + jjjs) 8k; j 2 Z (A.6)

donde Ks es una constante no negativa. Por lo tanto,

(1 + jkj2)
s
2

������
1X

j=�1

bf(j)bg(k � j)
������

� Ks

������
1X

j=�1
[(1 + jk � jjs + jjjs)] bf(j)bg(k � j)

������
� Ks

1X
j=�1

f
��� bf(j)bg(k � j)���+ ��� bf(j)��� j(k � j)bg(k � j)j+ ���js bf(j))��� jbg(k � j)jg:
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Como (m2 bf(m))m2Z; (msbg(m))m2Z 2 l2y ( bf(m))m2Z; (bg(m))m2Z 2 l1 \ l2
Proposición A.1 combinado con A.5 nos da que

((1 + jkj2)
s
2

������
1X

j=�1

bf(j)bg(k � j)
������)k2Z 2 l2;

y

jjfgjj2Hs =

1X
k=�1

(1 + jkj2)
s
2

���cfg(k)���2

=

1X
k=�1

(1 + jkj2)
s
2

������
1X

j=�1

bf(j)bg(k � j)
������

� Ks[
������ bf ������

l1
jjbgjjl2 + jj(�)sbg(�)jjl1 ������ bf ������

l2
+
������(�)s bf(�)������

l1
jjbgjjl2 ]

� Cs jjf jjHs jjgjjHs :
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