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0.1. Prefacio

Consideramos el problema con datos iniciales periédicos para la ecuacién no lineal
tipo ondas
U + 200t — Puge = =X |ul”u+ f(t,x),t >0,
u(0,z) = ¢(z), w(0,2) = P(z),z € Q,
donde Q = [-m,7]; y o, B, Ay 0 > 0.

(0.1)

La fuerza f(t,z) y los datos iniciales ¢(x), 1(z) son periédicos con respecto a la
variable espacial = : f(t,27 + z) = f(t,x), ¢(27 + x) = ¢(x), Y(27 + x) = Y (x), para todo
zeR, t>0.

Nos interesa hacer estimaciones asintéticas de las soluciones, para esto estudiamos

el problema lineal asociado

gt + 20 — Bug, = f(t,x),t >0,

0.2
u(0,2) = ¢(x), u (0, 2) = Y(x),z € Q, 02

donde f es una funcién en C*°(R% R) y datos iniciales ¢, € C52.(R; R).

Se define el operador de Green

Gty = 3 e sen(ty/on? - oﬂ)WJ —

por lo tanto la solucién del problema periédico lineal puede ser escrito usando la férmula

de Duhamel como

_ t
u(t) =G(t)p + Gt)y + /0 G(t—71)f(r)dr,

donde G(t) = (2a+8;)G(t). Nuestro primer paso sers hacer estimaciones sobre el problema
lineal periédico 0.2 en los espacios de Sobolev H® y H*. Denotaremos por uw = Re(aw —
VaZ = 5) > 0.

En lo anterior, H® y H® son los espacios de Sobolev para funciones periédicas:

n=0oo

H={pep o= > m)*

n=—oo

H® ={¢ € H® : ¢y = 0}, el espacio de Sobolev homogéneo.

2
< oo},

On

Para n € Z, denotamos (n) = V1+n% y ¢, = 5= [, e " d(x)da son los coefi-
cientes de la serie de Fourier de la funcién 27 periédica ¢(z). También podremos llamar qAbn,

los coeficientes de la transformada discreta de Fourier.



Denotaremos por pl el espacio dual de p = C}¢,, el cual denota el espacio de las
funciones infinito diferenciables y 2w —periédicas, del cual se hablara en los preliminares del
trabajo. En el caso continuo (x) = v/1+ 22, con x € R. Toda vez que tenemos la solucién

del problema lineal, definimos el siguiente operador

Av(t) = G(t)d + G(t)y + /0 G(t —7)f(r)dr + /0 G(t — 7)N(v)(7)dr,

con dominio y contradominio del espacio C([0,T] : H®).
Esta transformacion es una contraccién en un espacio métrico completo, y asi tiene
un punto fijo, lo cual garantiza solucién para tiempos pequenos de la ecuacién no-lineal.
En nuestra investigacién probamos que si el dato inicial ¢ € H' y ¢ € L2, f € H?,

3
con s > 3,y f satisfece una desigualdad la cual es ||f||;. < C(t)"7 2, ¢ > 0. Entonces

existe una unica solucién

u(t,z) € C([0,00) : HY),

del problema periédico. Ademass tiene los estimados de decaimiento

N

[l e < C ()7 Ol e <C 1) 772, (0-3)

para todo ¢ > 0. Mds atn, bajo algunas condiciones iniciales encontramos férmulas asin-
téticas para la solucidn.

Establecemos los resultados principales en esta tesis.

Teorema 39: Supongamos que el dato inicial ¢ € H, p € L? y f € H® que

satisface la desigualdad ||f|| 4. < C <t>7%7% con s > L. Entonces existe una tnica solucion
u(t,z) € C([0,00) : HY),
del problema periédico (1,1) el cual obedece los estimados de decaimiento
_1 _11
u(@)ll e < C &), [[0u()]| e < C(E) 772

Por teorema 39, la solucién decae en el tiempo y podemos considerar el problema periédico

0.1 tomando dato inicial al tiempo 7', y asf los datos iniciales tienen norma pequena

Nu(D)| oo + [10cu(T)] oo < e

Consideraremos el problema periédico 0.1 con tiempo inicial en T'.



Teorema 40: Supongamos que el dato inicial ¢ € H', 1 € L? son suficientemente
pequenos ||@|] 1 + ||[Y||;2 < €. Mas atn, el valor medio do =0y f cumple la desigualdad

13
[l < C(t)"772 con s > 5. Entonces la siguiente relacion asintdtica es cierta

Q=
ol

u(t,z) = At™s + Ot~ =2), (0.4)

cuando t — oo uniformemente con respecto a x € €, donde A = 204(‘27—‘}\)%.

Por lo general matematicamente la no linealidad representa una obstruccién en la
diferenciabilidad de las soluciones. Como nuestras soluciones vienen de resolver una ecuacién
integral asociada al problema no lineal, nuestras soluciones son las llamadas soluciones mo-
deradas. Es cierto que toda solucién de nuestros problemas serdn soluciones de la ecuacién
integral, lo que no es cierto es lo contrario, es decir que no toda solucién de la ecuacién inte-
gral que se construye serd solucién de nuestro problema no-lineal. La solucién que se obtiene
de resolver la ecuacién integral via el mapeo de contraccién sélo es continua y por tanto
no necesariamente diferenciable. Lo que podemos hacer es relacionar el orden del espacio
de Sobolev, con la diferenciabilidad de nuestras soluciones. Es claro que mientras mayor
sea el orden del espacio de Sobolev que soporta nuestros datos iniciales, mds diferenciabi-
lidad obtenemos. En una investigacién futura, nos proponemos conseguir el minimo orden
del espacio de Sobolev para garantizar soluciones cldsicas, conjuntamente con estudiar las

curvas caracteristicas asociadas a la ecuaciéon. En nuestro trabajo verificamos en detalle la

convergencia uniforme de la solucién y que se verifican los datos iniciales. Demostramos que

u(t,r) € H',t > 0,z € R,

u(t,x) € L2t > 0,z € R.

No es dificil ver que colocando datos iniciales al menos de clase C?, garantizamos la con-
tinuidad de la solucién. Colocando datos iniciales en C*, obtenemos soluciones cldsicas. Ver
afirmaciones 1 y 2 del capitulo 3.

En esta tesis también estudiamos un problema no-lineal tipo Burgers, el cual tiene

la forma

U, = W + AU+ U, 2 €Q, t>0,
U(0,z) = ¥(z), z € Q.



En este problema probamos la existencia local de soluciones. Para ello resolvemos
una ecuacion integral y, haciendo uso de la propiedad de difusién de la ecuacién de Burgers,
probamos que tenemos solucién clésica u(t, z) € C*((0,T] x R).

También usando estimados tipo energfa, probamos la existencia global de solucién
u(t,z) € C([0,00); L2(2))NC>®((0, 00) xR). Para encontrar férmula asintética de la solucion,
se disenan unas ecuaciones en diferencias, que estdn motivadas de la solucién del proble-
ma lineal asociado. Estas ecuaciones en recurrencia nos invitan a hacer implementaciones
numéricas del problema. Esto serfa lo inmediato a realizar despues en la investigacion.

Por 1ltimo cabe mencionar, que de mis resultados del problema tipo Burgers,

cuento con una publicacién, ver [12].

0.2. Objetivo

Desarrollar un método general para estudiar el comportamiento asintético de la
solucién del problema no lineal de ondas con datos iniciales periédicos (0.1).

El propésito de este trabajo es estudiar cierto tipo de ecuacién diferencial parcial
no-lineal de segundo orden con datos iniciales periédicos, que nos permita junto con disenar
una técnica de ataque a este tipo de ecuaciones, tener de por si garantizado un compor-
tamiento asintético de las soluciones de estas ecuaciones siempre que los datos iniciales
vivan en un espacio de Sobolev de cierto orden.

Fn esta tesis también se responden las preguntas naturales al estudiar una ecuacién
diferencial con datos iniciales, como lo es la existencia y unicidad de soluciones, tiempos de
vida de soluciones, si explotan las soluciones en tiempo finito y la principal contribucién de
nuestra investigacion es que se obtiene cota de decaimiento éptima para f que nos permite
generalizar el problema (3.1) del capitulo 3, trabajo que se realiza en el capitulo 4, sumando
una fuerza externa, obteniendo soluciones globales y asintética de la solucidn.

Para el problema tipo Burger, capitulo 5 de la tesis, se obtiene solucién local y
global, y junto con esto se obtiene asintética de la solucién. En este problema de tipo
parabdlico, se usa la propiedad de difusién de la ecuacion de Burgers, que la hereda de la
ecuacion del calor, y esta interesante propiedad nos regala soluciones C'°.

Se obtiene asintética de la solucién, usando proyectores y apoydndonos da la
ecuacion integral que nos da solucién local. Todas nuestras soluciones se obtienen via el

mapeo de contraccion.



0.3. Descripcién por capitulos

Este trabajo consta de cinco capitulos y un apéndice, organizados de la siguiente
formas:

El capftulo 1 de este trabajo estd dedicado a la introduccién e inicia con una
recapitulacién de la teoria acerca de las EDP no lineales y el lugar que ocupan los métodos
asintéticos en la solucién de estas ecuaciones.

En el capitulo 2 nos concentramos en desarrollar la teorfa bdsica necesaria para
hacer del trabajo lo mds autocontenido posible. Damos un repaso a conceptos fundamentales
del analisis funcional, de la teoria de las Series de Fourier, una visién general de la teoria
de distribuciones y Espacios de Sobolev, en particular demostramos el importante teorema
del encaje de Sobolev.

En el capitulo 3 hacemos nuestras primeras estimaciones estudiando un subpro-
blema del nuestro, el cual nos llevard directamente a estudiar las estimaciones asintéticas
de nuestro problema.

En el capftulo 4 estudiamos nuestro problema principal y nos abocamos a obtener
las estimaciones asintéticas que se quieren obtener y se dan las condiciones cualitativas
necesarias para dichas estimaciones asintéticas.

En el capitulo 5, estudiaremos una ecuacién tipo Burgers

U =V + AV + UV, 2 € Q,t>0,
U(0,z) = ¥(z),z € Q,

donde Q = [—m, 7], A < 1.

Probaremos que si el dato inicial ¥ € L2(9), U una funcién 27-periédica, entonces
existe una unica solucién ¥(t,z) € C([0,00); L3(R2)) N C*°((0,0) x R) del problema pe-
riédico. Bajo algunas condiciones adicionales encontraremos expansiones asintéticas de las
soluciones. El caso A = 0 es la ecuacién de Burgers. Esta se resuelve explicitamente usando
la transformacion de Hopf-Cole. Esta solucién describe el comportamiento de ondas en un
liquido. En nuestro problema ), se interpreta en fisica como un factor de contraccién en el
proceso de difusién de la onda en el liquido que va de la mano con un factor equilibrado de
viscocidad. Este es un problema importantisimo en mecdnica de fluidos que tiene relacién
simplificada con el famoso problema de Navier-Stokes.

Por otra parte también es de alto interes para el autor estudiar las ondas de choque



que presenta esta ecuacién. Para el desarrollo de este capitulo fue de capital importancia
leer los articulos, [9],[21],[25].

Es bueno comentar que el siguiente paso de la investigacién es hacer implementa-
ciones numéricas del problema y hacer comparaciones con articulos donde se han encontrado
aproximaciones numéricas de la solucién, ya que la ventaja de nuestra metodologia es que
encontramos la solucién exacta del problema.

En el apéndice se explica la técnica ttilizada para extender el dominio de definicién

de la solucién de una ecuacién diferencial parcial en particular no-lineal.



Capitulo 1

Preliminares

La teoria de ecuaciones dispersivas no lineales evolutivas juega un papel muy im-
portante en la teorfa de la Fisica-Matemdtica contemporédnea, ya que tales ecuaciones apare-
cen en la Teorfa Cudntica de Campos, la Biologia, la Ingenierfa y otros campos de la ciencia.

El caso de datos iniciales periddicos es relativamente nuevo en la literatura. Para
nuestra investigacién sélo necesitamos requisitos de ecuaciones diferenciales ordinarias,
andlisis real y fundamentos de variable compleja, y la tesis es autocontenida en lo posi-
ble.

El concepto de no-linealidad en el contexto de las matematicas viene apareciendo
en la literatura cientifica con significativa mayor frecuencia, desde mediados del siglo XX, al
comenzar el auge de los temas que conforman la teorfa de la complejidad, el caos, el fractal
y anélogos.

Puede decirse que hasta ese momento en matemadticas se trataba de aproximar las
funciones manejadas en Fisica y disciplinas afines, de por si no-lineales, mediante simple
supresion de términos de grado superior, a expresiones lineales mucho més faciles de mani-
pular, aunque el resultado se apartaba significativamente de la realidad fisica. Es aqui que
se implementan nuevos y eficaces procedimientos de linealizacién que conducen a mayor
aproximacién a los valores verdaderos, a la vez que los sistemas no-lineales se hacen cada
vez mas presentes en la ciencia moderna.

En nuestra tesis estudiamos el comportamiento asintético de soluciones para el

problema no-lineal de ondas amortiguado cuya ecuacién es

g + 2aus — Puge = =N u|” u+ f(t,x),t >0,
’LL(O,Z’) = ¢($),ut(07$) = sz)(m)vl‘ € Qa



donde Q = [—m, 7], o, B, A, 0 > 0. Consideramos soluciones de la ecuacién (1.1), las cuales
satisfacen condiciones de frontera periddica u(t,z) = u(t,27 + =) para todo x € Ry t > 0,
con datos iniciales ¢(z) y ¥ (z) 27 periddicos.

Recientemente se tiene una atencién considerable al problema de Cauchy para
ecuaciones no lineales de ondas con diferentes términos disipativos. En casos particulares
nuestra ecuacién se reduce a varias ecuaciones conocidas de la fisica-matematica, por ejem-
plo la de Poisson, la cldsica de ondas bajo valores particulares de las constantes que aparecen
en la ecuacién. Vélido es decir que las ecuaciones nombradas anteriormente son prototipos
de los tipo eliptico e hiperbdlico. En esta tesis estudiamos en los capitulos 3 y 4 un problema
hiperbdlico, y en el capitulo 5, un problema parabdlico. Es decir en esta investigacién se des-
criben técnicas para estudiar ecuaciones diferenciales parciales no-lineales con coeficientes
constantes, de tipo hiperbdlico y parabdlico con datos iniciales peridédicos.

Hacemos un poco de la historia relacionada con nuestro problema del capitulo 3 y

En [21] se prueba que si nuestra ecuacién presenta no-linealidad del tipo |u\1+g,
con o < 2y los datos iniciales satisfacen que [, ¢(x)dz >0y [;(x)dz > 0, las soluciones
existirdn para todo tiempo.

La existencia de soluciones para el problema de Cauchy, en el caso de ecuaciones
con no linealidades del tipo =+ \u|1+a 0 =+ |u|” u para una potencia supercritica ¢ > 2 fue
probado también en [21], donde para tiempos grandes las soluciones decaen si los datos
iniciales tienen médulo pequeno y soporte compacto.

También en [7], [5] y [6] se estudian potencias subcriticas, criticas y supercritica
con no linealidades del tipo mencionado.

En [9] se encuentran férmulas asintéticas para soluciones del problema periédico
para algunas ecuaciones no lineales.

En [7] y [8] se establecen resultados asintéticos para la ecuacién amortiguada no
lineal de ondas para el caso sub-critico (0 < o < 2), critico (0 = 2) y supercritico (o > 2)
el cual dio pie a nuestra investigacién pues seguimos esta metodologfa y nuestro resultado
generaliza [8].

En [13] se estudiaron relaciones para dispersividad y propiedades de los espacios
de Sobolev.

Para la ecuacién de Benjamin-Bona-Mahony-Peregrine-Burgers, se obtiene la exis-

tencia global de soluciones y estimados de energia que decaen se obtienen en [21].



En resumen, nuestra metodologia de trabajo esta inspirada en [8] y en [9] estudia-
mos la existencia global de soluciones para un problema no lineal de Cauchy con potencia
critica y supercritica y la regularidad de las soluciones nos da pie a interpretar fisicamente
la no linealidad.

En nuestra investigacién probamos que si el dato inicial ¢ € H', ¢y € L? v f € H®,
con s > 1, junto con una condicién sobre f, la cual es || f||y. < C (t>_5_%, t > 0. Entonces

existe una tnica solucién u(t,x) € C([0,00) : H') del problema periédico, el cual tiene los

estimados de decaimiento

[u(t)]| e < C ()77, [[Brut)]| g < C ()72, (1.2)

9=
N[

para todo t > 0.

Bajo algunas condiciones iniciales encontramos férmulas asintéticas para la solu-
cién.

En el caso parabdlico, capitulo 5, estudiamos el problema periédico para la ecuacién

no-lineal tipo Burgers

Uy =W, AU 0T,, 2€Q, t>0,

¥(0,7) = ¥(z), v € Q, (5.1)

donde Q = [—m, 7], A < 1. Probamos que si el dato inicial S L?(£2), entonces existe una
tinica solucién ¥(t,z) € C([0,+o00) : L2(Q)) N C>((0,00) x R).

Nétese que obtenemos soluciones clédsicas, para esto nos apoyamos en la velocidad
de propagacién infinita que tiene la ecuacién del calor, y por ende la de Burgers.

El estudio de las ecuaciones de los fluidos incomprensibles tiene cada vez un mayor
interes, tanto del punto de vista teérico (integrales singulares...) como desde el enfoque més
aplicado (simulaciones numéricas...).

Las ecuaciones que aparecen modelizando problemas de mecédnica de fluidos son
variadas, pero las m&s importantes son las de Euler y Navier-Stokes. De hecho por demostrar
(o refutar) la existencia global de solucién clésica para Navier-Stokes el Instituto Clay otorga
un premio de un millén de délares. La ecuacién parabdlica que estudiamos tiene aplicaciones
en el estudio de turbulencias. La turbulencia tiene como efecto principal facilitar que dos
fluidos se mezclen. Asi que nuestro problema viene de una simplificacién de la dimensién
espacial. Por tltimo es bueno comentar que esta ecuacién (5.1), tambien tiene aplicaciones

en metereologia, ya que tiene relacién con el modelo de "frontogénesis"( la formacién de
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frentes de aire a distinta temperatura). Este problema tiene interes en metereologia , porque
ya se sabe que la falta de acierto de quienes predicen el tiempo se ha hecho ya proverbial,
y sin embargo no hay ningun meteordlogo competente que no opine que los fenomenos
atmosfericos estan causalmente determinados.

También es de nuestro interés relacionar nuestros temas estudiados con el caso
de medios heterogéneos, esto es, cuando los coeficientes de la ecuacién no son constantes
y estudiar también la estabilidad de nuestras soluciones usando técnicas que vienen del
analisis inverso, teoria scattering, andlisis microlocal, entre otras.

Con el desarrollo de software y hardware que actualmente se tiene en los grandes
sistemas de computo, se han podido efectuar complicados experimentos de cdlculos numéri-
cos para estudiar ecuaciones no-lineales evolutivas, permitiéndole al investigador descubrir
nuevas leyes y efectos no-lineales que son dificiles de detectar a simple vista y asi abrir una
nueva ruta de investigacién para estudios futuros.

De esta manera, en 1967 fue encontrado un método usado para encontrar explicita-
mente la solucién de una clase particular de ecuaciones no-lineales. Este método es conocido
como "Transformada Inversa de Dispersion", (IST, por sus siglas en inglés). Este Método
estudia las propiedades de esta clase particular de ecuaciones no-lineales y es posible en-
contrar en muchos casos el comportamiento asintético de las soluciones por medio de esta
herramienta.

Desgraciadamente no hay recetas para la solucién de una ecuacién no-lineal evolu-
tiva, porque cada ecuacién posee su propia individualidad y requiere un enfoque especial y
hasta un juego de métodos analiticos para su investigacién. Sin embargo, es posible aplicar
muchos de los métodos ya desarrollados y generalizarlos para algunas clases de EDP no-
lineales.

Por otra parte en caso de que una ecuacién no lineal exista para todo tiempo,
podemos obtener asintéticas de la solucién haciendo ¢ tender al infinito; ya que en pocas
ocasiones se puede resolver explicitamente una ecuacién no lineal evolutiva. Es muy impor-
tante tener una representacion analitica aproximada para las soluciones en forma explicita,
cerrada o desarrollada en serie para poder controlar los errores. Los desarrollos asintéticos
se utilizan para deducir facilmente las propiedades bédsicas de la solucién tales como el cre-
cimiento o decaimiento de la solucién en diferentes regiones, nos permite saber dénde oscila
y dénde es mondétona, ademds de que nos da informacién sobre los datos iniciales despues

de un tiempo grande.
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Asi los métodos asintéticos son importantes no sélo desde el punto de vista tedrico
sino también son usados provechosamente en la practica como un complemento para los
métodos numéricos. Sin embargo, los métodos asintéticos son dificiles atdn en el caso de
ecuaciones lineales evolutivas. En el caso de ecuaciones no-lineales es necesario probar la
existencia global de soluciones clédsicas o soluciones moderadas que son el tipo de soluciones
que manejaremos en esta tesis, y obtener algunas estimaciones adicionales para aclarar las
expansiones asintéticas. Es comun hacer lo que se llama estimaciones a priori, este es un
estimado el cual puede ser establecido sin un conocimiento preliminar de las soluciones,
para el cual el estimado es vilido y de hecho existe. Ya que los métodos asintéticos no
representan un método general, es importante mencionar que cada tipo de no linealidad
debe ser estudiado individualmente, especialmente en el caso de tener datos iniciales en
norma grandes.

A pesar de la importancia y de la actualidad de los métodos asintéticos, hay
relativamente pocos resultados para las ecuaciones evolutivas no-lineales. Sin embargo una
gran cantidad de publicaciones se han ocupado de la representacién asintética de soluciones
al problema de Cauchy para las ecuaciones no-lineales en los tltimos 20 afios.

La ttilidad del método asintético en el estudio de ecuaciones diferenciales parciales

no-lineales es digno de llamarse teorfa cualitativa de EDP’S no-lineales.
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Capitulo 2

Fundamentos

En este capitulo describimos las herramientas bédsicas que necesitamos para estu-
diar nuestro problema. Presentaremos nociones fundamentales de anilisis funcional, teoria
de Fourier y objetos como las distribuciones peridédicas y los espacios de Sobolev asociados
a éstas, que llamaremos Sobolev periddicos, debidos al Matemdtico Ruso Sergei Sobolev
por los anos de 1935. También haremos un breve recorrido por las distribuciones tempera-
das, es decir el espacio de Sobolev, que toma como sus funciones test, a las funciones Cj°,
que denota a las funciones C'°° con soporte compacto. La mayor parte de este material fue

tomado de las referencias [13], [17], [18] v [22].

2.1. Espacios de Banach

Definicién 1 : Sea V un espacio vectorial real o complejo. Una norma en'V es una funcidn

1|+ V' — [0, 00),
cualquiera que sean u,v € V y a escalar,
1)kl = 0 v=0
2) Mool = laf|v];

3) Nu+oll < lull + vl

La propiedad 3 es llamada la desigualdad triangular. En el caso en que |||| satisface
las propiedades 2 y 3 pero no satisface 1 decimos que ||-|| es una seminorma en V. Un espacio
vectorial V' dotado de una norma ||-|| es llamado un espacio vectorial normado; se usard por

lo general la notacién (V/ ||-]]).
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En lo que sigue estaremos interesados en espacios vectoriales complejos de modo
que si no se afirma explicitamente lo contrario, todos los espacios vectoriales sobre los que
trabajaremos serdn sobre el cuerpo de los nimeros complejos.

Sea V un espacio vectorial normado. Una consecuencia inmediata de la desigualdad
triangular es

[lw =l = [l = [[ol]]

Sea {v,} una sucesién en V. Decimos que la sucesién converge en norma a un elemento
v eV si

||vn, — v|| — 0 cuando n — oc.

Ms4ds precisamente, si, dado € > 0, existe N € N tal que
n>N =|lv, —v|| <e
La sucesién {v,} es una sucesién de Cauchy si
n,m > N = ||v, — vp|| < e
Es claro que toda sucesion convergente es de Cauchy, el reciproco es falso.

Definicién 2 : Un espacio normado donde toda sucesion de Cauchy converja se llama

espacio completo o espacio de Banach.

Ejemplo 3 :Si1<p<oo,peRU{+o0}, ysiz=(z1,..,2,) € C" definimos

n

1
12, = DIz, 1<p<oo; (2.1)
j=1
|zlle = sup |z].
1<j<n

Entonces C" es un espacio de Banach en relacion a cualquiera de esas normas. De hecho,
todas esas normas son equivalentes. Esto es, si p,q € [1,00), existen constantes Cy y Co tal
que

Cillzll, < llzlly < Coll=ll,,

cualquiera sea z € C". La norma ||z|| es llamada la norma euclidiana.
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Ejemplo 4 Sea [P = [P(Z) el espacio de las sucesiones complejas o = (an)nez tales que

+oo

Z lan|P < o0,

n=—oo
donde p € [1,00). Es facil ver que IP es un espacio vectorial con la suma y la multiplicacion

por escalar definida componentes a componentes , esto es

(an)nez + (Bu)nez = (an + Bp)nez.

Man)nez = (Aan)nez.

El espacio [P dotado de la norma

+o00 %
o, = [ > Ian\”] : (2.2)

n=-—00
es completo. El espacio [*° = [*°(Z) de las sucesiones complejas acotadas es también un

espacio de Banach. La norma [||[, es llamada la norma 7, 1 < p < cc.

Ejemplo 5 Para cada p € [1,00) defina ||-||,, en C([a,b]) por

11, = [/ab|f(w)|pdx];.

Entonces cualquiera sea p € [1,00), (Cla, bl,|||[,) es un espacio vectorial que no es

completo. En tanto que C|a, b] es un espacio de Banach en relacién a la norma

I llse = sup |f(z)].

z€a,b]
La norma |[|f[|, es llamada la norma LP, 1 < p < o00; la norma L es también

llamada la norma del supremo. El siguiente teorema nos ensena una desigualdad muy ttil

en nuestros célculos.

2.2. Desigualdad de Hoélder
Teorema 6 :(Desigualdad de Holder)

Sean f € LP([—m,7]) y g € LY([—m,7]), donde %4— % = 1. Entonces el producto
fg € Ll([_ﬂaﬂ]) y
7ol < ANz Mgl -
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2.3. Espacios de Hilbert

Definiciéon 7 Un espacio de Banach cuya norma proviene de un producto interno es lla-

mado un espacio de Hilbert.

Ejemplo 8 Como vimos anteriormente C" es un espacio de Banach en relacion a cualqui-
era de las normas ||-||,, 1 < p < oo, definidas en (6). En tanto que (C",[||[,) es de Hilbert

sty solamente st p = 2.

En ese caso la norma proviene del producto interno

n
(z,w) = 2wy,
j=1

donde z = (21, ..., 2,), w = (w1, ..., wy,) € C".

Ejemplo 9 Andlogamente al ejemplo anterior, I[P es un espacio de Hilbert si y solamente

sip =2, y en ese caso, el producto interior es dado por

o)

<a,B>: Z aan'

n=—oo

El espacio de Hilbert {? esta intimamente ligado a la teorfa de las serie de Fourier

que hablaremos pronto.

2.4. Una desigualdad importante
Teorema 10 Para todo u,v € R,o > 0, se cumple que
[ul” w = Jo|” o] < (|Jul” + [v|7) [u —v].

Prueba. Consideremos el intervalo [a,b] con a < by a,b € R.

definiendo f(x) = z|z|?, o > 0, tenemos que

(c+1)z7six>0

FE@=1 Captos1)sio<o

Por el teorema del valor medio para derivadas, tenemos que existe ¢ € (a,b) tal

que

f() = f(a) = f/(c)(b—a).
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Por tanto procediendo por casos tenemos que:
a,b>0
F() = (@) = (o + 1) (b — a) < CB|" +|al”)(b — a).
a<0,b>0.
Asi para ¢ < 0, tenemos
1f(0) = fla)l = [f(c)(b—a)| = (=¢)7 (o + 1) b —a| < ||a]” + [b]°[]b— al
a<0,b<0,

es andlogo al caso anterior. m

2.5. Notaciones asintéticas

Decimos que la funcién f(x) es del mismo orden que la funcién g(z) en algin punto

xo y denotamos f(z) = O(g(z)) cuando x — xq si la desigualdad

[f (@) < Clg(x)]

es valida para una vecindad del punto zp. También es comun escribir f(z) = O(g(z)) para
x € D, cuando la desigualdad es cierta para toda x € D C R", donde C es alguna constante.

Decimos que la funcién u(t, ) tiene la asintética:
u(t, x) = V(t, z) + O(p(t, x))

cuando t — oo uniformemente con respecto a x > 0 si existe algiin Ty > 0 y una constante
C > 0 la cual no depende de los valores de las variables t y x, que satisfaga la siguiente
estimacién

’u(ta .7}) - \Il(ta .%')‘ <C ’(P(tv {IJ>‘

para todo valor ¢ > Tj.
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2.6. EIl Lema de contraccién

Teorema 11 Sea M un conjunto cerrado de un espacio de Banach. Sea f : M — M una
funcion, y supongamos que existe un nimero K, 0 < K < 1, tal que, para todo x y z € M,

tenemos
(@) = f(2)| < K|z — 2]

Entonces f tiene un punto fijo, esto es, existe un tnico punto xg € M tal que
f(zo) = mg. Six € M, entonces la sucesion {f"(x)}, (iteracion de f repetida n-veces ), es

una sucesion de Cauchy que converge al punto fijo.
Prueba. Tenemos que para x € M fijo,

|[f2(2) = f(2)] = [f(f(2) = f(@)] < K |f(2) — =]

Por induccién
|7 (@) = (@) < K| M) = [N )| < K0 f(r) - .
En particular vemos que el conjunto de elementos {f"(z)} estd acotado, pues

|f™ () = [ @)+ [ @) = R @) [ f () - 2
(K" 1+ K" 24 4+ K)|f(z) — =/,

[f*(z) — |

IN

N

v la serie geométrica converge.

Ahora de nuevo por induccién, para cualquier entero m > 1y k > 1 tenemos
[ @) = @) < K |75 @) 3.

Ya vimos que el término f*(z) — z est4 acotado, independientemente de k. Por lo

tanto, existe N tal que, si m y n > N, y digamos que n = m + k, tenemos
[FHE @) = )| < e,

pues k™ — 0 cuando m — oo. Por lo tanto, la sucesién {f"(x)} es una sucesién de Cauchy.

Sea xg su lfmite. Seleccionemos N tal que, para todo n > N, tenemos

lzo — f(2)| <&,
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| f(wo) — f" ()| < K |wo — f(z)] < e.

Esto prueba que la sucesién {f™(x)} converge a f(zg). Por lo tanto f(zg) = xo y
xg, es un punto fijo. Finalmente, supongamos que 1 también es un punto fijo, esto es, que

f(x1) = x1. Entonces
|21 — @0l = [f(21) — f(zo)| < K |21 — o]

Como 0 < K <1,sesiguequez; —xg=0yx1 =20. B

Una funcién como la del teorema se llama contraccion.

2.7. Series de Fourier

Seal >0y f:[-l,l] — R una funcién integrable. La serie de Fourier de f es la

serie

+ Z an, cos( )+ Sen(mlm:)],

donde los coeficientes a,,, n € Z" y b,, n € N, son dados por las férmulas de Euler-Fourier,

las cuales son

Gn

l nmwx
}/l () cos("T )

1/t nmwx
l/lf(x)sen(l)d:p.

Nétese que el cambio de variable y = 7, permite escribir la serie de Fourier como:

bn

+ Z ay cos(ky) + brsen(ky)).
k=1

0
2

En otras palabras, en vez de considerar funciones periddicas de periodo 2[ arbi-
trario, consideramos funciones periédicas de periodo 2, sin ninguna pérdida de generalidad.
La préxima simplificacién es reescribir las series de Fourier de una formas més

compacta usando exponenciales complejas, recordando que

iky —iky
ol = S
eiky_e—iky
senlhy) = S
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obtenemos para todo k =1,2,3..n

ag | br, ag b,
k b k‘ = —_— MY etRY v~ kY
a, cos(ky) + bisen(ky) ( 5 + 21')6 + ( 5 21,)6
N ap — ibk iky ap + ibk —iky
= 5 e’ + R e .
Podemos por tanto reescribir la serie de Fourier como
e .
Z cre®y, (2.3)
k=—o00
donde
. @ k — ’ibk ag + Zbk
Co = 9 Ck 9 y C—k 9 )
k=1,2,...,n.

Supongamos ahora que la serie (8) converge uniformemente a una funcién
fR—-C,

y es claro que las funciones
Dp(z) = ** k€ Z,

satisfacen las relaciones de ortogonalidad

(B, ®;) = / Oy (2) 2 (z)dx
/ ke,

=|

™
ijdx

O0sij+#k
2rsij=k

<f,q)k:> = Z Cn<(1)na‘1>k>

= 27rck,
y de alli:

- % (f, B (2.4)

1 [7 ;
= — flx)e *dy.
2 J_,
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Dada una funcién f € Cpe,([—m, 7)), donde esto denotard el conjunto de funciones
continuas y periédicas en ese intervalo, la serie de Fourier generada por f y la serie (2.3)

donde ¢, es dado por (2.4). La sucesién compleja {f(k)}rez definida por
. 1 [T .
f) = 5= [ f@ye e,

es llamada la Transformada de Fourier de f y los nimeros complejos f (k) = ci son los

coeficientes de Fourier de f. Nétese que la aplicacién

f—f
es lineal y
. 1 [T
fw] < o[ If@)lde
™ —T
1
= ool < il
cualquiera sea f € (Cper([—7,7]),||.|ly), & € Z. Por tanto la aplicacién que lleva f en su
transformada f, es una transformacion lineal continua de (Cper([—7, 7)), ||| |;) en [*°(Z) con

su norma usual.

Enunciaremos un teorema en funcién de encontrarnos con una identidad que se usa
mucho en el trabajo, esta identidad recibe el nombre de Identidad de Parserval. De inmediato
enunciaremos un teorema, que nos da condiciones de convergencia uniforme para una funcién
con derivada seccionalmente continua. En el préximo teorema SCpe,(27) denotara a las

funciones seccionalmente continuas y periédicas de periédo 2.

Teorema 12 Suponga que f € Cpe,(27), y diferenciable en (—m, ) menos un nimero finito
de puntos, con f' € SCper(27). Entonces la serie de fourier de f converge uniformemente

en R para f.

Teorema 13 Sean f,g € Cper(2m) y suponga que f es diferenciable en (—I,1) menos un

ndmero finito de puntos con f' € SCper(2m). Entonces

S (fa)= > fmat.

n=—oo

En particular vale la identidad de Parserval.

[e.o]

S lIAE =S ||

n=—oo
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Prueba.

En particular entonces:

Snh=3 ] = (25)

A la igualdad (2.5) se llama identidad de Parserval.
FEl siguiente teorema que enunciaremos, nos da condiciones para saber cuando

tenemos convergencia uniforme de la serie de Fourier de una funcién continua.

Teorema 14 Suponga que f es continua en [—m,m| y que su serie de Fourier converge
absolutamente, i.e.

k=—o0

Entonces la serie de Fourier de f converge uniformemente a f, es decir,

lim S,(f)(x) = f(x), uniformemente en z.
n—oo

Noétese que existen funciones continuas cuyas series de Fourier son divergentes.
;,Qué condiciones en f garantizan la convergencia absoluta de la serie de Fourier?
Como veremos en el préoximo teorema la suavidad en f implicard convergencia

absoluta.

Teorema 15 Suponga que f es dos veces continuamente diferenciable en [—m, w|. Entonces
f(k) = O(k%), cuando |k| — oo,de manera que la serie de Fourier converge absoluta y

uniformemente para f.
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Prueba. Suponga que k # 0. Integrando por partes y usando la periodicidad de f tenemos

que

2rf(k) = f(z)e *2dg
1 " / —tkx
= fi(z)e " dx
? —T
1 " " —ikx
1 (" -
= = f(z)e " dx.

Luego como f”(z) es continua, asi en [—, 7|, estd acotada y de allf tenemos que:

Cc

k2

f) <

por tanto
A 1

es decir que con condiciones de suavidad impuesta a la funcién podemos asegurar rapidez

de convergencia mds rapida que cuadritica. m

2.8. Distribuciones

Denotaremos C§°(2) el conjunto de funciones pertenecientes a C*°(£2), con soporte

compacto en ). Llamaremos funciones test a los elementos de C§°(€2).

Ejemplo 16 Es facil verificar que la funcion dada por:

1
cels?-1 61 0 < |z| <1
n(z) = _
Osi |z]>1
pertenece a C3°(R).
La funcién anterior es un tipico ejemplo de una funcién test.

A C§°(Q) le dotaremos de una adecuada nocién de convergencia. Obsérvese que el

simbolo

801 1 aa n

0z Ozp"

denota la derivada de orden |a] = a1 + ... + ay,.

@ v = (a1, ey i),
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Definicién 17 Sea {p,} C C3°(Q) y ¢ € C§°(2). Diremos que
o — ¢ en C3°(Q) cuando k — oo,

si

1.) D%p;, — D%p uniformemente en ) para toda a = (aq, ..., ap)

2.) Existe un conjunto compacto K C €2, conteniendo el soporte de toda .

Es posible mostrar que el limite asi definido es tinico. El espacio C§°(£2) es denotado
por D(2), cuando lo equipamos con la nocién anterior de convergencia.

Fijemos nuestra atencion en los funcionales lineales de D(£2). Si L es uno de éstos,
usaremos el corchete (L, @) para denotar la acciéon de L en la funcién test .

Diremos que el funcional lineal
L:D(Q) — R,
es continuo en D({2) si
(L, ) — (L,p) cuando ¢, — ¢ en D(£).

Definicién 18 Una distribucion en Q es un funcional lineal continuo en D(QY). El conjunto

de distribuciones es denotado por D'().

Dos distribuciones F'y G coinciden si toda accién en una funcién test es la misma,

es decir, si

(Fyp) = (G, ) Vo € D(Q).
Para toda u € L?(Q) corresponde el funcional I,, cuya accién en ¢ es
(Lu, ) = / wpdz.
Q

El cual es ciertamente continuo en D(2). Por lo tanto I,, es una distribucién en
D'(2). Nétese que la funcion I, puede ser identificada con u. Luego la nocién de distribucién
generaliza la nocién de funcién.

Los mismos argumentos muestran que toda funcién u € L}, () pertenece a D'(2)

(u, @) :/Qucpdx.



24

D'(Q) es un espacio lineal. Si «, 8 son escalares reales (o complejos), ¢ € D(Q) y

Ly Ly € D'(€), definimos

ali + Ly € D'(R2) por medio de la férmula,

(aLy + BLa,p) = a(L1,¢) + B (L2, ).

En D'(Q2) podemos introducir una nocién de convergencia débil: {L;} converge a
L en D'(R) si
(Li,p) = (L, p) Vo € D(Q).

Si 1 <p < oo, tenemos el encaje continuo
LP(Q) — Lige() — D'().

Esto significa que si ux — u en LP(Q) o en L'(Q), entonces uy — u en D'(Q).

Como observacién de lo anterior podemos ver que las distribuciones son generali-
zaciones de las funciones localmente integrables.

Enunciaremos dos teoremas que seran ttiles en lo que sigue, los cuales son teoremas

importantes tanto de la teorfa de de integracién, como del anélisis de Fourier.
Teorema 19 (Teorema de la convergencia dominada)

Sea {g,} una sucesioén de funciones medibles e integrables convergiendo en medida
en casi todas partes a una funcién integrable g. Sea { f,,} una sucesién de funciones medibles
tales que |f,| < gn v fn converge a f en medida en casi todas partes. Suponga que

[ s@ydnte) = tim_ [ gu()du(a),
S n—oo S

donde S es un conjunto medible. Entonces

/f Ydp(zx hm fn() ().

El teorema 18 es una generalizacién del teorema de la convergencia dominada

usual. En su forma méds simple y més conocida tenemos ¢, = g para todo n.

Teorema 20 La transformada de Fourier de f € L'(R") es una funcion continua, acotada

y satisface la desigualdad
17| . = e i



25

En particular la aplicacion f — f, es un operador acotado de L'(R™, dz) en

L>*(R™,d€). Més atn vale el lema de Riemann-Lebesgue, es decir

~

lim f(¢) = 0.

¢l =00

2.9. Los espacios de Sobolev en R"
Sea s € R. Los espacios de Sobolev en R™ son los siguientes subconjuntos de D’

H*(R™) = {f € D'tal que (1 + |§2 )2 f € L3(R™)}.

Por tanto f = (1 + }52‘)7311, con h € L*(R", d¢).
El espacio H*(R"), s € R, es de Hilbert dotado del producto interno

o) = [ a+ler i

La norma correspondiente es evidentemente

1= [ a+len|fof

En particular, H°(R") = L?(R"). L2(R") denotar4 a los espacios L? con peso. Por
otra parte

(1+[€%)3 f € L2(R™, df),

esto es f es una funcién medible y

12 = [ alel [fof de <o

Tenemos el siguiente teorema:

Teorema 21 Sean s,s’ € R. Entonces:
i) HS(R™) C H¥(R") si s > s'. Ademds de eso esta inclusion es continua y densa.
i) (HS(RM)" = LA(R™, (1+ [€2)°de) = L2(R")
ii1) El dual topoldgico de H*(R™) es decir, la coleccion de todos los funcionales

lineales continuos de H*(R™) en C, es isométricamente isomorfo a H*(R™).
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Prueba. Nétese que s > s’ implica que

s
2 .

(1+[¢3)7 < (1+|€2])

Por tanto, si f € H*(R"™) se sigue que

1l < / (1+[e2])

/ (1+1€%))°

H*(R") C H* (R"))

2
fo)| de

IN

2 2
@ g =1171I2 < oo.

Esto prueba que

y que la inclusién es continua. Para obtener la densidad, basta mostrar que
H®(R") = Npep H"(R™),
es denso en H"(R"™), cualquiera que sea r € R. Sea f € H"(R™) y considere
fr=("THY, t>0,
entonces f; € H*(R™) si ¢ > 0. De hecho
|l lcrerPae

= [ aslepas el el a

sup (1+ [¢2])0= ‘”'52’] 17112 < oo,
£ER™

cualquiera que sean r,6 € R. Observe ahora que

1 — 112

= [ asley

El lado derecho de la tltima igualdad tiende a cero cuando ¢ — 0 por el teorema

- e ae.

de la convergencia dominada. Esto termina la demostraciéon de i. Para las partes ii y iii,
remitimos al lector a [15]. m

Finalmente es interesante y extremadamente ttil observar que si s es suficiente-
mente grande entonces los elementos de H*(R™) son funciones continuas. M4s precisamente,

vale el Lema de Sobolev o teorema de inmersion de Sobolev:
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2.10. Teorema de inmersién de Sobolev

Teorema 22 Sea s > 5. Entonces H*(R™) puede ser inmerso continuamente en el espacio

de funciones continuas de R™ que tienden a cero cuando |z| — oo y vale la desigualdad

il < 0¥ | [ 0+ M)SF 171,

~

Prueba. Vamos a probar que sobre las condiciones dadas f(§) es una funcién integrable.

El resultado se sigue del teorema 19. Tenemos

R[\f(&)\d& - [ aslEiase

< HfH/ L+ |2)]? < oo

)2

GIES

toda vez que la integral del miembro derecho de la 1ltima desigualdad es finita por la

hipétesis s > 5. =

Observacién 2.1 :Toda f € H*(R"), s > § es Holder-continua. Es decir una funcion

f: X — Y, donde f es continua diremos que es Hoélder-continua si existe C > 0 que

satisface la desigualdad
|f(z) — f(y)| < Clz—y|° parae > 0.

Para concluir este capftulo enunciamos un teorema que nos va a permitir trabajar
tanto de forma continua como discreta y esto tultimo siendo de valiosa ayuda en el caso

periédico que nos interesa.

Teorema 23 La transformada de Fourier restringida a L*([—m,]) es una biyeccion entre

L3 ([-7,7]) y I2(Z). Ademds de eso vale la identidad de Parserval

E=2n 3 |Fwf =or |7
k=—o00

o equivalentemente

gy=2r > Fk)ak) =

k=—o00

, [ eL*(-m 7)),

7(£.3) f.9€ L(=m7)).
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Prueba. Dada a = (ag)kez € 1?(Z), defina para n € N,

Yn(e) = Y ape™

Es claro que %,, € D, usando las relaciones de ortogonalidad

2 2
[n = YmllZz =20 > Jaul?, (A)
n<|k|<m+1
donde sin pérdida de generalidad podemos suponer que n > m; como a € L%(Z), el lado
derecho (A) tiende a cero cuando n,m — oo, y por tanto {t,}°°; es una sucesién de
Cauchy en relacién a la norma L?. Asf existe f € L?([—m, ) tal que ¢,, — f en la norma
L?; por la unicidad de la serie de Fourier en 7, f: Q.
Recfprocamente, dada f € L?([—n,7]), sea v, € D tal que ¥,, — f en la norma
L2,
Como v,, — f en D', para todo k € Z,

— 1

B = o0 (1)
= (¥ @)

= lim ¥, (k).

n—oo

Por la identidad de Parseval (vdlida en D), tenemos:

2
¥ = $mllfa =2r |

T

L2

Luego, {1,,}°%; es una sucesién de Cauchy en [?(Z), que es completo, y por tanto

Y, — a en [2(Z), para algin « € I2(Z). Entonces para todo k € Z,

’ak - @n(k)r
+o0 N 9
l=—o0

2
= lla=9yllz. =0,

cuando n — oo, y de (B), a = fe 12(Z). Con esto probamos entonces que la transformada

de Fourier es una biyeccién entre L?([—m,7]) y [*(Z). =
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Este teorema nos dice entonces que L%([—,7]) es la coleccién de las “funciones”
de la forma
+oo
f = Z ak®k7
k=—o0
donde la convergencia de la serie en el sentido L2 es a = f € 12(Z).

Para terminar esta seccién, podemos resumir algunos de los resultados més impor-
tantes, sobre la serie de Fourier en la siguiente figura, donde en cada caso la transformada
de Fourier ~ es una biyeccién lineal con inversa continua * y las inclusiones son continuas
con imagen densa, esto es, cada elemento del espacio mayor puede ser aproximada por una

sucesion en el espacio menor, la convergencia como es claro en el sentido del espacio mayor.

D — L*([-m,n]) — D'
1 i v 1TA
S(Z) — 1*(Z) — S'(Z)

La flecha hacia arriba es la transformada de Fourier y la flecha hacia abajo indica
la transformada inversa de Fourier.

Expliquemos que son los espacios S(Z) y S(R").

S(Z) es el espacio de Schwartz también llamado el espacio de las sucesiones com-

plejas rdpidamente decrecientes, es decir

a = (ap)kez

tales que
[e.@]

o0
Z lag| < o0, Z lag| |E" < oco,m=1,2,....

k=—00 k=—o0
Se puede mostrar que S(Z), es la imagen de , D bajo la transformada de Fourier.
También podemos definir el espacio de Schwartz (o el espacio de funciones réapida-

mente decrecientes), denotado por S(R™),como la coleccién de funciones
f:R"—=C,

tales que

11l = sup [2°0 f ()| < o0,
zeR?
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para todo par de multi-indices «, .

Como observacion final en este sentido, es importante comentar que el espacio
D, de las funciones C'™ con soporte compacto, esta contenido en S(R™). La contencién
contraria no se da pues la funcién (Gaussiana ) definida por:

2

-z

y(xz)=e2 ,7:R—=R,

estd en S(R) pero no tiene soporte compacto.

2.11. Sobolev peridédicos.

También podemos definir el espacio de Sobolev de orden s en el caso periédico de

la forma
n=odo

H Q) ={se¢ [l = > (m)*

n=-—oo

2
< 0o},

On

donde p = Cpe,; (n) = V1+n2, conn€Z.

p, denota la coleccién de todas las funciones ¢ : R — C, las cuales son C* y
2w —peridédicas, ¢’ es el espacio dual topolégico de g, es decir la coleccién de todos los
funcionales lineales y continuos de p a C, y a sus elementos le llamaremos distribuciones
periédicas que en la préoxima seccién definiremos.

Claramente o es un subespacio vectorial de Cj,, para todo n € N. p es denso

en C

pers con Tespecto a las normas C", definidas anteriormente. Esto muestra que p no es

completo con respecto a esas normas. No existe una norma natural repecto a la cual p, es
un espacio de Banach. Sin embargo existe una distancia natural con respecto a la cual g,

es un espacio de Banach.

© H¢<j>_¢<j)Hoo
d(@,w)=§2 ”1+H<p(j)_¢(j)Hoo,so,wep,

define un métrica en p tal que
P, S penp Hgo(j)—w(j)H —0n—-00V;=0,1,2, ...
oo

Esta nocién de convergencia es muy fuerte: ¢, y todas sus derivadas convergen
uniformemente sobre R (a ¢ y sus derivadas). En particular ¢,, — ¢ en p implica que
@, — @ con respectos a todas las normas LP, 1 < p < oco. Como veremos esto es muy

conveniente par nuestros propoésitos.
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Teorema 24 (p,d) es un espacio métrico completo. Mas ain, si (p,) C o y ¢ € @,

entonces

o, — @ en (p,d) <~ Hgo(j)—w(j)H —0n—oovj=0,1,2,....

o0

Observacion 2.2 La completitud de (p,d), es una condicion necesaria para que toda dis-

tribucidn periddica sea un funcional lineal continuo en @.

Definicién 25 Sea oo = (a)kez. La transformada inversa de Fourier de «, es la funcién

oo
a(x) = Z ez e R.
k=—o00
Afirmacién 2.1 La transformada de Fourier A : o — S(Z), es un isomorfismo y un ho-
meomorfismo, esto es, es lineal, inyectiva, sobre S(Z), y continua con inversa \/ continua.
Afirmacién 2.2 FEl espacio de Sobolev periddico es completo.
Prueba. Sea {f,} una sucesiéon de Cauchy en H*. Dado € > 0, existe N € Z* tal que , si

m,n > N = ||fn — fmllys <e.

En particular para cada x €

(@) = fon ()| s <,

y asi para cada x {fn(2)}n,>1 es una sucesién de Cauchy, por tanto existe el limite de la

sucesion { fn(z)}n>1. Ademds

@) = I1f (@) = fa(@) + fo(2)]] s
< fn(@) = fa(@)gs + [ Fn (@) s
<&+ fallgs -

Luego f € H® y H® es completo. m
Por tanto el espacio C([0,T] : H®) es un espacio normado completo. En el siguiente
teorema resumimos algunas propiedades de los espacios Sobolev escrito en su forma discreta

para el caso periddico.
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Teorema 26 a.) Para todo s € R, H® = H*([—m,7|) es un espacio de Hilbert con relacion

al producto interno
n=oo

(fg)=2m > (1+k)°f(k)g(k).

n=—oo

b.) Sean s,r € R, s > r. Entonces H® estd continua y densamente inmerso en H" y
LfIl < Mf1ls para todo f € H”.

El siguiente resultado conocido como el lema de Sobolev para el caso periédico nos

permite relacionar “derivadas débiles” con derivadas en el sentido clésico.

Teorema 27 Si s > L, entonces H*([—m, 7)) es continua y densamente inmerso en Cpey y

1/l < ||/

o Sl £ e B

Prueba. Usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz y la hipétesis s > % tenemos que

: (L+ k%) | fw)|
k — S
%;f<ﬂ TR
< S+ Ry fw| S
<3 >f<ﬂ><%%mﬁﬂmag
1 1
=& Gy Ml

por lo tanto {f(k)}rez € I' y ast
e .
gl@) =) f(k)e™
—0o0
converge absolutamente y uniformemente en [—, 7). Por lo tanto g € Cper(27). m

Observacién 2.3 Los espacios de Sobolev miden la diferenciabilidad de funciones en L?.
Por otra parte, la importancia de estos espacios, radican en su persistencia, es decir toman-
do condiciones iniciales en Sobolev, la solucion de una ecuacion diferencial evolutiva, en

particular no-lineal vivird en el Sobolev.
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2.12. Distribuciones Periédicas.

Definicién 28 Un funcional lineal en p, L : o — C, es llamada una distribucion periddica
st existe una sucesion (Vp)n>1 C @ tal que
™

L(p) = (L,p) = lim Un(z)p(r)dz, Vo € p.

n—oo J_ o

Observacioén 2.4 FEl conjunto de las distribuciones periddicas serd denotado por ¢'.
Observacién 2.5 Los elementos del espacio Sobolev periddico, son las distribuciones pe-
riodicas.

Proposicién 2.1 Sea f € Cper, es decir una funcion continua y periddica. Entonces la

formula
<Lf790> = B f(ﬂ?)(ﬂ(l‘)d,’l?,g& € p,

define una distribucion periddica L. La funcion
fE€Cper — L€y,

es lineal, inyectiva y continua en el sentido que si (fn)5>) C Cper converge uniformemente

a f entonces

(L, ) — Ly, 0) Vo € .
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Capitulo 3

Problema no-lineal de ondas 1

3.1. Problema lineal I

Estudiaremos el problema con datos iniciales periédicos, definido por la ecuacién

diferencial parcial no-lineal tipo onda:

ug + 20up — Bugy = —A|u|” u,t >0

3.1
uw(0,z) = ¢(x),ut(0,2) = P(z),z € Q (3.1)

con ¢ y ¢ funciones 27-periédicas y de clase C°, es decir ¢, € Cp (R, R). Aqui o, 3, A y
o denotan constantes positivas.

Nos interesa hacer estimaciones asintdticas de la solucién, para esto utilizaremos
como ambientes de estas soluciones a los espacios de Sobolev, es decir usaremos estos espa-
cios para garantizar existencia y unicidad de solucién, ademds de garantizar que la solucién
viva en el mismo espacio donde son tomados los datos iniciales, fenémeno que llamamos
persistencia y nos permite ser més exigentes con las hipdtesis impuestas a los datos iniciales.

Usaremos también la transformada de Fourier como primer paso, en el caso linea-
lizado.

Ut + 2aup — Pug, = f(t,x); f e C®((0,00) x R),

donde f, ¢, son periédicas con respecto a la variable espacial, es decir
ft,2m +x) = f(t,x),

oz +2m) = (),
o(x +2m) = 6(a).



Entonces consideremos la ecuacién,
g + 20U — Puge = f(t,x),

donde denotaremos a

I ,
Un(t) / u(t,x)e”"*dx,

:% .

a la transformada de Fourier de w. De la misma forma
- 1 (7 .
fult) = 5= | faje e

denota la transformda de Fourier de f.

Procedamos entonces utilizando la transformada de Fourier.

e—inxutt + e—inx2aut _ e—inxﬁumm — e—inxf(t,x)

% _7;(6_inxutt + 27 quy — e By, )dr = fn(t)

8(32 /7; e M ydr + gt /: e "yudy — 3 7; e My gpdr = fo(t)
88752 /7; e M Tydr + gt /T; e "ydy — 3 7; e My gpdr = fo(t)
s (®) 4 (®) - [ ez = F(0)

—T

Ahora aplicamos integracién por partes para la integral

vy
/ e " ug.da,
—T

y en este proceso obtenemos:

1 i .
9 e "y dr = —n2ﬂn(t),
—T

asi tenemos la ecuacion diferencial ordinaria con datos iniciales
Uy (1) + 200, () + Bn®Tn(t) = fu(t),
U, (0) = vy,
Resolvemos esta ecuacién ordinaria por el método de variacién de pardmetros.

A esta ecuacién ordinaria le asociamos el polinomio caracteristico, el cual es

35
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m? + 2am + fn?® =0,

—a £ a2 — pfn?=m.

Nétese que m, puede ser real o complejo segun el signo de a? — Bn?.

Vai—pn2 € Reao?-p0m2>0
& a? > pBn?

a2

2
& nt < —
B

n| < =

VB

Témese Ny = H%H y veamos cual es la cara de la solucién para |n| < Njp.
yn(t) denotara la solucién para cada n € Z* donde |n| < Ny, la solucién de la

homogenea asociada es

Yn = Ane(—a+\/m)t +Bne(‘“—\/m)t.

Buscamos una solucién particular de la no-homogenea asociada, esto nos da lugar

al sistema:
(1) A (el-otVa=mmdt 4 B (p)el-amvar-idt _ g
Aln(t)e(—a+\/a2—ﬁn2)t(_a + /a2 — fn2)+
(2)  Bi()el- VeIt —a — \/a? — n?) = fu(t)
Resolvamos este sistema. De (1), obtenemos que

B;L(t)e(—a—\/az—ﬁnz)t
e e
= B (t)el2VermIt

A1) =

sustituyendo en (2), obtenemos
— B! (t)el"2V et At o(matyal=Bnt o 4\ /02 — Bn?)

+B)(1)eemV B o — /a2 — Bn?)
— B;l(we(*a*\/ a2*f3n2)t(_2 o2 — Bn?)



por tanto:

falt) = Bp(p)el- VeI (—2y/a? — fn?)

n

ﬁl(t)e(_a_\/m)t

B = - =
B 1 tﬁl(s)e(a—i- a?—fpn2)s
Bnlt) = _2/0 2\/a2 — pn2

ﬁb(t)e(a—\/QQ—ﬁnQ)t

A, (1) =
— pn?
f e(oz—\/on —Bn2)s
A, = .
(t) / Nz ds

Luego, la solucién general de la no-homogenea es:
Gn(t) = ApeCotVo?=Bndt 4 p o(—a=y/a?—fn2)t
23,2
/ f e(OH*\/m)S e(_a+\/m)t

Va2 — pn?
/ )l o o(—a—y/a?—Bn?)t.
Va? — pn?

La cual podemos escribir como:

an(t) = A, e(faJr\/azf,BnQ)t_'_B efaf\/asz’rﬁ)t
/ f —oc(t s)++/a2—Bn2(t—s)

an ds
f —a(t s)—y/a2—pBn2(t—s)
—/ an ds.

y considerano la diferencia de integrales tenemos que:

ds

/ f e—alt=s)+y/a?—pn?(t—s) / fn e—alt—s)—y/a?—pn?(t—s)
Va2 — pn? Va2 — pn?

f e—olt—s) \/&2—6n2(t—s) _ e—\/oﬂ—ﬁnz(t—s)
/ ﬁnz 5 ds

ds

/ f —5) et/ Br?—a?(t—s) _ ,—iy/Bn2—a?(t—s)

/0 ft/;:gi_azsen(\/W(t —9)).



38

Por tanto podemos escribir la solucién general de la ecuacién no homogenea como:
() = Apel otV =)y p (o=
tr —a(t—s)
fu(s)e o
+ / T Jen \/m t—s)).
o a2 " (t—s))

Sélo nos falta conseguir A, y B, y esto lo hacemos gracias a las condiciones

iniciales.

luego
AnWLBn:anjAn:an*Bn»

y por condicién inicial
w,(0) = s
tenemos que:
An(=a+v/aZ = Bu?) + Bu(—a — /a2 = 5n?) = i,
y sustituyendo A, = an — B,,, en la iltima ecuacién tenemos que:
bn = (&= Bu)(—a+ Va2 = fn?) + By(-a— Va2 — fn?)

By (—2v/a? - pn2) U + Op(—a + /a2 — fn?)
Y + bp(—a+ /a2 = fn?)

oy’ — B

B, =

y luego

o Pt du(—a+ /o = pn?)
An = n )
Ont 24/ 02 — 3n?
P A N e o
" 2/ a? — fn? 2/ a? — fn? ’

~

b (a4 /a2 — Bn?)

A, = +
T 9 A g2 2/a? — pn?

Asi, sustituyendo los valores de A, y B, en la solucién general de la ecuacién no
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homogenea, tenemos:

~

N G B) | p(cat/a?=Fae
2ol | 2/ar— g2
@n + Op(—a+ Va? — Bn?) )e(—a—\/m)t
By

tF —a(t—s)
—i—/o %sen(\/ﬁﬁ —a?(t — ).

Trabajemos entonces los coeficientes ¢,, y ¥,, por separados. Iniciaremos con 1, .

un(t) = (

+(

Yy e(—a+\/a2—6n2)t _ Yy, 6(—0[—\/042—,8112)1&
2¢/a2 — fn? 2¢/a2 — n?
@n J-at e*\/oﬁanQt _ e\/azfﬁth
Va2 — n? 2
{/} efi\/ﬁngfoﬂt _ ei\/ﬁaﬂfcﬂt
n e—ozt
fn? — a? 2
= Lefatsen( Bn? — a?t).
B2 — a2

Hagamos lo propio con el término ¢,,.

on(a+ /a2 — pn?) )6(*a+ a?—pn2)t

2¢/a? — fn?
+¢n(_a +/a? — an) )e(*af\/a?'f,@nQ)t

2/ a? — Bn?

2a¢n ot e\/o@—ﬁn?t _ e—\/oﬂ—ﬁth

Va2 — ﬂnQe 2
. eV o?—pn?t +€—\/a2—ﬁn2t

_’_(anefat 5

20‘511 ot 6@'\/6712—04215 _ e—i\/ﬁn2—a2t

BnZ — a2 2i
i/ Bn2—a?t +€—i\/ﬁn2—a2t

2

-~ e
+ne

206 -~
= ¢6_O‘tsen( Bn2 — a2t) + ¢, cos(y/Bn? — at).
BnZ — a2
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Asi la solucién general con los datos iniciales para |n| < Ny es:

U,
un(t) = ma “sen(y/Bn? — a2t)
+¢n(27ae_ tsen(v/Bn2 — a2t) + e~ cos(v/An? — a’t))

/ﬁ 2_ 2
—at s)
/ Fuls sen(\/ﬂnQ—aQ(t—s)).

Por otra parte para |n| > Ny, tenemos : la solucién a la ecuacién homogenea

asociada es
y = Ane *sen(y/Bn? — a2t) + Bpe * cos(y/Bn? — a?t),

donde consideramos

Pn =V pn?—a?,

y haciendo variar los coeficientes dependiendo de t, el método de variacién de pardmetros

nos lleva a plantear el siguiente sistema de ecuaciones:

Al (t)esen(pnt) + Bl (t)e™ cos(ppt) = 0
—a Al (t)e sen(put) + e~ cos(put)pn — aBl (t)e™* cos(put)
_Bvlz(t)ei Sen(pnt)pn = ﬁL(t)

La solucién de este sistema es
t 1
O‘S/ fn(s) cos(pns)—ds
0 Pn
t 1
B, (t) = eas/ fn(s)sen(pns)—ds,
0 DPn
y la solucién general de la ecuacion es

Un(t) = Ape ™ sen(ppt) + Bpe " cos(put)
t

+/ Fu(s)e =N sen(p, (t — s))ids,

0

n

n(0) = 6,4, (0) = 3, sus condiciones iniciales.

y de esto obtenemos que:
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B, = an
(t) = —aAne “sen(ppt) + Ane™* cos(ppt) — ongbn cos(pnt)

-~/

un
+ e_atsen (p’l’bt) @na

-~/

U (t) = —aAne sen(pat) + Ane cos(pnt) — ag,, cos(pnt)

+ e*atsen(pnt)@n,
y para obtener A,, ,vemos que:

Luego la solucién de la ecuacién ordinaria la escribimos como

~

~ - ~\ 1 ,
Un(t) = (Vo + ady) -e “sen(pnt) + e~ cos(pnt)d, +

n

/t j‘;(s)e_o‘(t_s)sen(pn(t - s))ids.
0

n

La cual también podemos escribir como:

~ ~

. _ 1 _ _
Un(t) = ,—e “sen(ppt) + ¢, (a—e *sen(ppt) + e cos(pnt))

n n

+ /t ﬁ(s)e_a(t_s)sen(pn(t — 8))ids.
0

n

y tiene la misma expresién que para los |n| < Np.

sin(y/Z)

Observacién 3.1 La funcz’énT es una funcidn entera.

Ahora construimos el operador de Green, y asi podemos escribir la solucién de
nuestra ecuacion en la siguiente forma, definiendo el operador G cuyo dominio y contrado-

minio de este operador es:
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G : C*®R,R) — C®(R" x R,R), definido por

Gltyp(a) = et 3 G, 2mPnt) ine,

n=-—o0o0 Pn
—a — - inz 1
Gt)(z)=e tnz_:oo 1, €M sin(t\/ fn? — a?) "
G:C®([R,R) —» C®°(RT x R,R),
G(t) = (2a + B)G(t),
Gt)p(z) = e n;oo 6, (sin(tr/Bn2 — a2) o + cos(ty/n? — a?)).

Noétese que estos operadores definidos por series son uniformemente convergentes
en norma ['. Estudiemos por separado cada una de estas series.

El operador definido por

o0
~ . 1
G(t)y = e~ Z ), sin(ty/fn? — a?) ———,
= Bn2 — a2
converge absolutamente, ya que
> 1
Z W, e sin(ty/fn? — a2)———
= Bn2 — a2
= 1
< Yl

yva que el dato inicial v es infinitamente diferenciable y por teorema 15 del capitulo 2,
bastarfa que fuese de clase C? para que sus coeficientes de Fourier se fueran a cero més

rdpido que cuadratico. Por tanto

> - 1 =1
< 5
n:z—oo ! 57]‘2 —a? n:z—oo n?

y por criterio de Weierstrass la serie converge uniformemente en
(0,00) x R.

Andlogamente la serie definida por

e Z b, € (sin(tr/fn? — a2)

n=—oo

o + cos(tv/ Bn? — a?))
n? —«a
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converge absolutamente en

(0,00) xR

ya que si descomponemos la suma, en suma de series, cada serie por separado es absolu-
tamente convergente y por el criterio de Weierstrass la serie converge uniformemente en el

dominio senalado. De igual forma para

/ G(t—s)f(s)ds
0

la serie que esta integral define es uniformemente convergente ya que suponemos f de clase
COO

Luego escribimos uy,(t), para n € Z, como

o~

Un(t) = ie_atsen(pnt)@n + e (cos(pnt) + Ozsen(pnt)i)gbn

n Pn

t
+/ fn(s)e_a(t_s)sen(pn(t — s))ids,
0 DPn

Por tanto escribimos la solucién del problema lineal como

o

u(t,z) = Y Tp(t)e™

n=—oo

o0
~ 1
_ _—at NT 2 _ 2
=e Z 1, e sin(t\/ fn? — a?) G o
n=—00
— 1
+e ™ b, (sin(ty/Bn? — a2) ——

. /t p—a(t=3) i ﬁ(s)einx sin((t _ S)M));ds.

0 n=-—o00 BnQ - 042

+ cos(ty/Bn? — a?))

Nétese aqui, que ﬁl(s) conserva la propiedad de decaimiento, donde s es un
pardmetro en el intervalo [0,¢] con ¢ > 0. Es decir gracias a la suavidad de f, podemos
asegurar que para cada s en [0, 7], fn(s) se va a cero més rapido que cuadratico. De hecho
se va a cer més rdapido que cualquier polinimio. La prueba es identica a la prueba del teorema
14 del capitulo 2. Luego de lo anterior tenemos que la férmula de Duhamel para la solucién

del problema lineal:

u(t,z) = Gt) + G(t)p + /0 G(t — s)f(s)ds.
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Ahora iniciamos con una serie de lemas que nos permitiran construir las estima-

ciones que se quieren.

Lema 29 Sea ¢ € H®, b € H*', con s > 0. Entonces los siguientes estimados son

verdaderos para todo t >0 y p = Re(a — /a2 — 3) > 0.

[Gwol|| . < Cliglly
G|, = ce ol
GO < Clbllgas
NGOVl < CllY] s
t t
|[ea-nsmar| < ¢ [1roprdr
0 Hs 0
t t
’ Gt = rf(r)dr|| < CeD (1) dr
0 Hs 0

Prueba. Por la identidad de Parseval tenemos:

Hé(z&)(;sH2 _ i ()2 e=20t \/ﬁsen(t BnZ — o?)

- 6]
n=1 +cos(t/fn? — a?)

< C 1|l -

Luego tenemos un operador lineal y continuo definido en un subespacio denso de
H?, para todo s € R, como lo son las funciones C'*°, y asi por teorema de Hahn-Banach el
operador G(t), se puede extender de manera continua y canénica a todo H®. Andlogamente
se obtienen los demds estimados del lema.

e 2

o~

||G<t>¢||zs=n2_ooe—2“<n> 25 |sin(t 5”2_042)‘2)57121—042 n
< C |3

En la misma forma obtenemos
ol
|G,

Bn? = a?)

~

oo 1
e e
In|>1

+ cos(ty/fn? — a?)

< Ce 2|93, .
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o0

1GOYIG. = Y e (n) *

n=—oo

< Ce ||y

2
sin(t+/n? — 042)‘

Aplicando los estimados anteriores tenemos

SCAIG@—ﬂﬂﬂMFW

/ "Gt — ) ()
0

HS
t
<C [l dr.

/t Gt — 1) f(r)dr
0

SA\W@—ﬂfﬁmmldr

s

t
<Cett 117 juor
0

Por lo anterior el operador de Green GG, queda definido con el siguiente dominio y

contradominio

G:C(0,T]: H®) — C([0,T] : H").

Existencia local de solucién moderada 1

Probaremos la existencia local de solucién, via el mapeo de contraccion.

Lema 30 Supongamos que el dato inicial ¢ € H® , b € H ! con1 > s > % yo >0

.Entonces para algin tiempo T > 0 existe una unica solucion u(t,x) del problema periédico

Prueba. Denotemos por

N : C([0,T]): H*) — C([0,T] : H®),
Nu) = —X|ul”u.
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En virtud del operador de Green G(t) del problema periédico (3.1) escribimos el

problema periédico no lineal en forma de ecuacién integral

u(t,z) = Glt)é + Gty + /0 Glt — 7)N(u)(7)dr- (3.2)

Resolvemos la ecuacién integral 3.2 usando el principio de contraccién. Definimos

la transformaciéon

~ t
Av(t) = G(t)p + G(t)Y + / G(t — 7)N(v)(r)dr,
0
en el espacio C([0,T] : H?).
Debemos estimar T' > 0. Por la desigualdad :
[N (u) = N()| < Clul” + [v]*] |u— ],
tenemos lo siguiente:

1
IN(w) = N()l[ g2 < Cllul 7 + [0l [lu = vllgs s> 5

Probemos esta desigualdad.
s€(i,1):s—1€(—3,0)
L? c H*7!, veamos:

[l o1 < el 2

ya que
o0
2(s— ~ 12
lellger = > (Vg
n=-—00
= X AP
n=-—oo
o0
< D 1B yaque (140t <1
n=-—oo
Luego

IN(u) = N()[[gs-1 < [[N(u) = N ()| 2
< Cll(lul” +[v) lu = olll 2,

Por desigualdad de Holder tenemos que:

[N () = N ()] 751

IN

ClI(Jul” + [0l poo [lw = 0] 2

N

Cll[ullpoe + vl poo) [lv = 0] s 5
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ya que
1
lelle < Ilellys s> 3 Teorema 21, capitulo 2.

tenemos que:

1N (w) = Nl grs-1 < Cllullgzs + [[0ll o) [[u = ][,

y con esto probamos la desigualdad.

Gracias al lema 29, tenemos que:

Supieio 140 - < Supeio)(||GO|| |+ 1160 4.
t
+ H/ Gt —T7)N(v)(r)dr|| )
0

HS
< ClBll s + C I gps—1 + CT Suppepo,ry [N (0) ()] 51
< Cllollgs + ClYl o + CT |0]|7,

podemos concluir que existe suficientemente pequenio 7" que depende de la norma del dato
inicial
ol s + [l grsr s

tomando v en la bola de radio 2C(||¢|| s + [|?¥|] s-1), tenemos

Supyeo,r) || Av(E)|[ s < 2CC 1011 gs + [19]] s-1)-

Estimemos ahora la diferencia para u, v en la bola de radio 2C(||¢|| s + |[9)|| gs=1):

Supgeio,r) |[[Au(t) — Av()|| o < Suprepo,r) [|G(E = 7)(N(u)(1) = N(0)(T)d7]| s

< CTSupiefory ||w(r) — o(m)|| s ([ull7s +[[0l|%:)
1

< SSupiepo,my [|ul(r) = v(n)llgs
T > 0 es suficientemente pequeno y dependiendo sélo de la norma de los datos iniciales.
Por tanto la transformaciéon A es una contraccién en la bola cerrada de radio
2C(||@|] s +1]20]| ys-1) en el espacio C([0,T] : H®). Luego existe una tnica solucién u(t, z) €
C([0,T] : H®) del problema periédico (3.1). m

Definicién 31 Una solucion continua de la ecuacion integral (3.2) la llamaremos una solu-

cion moderada (Mild solution), del problema de valor inicial (3.1).
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En lo que sigue con el objetivo de explicar en detalle como se logra ampliar el
dominio de definicién de la solucién de (3.1), nos apoyamos en las técnicas de [15], para
garantizar la existencia del limite

lim [Ju(t
i fu ()]

que nos permite aplicar el principio de extensién explicado en el apéndice.

3.3. Existencia global de solucién moderada 1.

Lema 32 Supongamos que el dato inicial ¢ € H', ¢ € L? . Entonces existe una tinica
solucion en tiempo global u(t,z) € C([0,00] : H') del problema periddico (3.1). Mds ain

para todo € > 0 existe un tiempo T tal que
|w(t)|| s + [|ue(t)|| 2 < € para todo t > T.

Prueba. Usaremos estimados tipo energia. Sea u la solucién construida en lema 30, multi-

pliquemos por 2u; + au la ecuacién (3.1). Entonces integrando sobre (2, tenemos :
0= / (2uggyy Aou? — 2Bty + 2\ |ul” W + augu + 202U — Bty + Ao |u|a+2)dx.
Q

Entonces integrando por partes y tomando las condiciones de frontera periédicas
tenemos
dE

—+H=0
dt+

donde la energia

E = / (u? + aup + ou? + pu? — |u|”2)dx
Q

o+ 2

H= /(3auf + gaufc + X |ul”?)da.
Q

Notese que H > 0. Por otra parte % < 0. Integrando es claro que E(t) < E(0).

lo cual nos da los siguientes estimados para la solucién
u@ g1+ [lue(@)]| g2 + [Ju(®)][Lo+2 < C para todo ¢ € [0,T]

Nétese que una solucién moderada definida en [0,7] puede ser extendida a un

intervalo [0,7"+ 6], 6 > 0 por definir

u(t +t1) = w(t)
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donde w(t) es una solucién moderada de

Wyt + 20w — Wer = — A |w|” w
w(0,z) = u(tr,z)
w(0,x) = w(t1, )

La existencia de un intervalo de longitud § > 0 es asegurado por teorema de
existencia local de solucién.

Aseguremos que el siguiente limite existe

Iim ||u(t
T [u(t)l |

Veamos: consideremos 0 < p <t <t < T y estimemos la diferencia

Hu(t') — u(t)HH1 .

Asi tenemos que

‘ }u(tl) - u(t) ‘ }Hl =
Gt + Gt + [ Gt — s)N(u)(s)ds
~G(t)¢ — G(t)Y — fy G(t — )N (u)(s)ds
|G —Gwel|, +||Gwrw - Gww|

Us™"+ Sy
(G(t' —s) = G(t —s))N(u)(s)ds

Hl

IN

_l’_

Hl

+ /t (G(t' — s)N(u)(s)ds

Hl

- - t=p
g(bww—G@AL,uhA |Gt~ 5) = G(t = 5)|| ;pn ds +
C,+ (' —t)C

G es un operador continuo, luego

t,t)y — T- = Hu(t') *U(t)HIp — 0

= u(t) — u(T) cuando t — T~ ya que H' es completo.
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ast el
M [fu(®)]| g1 = [[u(T)]] g
t—T
Luego tenemos

[|uw(t)|| 2 < C Vt e [0,T]

y como la constante C' no crece, siempre podremos extender el problema de Cauchy inter-

valos regulares de tiempo de longitud ¢, y por tal razon existe solucién
u(t,z) € C([0,00] : HY).

Por otra parte

Lo que implica que

Por tanto

Ve>03T >0tal que H(T) <e¢

De esto tltimo tenemos que

u() g+ Nue(®)][ g2 + [Ju@)]] Lore

< CRE(t) < CRE(T)

C
< é(”u(T)HHl F (Dl 2 + [[(T)]| Lo+2)
< éel <econ e <eCh,

Luego
Nu()|| g2 + [Jue(t)|| 2 < € para todo t > T,

ya que E(t) decae para todo t > 0. Asf el lema 32 estd probado.

Recordemos que

u(t,z) = G(t)o(z) + G(t)y(x) + /0 G(t — s)N(u)(s)ds.
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Afirmacion 1:
u(t,z) € C([0,00] : HY).

Sea T' > 0, y consideremos el intervalo [0, 7. Por el operador contraccién existe

vn(t) € C([0,00] : HY), con A(vy,(t)) = vna1(t), tal que

IN

~ t
|Gwo@|],, + IGO0 +C [ 1N @152
Cll8llgn + 16l +CT sup |[oa®IIF
te[0,T

[lon 1 (8] g2

A

< Cllgllg +CllYll L2 -

N

Tomando limite obtenemos

el < Clll g + CllPl e -

Afirmacién 2:

u € C([O +oo] : L
9 ~

()t ) = 5 G(BO() + / 5 Gt = )N (w,)(5)ds
Qé(t)qb(m) = —ae ™ i 6, (sin(tr/Bn? — aQ);
O W= " Bn? — o2

+ cos(ty/n? — a?)) +

e~ Z 6, (cos(tr/Bn? — a?)

fn? — a2 sin(ty/pn? — a?))
Estimemos entonces gé( )o(z) en L2
5 ~ 2
\ @G@)qb(x) )
sin(ty/fn? — a2)7|ﬁn217a2| 2
oo + cos(ty/Bn? — a?)
2

cos(ty/Bn? — a?)—

Bn? — a?sin(ty/Bn? — a?)

n=—oo
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Anédlogamente
0 o —at o Sen(t 577,2—0[2) inx
5 Gt = —ae nz_joown =
+e~ Z b, cos(ty/Bn2 — a2)e™*.
9 2
|getwe
t L2
_ 2|~ |2 sen?(ty/fn? — a?)
o 2 _—2at
= e nzzoo‘d}n |/3n2_a2|
O~ 2
fe 20t Z ¥,| cos?(t\/Bn2 — a?).

Observacién 3.2 De lo anterior, concluimos que u,u;, convergen en sentido de L2.

3.4. Lemas auxiliares

Por lema 32 podemos reducir el estudio de la soluciones asintéticas al caso de
pequeno dato inicial. En lo que sigue probaremos un resultado auxiliar. Consideremos la

ecuacion diferencial ordinaria :
y" + 20y = =N yl”y + p(t). (3.3)

Observacién 3.3 Podemos reescribir la ecuacion diferencial anterior, como un sistema de

primer orden, por hacer los siguientes cambios de variables

Y =2
Yy =,
luego
d

$($17$2) = (z2, =M |z1]” 21 + ©(2)).

Considerando X = (x1,22) ¥y

F(z1,22) = (z2, =M |x1]” 21 + ¢(t))
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tenemos

d
—X = F(X).
g7 (X)

Por teorema de existencia y unicidad de ecuaciones diferenciales ordinarias, existe
una tinica solucion de clase C', definida para todo t > 0, en particular de las hipdtesis de
los proximos lemas F', estd acotada y esto nos permite extender la solucion para todo tiempo

positivo.

3
2

Lema 33 Sea ¢ € C(]0,0)) y |¢o(t)] < C’(t)fif

para todo t > 0, donde € > 0 es suficientemente pequerio. Entonces las soluciones de la

. Supongamos que y(t)| + |y ()] < <,

ecuacion (2.3) satisfacen los estimados
1 141
()7 [y + &) ="2 |[y(@)| < C. (3.4)

Prueba. Multiplicamos (3.3) por 2y’ + |y|? y, entonces

%E(t) = —(da—1+0) [y @) = Myl + 2y + [y v)e(t),

donde E(t)
2(a+ ) |y2+‘7‘ ‘

E®) =)+ yl"yy + o

Noétese que
1 1
yl”wy'| < 5 9" + 5()%
2 2
luego por la condicién |y| < e, tenemos el estimado

a—+ A
s A ‘y|2+o‘.

1
Et) > =(¢)?
()= S0+ 5

También tenemos el estimado

— (4o = (L+0) [yl (W) = AyP*27 + 2y + [yl v)e(t)

A
< =2a(y')* = 5 "+ CP*(0).
Luego tenemos que

%E@g—Cﬁ%ﬂw+Cﬁ®. (3.5)

Integrando esta desigualdad, damos lugar al estimado

2

E(t)<C @) '
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Esto implica que los estimados del lema 33 son probados.

Ahora estudiamos el caso de pequeifio dato inicial.

_3
2

Lema 34 Sea ¢ € C([0,00)) y |p(t)] < Cel*o (1) s

ly'(0)] < €2, donde € > 0 es suficientemente pequerio. Entonces las soluciones de la

. Supongamos que |y(0)] < e

ecuacion (2.3) satisfacen los estimados

1

[y(H] < C=(6)= . |y/(1)] < G5 (1) 7= 2. (3.6)
Prueba. Considerando (3.5) nuevamente
d o
—B(t) < —CE% () + Ot (1)75 3. (3.7)

Integrando (3.7) tenemos el estimado

2

/[ + 1y < CE@) < Ceto ()7

Esto implica el estimado de decaimiento (3.6). m

3.5. Estimados de decaimiento I

Teorema 35 Supongamos que el dato inicial p € H' y+p € L? . Entonces existe una tinica
solucion u(t,x) € C([0,00) : H') del problema periédico (1,1) el cual obedece los estimados

de decaimiento:

N

[u(®)][ o0 < C ()7 |Bu(t)| e < C (1) 7 ()

Prueba. Existencia global de una tinica solucién u(t,z) € C([0,00) : H') del problema
periédico no lineal (3.1) viene del lema 33. Despues de un tiempo 7', tenemos el estimado

Nu@ll g2 + N[ 2 <&, (3.8)

para todo t > T.
Para probar la relacién asintética de la solucién consideramos el problema pe-

riédico (3.1) con el tiempo inicial T. Por el cambio ¢ = ¢t — T, reescribimos el problema
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periédico (3.1) con el tiempo inicial en el origen y pequefios datos iniciales ¢ € H' 1 € L2

Denotaremos el valor medio de la solucién por

h(t):zlo(t):;ﬂ/u(t 2)dz
/_7r B)6 + Gt ¢+/Gt—7 N (u)(r))dr

/ Gt ¢d:c+/ G(t ¢dx+/ /Gt—T 7))dr)dw

=5 (2a + 0¢)G(t)pdx+

1 —at inT 2 1 2 _ 2
o n_zoo P, sin(ty/fn? — a?) T a2)d:€ + cos(t\/pn? — a?))dx

+% O (/_ic(t—f) (7)) dr

1

1
fat mz 2 2 2 2
=5 E b, €™ (sin(t/fn2 — a2) =+ cos(ty/fn? — a?))dx

2
oo 6n? — «

1 ~ 1 [T .
+e sin(ty/n? — a?)———1 / e dx
nzzoo ( N

+ /Ot G(t — 7)No(u)(7)dt

- 1 A1 [T
_ _—at . 2 _ 2 2 _ 2 - inx
=e 9 E sin(ty/fn? — a?) = + cos(ty/fn? — a?))e, 5 /_ﬂe dx

2
n=-—o0 pn? — o

ot N O 1 !
+e t _Z ¢081n(t ﬁn2—a2)\/m+/o G(t—T)NO

— G(t)3y + G(t)do + / Gt — 7)No(u) (r)dr.

Para h(t) obtenemos de la ecuacién

(u)(7)dr

R (t) + 2ah! (t) = No(h + 1), (3.9)

donde
No(w) = 5> [ fult. )" u(t oo

Para la funcién r(¢, z) tenemos la ecuacién integral :

= G(t)(¢— o) + G(t)(Y — o) + /0 G(t —7)(N(u)(7) — No(u)(7))dr. (3.1)
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Noétese que por (1.8) tenemos el estimado
R(t)] + [P (t)] <e,

para todo t > 0.

Probaremos el siguiente estimado:
[[r(t)|| 1 < cee™™ (3.11)

para todot > 0,donde 0 <A< puyp=Re(la—+/a?2—-p)>0.
Probaremos estimado (3.11) por contradicciéon. Supongamos que (3.11) es no valido

en algin tiempo 77, entonces por la continuidad tenemos que:
()]l g < cee™, (3.12)

para todo t € [0,71], ya que en tiempo ¢ = 0, tiene modulo menor que € en norma H! y en
esta norma r(t), es continua.
Luego por (3.8) y (3.12) encontramos el estimado:
2 —_—
IN@)®)F0 = > [N(w)n
[n[>1

= [|N(u) = N(h)|[F0

2

< [IN(u) = N(h)[[30
< [IN(u) = N(h)|[72
<

2 2 2
Cl[ul[Z2 + AI™) [7[lZ2
(1220 20t

IN

para todo t € [0, T1].

Tenemos que
t
I ()]l < Cee™ +C/ e T |IN (u)(8)] o d
0

t
< Cee ™ + C’EH"e”t/ =M g
0

< Cee™,

donde € > 0 es suficientemente pequeno. Luego el estimado (3.11) es verdadero para todo

t > 0. Consideraremos la evolucién del valor medio de la solucién

R"(t) + 2ah’ (t) = =X |h|” h + (1),
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donde

o(t) =|h h—/|ut:1:\utx)

% /Q(yu(t,m)y“ w(t,z) — |h|” h)da

< C([[ullzee + A7) [Ir ()] oo -

@] <

por lema 33, tenemos el estimado:
1
(0)% ()] + ()43 (1) < ©

Este estimado con desigualdad (3.11) nos da el estimado (*) para las soluciones.

3.6. Asintética de solucién moderada I

Teorema 36 Supongamos que el dato inicial ¢ € H', 1) € L? son suficientemente pequenos
ol g + ¥l 2 < . Mds ain , el valor medio by = 0 . Entonces la siguiente relacion

asintotica es cierta:

Q \’—'
w\H

u(t,z) = At™7 + O(t"a2),

cuando t — oo uniformemente con respecto a x € ), donde A = 204(%)

Q=

Prueba. Como en la seccién previa por (3.3) y (3.6) y estimados del lema 29, encontramos

t
lr(®)llgn < Cettze s +C/ e M IN () (7)]] o dr
0

t
< Celtze 4 CeH"e“t/ =7 qr
0

a
S C€1+56*At'

donde ¢ > 0 es suficientemente pequeno.
Luego el estimado

lr(®)| g < Cettze ™ (3.13)

es verdad para todo ¢t > 0.



Luego aplicamos el lema 34, para obtener los estimados
[h(D)] < Ce ()
|W(£)| < Ce™5 ()77,

Colocando
2z = h' + 2ah,

podemos reescribir la ecuacién (3.7) como

01 2 ()
donde
_ 2(1)
q(t) - |Z|UZ7
0= \2a) 17,

a 140
B(t) = |27 2 (22)7T/Q|u(t, )| u(t, z)dx,

- (204)1““7 / -
o172 = B0 [ futeo)l” (e o)

z(0) = HK(0) + 2ah(0)
= K(0)+2ae

= 2ae—O0(c'2) > 0.

En virtud del estimado (3.2), tenemos

(2a)1te

00 =| 25 [ o) e opde — I+

< C/Q(\U(t,w)l" + R Ir®l g + C12l” + (RO [F ()]

s

1_3
< Ceeltie ™ L ot (a2

N

< Cel RO (1) Te

Integrando con respecto al tiempo, tenemos :

t

£(t) = #0)(1 + 08 (O)F (¢~ [ alr)dr) 7.

0

o8

(3.14)

(3.15)

(3.16)
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Probaremos el estimado:
lgt)] < 5 (67 >0, (3.17)

_e0)] |e(0)] _ Celtie
la(0)1 = |2(0)|” 2(0) |Z(0)|0+1 < clto

Por la continuidad en el tiempo, podemos encontrar un intervalo de tiempo maxi-

N

= (Cez2.

mal [0, 77, tal que el estimado es verdadero
1, -1
la()] < 5 ()72, € [0,7]. (3.18)

Luego :
0
217 > 2O (1+ T =07 )7,

y por (3.16) tenemos:

[2(¢)] af o 1+1
< —(14+ —|2z(0)|" ¢ -
lg(t)] < |z(0)]1+"( 5 1200)[7 )
<Ot () (14 %Gs”t)iﬂ
1, _1
< 5 <t> Z,

para todo t € [0,T].
Como € > 0 es suficientemente pequeno, por tanto el estimado (3.18) es cierto para

todo t > 0. Por ecuaciones (3.17) y (3.16) tenemos lugar a las siguiente relacién asintética

2O > ) (14 T =0) 1)

2

En virtud de (3.13) y (3.14) tenemos el estimado:

z(t)

u(t, ) — 204‘ <|r(t,z)| +

alm

NI

A0 <o

Luego la relacién asintética (0.3) es verdadera y el teorema (36) es probado.

N

ut, ) = At 7 + Ot = 2).
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Capitulo 4

Problema no-lineal de ondas I1

Estudiamos el comportamiento asintético de soluciones para el problema periédico

no lineal de ondas disipativo

Ut + 20 — Puge = —A|u|”u+ f(t,x),t >0
U(O,ZL‘) = ¢(1")7ut(07x) = Tl’(m)&“ €

donde Q = [—m, 7], a, B, A\, 0 > 0.

Consideramos soluciones de la ecuacién (4.1), las cuales satisfacen condiciones de
frontera periddica u(t,z) = u(t, 27 + ) para todo = € R y ¢ > 0, con datos iniciales ¢(z) y
Y(x) 271 periddicos.

Notese que este problema generaliza lo hecho en capitulo 3, en caso de considerar f,
no identicamente cero. Esta generalizacién es importante pues involucra una fuerza externa
la cual tiene infinidades de interpretaciones fisicas, como por ejemplo podemos medir segin
la magnitud de esta fuerza como varfa la amplitud de la onda y como se deforma la onda
con el tiempo. También existen aplicaciones de esta ecuacién diferencial (4.1) a problemas
en teoria cudntica de campos. Iniciemos nuestras estimaciones.

Basdndonos en los resultados del capitulo 3, iniciamos nuestro capitulo 4, con dos

lemas que nos dan el camino para probar nuestros teoremas principales.
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4.1. Existencia local de solucién moderada I1

Lema 37 Supongamos que el dato inicial ¢ € H®, ¢ € H*™', f € H con 1 > s > %, >0

y la siguiente condicion cualitativa sobre f :

N

11l < C {87273,
para t > 0 . Entonces para algin tiempo T > 0 existe una unica solucion
u(t,x) € C([0,T] : H®)
del problema periddico (4.1).

Prueba. Denotemos por N(u) = =\ |u|” u.
En virtud del operador de Green G(t) del preblema periédico (4.1) escribimos el

problema periédico no lineal en forma de ecuacién integral
~ t t
u(t) =G(t)p + G(t)yY + / Gt —r71)f(r)dr + / G(t —7)N(u)(1)dr. (4.1)
0 0

u(t) = Gt)p + G(t)y + [1 G(t — 1) f(r)dr + [i G(t — T)N (u)(r)dr.
Resolvemos la ecuacién integral usando el principio de contraccién. Definimos la

transformacién

Av(t) = G(t)d + G(t)Y + /0 Gt —7)f(r)dr + /O G(t — 7)N(v)(7)dr,

en el espacio C([0,7] : H?).
Debemos estimar 1" > 0.

Por la desigualdad :
IN(u) = N()| < Cllu|” + ||| fu =],
tenemos lo siguiente:

1
IN(u) = N ()l < Clullgs + o]l [lu = oll e s> 5
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Gracias al lema 29 capitulo 3, tenemos que:

sup |[Av(t)]] s
te[0,7)

< sw ([6e],,. +liGEwl
t€[0,T]

/Gt—T (0)(r)dr

)

/Gt—T T)dT

Hs Hs
< Clléllgs + Cllvll gs— + CT sup |IN(v)(@)]] o1 +
te[0,7)
CT sup |f|
t€[0,T
< ClIgll s + C Wl gos + CT |J0]| 55 + CT sup [1fllre-s-
te
—-1_3

Con la hipétesis cualitativa sobre f la cual es ||f||y. < C(t)= 2 con s > 1,
podemos concluir que existe suficientemente pequenio T que depende de la norma del dato

inicial (@[ s + [[¥[|gra-1 tal que

sup |[Av(t)[| s < 2C( 119 gs + [0l o1)-
t€[0,7

Estimemos ahora la diferencia:

sup |[|Au(t) — Av(t)|[= < sup [|G(t = 7)(N(u)(T) = N(v)(7)dT|[ s
te[0,T] te[0,T]

< CT sup ||u(r) = v(T)[| g (I|ullFe + [[0]|7-)
t€[0,T]

1
<5 sup [[u(r) = o(n)l|
te[0,T)]

T > 0 es suficientemente pequeno.

Por tanto la transformacién A es una contraccién en la bola cerrada de radio
2C(||@|] s +1]20]| gys-1) en el espacio C(]0,T] : H®). Luego existe una tnica solucién u(t, z) €
C([0,T] : H®) del problema periédico. m

4.2. Existencia global de solucién moderada II

Lema 38 Supongamos que el dato inicial ¢ € H®, p € L? y f € H® con hipdtesis (x) para
t > 0. Entonces existe una tnica solucién en tiempo global u(t,z) € C([0,00] : H') del

problema periddico (1.1). Mas ain para todo € > 0 existe un tiempo T tal que

[|w(t)|| s + [|ue(t)|]| 2 < € para todo t > T.
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Prueba. Usaremos estimados tipo energia. Sea u la solucién construida en (lema 37).

Multipliquemos por 2u; + au la ecuacién (4.1). Entonces integrando sobre €2, tenemos :

2f () (ur + au) = / (2ututt+4au? — 2Bustgy + 2 Ju|? wu + augu + 20%uu
Q

— Batig, + Aa|ul|7?)dz.

Integrando por partes y tomando las condiciones de frontera periédicas nos queda lo sigu-
iente
dE

e + H =2f(t)(us + au)

donde la energia

2\
E = /Q(u? + oy 4 o?u® 4 Bu? — o132 u|”T)dx y

H= / (3au? + gaui + A |ul7?)d.
Q

Notese que H(t) > 0 para t € [0,T]. Luego como 2f(¢)(u; + cu) tiene norma

- . ~ . dE
pequenia para 1" grande y se hace més pequena cad vez que t crece, se tiene que ‘7 < 0

para t € [0,T]. Es claro que integrando la desigualdad anterior obtenemos E(t) < E(0), lo

cual nos da los siguientes estimados para la solucién
()| gr + |ue(®)]] 2 + [[w@)]| fore < C,

para todo t > 0.
Entonces por un razonamiento andlogo a lo hecho en el capitulo 3, tenemos la
existencia en tiempo global de la solucién u(t, z) € C([0,00] : H'), del problema periédico

(4.1). También tenemos el estimado
o0
/ H(t)dt < C.
0
Esto implica que para todo € > 0 existe un tiempo T tal que

(D) g1+ [ua(T)]| 2 < e
Como la energiaF/(t) decae en el tiempo tenemos:

u(®)l[ g + w2 < e,

paratodot>1T. m
Por lema 38 podemos reducir el estudio de las asintéticas al caso de pequenio dato

inicial.
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4.3. Estimados de decaimiento II

Teorema 39 Supongamos que el dato inicial ¢ € H', oy € L? y f € H® con hipétesis

cualitativa ||f|| 5. < C (t>_%_% con s > 3. Entonces existe una tnica solucion
u(t,z) € C([0,00) : H)

del problema periddico (1,1) el cual obedece los estimados de decaimiento

Q=

N|=

[l oo < C (87, |0u(®)]| e < C (1)

Prueba. Existencia global de una tnica solucién u(t,z) € C([0,00) : H') del problema

periédico no lineal (1.1) viene del lema 38. Despues de un tiempo 7', tenemos el estimado

w2 + ()] 2 <&, (4.3)

para todo t > T.

Para probar la relacién asintética de la solucién, consideramos el problema pe-
riédico (4.1) con el tiempo inicial T'. Por el cambio ¢ = ¢ — T, reescribimos el problema
periédico (4.1) con el tiempo inicial en el origen y pequefos datos iniciales ¢ € H' 1 € L2,

Denotaremos el valor medio de la solucién por
1
h(t) = to(t) = 271_/Qu(t,:c)alx
u(t,z) = h(t) + r(t, )
Para h(t) obtenemos de la ecuacién

B'(t) 4+ 2ab/(t) = No(h + 1) + fo(t) (4.4)
No(u QW/\uta:]utx)

folt) = 3= [ Fit.a)da

Para la funcién r(¢, z) tenemos la ecuacién integral:
r(t)=u—nh
. t
= G(t)(9 = ¢o) + G(t)(¥ — o) + /0 Gt = 7)(N(u)(r) = No(T))dr

t
n / G(t—7)(F(7) = fo(r))dr, (4.5)
0



Noétese que por (4.3) tenemos el estimado
Ih(t)] + |W(t)] <e,t>0

Probaremos el siguiente estimado:

|7 ()] < cee ™™t > 0,donde 0 < A < i, y u = Re(aw — /a2 — ) > 0.
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(4.6)

Probaremos estimado (4.6) por contradiccién. Supongamos que (4.6) no se cumple

en algin tiempo 77, razonando de manera similar a lo hecho en capitulo 3, tenemos entonces

que por la continuidad :

Ir()]] g < cee™™, t € [0,T1).

Luego por
(4.3) y (4.7) encontramos el estimado:

— 2
[N (7o = 3 [N(wa
[n|>1

1N (w) = N(h)] [0

< [IN(u) = N(B)[ o

< [IN(u) = N(B)I[72

< C(llullz + 1) lIrl|Z2
< C€2+206_2At.

para todo t € [0,77].
Por hipétesis sobre f

£t )20 < C(8) 772, >0,
tenemos que
@l < Cee+C [ D NGO o it
C/Ot e—m(t=7) 1£(t,2)]| o dr

t
< Cee ™™ 4 Csl'“’e_“t/ =T g
0

< Cee ™M,

(4.7)
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donde € > 0 es suficientemente pequeno. Luego el estimado (4.6) es verdadero para todo

t > 0. Consideraremos la evolucién del valor medio de la solucién
h"(t) + 2k’ (t) = =X |h|7 h + o(t).
Donde
o 1 g
o) = 170 = o [ Ju(t. o) ult,2)do + fo(t.2)
™ JQ
1 a ag
o / (Ju(t, 2)|” u(t, z) — |b[” h)dz| + || fo(t, 2)|| go
™ Ja

< C(llullzee + A7) IOl oo + 1ot 2)] o -

o (t)]

por lema 33, tenemos el estimado:

()7 |h(t)] + (072 |W(1)] < C.

Este estimado con desigualdad (4.6) nos da el estimado (2) para las soluciones. ®

4.4. Asintética de la solucién moderada I1

Teorema 40 Supongamos que el dato inicial ¢ € H', 1) € L? son suficientemente pequerios

ol g + |[]] 12 < €. Mds atin , el valor medio ¢g = 0 y f cumple la desigualdad || f|| s <

_1_3 oo iy o .
C(ty = 2 con s> % Entonces la siguiente relacion asintdtica es cierta

N[

ut, ) = At 7 + Ot = 2),

2

1
cuando t — oo uniformemente con respecto a x € Q, donde A = 2a(%5)7.

3)

Prueba. Como en la seccién previa por (4.5) y (4.8) y estimados del lema 29, encontramos

t
lr(®)llgn < Cettae s +C/ e T IN () (7)]] o dr
0

t
< Celtze 4 CeH"e“t/ =7 qr
0

g _
< C€1+26 At7

donde ¢ > 0 es suficientemente pequeno.
Luego el estimado

)|l < Cettre ™,
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es verdad para todo t > 0.

Luego aplicamos el lema 34, para obtener los estimados

al=

Ih()] < C= (2) (4.9)
|W(£)| < Ce™5 ()77,
Colocando z = h' + 2ah, podemos reescribir la ecuacién (4.7) como
d
= =012 2(1 - q(t)), (4.10)
donde q(t) = 2 v 0 = A(2a)71~7
2 140
(t) = |2 - — 27 / fu(t, @) ult, 2)dz — folt, ),
2T O
2) 140
O(t) =27z — (20) / |u(t, )| u(t, z)dz — fo(t, z),
2T 0
2(0) = h'(0) + 2ah(0)
= 1 (0) + 2ae
=20e — 0(e'*2) > 0.
En virtud del estimado (4.9), tenemos
2a I+o o o
|®(t)] = '(2)/ lu(t, 2)|” u(t,x)dz — |z|” z — fo(t, ) (4.11)
T 9)
< C/Q(IU(t,x)” HIR@I7) @) g2 + C(12I7 + [RE)]7) W ()] +
[ fot, )| g
< Qe 5o M 4 20t <t>—§—§
< CeEo (1o e
Integrando con respecto al tiempo, tenemos :
t
2(t) = 2(0)(1 4+ o6 |2(0)|” (t — / q(T)dT))_é. (4.12)
0
Probaremos el estimado:
1, .1
la@)] < 5 (&)= (4.13)
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para todo t > 0.

[N

1+3¢4
2O) e _ CeE .

|Q(0)| = |Z(0)’UZ(0) - ‘Z(0)|a+1 = glto

Por la continuidad en el tiempo, podemos encontrar un intervalo de tiempo maxi-

mal [0, 7], tal que el estimado es verdadero
1, .1
< 507,

para todo t € [0,T].

Luego :
0
267 > [20)[ (1 + S 2(0))7 1),

y por (4.11) tenemos:
RO P T
) < ————=10+ —=12(0)]"¢t) "=
00| < - e L+ G O

para todo t € [0,7].
Como ¢ > 0 es suficientemente pequeno, por tanto el estimado (4.11) es cierto para

todo t > 0. Por ecuaciones (4.12) y (4.13) tenemos lugar a las siguiente relacién asintética
2(t) = (00) ot 7 + Ot 7 2).

En virtud de (4.1) y (4.2) tenemos el estimado:

u(t,z) — Z;(?‘ <|r(t,z)| +

Luego la relacién asintética (3) es verdadera y el teorema (40) es probado.
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4.5. Observaciones

1.) Por la prueba del teorema 37, podemos garantizar que si el valor medio h(t) = 0

para todo ¢t > 0y || ]|z < e, ¢t > 0 entonces la relacién asintética es mas rapida
— _ —At
U(t,ZE) - T(t’ :E) - 0(6 ) t— 0,

uniformemente con respecto a = € €.

2.) Silos datos iniciales son funciones impares junto con f con respecto a la variable
espacial es facil ver que u(t, ) es impar para todo ¢ > 0. Esto nos habla de una conservacién
de simetrias a pesar de ser un problema no lineal.

Anédlogamente si ¢,% y f son funciones pares con respecto a la variable espacial

entonces u es par, pero en este caso h(t) # 0, y no se tiene la misma rapidez asintética.
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Capitulo 5

Soluciones asintéticas para ecuacién tipo Burgers

5.1. Introduccién

En este capitulo estudiaremos el comportamiento asintético de soluciones del pro-
blema periédico para la ecuacién no-lineal tipo Burgers
U, =W, + \U + VW, re, t>0,

U(0,2) = ¥(z), z €9, (5.1)

donde Q = [—7, 7], A < 1. Probamos que si el dato inicial ¥ € L?(Q), entonces existe una
tinica solucién ¥(t,z) € C([0, +00) : L2(2)) N C*°((0,00) x R) del problema periédico. Mas
aln bajo algunas condiciones iniciales encontramos expansiones asintéticas de las soluciones.

Consideraremos soluciones de la ecuacién (5.1), la cual satisface condiciones de
frontera periédica U(t,x) = W(t,z + 27) para todo x € Ry t > 0 y el dato inicial 27
periédico ¥(z).

Tomando el cambio de variable
U(t, ) = eMw(t, x),

tenemos:
_ At
Wi = Wy + €7 WWy

w(0,z) = ¥(z), ze€Q.
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Nétese que el valor medio es una ley de conservacién

wo(t) = /Qw(t,a:)da;

= /Q\Tl(m)dx

= M.

Es claro que wj(t) = 0.

Luego realizamos el cambio
w(t,x) =v(t,x) + M,
y obtenemos

Vt = VUge + e’\tvvm + e)‘tMvm r€eQ, t>0,

v(0,2) = P(x)— M, ze.
Por ultimo hacemos el cambio
t
u(t,z) =v(t,z — M/ e Mdr),
0

esto da a lugar al problema periédico

W = Ugy + eMuug, z€Q, >0, (5.2)
u(0,z) = ¢(z)
donde el dato inicial
¢(x) =1p(x) — M

tiene el valor medio cero. La solucién (¢, z) del problema periédico (5.1) es entonces dada
por

t
Ut x) = MM + eMu(t, z + M/ eMdr)
0

El objetivo de este capitulo es estudiar el comportamiento asintético del problema
periédico (5.2).

Noétese que en el caso A = 0, la ecuacién (5.1) es la ecuacién de Burgers. Esta se
resuelve usando la transformacién de Hopf-Cole, la cual es
29
© Oz’

u =
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donde ¢ € C3((0,0) x Q,R*), y de forma impresionante esto da a lugar a la ecuacién del
calor que es lineal y se ttiliza el método cldsico de separacién de variables. Es decir si ¢ es
solucién de la ecuacién del calor entonces u segun la transformacién Hopf-Cole es solucién
de la ecuacién de Burgers.

El propdsito de este capitulo es encontrar férmulas asintéticas para tiempos largos
de las soluciones del problema periédico (5.2) con A < 1. Aplicamos estimados tipo energia
para remover toda restriccién del tamafno del dato inicial. Conocemos que no existen resul-
tados para el comportamiento asintético para largos tiempos de las soluciones para el caso

A > 1, en la ecuacién (5.2). Este caso es objetivo de investigacién futura.

5.2. Problema lineal

Consideremos el problema periédico lineal

U = Uge + f(t,x), 2€Q, £ >0

u(0,z) = ¢(z), z € Q (5.3)

donde la fuerza f(t,x), y el dato inicial ¢(x) son periédicas con respecto a la variable especial
x: f(t,2n+x) = f(t,z), p(2r+x) = ¢(z), para todo = € R, t > 0. Usando la Transformada

de Fourier, tenemos lo siguiente

u:l(t) = —n2un(t)+fn(t),
fat) = up(t) +n’un(t)

tenemos asi una ecuacion diferencial ordinaria de primer orden y multiplicando por su factor
integrante, tenemos:

e”thn(t) —e"ztn2un(t) + uil(t)e"%,

(€ tun(t)) = falt)e™™.

4
dt

Luego integrando, obtenemos:
2t t 2
eV tun(t) = / e fu(s)ds + k
0
_ —n2t K n2s —n2t
un(t) = e e fu(s)ds +e "k
0
_ ! n2s—tn? —n2t
un(t) = e fn(s)ds +e "k
0

¢
up(t) = /Oe”Q(St)fn(s)ds—i—e”Ztk.
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Luego por la condicién inicial, tenemos

t 2 2
wlt) = [0 s e,
0

Luego definimos el operador de Green de la forma:

“+o0o
Gt)o= Y g

n=—oo

y asi podemos escribir la solucién del problema periédico usando la férmula de Duhamel

u(t) = G(t)o + /O "Gt — ) f(r)dr

A continuaciéon haremos algunas estimaciones para la solucién del problema lineal

periddico (5.2) en el espacio de Sobolev H®. Definimos dos proyectores
Pyu = > dn(t)e™,
Ru(u) = Y Gn(t)e™.
donde N > 1. Por tanto tenemos
Pynu+ Ry (u) = u para N > 0.
También nétese que:
Pou=0, y u= Ri(u).

Denotarémos

{t} = min(1,¢)

Lema 41 Sea s € R, ¢ € H*(Q) y f € C([0,+00) : H*(Q)). Entonces los siguientes

estimados son ciertos

IRNG(£)8| gosze < CLE} %N || Ry 17

para todo t > 0, donde N > 1, > 0,

HRN /Ot Gt —7)f(r)dr

< {0 Pt N qup AP || Ry £(7)] | g
Hs+2a t>0
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para todo t >0, donde N > 1,a,3 € [0,1),A # N2, y

HPN /:o G(t — 7)f(r)dr

< C{ty = e M sup AT} || Pa f () e
Hs+2a >0

Para todo t > 0, donde o, 3 € [0,1),A > N2 > 1. Cy, serd una constante que depende de

N, que en general llamaremos C.

Prueba. . Como
e—2tn2 S CN€—2tN2 ({t} <n>2)—a’

para |n| > N > 1 con a > 0, luego por la identidad de Parseval tenemos que:

S o — n2 —~2
HRNG(t)¢H§{S+2a = Z <n>2 +4 e 2t ¢n

n|>N
< C{t}—Qae—QtNQ Z <n>23
[n|>N

—9%q —2tN?2
< C{ty e || Rvolle

2

S

para todo t > 0, y para todo 7 >t

—~ 2
NGt = T)glfenze = 3 (w2 =2e=nt 5

[n|[<N
< C<N>4a€—2(t—T)N2 Z <n>2s
[n|<N

< Cne 2N Pygl 2. .

2

o

Aplicando los estimados anteriores con a € (0,1) tenemos que:

HRN /Ot Gt —7)f(r)dr

Hs+2a

t
< O [{t=r) e Y R )
0
t
< Ce N / {t =7} 7}y PN Nz sup MY || Ry f(7)dr] | e
0 7>0
<

Oty PN sup AT} Ry ()|
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Por otra parte:
¢
etV / {t— T}*QT*BeT(NLA)dT
0

t
S R R R
0

< CftyimaBeth
paratodot>0si A < N2y
CetN? /t{t - T}_a{T}_ﬁeT(NQ_A)dT < C{t}l_o‘_ﬁe_mz,
0
para todo ¢t > 0 si A > N2. De igual forma encontramos el siguiente estimado:

HPN /too G(t — ) f(r)dr

Hs+2a

< C / {r =t} ON || Py f(7)]| o d
t
< CetN? / {r =t} {r} P TA N gr sup A7)0 || Pa £ (1) e
t >0

< Cofpyt e PerM sup Y|P f ()]s
T>

para todo ¢t > 0, donde a, 3 € [0,1), A > N2 > 1. Con esto el lema 43 es probado. =

Lo que haremos de inmediato serd probar la existencia local de soluciones del
problema periédico (5.2). Suponemos que A < 1, pero esta suposicién no es esencial para
la existencia local de soluciones. Esta bédsicamente serd usada para la existencia global de

soluciones y los estimados asintéticos.

Observacion 5.1 Fl factor {t} que se introduce en las estimaciones anteriores es debido
a la propiedad de difusion de la ecuacion de Burgers.

5.3. Existencia local de solucién cldsica

Lema 42 Supongamos que el dato inicial ¢ € L*(Q). Entonces existe para algin tiempo
T > 0 existe una tnica solucion u(t,x) € C([0,T]; L2(R2)) N C*((0,T] x R) del problema
periddico (5.2).

Prueba. Denote

N(u) = eMuu,.
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En virtud del operador de Green G(t) del problema periédico lineal (5.3), escribimos el

problema periédico no lineal (5.2) en la forma de ecuacién integral

t
u(t) = G(t)p + /0 g(t — 7)N(u)(7)dr. (5.4)

Note que ¢ = R1¢ y u = Rju. Resolvemos la ecuacion (5.4) por el principio de contraccion,
definiendo la transformacién

t

Av(t) = G(Oo+ [ glt =N
en el espacio
X ={¢cC(0,T]: L*(Q)) N C([0,T] : H*(Q)) : ||¢][x < o0},

con la norma

16l = sup e ||6(t)l[2 + sup {32 [|$(t)]] s
t€[0,T] t€[0,T]

donde s € ( %, 1), y el valor T'> 0 debera ser estimado. Tenemos lo siguiente:

ING) = N@)llger = || — Mo
< CM|[anu? — )|,
< ceM|u? =7
< CeMu A+ v|| oo [Ju — 0| 2
< CeM(||ul]poo + |V]| o) ||u = v|| 2
< CM(||ullgs + [l gs) [l —vl|f2 s

esto tdltimo se cumple, gracias a la desigualdad de Holder y al teorema de inmersién de
Sobolev para todas las funciones u,v € H*(12), con s € (3,1). En virtud de los estimados

del lema 41 y considerando » = min(1,1 — X) € (0, 1]

sup_e' [|Av(t)||

t€[0,T]
< C sup (||6]]p2 + {t}2 Fe VP sup M7} [|RyN (0)(7)|| 1)
t€[0,T] >0
< Cl¢llps + CT> 3 sup I {7}5 ||N(0)(7)]|
>0
<

C |||z + CT27% sup TN LYS |[u| e [[0] 2 -
>0
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Noétese que para el estimado RjN(v), hemos hecho en el lema 41, s = =1, = 0,
al igual se hace en el segundo componente de la norma X.

De la misma forma obtenemos

sup {t}ze’ [|6(t)]| 5«

t€[0,T]
< C sup (||6]]2 + {t}2 5 sup 17} | RN (0)(7)|| 1)
t€[0,T) 7>0
<

C sup (|[6lpz + T2 % sup e {715 |[o] . [[v]2).
t€[0,T] 7>0

Luego consideramos suficientemente pequenio T el cual depende de la norma del dato inicial

€]l 2 tal que
[Av(®)][x < Cllollz2 -

Estimemos ahora la diferencia, utilizaremos la desigualdad de Holder y el teorema de in-

mersién de Sobolev.

[ Au(t) — Av(t)[|x

< C sup {t}2 e sup IR} E | Ry (N (u) — N(0)(7)|| -1
te[0,T 7>0
< COT3i 3 sup e T{r12 || Ry (N (u) — N () ()| g-1
7>0
< CT> 5 sup eMHITLEYE |IN (u) — N(0)|[ -
7>0
< T3 3 sup e ()3 |0, (u — v?)||, s
7>0
< 0T 3 sup 971} [[u? — 02|,
7>0
< CT>3 sup e(1+”)T{T}§ [[(u —v)(u+ )12
>0
< CT> 5 sup eI i+ || oo [|u — 0| 2
7>0
< TS sup O} ful| g + ol e) e o]
T>
< CT7 5 sup eV} (J[o] | llu — vl 2 + [[ul g [l — 0] 72)
7>0
1_ s
< CT272(|ullx + [|v]lx) v — vl x
<

Sl —vllx



78

Recurede que

»

®
v Vv

lullge < el

S N

lullpz < lullgs

Si T > 0, suficientemente pequeno. Por tanto, la transformacién A es una con-
traccion en la bola cerrada de radio C'||¢[|;2 en el espacio X.

Luego existe una unica solucién en el espacio u(t,z) € X del problema periédico
(5.2). Debido a la propiedad de difusién de la ecuacién de Burgers, la solucién obtiene mas
regularidad en el tiempo ¢ > 0.

Asi tomando un tiempo t; > 0 y considerando el problema periédico (5.2) con el
dato inicial ¢;(z) = u(t1,x), en la misma forma podemos considerar encontrar que existe
una tinica solucién u(t,z) € C([t1,T]; H*()) N C((t1,T); H*(R)). Repitiendo este argu-
mento vemos que u(t,xz) € C((0,T]; H*(£2)). Entonces por ecuacién (5.2) esto muestra que

u(t,z) € C°((0,T] xR). m

5.4. Solucién global al problema tipo Burgers

Teorema 43 Supongamos que el dato inicial € L*(S). Entonces existe una tinica solucion
u(t,x) € C([0,00); L2(Q)) N C>®((0,00) x R) del problema periédico (5.2), el cual obedece el

estimado de decaimiento ||u(t)|| . — 0, para t — occ.

Prueba. Usaremos estimados tipo energia. Sea u la solucién construida en Lema 42. Mul-

tiplicamos la ecuacién (5.2) por 2u. Luego integrando sobre €2, obtenemos
/(2uut — 2uuy, — 26)‘tu2ux)d:c =0.
Q

De esto, integrando por partes y tomando las condiciones de frontera periédica

tenemos que :

a
dt o

Luego, la norma ||u(t)||; 2> decae en el tiempo. Integrando un estimado a priori para

u’(t, z)dx + 2/ ul(t, x)dz = 0. (5.6)
)

la solucién

lu(@®)l|z2 < [z < C

para todo t > 0.
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En lo quen sigue estimaremos la norma L para la solucién. Como la solucién del

problema periddico (5.2) tiene valor medio cero

Aﬁ@@—m

Vemos que
supu(t,z) > 0,
e
inf u(t,z) < 0
e

para todo t > 0.

Nos apoyamos en el siguiente lema para terminar prueba del teorema 43.
Lema 44 u € C1([0,T);C(R?)) y m(t) = infyequ(t,x) < 0 para todo t € [0,T). Entonces

existe un punto (t) € Q tal que m(t) = u(t,&(t)); mds avin m'(t) = ue(t,&(t)) en todo [0,T).

Prueba. Sea ¢, una constante genérica.

Fijemos ¢ € [0,T) y definamos

= inf .
m(t) inf u(t, x)

Como u(t,.) € HY(R), vemos que

lim w(t,z) =0,

|z|—o00

asi existe al menos un punto £(¢) € R con

m(t) = u(t, £(t)).
Sean ahora s,t € [0,T) fijos.
Si m(t) < m(s), tenemos que
0 < m(s)—mlt)
= Inf(u(t, 2)) —ult,£(2)
< u(s, 6(1) — u(t, £(2)-

Por el teorema de inmersién de Sobolev H!(R) C L*(R), concluimos que

|m(s) —m(t)|
< Jult) = u(s)| ooy
< clu(t) — U(S)|H1(R) :
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Luego por el teorema del valor medio para funciones con valores en un espacio de

Banach-H*(R), tenemos

[m(t) —m(s)]

< t— A t T).
< clt—sl _ mix [u)lpel  ts€0.7)

Como u; € C([0,T) : L3(R)), vemos que m es localmente Lipschitz en [0,T) y por

ende es de variacién acotada, lo que implica que m es diferenciable casi en todas partes en

(0,T), entonces tenemos que

! _ s m(s)_m(t)
mit) = lm e
< iy U 0 E0)
= Ut(taé(t))v
y
o m(s) = m(t)
mit) = lm ==
sl HED) —u )
- ut(t7£(t>)7

casi en todas partes en (0,7, y por el teorema de inmersién de Sobolev

lim u(t, ) — u(s,x)

s—t s —t

)

existe uniformemente con respecto a x € R. Por tanto

m/(t) = w(t, £(t))-

El lema anterior bdsicamente es una consecuencia del teorema de funciones im-
plicitas.
Continuemos la demostracion del teorema 43. Considerando el punto £(t) en la

ecuacién (5.2), tenemos para la funcién

m(t) = ;Ielgf) u(t, x)
d
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ya que

I
o

Uy (t7 g(t))
gy (t,€(1))

v
o

y asi

W) = wltE)
— (6, E(1)) + Mult, £ ua(t E(1)) > 0.

Esto muestra que m(t) > m(T) para todo t > T.
En la misma forma tenemos que:
supu(t,z) < supu(T,x),
z€Q z€Q
para todo t > T.
Es conocido de la teorfa cldsica parabdlica [1],[4],[11], que en el caso de que la
no-linealidad no cresca mas rapido que cuadratico en el gradiente, es suficiente un estimado
L° a priori para probar la existencia global de las soluciones.

También por (5.6) tenemos el estimado:

/0 t /Q ul (7, x)drdr < /Q ¢*(z)dz.

Esto implica que para todo € > 0 existe un tiempo 7T tal que
e (T g1 < €.
En particular

(D)
= > |ua(T)
n#0

< Y () ua(T))
n#0
= Nua(T)[2 <e.
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Por la identidad de Parseval, tenemos que:

lJu(t)] |7

= ) |
n|>1

< Y ()P an(t)f
n|>1

< lu®)fF

y la norma ||u(t)||32 decae en el tiempo, asf tenemos la siguiente desigualdad:
lu@®)l|2 <€

para todo t > T.

También nétese que la norma L™ es pequena, es decir

u(®)]] o
< (T
< 2D llu (1)) 12,
< 2,

para todo t > T. Con esto tenemos probado el teorema 43. m

Para probar desigualdad
()70 < 2[uw(T)]| 12 [Jua(T)|l: -

Considerese

feH!,

y es sencillo probar que existe C' > 0, tal que

/11700 < CUIFNZ2 + 11122 [|F]] 12

Para esto considerese

esto muestra que
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T

/g(y)dy =0,

-7
luego existe zo € [—m, 7], tal que g(z¢) = 0. Combinando esto con el hecho que (¢92) € H*1,

obtenemos
i

g*(z) = / 9(y)g (y)dy,

—Tr

y de lo anterior concluimos que

l9(@)I* < 21lgll 2 ||9'][ - -

Esta ultima desigualdad es la que usamos en nuestra prueba.

5.5. Asintética para el problema tipo Burgers

Como objetivo final de este capitulo, obtendremos la asintética de la solucidn.

Denotaremos el operador de Green de la forma

G (t)l/) _ Z @neixn—th )

In[<N

Denotemos para N > 0

=0+ [ " G (=) (N (w) — N(h))(r)dr,

donde
No=[vV1+4+vN], v =min(1,1 - X), A <1,

y definamos las funciones hy41(t), por las relaciones de recurrencia :
ho(t) = 0,
t
hN(t> = GN(t)bN_1(t) + / GN(t — T)N(hn_l)(T)dT,
0

para N > 1.

Con esto enunciaremos nuestro segundo resultado principal del capitulo:
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Teorema 45 Supongamos que el dato inicial ¢ € L?(2). Para todo N > 0 la siguiente

relacion asintdtica es cierta:
u(t,z) = hyn(t,z) + O(e 7o), (A.5)
cuando t — oo uniformemente con respecto a x € €.

Prueba. Denote

’U,N(t) = PNU
_ Z an(t)einx’
[n|<N
y
rN(t) = Rniiu
= 3 @), N>
[n|>N+1

Luego descomponemos
U=UN-1+TN-1-

En virtud del operador de Green G(t) del problema periédico lineal (5.1), escribimos el

problema periédico no-lineal (5.2), en la forma de ecuacién integral

() = RyG(Oo+ | "RNG(t - 7N (u)(r)dr. (5.7)

donde

N(u) = eMuu,.
Definamos el espacio:
Xy ={¢ € C([0,00) : L*(Q2)) N C((0,00) : H*(Q)) : ||¢]|x,, <00},

con la norma
o1l = supe ™ ([l + {0} 116]1-),
donde s € (3,1),v =min(1,1—X) > 0.

En lo que sigue probaremos por induccién que :

llrnllx, < Cn. (5.8)
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Como

estimamos (5.8) con N = 0, y este estimado es obtenido en la misma forma como se procedié
en la prueba del lema 41. Supongamos por induccién que (5.8) es cierta con 0 < N < Nj y
considere N = N; > 1.

En virtud de las estimaciones del lema 40, tenemos que:

IBNG(8)0] x
= swp ¢ TNIRNG ()9l + {t)2 [|RNG()6|17:)

IN

Ci‘;g et-i-th—tN2 H¢HL2 S CN,

entonces apoyandonos en los estimados del lema 43, obtenemos

/0 IBNG(t — 7)N (u)(r)dr]

t
= supe UM / RNG(t — )N (u)(T)dr
>0 0 L?
t
+sup el TN} 2 / RNG(t — )N (u)(T)dr
t>0 0 Hs

< Csup{t}2 e sup e TN 7} ||Ry N (0)(7)] o -
t>0 >0

De todo lo anterior tenemos, ya que
U=uN—1+TN-1,

entonces

N(u) = Oy (uiy_1 + 2un_1rN—1 + TR_1)-



Por la identidad de Parseval, tenemos:

IRNN (un—1)|[3-1

_ 2 —
= e E E Up—;Uj
[n[>N+1]| [j|<N-1

In—j|<N-1

2Nt —2 | ~ 2
< (Cpye E g ‘un—j} ’uj‘
N+1<|n|<2N |j<N-1
[n—j|<N-1
2t 2 2
< Cye > > el Il
N+1<n|<2N |j|<N-1
[n—jI<N-1
< CN62>\t § : § : 6—2t—2v(n—j—1)t6—2t—2u(j—1)t
N+1<|n|<2N - |j<N-1
[n—j|<N-1
< Oy § : 672t72(17)\)t72v(n72)t < CNef2t72th.

N+1<|n|<2N

También estimamos:

HRN&E(%NAT‘NA + TZ—IHH—l
< Cllullgs llrn=1]p2

< C{t}—ge—%—v(N—l)t’

de lo anterior, obtenemos lo siguiente:
TN} RN (0) ()] -1 < Ch.
Por tanto tenemos:
[ IrnGie - N @i,
< ngg@””m{t}% IBNN () (1)l g1 < Cn.

Luego el estimado (5.8) es cierto para todo N > 0.

En lo que sigue obtendremos la asintética de la solucién. Denote para N > 0
o0
ay = ¢+ / Prn,G(—7)(N(u) — N(un)(7)dr,
0

donde
No(N) = [V1+vN],



tal que
NZ(N) <1+v(N +1).
Entonces representamos
t
Unt1(t) = Pni1G(t)an +/ Poy1g(t — 7)N(un)(7)dT
0
t
+/ RNy+1PN+1G(t — 7)(N(u) — N(un))(7)dr
0
—/ Prn,G(t — 7)(N(u) — N(un))(7)dr.
t
También definimos para N > 0
by = ax + / Py G(—)(N(un) — N (hn))(r)dr,
0
Y t
hnt1(t) = Pyy1(G(t)by + / G(t — )N (hy)(T)dT).
0
Por ecuaciones (5.9) y (5.10) tenemos que la diferencia
wn1(t) = unt1(t) — hvsa(t),

cumple

wn(t) = — /tOOPNOGu—T)(N(u)—N(hzv))mdf
-/ " Ravos1 Py Glt — 7)(N (w) = N(h))(r)dr,

para probar que

[lwn|| < Cn,

para todo N > 0. Por el lema 41, tenemos

H/ot Ro+1PN4+1G(t = 7)(N (u) — N(hw))(7)d7

XN41
t
= supet | [ Ry PGt = 7 (N () = Nk ()
t>0 0 L?
t
+sup e TP INFDL S / Rng 41PN 1G(t — 7)(N(u) — N(hy))()dr
t>0 0

= sup{t}2 e sup eI E [|(N (u) = N (b)) (@) -1 -
t>0 t>0
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(5.10)

(5.11)

(5.12)



Entonces tenemos el estimado:

(v
(v

IN A

IN

Luego

TUINEDN (N (w) — N () (¢

(u) = N (b)) (O)] g

De lo anterior tenemos :

< sup etV |(N (u)

| Rvoss PGl = )V () = N (b)) (r)ar

t>0

En vista de la desigualdad

1+v(N+1) > Ng,

por los estimados del lema 41, tenemos:

< C sup{t}%*%e*“t sup e TP NFVE ||(N(u

t>0

/too Pn,G(t —7)(N(u) — N(hy))(7)dT

t>0

también y tenemos los estimados:

IN

<

sup e MU (N (u) — N(hw)) ()] -

t>0
t+v (N+1)t

CletTAtFu(N+1)t {t}

(u) = N(un)) O] -2 + [[(N (un
CeM [l (llrnll gz + llwnl]z2)

C{t}%s e)d%?tvat

) = N(hn)) @) g

)HH—l < C.

XN+1

— N(w)®)l[g-1 < Cn-

XN+1
— sup etV / Pry Gt = 7)(N () — N(hy))(r)dr
t>0 t L?
+sup e TPINVFDE S / Prn,G(t — 7)(N(u) — N(hy))(7)dr
t>0 t Hs

) = N(h)) )1 -

1

1N () = N(uw) (@) -+ [V (un) = N () (0]l g-)

Por tanto tenemos:

IN

IN

sup e NS [|(N (u)
t>0

CNEZ.

/t " PGt — ) (N () — N(h))(7)dr

2 llull s (lrwvll g2 + llwllz) < Oy

XN+1

— N(hn)) @) g

88
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Luego de los estimados (5.11) y (5.12) son probados. Entonces tenemos

lu(®) =hAn@ll < Cllu(t) = hn @)l g
< Cllrn@Ollgs + Cllwon ()]l
S CNe—t—UNt’

para todo t > 1. Luego la relacién asintética (A.5) se cumple. Con lo anterior el teorema

45 es probado. =
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Apéndice A

Resultados importantes.

En esta seccién final de la tesis, abordaremos enunciados de un teorema usado en
la tesis y de gran importancia en el estudio del andlisis funcional como lo es el consagrado
teorema de Hahn- Banach.

También explicaremos lo que significa que un problema de ecuaciones diferenciales
parciales esté localmente y globalmente bien puesto.

En particular estudiaremos un problema clédsico al estudiar ecuaciones diferenciales
ya sedn ordinarias o parciales, el cual es el problema de como prolongar el dominio de
definicién de una solucién de estas ecuaciones.

Estudiaremos un poco esta problemadtica, visto desde el andlisis funcional y pen-

sando en ecuaciones diferenciales parciales no-lineales.

Teorema 46 (Teorema de Hahn-Banach)
Sea E un espacio vectorial normado, F un subespacio, y G un espacio vectorial
normado completo. Sea

A F—G,

un operador lineal continuo, con norma C. Entonces la clausura F de F' en E es un sub-

espacio de E. Entonces exista una tunica extension de A a un funcional lineal
A F—G,
y A tiene la misma norma que A.

Observaciéon A.1 :Las funciones periddicas de clase C*°, son densas en los espacios de

Sobolev de cualquier orden.
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La prueba de la observaciéon anterior es sencilla, basta pensar en los polinomios
trigonométricos. De igual forma escribimos un bosquejo de la prueba de la observacién.

Prueba. Sea ¢ € H*, luego

o
Y P < oo
n=—oo
© .
p(x) = Y ",
n=—oo
Definamos
N .
90N<x) - Z emxan € Cpogr'
n=—N
De lo anterior, tenemos que
00 N ’ o) ' 2
VaeR:lon(@) = o@)|fa = > emTB, — Y €, (n)*
n=—oo In=—N n=—oo
= > 13,7 () = 0,N — oo
In|>N

Definicién 47 Sean X,Y espacios de Banach, Ty € (0,00) y sea F : [0,Tp] x Y — X una

funcion continua. Diremos que el problema de Cauchy

du(t) = F(tut)) € X, (A.1)
u(0) = ¢€Y,

es localmente bien puesto en'Y si

Existe T' € (0,Tp] y una funcién u € C([0,7] : Y) tal que u(0) = ¢ y la ecuacién diferencial

es sastisfecha en el sentido que

I u(t + h) — u(t)
S | ——

lim - F(t,u(t))H =0,

X

donde las derivadas en t = 0 y t = T son tomadas por la derecha y la izquierda respecti-

vamente,

b) El problema (6.1) tiene al menos una solucién en C([0,7]:Y),
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c) La funcién ¢ — wu es continua. Mds precisamente, sea ¢,, € Y,n = 1,2,...,00, son tales
que ¢, — ¢ en Y y sean u, € C([0,T,] : Y) las correspondientes soluciones. Sea
T € (0,T). Entonces las soluciones u,, pueden ser extendidas al intervalo [0, 7] para

todo n suficientemente grande y

lim sup ||u, (1) — uso(t)|]y = 0.

e (N

Nosotros resumiremos esas propiedades por decir que el problema estd localmente

bien puesto. Si una de esas propiedades falla diremos que el problema estd mal puesto.

A.1. Maximos intervalos de existencia.

Despues de establecer cuando un problema de Cauchy estd localmente bien puesto,

surge una pregunta natural, la cual es
i Puedo extender la solucién?

Si F(t,u) estd definida para todo tiempo positivo, quisieramos saber si la solucién
exista también para todo tiempo positivo. En esta seccién introducimos un método para
responder a estd pregunta. La respuesta en si depende de entender las propiedades de la
ecuacion diferencial bajo examinacién. Expondremos el caso auténomo y asumimos que F

estd definida en todo Y.

Definicién 48 (Globalmente bien puesto).Sean X,Y espacios de Banach, Ty € (0,00) y

sea F:]0,Tp] x Y — X wna funcion continua. Diremos que el problema de Cauchy

dwu(t) = F(u(t)) € X, (A.2)
u(0) = ¢€Y,

es globalmente bien puesto en' Y si

Existe una dnica u € C([0,00) : Y) tal que u(0) = ¢ y la ecuacién diferencial es

sastisfecha en el sentido que

u(t +h) —u(t) _F(u(t))H =0Vt e [0,00)
h X

lim
h—0

con derivada en t = 0 tomada por la derecha.
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La funcién ¢ — u es continua. Mds precisamente, sea ¢,, € Y,n = 1,2, ..., 0o, son tales que

Gp, — boo €n Y y sean u, € C([0,7,] : Y) las correspondientes soluciones. Para cada

T > 0 tenemos

lim sup [un(t) - uso(8)]ly = 0.

s (N

Para obtener la existencia global para (6.2), debemos combinar una estimacién

global a priori para ||u(t)||y- con el principio de extension.

A.2. Principio de extensién.

Sea ¢ € Y y asuma que (5.47) es localmente bien puesto. Sea
T*(¢) = sup{T > 0 : 3! solucién de (A.2) en [0,7]}.
Entonces lo siguiente es valido

a) T"(¢) =00 6 T"(¢) < ooy
im (O]l = ox.
En el segundo caso diremos que la solucién explota en tiempo finito. La funcién
ue C([0,T%(¢)) : Y),
es llamada la maxima extensién de la solucion del problema (A.2).

b) La funcién ¢ — T*(¢) es semicontinua inferiormente, esto es
Ve > 030=0(c,6)> 0/ llp—vlly <
= T*(¢p) —e <T*(¢).
En términos de sucesiones, semicontinuidad inferior significa que si

Pn = Poo DY,

entonces dado T' € (0, T*(¢,)), tenemos T™*(¢,,) > T para todo n suficientemente grande.

En particular, las soluciones locales u,(t) pueden ser extendidas a [0, 7] para todo n.

Observacién A.2 :La razon de no establecer el principio de extension como un teorema

es que uno prueba o desprueba segin cada situacion bajo consideracion.
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A.3. Algebra de Banach.

Definicion 49 Un dlgebra de Banach es un espacio X, junto con un producto
(r,y) e X x X —maye X

tal que, para todo x,y,z € X y todo r,s € C,

(xzy)z = z(y2),

r(zy) = x(ry) = (rz)y,
(x4+y)z = zz4+yzyz(y+z) =y + xz,
lzyll < |zl [lyll-

Lema 50 Sean a,b € [0,00) y s > 0. Existen constantes positivas ms y My dependiendo

solo de s tal que

ms(a® 4+ 0°) < (a+b)° < My(a® + b°%). (A.3)

Prueba. Si a = 0, no hay nada que probar. Asuma que a > 0. Entonces A.3 es equivalente
a

a1+ C)] < (a+8)° < M1+ ()

Es suficiente con probar que existen mg y M, tales que
ms(1+7°) < (147r)° < My(1+7°) ¥r € [0,00).

Esto es cierto gracias a que a funcién

(1+7)°

F(r) =
(1) = e

es acotada y tiene inversa acotada. m

Introducimos una conveniente definicién.

Definicién 51 Sea o = (ag)rez ¥ 8 = (B)kez dos sucesiones de nimeros complejos. La

convolucion de o y B es la sucesion a * 3 definida por

(a*B)p = Z ;B

j=—00

stempre que el lado derecho de la igualdad tenga sentido.
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Necesitamos una versién especial de la desigaldad de Young, para el caso de con-

voluciones de sucesiones.
Proposicién A.1 Sea o € I' =1Y(Z) y B € 12 =1%(Z). Entonces ax B € 1% y

||04*5||l2 < ||04||ll||3||l2- (A.4)

En particular, para toda o € 11, la funcion B — a x 3 define un operador lineal acotado de

12 en si mismo.

Teorema 52 Si s > %, H? es un dlgebra de Banach. En particular, existe una constante

Cs > 0, dependiendo sdlo de s tal que

fallgs < Csllfllgs llgllgs Vf, g€ H.

Prueba. De la prueba del lema de Sobolev se tiene que, para s > %, la serie de Fourier de
una funcién en H®, converge absolutamente y uniformemente sobre [—, 7]. Por lo tanto, si

f,g9 € H® tenemos

(0" ®) = o [ F@oe ™ dr (A5)
- 5/ 1(20 F)eo)gw)e*eda
52 X T [ glayetoo
J=0

= > Jak-j).

Por lema 50 tenemos que
(1+ [k*)2 < Ko(1+ [K*) < Ks(1+ [k — jI° + |j]°) Vk,j € Z (A.6)

donde K es una constante no negativa. Por lo tanto,

A+1E2 | > F()ak — )
j=—00

Ko | >0 [+ [k =317+ 311 FG)atk — )

j=—o00

K 30 |tk - |+ [FG)| 10— k- )1+

j=—o00

IN

IN

7 FGN| 90k = 13-



Como (me(m»mEZ? (msg(m))mel € l2y (f(m))mEZ7 (/g\(m))mEZ € rne?

Proposicién A.1 combinado con A.5 nos da que

1+|k’ Z f kezel
j=—00
gl = > A+ k5 | Fok)]
k=—o00
= Y (1+kP) Z £

IN

5| 7|, 1811 + 16O |

Cs [ £l s 1911 ars -

ot H(-)Sf( )

IN
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