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Introduccion

En 1928 Felix Bloch publicé un teorema muy importante sobre la fun-
cién de onda de una particula cudntica en un potencial periédico [1]. Este
teorema dice que la solucién de la ecuacion de Schrodinger con un potencial
peridédico toma la forma de ondas planas moduladas con la periodicidad de
la red; por lo que los estados electrénicos de todo sistema cristalino (sistema
ordenado) son estados extendidos. Tiempo después surgié la interrogante de
como serian los estados electronicos en un sistema desordenado; la respuesta
la dié P. W. Anderson en 1958 mostrando que los electrénes en muestras
desordenadas pueden quedar confinados en regiones limitadas del espacio [2].
A este fenémeno se le llamoé localizacién de Anderson.

En los anos sesenta el estudio de la localizacion de Anderson se enfoco en
muestras totalmente aleatorias, o sea muestras carentes de cualquier tipo
de correlaciéon. Un resultado muy importante que se obtuvo de estos traba-
jos fue haber demostrado que para los sistemas unidimensionales totalmente
desordenados los electrones se localizan exponencialmente sin importar que
tan débil sea el desorden [3], a diferencia de lo que pasa en los modelos
desordenados tridimensionales donde los electrones estéan localizados si la in-
tensidad del desorden es suficientemente fuerte, si no los estados electronicos
son extendidos.

Estos resultados engendraron el convencimiento generalizado que en las
cadenas unidimensionales no existen estados extendidos y, consecuentemente,
que no puede producirse una transicion metal-aislante analoga a la que ocurre
en muestras 3D cuando la intensidad del desorden rebasa un umbral critico.

En los dltimos anos el estudio de los sistemas unidimensionales con des-
orden correlacionado se ha desarrollado rapidamente. La investigacién se ha
dirigido hacia estos sistemas debido al descubrimiento del papel principal que
juegan las correlaciones del desorden en la estructura de los estados electroni-
cos. Las correlaciones en el desorden pueden alterar significativamente los



estados electrénicos de muestras unidimensionales y producir estados exten-
didos como lo hicieron ver F. de Moura y M. Lyra [4], que mostraron de
forma numérica que especificas correlaciones de largo alcance en las energias
de sitio pueden generar un conjunto continuo de estados extendidos. En 1999
F. Izrailev y A. Krokhin [6] publicaron un articulo donde derivaron una re-
lacién analitica entre la longitud de localizacion y los correladores binarios
de las energias de sitio y usaron este resultado para demostrar la existen-
cia de bordes de movilidad en sistemas unidimensionales. El estudio de los
sistemas desordenados unidimensionales no se ha quedado tnicamente en el
ambito tedrico sino que sus predicciones se han comprobado experimental-
mente usando superredes y guias de ondas [7]. Se espera que en un futuro
estos resultados se puedan aplicar en la creacion de filtros de tal manera
que dejen pasar electrones con energia en cierto rango pero impidan pasar a
electrones con energias en otro rango.

Cabe mencionar que el fenémeno de la localizacién se puede analizar de
varias formas, por ejemplo se puede estudiar el comportamiento asintético
de la funcién de onda que usualmente es un decrecimiento exponencial dado
por ¢ ~ exp(—|z|/l) donde [ es la longitud de localizacién. Otra manera
de estudiar los estados electrénicos en sistemas desordenados consiste en
calcular el nimero de participacién inversa. A fin de decidir si un estado
esta localizado o no es suficiente con considerar el segundo momento de la
densidad de probabilidad ", |4 (r)|*. Esto mide la porcién de espacio donde
la amplitud de la funcién de onda es marcadamente distinta de cero. Otras
formas consisten en calcular la conductividad y la transmisién. Esta tesis
se enfoca en estudiar el comportamiento asintético de la envolvente de la
funcién de onda, esto se debe a que podemos aplicar el método del mapa
hamiltoniano y calcular la longitud de localizacién analiticamente.

El modelo de Kronig-Penney fue introducido en 1931 por R. Kronig y W.
Penney para estudiar los estados electrénicos en un potencial periddico como
el de un cristal. Como es de esperarse por el teorema de Bloch, los estados
electrénicos de este modelo son ondas planas moduladas con la periodicidad
que tiene el potencial, ademas de generarse bandas de energia permitidas y
prohibidas [8]. Resulta natural introducir desorden en el modelo de Kronig-
Penney y estudiar como se modifican sus estados electrénicos. Se introducen
dos tipos de desorden, desorden compositivo y estructural. El desorden com-
positivo se introduce sustituyendo al azar algunos atomos con impurezas,
esto es modificando aleatoriamente la intensidad del potencial. El desorden
estructural se introduce colocando en posiciones aleatorias las barreras de
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potencial.

Los objetivos de esta tesis son tres. El primero es analizar los estados
electrénicos del modelo de Kronig-Penney con desorden débil correlacionado
utilizando el método del mapa hamiltoniano [9]. Este método se basa en la
equivalencia matemética que hay entre la ecuacién de Schrédinger del modelo
de Kronig-Penney y la ecuacion de un oscilador estocastico. Con este método
se deriva una expresion para la longitud de localizacion. Este resultado fue
publicado en [23].

El segundo objetivo es analizar las propiedades de transporte en muestras
de talla finita. Se calcula numéricamente el coeficiente de transmisién y se
analiza el efecto que tienen las autocorrelaciones e intercorrelaciones sobre
este. Se muestra que especificas correlaciones de largo alcance vuelven nulas
las densidades espectrales del desorden en regiones continuas de energia pro-
duciendo transiciones localizacion-deslocalizacién. También se muestra que
las intercorrelaciones aumentan o disminuyen la longitud de localizacion. Es-
te resultado fue publicado en [24] y poco tiempo después fue comprobado
experimentalmente por O. Dietz y U. Kuhl en 2011 (aun no se ha publica-
do).

El tercer objetivo es analizar las anomalias de la localizacién en el modelo
de Kronig-Penney. Se analizan las anomalias de la longitud de localizacion
que estan en el borde y en un entorno del centro de la banda de energia. Por
ultimo se estudian los estados andémalamente localizados, estos estados se
producen cuando el desorden compositivo y el desorden estructural estan in-
tercorrelacionados de una manera especifica, entonces los estados electronicos
que se generan son estados localizados pero no decrecen exponencialmente
sino que lo hacen mas lentamente como una exponencial estirada. Este re-
sultado fue publicado en [25].

Esta tesis esta formada por 6 capitulos. El capitulo 1 esta dedicado a los
sistemas ordenados, se demuestra el teorema de Bloch que es de principal im-
portancia en el area del estado sélido. Se introduce el método de las matrices
de transferencia, este método permite calcular los coeficientes de transmision
y de reflexion que son muy importantes debido a que pueden ser medidos
experimentalmente. Se introduce el modelo de Kronig-Penney que se defi-
ne como una sucesion periédica de barreras de potencial deltiformes. En el
capitulo 2 se introducen los sistemas desordenados y se dan algunos ejemplos
de estos sistemas. Se introduce el fenémeno de la localizacién, este fenomeno
consiste a grandes rasgos en que la envolvente de la funcion de onda decre-
ce exponencialmente a partir de un centro de localizacion. Se analizan los



estados electronicos del modelo de Anderson y se calcula la longitud de loca-
lizacion con el método del mapa hamiltoniano. En el capitulo 3 se estudian los
estados electréonicos del modelo de Kronig-Penney aperiédico con desorden
compositivo y estructural correlacionado. Se calcula la longitud de localiza-
cion, este resultado es valido para la primera banda de energia excepto en el
borde y cerca del centro de la banda. Se muestra un algoritmo para generar
desorden con autocorrelaciones e intercorrelaciones. En el capitulo 4 se calcu-
la numéricamente la transmisién en el modelo de Kronig-Penney aperiédico
finito con desorden correlacionado y se muestra como estos resultados fueron
comprobados experimentalmente por O. Dietz y U. Kuhl. En el capitulo 5 se
analizan las anomalias en el borde y cerca del centro de la banda de energia y
se calcula el valor correcto para la longitud de localizacion. En el capitulo 6 se
muestra que si el desorden compositivo y el estructural tienen una especifica
intercorrelacién entonces se generan estados electrénicos andémalamente lo-
calizados, esto es estados electronicos tales que su envolvente decrece como
una exponencial estirada en vez de un decrecimiento exponencial.



Capitulo 1

Modelos de enlace fuerte

En este capitulo se introducen los modelos de enlace fuerte y se demuestra
el teorema de Bloch, este teorema tiene un papel muy importante en los
sistemas cristalinos. Se pone especial énfasis en el modelo de Kronig-Penney
que sera el modelo que trataremos a lo largo de esta tesis. Se analiza el modelo
de Kronig-Penney desde dos puntos de vista, primero aplicando el teorema de
Bloch a un sistema periddico de pozos cuanticos; la segunda forma consiste
en usar el método de las matrices de transferencia, un método muy 1til como
se muestra en el capitulo 4 donde se analiza la transmision en el modelo de
Kronig-Penney aperiddico.

Los modelos de enlace fuerte son modelos para la propagacién de los
electréones en los sélidos en una dimension. El modelo de enlace fuerte mas
general consiste en un electrén que estd en el atomo n-esimo y que puede sal-
tar al &tomo (n+1)-esimo o (n+2)-esimo o puede saltar como maximo hasta
el (n+tm)-esimo atomo. El hamiltoniano para este modelo de enlace fuerte
esta dado por una matriz con estructura de banda con un tamano de banda
b que nos dice que tan grande es el salto mas largo que puede dar el electrén.
En esta tesis no se considera el caso mas general, nos enfocamos en el mode-
lo de Kronig-Penney con desorden compositivo y estructural correlacionado.
Este modelo se puede escribir como un modelo de enlace fuerte con saltos a
los primeros vecinos. El hamiltoniano para este modelo esta dado por una
matriz tridiagonal.

En un modelo de enlace fuerte a primeros vecinos se considera que los
electrones estan localizados cerca de los atomos, o sea que tienen una funcién
de onda cuya amplitud es mucho mayor que cero en un entorno de los a&tomo
y casi cero fuera de esta regién. Para el &tomo n-esimo se considera el orbital



|n) que se asume es no degenerado. También se supone que los electrones
s6lo pueden saltar de un atomo a su primer vecino pero no a un vecino mas
lejano, esto implica que

Yo , mMm=nxl
(n|H|m) = ¢ 0 , [m—n|=2
€n , N=m

donde ¢, son las energias de sitio y v, es la energia de interaccién. El hamil-
toniano para este modelo de enlace fuerte estd dado por

H=3cln)nl + > yors(n+ Dinl + nhin+ 1), (L.1)

Estamos interesados en escribir la ecuacion de Schrodinger

H|V) = E|¥) (1.2)

en representacién de los sitios. Sustituyendo el hamiltoniano (1.1) en la ecua-
cién de Schrodinger (1.2) y multiplicando ambos lados de esta ecuacién por
(n| se obtiene la ecuacién de Schrodinger para los modelos de enlace fuerte

’-YnJrlq/)nJrl + "annfl + 6nwn = Ewn (13)

donde 1, = (n|¥) es la funcién de onda en el sitio n-esimo y estd en re-
presentacién de los sitios. La ecuacién (1.3) describe la propagacién de un
electrén en una red donde la funciéon de onda esta definida Unicamente en un
conjunto discreto de sitios xz, = na. El electrén se propaga brincando de un
sitio a su vecino mas cercano.

1.1. Sistemas ordenados

Cuando se analiza un sistema fisico se habla de sus dtomos, moleculas,
etc, los que a su vez tienen ciertas propiedades fisicas. Entonces se puede
definir un sistema ordenado de la siguiente forma, sea {O,} el conjunto de
los elementos del sistema y p, las propiedades fisicas de los elementos del
conjunto {0, }, se dice que el sistema estd ordenado si

» 1- Es conocido el valor de la propiedad p; para un elemento de {O,,}.



= 2- Es conocida la regla para darle a todos los elementos de {O,,} un
valor de la propiedad pj,.

Por ejemplo, con esta definicién se puede ver que un cristal que tiene una
estructura periddica formado por una sucesion de N atomos idénticos donde
cada atomo esta centrado en los puntos de una red x, = na, donde n es un
numero entero y a es la constante de la red, es un sistema ordenado. Sea
{O,,} un conjunto de dtomos y py la posicién de los dtomos

= 1- Primero se da el valor de la propiedad de uno de los elementos de
{0, }. Sea xy = a la posicién de un atomo.

= 2- Despues se da una regla. La regla que se asigna a las posiciones de
los atomos es x,.1 =, + a

con esta regla cada atomo ocupa el sitio de una red con constante a y como
se han cumplido los puntos 1 y 2 por lo tanto este sistema esta ordenado.

1.2. Teorema de Bloch

Se considera un electrén en un potencial V(z) en una dimensién cuya
ecuacion de Schrodinger es

_d*P(x)

dx?

+V(2)p(r) = Ey(z) (1.4)

en donde se usan unidades en las que h?/2m = 1, se usardn estas unidades a
lo largo de la tesis. Las soluciones de esta ecuacion son bien conocidas para
situaciones fisicas sencillas como el caso del electrén libre con V(x) = 0, o los
casos de un electrén sujeto a un campo eléctrico uniforme (que corresponde
a un potencial lineal V(z) = eEx) o a una fuerza eldstica (a la que se asocia
un potencial arménico del tipo V(z) = (1/2) Kx?).

El caso que nos interesa discutir aqui es el de un electrén en un cristal
unidimensional de longitud L y con condiciones a la frontera periodicas.
Despreciando las interacciones entre electrones; cada electron se mueve en
un potencial periédico que satisface la siguiente relacién

V(z) = V(z + ma)



donde a es la constante de la red y m es un entero arbitrario. Ahora bien,
la serie de Fourier de un potencial periédico V (z) incluye unicamente ondas
planas cuyo ntimero de onda es h,, = 27n/a con n € Z por lo que se puede
desarrollar V' (z) por medio de la serie de Fourier

+oo
V(z) = Z V,elhne,

n=-—oo

Ahora se analizan las implicaciones que puede tener un potencial peridédico
sobre los valores propios y las funciones propias de la ecuacién de Schrédinger.
Primero se considera el caso del electrén libre; en este caso el potencial es
nulo y las soluciones de la ecuacién de Schrodinger (1.4) son simplemente
ondas planas de la forma

ikx
Wi(x) \/Ee :
donde la constante de normalizacién se elege de tal forma que Wy, (z) esté nor-
malizada en el intervalo 0 < x < L con k = 27n/L, L = Na y n entero.
Estas ondas planas forman un conjunto completo de funciones ortonormales
en este intervalo. Los valores propios (las energias) son F(k) = k?. Se consi-
dera ahora el caso general de un potencial periédico. Si se aplica el operador
H = (p*/2m) + V() a las ondas planas Wy(z), se ve que la funcion HW;(x)
pertenece al subespacio

Sk = {Wi(@), Wirn, (@), Wi—p, (2), Whihy (), Wiy (), - . .}

formado por las ondas planas que tienen un nimero de onda k—+ h,,. También
se puede notar que el subespacio Sy es cerrado respecto a la aplicacion del
operador H a cualquiera de sus elementos y que dos subespacios Sy, y Sy son
diferentes si k y k&’ no estén relacionados por multiplos enteros de 27 /a, mien-
tras que si k' = k 4+ n2w/a los subespacios Sy y Sy coinciden. Esto permite
definir en el espacio de los vectores de onda (espacio reciproco) una regién
fundamental con los limites —7/a < k < 7/a; este intervalo incluye todos los
diferentes nuimeros de onda k que individiuan los subespacios independientes
Si. Esta region del espacio es conocida como la primera zona de Brillouin.

Usando todo lo anterior, se puede expresar cada funcién de onda como
superposicién de ondas de

) = c iei(k—l—hnx)

n
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con —mw/a < k < m/a donde resulta conveniente introducir las funciones
ug(x) con el mismo periodo que el potencial V(x) definidas por las relaciones

ug(z) = c ieihn’”: c iein(%/a)w
) =D eulk) = > alk) = .

n n

Entonces se puede escribir la funcién de onda como
Ur(r) = e up (), (1.5)

y esta ecuacién expresa el teorema de Bloch, cuya formulaciéon es

Cualquier solucion fisicamente aceptable de la ecuacion de Schrodinger
en un potencial periddico toma la forma de ondas planas moduladas con la
periodicidad de la red.

Una forma equivalente de escribir la ecuacién (1.5) es

V(@ +t,) = ey ()

donde t,, = na, es una traslacién en la red.
Dado que se consideran condiciones a la frontera periédicas la funcién de
onda cumple con

Y(z + Na) = () (1.6)
esto es, los puntos en = y en = + Na se concideran fisicamente equivalentes.

La condicién a la frontera (1.6) restringe los valores del vector de Bloch a
aquellos que satisfacen

exp(tkNa) =1

por lo que los valores permitidos de k estan dados por

2

k= —
Nan

conn=0,£1,+2...

Cuando se tiene un sistema macroscépico de longitud L = Na el vector
de Bloch k debe ser entendido como una variable que llena el espacio de
forma densa aunque discreta. Hay que notar que la primera zona de Brillouin
contiene un nimero de puntos uniformemente distribuidos que es igual al
nimero N de celdas de la red.
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El teorema de Bloch desempena un papel central en la fisica de los siste-
mas periédicos no sélo porque caracteriza la forma de las funciones de onda
sino porque conlleva el hecho de que en general el espectro de energia se
divide en regiones de energia permitida separadas por regiones de energia
prohibida [1] como se muestra en la siguiente seccién.

1.3. Transmisién en un arreglo periédico de
pozos cuanticos

Asi como uno de los problemas mas elementales de la mecanica cudntica
es el estudio de los niveles de energia de una particula en un pozo cuantico,
una de las aplicaciones mas elementales del teorema de Bloch es el estudio
de las bandas de energia de una particula que se mueve en un arreglo pe-
riddico de pozos cuanticos como el mostrado en la Figura 1.1. Este modelo
fue introducido por Kronig y Penney en 1931 para modelar el potencial de
un cristal por el de una funcién que es constante a trozos y por lo tanto mas
manejable. Debido a que el potencial es constante en cada pozo y barrera
entonces en cada una de estas regiones la solucion de la ecuacién de Schrodin-
ger esta dada simplemente por funciones trigonométricas o exponenciales. El
uso de apropiadas condiciones de frontera combinadas con la condicién de
Bloch (1.5) permite derivar una ecuacién analitica para los valores propios
del hamiltoniano.

La ecuacién de Schrodinger para el arreglo periddico de pozos cuanticos
estd dada por (1.4) donde V(x) es el potencial periddico que se muestra en
la Figura 1.1. Para el potencial V' (z) se considera una sucesion infinita y
periddica de pozos cuanticos de tal forma que cada pozo de potencial tiene
anchura w y potencial nulo mientras que cada barrera de potencial tiene
anchura b y una intensidad igual a U. La constante de la red es entonces igual
a a = w + b. Si tomamos como celda elemental de la red el intervalo —w <
x < b podemos partir esta celda en dos regiones: la regién I correspondiente
al intervalo —w < x < 0 es el pozo de potencial y la regién II en el intervalo
0 < x < b es la barrera de potencial.

La solucién de la ecuacion de Schrodinger para energias 0 < E < U tiene
la forma

{ r(z) = Ae'™ + Be™'*  si — (1.7)

VYr(r) = CeP* + De P si 0

SIVAN
IN &8

<0
b

IN &€
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Figura 1.1: Se muestra una regiéon de potencial formada por varios pozos.
Cada barrera de potencial es de anchura b e intensidad U. Los pozos tienen
una anchura w.

donde se han introducido los simbolos

¢=q(E)=VE

p=pE)=VU-E

para representar el nimero de onda en el pozo y en la barrera respectiva-
mente. Los coeficientes A, B, C, D son constantes que deben ser elegidas de
tal manera que resulten satisfechas las siguientes condiciones

d d
vi(0) = ir(0) (5) - (%)
=0 =0

V(b)) = e* Y (—w), <d§;]>x—b = e <Ci;f>x_w'

Las primeras dos ecuaciones expresan las condiciones de continuidad de la
funcién de onda y de su derivada en la frontera de las regiones I y II, esto es
en z = 0, las 1iltimas dos ecuaciones se obtienen debido al teorema de Bloch

(1.8)
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que relaciona la funciéon de onda y su derivada en las posiciones x = —w y
x =b.

Sustituyendo en las ecuacion (1.8) las ecuaciones (1.7) se obtiene un sis-
tema de ecuaciones lineales homogéneas para las constantes A, B, C, D

A+B = C+D
Aiq— Biqg = Cp—Dp
CePl + De=PP eka [Ae~iw + Betiav]
Cpef’ — DBe™Pb = eka[Aige™"" — Bigev]

(1.9)

El sistema (1.9) tiene solucién tnicamente si el determinante de la matriz
asociada es nulo

1 1 —1 —1
iq —iq —p B _
det _eikafiqw _eikaJriqw e,@b 67’817 =0.

_iqeika—iqw iqeika-‘riqw Beﬁb _66—66
Evaluando el determinante se obtiene asi la siguiente condicién

B —q?

sinh #bsin quw + cosh b cos qu = cos ka. (1.10)

Para simplificar el andlisis del problema es 1til considerar el caso especifico
en el que la anchura b de cada barrera tiende a cero mientras la intensidad
del potencial U tiende a infinito, de tal forma que el producto bU permanezca
constante. Matematicamente esto lleva a considerar un potencial que consiste
en una sucesiéon periédica de barreras de potencial del tipo delta de Dirac, a
este sistema de aqui en adelante se le va a llamar modelo de Kronig-Penney.
En el limite b — 0y U — oo con bU = constante la ecuacién (1.10) se
simplifica y toma la forma

sin(qa)
qa

P + cos(qa) = cos(ka) (1.11)

donde P = Uba/2 es un pardmetro adimensional proporcional al “drea” de
la barrera bU.

Una solucién cualitativa de la ecuacién (1.11) se puede obtener grafi-
camente representando en funcién del parametro adimensional ga el miem-
bro izquierdo de la ecuacién (1.11); vease la Figura 1.5. Debido a que el
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miembro derecho no puede tomar valores fuera del intervalo [—1 : 1] la ecua-
cién (1.11) admite soluciones reales sélo para valores de ga tales que la funcién
F(ga) = Psin(qa)/qa + cos(qa) resulta menor al valor absoluto de uno. La
condicién |F(ga)| < 1 define los niveles de energia E = ¢* que son permitidos
y que se agrupan en bandas de energias separadas por intervalos prohibidos
de energia.

Es fécil ver de la ecuacién (1.11) que si el pardmetro P es muy pequeno
se recupera el caso del electrén libre, por otro lado si P — oo las bandas de
energia se vuelven muy estrechas y el espectro de energia tiende a reducirse
a lineas con energias tales que qa = nm. En este ultimo caso los valores de la

energia son
2

m
En = 727/112
a
con n =1,2,...y coinciden con los niveles de energia de un electrén en un

pozo cuantico de anchura a y paredes de altura infinita. Estos niveles también
pueden escribirse como

1 x? 9
PR vILE
ag (a/ap)
o equivalentemente, si se miden las energias en Rydbergs
987
— 5N
(a/ap)

donde ag = 0.529 A es el radio de Bohr y h*/2ma% =1 Ryd = 13.606 eV.

L, =

E, =

1.4. Matriz de transferencia

En esta seccion se analiza el modelo de Kronig-Penney usando el método
de las matrices de transferencia. Al aplicar este método se obtienen los mis-
mos resultados de la seccién anterior. La importancia de este método radica
en el hecho que al aplicarlo se obtienen los coeficientes de transmisiéon y re-
flexién de una onda incidente en una regién de potencial, estos coeficientes
tienen una gran importancia debido a que se pueden medir experimental-
mente.

Para introducir las matrices de transferencia se considera el movimiento
de un electrén de masa m en la presencia de un potencial V' (z) en una dimen-
sién, el movimiento de esta particula se rige por la ecuacion de Schrédinger
con un potencial V' (z) definido de la siguiente manera
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Onda Incidente

U A N !
L S A Y Y \
e U N N A S
[ N A .
7 v, e v
g ., o -

Onda Reflejada

Onda Transmitida

Regién de Potencial

Figura 1.2: Aqui se muestra como una onda incidente (representada por la
linea continua) es reflejada y transmitida parcialmente (linea punteada).

 V(z) 0<z<l
V(x)—{ 0 , <0y z>1

En la region de potencial nulo el electrén se comporta como una onda que
viaja a lo largo en una direccién particular como se muestra en la figura (1.2).
En la presencia de un potencial nos gustaria saber como cambia la funcién
de onda del electrén al propagarse a través de este. Se considera un electréon
que se acerca a la regién de potencial desde el lado izquierdo o derecho y
que es parcialmente transmitido y reflejado por el potencial. La solucién de
la ecuacion de Schrodinger en la regiéon donde no hay potencial se puede
escribir como superposiciéon de ondas planas

Yr(z) = Yi(x)+¢p(x), <0
Yp(z) = Vi) +vg(), z>1

donde los subindices (L, R) significan que la onda se encuentra del lado
izquierdo o derecho de la regién de potencial respectivamente, los superindices
(4, —) significan la direccién de la onda, si se propaga del lado izquierdo al
lado derecho se usa el superindice (+) en caso contrario se usa el superindice
(—). A las ondas ¢] y ¥y, se les llama ondas incidentes ya que estas se dirigen
hacia la regién de potencial mientras que las ondas ¢; y ¢} se llaman ondas
salientes. Se puede escribir de forma explicita la solucién para la region donde
el potencial es nulo
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Yr(x) = Aexp(+igr) + Bexp(—igr), =<0
Vr(z) = Cexp(+igr) + Dexp(—igz), x>
en donde ¢ se relaciona con la energia de la siguiente forma ¢*> = E.
En principio se puede resolver la ecuaciéon de Schrodinger y encontrar
expresiones explicitas para la funciéon de onda, sin embargo sélo se puede
resolver en muy pocos casos ya que la ecuacién no se puede resolver analiti-
camente para cualquier forma del potencial V' (x), pero en muchos casos es
suficiente con conocer la forma de la solucién fuera de la region de poten-
cial, en este caso el problema se facilita bastante debido a que la funcién de
onda consiste en la superposicién de ondas planas, sin embargo es necesario
encontrar los coeficientes A, B, C'y D definidos en la ecuacién (1.12). Por lo
tanto la funcién de onda fuera de la region de potencial estd determinada por
4 constantes que describen las propiedades de la dispersién del potencial. El
problema se puede tratar mediante el método de la matriz de tranferencia,
la idea es escribir una relacion lineal entre las ondas del lado derecho del
potencial y las ondas del lado izquierdo

( :Eg - g ) =M < Z%Eﬁ _ 83 ) (1.13)

donde M es la matriz de transferencia. Debido a que se conserva la densidad
de corriente de probabilidad y ademés hay simetria temporal entonces la
matriz M toma la forma

(1.12)

1 r*

— t* t*

M = r 1
t t

donde t es la amplitud de transmision y r es la amplitud de reflexién.

Se define el coeficiente de transmisién 7' como T = |t|? y es la probabili-
dad de que la particula sea transmitida a través de la barrera de potencial,
por otro lado el coeficiente de reflexién R se define como R = |r|? y es la
probabilidad de que la particula sea reflejada por la barrera de potencial.

1.4.1. Transmision a través de varias regiones de po-
tencial

Ahora se considera un sistema un poco mas complicado, en vez de tener
una sola regién de potencial se considera una particula que es dispersada
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Onda Incidente

Onda Reflejada Onda Transmitida

Region de Potenciales

Figura 1.3: Se muestra una onda que incide sobre una regién de varios po-
tenciales, la cual es reflejada y transmitida parcialmente.

por varias regiones de potencial como en la figura (1.3). Comenzando por el
caso mas sencillo, el de dos regiones de potencial, se supone que el primer
potencial V;(z) estd localizado en a < x < by que el segundo potencial Va(x)
estd localizado en b < x < ¢. Se calcula la matriz de transferencia para la
barrera de potencial formada por Vi y Vs. Separando la funciéon de onda en
tres regiones se obtiene

(0

h
|

Vi(z) +¢p(z), z<a
Yz => Vb)) +(b), =0
Vr(z V() +vp(z), =>c

Recordando que la matriz de tranferencia relaciona las ondas que estan a la
derecha de la regién de potencial con las ondas que estan a la izquierda de
la region de potencial, se tiene que

(o) =™ ()

(i) =2 ()

Combinando estas ultimas dos ecuaciones

~— —
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(oife ) =mama (2T )

También se puede considerar el sistema completo representado por la matriz

de transferencia M,
() ) _ < Ui (a) )
( vrle) ) =M ) )

esto implica que M2 = MyM;. Lo que esto dice es que la matriz de transfe-
rencia del potencial total se puede escribir como el producto de las matrices
de transferencia de los potenciales individuales.

Como caso especial se analiza el caso en el que uno de los dos potenciales
es cero. Supongase que Va(xz) = 0 entonces lo que se tiene es el caso de un
electrén libre que se propaga por una regién de longitud [. Entonces My, se
puede escribir como

iql 0
My, = < 8 =il > M, (1.14)

donde I = ¢ —b.

El resultado para dos barreras se puede generalizar facilmente para el caso
en el que se tienen N barreras en donde la matriz de transferencia resultante
M estda dada por M = MyMpy_q--- MoM;.

Como ejemplo, témese una barrera deltiforme junto a una regién de po-
tencial nulo. La matriz de transferencia del sistema consiste en la matriz de
transferencia de la barrera deltiforme M; y la matriz para la regiéon de po-
tencial nulo que llamaremos M. La matriz de transferencia para una barrera
de potencial deltiforme se obtiene a partir de la matriz de transferencia para
una barrera de potencial rectangular en el limite en el que la anchura tien-
de a cero y la intensidad del potencial tiende a infinito pero el producto es
constante. La matriz de transferencia para una barrera deltiforme esta dada
por

U U

1+ %ia %0
M| F
= 1- =
2iq 21q
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v

2a -a 0f a 2a 3a 4a

Figura 1.4: Se muestra una region de potencial formada por varias barreras
deltiformes.

Entonces la matriz de transferencia para una barrera deltiforme unida a una
region de potencial nulo queda como el producto de las matrices MyM;

U U

eiqa[l + 5; ] 5; 6iqa

MoM; = g e ocu : (1.15)
_%e—zqa G_an[]. . 7]
2iqa 2iqa

1.5. Modelo de Kronig-Penney

Ahora se a analiza la transmisién en el modelo de Kronig-Penney usando
las matrices de transferencia. Este modelo se muestra en la figura (1.4). Como
ya se menciond, el modelo de Kronig-Penney es un sistema periddico formado
por una sucesién de barreras de potencial deltiformes separadas por una
distancia constante a. Este modelo es el mas simple que se puede estudiar de
los modelos periddicos, el andlisis de la transmision nos permite entender las
propiedades principales del transporte electrénico en los sélidos.

Debido a que no hay potencial entre dos barreras adyacentes, na < x <
(n+1)a, la funcién de onda del electrén en esta regién se puede escribir como
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la superposicién de ondas planas. Es conveniente definir la funcién de onda
en un conjunto discreto de puntos z,, = na

n(x) = A, "% 4+ B,e"t®

donde v, = ¥)(x = na). Expresando la funcién de onda 1,1 en términos de
la funcién de onda 1, se tiene que

wiﬂ) (w:)
<¢;+1 =M. U,

donde ¢ y 1 son las ondas que se dirijen a la derecha y a la izquier-
da respectivamente, la matriz de transferencia es idéntica a la matriz dada
en (1.15). Esta matriz tiene determinante igual a 1 y traza real por lo que
sus valores propios son de la forma \; = e y \y = e~ por lo tanto

Tr M = A\ + A2 = 2cos(ka)

y esto implica 2 cos(ka) = 2 cos(qa) + U sin(qa)/qa, o sea

cos(ka) = cos(qa) + 2[q]a sin(qa), (1.16)

esta ecuacién lo que dice es que inicamente se transmiten las particulas cuyo
valor de la energia E = ¢* satisface la ecuacién (1.16). Ademds se tiene toda
una serie de bandas permitidas dadas por (ver Figura (1.5))

U
—1 < cos(qa) + 0 sin(ga) < 1.

Podria parecer que el modelo de Kronig-Penney es igual al sistema de
las N barreras deltiformes idénticas cuando N — oo, pero no es asi. No es
posible afirmar que el modelo de Kronig-Penney se puede obtener a partir
de un sistema de N barreras deltiformes en el limite N — oo, porque no sélo
es necesario tener un nimero infinito de barreras sino que también se deben
remover los dos conductores semi-infinitos que hay a los lados de la region de
potencial los cuales siempre son considerados en el modelo de las N barreras
deltiformes, ademas estos conductores semi infinitos provocan que se rompa
la periodicidad y esta siempre esta presente en el modelo de Kronig-Penney.
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4 sin(q)

+cos(q)

q

Figura 1.5: Esta es la grafica del lado derecho de la ecuacion (1.16), donde
se ha usado U=8, a=1. Las bandas permitidas se encuentran en las regiones

para las que ¢ cumple con —1 < cos(qa) + 2% sin(qa) < 1
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Capitulo 2

Localizacion en el modelo de
Anderson

En el capitulo 1 se vieron los sistemas ordenados, se puso especial énfasis
en el modelo de Kronig-Penney y se mostré que, con ayuda del teorema de
Bloch, se generan bandas de energias permitidas y prohibidas. En las ban-
das de energias permitidas la particula se mueve libremente por la muestra
mientras que en las bandas de energias prohibidas no hay transmision alguna.

En este capitulo se presentan los sistemas desordenados y algunos ejem-
plos, se introduce el concepto de localizacion de los estados electrénicos y
se explica cual es el mecanismo fisico que hay detras de la localizacién. Se
analiza el modelo de Anderson usando las matrices de tranferencia presen-
tadas en el capitulo anterior para demostrar que los estados electronicos del
modelo de Anderson unidimensional con desorden sin correlaciones estén lo-
calizados sin importar que tan débil sea el desorden. Finalmente se calcula la
longitud de localizacion del modelo de Anderson usando el método del mapa
hamiltoniano.

2.1. Sistemas desordenados

En el estudio de los sistemas desordenados, los sistemas 1D desempenan
un papel particularmente relevante. Existen varias razones por las que los
modelos en una dimension son interesantes:

= Es posible obtener resultados analiticos mucho més detallados para
modelos 1D que para modelos de dimensionalidad superior.
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= Apesar de que los modelos estrictamente 1D pueden parecer abstractos
y sin gran interés fisico, en la préctica estos modelos han encontra-
do concretas aplicaciones experimentales, sobre todo en el estudio de
superredes y guias de onda.

= Se ha descubierto que las correlaciones espaciales de largo alcance pue-
den producir transiciones del tipo metal-aislante.

Los sistemas ordenados se pueden desordenar de varias maneras para
generar sistemas desordenados, una forma por ejemplo es quitando uno o
varios atomos de la muestra y reemplazandolos por otros atomos distintos
al azar. Otras formas de generar desorden en muestras ordenadas son poner
los atomos en posiciones aleatorias o hacer que sus espines tomen orientacio-
nes aleatorias. Para poder analizar estos sistemas desordenados es necesario
conocer la distribucién de probabilidad de las variables aleatorias, por ejem-
plo si los espines de la muestra son los que estan desordenados la variable
aleatoria es la oriantacién del spin de la particula y por lo tanto se debe dar
la distribucién de probabilidad para la orientacion de los espines. En esta
tesis nos concentramos unicamente en el desorden compositivo y el desorden
estructural.

Como primer ejemplo de modelos desordenados se muestra el que intro-
dujo Anderson en 1958 [2]. Anderson se vi6 en la necesidad de definir un
modelo que fuera sencillo para que se puediera estudiar con relativa facili-
dad pero que al mismo tiempo conservara las caracteristicas esenciales de
los sistemas desordenados reales. El modelo que propuso para estudiar las
redes desordenadas unidimensionales esta definido por la siguiente ecuaciéon
de Schrodinger estacionaria

wn+1 + %4 + Enwn = Ed)n (2'1)

El desorden aparece porque las energias de sitio ¢, son variables aleatorias.
El indice n toma valores enteros con n € Z donde Z es el conjunto de todos
los niimeros enteros. Se considera a las energias de sitio €, como variables
independientes que estan uniformemente distribuidas en un intervalo de an-
chura dada. En este modelo los coeficientes de salto son iguales a 1 con lo
que se fija la escala de energia para medir las energias de sitio €,.

El modelo de Anderson ademas de describir el comportamiento de un
electrén en una red con potencial aleatorio puede servir para analizar otros
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sistemas fisicos. Por ejemplo, si se considera una cadena de particulas de ma-
sas aleatorias atadas elasticamente a sus posiciones de equilibrio, la dindmica
de la cadena esta definida por un sistema de ecuaciones de la forma
2,/
d“u;, ,

dt2 = Upq1 —

/
n—1

mp 2u), +u
donde u, y m,, son respectivamente el desplazamiento respecto a la posicién
de equilibrio y la masa de la n-ésima particula, se consideran constantes
elasticas unitarias. Asumiendo que las soluciones estacionarias tengan una
dependencia temporal del tipo wu, o u, exp(—iwt), las ecuaciones dindmicas
de la cadena toman la forma

2
=MW Uy, = Upy1 — 2Up + Up—1

que es matematicamente equivalente a la ecuacion de Schrédinger estaciona-
ria (2.1) del modelo de Anderson.

Para completar esta rapida introduccion a los sistemas desordenados 1D
podemos mencionar algunos de los otros modelos que se usan para el estudio
de la estructura de los estados electronicos y de las propiedades de transporte
en muestras desorderdenadas.

Modelo de una aleacién aleatoria. Este modelo queda definido por medio
de la ecuacion de Schrodinger

——— (@) + > _Vab(z —nl)y(x) = B(x)  (con 0 <z < NI),

donde ¥ (z) es la funcién de onda del electrén, V,, es la intensidad del n-esimo
potencial deltiforme y [ es la distancia entre dos barreras de potencial conse-
cutivas que se supone es constante. Las V,, son variables aleatorias indepen-
dientes con la misma distribucién. Los V,, toman un ntimero finito de valores
{V(g),q=0,1,2,...,7—1} con probabilidades {P,, ¢ = 0,1,2,...r—1} respec-
tivamente. Se asume que los valores de V,, cumplen con —V <V, <V < oo.
Ademés se imponen como condiciones a la frontera ¢(0) = ¢ (NL) = 0. Esta
ecuacién describe el comportamiento de un electrén en un potencial formado
por una sucesion de barreras deltiformes posicionadas a distancia constante
pero con intensidades V,, aleatorias.

Una variante de este modelo consiste en usar como distribucién de pro-
babilidad para los V,, la distribucién de Cauchy
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1 o

P n) = _xr 19 99
(V) T (V,—=V)2+ 62

—o0o <V, <00, (n=1,2,....,N).
Por ultimo se presenta el llamado “modelo de liquido 1D”, este modelo
se representa por la siguiente ecuacién de Schrodinger

d*y

_@(x) + V(z)(z) = Ev(z), con 0 =z9g<x <Ny

donde el potencial V' (x) es constituido por la suma de N potenciales atémicos
v(x) sin sobreposiciones, esto es,
0 six,1 <zx<ux,—d
V(az)—{ ve—z,+d) siz,—d<z<ux,.

En la ecuacion precedente v(x) es el potencial atémico comin; las longitudes
l, =z, —x,_1 —d de los intervalos de potencial nulo son variables aleatorias
independientes y con la misma distribucién de probabilidad, sus valores estan
distribuidos en el intervalo a — b/2 < [, < a + b/2 con una densidad de
probabilidad P(l,). Este modelo tiene dos variantes, la primera consiste en
suponer que los potenciales atomicos son de la forma

v(z) = =Ud(z).
En la segunda variante también se supone que el potencial atémico tiene una

forma tipo delta de Dirac pero que los valores que pueden tomar las [, son
0 <, < oo con una distribucién de probabilidad dada por

1
(i) = 7

donde [ es el espacio promedio entre potenciales.

2.2. Modelo de Anderson unidimensional
En un trabajo pionero de los afios ’50 del siglo pasado [2], P. W. Anderson

mostré que en muestras desordenadas tridimensionales se produce localiza-
cion de todos los estados electronicos cuando la intensidad del desorden rebasa
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un cierto umbral critico: este fenémeno es hoy conocido como “localizacion
de Anderson”. En muestras unidimensionales la presencia de desorden al-
tera aun mas fuertemente la estructura de los estados electrénicos respecto
al caso cristalino ya que el desorden, sin importar lo débil que sea, induce
la completa localizacién de todos los estados electrénicos (lo mismo ocurre
en muestras desordenadas bidimensionales). La localizacién de los electrones
repercute en las propiedades de transporte del material, que a temperatura
del cero absoluto pasa de conductor a aislante.

Un estado electronico se dice (exponencialmente) localizado si la envol-
vente de la funciéon de onda decrece exponencialmente a grandes distancias
del centro de localizacion. Fisicamente, el hecho de que las colas de la funcién
de onda decrezcan exponencialmente significa que la probabilidad de encon-
trar al electron es significativamente distinta de cero sélo en una region finita
del espacio, o sea que el electron queda confinado en una parte limitada de
la muestra. Los estados electronicos localizados contrastan entonces con las
ondas de Bloch tipicas de las estructuras cristalinas, que se extienden a toda
la red.

Es importante subrayar que el mecanismo fisico que causa la localizacion
es la interferencia destructiva entre las ondas de probabilidad creadas por los
procesos de dispersion que sufre el electrén al desplazarse en un potencial
aleatorio. Los procesos de tunelaje y de interferencia destructiva compiten;
la localizacién de Anderson se da cuando la segunda domina respecto a los
primeros, mientras que el tunelaje desempena un papel esencial en la cons-
truccion de ondas de Bloch para los electrones en un sistema cristalino.

Un parametro fundamental para la descripcion cuantitativa de la locali-
zacion es representado por la longitud de localizacion. En los casos ordinarios
de localizacion, la envolvente de la funcién de onda decrece exponencialmen-
te, por lo que resulta natural definir (el inverso de) la longitud de localizacién
por medio de la relacién

(2.2)

loc N—oo 7%

N

1 (0
-1 _ qs n+1
7 = lim N 51 In

Para un estado localizado exponencialmente la longitud de localizacién es
finita, ljo. > 0, mientras que diverge para un estado extendido.
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2.3. Longitud de localizacion

Un instrumento matematico muy importante en el estudio de los siste-
mas desordenados 1D es representado por las matrices de transferencia [10].
Estas matrices inscriben el andlisis de los estados electrénicos en el marco
conceptual de la teoria de las matrices aleatorias y permiten dar una demos-
tracién de la propiedad especifica de los sistemas desordenados 1D, esto es,
el hecho que cualquier desorden, independientemente de su intensidad, causa
la localizacion de todos los estados electrénicos.

Se muestra como funciona la técnica de las matrices de transferencia para
el modelo de Anderson 1D definido por la ecuacién de Schrodinger (2.1). Esta
ecuacion puede escribirse en forma matricial

1/}71-5-1 7T 1/}71

donde el simbolo T, representa la n-ésima matriz de transferencia, esto es,

Tn:<EIE" _01>. (2.3)

Aqui se estd utilizando una definicién un poco diferente de matriz de transfe-
rencia a la que se dio en el capitulo anterior, ahora la matriz de transferencia
relaciona la funcién de onda en los sitios n y n — 1 con la funcién de onda en
los sitios n y n+ 1.

Dadas las condiciones iniciales 1y y 11, la solucién de la ecuacién (2.1)
puede construirse por medio de un producto de matrices de transferencia

Ynt1 55 = (G
=T,T, 1---T : 2.4
( 1/)71 ! ! Q/JO ( )
En ausencia de un potencial aleatorio, esto es, si €, = 0, la ecuacion de
Schrodinger (2.1) describe una particula libre y las soluciones estacionarias
que no divergen para n — 400 son sobreposiciones de ondas planas de la

forma
Y = Ae 4 Aremn, (2.5)

Los autovalores correspondientes de la energia son Ff = 2cosk con k real;
en ausencia de potencial entonces los autovalores de la energia forman una
banda de amplitud |E| < 2. Las soluciones (2.5) son ondas planas, esto es,
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estados extendidos y, de hecho, es facil verificar que el inverso de la longitud
de localizacion es cero

1
-1 oy 2 2y _

En el modelo de Anderson el electrén no es libre, sino que se mueve en un
potencial totalmente aleatorio. En el modelo de Anderson las energias de sitio
€, son variables aleatorias independientes con una distribucién comun esto
implica que las matrices de transferencia (2.3) son matrices aleatorias. Debido
a la relacién (2.4), el andlisis del comportamiento asintético de los estados
electrénicos pasa por el estudio de las propiedades de la matriz producto

TnTnfl e Tl

en el limite en que el nimero de factores tiende a infinito.

Estas propiedades pueden analizarse por medio del teorema de Fursten-
berg [12] que, grosso modo, representa una generalizacién de la ley de los
grandes numeros al caso de variables aleatorias que no comuten entre si.

Sin profundizar demasiado, nos limitamos a enunciar el teorema de Furs-
tenberg. Supongamos que p sea una distribucién de probabilidad, X,, matri-
ces con entradas aleatorias y x un vector, entonces el teorema de Furstenberg
afirma que

n—o0

1
lim —log [|X,,... Xzl =7 >0
n

con probabilidad 1 para cada x # 0, con v que depende solo de pu.

El parametro 7 constituye la tasa de crecimiento exponencial o maximo ex-
ponente caracteristico de Lyapunov.

Consecuentemente, debido a la positividad del pardmetro ~, resulta de-
mostrado que las soluciones 1, de la ecuacién de Schrodinger (2.1) crecen
exponencialmente para casi cualquier condicién inicial (g, 7).

El teorema de Furstenberg implica también otra consecuencia clave, esto
es, el caracter deterministico de la tasa de crecimiento exponencial. En efecto,
el teorema afirma que, con probabilidad igual a 1, v depende sdlo de la
medida p; en el caso que estamos analizando, esto significa que el exponente
de Lyapunov sélo puede depender de la distribucién de probabilidad p(e,,) de
las energias de sitio pero no de las realizaciones especificas {e1,...,€,,...}
del potencial aleatorio.
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El teorema de Furstenberg permite entonces demostrar que las soluciones
de la ecuacién de Schrodinger (2.1) crecen exponencialmente; sin embargo
esto no es suficiente para concluir que todos los estados del sistema desorde-
nado (2.1) sean exponencialmente localizados, esto es, que la envolvente de
la funcién de onda decrezca exponencialmente tanto a la derecha cuanto a la
izquierda de algun sitio central de la red. Un autoestado del hamiltoniano,
en efecto, ademds de ser una solucién de la ecuacién (2.1) debe satisfacer
algunas condiciones de frontera que producen generalmente la cuantizacion
de los valores de la energia.

En el razonamiento precedente, sin embargo, hemos considerado la energia
como un parametro libre, aunque en realidad depende, a través de las condi-
ciones de frontera, de la realizacion especifica del potencial aleatorio. Por esta
razon, si se construyen con las matrices de transferencia dos soluciones () e
® de la ecuacién (2.1) que corresponden al mismo valor de la energia pero
satisfacen condiciones de frontera especulares definidas respectivamente a las
extremidades izquierda y derecha de la red, resulta que cuando n aumenta
M) crece exponencialmente mientras ¢)(?) decrece exponencialmente, sin que
sea posible embonar las dos soluciones.

Sin embargo, es razonable pensar que para ciertos valores particulares
de la energia, que corresponden a los autoestados del sistema, sea posible
conectar la solucién derecha con la izquierda. Esta suposicion representa la
CONJETURA de Borland [13]: Esta conjetura establece una conexién entre
crecimiento exponencial de las soluciones y la localizacién de las mismas y
vuelve posible identificar el inverso de la tasa de crecimiento « con la longitud
de localizacion. Borland llegd a esta conjetura analizando las fases ¢; de la
solucién de la ecuacién de Schrodinger de la siguiente forma: Si se define
la fase reducida de una solucién real de la ecuacion de Schrodinger como el
valor principal del arctan(¢’/kiy) y €; como la fase reducida en el punto z;
inmediatamente antes del i-esimo potencial, entonces en la region de potencial
nulo la soluciéon de la ecuacion de Schrodinger toma la forma

= A, cos(k(x — ;) + €) (2.6)

donde z; es un punto justo antes de la posicién de la barrera de potencial
deltiforme y A; es la amplitud de la onda en la regién de potencial nulo que
estd entre la (i-1)-esima barrera y la i-esima barrera. Esta es una solucién
general que ademas incluye las eigenfunciones.

Derivando la fase reducida Borland llegd a la siguiente relacién
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2
Ai+N

N-1
In 2= Z In f(€;45) (2.7)
i =0

donde

2
fle)=1— %sin(%ﬂkg) + % CosQ(ei +kg),

1 es la intensidad del potencial deltiforme, k y g son las longitudes de las
regiones de potencial nulos a la izquierda y derecha de la barrera deltiforme
respectivamente. La relacion 2.7 es valida para todas las soluciones incluyen-
do las funciones propias. En el caso del electrén libre la funcién In f(e;4;)
deberia fluctuar alrededor de cero pero si se tienen eigenestados localizados
estos numeros deberian tener una tendencia hacia los valores positivos en
una porcion de la cadena y tener una tendencia hacia los valores negativos
en la restante porcién de la cadena. Analizando la fase reducida Borland
concluyé que hay una tendencia hacia los nimeros positivos por lo que la
solucién tiene un crecimiento exponencial ya sea una eigenfuncién o no.

2.4. Método del mapa hamiltoniano

En la seccion anterior se vid que todos los estados electrénicos del modelo
de Anderson estan localizados pero no se calcul6 la longitud de localizacion.
Con el fin de calcular la longitud de localizacién se introduce el método
del mapa hamiltoniano [5], con este método es posible calcular ! tanto de
forma analitica como numeérica cuando el desorden es débil, esto es cuando
V(€2) < 1. Este método no es 1til para calcular las funciones propias ni los
valores propios de la ecuacién de Schrodinger; cabe mencionar que en esta
tesis no estamos interesados en hacer esto, lo que nos interesa es estudiar el
crecimiento exponencial de los estados electrénicos y para esto funciona muy
bien el método del mapa hamiltoniano. El método del mapa hamiltoniano
se basa en la equivalencia que hay entre el modelo de Anderson (2.1) y un
oscilador estocastico clasico que consiste en un oscilador que es golpeado a
intervalos de tiempo constante T° con una fuerza que tiene una intensidad
aleatoria w, (no se considera ningin tipo de correlacién, las correlaciones
se consideran en el siguiente capitulo). El hamiltoniano de este oscilador
estd dado por
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H=w (1)2 + 962) + $—2U(t) (2.8)

donde

Ut) = Z up0(t —nT).

n=—oo

Para mostrar la equivalencia que hay entre el modelo de Anderson (2.1) y un
oscilador estocéstico dado por (2.8) se integran las ecuaciones de Hamilton
(que se obtienen del hamiltoniano (2.8)) justo antes del n-esimo golpe hasta
justo antes del (n+1)-esimo golpe. El mapa hamiltoniano que se obtiene es

Tpy1 = Ty cos(wl) + (pn — upxy,) sin(wl’)

Py1 = —apsin(wT) + (pp — tupy,) cos(wT) (2.9)

donde x,, y p, es la posicién y el momento justamente antes el n-esimo golpe.
Eliminando los momentos de la ecuacion anterior se tiene que

Tpt1 + Tno1 + Tpuy, sin(wT) = 2z, cos(wT).

Esta ecuacién tiene la misma forma que la ecuacién (2.1) en donde se identifi-
ca la funcién de onda 1, del modelo de Anderson con la posicién del oscilador
Zn, ademas los pardmetros del modelo de Anderson que son la energia del
electron F y las energias de sitio €, se relacionan con los parametros del
oscilador de la siguiente forma

E =2cos(wT), (2.10)

€n = Uy sin(wT). (2.11)

La ecuacién (2.10) nos dice que la energia del electrén E estd relacionada
con el angulo de rotacion w1’ que el oscilador realiza en el espacio fase entre
dos golpes consecutivos. Mientras que la ecuacién (2.11) vincula las energias
de sitios €, con la aleatoriedad en la intensidad de la fuerza de los golpes u,,.
Acontinuacién se pasa de las coordenadas cartesianas (z,, p,) a las coor-
denadas accién-angulo (J,, 6,,) definidas por la siguiente transformacion

Ty = 2J,sin(6,)
Pn = V2J,co8(0,).
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En funcién de estas variables el mapa (2.9) se puede escribir como

(cos(B,, — wt) + u, sin(6,,) cos(wT"))

cos(0,41) = D;l(c
D, (sin(6,, — wt) — u, sin(6,,) sin(wT))

(o)) = (2.12)

donde D? = J 1/ Jn.

Acontinuacion se calcula el exponente de Lyapunov, esto es porque cal-
cular el exponente de Lyapunov del oscilador estocastico es equivalente a
calcular el crecimiento exponencial de la solucién (2.6) que a su vez es el
mismo crecimiento que tienen las eigenfunciones del modelo de Anderson.
En términos de las variables accién-dngulo la longitud de localizacién (2.2)
toma la forma

a 1:]\}1~r>nooﬁzl n+1 N;oo]\fZ:l

7’L

Sln n+1
Sln

En general el segundo término del miembro derecho es despreciable respecto
al primer término, esto se debe a que la variable de accién J, crece expo-
nencialmente mientras que el cociente de los senos no lo hace y como es una
cantidad acotada entonces al dividirla por N y hacer el limite N — oo se
hace cero. Sélo es necesario considerar el segundo término en un entorno del
borde de la banda de energia, esto se debe a que la localizaciéon exhibe un
comportamiento anémalo en el borde. En este capitulo no se van a conside-
rar los casos andémalos eso se hace en el capitulo 5 y es para el modelo de
Kronig-Penney aperiédico; por lo tanto la longitud de localizacién se expresa
simplemente como

7' = lim —ZlnD (In D,,). (2.13)

Despejando D,, de (2.12), sutltuyendolo en (2.13) y desarrollando el logaritmo
al segundo orden en u,, se tiene que

_wHuy) %Wﬂ sin(26,,)) — %(ui cos(20,,)) + %(ui cos(46,,)). (2.14)

Debido a que se considera desorden débil, entonces en la aproximacion a
segundo orden en u,, los ultimos dos términos de (2.14) se pueden escribir
como
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§<ui cos(46,)) = §<ui> (cos(46,)).

Para hacer el promedio de estas funciones trigonométricas es necesario encon-
trar la distribucion invariante de la variable angular. Para esto despejamos
0, de (2.12) obteniendose

Oni1 = 0, +wT + wu, sin®(0,) + u2 sin®(6,,) cos(6,).

Al evolucionar este mapa, 6, toma uniformemente valores en el intervalor (0,
27) por lo que la variable angular tiene una medida invariante uniforme (esto
se explica con detalle en el capitulo 3 seccién 3.2 )

Qi Sif e (0,2m)
=4 (215)

0 Otro caso .

Por lo tanto al calcular los promedios (cos(26,,)) vy (cos(46,,)) con la medida in-
variante (2.15) se anulan. Finalmente el correlador ruido-dngulo (u,, sin(26,,))
también se anula debido a que no hay correlacién en el desorden, esto se ve
con mas detalle en el siguiente capitulo.

Entonces la longitud de localizacién de los estados electrénicos para el
modelo de Anderson es

l—l _ <6$L>
E\2]"
8 {1 - (3) }
Esta ecuacién describe correctamente la longitud de localizacion para todos
los valores de la energia que estan en el intervalo abierto (—2,2), excepto en
E = 0 donde el valor de la longitud de localizacién es mayor que el predicho
por (2.16). Esta desviacién se debe a un efecto de resonancia que produce

una ligera modulacion en la medida invariante. Este caso se analizard con
mas detalle en el capitulo 5 para el modelo de Kronig-Penney aperiédico.

(2.16)
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Capitulo 3

Longitud de localizacion en el
modelo de Kronig-Penney
aperiodico

Consideramos el modelo de Kronig-Penney con desorden compositivo y
estructural correlacionado. El desorden compositivo se introduce asumien-
do que la intensidad de las barreras presentan fluctuaciones wu,, alrededor
del campo medio U. El desorden estructural esta presente debido a que las
posiciones de las barreras estan desplazadas por una cantidad aleatoria a,
respecto a los sitios de la red na, donde n es un nimero entero y a es la
constante de la red. Estamos inicamente interesados en el caso de desorden
débil ya que en el caso general no se puede encontrar una expresién analitica
para la longitud de localizacién de los estados electronicos.

El modelo de Kronig-Penney con desorden esta definido por la siguiente
ecuacion de Schrodinger

(o]

")+ > (U +u,)6(x = na— a,)i(x) = ¢*(x) (3.1)

n=—oo
que describe el movimiento de un electrén con energia ¢? en un potencial for-
mado por una sucesion de barreras deltiformes con intensidades y posiciones
aleatorias donde ¢ es la funcion de onda del electron y se han usado unidades
en las cuales h?/2m = 1, donde m es la masa del electrén y A es la constante

de Planck dividida por 2.
Para un sistema estocastico no es suficiente con conocer las ecuaciones
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V(x)

Vo

Figura 3.1: El modelo de Kronig-Penney desordenado esta formado por una
sucesiéon infinita de barreras deltiformes las cuales estdn en posiciones alea-
torias y sus intensidades también son aleatorias.

diferenciales del modelo o el hamiltoniano del sistema, también es necesario
conocer las propiedades estadisticas del desorden, esto significa que se de-
be dar la distribucion de probabilidad de las variables aleatorias o, lo que es
equivalente, dar todos los momentos de la distribucion. Debido a que estamos
considerando el caso de desorden débil (esto es que los momentos segundos
de las variables aleatorias u, y A, sean mucho menores que 1) es suficiente
considerar los primeros dos momentos de la distribucién. Antes de continuar
es util definir el desplazamiento relativo de las barreras A, = a,.1 — a,, este
desplazamiento relativo A,, es mas conveniente para los calculos que el des-
plazamiento absoluto a,, de las barreras mismas. Las propiedades estadisticas
del desorden para el modelo de Kronig-Penney desordenado (3.1) son

(un) =0, (a) =0 (3.2)
Vi{(u?) < U, (a2) < a (3.3)
VIAZg <1, (AU <« 1 (3.4)

donde (X) significa el promedio de la variable aleatoria X. Las ecuacio-
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nes (3.2) nos dicen que las fluctuaciones en la intensidad del potencial y las
fluctuaciones en la posicion de las barreras deltiformes tienen promedio nulo;
las ecuaciones (3.3) son la condicién de desorden débil y lo que nos dicen
es que el desorden compositivo se considera débil si su intensidad es mucho
menor que el valor del campo medio U, por otro lado el desorden estructural
se le considera débil si la intensidad de este desorden es mucho menor que
la constante de red a, o sea que las barreras de potencial sélo se desplazan
un poco de las posiciones de una red periédica. Dado que ¢ = VE estos
desarrollos tinicamente son validos para bajas energias.

Finalmente, se suponen conocidos los correladores binarios y;(k) a los
cuales no se les atribuye una forma especifica; sélo se supone que los corre-
ladores son funciones decrecientes de la diferencia de los indices y que x; y
X2 son funciones pares.

<unun+k>
o <AnAn+k>
=
o <unAn+k>

Como ya se menciond, para el caso de desorden débil que aqui se discute
no es necesario especificar ulteriormente las propiedades para u,, y 4A,, debido
a que los promedios y los correladores binarios de las variables aleatorias
resultan suficientes para definir las propiedades estadisticas del modelo; esto
no se debe a que se esté asumiendo que el desorden sea de tipo gaussiano, sino
porque el desorden es débil. Por tltimo, para estudiar los estados electrénicos
del modelo de Kronig-Penney, resulta conveniente analizar este sistema en
términos de un oscilador estocdstico como se ve en la siguiente seccion; esto
permite obtener una expresion analitica para la longitud de localizacion de
los estados electrénicos.

3.1. Método del mapa hamiltoniano

El Método del mapa hamiltoniano es un método que sirve para calcular
analiticamente el crecimiento exponencial de los estados electronicos. Es-
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te método se basa en la correspondencia que existe entre la ecuacién de
Schrodinger (3.1) y la ecuacién de un oscilador estocastico cldsico. En este
enfoque los estados electronicos del modelo de Kronig-Peney con desorden
tienen su homélogo en las trayectorias del espacio fase de un oscilador clasico
con frecuencia aleatoria. Esto permite estudiar la naturaleza de las funciones
de onda electronicas y las propiedades de transporte en redes desordenadas
analizando la dindmica de un oscilador estocastico. La correspondencia que
se establece entre modelos desordenados 1D y osciladores estocasticos abre
la posibilidad de interpretar los fenémenos de localizacién electrénica desde
un punto de vista dinamico, estableciendo un paralelo entre la localizacion
de Anderson y la inestabilidad energética de un oscilador estocastico.

El oscilador estocastico cldsico es un oscilador que es golpeado con una
fuerza aleatoria U(t) a intervalos de tiempo aleatorios, el hamiltoniano para
este oscilador estd dado por

H= % - %[qQ — U(t))z? (3.5)
donde .
Uty = Y (U+un)d(t —tn),

U es la fuerza promedio, u,, son las fluctuaciones en la fuerza respecto a U, t es
el tiempo, t,, es el tiempo en que el oscilador es golpeado, p es el momentum,
x es la posicién y ¢ es la frecuencia. Usando el hamiltoniano (3.5) podemos
encontrar las ecuaciones de Hamilton para el oscilador estocdstico que estan
dadas por

= D

_ 2

= —l U@
Eliminando el momento de estas ecuaciones nos queda una ecuacion en térmi-
nos unicamente de la posicién

o

4¢P = > (U+u)s(t—t,)| z=0.

n=—oo

Esta es la ecuacion dinamica de un oscilador estocastico clasico la cual tiene
la misma forma que la ecuacién de Schrodinger (3.1). La analogia matemadtica
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entre la ecuacion de Schrodinger para los estados electrénicos y la ecuaciéon
dindmica para el oscilador estocdstico se aprovecha para analizar el compor-
tamiento espacial de los estados electrénicos del modelo de Kronig-Penney
en términos de la evolucién temporal del oscilador pateado. En este enfo-
que los estados electronicos extendidos corresponden a dérbitas acotadas del
oscilador, mientras que los estados electrénicos localizados corresponden a
orbitas no acotadas y el exponente de Lyapunov A de las trayectorias del
oscilador corresponde a la longitud de localizacién inversa [~! de los estados
electrénicos.

Con el fin de obtener una ecuacién para la longitud de localizacién se
integran las ecuaciones de Hamilton en el intervalo (¢,,t,. ), donde ¢, es el
instante de tiempo justamente antes del n-esimo golpe, obteniendose asi el
siguiente mapa hamiltoniano

(o)== () (39)

donde x,, y p, son la posicion y el momento respectivamente justo antes del
n-esimo golpe. T,, es la matriz de tranferencia y estd dada por:

1 . 1.
T, — cos [q(a+ Ap)] + (U + uy) & sin [g(a + Ayp)] gsm [q(a+ Ay)] (3.7)

—gsin[g(a + Ay)] + (U + up) cos[gla+ Ay)]  cos[gla+ Ay)]

Debido a la correspondencia que hay entre la posiciéon x, en el modelo
del oscilador estocastico con la amplitud de probabilidad v,, en el modelo
de Kronig-Penney desordenado (ademds estd la correspondencia entre p,, y
Y ), el mapa hamiltoniano (3.6) en términos de la funcién de onda se puede

escribir como
wn-i-l > ( wn )
=T,
< 1 U,

eliminando las v/, se obtiene una ecuacién equivalente en la que tnicamente
aparece la variable ¢,

I S
sinfg(a + A,)]

1/}71—0—1 + 1/}71—1 =

sinfg(a + Ap,_1)]

cotlg(a + A,)] + cotlg(a + A,_1)] +

U (3.8)
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esta ecuacion muestra que se puede poner en correspondencia el oscilador
estocastico clasico con un modelo de enlace fuerte con desorden tanto en la
diagonal principal como fuera de ella. La intensidad aleatoria del potencial
se traduce en desorden diagonal mientras que las posiciones aleatorias de las
barreras deltiformes generan el desorden fuera de la diagonal principal.

Como se dijo anteriormente, sélo estamos interesados en el caso de desor-
den débil, haciendo uso de la condicién /(A2)q < 1 se desarrolla la matriz
de transferencia (3.7) a segundo orden en u, y A,

( o ) = [T + TV + T + 0 ((ul), (A2))] ( n ) (3.9)

Pn+1

donde el término a orden cero es

sin(ga)  sin(qa)
cos(qa) + U
T = (ae) q ¢ |
—qsin(qa) + U cos(qa) cos(qa)

el término a primer orden es

T [—gsin(qa) + U cos(qa)] A, + sm(qa)un cos(qa) A,
- q :

—[gcos(qa) + U sin(qa)gA,, + cos(ga)u,, —sin(qa)gqA,
y el término a segundo orden es

o _ ( ~lalgcos(qa) + Usin(ga)]2 + cos(qa)und,  —gsin(qa) A2
"\ 3¢%gsin(ga) — U cos(qa)]AZ — gsin(ga)u, A, —3q* cos(qa)AZ

Para analizar el comportamiento de las soluciones del mapa hamiltoniano (3.9)
es conveniente efectuar una tranformacién canénica (x,,p,) — (X,, P,) tal
que en las nuevas variables el movimiento sin perturbaciones del oscilador
en el espacio fase se reduzca a una rotacién. La tranformacion canodnica que
cumple con lo anterior es la siguiente:

(2):M<ﬁ> (3.10)

donde
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q
M a cos( 5 ) o sin 5 )
(L)~ cos(%)
—qasin(—) —cos(—
gasmn ) QN

donde el pardmetro « se define como

sin(ga) — Z] [cos(qa) — 1]

¢at = :
sin(qa) — ;{] [cos(qa) + 1]

En las nuevas variables (X,,, P,) el mapa hamiltoniano (3.9) ahora se puede
escribir como:

Xnt1 \ _ =1 [p(0) (1) @) 2 X
<Pn+1 > =M TP+ TV + T +0(c*) | M P (3.11)

en donde el término a orden cero es una rotacion

Moo= (i)

y el angulo de rotacion ka esta definido como

cos(ka) = cos(qa) + Zsin(qa) (3.12)

sin(ka) = j:\/ (sin(qa) - g}[cos(qa) + 1}) <sin(qa) - Z[Cos(qa) - 1])

La ecuacién (3.12) permite indentificar & con el vector de Bloch.

Para analizar la evolucién del sistema dindmico (3.11) se pasa de las
coordenadas (X, P,) a las coordenadas accién-angulo (J,, 6,,) definidas por
la transformacion



En términos de las variables accién-angulo el mapa hamiltoniano (3.11) toma
la forma

, 1 U [1 + cos(ka)] + 2% sin(ka 1
sin(@,41) = oo 1+ [ (4q2)]+ iE ( )un — tiATQL
2¢% |1+ ka)] — a~2U sin(k ,
+ (all COS(ZL;)L_ UO; sin(ka) up Ay, | sin(6,, + ka)
A,  2a7%[1 — cos(ka)] + Usin(ka)
e 1 + U2 tn
a2U [1 — cos(ka)] — 2¢? sin(ka)
+ [ T unAn] cos(6,, + ka)]
1 U [l — cos(ka)] — 2a2¢* sin(ka 1
cos(Op41) = o 1+ [ (4(]3]_'_ e a ( )un — §q2Ai
2¢* [1 — cos(ka)] + a?¢*U sin(ka)
n [ (4Q2 o un A, | cos(6, + ka)
—202¢* [1 + cos(ka)] + U sin(ka)
_ 2 2
{Anq o+ 17+ U2 U,
U k 2sin(k
+ U1+ CZ;( f)[]]:_ sin(ka) q2unAn} sin(6,, + ka)}
(3.13)

en donde se ha definido D? = J,,1/.J, como la razén de la variable de accién
en el paso n+ 1y el paso n. Usando las ecuaciones para sin(6,,41) y cos(6,+1)
se escribe D? en aproximacion al segundo orden. Haciendo uso de la condicién
V(A2)U < 1 se puede cortar el desarrollo de D? al segundo orden y obtener

sin(qa)
n sin(k gsin(ka)
1
+ v v —q (2 + qa2> cos(20,, + Qka)] A2
s qa

D? = 1—— v sin(26,, + 2ka)A,, + sin(26,, + ka)u,
in(ka

QSm(ka in( lm
sin(qa
1 — cos(20,, + ka)] u?
* 2q sm ka)) cos(26n + ka)|w,
_ Usinga) [cos(ka) — cos(26,, + 2ka)] u, A,.
gsin®(ka)

(3.14)
Es importante notar que la variable angular evoluciona independientemente
de la variable de accion; esto es de mucha ayuda como se ve més adelante
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en este capitulo ya que solo es necesario conocer la distribucién de probabi-
lidad para la variable angular y no se necesita la distribucion de la variable
de accién. Para ver més facilmente que la variable angular evoluciona inde-
pendientemente de la variable de accién se despeja 6,1 de las ecuaciones
(3.13)

1 1
Ont1 = 9n+ka+{q<2+qa2>
qo

5 cos(20,, + Qka)] A,

U
sin(ka)

sin(qa) B
3gsm(ka) [1— cos(20, + ka)] uy,
U 1 2 . U . 2
g (—= 2, . sin(46, + 4ka)| A
+ 4sin(ka) {q <qa2 +aa >Sm( bn + ha) 2sin(ka) sin(46r + ka)] "
sin(ga) \* T . L. 2
i/ 20,, - = 460,, + 2
+ (2qsin(kza)> [sm( 0, + ka) 25111( 0, + ka)} us
Usin(ga) [sin(ka) . sin(46,, + 3ka)
— sin(26,, + 2k ——————uyA,
2qsin?(ka) [ 2 sin(20n + 2ka) + 2 “
(3.15)
esta ecuacién tiene la forma 60,1 = 0, + ka + G(q,k,u,,A,) donde la

funcién G no contiene en lo absoluto la variable de accién J,, esto dice que
la variable angular 6,, evoluciona independientemente de la variable de acciéon
Jn. La importancia de esto radica en que, como se ve en la siguiente seccién,
el cociente J,11/J, unicamente depende de la variable angular y dado que
se necesita obtener el promedio de In (J,41/J,) s6lo es necesario conocer la
distribucién de la variable angular.

Sea ¥ coordenadas tales que {1, s,...,xx} representan la posicién y
{TNi1, N2, ..., xan} representan los momentos. En los sistemas dindmicos
si se toman dos trayectorias cercanas ¥y iy = & + 0% tales que evolucionan
como

= F(7),

8-l

entonces la evolucion de 67 esta dada por

—

o = M(Z)ox (3.16)
donde M es la matriz
OF
M=—
or

43



O~

OF;

M),, =
( )7] 81']

De las ecuaciones (3.14), (3.15) y (3.16) se deriva el mapa para el espacio
tangente en la aproximacién a segundo orden

6o \ _( DE 0O 0J,
( . ) = ( 0 1/D? > < 56, ) (3.17)

esta ecuacion muestra que el mapa hamiltoniano en coordenadas accién-
angulo conserva el volumen del espacio fase como debe ser en el caso de
un sistema hamiltoniano; ademds el mapa (3.17) muestra que la variable
de accion crece exponencialmente mientras que la variable angular decrece
exponencialmente.

3.2. Longitud de localizacién

En esta seccion se calcula la longitud de localizacion inversa de los esta-
dos electronicos para el modelo de Kronig-Penney desordenado. La longitud
de localizacion [ es un pardametro que da una medida de qué tan grande es
la region en donde el electrén queda confinado y al mismo tiempo permite
distinguir entre un estado electrénico exponencialmente localizado y uno ex-
tendido, para un estado localizado la longitud [ es finita mientras que para un
estado extendido la longitud de localizacién es infinita. Se vera que cuando
el desorden no esta correlacionado [ siempre toma un valor mayor a cero o
sea que todos los estados electrénicos estan localizados mientras que al to-
mar en cuenta correlaciones de largo alcance se generan bordes de mobilidad
ademas de que se puede aumentar o disminuir la longitud de localizacién si
se manipula la correlacion entre el desorden compositivo y el estructural.

La longitud de localizacién inversa se calcula de la siguiente manera

N
_ , ]- wn—&-l
™' = lim — In

> |

n=1

la cual en términos del oscilador estocastico es equivalente al exponente de
Lyapunov A
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= Jin g S0+ Jin S,

(3.18)

‘\/5 + 1[1 + cos(qa)] sin(0n41) + V€ — 1sin(ga) cos(Gn41)
1[1 + cos(qa)] sin(6,,) + /€ — 1sin(qa) cos(6,) |

Como se discute en seguida, en el caso de desorden débil, la distribucién de
probabilidad para la variable angular es plana excepto para valores que son
multiplos racionales de k = 7/a para los cuales la distribucion es ligeramente
modulada. La situcion es diferente en el borde de la banda donde la distribu-
cion de probabilidad tiene una modulacién muy fuerte. Es de esperarse que
R,, oscile alrededor de 1 a diferencia de D,, que es mucho mayor que 1 debido
al crecimiento exponencial de la variable de acciéon. Por lo tanto, lejos de los
bordes de la banda el segundo término del lado derecho de (3.18) se puede
despreciar por lo que la longitud de localizacién inversa se puede calcular de
la siguiente forma

' = lim

S Nazl (nH) 21a<1n(D2)> (3.19)

Aqui se ha asumido que el sistema tiene la propiedad de ergodicidad, osea
que se puede intercambiar el promedio en el tiempo

por el promedio en el colectivo
(xn) = / p(x,)z,de,

donde p(x) es la densidad de probabilidad de la variable aleatoria z.
Para calcular la longitud de localizacién inversa se obtiene el logaritmo
natural de la ecuacién (3.14) y se desarrolla a segundo orden en u, y A,
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In(D?) = - v sin(26,, + 2ka)A,, + M sin(26,, + ka)u,

' sin(ka) gsin(ka)
U U 1
9\ (20, + 2k
- 2sin(ka) {QSin(k;a) a <q0z2—|—qa2) cos(20, + 2ka)

U 2
+ 2sim(ka) cos(40,, + 4k5a)] A

sin(ga) \” )
—— | |1 -2 2 4 2
+ <2q sin(/-ca)) [ cos(20,, + ka) + cos(46,, + 2ka)| u;
- M [cos(ka) — 2 cos(20,, + 2ka) + cos(46,, + 3ka)] u, A,,.
2¢sin®(ka)
(3.20)

Enseguida es necesario calcular el promedio de esta ecuacion y para ello
se debe calcular la distribucién de la variable angular. Como se vi6 en la
ecuacion (3.14) el cociente J,11/J, sélo depende de la variable angular 6,
por lo que sélo es necesario conocer la distribucién de 6, para realizar el
promedio de la ecuacion (3.20). La distribucién de la variable angular es una
distribucién uniforme, esto se puede ver si se elimina el desorden del mapa
hamiltoniano en variables accién-angulo

Jn+1 = Jn
07’7,+1 = en + ka. (321)

La variable angular llena de forma densa el intervalo (0,27) mientras la
variable de accién permanece constante, esto dice que la variable angular
tiene una dindmica rapida (excepto cuando ka — 0 ) comparada con la
variable de accién, por lo que en el caso de desorden débil es de esperarse que
la variable angular tienda rdpidamente a una distribucién uniforme p(6) =
1/27. Este razonamiento falla cuando el vector de Bloch toma los siguientes
valores

ka = 2r (3.22)

n

donde m y n son ntimeros primos. En este caso el mapa de la variable an-
gular sin desorden (3.21) tiene érbitas de periodo 2n. Cuando se enciende
el desorden, que es débil, las érbitas resultantes permaneceran alrededor de
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las Orbitas periddicas, por lo tanto es de esperarse que la distribucién de la
variable angular sea modulada para los valores del vector de Bloch dados
por (3.22).

Debido a que se esta considerando una aproximacion a segundo orden en
U, y A, s6lo es necesario considerar los casos ka = 0, ka = wy ka = 7/2. Esto
se puede ver de la siguiente manera: dado que la distribucién de la variable
angular para los casos ka = mn/n es proporcional a cos(2nf + ¢) y sin(2nf +
¢) (donde ¢ es una fase apropiada), entonces al promediar la ecuacién (3.20)
con la correspondiente distrubucion para ka = mm/n el promedio serd nulo
si n > 3 porque la ecuacién (3.20) sélo depende de funciones seno y coseno
de argumento 260 y 46. Para concluir, en la aproximacién a segundo orden en
u, v A, la distribucién de probabilidad para la variable angular es uniforme
para cualquier valor del vector de Bloch k excepto para ka = 0, ka = /2
y ka = m, en estos tres puntos la distribucion es modulada; en el capitulo 5
se obtienen las distribuciones para estos puntos. A lo largo de este capitulo
se supone que la distribucién de la variable angular es plana. La Figura 3.2
muestra la distribucién de la variable angular obtenida numéricamente que
confirma las predicciones tedricas.

Promediando (3.20) la longitud de localizacion se escribe como

_ U ) sin(qa) )
It = ——————(A,sin(20, + 2k ———————(u, sin(20,, + k
2asin(ka)< Sin(26n + 2ka)) + 2qasin(ka) (n $in(26, + k)
U? 9 sin?(qa) 5, Usin(ga) cos(ka)

Un)

v AL,
8asin®(ka) "' 8ag?sin®(ka)' " (tnn)

4agsin® (ka)

Por 1ltimo se calculan los correladores ruido-angulo

(A, sin(26,, + 2ka)),

(up sin(20,, + ka)).

Para calcular estos correladores, primero se definen los correladores ry y s

rr = (u, exp(i20,_1))

sk = (A, exp(i20,_)),
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Figura 3.2: Distribucién para la variable angular obtenida numéricamente.

en términos de los cuales puede escribirse

(up sin(26,, + ka)) = Im[rg exp(ika)]

(A, sin(20,, + 2ka)) = Im[sg exp(i2ka)].

Los correladores s, y r;, satisfacen una relaciéon de recurrencia que se puede
encontrar sustituyendo el mapa angular (3.15) en las definiciones de 74 y Sg.
Para el correlador 1y se tiene que

1
re—1 = {(u,exp(i20,_) exp(i2ka) [1 +1 [q (2 + qa2>
qo

sin(qa)
gsin(ka)

[1 —cos(20,—k + ka)|un—|)-

sin(ka) cos(20,,—y + Zka)] JANREr—

Desarrollando a segundo orden y promediando se encuentra la relacién de
recurrencia de 7,
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sin(qa
Th—1 =T +i (q )

) exp(ika) (Ut 1) — 1 (Un Ay g)-

2gsin(ka 2sin(ka)
Multiplicando ambos lados de la ecuacién por exp(2ika(k — 1)) y sumando
sobre k desde cero hasta oo, se obtiene ry y con esto el correlador ruido
angulo buscado

(uy, sin(260,, + ka)) =

m Z(unun 1) cos(2kal) —

U Ay (ka(2l — 1
2¢sin(ka) 2 sin( lm Z 1) cos(ka ))-

=1 =1

Haciendo el mismo procedimiento para el correlador s, obtenemos el otro
correlador ruido-angulo

(A, sin(20,, + 2ka)) =

o

sin(ga) ~— U
2¢sin(ka) ZZ_;<U"A"—Z cos(ka(2l + 1)) — 2 sin(ka) lz_; (A, A, —) cos(2kal).

Una vez calculados los correladores ruido-angulo se obtiene la siguiente ex-
presion para la longitud de localizacién inversa de los estados electronicos

8al™' = (u?) + (A2) — 2(u,A,) cos(ka)

+ 237 (uptin—) cos(2kal) — 232 (unAy—y) cos[ka(20 — 1)]

+ 23 7 (ARA, ) cos(2kal) — 2377 (un—iAy) cos[ka(21 + 1)].
(3.23)

Se obtiene finalmente la expresion para la longitud de localizacién de los

estados electrénicos del modelo de Kronig-Penney

-1 _ 1 sin®(qa) , , Yo
= 8a sin®(ka) q? () Wi (k) + US(A5) Wa(k)
(3.24)
_2Us1n( 44) cos(ka)(u,A,) W3 (k)

q
donde
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Wi(k) = i MCOS(Q]{ICLZ)

= (ud)
Wa(k) = i Wcos@kal)

> <’LL A l>
n=n+
Wsy(k) l}_:oo A cos[ka(2l +1)].
La expresion (3.24) es la suma de tres términos; el primero describe el efecto
del desorden puramente compositivo, el segundo muestra el efecto del des-
orden puramente estructural y el tltimo representa la interaccién entre los
dos tipos de desorden. Ademads cada término es el producto de dos factores;
el primer factor representa la longitud de localizacién cuando las variables
aleatorias son independientes mientras que el segundo factor toma en cuenta
la correlacién del desorden. Este resultado estd publicado en [25] y es una
generalizacion del resultado publicado en [23] en donde se supone que los tres
correladores binarios x;(k) con ¢ = 1,2, 3 tienen la propiedad de homogenei-
dad e isotropia. La ecuacion (3.24) es correcta para casi todos los valores de
la energia, falla inicamente cerca del centro de la banda de energia y en los
bordes donde surgen efectos anémalos los cuales se discutiran en el capitulo 5.
Una forma mds compacta de escribir la ecuacién (3.24) es la siguiente

1 - -
= o [@IWAR) + U A2 Walk) —2(aA,) Wa(k)|
donde se han introducido las variables reescaladas
B sin(ga)
" gsin(ka) "
~ U

Bn = sin(ka) A

Cuando no se tienen correlaciones los correladores binarios se anulan, la
densidad espectral Wi (k) = Wy(k) = 1 y la ecuacién (3.24) toma una forma
mucho més simple
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B 1 sin?(qa)
 8asin®(ka) q?

El miembro derecho de la ecuacién (3.25) siempre es positivo, lo que implica
es que todos los estados electrénicos estan localizados.

La figura 3.3 muestra la grafica de la ecuacién (3.25), también se mues-
tra la longitud de localizacién inversa obtenida numéricamente. El resultado
numérico se obtiene usando dos series de ntimeros aleatorios que representan
al desorden compositivo y estructural, después evolucionando el mapa para
las variables accién-angulo (3.13) junto con la definicién (3.19) se encuentra
la longitud de localizacion inversa.

I (u2) + U*(A2)] . (3.25)

3.3. Generacion de desorden con correlacio-
nes

En la seccion anterior se obtuvo una expresién para la longitud de localiza-
cion de los estados electréonicos cuando se tiene tanto desorden compositivo
como estructural y se vid que, si no hay correlaciones, todos los estados
electrénicos quedan localizados. En esta seccién se muestra cémo generar
desorden con intercorrelaciones y autocorrelaciones y se analizan los efectos
que las correlaciones en el desorden tienen sobre la longitud de localizacion.
Los resultados que se presentan en esta seccién estan publicados en [24].

3.3.1. Desorden con intercorrelaciones

Primeramente se muestra cémo generar dos ruidos blancos intercorrela-
: . : . . I
cionados. Primero se generan dos ruidos blancos independientes {Yn( )} y

{YTSLH)} con las propiedades

YO =0 (D =1y O¥D) =0 ¥nm it

n

A estos ruidos blancos se les aplica una transformacién lineal para generar
otros dos ruidos blancos {fo)} y {ZT(nH)} pero intercorrelacionados

zZ{ = cos(n)Yn(I) + sin(n)Yn(H)
(3.26)
Z{ = sin(n)Yn(I) + cos(n)Yn(H)
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Figura 3.3: Longitud de localizacién inversa [~' en fucién vector de Bloch
k. La linea continua de color rojo es la grafica que se obtuvo con la ecua-
cién (3.25) con U = 1, \/(u2) = 0.4, \/(A2) = 0.4, el resultado numérico
se muestra con los simbolos (4) de color azul. La linea punteada de color
negro es el resultado analitico para U = 8, \/(u2) = 0.4, \/(A2) = 0.4 y el
resultado numérico correspondiente se muestra con (x). Se usaron 1000000
de nimeros aleatorios para cada tipo de desorden.
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donde el pardmetro n toma valores en el intervalo [—7/4, w/4].
Estos dos nuevos ruidos blancos tienen las propiedades

(ZD) =0, (Z)P) =1y (ZPZ5D) = sin(20)0,m.

n

El parametro 1 es una medida de la intercorrelacién que hay entre los dos rui-

dos. En lo que sigue so6lo se consideraran tres valores de n, n = —m /4,0, 7 /4
y se le llamard “total intercorrelacién” cuando n = 7/4, “Ausencia de inter-
correlacién” para n =0y “total anti-intercorrelacion” si n = —m /4.

Finalmente los desordenes compositivo y estructural intercorrelacionados
pueden ser generados multiplicando los ruidos blancos Z,(f) por las intensida-
des de cada desorden

u, = /(@W)zd
A, = a5z

3.3.2. Desorden con autocorrelaciones

En la expresion (3.24) se ve que si se conocen los correladores binarios
del desorden se puede calcular [~!(E); sin embargo, desde un punto de vista
experimental esto no es lo adecuado. En un experimento o en una simulacion
numérica se necesitan conocer los desplazamientos A, y las fluctuaciones
del potencial u, que daran la forma funcional [(E) esperada. Esto lleva a
considerar el problema inverso en la teoria de la localizacién que consiste en
determinar el potencial aleatorio U + u,, y las posiciones na + a,, a partir de
la expresién de [(E). Osea que primero se da la forma funcional de I(E) que
se quiere obtener experimentalemnte para después encontrar los correladores
binarios y los nimeros aleatorios u,, y A,, que producen [(E).

Suponiendo que no hay intercorrelaciones entonces el tercer término de
la ecuacién (3.24) es nulo, entonces la ecuacion (3.24) se reduce a

1 sin?(ga) (2

7 k0) = o g (W) + UHAL (R

n

esto es, la suma de dos longitudes de localizacién inversas (suma de dos
exponentes de Lyapunov) que corresponden al desorden compositivo (I.) y
estructural (Is) respectivamente

7Y (ka) = 17 (ka) + 17} (ka)
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con

1 sin?(qa)
7k = 2\ (k
e (ka) 8asin®(ka)  ¢? (1) Wi (ka)

_ 1 sin®(qa)
7Yk = U*(A2\Wsy(ka).
s (ka) 8asin?(ka)  ¢? () Wa(ka)

De aqui se ve que proponer la forma de cada longitud de localizacién es
equivalente a proponer la forma de la densidad espectral correspondiente.
Despejando el correlador binario de Wi (k) se tiene que

9 /2
(untin 1) / Wi (k) cos(2kal) dE.
0

(wz)

Wi (k) es una funcién conocida porque [(F) es una funcién dada

k) 2 (b0 )

Para generar desorden con autocorrelaciones (ruido de color), primero se
generan dos ruidos blancos independientes {Yn(l)} y {YTEH)} los cuales tienen

las propiedades
_ N2 o
V) =0 (V")) =1 (v =o.

Después, con un producto de convolucion se genera ruido coloreado que se
asocia al desorden compositivo

\/% = Z 51(”)}/;(31

donde
/2
By(n) :% /0 WA (k) cos(2kan)dk. (3.27)

Los correladores binarios del desorden estructural A,, se obtienen de la misma
manera

<AnAn+l> 2 /7T/2
—_— = — Wo (k) cos(2kal)dk.
@22) xRl
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Con otro producto de convolucién se genera ruido coloreado que se asocia al
desorden estructural

F _Z Ba(n)Y;L)
donde

_ 727 / " S cos(2hkan)d. (3.28)

3.3.3. Desorden con autocorrelaciones e intercorrela-
clones
Para generar desorden con autocorrelaciones e intercorrelaciones, primero

. I I . . )
se generan dos ruidos blancos z y Z con intercorrelaciones y después
con un producto de convolucion se generan dos ruidos de color

(In
m Z ﬁ2 Zz+n

donde los coeficientes £ (n) y B2(n) quedan definidos por las ecuaciones (3.27)
y (3.28). El término de intercorrelacion de la longitud de localizacion (3.24)
se puede escribir como

(unDn)Ws(k) = v/ (u2) (AZ) Wi (k) Wa(k) sin(2n)

por lo que la expresion (3.24) toma la forma

1 1 sin”(qa) u? 2/ A2
b SaSiHQ,(/za)) 7 WalWalk) + DA A Walk) (3.29)
_QUS”‘qq“ cos(ka) /(U2 (A2, (k)W (k) sin(21)
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3.3.4. Graficas

Para ver el efecto puramente debido a las intercorrelaciones se consideran
variables u,, y A, sin autocorrelaciones, entonces la longitud de localizacién
se reduce a la siguiente forma

1 1 sinz(qa) 2 2/ A2
l N 8a Siné(]?a)) q2 < n> v <An> (330)
_2Usmqqa cos(ka)r/(u2)(A2)sin(2n)| .

La Figura 3.4 muestra la gréfica de la ecuacién (3.30), se aprecia que el efecto
que tienen las intercorrelaciones del desorden es el de aumentar o disminuir la
longitud de localizacién. Para el caso n = —m /4 (total anti-intercorrelacién),
[~! aumenta (respecto al caso de ausencia de intercorrelacién n = 0 ) para un
electrén con un vector de Bloch en el rango 0 < k < 7/2. Esto significa que
disminuye la longitud de localizacion por lo que el electrén queda confinado a
un espacio menor del que tendria si no hubiera intercorrelacion. Para 7/2 <
k < 7, I7! disminuye por lo tanto la longitud de localizacién aumenta y el
electrén queda confinado en un espacio mayor. Para el caso n = w/4, [~}
disminuye en 0 < k < 7/2 y aumenta en 7/2 < k < .

El efecto que producen unicamente las autocorrelaciones se puede obser-
var si de la ecuacion (3.29) el parametro n toma el valor cero. La forma a la
que se reduce la ecuacién (3.29) es

1 1 sin?(ga) .2 ) s
- 8asi112(k:a){ 2 (I Wilk) +UHA)Wa(k)| - (331)

La Figura 3.5 muestra la longitud de localizacién inversa [~ en funcién del
vector de Bloch k. Se usan densidades espectrales iguales Wy (k) = Wa(k) =
W (k) y tales que

0 si ke (0,7/5)U(2n/5,3n/5) U (47w /5, 7)
5/2  otro caso.

W (k) = { (3.32)

Los correladores binarios toman la forma

<A<nAA%n>+z> _ <uz;ﬁg>+z> _ 257rl [sm (457”> _sin (257”” , (3.33)
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Figura 3.4: Longitud de localizacién inversa [=! en funcién del vector de
Bloch k. Las lineas continua, cortada y punteada son las graficas de la ecua-

cién (3.29) con los pardmetros U = 2, \/(u2) = 0.4, /(A2) = 0.4. Las lineas
representan los casos 7 = —n/4, 0, 7/4 respectivamente. Los resultados

numéricos se muestran con los simbolos (+),(x) y (%). Se usaron 10000000

nameros aleatorios para cada tipo de desorden.

que son correlaciones de largo alcance. De la Figura 3.5 se observa que hay
bordes de mobilidad, estos puntos separan regiones continuas de estados ex-
tendidos de estados localizados. Por lo tanto las transiciones localizacién-
deslocalizacién ocurren como efecto de especificas correlaciones de largo al-
cance a diferencia de las intercorrelaciones que no generan estados extendidos.
Las graficas 3.4 y 3.5 lo que nos dicen son dos cosas muy importantes, por
un lado que especificas correlaciones de largo alcance del desorden vuelven
nulas las densidades espectrales en intervalos continuos de energia y produ-
cen transiciones localizacién-deslocalizacion, por el otro lado nos dicen que
las intercorrelaciones del desorden tienen el efecto de disminuir o aumentar
la longitud de localizacién. La grafica (3.6) muestra el efecto que tiene el des-
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Figura 3.5: Longitud de localizacién inversa [~ en funcién del vector de Bloch
k. La linea continua de color rojo es la grafica obtenida con la ecuacién (3.24)

con U =7,+/(u2) =04, \/(A2) = 0.5, el resultado numérico se muestra de
color verde con (x). Se usaron 1000000 de ntimeros aleatorios para cada tipo
de desorden.
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Figura 3.6: Longitud de localizacién inversa [~! en funcién del vector de
Bloch k. Esta grafica muestra el efecto combinado de las autocorrelaciones y
las intercorrelaciones. Los puntos marcados con (+) son el resultado numérico
para 1 = —m /4, los puntos marcados con (%) son el resultado numérico para
n = 0y los puntos marcados con (*) son el resultado numérico para n = 7 /4.

Los pardmetros que se usaron: U = 1, \/(u2) = y/(A2) = 0,04 y se usé una
red de 5 millones de sitios.
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orden cuando tiene autocorrelaciones e intercorrelaciones, se observa que las
autocorrelaciones generan bordes de mobilidad y que en la primera ventana
de opacidad la anti-intercorrelacion en el desorden disminuye la longitud de
localizacién mientras que la total-intercorrelacién en el desorden aumenta la
longitud de localizacion. En la segunda ventana de opacidad ocurre lo contra-
rio. La densidad espectral que se utilizd para obtener la grafica 3.6 estd dada
por (3.32).
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Capitulo 4

Transmision en modelos de
enlace fuerte

En este capitulo se estudian las propiedades de transporte en el modelo
de Kronig-Penney y se analizan los efectos de las correlaciones del desorden
en el coeficiente de transmision. La transmision tiene un papel muy impor-
tante en el estudio de las ondas y particulas ya que esta cantidad se puede
medir experimentalmente. En la parte final de este capitulo se muestran los
resultados experimentales que comprueban los efectos que tienen las correla-
ciones del desorden en la transmisién. El experimento fue realizado por los
investigadores O. Dietz y U. Kuhl en Alemania.

Para analizar la transmisién en un modelo de enlace fuerte se considera
una cadena de N particulas con potenciales aleatorios U+, en las posiciones
aleatorias z, = na + a, donde n es un nimero entero tal que cumple con
1 <n < N, aeslaconstante de lared y a,, son las fluctuaciones en la posicion.
Después se agregan dos cadenas ordenadas semi infinitas de particulas con
potencial constante U, una a la izquierda y otra a la derecha, en estas cadenas
a,=0conn<0yn>N-+1.

Otra forma en la que se puede escribir la ecuacion de Schrédinger del
modelo de enlace fuerte (3.8) es la siguiente

() =( ) () =m (i)

donde
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a, = sing(a+A,) | cotgla+ A,)+cotqgla+ A1)+

_ sing(a+Ay)
sing(a+ A,_4)

U—I—un>

b, =

y T, es la matriz de transferencia. Se hace notar que esta definicién es un
poco diferente a la que se usé en la seccion 1.4, aqui T, da la relacion entre

dos vectores que son
() v () (42

y que contienen la funcién de onda de dos primeros vecinos. Se deriva la
matriz de tranferencia en funciéon de las ondas que se mueven a la derecha y
las que se mueven a la izquierda de la regién de potencial. En un dado sitio
n se expresa la funcién de onda como superposicién de ondas

wn _ Aeikn _I_Be—ikn

de aqui inmediatamente se puede encontrar la funcién de onda para los pri-
meros vecinos del sitio n

¢n+1 _ Aeik(n+1) + Befik(nJrl)
wn—l _ Aeik(n—l) + Be—ik:(n—l)

entonces los vectores (4.2) se pueden expresar como

wn+1 Aeik(nJrl)
< ¢n > = Q < Be—ik(n-i—l) )
wn B Aeikn
( wnfl - Q Be*ikn
donde la matriz Q estd dada por

1 1
etk ik |-

Para simplificar la notacién se hacen las siguientes definiciones A, = Aei*"
y B,, = Be %" asf los vectores (4.2) quedan como
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() =a(y) 13
(o )=e(5)

Escribiendo recursivamente la ecuacion (4.1) se obtiene

(ZZ’Ll):TnTl(Z;) (4.4)

Sustituyendo (4.3) en (4.4) se tiene que

(5 )=ava(y)=av(5)

en donde la matriz Q,, se define como Q,, = Q_l’i‘nQ. Por otro lado se tiene
que Ay = 1f; (ver la seccién 1.4) que es la onda del lado derecho de la regién
de potencial y que se mueve a la derecha, By = 0, Ay = ¢} es la onda del
lado izquierdo de la regién de potencial y que se mueve a la derecha, By = 9,
es la onda del lado izquierdo de la region de potencial y que se mueve a la
izquierda por lo que la ecuacion anterior se puede escribir como

<¢E):<Q11 Q12>( f)
0 Q21 Q2 (o

donde
Q™ — ( Qu Q2 )
Qn Q2 )
Para la amplitud de reflexién r y la amplitud de transmision t se tiene que
U Qu
T - j —_——
(CH) Q22
it . - det Q™)
;= 1/’7? — On +Q12£ﬁ _ Q11022 — Q12021 _de Q .
(CF) L Q22 Q22
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Dado que la corriente de probabilidad se conserva y que el complejo conjugado
de la funcién de onda es soluciéon de la ecuacién de Schrodinger se tiene que

det QW) = 1.

Los coeficientes de reflexién y de transmisién estan definidos como R = |r|?,
T = |t|* respectivamente por lo que el coeficiente de transmisién se escribe
como

1
|Qaa*

O sea que unicamente es necesario calcular el elemento (92 para obtener
el coeficiente de transmision. Pero este procedimiento no es sencillo porque
se debe calcular el producto de matrices Qu...Q1. Para simplificar el calcu-
lo del coeficiente de transmisién, la matriz Q™) se escribe como QW) =
Q 'Ty - T:Q = Q'TQ donde la matriz T es

~ Ty Ths
T =
< Ty T >

por lo que el elemento (Y2 de la matriz QW) en funcién de los elementos de
la matriz T toma la siguiente forma

- 1
2i sin(k)

T

(—Tn@*ik — Ty + T + €ikT22)~

Dado que el coeficiente de transmision es el inverso de la magnitud al cua-
drado de (D99, se tiene que
B 4sin?(k)

Ty — Tho + €+ Tpy — efikTuP.

Ahora se considera la siguiente transformacién

T (4.5)

1 0
( g"“ ) = | cos(k) 1 ( znﬂ ) = R< :iml > , (4.6)
. sin(k)  sin(k) " "
con esta transformacion se puede escribir todo en funcién de las variables «,

Y Bn
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Qg1 _ T -1, . prRp-1( Y _ aq _ aq
<6n+1>‘RTNR RT.R ( 1>_MN M1<51>‘M<51>
(4.7)

donde M = My ---M;. Los elementos de la matriz T se pueden escribir en
funcién de los elementos de la matriz M

cos(k
Ty = My + M12.7()
sin(k)
7. = e
2 sin(k)
cos®) .
Ty = (Myy — M) cos(k) + Mlzisin(k:) — My, sin(k)
cos(k
Ty = —Mo— ( ) + Msy .
sin(k)

Sustituyendo los elementos de la matriz T en (4.5) se obtiene una nueva
expresion para el coeficiente de transmisiéon

B 4
- ME + MZ,+ ML+ M2 +2
Podria parecer que no se ha ganado mucho con la expresion (4.8) debido a

que depende de todos los elementos de M pero no es asi como se muestra
acontinuacién. Considérese un vector v;(0) tal que

T (4.8)

y sea Uo(N) tal que
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(N = M( ! ) _ < %;z ) | (4.10)

Usando (4.9) y (4.10) en (4.8) el coeficiente de transmisién toma la forma

4
RN+ GNP+ 2
Haciendo evolucionar los vectores 01(1) y #(1) con la ecuacién (4.7) se ob-

tienen los vectores v (N) y U2(N), sustituyendo estos vectores en la ecua-
ci6n (4.11) se obtiene el coeficiente de transmisién en una cadena finita.

T

(4.11)

4.1. Transmision en el modelo de Kronig-Penney
aperiodico

Experimentalmente es muy dificil medir la longitud de localizacion; en
vez de ello se mide el coeficiente de transmision. La localizacién altera las
propiedades de transporte en una muestra. Con el procedimiento mostrado
en este capitulo se analizan los efectos de la localizacién en el coeficiente de
transmision para el modelo de Kronig-Penney con desorden compositivo y
estructural correlacionado.

Se considera que tanto el desorden compositivo como el estructural tienen
la misma densidad espectral Wy (k) = Wy(k) = W (k) que esta dada por

0 si ke (0,7/5)U(2n/5,3n/5) U (4w /5, 7)

5/2  otro caso (4.12)

W (k) = {

por lo que su correspondiente correlador binario toma la forma

St =t =g 0 () - ()

que son correlaciones de largo alcance. Cabe mencionar que se elige una
densidad espectral de la forma dada por la ecuacién (4.12) debido a que esta
genera ventanas de energias en las que la longitud de localizacion inversa es
nula lo que a su vez se traduce en estados electrénicos extendidos; entonces
cuando se tienen cadenas finitas es de esperarse que en estas ventanas donde
hay estados extendidos el coeficiente de transmisién sea cercano a 1.
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T (Coeficiente de transmision)
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0 1 1 1 1 1 1
0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5

k (vector de Bloch )

Figura 4.1: Coeficiente de transmision 7" en funcion vector de Bloch k. Los
pardmetros que se utilizarén son U = 3, 1/(u2) = /(A2) = 0,05 y una
cadena de 54 sitios.

=
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T (Coeficiente de transmision)

0.3 —

0.2 p —

0.1
0 1 b 1 1 1 1

0 0.5 1.5 2 25 3 3.5
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-

Figura 4.2: Coeficiente de transmision 7" en funcion vector de Bloch k. Los
pardmetros que se utilizarén son U = 3, 1/(u2) = /(A2) = 0,05 y una
cadena de 104 sitios.
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T (Coeficiente de transmision)

” I | I l \‘l I ‘
1 1.5 2
k (vector de Bloch )

3.5

Figura 4.3: Coeficiente de transmision 7" en funcion vector de Bloch k. Los
pardmetros que se utilizarén son U = 3, 1/(u2) = /(A2) = 0,05 y una
cadena de 704 sitios.

=
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Las Figuras 4.1, 4.2 y 4.3 muestran el coeficiente de transmisién en fun-
cion del vector de Bloch mientras que la Figura 4.4 muestra la longitud de
localizacién. De la figura (4.4) se observa que para la intensidad del desorden
considerada, la longitud de localizacién [ en las ventanas de opacidad es de
unos 100 sitios. Cuando la longitud de la cadena L es mucho maés corta que
la longitud de localizacién [ se observa en la Figura 4.1 que la transmision
disminuye un poco en las ventanas de opacidad donde la densidad espectral
es distinta de cero. Al hacer cada vez mas grande la longitud de la cadena,
disminuye la transmision en estas regiones como lo muestra la Figura 4.2.
Cuando la longitud de localizacion [ es mucho menor que la longitud de la
cadena L la transmision es casi cero (Figura 4.3) por que en estas regiones es
donde estan los estados localizados (como se observa en la Figura 4.4). Para
las ventanas de energia en las que la densidad espectral es cero siempre hay
transmision y el tinico cambio es que el coeficiente de transmision oscila més
fuertemente al aumentar el niimero de sitios. Entonces se tienen dos escalas
de longitud importantes para las propiedades de transporte, una es la longi-
tud de la cadena desordenada L y la otra es la longitud de localizacion [ de
los estados electréonicos de una cadena infinita desordenada.

La Figura 4.5 muestra el efecto que tienen las intercorrelaciones junto a
las autocorrelaciones en la transmision. Como se vié en la secciéon 3.3, las
intercorrelaciones tienen el efecto de aumentar o disminuir la longitud de
localizacion. La total intercorrelacién del desorden aumenta la longitud de
localizacién en (0 < k < 7/2) por lo que tendrd el efecto de aumentar la
transmision respecto al caso sin intercorrelaciones del desorden mientras que
se produce el efecto contrario en (7/2 < k < 7). La total anti intercorre-
lacién del desorden disminuye la longitud de localizacién en (0 < k < 7/2)
por lo que tendré el efecto de disminuir la transmision respecto al caso sin
intercorrelaciones del desorden mientras que se produce el efecto contrario en
(m/2 < k < 7). Este efecto de las correlaciones se manifiesta claramente en
las ventanas de opacidad de la Figura 4.5. En la siguiente seccién se muestra
como se comprobaron experimentalmente estas prediciones.

En la Figura 4.5 se utiliza la misma densidad espectral para el desorden
compositivo y estructural. La densidad espectral W (k) que se usa es

W(k) = 0 si ke (0,20mr/100) U (217/100, 797 /100) U (807 /100, )
1 50 otro caso
(4.13)
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Figura 4.4: Longitud de localizacién inversa [~! en funcién vector de Bloch k.

La linea roja continua representa el resultado analitico mientras que los pun-
tos azules marcados con (+) representa los datos obtenidos numéricamente.

Los pardametros que se utilizarén son U = 3, y/(u2) = \/(A2) = 0,05.
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T (Coeficiente de transmision)

1 1
1.5 2 . 35
k (vector de Bloch )

Figura 4.5: Coeficiente de transmision 7' en funcién del vector de Bloch k.
Los parametros que se utilizarén son U = 1, y/(u2) = \/(A2) = 0,05 y una
cadena de 44 sitios. En las tres curvas el desorden tiene autocorrelaciones de
largo alcance pero varfa la intercorrelacion. La linea continua de color rojo
representa el coeficiente de transmisién para n = —m /4 que es el caso de total
anti-intercorrelacién. La linea punteada de color azul representa el caso de
total correlacion esto es 7 = 7/4 mientras que la linea segmentada es el caso
sin intercorrelaciéon, osea n = 0.
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por lo que su correspondiente correlador binario toman la forma

(AnAn1) B (UpUpy1) B @ <in 427l ¢ 407l
(A2y 2y wl 100 100

4.2. Comprobacion experimental del efecto de
las intercorrelaciones en el coeficiente de
transmision

En colaboracion con U. Kuhl y O. Dietz se comprob6 experimentalmente
el efecto que tienen las intercorrelaciones del desorden en el coeficiente de
transmision. Para verificar experimentalmente las predicciones tedricas se
uso una guia de onda rectangular como se muestra en la Figura 4.6. Esta
guia de onda contiene dos antenas, una en cada extremo de la guia, una
de las antenas funciona como fuente de ondas mientras que la otra mide la
transmision. En el espacio que hay entre las antenas se colocan barras de
bronce que tienen alturas aleatorias y son colocadas en posiciones aleatorias
(la Figura 4.6 muestra como se colocan las barras dentro de la guia de ondas
y la Figura (4.7) muestra las alturas de las barras). La altura de las barras se
relaciona con la intensidad del potencial en el modelo de Kronig-Penney y la
posicién de las barras se relaciona con la posicion de las barreras de potencial
en el modelo de Kronig-Penney.

Para dotar a las alturas y las posiciones de las barras con intercorrelacio-
nes se usa el algoritmo que se presenté en la seccién 3.3.1. Esto es, se generan
dos sucesiones de 40 ntimeros aleatorios que luego aplicando la transforma-
cién lineal (3.26) se obtienen dos nuevas sucesiones de nimeros aleatorios
pero intercorrelacionadas que a su vez se relacionan con el desorden com-
positivo y el estructural. Acontinuacién se usa la densidad espectral (4.13)
y se hace un producto de convoluciéon como el que se muestra en la sec-
cién 3.3.2 para generar desorden con autocorrelaciones. Ya que se tienen los
dos tipos de desorden con correlaciones se calcula el coeficiente de trans-
mision con el método que se mostré en este capitulo. El resultado que se
obtiene numéricamente para el coeficiente de transmision se muestra en la
Figura 4.8. Los pardmetros que se usaron para obtener la gréafica son: U = 1,
Vi{ui) = (A7) = 0.05

Las Figuras 4.9, 4.10, 4.11 y 4.12 muestran los resultados experimentales.
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variable spacing d,

Antenna 1

Antenna 2

Figura 4.6: Figura realizada por O. Dietz. Dibujo del aparato experimental
con la parte de arriba removida. Las barras de bronce se pueden colocar
libremente en la guia de onda. La distancia entre las dos antenas es de 1.5
metros, la longitud total de la guia es de 2.38 m. Las paredes absorbentes en
los extremos no son mostradas.
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Figura 4.7: Figura realizada por O. Dietz. Esta figura muestra el arreglo de las
barras. La parte superior es el caso sin intercorrelaciones, en medio es el caso
de total correlacién y la parte inferior es el caso de total anti-intercorrelacion.
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k (Bloch vector)

Figura 4.8: Coeficiente de transmisién en funcién del vector de Bloch k. La
linea continua de color rojo representa el coeficiente de transmisién para
n = —n/4 que es el caso de total anti-intercorrelacion. La linea punteada de
color azul representa el caso de total correlacién esto es n = /4 mientras que
la linea segmentada es el caso sin intercorrelacion, osea n = 0. Se observa que
en el intervalo (207/100,217/100) hay una clara diferencia en el coeficiente
de transmision (al igual que en el intervalo (7 —217/100, 7 — 207/100)), este
es el efecto que tienen las intercorrelaciones del desorden en el coeficiente
de transmision y que O. Dietz y U. Kuhl midieron como se muestra en las
siguientes graficas.
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Figura 4.9: Figura obtenida por O. Dietz. Coeficiente de transmisiéon en fun-
cion del vector de Bloch. La linea azul representa el caso de total intercorre-
lacion, la linea verde es el caso de cero intercorrelacion y la linea roja es el
caso de total anti-intercorrelacion. Se aprecia que los datos que se obtuvieron
con la anti-intercorrelacion la banda de energia es mas grande que los otros
dos casos, esto se debe a que barras muy altas que se encuentran muy cerca y
por lo tanto cubren un gran espacio como si fueran una sola barra muy ancha
por lo que la banda de energia se ve modificada; en la parte de abajo de la
Figura (4.7) que es la que corresponde al caso de total anti-intercorrelacién
se ve que cuando aparece una barra muy alta aparece otro al lado tambien
muy alta.
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Figura 4.10: Figura obtenida por O. Dietz. Coeficiente de transmisién en
funcién del vector de Bloch. Se presentan los casos de total intercorrelaciéon
(Azul) y cero intercorrelacién (verde). Se muestra claramente como en la
primera ventana de opacidad la transmisién para el caso de total interco-
rrelacion es mayor que la transmision del caso sin intercorrelacién. En la
segunda ventana de opacidad sucede lo contrario como se habia predicho.
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Figura 4.11: Figura obtenida por O. Dietz. Coeficiente de transmisién en
funcion del vector de Bloch. Se presentan los casos de total intercorrelacion
(Azul) y total anti intercorrelacién (rojo). Las dos bandas de energfa se han
reducido al mismo intervalo.
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Figura 4.12: Figura obtenida por O. Dietz. Coeficiente de transmision en fun-
ci6n del vector de Bloch. Se presentan los casos sin intercorrelacién (Verde) y
total anti intercorrelacién (rojo). Las dos bandas de energia se han reducido
al mismo intervalo.
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Capitulo 5

Anomalias de la longitud de
localizacion

En este capitulo se analizan las propiedades anémalas de especificos es-
tados electrénicos del modelo de Kronig-Penney con desorden compositivo y
estructural débil sin correlaciones. Se obtiene la longitud de localizacion para
estos estados y se muestra que la longitud de localizacién exhibe efectos de
resonancia cerca del centro de la banda y escalamiento anémalo en los bordes
de la banda. Estas anomalias son del mismo tipo que las anomalias que se
encuentran en el modelo de Anderson con desorden puramente diagonal. Los
resultados de este capitulo y el capitulo siguiente se publicaron en [25].

En el capitulo 3 se obtuvo la longitud de localizaciéon suponiendo que
la distribuciéon de probabilidad para la variable angular era uniforme, pero
esto no es correcto cuando ka = 7/2. Se puede mostrar que en ka = 7/2 la
distribucién para la variable angular es modulada, esto se puede ver de la
siguiente manera: Si se elimina el desorden del mapa angular entonces éste
toma la forma

9n+1 =0, + E
2

En este caso el mapa angular tiene érbitas de periodo 4, en presencia de
desorden débil, las orbitas perturbadas permanecen cerca de las érbitas im-
perturbadas y se obtiene asi una modulacién con periodo 7/2 que por lo
tanto no serd uniforme como se supuso inicialmente. La modulacion de la
distribucién invariante implica que la ecuacién para la longitud de localiza-
cién (3.24) no es correcta en ka = 7/2 porque hay que recordar que esta
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ecuacién fue obtenida haciendo el promedio de (3.19) con una distribucién
uniforme. Este razonamiento también se aplica cuando el vector de Bloch
toma el valor

ka=" con n entero (5.1)
n

entonces siempre que el vector de Bloch cumpla con (5.1) se obtendra una
distribucién modulada de periodo 2n y no serd correcta la expresion para la
longitud de localizacién (3.24). En la aproximacién a segundo orden no es re-
levante considerar los casos con n > 2. Esto se debe a que la distribucion para
la variable angular tiene una modulacién que estd en funcién del cos(2n6)
o sin(2nf) y estos no tiene ningin efecto al promediar la expresion (3.20)
para obtener la longitud de localizacién que sélo contiene términos seno y
coseno de argumento 20 y 46. Por lo tanto en la aproximacién a segundo
orden tnicamente son importantes los casos ka = 7/2, ka =m y ka = 0.

En conclusién, en la aproximacion a segundo orden sélo hay tres ano-
malias, una en ka = m/2 que es cerca del centro de la banda y otras dos en
ka = my ka = 0 que son los bordes de la banda. Para estos valores de k
la suposicion de que la distribucion de probabilidad de la variable angular
es uniforme debe ser abandonada y se debe encontrar su forma exacta para
poder determinar la longitud de localizacién de los estados electronicos.

5.1. Anomalia cerca del centro de la banda

Vamos a determinar la distribucién correcta de la variable angular pa-
ra el caso en el que no hay ningin tipo de correlacién en el desorden (no
se considera el caso de desorden con correlaciones debido a la complejidad
de los calculos). Para este fin se sigue el procedimiento presentado en [18]
que consiste en pasar del mapa angular discreto a una ecuacién diferencial
estocastica de Ito. Una vez encontrada esta ecuacién se podra obtener su
correspondiente ecuacion de Fokker-Planck la cual tiene como solucién la
distribucién de probabilidad de la variable angular.

Evaluando el mapa para la variable angular en ka = m/2 se obtiene
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™
0n+1 = Hn + 5

+ 1[C+cos(29n)]An
—  Z[1 + sin(26,)] i, (5.2)
—  —[2¢sin(26,,) + sin(46,,)]AZ

+ §[2 cos(26,,) + sin(40,)a2
donde

gsin(ka)

(=77

(qa? +1/qa?).

En k = /2 se tiene que g = gy donde ¢q es tal que

cos(qoa) + 2U sin(goa) = 0.
o

Para pasar del mapa angular a una ecuacion diferencial es necesario calcular
0,14 en funcién de 6, esto se debe a que despues de 4 iteraciones 6, 4—0, < 1
y por consiguiente se puede sustituir 6,4 — 6,, — d6.

Sustituyendo #,, 1 en si misma se obtiene 0,5 en funcién de 6,, y después
sustituyendo 6, .2 en si misma se obtiene 6,,4 en funcién de 6, por lo que
despues de 4 iteraciones

1
9n+4 — Hn = 2 [C + COS(20 ] n+2)

(A,
P10 c08(26,)] (Bt + Buya)
—[1 4+ sin(260,,)] (@, + Upi2) (5.3)
L1 (28] (1 + Tss)
b S0, (2) — (A2).

En aproximacion del segundo orden los términos mixtos no contribuyen y se
: ~2 2 A2 ~ (A2
ha aproximado @2 ~ (u2) y A2 ~ (A2).
Con las siguientes sustituciones se pasa del mapa angular a la ecuacién
estocdstica
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Oy — 0, 9

N
An+ AL — /2(A2)dWy
— 2/ 2(A2)dW,

Up + Upt2 — \/@de
Uit + lings — \/2(u2)dW,

donde dW; es un diferencial de un proceso de Wiener. Es importante hacer
notar que esto es posible debido a que se supuso que no hay ningun tipo de
correlaciones en el desorden. Usando las sustituciones anteriores la ecuacion
diferencial estocastica de Ito para nuestra variable angular se escribe como

An—i—l + An—|-3

do = %[g + cos(20)]\/ 2(A2)dW;
+51¢— cos20)]/2(A2)aw,
_%[1 + sin(20)]/2(@2)d W
—%[1 _ sin(20)]/2(@2)dW,
% sin(40)((a2) — (A2))dt. (5.4)
Dada una ecuacién diferencial estocastica de [t6 de la forma
dX = A(X,t)dt + T (X, 1) - diV

se le puede asociar una ecuacién de Fokker-Planck de la forma [19]

op(z,t) 0 102

o =~ (Al o, ) + 55— (1B (@) Pl t))

que tiene como solucién la distribucién de probabilidad para la variable es-
tocastica. Usando este hecho se obtiene la ecuacion de Fokker-Planck que le
corresponde a la ecuacién (5.4)

;p(& t) = ;889 (Bsin(46)p(0,1)) + 1118892([14 + Bcos(40)] p(6,t))
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donde se han hecho las siguientes definiciones

A = 3(i2) + (2 +1)(A2)
B = (i) - (A2).

n

Se hace notar que B puede ser positiva o negativa, primero se supone que
B > 0. Entonces, para el caso estacionario, la ecuacién de Fokker-Planck se
reduce simplemente a una ecuacion diferencial ordinaria

2

jg (B sin(40)p(0)) + ;jm ([A + B cos(46)] p(6)) = 0.

Integrando se obtiene
1
§(A + B cos(49))d’0d(:) — Bsin(40)p(0) = C

donde C' es una constante de integracién, para obtener la solucion de es-
ta ecuacién que es lineal y de primer orden primero encontramos el factor
integrante () resolviendo la ecuacién diferencial

dp  —2Bsin(40)

a0~ "A+B cos(460)

la cual tiene como solucién p(f) = C'\/ A+ Bcos(46) y por lo tanto la dis-
tribucion para la variable angular es

(6) = © 20u(6)ds F
P 9, A+ Bcos(40) A+ B cos(46)

donde F' es una constante. Esta solucién debe cumplir con p(0) = p(27) por
lo que la integral desaparece y queda tinicamente

F

VAT Beos(d0).

La constante F' se determina por la condicién de normalizacién

/027r p(0) =1.
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Entonces

d¢
/ \/A+Bcos 40) \/A‘I'B/ \/1 A+B sin®(¢)

donde se usé la identidad cos(46) = 1—2sin?(20) y el cambio de variable ¢ =
260. La integral del lado derecho es una integral eliptica completa del primer
tipo. La distribucion de probabilidad para la variable angular normalizada
es

VA+B 1
4[((\/ >\/A+Bcos(49)

Si B < 0 se sigue el mismo procedimiento obteniendose

VA-B 1
AK (\/ 23) A+ Bcos(40)

p(0) =

p(0) =

Estos tltimos dos resultados los podemos escribir como uno solo

ooy = YATIBL 1 (5:5)

4K (C) A+ Bcos(460)

en donde

_ [ g
_/0 V1 — 22sin®(¢)

es la integral eliptica completa de primer tipo y C' = /2|B|/(A + |B|). La
Figura 5.1 muestra la gréfica de la ecuacién (5.5).

La distribucién que se ha obtenido tiene un periodo de 7/2 como era
de esperarse. Ahora se puede calcular la longitud de localizacién con la dis-
tribucién correcta, para ello se debe hacer el promedio de la ecuacién (3.19)
usando como medida invariante la obtenida en (5.5), por lo tanto inicamente
es necesario calcular el promedio de cos(46) con la distribucién (5.5)

7= L1+ Geos(40))(AZ) + (1~ (cos(46) (i)
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Figura 5.1: Distribucion de probabilidad para la variable angular. La linea
continua de color rojo es la gréafica de la ecuacién (5.5) con los pardmetros
U =38, (u?) = (A%) = 0.02 mientras que la linea segmentada de color verde

es el resultado numérico.
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Finalmente el resultado correcto para la longitud de localizacién en ka = 7/2
es

P =g (18 g -2 @) o)

donde

E(x)= /OW/Q \/1 — 22 sin®(¢)do

es la integral eliptica completa de segundo tipo. La Figura (5.2) muestra
el resultado de la ecuacién (5.6). Se observa que fuera de un entorno de
k = /2 el resultado numérico y el resultado obtenido con la ecuacién (3.25)
concuerdan muy bien pero en el punto 7/2 no lo hacen. En /2 el resultado
numérico concuerda con la ecuacion (5.6).

En conclusion, en el modelo de Kronig-Penney el efecto de resonancia
ocurre para ka = /2 y produce una anomalia de la longitud de localizacién.
El efecto tiene la misma naturaleza que la anomalia encontrada en el centro
de la banda en el modelo de Anderson con desorden diagonal [17] [18]. En el
modelo de Anderson la distribucién invariante en ka = 7/2 esta dada por

1 1

p0) = QK(%) 3 + cos(40)

que es una forma muy parecida a la forma de la ecuacién (5.5). Mientras que
la longitud de localizacion estd dada por

- @)

que depende linealmente del momento segundo del desorden al igual que la
ecuacién (5.6) depende tnicamente de los momentos segundos del desorden.

2

5.2. Anomalia en el borde de la banda
En esta seccién se analiza la anomalia para ka = § — 07, o sea en una

vecindad del borde de la banda. Se vié anteriormente que la distribucién de
probabilidad para la variable angular en los bordes de la banda no es plana
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Figura 5.2: longitud de localizacién inversa (Exponente de Lyapunov \) en
funcién del vector de Bloch k. La linea continua es el resultado analitico,
la linea punteada es el resultado numérico y el punto grande en /2 es el
resultado de la ecuacién (5.6) con U = 8, (u2) = (A2) = 0.02.
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por lo que es necesario obtener la distribucion correcta para asi poder calcular
la longitud de localizacion. El procedimiento que se realiza es el mismo que
se hizo en la seccién anterior, pasar del mapa a una ecuacién diferencial
estocastica y usar la ecuacion de Fokker-Planck asociada para encontrar la
distribucién de la variable angular.

Al igual que en la anomalia en ka = 7/2 se considerd que el desorden no
estaba correlacionado aqui se hace 1o mismo por la misma razén. Sustituyen-
do ka = § en el mapa para la variable angular se obtiene

1 1 20,, + 20
Ops1 —0, = 0+ |:(IO (qa2+%042> —UCOS(H] A,
0

2 sin(9)
_ sin(goa) [1 — cos(26, + ) "
2q0 sin(9) "
U 1 5\ sin(26, +20) Usin(46, +49)] .,
* 4 {QO <q0a2 T ) sin(0) 2 sin?(6) A
sin?(goa)

1
—— 5 |sin(2 — = sin(46, + 26) | u?
1g2 sin?(0) [sm( 0, +9) 5 sin(46,, + 5)] us

donde qq es tal que
U .
cos(qoa) + — sin(goa) — 1 = 0.
2o

Desarrollando en serie y conservando tnicamente los términos de la forma
Un /8, A, /0, (u2) /62, (A%) /62 el mapa se reduce a

Oir — 0, = &+ sin®(0,) {UA,L - Sm(%“)un] !

q0 0

b cos(0y) sin(6,) [U2<Ai>+m;§"m<ug>>} 512 (5.7)

Para pasar a la ecuaciéon diferencial estocdstica se hacen las siguientes susti-
tuciones

A, — /(A2)dW,y
Up, =/ (u2)dWy
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donde Wy y Wy son dos procesos de Wiener independientes, obteniendo asf la
ecuacion diferencial estocastica para la variable angular

2
o = (5 + % cos(6) sin3(9)> dt
A2 ; oo
v sin?(0) D880 s in2(p) SOV ()
o 00
sin?(goa)

donde se ha definido 0 = U*(A?) + 5

(u?). Para obtener la ecuacién

0
de Fokker-Planck que le corresponde a esta ecuacion diferencial estocéstica se

define el vector b = (sinQ(H)g\/ (A2), —sin?(0) Sln(q(;)a) <u%>) La mag-
do

2
nitud al cuadrado de este vector se puede escribir como | b |? = sin*(#)

ﬁ.
Finalmente se obtiene la ecuacién de Fokker-Planck
dp(0,t) 0 o? 5
5 = ~% [(5 + 5 cos(0)sin’ () | p(6,t)
102 [o%
t 5o, [52 sin®(0)p(, t)} . (5.8)

Dado que tenemos dos parametros pequenos o y 9, se deben considerar dos
limites 0 — 0 y § — 0 pero esto genera un problema en la ecuacién (5.8)
debido al cociente o/§. Para resolver este problema se define v = §%/0? y
se hace un reescalamiento temporal 7 = t0?/§2, con esto sélo es necesario
considerar un limite v — 0 donde el parametro v mide que tan lejos o cerca
se estd de la banda. La ecuacion de Fokker-Planck que se obtiene es

8pé€7, ™) = 880 [— (v + cos(6) sin®(0)) p(6, 7) + ;889 (sin*(6)p(0, 7))

Lo que se quiere es encontrar la distribucién invariante (solucién estaciona-
ria), esta se obtiene cuando el tiempo tiende a infinito, para este caso la
ecuacion de Fokker-Planck se reduce a una ecuacién diferencial

dp(0) vy cos(0) ~C
o 2 <sin4(0) a sin(@)) plo) = sin?(#) (5.9)
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donde C' es una constante de integracion. Esta es una ecuacién diferencial
ordinaria de primer orden y por lo tanto tiene como solucién

p(8) = elmp A [/)(77/2) . /j

e e A(y)dYB(aj)dx]
/2

donde

B(z) = ¢

 sint(x)
Haciendo la integral de A(z) se tiene que
o 1
d(0) = A(x)dx = =2 {3 cot®(6) + cot(&)] — In(sin?(0));
/2

se ha usado 7/2 como punto inicial en vez de 0 porque asi evitamos diver-
gencias. Entonces la soluciéon para la ecuacién diferencial se puede escribir
como

C
—do| .
/2 sin2(¢) ¢

Para evitar la divergencia cuando # — m se necesita que

. 0
p(@) = — ; 6*27’(% C0t3(9)+60t(9)) P(7T/2) 4 / e?’y(% cot3(¢)+cot(¢))
sin”(0) -

0
,0<7T/2) _|_/ d¢62'y(%cot3(¢)+cot(¢)) : g —=0.
/2 sin”(¢)

De esta tltima ecuacién se despeja p(7/2) y la solucién puede escribirse como

ff 627(% cot3 (¢)+c0t(¢)) Sing‘(@ d¢
p(0) =

gin2 (9)627(% cot3(9)+cot(0))

Cuando # — 7 se tiene una forma indeterminada 0/0, pero usando la regla
de I’'Hopital se ve que el limite es finito

—C

lim p(0) = 6'h’m p(0) = o
=T Y

0—0+
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La contante de integracién C se encuentra usando el hecho que una distri-
bucién de probabilidad debe estar normalizada, osea

A%mmsz

Entonces C' estd dada por la siguiente integral

1 T e—27(%cot3(0)+cot(0)) 0 2"/( Cot3(¢)+cot(¢>))
S =9
/ sin?(0) s sin’(9)

C
esta integral se puede simplificar si primeramente se hace el siguiente cambio
de variable, y = cot(f) y = cot(¢). Esto implica que

1_2/ 627(3y“+y)/ e G742) g gy
- Yy

dedf

¢ oo

después se sustituye t = y — x y dt = —dz, obteniendose asi un resultado

mas simple para C'
_\/% ie‘”(%“)dt.
v Jo Vit

Entonces la distribucién invariante en el borde de la banda es

exp(—27(3 cot?() 4 cot(0))) [, sin2 0 exp(27(; cot®(6) + cot(9)))
N (7) sin*(6)

o=\ e ()

Ahora que se tiene la distribucion invariante se puede encontrar la longitud
de localizacion. En el borde de la banda la longitud de localizacién inversa
se puede escribir como

7!~ 1 <ln {Dn
a
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(5.10)
en donde

sin(6,,41)
sin(6,,)




El cociente de senos se puede escribir como

sin(f,41)

B &
) 1+ dcot(6,) + == sin(b,) cos(b,) + ...

0

donde &, = UA,, — Siné%“)un. Por lo tanto la longitud de localizacion inversa
en el borde de la banda se puede escribir como

=t = é(cot(ﬁn» = 2

" - /07r p(0) cot(0)d0;

promediando la cotangente con la distribucién (5.10) se tiene que

1

25 m —2v(% cot?(6)+cot(6)) m 27(% cot3(p)+cot(o))
It = / c cot(6) / < d¢ | db.
0 0

N() sin”(0) sin®(¢)

Para simplificar se hace el cambio de variables y = cot(¢), x = cot(f) , con
lo que se obtiene

26 o 1 v 1
—1 — —2v(~ .3 29,3
l N(V)/ xe (3£E +a:)dx/ e (3y +y)dy.

A continuacién se usa la transformacién t = ¢ — y, dt = —dy que da
26 o 1 v 1
It = / xe_27(§x3 + x)dx/ 62”(3(::: — )3 + (z —t))dy.

Finalmente se obtiene la longitud de localizacion en un entorno del borde

-1 _ T 1 - ~29(85+1) 11
l _51/27]\[(7)/0 dtv/te (1), (5.11)

Lejos del borde, esto es cuando 7 — oo esta ecuacién se reduce a
2

-
Rad?

que es el resultado que ya se habia encontrado en la seccion 3.2. En el borde
de la banda, osea cuando v — 0 la ecuacién (5.11) se reduce a

—1 61/3ﬁ 2\1/3
~ W(o )3, (5.12)
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Este resultado muestra el mismo escalamiento anémalo encontrado en el mo-
delo de Anderson en el borde de la banda. Esto se debe a que en los dos
modelos la distribuciéon de probabilidad de la variable angular en el borde
tienen la misma forma y ademads la razén 1,1/, se reduce a la misma
forma en funcién de 6. Para el caso de la anomalia en ka = 7 se realiza el
mismo procedimiento y se obtiene el mismo resultado que para la anomalia
en ka = 0.
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Capitulo 6

Estados electronicos
anomalamente localizados

En esta seccién se discute como especificas intercorrelaciones entre el des-
orden compositivo y estructural hacen que el modelo de Kronig-Penney tenga
estados electronicos tales que su amplitud decrece como una exponencial es-
tirada lejos del centro de localizacion ng, o sea que

[thn] ~ €= PVl

donde D es una constante. Esto corresponde a una exponencial estirada
exp(—|z|*) con exponente o = 1/2. Este fenémeno tiene su contraparte en
un modelo de Anderson con energia E = 0 que corresponde al centro de la
banda de energia y desorden puramente fuera de la diagonal.
Como se vi6 en la seccién 3.1 el modelo de Kronig-Penney es equivalente
a un modelo de enlace fuerte que se obtiene eliminando los momentos del
mapa hamiltoniano (3.6) y haciendo la sustitucion x,, — 1,. Se obtiene
asi la ecuacion
1
sinfgla + A,

wn+1 + wnfl =

sinfg(a + Ap_1)]

cotlgla+ An)] + cotlgla+ Ay_1)] + L4

Un

la que a su vez se puede escribir en la forma

(1 + ’Yn)wn-&-l + (1 + %—1)@%—1 + €n¢n = Ewn (61)
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donde E = E(q) se define como

1
p + 2(cot q(a + A,))

\aran)

y las variables aleatorias v, = 7,(q) v €, = €,(q) estan dadas por

E(q) =

1
sing(a + Ay)

n(q) =
" ()

en(q) = ! 2cot q(a + Ay)) — cot gla + A)

—cotq(a+ A,_q) — u"} :
q

-1

Esto dice que el modelo de Kronig-Penney en su forma de modelo de enla-
ce fuerte tiene su contraparte en un modelo de Anderson con desorden tanto
en la diagonal principal como fuera de la diagonal. En el caso de desorden
estructural nulo, el modelo se reduce al modelo de Anderson ordinario con
desorden diagonal.

Ahora se considera el caso en que el desorden compositivo y estructural
tienen una intercorrelaciéon de la forma

Up, = 2q.{cot g.(a + A,)) — gecot q.(a + A,) — g.cot go(a + Ap—q1)  (6.2)
donde ¢, es el vector de onda tal que

Tomando en cuenta la ecuaciéon que nos da la estructura de las bandas
de energia (3.12), en la aproximacién a segundo orden la ecuacién (6.3) se
puede escribir como
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4. (A7)U

cos(ke.a) = 2sin(gea)’

Si el desorden estructural es suficientemente pequeno, el lado derecho de esta
ecuacié es menor que uno, lo cual implica que existe un vector de Bloch k.
tal que ¢(k.) es solucién de E(q.). Haciendo un desarrollo en serie se obtiene
un valor aproximado de k.

T gAHU

2a  2asin(ga) (64)

donde ¢ = ¢(m/2a). Para el caso de desorden débil, k. no se desvia mucho de
7/2a por lo que se puede aproximar ¢* ~ ¢* que estd cerca del centro de la
banda de energia.

Si el desorden estructural y compositivo cumplen con la relacién (6.2) y
si ademads el electrén tiene la energia critica ¢, la ecuacion (6.1) se reduce a

(1 + VH(QC))Q/)TLJA + (1 + ryn*l(QC))wnfl =0 (65)

que corresponde a la ecuacién de Schrodinger de un modelo de Anderson
con desorden puramente fuera de la diagonal y energia cero. Es conocido
que este modelo posee estados electrénicos que presentan una localizacion
andémala porque estan localizados pero decrecen como una exponencial esti-
rada [20]. Debido a que el modelo de Kronig-Penney con desorden se puede
escribir como un modelo de Anderson con energia F = 0 cuando el desorden
compositivo tiene la forma (6.2) y el electrén posee una energia q., enton-
ces el modelo de Kronig-Penney también tiene estados electrénicos tales que
su amplitud decrece como la exponencial de la raiz de la distancia desde el
centro de localizacion.

Esta propiedad se puede ver de la siguiente manera. La ecuacién (6.5) se
puede escribir como

’(1 + ’Yn(QC))wrwl‘ = |(1 + 'Ynfl(QC))@bnfl‘v

tomando el logaritmo natural de ambos lados de esta ecuaciéon se tiene que

In ‘wn-i-l’ =In ’wn—1| —1In |1 + ’Vn(QC>| + In ‘1 + ’Vn—l(qc)’a

que a su vez se puede escribir de la forma
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n—1

In [th,| = In [tho| + Z[ln 1+ y21(ge)| = I [1 + 72141(ge) []-

=0

Tomando en cuenta el teorema central del limite se puede concluir que la
variable aleatoria In |, | tiene promedio nulo y una varianza que crece lineal-
mente con n.

Este resultado también es correcto cuando se tienen correlaciones de largo
alcance de la forma

x(1) = <$Z§2n>l> == i - 7il[sin(wlcz) — sin(mley )] (6.6)

donde ¢; y ¢ son nameros reales tales que 0 < ¢; < ¢y < 1. Esto se debe al
siguiente resultado: Sea dada una sucesion de variables aleatorias x,, correla-

. . N .
cionadas con promedio nulo y sea Sy = >, z, la suma de los primeros N
términos de la sucesién, entonces la condicién minima que se necesita para
que el promedio cuadratico de Sy crezca linealmente, o sea que

((Sn)*) ~ N,

es que la densidad espectral de z,, sea finita en el origen [21] [22]. La densidad
espectral que corresponde al correlador binario (6.6) es

L ae g gl
W(ka) _ R S1 a 012,622 s Cy

0 otro caso

T q
g Ty (6.7)

que es cero en el origen. Por lo que se puede concluir que

In an| ~ \/ﬁ

incluso si el desorden tiene correlaciones de largo alcance del tipo (6.7).

Desarrollando a segundo orden E(q), v,(¢) v la ecuacién (6.2) es posi-
ble encontrar una expresion para la longitud de localizacion de los estados
electronicos. Se deriva una ecuacion para la longitud de localizacion de los
estados electronicos al segundo orden cuando el desorden compositivo y es-
tructural se relacionan de la forma (6.2) y ademds el desorden estructural
tiene autocorrelaciones de largo alcance de la forma (6.6).
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Al segundo orden la ecuacién (6.2) se puede escribir como

e
n — = An An_ .
T i (gea) (Bn + 1)

o también como

= &A, + A1) (6.8)

donde ¢ = ¢.sin(qa)/qU sin(qc ). Para continuar con los calculos es conve-

niente pasar a las variables ,, A, y calcular los siguientes correladores

(ii7) 282 ((A7) + (AnAnr)) o
(Untn-1) = (2(AnAn—) + (Andyio1) + (AnAn_i41)
<anAn:l> = 5((%714”,0 + <4 én l+1>) (6 9)
<~nfl4n> = 6(<4nAnfl>~+ <AnA >)
(inhe) = E(A2) + (AA, 1))

De aqui se puede ver que el correlador <ﬂnAn4> + <ﬂn,lAn> 0 sea que
(i An_y) # (,Anpy) por lo que no se cumple la propiedad de isotropfa
que nos dice que <11nAn,l> = (&nAnH). Para obtener la longitud de localiza-
ci6n de los estado electrénicos (o sea el exponente de Lyapunov) usamos la
ecuacion (3.23), que escrita en las variables @, y A,, toma la forma

Sal™t = (u2) 4 (A2?) — 2(@,A,) cos(ka) i

+ 2302 (Unly—g) cos(2kal) — 2372 (i, A1) cos[ka(2] — 1)]

+ 23 2 (ALA, ) cos(2kal) — 2377 (U, Ay) cos[ka(20 + 1)].
(6.10)

Sustituyendo las identidades (6.8) y (6.9) en (6.10), la longitud de localizacién

se puede escribir como

8al™' = [1+2¢% — 4¢cos(ka) + 262 cos(2ka)](A2)
+ 2[1+2¢* — 4écos(ka) 4 2¢% cos(2ka)] Y72 (A A, ) cos(2kal).

Simplificando la ecuacién anterior el resultado final es

1 8% (|, @sin(qa)
8a Uqsin®(q.a)

cos(ka)) Wy (ka) (6.11)
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El valor que [~! debe tener en ¢, es cero, esto se puede ver de la siguiente
manera:

Un Un
- —A}lj}r;oﬁzl ‘ +1 H w:l

debido a que en este punto se tiene un estado anémalamente localizado ¥y ~

N
exp(—\/ﬁ) entonces [~! = lim \g =0.

*)OO
Pero si se evalua la ecuacién (6.11) en g, el resultado no es cero debido

a que esta ecuacién se obtuvo usando la ecuacién (6.8) que no es exacta en
vez de la ecuacion (6.2) que si es exacta.

Aunque el resultado (6.11) no es correcto en ¢ = ¢., es correcto para
los demds puntos (excepto los bordes de la banda) cuando el desorden es
débil. Esta expresion funciona bien para casi todas las energias pero falla
en ¢ = q. debido a que se descuidan los términos de orden superior que a
su vez producen términos diagonales distintos de cero, a pesar de que son
muy pequenos impiden la localizacion anémala y hacen que el exponente de
lyapunov no sea cero como deberia ser.

Para terminar, cuando se satisface la siguiente condicion

:zélinoo]vln

_ Y11
= lim —l
NHOON @Dl

gz sin(q(ke)a)
Uq(ke) sin®(gea)

el término entre parentesis de la ecuacién (6.11) se hace cero, por lo tanto
se tiene que [7! = 0. Esto implica que la longitud de localizacién se hace
infinita, por lo que se tiene un estado electrénico extendido con un vector de
Bloch k..

1-2

cos(kea) = 0.

6.1. Resultados numéricos

Para realizar calculos numeéricos es necesario conocer la distribucién de
probabilidad de las variables aleatorias A,,, la distribucién de probabilidad
que se usa para estos calculos es una distribucion uniforme dada por

p(Bn) = { 1/(}/1/ zitroAgago[_W/z’W/Z} (6.12)
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donde W = 0,1732... lo cual corresponde a una intensidad del desorden
(A2) = 0,05. Usando la distribucién (6.12) se obtiene el resultado para

E(q)
sing(a + W/2)
() = UW 2 [sinq(a—W/Q)]
(4) = In [sin q(a+ W/Q)]
sing(a — W/2)

mientras que las variables aleatorias v,(q) y €,(¢) toman la forma
1 qW

(0 = Grela s A I Flnq(aJFW/Q)}
sing(a — W/2)

o EW (21 [t 172

—qWicotg(a+ A,) + cotqla — Ay_q)] — Wun)

La Figura (6.1) muestra la longitud de localizacién inversa en funcién
del vector de Bloch y corresponde al caso de desorden sin autocorrelaciones.
Se ve que hay un estado anémalo en k.a/m = 0,49517 que es un valor muy
cercano al valor predicho por (6.4) que es k.a/m = 0,4996. La Figura (6.2)
muestra en detalle la longitud de localizacion en un entorno del punto donde
estd el estado andémalo.

Para obtener la Figura (6.3) se usaron los mismos parametros que en la
Figura (6.1), el dnico cambio es que ahora se considaran correlaciones de
largo alcance de la forma (6.6) con ¢; = 3/10 y ¢ = 1. Se observa como en
k.a/m = 0,49517 el exponente de Lyapunov se va a cero lo que prueba que el
teorema central del limite es correcto cuando se tienen correlaciones de largo
alcance del tipo (6.6). Esto lo tinico que dice es que existe un estado anémalo
pero no quiere decir que realmente decrece como exp(—+/z), cualquier estado
que decrezca como exp(—z%) con 0 < a < 1 se tiene que [~! = 0. Entonces,
la forma de demostrar que el exponente « es 1/2 es la siguiente: para el caso
de los estados electronicos andmalos, esto es para k = k. la variable aleatoria
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0.01 |

0.005

Figura 6.1: La linea continua es la grafica de la ecuacién (6.11) mientras que
la linea punteada es el resultado numérico. El resultado numérico muestra co-
mo la longitud de localizacién inversa se va a cero en el punto k/m = 0,49517
demostrando que en ese punto hay un estado electrénico anémalamente lo-
calizado. Pardmetros usados U = 4, (A2) = 0.05.
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Figura 6.2: Esta grafica muestra en detalle la longitud de localizacién en un
entorno del punto donde estd el estado anémalo.
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Figura 6.3: Exponente de Lyapunov en funcién del vector de Bloch. Caso con
autocorrelaciones de largo alcance.
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In || se debe comportar como la posicién de un camino aleatorio osea que
debe tener promedio nulo y una varianza que crece linealmente en funcion
de n. Las Figuras (6.4) y (6.5) muestran el primer y segundo momento de la
variable aleatoria In |1, |. Para apreciar la diferencia entre el estado anémalo
y el que no lo es se toma un vector de Bloch k£ = 0,50367 cercano al vector de
Bloch critico k. = 0,49967. El cédlculo de los momentos se hace promediando
sobre 1000 realizaciones del desorden donde no se ha considerado ningtin
tipo de correlacién. La Figura (6.4) muestra que el promedio de la variable
aleatoria In |¢,| es cero mientras que la Figura (6.5) muestra que el segundo
momento de In [¢),,| crece linealmente con n como se esperaba, resultado que
corrobora la conclusion que los estados electronicos con energia critica g,
se comportan asintéticamente como una exponencial estirada con exponente
1/2.

Finalmente se calcula el coeficiente de transmisién. Debido a que el estado
anémalo decrece mas lentamente que un estado localizado exponencialmente
la transmisién debe ser mayor pero como también es un estado localizado la
transmision debe disminuir al aumentar la cantidad de sitios en la cadena.
Las Figuras (6.6) y (6.7) muestran el coeficiente de transmisiéon promedio
para una cadena de 500 y 1500 sitios respectivamente. Se observa que en
el estado anémalo la transmision en promedio es mayor que en los estados
electrénicos cercanos, ademas de que hay una disminuciéon al aumentar la
longitud de la cadena.
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Figura 6.4: (In |¢,|) en funcién de n. La linea continua de color rojo corres-
ponde al valor critico del vector de Bloch k. = 0,49967 mientras que la linea
segmentada de color verde corresponde a un vector de Bloch k = 0,50367.
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Figura 6.5: (In®|¢,|) en funcién de n. La gréfica exterior corresponde al
valor critico del vector de Bloch k. = 0,49967 donde se observa que hay un
crecimiento lineal. La grafica interna corresponde a un valor de 0,50367, es
un valor cercano al valor critico pero claramente no hay un crecimiento lineal.
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Figura 6.6: Esta grafica muestra el coeficiente de transmisiéon promedio en
fucion del vector de Bloch para una cadena de 500 sitios.
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Figura 6.7: Esta grafica muestra el coeficiente de transmision promedio en
fucién del vector de Bloch para una cadena de 1500 sitios.
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Conclusiones

En esta tesis se han estudiado los estados electrénicos del modelo de
Kronig-Penney con desorden compositivo y estructural correlacionado. El
modelo se analizd con el método del mapa hamiltoniano que se basa en la
equivalencia matematica que hay entre la ecuacién de Schrédinger del mode-
lo de Kronig-Penney y la ecuacién dinamica de un oscilador que es golpeado
a intervalos de tiempo aleatorios con una fuerza de intensidad aleatoria; esto
significa que los estados electrénicos en el modelo de Kronig-Penney equivalen
a las orbitas del oscilador estocastico y que la longitud de localizacién inversa
del primer modelo corresponde al exponente de Lyapunov del segundo. Con
este método se obtuvo una expresion para la longitud de localizacion; esta ex-
presion consta de tres términos que describen respectivamente los efectos del
desorden compositivo, del desorden estructural y de la presencia simultanea
de los dos.

Se analizo la transmision en un modelo de Kronig-Penney aperiédico fini-
to. Se estudio el efecto que tienen las autocorrelaciones y las intercorrelaciones
del desorden en el coeficiente de transmisién. Se mostré que se pueden elegir
especificas correlaciones de largo alcance para predisenar ventanas de energia
en las que las transmisién es casi nula y ventanas para las que el coeficiente
de transmisiéon es cercano a la unidad. Al incluir las intercorrelaciones del
desorden se puede disminuir aun mas la transmisiéon. En una colaboracion
con U. Kuhl y O. Dietz se comprobd experimentalmente este efecto de las
intercorrelaciones. Con esto se realiza un progreso importante en la construc-
cion de dispositivos unidimensionales con propiedades de transporte hechas
a la medida de las necesidades industriales.

Se estudiaron las anomalias del modelo de Kronig-Penney. Se mostré que
cuando el vector de Bloch toma los valores ka = 7/2 y ka = 0, que co-
rresponden a una energia cercana al centro de la banda y al borde de la
banda respectivamente, la ecuacién (3.24) no da el valor correcto para la
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longitud de localizacion. Se calcularon analiticamente los valores correctos
usando técnicas del calculo estocastico. Y por tultimo, al escribir el modelo
de Kronig-Penney como un modelo de enlace fuerte y proponer una especifi-
ca intercorrelacién entre el desorden compositivo y estructural se generan
estados electronicos anémalamente localizados, esto es, estados que decre-
cen como una exponencial estirada. Estos estados son analogos a los que se
encuentran en el centro de la banda en modelo de Anderson con desorden
puramente no-diagonal.
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