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Prefacio

En este trabajo de tesis estudiamos los fenémenos de la Generacién Dindmica de
Masas GDM (Rompimiento Dindmico de la Simetria Quiral) y Confinamiento mediante
las Ecuaciones de Schwinger-Dyson (ESD) [1], truncdandolas a nivel no perturbativo. Estos
fenémenos son dos caracteristicas cruciales de la Cromodindmica Cuédntica (QCD) respon-
sables de la naturaleza del espectro hadrénico. Un modelo mas simple que exhibe ambos
es la Electrodindmica Cuéntica en (241) las dimensiones del espacio-tiempo, QEDs.

QED3 es una teoria que ademds de servir de campo de entrenamiento para abordar
problemas en teorias m&s complicadas, es interesante por méritos propios debido a sus
multiples aplicaciones. Modela, por ejemplo, el comportamiento a alta temperatura de
QCD ordinaria ya que a altas temperaturas, ocurre una reduccién dimensional a (241)-
dimensiones, seguida de una abelianizacién [2] debida a las contribuciones dominantes
de diagramas topoldgicamente planares. La fisica planar posee caracteristicas intrinsecas
muy interesantes que no se observan en el espacio, como la existencia de particulas de
espin y estadistica arbitrarios, llamadas anyones [3], asi como novedosas caracteristicas
concernientes a paridad y quiralidad [4]. Las aplicaciones de QEDg3 en sistemas de ma-
teria condensada incluyen superconductividad de alta temperatura [5, 6, 7, 8, 9], efecto
Hall cudntico [10], aislantes de Mott dopados [11], antiferromagnetos de Heisenberg [12] y
liquidos de espin [13] . Muy recientemente se ha descubierto un nuevo material, llamado
grafeno [14, 15, 16], que es simplemente una ldmina de dtomos de carbono comprimidos
en una red hexagonal, de un atomo de espesor, cuyas excitaciones de baja energia son la
encarnacion de QEDj3 en la materia condensada.

Una discusion de muchos anos en este modelo es la existencia de un ntimero critico de
familias de fermiones, N,, para el cual la GDM deja de ocurrir. Esto fue establecido de las
soluciones de las ESD, en el orden dominante de la expansién 1/N en la norma de Landau
[17]. El confinamiento también se ha encontrado ausente en este panorama [18] .

Nosotros estudiamos algunos aspectos de la GDM y confinamiento en QED3 modif-
icando el propagador del fotén considerando un término de Chern-Simons en la accién
correspondiente, por un lado, y vistiendo apropiadamente el vértice de la interaccién en
la teoria ordinaria por el otro. Esta tesis esta organizada de la siguiente manera: En el
Capitulo 1 estudiamos algunos aspectos generales de la ESD para el propagador del quark,
llamada “ecuaciéon de brecha” para entender las ideas detras del fenomeno de GDM y
la introduccién del confinamiento en este tipo de estudios. Comenzamos estudiando el
propagador de quark y exploramos la soluciéon correspondiente del modelo de Nambu-
Jona-Lassino [19] en varias dimensiones espacios-temporales. En el Capitulo 2, abordamos
la electrodinamica de los sistemas planares. Discutimos en detalle las peculiaridades de
estos sistemas en cuanto a sus simetrias y la riqueza de su estructura, que permiten for-
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v Prefacio

mular varios Lagrangianos que violan o respetan Paridad. En el Capitulo 3 revisamos el
escenario clasico de GDM y confinamiento en QEDj3 tanto en la aproximacion apagada, es
decir despreciando los loops de fermiones como considerando efectos de polarizaciéon del
vacio al orden dominante en la aproximacién 1/N resolviendo numéricamente las ESD.
En el Capitulo 4 introducimos el término de Chern-Simons para el propagador del fotén
y estudiamos su efecto en la estructura perturbativa y no perturbativa del propagador
del fermién a través de las transformaciones de LKF [20]. En el Capitulo 5 incluimos
este término de Chern-Simons estudiando cémo se modifica el escenario de la GDM y
Confinamiento comparando y extendiendo el caso de QEDg3 visto en el tercer Capitulo
3. En el capitulo 6 proponemos un vértice revestido adaptando la propuesta del vértice
Bashir-Pennington [21] inicialmente formulado en QEDy, para a mejorar la independen-
cia de norma de las observables fisicas, implementdndolo en QED3 tanto la GDM como
el confinamiento. Finalmente presentaremos nuestras conclusiones en el Capitulo 7. Los
resultados principales de esta tesis fueron publicados en varios articulos titulados:

= “Gauge Covariance Relations and the Fermion Propagator in Maxwell-Chern-Simons
QEDg3” A. Bashir, A. Raya y S. Sédnchez Madrigal, J. Phys. A41 505401 (2008).
Preprint arXiv:0811.3050 [hep-ph].

= “Confinement in Maxwell-Chern-Simons Planar Electrodynamics in the 1/N Ap-
proximation” C. Hofmann, A. Raya y S. Sadnchez-Madrigal, Phys. Rev. D82, 096011
(2010). Preprint arXiv:1010.3466 [hep-ph].

= “Chiral Symmetry Breaking and Confinement Beyond the Rainbow-Ladder trunca-
tion” A. Bashir, A. Raya y S. Sanchez Madrigal, Phys. Rev. D84, 036013 (2011).
Preprint: arXiv:1108.4748 [hep-ph].

Y en las memorias de eventos

= “Dynamical Masses and Confinement in QED3” A. Raya y S. Sanchez, AIP Conf.
Proc. CP1026 170 (2008).

= “A study of confinement and dynamical chiral symmetry breaking in QEDs” S.
Sénchez, A. Raya y A. Bashir, ATP Conf. Proc. 1116 461 (2009).

= “Dynamical Mass Generation and Confinement in Maxwell-Chern-Simons Planar
Quantum Electrodynamics” S. Sdnchez, Christoph Hofmann, A. Raya, J. Phys. Conf.
Ser. 287, 012028 (2011).
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Capitulo 1
Motivacion

1.1. El origen de las masas

El Modelo Estdandar (ME) de particulas fundamentales describe las interacciones
fuertes, débiles y electromagnéticas entre los constituyentes basicos de la materia me-
diante el intercambio de los correspondientes bosones de norma de espin 1 : 8 gluones sin
masa y 1 fotén ~ sin masa para las interacciones fuertes y electromagnéticas, respecti-
vamente, y 3 bosones masivos (I/Vi y Z) para la interaccién débil. Este modelo es una
teorfa de norma basada en el grupo de simetrfas locales SU(3). ® SU(2);, @ U(1)y que fue
propuesto por S. L. Glashow [22], S. Weinberg [23] y A. Salam [24] para describir las
interacciones electromagénticas y débiles y posteriormente fue extendido para grados de
libertad hadrénicos mediante el llamado mecanismo GIM por Glashow, Iliopolus y Ma-
iani [25]. El contenido de materia fermidnica consiste en tres familias de quarks y tres de
leptones (Cuadro 1.1). Cada familia estd formada por particulas de espin 1/2, con cargas
eléctricas @ en unidades de la carga del protén, y sus corrrespondientes antiparticulas.
Los quarks aparecen en tres posibles estados de color (rojo, verde y azul). Los hadrones
(mesones y bariones) estdn formados por quarks que interactiian entre si a través de los
gluones. La teoria que describe dichas interacciones es una teoria de norma no Abeliana
llamada Cromodindmica Cuéntica (QCD) [26].

El origen de las masas de las particulas del ME electrodébil se explica por medio del
Mecanismo de Higgs [27]. En este mecanismo, la simetria de norma se rompe esponténea-
mente para que los bosones adquieran masa, lo que exige la introduccion de un campo
escalar, el campo de Higgs ¢ todavia no descubierto, que adquiere espontaneamente un
valor de expectacién en el vacio, el condensado (¢p) = (0|4|0) # 0, que forma un medio
pegajoso en el cual se propagan los bosones de norma del ME, sintiéndose pesados, pues
han adquirido su masa. Luego, a través de los acoplamientos de Yukawa, es decir, los
acoplamientos entre el bosén de Higgs y los fermiones, estos ultimos también adquieren su
masa. Por ejemplo los quarks ligeros up y down adquieren masas de corriente de 3-6 MeV,
ver (Cuadro 1.2), tal que la suma de las masas de tres de ellos es alrededor de 10 MeV.
El Gran Colisionador de Hadrones (en inglés, Large Hadron Collider o LHC) estd, entre
otras cosas, en busca del bosén del Higgs. En este régimen de alto momento transferido,
los quarks se comportan como casi libres, es decir, la interaccion entre dos quarks de-
bido al intercambio de gluones resulta ser muy pequena. Este es el dominio de la libertad



CAPITULO 1. MOTIVACION
1.1. EL ORIGEN DE LAS MASAS

Fermiones H I 1I | II1 H Q ‘
Quarks wUw up cce charm ttt top 2/3
ddd down sss strange bbb bottom -1/3
Espin 1/2 | Leptones || v, neutrino e | v, neutrino y | v, neutrino 7 0
e electrén 4 muon T tau -1
| Bosones H ‘ Masa |
8¢g Interaccion fuerte 0 MeV
Espin 1 | v Interaccion electromagnética 0 MeV
W=, Z || Interaccién débil 80,4 GeV, 90.2 GeV
Espin 0 | ;Higgs? || ;Origen de las masas? 115 — 180 GeV

Cuadro 1.1: Particulas e Interacciones del ME.

asintética de los quarks [28]. Por lo tanto, dicha interaccién puede tratarse utilizando
teoria de perturbaciones, en funcién de la constante de acoplamiento quark-gluén.

Sabemos, por otro lado, que a escalas de distancia del orden del tamano del protén,
los quarks se comportan como si sus masas fueran de unos 300 MeV, de modo que el
Mecanismo de Higgs no nos “alcanza” para explicar el 99 % de la masa total de protén
o un neutrén, que son las particulas que forman casi toda la masa de nuestro universo
visible. En este caso, para bajos momentos trasferidos (< 1GeV) QCD es altamente no
lineal y exhibe confinamiento: los quarks no pueden separarse indefinidamente, ya que la
energia de interaccién entre ellos aumenta con la distancia.

La mayor parte de la masa que podemos ver debe su origen a las interacciones fuertes
de QCD. Esta teoria exhibe fenémenos interesantes como Ruptura Dindmica de Simetria
Quiral, también conocida como Generacién Dindmica de Masas (GDM) y el Confinamien-
to antes mencionado. Ambos fenémenos son responsables de la naturaleza del espectro
hadrénico y son probablemente coincidentes, por lo que pueden explicar el 99% de la
masa de nuestro universo visible. El origen las masas de los hadrones se explica como un
fenémeno no perturbativo, donde nuevamente la simetria quiral se rompe por la formacién
de un condensado, que surge de manera dindmica. Cuando se juntan los quarks de valencia
confinados dentro de los hadrones, los quarks y gluones virtuales en sus respectivas nubes
de color, debido a la intensidad de la interaccién, comienzan a aparearse, formando el
condensado compuesto (7q), llamado condensado de quark quiral. Este condensado pro-
porciona a los quarks de la valencia del nucleén de un medio denso, pegajoso, en el cual
se propagan como si sus masas fueran de manera dindmica de alrededor de 300 MeV. Tres
de estos quarks up y down forman la masa correspondiente a la del proton o neutrén [29].

GDM y el Confinamiento se estudian mediante las Ecuaciones de Schwinger-Dyson
(ESD) [1, 30], como alternativa a la formulacién de la teoria de campos en la red (Lat-
tice) [31]. Estas ecuaciones son una torre infinita de relaciones entre las funciones de Green
de una teoria de campos cudnticos dada, cuya naturaleza es no perturbativa, de modo que
son un escenario ideal para este tipo de estudios. En esta tesis elegimos estudiar las ESD
en un modelo simplificado que comparte con QCD los fenémenos de Confinamiento y
GDM, la electrodinamica cuédntica en el plano, o QED3. Siendo que esta teoria adolece de




CAPITULO 1. MOTIVACION
1.1. EL ORIGEN DE LAS MASAS

Fermiones Masa
u up 3 MeV
d down 6 MeV
¢ charm 1,24 GeV
s strange 95 MeV
t top 1725 GeV
b bottom 4,2 GeV
neutrino v, < 2 Mev
e 0,5 MeV
neutrino v, | < 0,19 MeV
1 106 MeV
neutrino v, | < 18,2 MeV
T 1,78 GeV

Cuadro 1.2: Particulas y Masa del ME.

divergencias ultravioleta, los estudios sobre la estructura de sus ESD se vuelven mucho
mas claros.

Antes de comenzar propiamente con nuestro estudio, veremos algunos aspectos rela-
cionados con la GDM y Confinamiento en el espectro hadrénico. Muchos métodos se han
empleado durante anos para describir la fisica del espectro de hadrones y de sus procesos
de dispersién. Uno de los primeros modelos, el de Nambu—Jona-Lasinio (NJL), fue de-
sarrollado para describir los nucleones en la era pre QCD; su uso como teoria de campo
eficaz ha persistido desde su inicio en 1961 con muchas extensiones y progresos. Su historia
se remonta al ano 1961, en el que Y. Nambu y G. Jona-Lasinio publicaron dos trabajos
titulados “Dynamical model of elementary particles based on an analogy with supercon-
ductivity” [19]. Poco antes, Nambu y Chou habidn sugerido la existencia de un limite en
el cual el pién es un bosén de Goldstone (no masivo) asociado con la Ruptura Esponténea
de Simetria Quiral. Lo que ellos pretendian era explicar la masa pequena que distingue
al pién de los otros hadrones. En los trabajos de 1961, Nambu y Jona-Lasinio partieron
de un Lagrangiano con una interaccién de dos cuerpos entre nucleones no masivos (los
bloques bésicos de materia conocidos hasta ese momento) que respeta la simetria quiral.
La ruptura espontédnea hace que la masa de los nucleones resulte finita, dando lugar a
bosones de Goldstone que fueron identificados con el pién.

Por esa época QCD atn no habia sido formulada. Cuando esta teoria finalmente fue
concebida, a mediados de los anos 70, el modelo de NJL empezaria ser abandonado,
debido a su naturaleza no fundamental y a su no renormalizabilidad. Sin embargo, como
consecuencia de las dificultades antes mencionadas para tratar QCD a bajas energias en
la segunda parte de la década del 80 surgia la idea de reinterpretar el modelo NJL como
un modelo para un sistema de quarks interactuantes [19]. Se supone que los grados de
libertad de los gluones se pueden congelar dando lugar a interacciones efectivas entre los
quarks.

En la siguiente seccién expondremos las caracteristicas generales el modelo de Nambu y
Jona-Lasinio. Estudiaremos las ESD para el propagador del quark en este modelo, llamada
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Figura 1.1: ESD para el propagador del quark.

“ecuaciéon de brecha” o “ecuacién de gap”. Comenzamos estudiando el propagador de
quak y exploramos la solucion correspondiente del modelo de NJL en varias dimensiones
espacios-temporales.

1.2. Ecuacién de brecha (gap) en QCD

Un método comun de resolver las ESD es expandir cada Funcién de Green a un or-
den dado en el acoplamiento «. Aqui deseamos emprender los estudios en los cuales este
acoplamiento no es pequeno, asi que la teoria de perturbacién es inaplicable. Introducien-
do un ansatz para las funciones de Green, podemos colapsar la torre infinita de ESD y
asi solucionar para los propagadores de la teoria.

La ESD para el propagador quark, ecuacién de brecha o gap ' de QCD que se muestra
en la Figura 1.1, se expresa en espacio Euclidiano como

S(p)™" = iv-p+ma+2(p), (1.1)
4 a
Z(p) = /%QQDMV(]{? _p)/\?r}/pl’y pA(pzl) T B(pQ)Fz(k’p) (12)

donde [ A representa una regularizacién invariante de Poincaré de la integral, con A la
escala de masa de regularizacion. En esta expresion la masa desnuda my recibe correcciones
de la autoenergfa X, en la cual se integra el propagador del gluén, D, (k,p) y el vértice
vestido quark-gluén T'%(I — p) y A* son las matrices de color de SU(3)..
La forma mds general para el propagador del quark es (ver Capitulo 3)
1 F(p?) ; 2 2
S(p) = - = - = —iy - poy(p?) + os(p?), 1.3

) = o A + BGD ~ i p+ M) o) o) 43
donde F(p?) = 1/A(p?) es la renormalizacién de la funcién de onda y M(p?) =
B(p?)/A(p?) es la funcién de masa, de tal manera que

F(p*) M (p?) F(p)
2 2
s = 5 v = . 14
Las ESD del propagador inverso del quark queda de la forma
1 92 a d4]€
S7p) = ir-pma+ S [ ST ) Dy (= ), (15)

D,, y TI'} obedecen su propia ESD que los acopla a la torre infinita. Para proceder,
plantearemos un ansatz para estas funciones, a fin de resolver la ecuacion de brecha.

La derivacién de ésta ecuacién se presenta en el Capitulo 3.
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1.3. Modelo de Nambu—Jona-Lasinio

El modelo de NJL consiste en el siguiente simple ansatz para el kernel del propagador
del quark en la ecuacién de brecha [32]
2 1 2 2 A
g Duu(k_p) :6uu—2@(A —k )v Fcyl(kvp) =T 75 (1'6)
me 2
donde m¢ es un parametro del modelo, que se puede interpretar como una masa escalar
asociada con el comportamiento infrarrojo del propagador del gluon, es decir, una masa
del gluén y A sirve como un corte ultravioleta. Este modelo es no renormalizable, pero
nos servird para ilustrar algunos aspectos de GDM y Confinamiento. Usamos el factor
YA\ = 16/31, de modo que la ecuacién del propagador la podemos escribir de la forma

. 2 2 . 92)\(1 d4k a
iv-pA(p°) + B(p”) = iv-p+mg+ - WWDWUC —p)S(k)LL(k,p)

2ya\a d4k 1
EE PR

= y-ptmg+ (271_)4 gy
G

1
iy RAGRZ) + B2 *

— iyp+ +i/ﬁ O(A? — k?)
= vpTMmg 3m% (2#)47”

—iy - kA(K?) + B(k?)
K2A2(k2) + B2(k2) ™

(1.7)

donde my es la masa explicita del rompimiento de la simetria quiral. Si ahora multiplicamos
por (—iy - p)

, , . 4 d*k
S ppAGP) 4 B = ivptmat gt [0 -

—iy - kA(K?) + B(k?)
e 1 e )

(1.8)
y tomamos la traza
Tr|p*A(p®) — iy -pB(p®) = p* —i%pmd—iv‘pi/ﬁv O(A* — k?)
3mg ) (2m)r
—iy - KA(K?) + B(K?) 19)
K2A2(K2) + B2(k2) M)’ '
de donde
8 d*k - kA(K?)
2A(p2) = p2 / A2 k2 ) 1.1
pAP) = g | ani®W T Eene) 1 s (1.10)

Observamos que
/d4kp-k:O:>A(p2):1.
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Esto se debe al hecho de que los modelos del tipo de Nambu-Jona-Lasinio son de interaccién
de cuatro fermiones en espacio de configuraciones, lo que exige la independencia de la
interaccién y por lo tanto también de la solucién de la ecuacién de brecha (gap) en los
momentos. Si multiplicamos la ecuacién (1.7) por la matriz identidad I y tomamos la traza

4 d*k B(k?)y
2 _ e A2 _ 1.2 1%
TriB7) =ma+ 3m2, / (271')4%&)( F )k:ZAQ(kQ) + B2(k?) |’

como A(p?) = 1, B(p) = M(p?), que satisface

M (k?)
k2 + M2(k2)

5 16 / d*k 5 o
= — A —k
M(p®) = mg + B2, (27r)4®( )

Notemos que M (p?) = cte = M no depende la integral de k2, lo que nos lleva a una
ecuacion integral no linear para la masa constante:

M =mg+

A2 4
16 / d*k M (1.11)

3mZ, (2m)* k2 + M?
Ahora realizamos la integracién angular. Para hacer esto, observamos que podemos escribir
la integracién sobre d*k = dkk3sin?0dfsin(¢)dpdyp. En esta expresion, 0, ¢ = [0,7] y
1 = [0,27]. Por lo tanto, si el integrando no depende de los dngulos, podemos realizar la
integracién angular como sigue:

T ) 27
Ak = dgg® / sin20df(= g) / singdd(= 2) / di(= 27) = dg’*n?, (1.12)
0 0 0

de donde
M, (M ak2k?
Haciendo cambio de variable k2 = s tenemos
M A s
M = —_— _— 1.14
mit g | T (1.14)
M A2
G

Si definimos la escala de masa en unidades de A=1, la ecuacién de brecha se convierte en
M 9 1
M:md—i—m[l—Mln‘l—i—WH. (1.16)

En el limite quiral, tenemos que la masa desnuda del quark mgy = 0, por lo que

M

M=—"
37r2mé

{1—M21n’1+%u. (1.17)

La solucion trivial a esta ecuacién es M = 0, que esta de acuerdo con la teoria de per-
tubaciones, que nos dice que uno comienza sin masa, se queda sin masa generada por las
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Figura 1.2: GDM para el modelo de Nambu-Jona-Lasinio en cuatro dimensiones

autointeracciones. Para encontrar M # 0 la solucién de la ecuacién de brecha es de la
forma:

1=

1
2

1
1— M?1 ‘1 —
3772mG[ i +M2

] (1.18)

podemos ver que 1 — M?In |1+ 1/M?| decrece monoténicamente como funcién de M. Por
tanto, existe una solucién no trivial si

1 1
1< —— = m% < — ~ 0,033. 1.19
3m2mZ, MG =30 (1.19)

Para A = 1GeV tenemos una masa de aproximada a 0,033GeV 2.

Hemos visto hasta aqui que aunque comenzamos con fermiones sin masa, obtenemos
masa a partir de la interaccién entre los fermiones. Esto es el rompimiento dindmico de
la simetria quiral. Podemos obsevar en la Figura (1.2) que existe una masa del gluén
m¢, = 1/v/3r donde la GDM de la ecuacién (1.17) es imposible . Para mg > mg, la
masa se aproxima a la masa de corriente del quark M(m¢g) =~ mg, donde la solucién
autoconsistente se aproxima a la teoria de perturbaciones. Una transicién toma lugar para
ma =~ mg y para mg < mg¢ la masa dindmica es mucho mayor que la masa desnuda, con
M incrementa rapidamente cuando mg disminuye.

Si uno trabaja dentro del dominio del modelo en el cual el Rompimiento Dindmico de la
Simetria Quiral ocurre o no, el propagador del quark tiene siempre la forma

1 1 —iy-p+ M
GNJL (Y — = = , 1.20
®) iy plA(p?) =1+ [B(p*) =M] iv-p+M  p*+ M? (1.20)

donde tenemos que el polo Euclidiano del propgador es p? + M? = 0, con M constante.
La existencia de confinamiento se puede probar mediante la violacién del Axioma de
Osterwalder-Schrader de la reflexién de positividad [33]. Se expresa en términos de funcién

7
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Figura 1.3: Funcién de Schwinger promediada espacialmente, con la parte escalar A(t) y
vectorial Q(t) del propagar del quark. Estas funciones son siempre positivas definidas, esto
describe a los quarks desconfinados.

de Schwinger promediada espacialmente, definida por [34]

A) = /d3/ 1)7 GltpoteD) 5 (2)
= /0 dp cos(tp)os(p?), (1.21)

™

debe ser positiva definida si se relaciona con un estado asintdtico estable. En nuestro caso,
construimos A(t) que podemos ver como un “detector” de quarks que indica si estos se
encuentra dentro o fuera de un hadrén, es decir si se encuentran confinados o desconfinados.
En este modelo encontramos que no hay confinamiento, pues el propagador corresponde
al de una particula libre, el cual la funcién de Schwinger es positiva definida escrita de la
forma

A(t) ~ e~ Mt (1.22)

Graficamos A(t) para M =~ 0,2, por lo tanto no encontrando confinamiento como
vemos en la Figura 1.3. Un comportamiento oscilatorio revelaria confinamiento, lo que
corresponde a dos masas complejas conjugadas M = a =+ ib, donde incluimos una masa
imaginaria, para la cual

A(t) ~ e %cos(bt + ) . (1.23)

Un anélisis similar de la ecuacién (1.21) puede ver las caracteristica de o (p?), como
se hizo en la referencia [57]. Definimos la nueva funcion de Schwinger promediada espa-
cialmente, ahora involucrando la parte vectorial del propagador del quark, de la forma

/d3 / (iltpo o) oV ()2, (1.24)
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Figura 1.4: Parte vectorial del propagador del quark ¢" (x) como funcién de x = p? y su
segunda derivada, mostrando que su segunda derivada no cambia de signo, por tanto no
exhibe confinamiento.

donde
L e
Q) = ——e M, (1.25)

observamos que la funcién Q(t) es siempre positiva definida, Figura 1.3. Por lo tanto, ésta
describe quarks deconfinados.

Una manera de ver el confinamiento es fijaindonos en el propagador de quark. Cualquier
funcién de Schwinger con un punto de inflexién en p? > 0 viola el Axioma de Osterwalder-
Schrader de la reflexién de positividad [33]. En este caso usamos la parte vectorial del
propagador oV (p?), y denotamos = = p?; el pardmetro de orden para el confinamiento se
define como el punto de inflexién z¢ de oV (z),

2
520 @] =0 (1.26)
Vemos que la funcién
oV (x) = ﬁ (1.27)
tiene su segunda derivada
j;av(x) = (x+2M‘2)3 40, (1.28)

que nunca se anula. Mostramos en la Figura 1.4, la parte vectorial del propagador del
quark ¢"(z) y su segunda derivada mostrando que no cambia de signo, por tanto no
exhibe de confinamiento.
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1.4. Nambu-Jona-Lasinio en Tres Dimensiones

Consideremos otra alternativa, un modelo en tres dimensiones. Introducimos un ansatz
del kernel del propagador del gluén

1 A?

€2A;w(k - p) = 5ul/ 9(5 - k)v Fz(k7p) = 7#77 (129)

me
en tres dimensiones el propagador del fotén D se conviente en A. Hay una potencia menos
de mq porque e? tiene dimensiones de masa [e?] = 1.
La ecuacion del propagador la podemos escribir de la forma
. 9 9 ) e?\® d3k "
o -pAPT) + B(") = iy-ptmat —— W%A’W(k —p)S(k)I(k, p)
e2 AT\ d? 1
= iy — [ —=0,,—O(5 -k
- p+mat — /(%)3 [y ( )
1
"y TRAGR?) + B(R2) ™
4 d3k
= - — [ —=7.09(5 -k
Weptmat g / @m)? ( )
—iy - kA(k?) + B(k?)
K2A2(k2) + B2(k2) ™

(1.30)

Al igual que antes, multiplicamos por (—iv - p) y sacamos la Traza tenemos A(p?) = 1,
B(p*) — M (p*). Ahora multiplicamos por la matriz identidad I y tomamos la traza

4 d3k M (K?
M) =t oz [ s ® =V s

Notemos que M (p?) = cte = M no depende la integral de p?

S g3
4/ Bk M (1.31)

M_md+mg (2m)3 k2 + M?%’
también podemos observar que la funciéon de masa es similar en 4 dimensiones, pero inte-
gramos s6lo sobre d*k. Ahora realizamos la integracién angular. Para hacer esto, observe-
mos que podemos escribir la integracién sobre d°k = dkk?sinfdfdiy. En esta expresién,
0= [0, 7r] vy = [0, 27r] . Por lo tanto, si el integrando no depende de los dngulos, podemos
realizar la integraciéon angular como sigue:

M o= mg42M 5 dkk?
m2mag Jo k% + M?
= mg+ M (S — M arctan(S/M)) (1.32)
m™mg ’

En el limite quiral, masa desnuda my = 0, tenemos

2M

™mg

M:

(S — M arctan(S/M)), (1.33)

10
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Figura 1.5: GDM para el modelo de Nambu-Jona-Lasinio en tres dimensiones

en el cual una solucién trivial es cuando M = 0. Para M # 0 tenemos

2

™2ma

1:

(S — M arctan(S/M)),

donde (S — M arctan(S/M)) decrece monoténicamente como funcién de M. Tomamos el
corte S = 1, Por lo tanto, para tener solucién no trivial tenemos que

2

2

1< ,
T™“mg

por lo que tenemos que la masa del gluon es mg < 2/m2 ~ 0,2026, en la cual observamos
en la Figura 1.5 hay un punto critico m¢, = 2/7? para la ecuacién (1.33) y la generacién
dindmica de masas es imposible. Para mg > mg, la masa de gluén se aproxima a la masa
de corriente M(mg) = m,. Para mg = m¢ y mg < m¢ la masa M crece rapidamente
conforme m¢ disminuye, donde la transicion de fase ocurre.

Para tres dimensiones tenemos el propagador de quark

iv-plA(p?) = 1]+ [B(p*) = M] iy-p+M  p*+ M?

(1.34)

donde tenemos el polo del propagador Euclideano p? + M? = 0, en este modelo NJL no
exhibe confinamiento.
En este caso usamos la funcién de Schwinger A(t) en tres dimensiones.

3
A(t) :/de/(;lTP;SQi(tpoﬂ.p)gs(pQ)7 (1.35)

que también se comporta de la forma A(t) = e™™ confirmando que no tenemos confi-
namiento. Graficamos el logaritmo del valor absoluto de esta funcién para m = 0,6 en la
Figura 1.6.
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Figura 1.6: Funciéon de Schwinger promediada espacilmente, con la parte escalar del propa-
gar del quark en tres dimensiones

1.5. Cofinamiento en el modelo NJL

Para introducir el confinamiento en el modelo NJL, en vez del corte de regularizacién
para la integral (1.14), que es cuadraticamente divergente, utilizamos una regularizacién
apropiada. Observamos que [35]

bd Caorany €M) bl
/a ve N M+ s ’

Ahora tomamos de la ecuacién (1.12), A — oo y reemplazamos

r2.=1/A?
% . / P R4 C) . (1.36)
s+M oy =1/Afy s+M
con
Z(S) _ 6*(5+M2)7"?1V _ e*(5+M2)T%R’ (1.37)

por lo que ryy = 1/Ayyv v rigr = 1/ArR, son respectivamente la regularizacién infrarroja
y ultravioleta.

Este esquema de la regularizacién tiene consecuencias interesantes. Cuando s+ M? = 0,
tenemos Z = 0 [36]. Esto es como “matar” el polo en el propagador del fermién, lo que
nos lleva a confinamiento. Por lo tanto, el modelo que corresponde a este esquema de
la regularizacién es confinando. Con esta regularizacién, por lo tanto, Z = 1 debe ser
entendido como el comportamiento de esta funciéon antes de la regularizacion; es decir, el
comportamiento que se insertard en un diagrama de Feynman antes de su regularizacién.
Ahora sustituimos la ecuacién (1.36) en la ecuacién (1.14); tenemos

Mo [ d
M=matamme |5 +8;42 [e=HM2rty _ o= (s+M?)rig), (1.38)
G
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Haciendo cambio de variables s + M? = s, tenemos

/°° dss [e=CHMIrty _ o=(s+Mrig) (139
0

s+ M?
> ) 1.2 > S/ 1.2 e 8/ /.2
= / ds'[e*TUv — e " TIR] — M2/ e idA MQ/ —e *TIR, (1.40)
M?2 M2 ds’ M2 ds’
Haciendo otro cambio de variables S’T?]V = t, donde denotamos la integral p =
C(M?;725;1%,,), tenemos entonces
C(M%ripirty) = —MPI(0,M*rfyy) + M*I'(0, M*rip)
pb My L g, (1.41)
r T
uv IR

donde -
I'(a,y) :/ dtt* et
y

es la funcién Gamma incompleta. Por lo tanto, tenemos que la ecuacién de brecha es de
la forma

M=mg+ C(M?;r3 i) (1.42)

2
3m2me,
Con la integracién parcial de los primeros dos términos, podemos escribir

C(M?73grdy) = MAD(=1,M%*r}) — M2T(—1, M?r%p). (1.43)
En el limite quiral, mg = 0, por lo que la ecuacion de brecha se convirte en

M

2,2
3memg,

2.2 .2
C(M*;rip:Tiy)- (1.44)
Una solucion trivial es cuando M = 0, donde vemos, como pasa en la teoria de perturba-
ciones, que comenzamos sin masa y terminamos sin masa. Para M # 0 tenemos

1

2

1=
3m2mg,

Como C(M Q;T?R;TIZ]V) decrece monotonicamente como funciéon de M, para los cortes
infrarrojo y ultravioletas Ayy = 0,823 y A;gp = 0,24 [36] de donde

1
1<, (1.46)
37r2m2G

esto implica m% <1/ 372. Vemos en la Figura 1.7 que para mg =1/ 372 para la ecuacién
(1.32) la GDM es imposible. Para el caso m¢ < mg la masa del quark se aproxima a la
masa desnuda tanto para mq = 0,01 y mg = 0, M (m¢g) = my. Tenemos una transicién de
fase para el caso m¢ > mg y mg ~ mg donde la masa crece M muy répido cuando mg
disminuye.
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Figura 1.7: GDM para el modelo de Nambu-Jona-Lasinio en cuatro dimensiones con con-
finamiento

1.5.1. NJL con confinamiento en Tres Dimensiones

Para el caso de tres dimensiones hacemos, el corte de regularizaciéon de la ecuacién
(1.31), como lo hicimos en cuatro dimensiones. Ahora tomamos S — oo:

1 r1r=1/SIr )
Y / d’Te_T(lQJrMQ) = %, (1'47)
F+M ruv=1/Suv F+M
donde
() = e~ (P+M2)ryy e—(ZQ‘f‘M2)TIR7 (1.48)

en la cual ryy = 1/Syv v r1r = 1/S1Rr, son respectivamente la regularizacién infrarroja
y ultravioleta.

Observemos que al igual que en 4 dimensiones, para K2 + M? = 0, tenemos Z = 0.
Esto es como matar el polo en el propagador del fermién que nos lleva a confinamiento. Por
lo tanto, el modelo que corresponde a este esquema de la regularizacién estd confinando.
Ahora sustituimos de la ecuacién (1.47) en ecuacion (1.31), tenemos

21‘4 dll2 2 2 2 2
\1 =m —(l +M )TUV _ —(l +M )’I"[R 14
d w?mg Jo 12+ M? le c ) (1.49)

de tal manera que

M <6M2TUV 67]\/[27‘”3

Moo= -
ma 7T3/2mG ruv VTIR
—M/merf(\/roy M) —|—M\/77rerf(\/r1RM)> (1.50)

con la funcién de error erf(x) es dada por

2 x
erf(z) = —/ due™™"
0
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Figura 1.8: GDM para el modelo de Nambu-Jona-Lasinio en tres dimensiones con confi-
namiento

En el limite quiral, mg = 0, por lo cual la ecuaciéon de brecha se convierte

M e~MProv o—M?rig
M = ( -
773/2mG VTV VTIR

— My/mert(\/igv M) + M\/Eerf(\/mM)). (1.51)

Como vimos antes una solucion trivial es cuando M = 0, donde vemos como pasa en la
teoria de perturbaciones que comenzamos sin masa y terminamos sin masa. Para M # 0
tenemos

L 1 <€_M27"UV B e—M?rir
™lPmg \ rov VTIR
—My/merf(\/roy M) + Mﬁerf(\/mRM)), (1.52)

donde

(e—]\fQTUV e—MQT‘IR

VvTuv - VTIR

decrece monoténicamente como funciéon de M. Para los cortes infrarrojo y ultravioletas
Syv = 0,823 y Str = 0,24 por lo que

— Mymert (g M) + My/ert(/iRM) ),

1

Asi tenemos m2, < 1/73/2 ~ 0,1795. Vemos en la Figura 1.8 como en el caso de cuatro
dimensiones para m§ = 1/73/2 para la ecuacién (1.51) la GDM. En este caso m¢, < mg
la masa del quark se aproxima a la masa desnuda tanto para mg = 0,01 y mqg = 0,
M(mg) = mg. Por lo tanto tenemos una transiciéon de fase para el caso m¢ > mg y
meg = mg.

En los proximos capitulos nos proponemos estudiar la GDM y confinamiento en QEDj3
mediante las ESD. Consideramos efectos de polarizaciion en el vacio, en la aproximaciéon
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CAPITULO 1. MOTIVACION
1.5. COFINAMIENTO EN EL MODELO NJL

1/N donde incluimos N familias de fermiones, ademds un término de Chern-Simons, que
induce una masa topoldgica al fotén. Estudiando cémo se modifica la Generacién Dinamica
de masas por el término de Chern-Simons comparando con el caso de QEDj3 ordinario.
Analizamos numéricamente las soluciones a las ESD para el propagador del fermién con
un parametro de norma fijo, correspondiente a la norma de Landau con un acoplamiento
constante, variando la masa topoldgica para el fotén. Para este fin, estudiamos las simetrias
del Lagrangiano de QEDj3 en el siguiente capitulo.
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Capitulo 2

Electrodinamica Cuantica en el
Plano QEDs

2.1. QED Ordinaria

En este capitulo revisamos las propiedades basicas de las transformaciones de quirali-
dad y paridadad, inversién temporal y conjugacién de carga en la electrodindmica cuantica
ordinaria. Estudiamos dichas transformaciones en (2+1) dimensiones y observamos que los
Lagrangianos planares se comportan de una manera peculiar. Ademas, estudiamos el po-
tencial electrostatico que nos describe el confinamiento.

2.1.1. Simetrias Locales y Globales

Simetrias Globales: Los pardmetros de la transformacién no dependen de las coor-
denadas de espacio-tiempo. Algunos ejemplos son simetria de isospin SU(2), simetria de
sabor SU(3), simetria bariénica U(1)p, simetria lepténica U(1)p.

Simetrias Locales (Norma): Los parametros de la transformacién dependen de las
coordenadas de espacio-tiempo. Algunos ejemplos son simetria electromagnética U(1)em,
simetria de isospin débil SU(2)y, simetria de hipercarga débil U(1)y, simetria de color
SU(3)c.

Si el Hamiltoniano (o el Lagrangiano) de un sistema fisico posee una simetria global,
deben existir dos cantidades conservadas: una corriente y su carga asociada.

La Electrodinamica Cuéntica es una de las méas importantes teorias de norma en Fisica
de Particulas y ha sido comprobada con un alto nivel de precisién. A partir del campo
libre de Dirac ¢ se consideran varios fermiones de espin 1/2, cuyo Lagrangiano es

£ =(id — m)p, (2.1)

con J = . Y*, al cual corresponde como ecuacién de movimiento la ecuacién de Dirac,
partiendo de la densidad Lagrangiana que describe a los fermiones sin interaccion,

(i — m)p = 0. (2.2)
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CAPITULO 2. ELECTRODINAMICA CUANTICA EN EL PLANO QEDjs
2.1. QED ORDINARIA

Este Lagrangiano es invariante bajo las transformaciones globales de U(1)

@) — V@) =),
o) — P =), (23)

donde « es una constante. Si ahora se hace que o = a(z) dependa del espacio-tiempo la
transformacion serd local. Solamente el término de masa en el Lagrangiano es invariante
bajo la transformaciéon, mientras que en la derivada

Ot — D ah + i@ epd,a(x), (2.4)

el término 9,c(x) rompe la invarianza del Lagrangiano.

Para imponer la invarianza del Lagrangiano bajo la transformacion de fase local, se
debe buscar una derivada modificada, D,,, que transforme covariantemente bajo la misma
fase que 1. Para ello, se modifica el operador derivada anadiéndole la suma de los gener-
adores del grupo por unos campos de norma, tantos como generadores, multiplicados por
una constante de acoplamiento, que es el inico pardametro de la teoria. Estos campos de
norma se transforman bajo transformaciones de norma locales de forma que hacen que
la densidad del Lagrangiano modificado sea invariante bajo transformaciones de norma
locales. Por otro lado, para que la densidad Lagrangiana modificada sea invariante bajo a
transformaciones de Lorentz, los campos de norma deben comportarse como el operador
derivada, por lo que son cuadrivectores,

Dy — @)D ap. (2.5)

Para formar la derivada covariante D, se debe introducir el campo vectorial A, con
propiedades de transformacion tales que el término no deseado se cancele. Esto puede
conseguirse por construccién

D, =0, —ieA,, (2.6)
y a su vez se requiere que A, se transforme como
1
Ay — A, = AL+ gaﬂa(x). (2.7)
La invarianza del Lagrangiano se logra entonces reemplazando 9,, por D,

L= 9@ —m)y = (i — m)y + ey YA, (2.8)

Asi para conseguir la invarianza bajo la transformacién de de fase local, se debe in-
troducir un campo vectorial A, (fotén) llamado campo de norma, el cual se acopla con v
(los electrones). El nuevo término de interaccion puede escribirse como —j, A, en donde
Ju= —epy*) es la densidad de corriente. Si se considera éste nuevo campo como el campo
fisico del fotén, se debe agregar al Lagrangiano el término correspondiente a su energia
cinética andlogo al término 1/2(9,,¢)>.

Dado que el término cinético debe ser invariante bajo la transformacién de norma, éste
puede contener el tensor electromagnético

Fl = 0,4, — 0,A,. (2.9)
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CAPITULO 2. ELECTRODINAMICA CUANTICA EN EL PLANO QED;
2.2. LAGRANGIANO DE DIRAC: REPRESENTACION IRREDUCIBLE

Grupo de Norma Teoria
UL)em Electrodindmica Cudantica
SU(3)c Cromodindmica Cudntica
SU22)L@U)y Electrodébil
SU3). @ SU(2) @U(1)y Modelo Estédndar

Cuadro 2.1: Algunas Teorfas de Norma

Asi, el Lagrangiano para QED es

_ - 1
£ = ’(/J(Za —m)yY + 61#7“%4“ - ZF;LVFIW
= 2F + EFA + £-\fMazwella (210)

donde £ es el Lagrangiano de los fermiones sin interaccién, £r4 describe la interaccién
de los bosones de norma con los fermiones, £y/qzwen €s €l Lagrangiano de los bosones de
norma.

Debe notarse ademds que un término de masa de la forma (1/2)m*A, A" estd pro-
hibido por la invarianza de norma. La particula de norma, el fotén, no debe tener masa.
Vemos entonces que el Lagrangiano de Maxwell posee una simetria de norma local, bajo
la transformacion (2.7).

El Principio de Norma es un aspecto muy importante en la fisica de particulas y ha
jugado un papel crucial en la construccién del Modelo Estandar. Las teorias cuanticas de
campos basadas en la existencia de algunas simetrias de norma se denominan Teorias de
Norma, ver (Cuadro 2.1).

Las teorias de norma locales forman una clase muy especial entre las teoria cudnticas
de campos, que permiten obtener la forma del Lagrangiano que describe la interaccién
entre fermiones, a partir de sus propiedades de simetria.

2.2. Lagrangiano de Dirac: Representacion Irreducible

El Lagrangiano de Dirac (2+1) dimensiones el cual describe la interacciéon de una
particula de espin 1/2 con el campo electromagnético, tiene la siguiente forma

Lo =i —m)y, (2.11)

y s6lo involucra tres matrices v. Ademds, para satisfacer la forma en que estd factorizada
la ecuacion de Dirac, nos basta utilizar matrices 2 x 2, asi que podemos construir esta
representaciéon utilizando las matrices de Pauli. Si hacemos esto, encontramos que existen
dos representaciones inequivalentes de las matrices 7. Podemos escogerlas de la siguiente
forma

VW =03, A =i, 7 =0y, (2.12)
'yo = 03, fyl = iUl; 72 = —7:0'27 (213)

donde podemos tener dos especies de fermiones descritos en cada representacion. Llamemos
14 al campo fermiénico de la primera representacion y ¢p al de la segunda. De esta
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CAPITULO 2. ELECTRODINAMICA CUANTICA EN EL PLANO QEDjs
2.3. LAGRANGIANO DE DIRAC: REPRESENTACION REDUCIBLE

manera, si consideramos los campos de ambas representaciones simultaneamente, vemos
que el Lagrangiano extendido es

Lp = va(id — m)pa + ¥p(id + m)vp. (2.14)

Las simetrias para este Lagrangiano son [39, 40].
Simetria Quiral: Existen dos tipos de Transformaciones Quirales

Yo —Ya+ayyp Y —Yp—avp
YA — s +icp  Yp — Yp —icp, (2.15)

donde las corrientes quirales que se conservan son
gt = Wa*bp —¥pypa),  Gh = (bav' s + ey Pa). (2.16)

Paridad P: Bajo una transformacién de Paridad, que en (2+41)-dimensiones equivale a la
inversion de una coordenada espacial, tenemos que

(Ya)? — —ie g, (YB)T — —iePylpa, (2.17)

asi que esta transformacion mezcla los espinores de ambas representaciones, dejando al
Lagrangiano invariante bajo paridad P.
Conjugaciéon de Carga C: Bajo conjugacién de carga,

(Wa)® =" (Wa)T. (W) = e ()7, (2.18)

asi que éste Lagrangiano es invariante bajo ésta operacién.
Ahora consideremos otra representacién reducible para las matrices de Dirac con-
siderando espinores de cuatro componentes.

2.3. Lagrangiano de Dirac: Representacion Reducible

Nosotros trabajamos con una representacién reducible (4 x4), de las matrices de Dirac.
Definimos dos tipos de transformaciones quirales

P — eiﬂgw, P — eiﬁ'ysz/}, o, 3 = cte. (2.19)

Existen dos tipos de términos de masas para fermiones
mepy,  moYTy, (2:20)
con 7 = 1/2[vs, 5] = diag(f, —I). El primer término corresponde al término de masa de

Dirac usual, mientras el segundo recibe el nombre de término de masa de Haldane [38].
Asi, el Lagrangiano reducible es

L=9Y(id +ed — me — M), (2.21)
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CAPITULO 2. ELECTRODINAMICA CUANTICA EN EL PLANO QED;
2.4. LAGRANGIANO DE MAXWELL

con las matrices de Dirac

_ (0 T
V5 = 0717273 = < I 0 > . (2.22)

Las simetrias de este Lagrangiano son [39, 40].

Simetria Quiral: El término ordinario m.1® no es invariante bajo transformaciones
quirales, pero m,¥7 si lo es.

Paridad P: Podemos representar la transformacién de paridad, P = —ivy57y1, asi que
el término ordinario m.11 es invariante bajo paridad pero m,¥71 viola esta simetria.

Conjugaciénd de Carga C: Ambos términos son invariantes bajo la operacién de
conjugacién de carga.

Inversién Temporal 7: El término ordinario m.11) es invariante bajo Inversién
Temporal 7 pero my7) no lo es.

Las simetrias de los términos de masas de los Lagrangianos de Dirac reducibles e
irreducibles en algunos casos modifican al Lagrangiano de Maxwell en el plano pues inducen
el término de masa Chern-Simons como veremos.

2.4. Lagrangiano de Maxwell

Como hemos visto, en el Lagrangiano (24+1) dimensiones existen términos de masas
que violan paridad e inversiéon temporal. Dichos términos inducen radiativamente en el
Lagrangiano de un término, llamado Chern-Simons, que veremos a continuacion.

2.4.1. Lagrangiano de Chern-Simons

Cuando acoplamos electrones con fotones en el plano, debido al término de masa de
Haldane, por el teorema de Coleman-Hill [41] se observa que el Lagrangiano de Maxwell
se modifica, generando un término de Chern-Simons

0
Log = Zeu,,AA“F”)‘. (2.23)
Bajo transformaciones de norma A, — A, + J,A, éste Lagrangiano se modifica como
g VA
0Lcs = ZE#U)\(?AF , (2.24)
por lo que no es el Lagrangiano, sino la accién correspondiente, la que es invariante ba-
jo estas transformaciones. El pardmetro 6 que estéd relacionado con la conductividad de

Hall [?], induce una masa topolégica para los fotones (tiene unidades de masa), de modo
que cuando consideramos los fotones de Maxwell-Chern-Simons, i.e., fotones provenientes
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2.5. POTENCIAL ELECTROSTATICO Y CONFINAMIENTO

del Lagrangiano £ = Lpjazwenl + £os, estos son masivos, de masa 6. De este modo, el
término de Chern-Simons actiia como un término de masa invariante de norma para el
fotén, [42]. Podemos relacionar este término con fenémenos de la Materia Condensada
como la Superconductividad de Alta Temperatura, pasando por el efecto Hall Cuantico,
anyones y recientemente con el estudio del grafeno [14, 15, 16]. Las siemetrias correspon-
dientes a este Lagrangiano son:

Paridad P: El término de Chern-Simons Viola Paridad.

Inversién Temporal 7: El término de Chern-Simons viola Inversién Temporal.

Conjugacién de Carga C: Es invariante bajo conjugacién de Carga.

CPT: El término de Chern-Simons es invariante bajo CP y 7 ; por lo tanto bajo CPT.

2.4.2. Lagrangiano de QED3; Reducible

El Lagrangiano de QED3 para este caso, incluyendo el término de Chern-Simons y la
masa m, para los fermiones es

. 1
£QED3 = IZJ(Z(? + (BA — Me — Tmo) - ZF,uVF‘/w

1 0
_%(aMAM)Q + ZEMVpAuF;w- (2.25)
Este Lagrangiano se ha empleado para describir el efecto Hall cudntico a campo cero para

los fermiones masivos de Dirac [10]. Ademéds m, y el término de Chern-Simons se induce
mutuamente. Resta solo estudiar el potencial electrostatico de QED3

2.5. Potencial Electrostatico y Confinamiento

El potencial entre dos cargas estdticas cuando r — oo es de la forma [43]

62

V(r)= ST TI0) In(e?r) + cte + 0(1/r), (2.26)

donde TI(0) es el escalar de polarizacién del vacio a momento cero.

En la aproximacién apagada, que corresponde a que no existe la contribucién de loops
de fermiones en la polarizacién del vacio TI(0) = 0. En este caso el potencial se comporta
como un logaritmo. Aqui se necesita energia infinita para poder separar dichas cargas;
esto nos dice que estas particulas permanecen siempre juntas, es decir, confinadas lo que
se traduce en la imposibilidad de encontrar estados de quarks libres. El escalar polarizacion
masivo a un lazo es de la forma

e? kK2 —m? k
(k) = o3 [2m + = ™! (s )| (220)

Cuando incluimos N familias de fermiones no masivo, el escalar de la polarizacién es
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donde & = Ne?/8. Al orden dominante de la aproximacién 1/N, la contribucién de
fermiones no masivos elimina el confinamiento. En este caso podemos ver que

V(r) ~In(ar), (2.28)
para r pequeno y
—e? 1
Vir)~ —— 2.29
() 2 ar’ (2.29)

para r grande. Observamos que en esta teoria es no confinada; no nos cuesta energia
energia producir fermiones no masivos que a su vez producen un apantallamiento efectivo
suficiente para poder separar las cargas. El confinamiento tiene lugar si los fermiones en
los loops adquieren masa de manera dindmica o explicitamente; en este caso II(0) < co se
restaura el confinamiento.

En el siguiente capitulo veremos las ecuaciones de Schwinger- Dyson y aprenderemos
las caracteristicas generales del fenémeno de la Generacién Dindamica de Masas y confi-
namiento a través de las soluciones a estas ecuaciones.
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Capitulo 3

GDM y Confinamiento en (QED3

En esta capitulo estudiamos los fenémenos no perturbativos de la Generacion Dindmi-
ca de Masas (GDM) y Confinamiento mediante las Ecuaciones de Schwinger-Dyson (ESD)
[30] en la aproximacién “apagada”, decir, despreciando los loops de fermiones, en la Elec-
trodinamica Cuéantica en el Plano, QED3. Consideramos efectos de polarizacion del vacio
en la aproximacién 1/N en la norma de Landau & = 0. Traducimos nuestros resultados de
una norma a otra por medio de las Transformaciones Landau-Khalatnikov-Fradkin (LKF)
[20]. Comenzamos este capitulo describiendo cémo surgen las ESD y cémo podemos estu-
diar con ellas los fenémenos de nuestro interés.

FEl Lagrangiano que describe las interacciones en QED es invariante bajo ciertas trans-
formaciones llamadas de norma y depende de cierto pardmetro de norma. Esta simetria
se refleja a través de las Identidades de Ward-Green-Takahashi WGT [44], que relacionan
a las funciones de Green de n puntos con las de n — 1, y las transformaciones LKF que
relacionan a una funcién de Green en una norma particular con la misma funcién en otra
norma. El esquema més conveniente para resolver teorias cudnticas de campos (TCC) es la
teoria de perturbaciones, donde dichas identidades se satisfacen en cada orden de aprox-
imacién. El problema que surge es que no todos los fenémenos aparecen en el régimen
perturbativo. El confinamiento, el problema de estados ligados y el origen de las masas
son ejemplos de fenémenos no perturbativos. Una plataforma conveniente para estudiar
estos fenomenos, ademas de las simulaciones de lattice, son las ESD, una torre infinita
de relaciones entre las funciones de Green de la teoria en estudio, que deben truncarse
a fin de obtener informacién fisica relevante. Uno de los problemas del truncamiento no
perturbativo de las ESD es la pérdida de invarianza de norma, que empana entonces el
poder predictivo de estas ecuaciones: Algunos fenémenos interesantes pueden surgir en una
norma, pero estan ausentes en todas la demds. Aunque las ESD se derivan formalmente
en la TCC, en esta tesis consideramos un enfoque més familiar para entender el contenido
fisico de estas ecuaciones en QED. Los resultados de este Capitulo fueron publicados en
las Ref. [18, 45, 46].

3.1. ESD en la Aproximacion Apagada

Conviene estudiar el fenémeno de la GDM es a partir de la ESD para el propagador del
fermién. En el caso fermidnico, al propagador que representa la suma de todas las autoin-

25



CAPITULO 3. GDM Y CONFINAMIENTO EN QED;
3.1. ESD EN LA APROXIMACION APAGADA

£y ™
et S

Figura 3.1: Correcciones radiativas al Propagador del Fermién.

£

Figura 3.2: Autoenergia X(p).

teracciones se le llama propagador completo y posee todas las propiedades de propagacion
del fermién. En el caso en que el propagador no emite ni absorbe fotones se le llama propa-
gador desnudo. Existe una serie infinita de correcciones radiativas al propagador que, en
términos de diagramas, donde en la teoria de perturbaciones podemos expresarlo por la
Figura 3.1.

Estas correcciones se pueden clasificar en tres tipos de correcciones perturbativas: al
propagador mismo del fermion, al del fotén y al vértice. Para poder realizar esta suma
infinita es conveniente definir la autoenergia X(p), representada por Figura 3.2. La au-
toenergia involucra todas las correcciones al propagador del fermion, propagador del foton
y al vértice fermion-fotén, como lo indican los puntos sobre las partes correspondientes
en el diagrama. En términos de la autoenergia X(p), la expansién perturbativa para el
propagador del fermion se puede ver en la Figura 3.3, que corresponde a la expresion
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Figura 3.3: Expansion pertubativa del propagador del fermién en términos de la autoen-
ergia.

Sr(p) = Sk(p)+ SE(P)Z(p)SE(p) + S%(P)E(P)SE(P)Z(p) Sk (p) + ...
= Sr(p)L+2(p)Sk(p) + 2(p)Sk(p)Z(p)Sr(p) + ..., (3.1)

donde Sp(p) representa al propagador completo y S%(p) su contraparte desnuda. Si fac-
torizamos la expresién entre corchetes es una serie geométrica, que se suma a

Se(p) = Si(p) L_E(;))S%(m} . (3.2)

Ahora, si dejamos en la ecuacién (3.1) a S%(p) aparte y factorizamos a partir del siguiente
término, tenemos

Sr(p) = Sp(p) +SpP)Z(@)SEP)L +(p)Sr(p) + Z()SF(P)EB)SF(p) + -]
_ Q0 0 I
= S20)+ SHO2O{H0) | =50 )
= Sp(p) + Sp(P)(P)Sr(p). (3.3)
donde hemos usado la ecuacién (3.2) en la tltima linea. Esta es la ESD para el propa-

gador del fermién. Es conveniente escribir la ecuacién correspondiente al inverso de este
propagador. Multiplicando a la izquierda por S;l(p), obtenemos

1= Sy (p)Sp' (p) + SE(p)S(p).-

Ahora, multiplicamos por (Sg(p))~! a la derecha, de modo que

S¥p) = Szt (p) + =(p),

lo que implica que

Spt(p) = (Sg®) ! = (p). (3.4)

Esta es la ESD que corresponde a la funcion de Green de dos puntos del fermién, donde
aparece la X(p) y se representa en la Figura 3.4.

Las funciones de Green que aparecen en X (p) obedecen cada una su ESD. Las corre-
spondientes al propagador del fotén y al vértice se muestran en las Figuras 3.5y 3.6.
Vemos que las funciones de Green de dos puntos estan relacionadas con las de tres puntos,
la de tres puntos con las de dos y la de cuatro puntos y asi sucesivamente, hasta formar una
torre infinita de relaciones entre las funciones de Green. Para poder extraer informacién
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-1 -1

Figura 3.4: ESD para el propagador del fermion.

’\/\/\/\1.\/\/\/\;‘1=’\/VVVVVVV\;‘1—\A<:>M

Figura 3.5: ESD para el propagador del fotén

fisica de las ESD, debemos truncar esta torre infinita de ecuaciones suponiendo alguna, for-
ma para las funciones de Green de varios puntos. Uno puede realizar este truncamiento en
el régimen de acoplamiento débil, pero entonces no podemos estudiar GDM. Para estudiar
este fendmeno, usualmente uno trunca la torre de ESD al nivel de los propagadores. En la
préxima seccién nos ocuparemos del estudio de las ESD para el propagador del fermion.

3.1.1. Propagador del Fermion

Veremos a continuacion la estructura no perturbativa del propagador del fermién, Sg,
del fotén A, y el vértice I'* y las ESD para el propagador del fermién que los relaciona.

El propagador completo del fermién, Sg(p) (hemos cambiado la notacién que usabamos
en el capitulo 1, A(p?), B(p?), M(p* y F(p?), por simplicidad , pero en realidad, todas
las funciones escalares que se escribirdn de aqui en adelante, son funciones de la magnitud
del tri momento), podemos expresarlo mediante una combinacién lineal de matrices las
matrices (4 x 4), I y p de la forma

Sr(p) = Alp)p + B(p), (3.5)
Podemos escribirlo de la forma

_ F(p  F)p+Mp)
Sp(p) S TMG) . R-IPG) (3.6)

Figura 3.6: ESD para el vértice fermién-fotén.
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y llamamos a F(p) la renormalizacién de la funcién de onda y a M(p) es la funcién de
masa. El polo del propagador M (p) = p corresponde a la masa fisica del fermién, para el
caso cuando M (p) =m y F(p) = 1 nos quedamos con el propagador desnudo

1 +m
S%(p)zﬁ_m=p€_m

5 (3.7)
Recordemos que en QEDg3, la ESD para el propagador del fermion en el espacio de
Minkowski, usando reglas de Feynman, es

Se(p)™t = (SE) T —=2(p)

3

(SF) "~ Z"32/ - I#(k:p)Sp(k)y" A (a), (3.8)
(2m)3

donde g = k — p, €? es el acoplamiento electromagnético, que en QEDj3 tiene dimensiones

de masa, y S%(p) es el propagador desnudo. Cuando m = 0, tenemos que S%(p) tiene un

polo en p = 0, al igual que Sp(p) con M(p) = 0. El fenémeno de la GDM toma lugar

cuando la posicién de este polo cambia de lugar debido a las autointeracciones.

3.1.2. Propagador del Fotén

FEl propagador completo del foton esta dado por

G v v
S P O R 59

donde G(q) = 1+T1(q) es la renormalizacién de la funcién de onda del fotén, con TI(g) que

es el tensor de la polarizacion del vacio y £ es el parametro de norma covariante. Nosotros
trabajamos en la norma de Landau £ = 0. G(q) = 1 corresponde al propagador desnudo

Agy, cuya expresion es

1 quqv
A°V=——[gy— - } 3.10
1 2 |9 = (3.10)

Vemos que este propagador diverge en el infrarrojo como 1/¢?, enfatizando que el fotén
no tiene masa.

3.1.3. Vértice

El vértice I'*(k; p) de la interaccién de fermiones con fotones se puede construir de una
combinacion lineal de la forma

12
T#(kip) =Y vilk,p)VY, (3.11)
=1

de los siguientes vectores base
Vit =At Vi =k V=t
‘/4M = k7#7 ‘/5“ = kk“, VE;M = kp#
VE =gt V= gkt V=
Vi =kp*, Vi = kpkt, Vi = kpph, (3.12)
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Figura 3.7: ESD para el propagador del fermién en la Aproximacién Apagada.

donde las v;(k; p) son funciones escalares de k2, p?, y ¢*. De este modo, en la ESD para el
propagador del fermién estan involucradas 15 funciones desconocidas. Para obtener alguna
informacién fisica, debemos hacer algunas suposiciones sobre estas funciones, i.e, debemos
truncar la torre de ESD. Para truncar la torre infinita de ESD, un cuidado especial se debe
tener en la invariancia de norma. Si queremos truncar la torre infinita de las ESD en el
nivel de funciones Green de dos puntos, una manera popular es hacer un ansatz para la in-
teracciéon del fermion—foton; en este caso escogeremos el vértice desnudo «#. La invariancia
de norma de las observables fisicas la estudiamos por medio de las transformaciones LKF.

En la siguiente seccién estudiaremos el fenémeno de GDM truncando convenientemente
las ESD.

3.1.4. GDM Aproximacion Arcoiris

Un punto de partida conveniente para estudiar el fenémeno de la GDM es a partir
de la ESD para el propagador del fermién (Figura 3.3), cuya expresién estd dada en la
ecuacion (3.6).

Para estudiar la GDM comenzamos tomando m = 0. Sustituyendo los propagadores
correspondientes, tenemos la siguiente expresion:

p-Mp) Bk Fk)
Fp) 7 ‘/ (2m)3 k2 — M2(k)

Observemos que esta ecuacién es matricial, pero puede escribirse como un sistema de
ecuaciones integrales no lineales escalares acopladas para M y F'. Estas se obtienen de
tomar la traza a la ESD después de multiplicar por I y p, respectivamente:

F#(k;p)(k + M(k))'VVA,uu(Q)'

3
324(1(9])9) = e’ / (37:;3 2 fﬁéjl(k) Te[TH(k, p)(F + M (k))v A (9), (3.13)
ie? 3
ﬁ = e (;ln]; i i(\];)Q(k) Tr[pl* (k, p)(k + M (k)78 (q)- (3.14)

Nos concentramos en el estudio de la aproximacién apagada, despreciando lazos de
fermiones, es decir, tomamos simplemente A, (q) — Agy(q) que diagraméticamente
representamos como en la Figura 3.7.

En esta aproximacion, con una forma eduacada del vértice, podemos resolver la ESD
para el propagador del fermién de forma autoconsistente. Quizas la forma mas simple para
el vértice consiste en tomar

LH(k,p) =", (3.15)
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Figura 3.8: ESD para el propagador del fermién en el régimen de acoplamiento débil.

-1 -1

Figura 3.9: ESD para el propagador del fermién en la Aproximacién Arcoiris

lo que se conoce como aproximacién arcoiris . Esto debido a que en el régimen acoplamiento
débil, el propagador completo toma la forma mostrada en la Figura 3.8.

La ESD para la Aproximacién Arcoiris se muestra pictéricamente Figura 3.9, que es
equivalente a las expresiones

3
31];4(1()1)9) B iez/ (gw];?’ K2 in11(\];)2(/.3)T1”W(%+f\/-’(’f))v”}A?w(q), (3.16)
1 i€2 d3k F
Flp) — 13p?/(27r)3 32— ( Te[py" ( + M(k)V"]AD (). (3.17)

Para proseguir con el andlisis, debemos tomar en cuenta algunas de las propiedades de las
trazas de las matrices que usaremos:

Tr[y"] = Tr[fy 7P~ = Tr[impar] = 0,
Telyr?] = 3¢
T‘r[’v"vﬁv‘sv”] = 3[90‘ﬂ95”—9a59”ﬁ +9%g”]. (3.18)

Entonces, tomando la traza correspondiente en la ecuacién (3.16), vemos que

M(p) . 2/ &k F(k)M(k)
= 2 : 1
F(p) e (27m)3 (k% — M2(k)) (3.19)
Ahora tomamos ahora la traza correspondiente a (3.17) tenemos
1 ie? A3k F(k) 9
R [ 2 b K
F(p) p? /(27r)5 q2(k2_M2(k))[ 2 (k-a)(p-q) (3.20)

Ahora, hacemos una rotacion de Wick al espacio Euclideano, con las prescripciones

ko — iko, po — ipo, P> — —p*
kQ—)_kQa k0—>ik’07 kp_)_k]%

/d%%z’/dlﬁk.
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Asi, tenemos que en el espacio Euclideano

Mp) 262/ Bk F(k)M(k)
F(p) (2m)? ¢*(k? + M?(k))’

Utilizando coordenadas esféricas tales que el elemento de volumen es d*k = k?dk sen 0dfdp,
elegimos k* = (ksen 6 cos @; k sen @ sen ¢; k cos f) de modo que

(3.21)

M(p) _ 2 /00 e E (k)M (k) /W sen 06 o
F(p)  (2n)3 J, K2+ M2(k) Jo K2+ p? —kpcost J, ®
[ RE(RME) | [k+p
- dk 1 : 22
27T2p/0 k2 + M2 (k) n‘k—p‘ (3.22)
Andlogamente encontramos F(p) = 1. En este caso, el sistema se reduce a una sola
ecuacion:
2 [ kM(k)  [k+p
M(p) = ! . 3.23
v Wp/ k2+M2(k)n‘k—p’ (3:23)

La ecuacién (3.23) son el resultado de truncar la ESD para el propagador del fermién en
la Aproximacién Arcoiris.

El comportamiento de la funcién de masa para momento grande puede ser deducido
traduciendo esta ecuacién en una ecuacién diferencial con las condiciones de frontera
apropiadas. Con este fin, realizamos el tratamiento analitico, haciendo la aproximacién

k+p
k—p

In

’g %@(k—p)—i— %@(p—k% (3.24)

que es valida para k> py k < py O(z) es la funcién escalén. Tenemos que
2 D 2 [ee) 2
e M (k) e k=M (k)
M(p) = — dk——-+—+ — dk———-5—-— 3.25
w) 772/0 K2+ M2(k) +p2/p K2+ M2 (k) (3.25)
expresion que se puede convertir en una ecuacién diferencial con condiciones de frontera.
Derivando una vez tenemos

dM (p) 22 [ K2M(k)
/p k2 + M2(k)’

=— 2
o T2 (3.26)

dando como resultado la siguiente ecuacion diferencial

d [ 3dM(p)] _ 2 p’M(p)

dp dp 72 p2 + M2(p)’

i (3.27)

con las condiciones de frontera

5dM (p)
{p dPLO — 0, M(p)p=o — 0. (3.28)

Para p? > M?(p), la ecuacién se simplifica

L0 4 20 —o, (3.29)

dp

dp
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cuya solucién es

wo-las(fE) () o

donde J(z) y Y(z) son funciones de Bessel de la primera y segunda clase. La segunda
condicién implica que Cy = 0

M(p) = i—i {C1J2( %p)} (3.31)

en el limite para p — oo, J(1//p) — 1/p, lo que podemos observar que M (p) — 1/p?
para p — oo.

Notemos que C7 no puede ser obtenido de la ecuacién y las condiciones de frontera.
Esto nos permite hacer una conexién con los resultados provenientes de la expansion de
productos de operadores (OPE), que se da cuando una particula se propaga en presencia
de un condensado quiral (1)1), la funcién de masa correspondiente, cuando p — oo, se
relaciona con este condensado de la forma

4p® M (p)

la funcién de masa para la norma de Landau & = 0 es

M(p) = W) J2< 8> (3.33)

2pe? m2p

De esta expresion observamos que tenemos una solucién no trivial siempre y cuando
el condensado quiral sea no nulo. Este condensado proporciona el medio pegajoso en
el cual se propagan las particulas y adquieren masa. El condensado se forma por las
auntointeracciones de las particulas.

Para resolver esta ecuacién numéricamente, usamos los métodos numéricos desarrolla-
dos en [47, 21, 46]. Vemos cuando p — 0, la funcién de masa se vuelve constante, y cae
como 1/p? cuando p — oo, como se muestra en la Figura 3.10.

Esto senala que en esta Aproximacion Arcoris, se generan masas dindmicamente en la
norma de Landau. En la siguiente seccién estudiaremos las ESD considerando efectos de la
polarizacién del vacio en la aproximacién 1/N, donde veremos que no siempre se generan
masas dindmicamente.

3.2. ESD Aproximacién 1/N

La teoria de perturbaciones ordinaria en términos de acoplamiento parece romperse
debido a las divergencias infrarrojas de las funciones de Green de QED3. Una manera de
evitar esta situacién es usando otro parametro de expansién. Estudiaremos la GDM en
QEDj3 en la aproximacion no apagada, considerando un nimero grande N de fermiones
no masivos que pueden circular en los lazos, modificando el comportamiento infrarrojo del
propagador del fotén, que se suaviza. Consideramos el limite de N grande, manteniendo
@ = Ne?/8 fijo. Seguiremos el anlisis de Appelquist et al. [17] hecho en la norma de
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Figura 3.10: Funcién de masa M (p) en la Aproximacién Arcoiris.

Figura 3.11: Propagador del fotén en la aproximacién 1/N.

Landau para establecer la existencia de un nimero critico N, de familias de fermiones,
arriba del cual la GDM deja de tener lugar y extenderemos el razonamiento al caso de una
norma covariantre arbitraria.

Aunque @ es un parametro pequeno que tiene propésitos de guardar el orden de aproxi-
macién, la aproximaciéon 1/N como tal es una técnica genuinamente no perturbativa, pues
en cada orden de aproximacion, consideramos un numero infinito de diagramas corre-
spondientes a la teoria de perturbaciones ordinaria en potencias del acoplamiento elec-
tromagnético e?: Aunque esta técnica, desarrollada por t’Hooft para QCD [48] se puede
estudiar formalmente desde la teoria de los campos cuanticos, en esta tesis nos centramos
sOlamente en la idea principal detras de ella: Los diagramas no planares estan suprimi-
dos por potencias de 1/N , de modo que son los diagramas planares los que dominan en
cualquier proceso. En nuestro caso, esto corresponde a considerar sélo los diagramas que
son inserciones de autoenergias a un lazo en la teoria de perturbaciones ordinaria.

Para resolver las ESD en la aproximacién en 1/N, debemos de considerar simultdnea-
mente las ecuaciones correspondientes al propagador del fotéon y del fermién. Primero
resolvemos la ecuacién para el fotén considerando la serie infinita de diagramas (planares)
de burbujas, como se ve el la Figura 3.11 donde circulan los N fermiones no masivos que
estamos considerando. El propagador correspondiente a esa expansién es de la forma

1 ey
AHV(q) = —q2 T dq |:g;,u/ - 22 :| ) (334)

éste propagador lo insertamos en la ESD para el propagador del fermién, considerando
ademds que T#(k;p) — ~*, como se muestra en la Figura 3.12.
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Figura 3.12: ESD para el propagador del fermién en la Aproximacién 1/N.

Esta es la aproximacién 1/N para las ESD, en la cual estudiaremos la GDM. Traba-
jando la norma de Landau, tenemos que resolver la ecuacion

8a d3k

Se(p) ™t = (Sp) " (p) —i%r 2n)? I (k; p)SE (k)Y A () (3.3)

Multiplicando por p y I y tomando traza, obtenemos

M 8a [ &k F(k)M(k) ,,

% - N @y k:2( : 2((13)9” (@), (3.36)
3

ﬁ = _/ ;lﬂ'kB’ k2 — F ) (k) (p,uk’/ +p"kH — (k : p))A,uV(q)a (337)

de donde obtenemos las expresiones para las funciones desconocidas F'y M

M) _ _l6a [ &k FRM(}) 1 (3.38)

Fip) N | CrPR—M2(k) @ +aq’ .
Loy % [k F() 1 ol )k

o) sz/(27r)3 k2 — M2(k) q2(q2+dq)< 2(p - q)(k q)>. (3.39)

Observamos que la renormalizacién de la funcién de onda

F(p) ~1+O(1/N), (3.40)

por lo que sus efectos en la funcién de masa son de orden 1/N?2, que se encuentran altamente

suprimidos en el limite de N — oo, asi que podemos tomar simplemente F(p) = 1y
resolver la ecuacién(3.38) sélo para M (p); es decir,

166 [ &k M(k) 1
M(p) = —i—m .
) "N ) @R M2(k) 2+ ag

Realizando una rotacion de Wick hacia el espacio Euclideano, tenemos

M(p) = 166 [ &’k  M(k) 1
Pl = "N (27m)3 k2 + M2(k) ¢2 + aq
 4a Oodk k2M (k) /” df sen 0
N Jo k2 4+ M2(k) Jo K2+ p? — 2kpcos O + ar/k? + p? — 2kpcos 0
4o > kM (k) a+ |k + pl
= dk . 3.41
7T2Np/0 K2+ M2(E) |a+ |k —pl (3.41)
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Expandiendo el logaritmo en las regiones k> p y k < p, tenemos que

o8& ([P kM(k) k
M(p) = 7Tsz/O dkk2+M2(k)(p+o?)

8 [ kM(k) »
7T2Np/p dkk2—|—M2(k) <k+6¢>' (342)

Esta expresion estd escrita convenientemente para convertirla en una ecuacién diferencial
con condiciones de frontera. Derivando una vez, tenemos

dM(p) _8a 2p+a /p k2M (k) (3.43)
dp — mWNp p+a)? Sy K+ MA(k) '
de modo que la ecuacién diferencial resultante nos queda de la forma
d [pPp+@)*dM(p)| _  8a p*M(p) (3.44)
dp| 2p+a dp w2 N p? + M2(p)’ '
con las condiciones de frontera
0 < M(0) < oo, [pf{d—fg + M(p)] = 0. (3.45)
p=a
En el limite cuando p < & , la ecuacion diferencial se simplifica como
d [ 4dM(p) 8
— =— M 3.46
] = S, (3.46)
que admite una solucién en forma de ley de potencias,

M(p) =p° (3.47)
donde s = —[14+/1 — 32/(72N)]/2. La solucién de la ecuacién linealizada es entonces de
la forma [17]

1 1 32
M(p) ~p 252V 7N, (3.48)

Vemos que existe un niimero critico N, = 32/7%, que distingue entre un comportamiento
oscilatorio y una genuina ley de potencias. Cuando N, > 32/7%; la solucién no es compat-
ible con las condiciones de frontera, asi que sélo existe una solucion compatible cuando
N, < 32/72. Recordemos que el comportamiento de una funcién de masa es tal que ésta
se comporta como una constante para p pequefio y cae como 1/p? para p — oo. La
cantidad de masa generada dindmicamente puede cuantificarse como M (0): La solucién a
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Figura 3.13: Funcién de Masa para varios valores de N.

la ecuacién linealizada, escalada con M (0), puede escribirse de la forma

(M@ VR ) R
I & A Vo
= P_% C’e;mln’m‘_i_De—;mln’mq
1| L2 p 1 /32 p
_ Esen | = 11 ‘ ’ ja _\/:1 ‘_‘
p 2 sen <2\/;n M(O))+ cos (2 =N n TG
,1- 1 32 P 1 = )
R <§\/$ID‘W’>+SGMCOS (5%1@]\4@%)1
,1- 1 32 D 3
= p 2 5en<— __1{111‘ ‘+ })
2V 7N M (0
- O /% -1
,;- 1 32 D
SR o i) .4
b (2\/?{ 8|3 +5}> 510

donde 6 es la fase que puede depende de N. Para encontrarM (0); imponemos la condicién
de frontera ultravioleta (3.45) en el lfmtite N — 32/72 tomamos

32 1

i /.32 i /32
M(p) = p~2 |Ap* VN ' 4 Bp 2V N (3.50)
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— ESD

Entonces

PM ()]s =

_1 2 32 p
_ L 1‘ ‘ 5 -0, (351
p 2{8611(2 N {n M(0) + }) (3.51)
p=ax
lo que implica
1 32 P
- 1 1’_’ 54—, 3.52
2\ 2N {nM(0)+} " (8:52)
entonces tenemos que
- s —2mn
M(0) = 8ae® exp | ———|, (3.53)
32
N 1

donde n = 1;2; 3; etc: La solucién para n = 1 nos da la configuracién de energia minima

del sistema [17]. De este andlisis concluimos que existe criticalidad para la GDM en esta
aproximacién. Si N = N, entonces M(0) — 0: Ademé&s, N no puede exceder a N, pues
la solucién en este caso es incompatible con las condiciones de frontera.

Numéricamente resolvemos la ecuacién (3.41) en la norma de Landau con nuestros
metodos numéricos para verificar los resultados de Appelquist et al. [17]. Para un N dado,
encontramos la funcién de masa M (p) sobre el rango completo de valores para p, como se
muestra en la Figura 3.13.
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N | Appelquist | Nosotros
1 2.3 2.27173
1.2 | 2.9 2.93054
14 | 3.6 3.60420
1.6 | 4.3 4.33178
1.8 | 5.1 5.14264
2 6.1 6.06110
22|72 7.23005
24 | 8.6 8.68578
2.6 | 10.7 10.6910
2.8 | 13.5 13.7874
3 19.5 19.8052
31| — 25.8991
32| — 39.3332

Cuadro 3.1: Comparacién Masas Fisicas de Appelquist y nosotros en la aproximacién 1/N.

La cantidad de masa generada dinamicamente la obtuvimos de la altura de la funciéon
de masa, M(0). Siguiendo las convenciones de Appelquist et al. [17], calculamos

(3.54)

«

M(O)’.

u:—ln‘

Existe un completo acuerdo entre los resultados de Appelquist et al. [17] y los nuestros
en la norma de Landau [46], ver (Cuadro 3.1). Ambos podemos observar que, efectiva-
mente, existe un valor critico N, = 3,24 a partir del cual las masas dejan de generarse
dindmicamente. Numéricamente, fue imposible encontrar una solucién mas alla de este val-
or. Esto puede observarse de mejor manera en la Figura 3.13, donde podemos ver que la
altura de la funcién de masa disminuye cuando incrementamos N hasta casi desvanecerse
para N > 3.

Observamos en la Figura 3.14 que la masa generada dindmicamente exhibe criticalidad
N = Nc = 32/n% = 3,24 donde dejamos de generar masa y no es posible encontrar una
solucién a las ESD para N > Nc = 32/n% = 3,24.

3.3. Confinamiento

Realizando una prueba confinamiento descrita en el capitulo 2 con las soluciones en-
contradas, se muestra que el comportamiento oscilatorio de la funcién de Schwinger, es
decir, confinamiento, se puede encontrar en la norma de Landau para la aproximacién Ar-
coiris, Figura 3.15. Cuando incluimos loops de fermiones no masivos el confinamiento se
borra, como observamos en la Figura 3.16. A continuacién veremos las Transformaciones
LKF, nos dicen la manera en que cambia una funcién de Green de una norma a otra.
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Figura 3.15: Prueba de Confinamiento de la funcién de Schwinger con la parte escalar del
propagador del fermién en la Aproximacién Arcoiris en la norma de Landau.

3.4. LKFT del Propagador del Fermién e Invariancia de
Norma

La estrategia para implementar las transformaciones LKF se escriben en la Ref. [49].
Escribimos al propagador del fermién en el espacio Euclidiano de ambos, momentos y
coordenadas en sus formas mas generales:

o Fé) E) . :

SE0) = iy S0 = X @O +Y (e (3.59)
Agregamos la etiqueta £ pues estaremos interesados en el propagador en distintas normas
covariantes. Estas expresiones estan relacionadas con una transformacién de Fourier de
d dimensiones. Asumiendo conocemos al propagador del fermién en la norma de Landau
en el espacio de momentos, Sp(p;0), también lo conocemos en el espacio de coordenadas
en la misma norma. Este propagador se traduce a otra norma covariante mediante la
transformacion [50]

Sp(x;8) = Sr(x;0) exp[—i[Aq(0) — Ag(2)]], (3.56)
donde
dy exp(—ip - x
Ad(x)z—iﬁez/(gﬂz;d p(p4p ). (3.57)

Esta transformacién deja ESD e Identidades WGT invariantes en diferente normas, e im-
ponen asi restricciones fuertes ante la covariancia de norma del propagador dindmicamente
generado del fermién. Las transformaciénes LKF nos dicen la manera en que cambia una
funcién de Green de una norma a otra, lo cual asegura la invariancia del condensado quiral
pues [51]:

(Whe = —TrS(z =0;¢)
—TrS(z = 0;0) exp[—i[Ag(0) — Ag(z = 0)]]

= —TrS(z = 0;0) = (). (3.58)
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Figura 3.16: Prueba de Confinamiento de la funciéon de Schwinger con la parte escalar del
propagador del fermién en la Aproximacién 1/N para N = 2.
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Figura 3.17: Renormalizacién de la funcién de onda F(p) y Funcién de masa M(p) en
varias normas arbitrarias con las transfomaciénes LKF en la aproximacién Arcoiris.

Asi, las Transformaciones LKF en estudios de ESD debe desempenar un papel importante
para abordar la invariancia de norma. Estudiamos el caso de la teoria de QED3. Cono-
cemos al propagador dindmicamente generado del fermién generalmente en el espacio de
momentos. Podemos obtener una representacién del espacio de momentos para las Trans-
formaciones LKF de la manera siguiente [50]. Asumiendo conocemos Sg(p;0), tenemos las
expresiones correspondientes para el propagador en el espacio de coordenadas, dado por

i [ Bk F(k0 ,
X(@0) = _532/(27r)3k2+(l\4(k);0) expl—ik -alk -z,
3 .
Y(z;0) = —/(;17:;3 12 i(j\'}(()li,()) exp[—ik - z], (3.59)
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Figura 3.18: Invarianza de norma del condensado con la Transfomacién LKF en la aprox-
imacion Arcoiris.

integramos la parte angular, simplificando a la forma

1 k2F(k;0) sen kx
X@0) = g [ dkkuM(k;o){C‘mW}
1 k*F (k; 0)M (k;0) [sen kz
Yw:0) = =55 | * =530 [ ka ] (3:60)

En este caso para la teorfa QED3, d = 3, A3(0) — Az(z) = —ia/2. Las transformaciones
LKF se simplifica como

Sp(x;€§) = Sr(x;0)e™ 7, (3.61)

donde a = a&/2. Si aplicamos la transformaciones LKF a las ecuaciones (3.60) y la tran-
formada de Fourier, nos queda en el espacio de momentos

F(p;€) _ 0 Breolin. 21X (2
rnes 3 [ el X (o).
P2+ M(p; €) /d plip - 2]Y (z; ). (3.62)

Las integraciones angulares llevan a la representacion final del espacio de momentos de las
Transformaciones LKF para el propagador del fermién

Fp) o [, F(s0) [1 1 1 [A
PMpE 7Tp2/0 K M (ki 0) {A- T AJ’
FuOMpe) o [ FEOME)[1 1
P +Mp;&) 7wy Ak k2 + M(k;0) L\ A*]’ (3.63)

donde A\* = a?+(k=+p)?, de entrada conocemos Sr(p; 0), asi obtenemos la norma covariante
arbitraria del propagador por medio de las Transformaciones LKF. Comenzando con la
solucién quiral asimétrica del propagador del fermién en la norma de Landau, resuelta
numéricamente en secciones anteriores, aplicamos las transformaciones LKF para obtener
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Figura 3.19: Invarianza de norma de la masa generada dindmicamente por medio con la
Transfomada LKF en la aproximacion 1/N
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Figura 3.20: Invarianza de norma del condensado con las transformaciones LKF en la
aproximacion 1/N.

al propagador del fermién de la Aproximacién Arcoiris en una norma covariante arbitraria.
En este caso el comportamiento del propagador del fermién lo vemos en la Figura 3.17,
donde la Renormalizacién de de la Funcién de onda y la Funcién de masa nos da diversas
normas de la solucién de las transformaciénes LKF. Un cambio en la Funcién de masa en
diversas norma nos lleva la invariancia de norma el condensado quiral, representada en la
Figura 3.18 para la aproximacién Arcoiris.

Asi mismo aplicamos las transformaciones LKF al propagador del fermién en la aprox-
imacién 1/N, obteniendo la invariancia de norma para el condensado, que normalizado es
U = () n /(1)) n=1, ver Figura 3.20. Asi, representamos la masa generada dindmica-
mente normalizada en normas covariantes arbitrarias p = M (p =0; N)/M(p = 0; N = 1),
Figura 3.19.

En el siguiente capitulo estudiaremos la invariancia de norma del propagador del fer-
mién incluyendo un término de Chern-Simons.
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Capitulo 4

QED de Maxwell-Chern-Simons

En este capitulo estudiaremos la covariancia de norma del propagador del fermién para
la electrodindmica cudntica en el plano con un término de Chern-Simons [52], considerando
espinores de cuatro componentes con términos de masa de paridad par y paridad impar
para ambos fermiones y fotones. Comenzando con la expresion a nivel drbol en la norma de
Landau, la expresion no pertutvativa para el propagador la llevamos a normas covariantes
arbitrarias por medio de las Tansformaciones LKF [50]. Comparamos nuestros resultados
en el régimen de acomplamiento débil con el calculo directo a un lazo de la funcién de
Green de dos punto y observamos el acuerdo perfecto hasta un término independiente de
norma. El contenido de este capitulo se publicé en la Ref. [52].

4.1. Propagador del fermion

Como mencionamos en el capitulo 2, se requieren tres matrices de Dirac para describir
la dinamica de fermiones planares. Por lo tanto, uno puede elegir trabajar con espinores
de dos o cuatro componentes. Aqui trabajamos con cuatro componentes espinoriales y una
representacion reducible 4 x 4 de las matrices de Dirac. Elegimos trabajar en el espacio
Euclideano, donde las matrices de Dirac, ecuacién (2.22), satisfacen el dlgebra de Clifford
{v,w} = =20, con 0,7 = 1,2, 3 siendo las matrices de Pauli e I la matriz de identidad
2 x 2. Una vez que hemos seleccionado un conjunto de matrices para escribir la ecuacién de
Dirac,{v0, 71,72}, tenemos dos matrices gamma que anticonmutan con todas las demds,
Y3 ¥V 75, lo que nos permite definir asi dos tipos de transformaciones quirales

b — Ty, =Py g =cte (4.1)

de modo que el Lagrangiano no masivo correspondiente es invariante bajo simetrias glob-
ales U(2) con los generadores v3,75 y [V3,75) correspondientes al intecambio de especies
de fermiones. Dado que hay dos transformaciones quirales, se pueden definir dos tipos de
términos de masas para fermiones, la ordinaria mctyn) para la cual la simetria quiral se
rompe, y la masa myi)rip con T = %[')/3,75] = diag(I,—1I), que es invariante bajo trans-
formaciones quirales. Como lo vimos en el Capitulo 2, m.1 es invariante bajo paridad
pero myth71 no lo es; aqui, el subindice e representa paridad par y o de paridad impar.
Escribimos el Lagrangiano de QED3 en la representacion reducible con dos términos de
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masas involucrados

L=9@i@+ed —me — M) — EFWFW - %

2
1 (OuApu)”
Deducimos el inverso del propagador del fermién en este caso toma la forma

SEH(p:€) = Ac(p; )p + Ao(p; €)7p — Be(p; €) — Bo(p; ). (4.2)

Etiquetamos explicitamente al propagador con £ el parametro de norma covariante, pues
estaremos interesados en su expresion en diversas normas. El propagador desnudo corre-
sponde a A.(p;0) = 1, Ay(p;0) = 0, Be(p;0) = me, By(p;0) = m,. Una manera conve-
niente de escribir el propagador del fermién es de la forma

SE (1) = (Ae(:) + Aol )y (1+7) + (Acps) — Aol )py (1~ 7)

1 1
~(Be(p: &) + Bo(p:€)) 5 (1 +7) = (Be(p:€) = Bo(p, €))5 (L — 7).
Esto nos permite trabajar con una base quiral, donde introducimos proyectores quirales
X+ = (1£7), con propiedades x4 = x+, X+ X— = 0,x+ +x_ = 1 [52]. Usamos la siguiente

notacion Ky = K, + K, de tal manera que la descomposicién quiral el propagador inverso
del fermién es

Selp:€) = Ay Opx+ + A-(p; Opx— — B (p:€)x+ — Bo(p;&)x—
= (A 8)p — B+(0:€))x+ + (A-(p:)p — B-(p;€))x—- (4.3)

Correspondientemente, el propagador del fermién es

Sp(p:€) A Op+Be(m§) A p+ B-(p:€)
i A2 (i )p? + BE ()T A (p)p? + BE(p6)
= Y %5Op+ i 0% )Ixs — [0V 0% Op+ o (0% Ox— . (4.4)

En el espacio de coordenadas

o Xy (@O + Y (%8 X (@ + Yo ()
S = R a4 VO T X2 (@ 6ty + Y26
= [V (2% 97+ 0 (@ )xs — 0¥ (0% O)f + 0% (2% )x-,  (4.5)

donde a¥ y ai son la proyeccién derecha e izquierda de las partes escalar y vectorial del

propagador del fermién. Podemos relacionar el propagador del fermién ecuacién (4.4) y

4.5) en el espacio de momentos y coordenadas por medio de una Tranformada de Fourier
y

3
Sp(p:€) = / Pre P Sp(n:€)  Sp(ai€) = / (;lT’;,eWSF@;@, (4.6)

estas definiciénes nos servirdn para estudiar las transformaciones LKF.
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4.1.1. Transformaciones LKF y propagador del fermion no perturbativo

Consideremos las transformaciones LKF estudiadas en el capitulo anterior, que nos
dicen la manera en que cambia una funciéon de Green de una norma a otra. Comenzamos
con el propagador desnudo en espacio de momentos en la norma de Landau y lo llevamos
al espacio de coordenadas, aplicamos la transformaciéon LKF y tomamos la transformada
de Fourier inversa al espacio de momentos.

Consideremos el Propagador del Fermién en la norma de Landau a nivel drbol con
A (p;0) = A% (p;0) = 1y BY(p;0) = me £ m, = my, con las proyecciones escalar y
vectorial en el espacio de momentos

5(0) m4 V(0) 1

;O — 5 ;0 = — 4.7
04 (p ) p2 + mi 04 (p ) pg n m?t ( )
Tomando la transformada de Fourier al espacio de coordenadas,
S0), o _ mxe MET V), (14 myx)e T
04 (l’, 0) = - y Ot (l’, 0) = 47‘_1’3 . (48)
Aplicando las transformaciones LKF y la Transformada inversa de Fourier nos da
s m+
g ; = )
i(p 5) pg + ((l I m:l:)2
1 my(a+my)
1% + +
oy (p; = —S|1l—-—————- —al(p,a+m } 4.9
:I:(p 5) p2 p2+(a+mi)2 (p :IZ) ( )

donde definimos
p

I(p;m) = ! arctan —.
P m
Asi obtenemos una forma no perturbativa del propagador del fermién en difererentes
normas arbitrarias, expresada en la ecuacién (4.9), por medio de las transformaciones
LKF. Veamos algunos casos el limite de esta expresion.
Caso no masivo: Para el caso no masivo m, = m, = 0, propagador del fermién no
perturbativo se reduce a

1
O-:Stnomasivo(p; 5) = 07 Uznomasivo(p; f) = p_g[]- - aI(p; CL)]

lo que implica que By (p;&) =0,y Be(p; &) = Bo(p;§) = 0, es decir, fermiones no masivos
en todas la normas, por lo tanto no hay GDM. También tenemos que A1 (p;§) = A_(p;§)
por lo que 4,(p,§) =0y

A(p;€) = [1 —al(p,a)] ", (4.10)

confirmando la forma covariante para el propagador sin masa dictado por el la transfor-
macién LKF [53, 54].

Caso QED3 ordinario En el caso ordinario m, = 0 [54], esto nos da m4 = m,, por
lo tanto podemos ver que

i) = (pi&) oL (p:) = oY (p: ).
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lo que implica que
0, (p:€) = 03 (p;€) = 0.

Tenemos asi que solamente la contribuciéon que no desaparece es la de paridad par del
propagador del fermion

T = e
1 e e
al (p€) = P[ —Zm—af(p;wrme)- (4.11)

Una comparacién contra los resultados de [54] demuestra el acuerdo completo en este caso.
Régimen de acoplamiento débil: en el régimen de acoplamiento débil, haciendo
una expansion en la ecuacién (4.9) en a, donde a = a&/2 al orden O(«), tenemos

2
S . m4 aé-mi
02 debit (P €) P2+ mZ (p? + ma)?’
&
1 agmi(mi —p?)* | ag

1%
o a(p; —I(p;my). 4.12
:I:debll(p 5) pz +mi 2p2(p2 +m§:)2 2p2 (p7 ) ( )
Una de las propiedades de las transformaciones LKF es que a partir de expresiones no
pertubativas, ecuacién (4.9), obtenemos resultados pertubativos, a nivel de un lazo hasta
un término de la independiente de norma. Para identificar tal término, necesitamos calcular
el resultado perturbativo a nivel de un lazo del propagador y comparar con la ecuacion

(4.12).

4.1.2. Propagador del fermion en la Teoria de Perturbaciones

Trabajando con las funciones Ay y By que son obtenidas del propagador del fermion,
hasta el orden O(«) tenemos

iye’ 3
A (pe) =1 - 2]7 / % S (k. 67 A (@)xs),

d3k
BY (p;€) = ms — 2ra / G TS 0 A (@) ] (4.13)

Observamos que el propagador desnudo del fotén asociado al Lagrangiano toma la for-

ma A,(E,)(q; €) = (¢*Sw + (€ — 1)quqy)/q*. Sustituimos los propagadores correspondientes,
tenemos la siguiente expresion

k% + p?)(k.p) — 2k%p?
+ (pa 6) 27r2p2 q4(k2 + mgi) )
1y, B B a2+ &my / 3 1
B (p;§) = mx > d kq2(k2 ey (4.14)

Estas expresiones son similares al a las obtenidas con el Lagrangiano de QEDj3 de paridad
par [55], por lo que la integracién nos da

AV (pye) = 1+§[mi—<mi—p2>f<p;min,
BO(pi6) = ma[l+alt +2)I(p;ma)). (4.15)
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S(1) V(1)

Reconstruyendo las proyecciones escalares y vectoriales a un lazo oLy oy, encon-
tramos

2 2 2
S(1) m4 afmi 2amy (p® — m3)
. _ _ I
= B8 = e T e T P ml P
1 aémy(m? — p?)? « 4ovm?
oLV (pe) = otmelms Zp ) o8y L (4.16)

pPmi o 2P +md) 27 p(p* +mi)*
Comparando estos resultados obtenidos de las Transformaciones LKF, con los de a niv-
el arbol por LKF, en el régimen de acoplamiento débil, ecuacién (4.12), observamos el
acuerdo perfecto hasta un término independiente de norma, una diferencia permitida por
la estructura de la Transformaciones LKF.

Si incluimos otros efectos al propagador del fotén al Lagrangiano ordinario, como
MetpT1) inicamente tiene paridad impar. Tal término radiativamente inducirfa un término
de Chern-Simons en el Lagrangiano (4.2), modificando la forma del propagador del fotén.
Estudiamos el de Lagrangiano extendido en la siguiente seccién.

4.1.3. Lagrangiano de QED3 incluyendo el Término de Chern-Simons

El hecho de que el término de masa paridad-impar en el propagador del fermién radia-
tivamente induzca una contribucién paridad impar en la polarizacién del vacio se puede
considerar la estructura del tensor de la polarizacién del vacio II(g) a nivel de un lazo

3
Mu(q) = / %Tmsw;s)w(mq;a]

q
(5;“/ - ;;)HC(QQ) + ‘f,uup‘IpHo(qQ)' (4'17)
El segundo término corresponde a una interaccién de Chern-Simons de la forma

0
Los = ZG,U,VpA,LLpr (418)

Este término es no invariante bajo paridad. El pardmetro 6 = I1°(¢?> — 0) induce una masa
topolégica para los fotones, observamos que 6 = 04y, que es la conductividad transversa
en el efecto Hall cuantico. El Lagrangiano de QED3 para este caso incluyendo el término
de Chern-Simons y la masa m, para los fermiones es

1

£ = Yid+ed —me—Tmo)Y — ZFWFW
1 0
_E(GMAH)Q + Zg,ul/pAuFZ/p- (419)

Al incluir el término de Chern-Simons, el Lagrangiano no es invariante bajo transforma-
ciones de norma, pero su accion si lo es. Este de Lagrangiano se ha empleado para describir
del efecto cuantico de Hall a campo cero para los fermiones masivos de Dirac [56]. La masa
topoldgica 6 para el fotén esta relacionado con la conductividad de Hall. Cualquier modi-
ficacién este parametro debe inducir en la forma perturbativa del propagador del fermién,
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no modificard ciertamente la dependencia de norma que encontramos en la seccién an-
terior. Asi la ecuacién (4.9) continta estando igual en el presente caso. Para identificar
el papel del término de Chern-Simons en la expansion perturbativa del propagador del
fermién, vemos que el Propagador del fotén asociado al Lagrangiano (4.19), toma la forma

1 Qv €uvplpt Qv
D 3€) = =z (8 — 231 ) — o Bl 4.20

w (43 6) 2+ 62\ e 2(¢ + 07) 3 e ( )
podemos observar que en nuestro porpagador del fotén modificado aparece un coeficiente
de Chern-Simons 6, veremos que tanto se modifica en la dindmica de los fermiones. Inser-
tamos este propagador en Ay y By (4.13), tenemos entonces

M, of 5, (K +p*)(k - p) — 2k*p?
A:I: (p,§) - 271'2]?2 d’k q4(k2 +m3:)
o (p-a)(k-q)
— | &Pk
T ) @ e )

abmy [ 4 (p-q)
d’k
Ty / (2 + )k +m3)’

W, agmy [ 3 1
B (p;€) m4 + 972 /d km

4 oM / 3 1
= | @)
ab [ (k-q)

: 4.21
R R [ eY 2
evaluando las integrales tenemos
Ag) = 14+ ﬁ{(% —p? = m2) (0% + p? £ 2m10)I(p, 0 + m<)
+ [(0° +mi)(P* + mi +2ma0) + £0°(p° — mi)| (p,ms)
+ ma*(E+1F2) - 0> +mi + 6%},
BY = my+ 2{[2med = (p? +md +6%)]1(p,6 +ma)
+ [EmatF (p* +md)]I(p,ma) £ 6} (4.22)
Consideremos algunos limites para casos particulares de estas expresiones:
Fotones sin masas: Para § — 0, las funciones nos quedan
1 a
ALy P8 = 1+ e — (md —p)I(p,ma)
o (BF2)my
- —= |2+ -—F—"—+3m,I
o (22 CE2 o) ).
1
By o) (@:6) = mall+al€ +2)I(p,my)]
2F Dmy

Recobramos el resultado de QED3 en el limite cuando 6 = 0 de la ecuacién (4.15).
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Fermiones no masivos: En la presencia del término Chern-Simons, dejamos de gener-
ar masas quirales, es decir, my = 0, en este caso vemos que por la ecuacién (4.22)

1 «Q p
B(i()mi:()) (p; 5) = ig [ Y +6+ (p2 + 92)1(177 9)] ) (4'24)
implica Be(p, &) = 0, pero B,(p; &) «x /0 que es proporcional a a. El término del Chern-
Simons radiativamente induce una masa m,. Cuando 8 — 0 la funcién de la masa inducida
en la norma de Landau estd dada por

(1) )
miondUCidO(p; 0) = limg_.g B(il()m;t—o) (p;0) — 04;0# (4.25)
Ai(mi =0) (p; 0) 2p
Generamos masas para los fermiones en presencia del término de Cherm-Simons en la
teoria de perturbaciones.

Caso QED3 ordinario: a un lazo lo recuperamos fijando # = m, = 0 dada en la
ecuacion (4.22). Esto se puede lograr en dos pasos: primero, de (4.23) nosotros recuperamos
los resultados puros QED3 (4.15) fijando 6 = 0. Entonces llegamos (4.11) fijando m, =0
dentro de (4.15).

Régimen de acoplamiento débil: Para realizar una comparacién contra la extension
perturbativo de los resultados de Transformacién LKF, la ecuacién (4.9), es conveniente
volver a las parte escalar y vectorial del propagador, por lo que tenemos

2
S m4 afmi.
o1 (p; = -
O R R

(0%
m{ﬂmi(pz +m3 4+ 603 £0(p*+ (1 F1)m3]

+ (PP + (0 £ me))[P*(0 £ ma) + mi (ms F 0) — 0°me]
x I(p,6+my)— (p2 + mi)Q(ﬁ +my)I(p,ms)},
1 afmi(mi —p?)  of
174 +
: _ %
o£(pi¢) p? +mi 2p2(p? + m?2.)2 2p2
«
P00+ )P
T Oma(2£1D)p* + (2F hmd)]
+ 0+ (0 £ me)’[(p® + mi — 0%)(p® — m2) F 4p*Om.]
x I(p,0+m3) — (p* + mi)’(p* — mi F20my)I(p,me)}.  (4.26)

(p,m<)

{01 = m)(p* +mZ + 6?)

En las figuras (4.1) y (4.2), hemos extraido las proyecciones escalar y vetorial del propa-
gador del fermién en varias normas, donde realizamos un andlisis no perturbativo de las
transformaciones LKF, ecuacién (4.9) y el tratamiento perturbativo a un lazo, ecuacién
(4.26). Los términos independientes del parametro de norma en los resultados del un lazo,
que estan ausentes en la expansion de acoplamiento débil de las expresiones de las trans-
formaciones LKF, parecen desempenar un papel sensible en el infrarrojo. Con el aumento
de momento, su contribucién disminuye como las expresiones en la ecuacién (4.9) y el
comienzo de la ecuacién (4.26) que se combina en uno, déndonos la covariancia arbitraria
de norma.
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Figura 4.1: Proyeccion escalar del propagador en varias normas. La escala estd dada por
e? =1 y hemos elegido m. =1, m, =02y 6 = 0,4.
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Figura 4.2: Proyeccién vectorial del propagador en varias normas. La escala estd dada por
e? =1 y hemos elegido m, =1, m, =02y 6 = 0,4.
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Las transformaciones LKF contienen valiosa informacién no perturbativa del propa-
gador del fermién incluso comenzando de su expresion a nivel arbol. Comparamos los resul-
tados obtenidos a nivel arbol por las transformaciones LKF, en el régimen de acoplamien-
to débil, con los perturbativos y vimos que coinciden. Generamos masas de maneras de
manera dindmica, pero en teorias de perturbaciones cuando inyectamos el término de
Chern-Simons.

En el siguiente capitulo nos enfocaremos a estudiar el fenémeno no perturtubativo de
la GDM y Confinamiento en QED3 inlcluyendo el término de Chern-Simon resolviendo
las ESD correspondientes.
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Capitulo 5

GDM y Confinamiento en
MCS-QED

En este capitulo estudiaremos el fenémeno de la Generacién Dindmica de Masas
y Confinamiento truncando a nivel no perturbativo las ESD incluyendo el término de
Chern-Simons en la Electrodindmica Cuéntica en el plano, QED3. Obtendremos soluciones
numéricas al propagador del electrén en la norma de Landau en la Aproximacién Arcoiris,
y consideraremos efectos de polarizacién del vacio en la aproximacién 1/N. Compararemos
los resultados en la teoria ordinaria con los obtenidos con el término de Chern-Simons.
Los resultados de este capitulo fueron publicados en las Ref [57, 58].

5.1. GDM y Confinamiento en la Aproximacién Arcoiris

En esta seccién consideramos el esquema del truncamiento Aproximacién Arcoirirs,
substituyendo I'* — ~v* y A, (q) — Azy(q) dado en el Capitulo 3 segin lo motivado
por el diagrama de la Figura 3.9. Hacemos una descomposicién quiral al propagador del
fermién, ecuacién (4.4) en la norma de Landau. Para las proyecciones izquierda y derecha
de las partes escalar y vectorial del propagador del fermién, las ESD corresponden a
ecuaciones matriciales, que se convierten en un sistema de ecuaciones escalares para A (p)
y B+(p) después de multiplicarlas por I y p y de tomar la traza. En el limite quiral, esto
lleva al sistema de ecuaciones desacopladas

o : (k-q9)(p-q) _ ob / : (p-q)
A = 14— [ &Pko¥(k Phof (k)55
:I:(p) +7T2p2/ Ui( )qg(q2+0 ) + 7r2p2 Ui( )q2(q2+92)’
a_@
7T2

Balp) = 5 [ ot g 7 % [Pholo 0 (5.1)

Numericamente resolvermos las funciones A4 (p) y B+(p) variando el pardmetro 6, fijan-
do €2 = 1, con a = €?/(4n). La Figura 5.1 muestra para la funcién A4 (p) una pequefia
desviacion del valor a nivel arbol para momento pequeno que, en cada caso, es debido al
término de CS. Mientras que 6 aumenta, ambas funciones se comportan como un con-
stante para p pequeno y tienden suavemente a 1 en la region ultravioleta; la desviacién
se pronuncia mas en A_(p). Mostramos en la Figura 5.2 la funcién By (p); en este caso
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Figura 5.2: Funciones B (p) para varios valores de 6.
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observamos que la altura de la meseta de B_(p) para momento pequeno aumenta cuando
0 es més grande, mientras que la altura de la meseta de By (p) exhibe el comportamiento
opuesto. Existe un valor critico 6. ~ 8 x 1073 arriba del cual B, (p) cambia fuertemente
en su comportamiento y la meseta llega a ser negativa.

La funcién de masa la podemos escribir como M4 (p) = By (p)/AL(p). Para 6 > 6., la
meseta de M, (p) cae en valores negativos, mientras que para M_(p), contintia aumentando
con 6. Para asegurarse de que estos resultados sean fisicos, estudiamos el comportamiento
asintético de My (p). En el infrarrojo, la altura de la meseta se puede considerar como
el parametro de orden para la generacion de masas. A este respecto, en la Figura 5.5
dibujamos la dependencia de py = My (0) en funcién del pardmetro §. Cada pardmetro
i+ se puede ver como la masa dindmica de la especie del fermién correspondiente.

Nosotros observamos que el papel del coeficiente de CS es remover la degeneracién
entre las especies de fermiones siempre y cuando 6 < .. Existe una especie ligera y una
pesada. Para 6., sin embargo, hay un cambio dréstico en este comportamiento, la especie
ligera desarrolla una masa negativa, que en valor absoluto es igual la especie pesada, como
puede ser apreciable en la curva punteada en la misma figura. Esto implica que arriba de
este 0., la masa que preserva paridad p. = (4 +p—)/2 desaparece, y por lo tanto simetria
quiral se restaura [59, 60]. En relacién con el comportamiento ultravioleta de la funcién
de masa M (p), observamos que cuando p — oo,

4 by (0)
M (p) ~ $§fi(9) e (5.2)
donde
1 0 <0,

0 los otros casos

y f-(0) = 1 para todos los valores del pardmetro. El comportamiento suave 1/p se hereda
del comportamiento perturbativo de una funcién de masa impar inducida por el término
de CS como discutimos en el capitulo anterior, ecuacién (4.25), mientras que el compor-
tamiento 1/p? corresponde a la ruptura dindmica de la simetria quiral de paridad par,
como podemos observar en la Figura 5.6. El comportamiento discontinuo de la generacion
dindmica de masa es el de una transicién de fase de primer orden para la ruptura de la
simetria quiral. Si existe la restauracién de la simetria quiral, podemos entenderlo mejor
del comportamiento de los condensados, que son los parametros de orden genuinos

<Pp >i= % /OOO dkk?o (k) . (5.4)

El valor del condensado para cada especie de fermiones es la mitad del valor del condensado
ordinario [62, 61]. Los fermiones de la especie pesada o ligera se aparean de la forma 1) 17
0 1/}1/1 | (las flechas indican la orientacién del espin), lo que para cada especie corresponde
a la mitad del condensado quiral ordinario.

5.2. Renormalizacion de la funcion de onda

Consideremos los efectos de la renormalizacion de la funciéon de onda en las masas gen-
eradas dindmicamente M4 (p), comparando las soluciones del sistema completo de ecua-
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Figura 5.7: Comparamos la masa generada dindmicamente de un sistema completo (5.1)
y la perturbativa del sistema reducido (5.5).

ciones, en (5.1), con las ecuaciones simplificadas que se obtienen del resultado motivado
por la teoria de perturbaciones con el el ansatz A4 (p) = 1, es decir,

_ oo «
Bi(p) = 7r2/dkk‘2+BQ k) (¢2 + 62 :FW? k% + B3 (k) ¢* q* +0?)
il +

El comportamiento de las soluciones en este truncamiento es cualitativamente similar al
del sistema completo. El comportamiento critico de las masas dindmicas no es eliminado
por el efecto de la renormalizacion de la funcién de onda, como puede ser visto en la Figura
5.7, donde una comparacién de p+ y |pu+| entre el resultado completo y el motivado por
la teorfa de perturbaciones se muestra. El valor critico 82" del mismo orden de 6, y los
efectos del A (p) ~ 1 no son tan significativos.
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Figura 5.8: Prueba de confinamiento de las funciones de Schwinger promediadas espacial-
mente.

5.3. Confinamiento

Estudiaremos el caso del confinamiento en el cual veremos hasta donde persiste en
presencia de un término de CS. Si una solucién a la ESD describe confinamiento se puede
probar a través del axioma de positividad de la funcién de Schwinger promediada espa-
cialmente

3 .
Ax(t) :/ dQ”“”/ é&)@%”‘p)aﬁ@). (5.6)

En nuestro caso, construimos la funciénes Ay (¢) insertando las soluciones a la ESD en
la expresion antedicha, sobre la cual realizamos una prueba del confinamiento. En la
Figura 5.8 graficamos el logaritmo del valor absoluto de cada una de estas funciones.
El comportamiento oscilatorio deducido de los picos pronunciados en las Figuras revela
que incluso en presencia de un término de CS, hay confinamiento. Este comportamiento
corresponde a la masas m = a =+ b para cada especie, en el cual el ajuste es

A (t) ~ e "leos(byit +61) . (5.7)

Asi, el confinamiento se observa en nuestro modelo. Un anélisis similar de eso en la ecuacién
(5.6) puede ver las caracteristicas de ¢, como se hizo en la referencia [57]. Definimos las
nuevas funciones de Schwinger promediadas espacialmente, ahora involucrando la parte
del vectorial del propagador del fermién, de la forma

3 .
0.() = [ [ G5l ) (5.:8)

En la Figura 5.9 presentamos el logaritmo del valor absoluto de Q4 (t); las oscilaciones
demuestran el confinamiento. Hacemos un comparacion con el ajuste

Qi (t) ~ Cre “lcos(bit +wy) . (5.9)

Como hemos visto en la aproximacién arcoiris al incluir el término de CS siempre tenemos
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Figura 5.9: Prueba de confinamiento de las funciones de Schwinger promediadas espacial-
mente involucrando la parte vectorial del propagador del fermién.

confinamiento incluso si la simetria quiral ha sido restaurada. En un sentido, este es el
efecto andlogo que se observa en quarkonia, que podemos ver en esta Ref. pedagdgica [63]
y las Ref. [64, 65], donde no hay simetria quiral pero si confinamiento. En la siguiente
seccién incluiremos efectos de polarizacién en del vacio en la aproximacién 1/N.

5.4. GDM en la aproximacién 1/N

Consideremos ahora efectos de la polarizacion del vacio. Consideremos que hay N
familias de fermiones, iniciamos con fermiones no masivos considerando a un loop la po-
larizacién del vacio del fotén al orden 1/N; en ausencia del término de CS encontramos
que existe un valor critico N, = 32/72 para la restauracién de la simetria quiral, en la sec-
cién 3.2. Ahora, estudiaremos esta aproximacién con el término de CS. Definimos nuestro
nuevo acomplamiento @ = N/8, al orden de la expasién 1/N incluimos el término de CS.
El propagador del fotén en la norma de Landau adquiere la forma [59, 60]

2 ~
q° + alq| e €uvpdpt
AL = - O — - - . 5.10
w(0) q2[<\q|+a>2+921(“ 2 ) ¢*[(|q] + @)2 + 67] (5.10)

Insertamos este propagador en las ESD para el propagador del fermién, obteniendo un
sistema de ecuaciones

B 168 [ d*k v 0 (k-q)(p-a) (g + dlg])
a0) = 1+ 775 | Gt i

@
16a0 Pk (p-q)
T /( 2 =) B ar )

16a A3k 244
500 = 5 [ G ey <o
1660 [ d*k (k- q)
TN et S e rap e (511
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Figura 5.10: Funciones de masa My (p) para N = 2 para varios valores del pardmetro
de Chern-Simons 0. My (p) disminuye en la altura M_(p) cuando incrementa 6. Para
. ~ 8 x 1075, la meseta de M, (p) va a valores negativos, mientras que M_(p) continua
incrementado.

para esta aproximacién 1/N expandemos Ay =14 O(1/N). Solucionamos el sistema de

ecuaciones variando los pardmetros N y 6. Si fijamos N < N.(0), donde N.(0) = 72/32
es el valor de N, sin el término de CS, las soluciones exhiben una discontinuidad en el
comportamiento del propagador para el valor critico 6. que depende de N. En la Figura
5.10, mostramos las funciones de masa M (p) para diferentes valores de 6 y fijamos N = 2.
Observamos que la altura de M_(p) aumenta del valor que corresponde a 6 = 0, mientras
que M (p) disminuye. En 6, ~ 8 x 10~% una discontinuidad ocurre y la altura de M (p)
es negativa. Este comportamiento es mejor ilustrado en Figura 5.11, donde exhibimos los
parametros de las masas fisicas u+ como funcién de 6 para el mismo nimero de familias.
La discontinuidad existe en 6., donde p = —p_ para 6. > 6.

Igual que en la aproximacién apagada, observamos que a un N fijo existe una especie
ligera y una pesada para valores pequenos de #, y que ademds existe un valor 6. arriba del
cual la simetria quiral se restaura [59, 60]. Definamos los pardmetros que dependen tanto
de N como de 6

vy (5.12)

|7
Mostramos en la Figura 5.12 el logaritmo de las masas generadas llamadas v y v_ con
respecto a @ y N. Podemos observar que para vy la transiciéon de fase de primero orden
se lleva a cabo y la curva de criticalidad depende de los pardmetros 0 y N, por lo que
podemos hacer un ajuste numérico mencionado en la Ref. [60]

—A
0. ~ exp A , (5.13)
Nc(o) _ 1
N

donde €’ representa la amplitud y A el amortiguamiento. Para el caso de v_ varia suave-
mente con respecto a N y 6 y dejamos de generar masas cuando N = N,y 0. = 0 en ambas
masas. Cuando las masas son iguales en magnitud g4 = p— = g su comportamiento [17]
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Figura 5.11: u4+ como funcién de 6 para N = 2. Ambas masas son iguales a § = 0 y se
separan cuando 6 incrementa. p_ llega a ser mas pesado y p4 llega a ser mas ligero. A 6.,
14 llega a ser negativo, con la misma magnitud que p_.

Figura 5.12: v, y v_, definidas en ecuacién (5.12), como funcién de N y 6. v, incrementa
a lo largo de N. A lo largo de la curva v$ que especifica el valor critico 6 para IV, sufre
una discontinuidad. v_ evoluciona suavemente. Diverge en la regiéon donde N — N, para
valores pequenos de 6.
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Figura 5.13: p+ como funcion de 0 para N = 4. Para estos valores de N, la unica con-
tribucion a las masas viene del masas de Haldane. Las masas p4 y p— tengan la misma
magnitud, pero sean opuesto en signo.

de QED3 ordinario, el ajuste numérico es

—or + ¢

pedexp |0 (5.14)
N(O) 4
) _

Por otra parte vemos cuando N > N, con 6 # 0 las masas u— y |u+| son iguales en
magnitud, lo que contribuye al rompimiento de la simetria quiral para la masa p., un
ejemplo mostramos en la Figura 5.13 para N = 4.

5.5. Confinamiento en la Aproximacién 1/N

En cuanto al confinamiento, en la Figura 5.14 presentamos la prueba realizada a las
funciones de Schwinger promediadas espacialmente A (¢), que se definen en la ecuacién
(5.6) para N = 3. La falta de los picos nos permiten ajustar a estas funciones de forma
exponencial Ay (t) = e”™+! que describe excitaciones estables de las masas m respecti-
vamente, es decir, el deconfinemento se lleva a cabo. El ajuste numérico que realizamos es

de la forma

AL(r) = goam(ue)e 1 (5.15)

Los fermiones en este truncamiento son desconfinados, el desconfinemento con las masas
dindmicas es una caracteristica principal de truncamiento 1/N, puesto que los fermiones
en la polarizacién del vacio son no masivos, como podemos observar para la funcién A_(p)
siempre es positiva definida para cualquier valor de 6, A (p) alrededor 6 > 6. es negativa
definida, porque estas funciones no cambian de signo a medida que t — o0 lo cual no viola
el axioma de Osterwalder-Schrader de la reflexién de positividad [33], y asf los fermiones
permanecen desconfinados. Podemos hacer la prueba de confinamiento por medio de la
parte vectorial del propagador UK realizada por medio de las nuevas funcién de Schwinger,
ecuacién (5.8). Graficamos numéricamente, Figura 5.15, el valor absoluto de Q4 (¢) para
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Figura 5.14: Funciones de Schwinger promediadas espacialmente para N = 3 y varios
valores de 0 ajustada de acuerdo a la ecuacién (5.15). 0., Ay (t) es positiva definida, y se
convierte en negativo definido sobre criticalidad. A_(t) es siempre positivo definido. Estas
funciones describen los fermiones desconfinados.

N = 3 variando el valor de 6, y comparamos nuestros resultados con el ajuste

1

_ —|uLlt
= e
2|t

Q4 (t)

: (5.16)

observamos que las funciones {24 son siempre positiva definido, incluso después se restaura
la simetria quiral. Por lo tanto, estos describen los fermiones en esta fase deconfinados.

Como hemos visto en la aproximacién 1/N, comenzamos con fermiones no masivos,
y no obtuvimos confinamiento, al incluir el término de CS seguimos sin confinamiento.
En el siguiente capitulo estudiaremos el vértice revestido de Bashir-Pennington en QED3,
basandonos en las caracteristicas de QEDy, para la Aproximacién Arcoiris. Compararemos
con otros vertices sofisticados, uno de ellos es el vértice Curtis-Pennington, queriendo llegar
a la independencia de las observables fisicas.
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5.5. CONFINAMIENTO EN LA APROXIMACION 1/N

25 ‘ %5
0=10"° o 0=10"
s e |—— FIT e e —- |—— FIT
20 1 20 % 1
0=10" « 9=10"
_ 5} - FIT _ 1) | AIT
< AT = 49 - FIT
5 M 5 M

ol o
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

t t
Figura 5.15: Funciones de Schwinger promediadas espacialmente involucrando la parte
vectorial del propagador del fermién, ecuacién (5.8), para N = 3 y varios valores de 0,
ajustada a la ecuacién (5.16). Q4 (¢) es positiva definida, y describen asi los fermiones

deconfinados.
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Capitulo 6

Ruptura de la simetria Quiral y
Confinamiento mas alla de la
Aproximacion Arcoiris.

En este capitulo estudiamos el vértice de Bashir-Pennington en la ecuaciéon de
Schwinger-Dyson para el propagador del fermiéon. Empleamos un ansatz simple para la
parte transversal del vértice basandose en las caracteristicas de QEDy4 que reduce la de-
pendencia de norma [21], en comparacién incluso con uno de los vértices més sofisticados
construidos hasta la fecha, es decir, el vértice Curtis-Pennington [67]. Los resultados de
este capitulo se publicaron en la Ref [68].

6.1. EIl Vértice Fermion-Bosén en QEDj3

El vértice completo comenzamos escribiendolo de una manera conveniente, partiendo
de las Identidades de Ward-Takahashi (IWT) [44] que relaciona al propagador del fermién
con el vértice

gL (k,p) = Sp' (k) = Sp'(p) - (6.1)
Observamos que en el limite cuando k — p esta igualdad se reduce a
i) = S5 (). (62)
Opy,

Esta tiltima expresién se conoce como la identidad de Ward (IW). La estructura de las TWT
para QED nos permite descomponer el vértice fermién-bosén en una parte longitudinal y
otra transversal

Tk, p) =T (k,p) + T(k,p) , (6.3)

donde tenemos la condicon el vértice transversal qHFf} = 0, lo que nos permite agregar una
parte longitudinal del vértice fijado por las IWT. En la literatura existe varios vértices
revestidos sofisticados para la parte transversal [21, 69, 70] que son propuestos para man-
tener la covariancia de norma del truncamiento no perturbativo de las ESD. Adaptaremos
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6.1. EL VERTICE FERMION-BOSON EN QED3

la propuesta de Bashir-Pennington [70] para evitar cualquier dependencia de norma es-
puria en las cantidades fisicas relacionadas a GDM y confinamiento en QEDs.
Si sustituimos en la expresién del propagador del fermién en las IW, se observa que

0

I (p.p) = afpuSEl(p)
_ 0 p—Mbp)
apu F(p)
_ u, 0 9 M(p)
= o) TP Fe) X ok P (64)

Para el vértice I‘Z(p7 k) vemos que debe ser una funcién simétrica respecto al intercambio
de k con p, que se reduce a esta expresién (6.4). Para el caso k # p esto se logra siguiendo
la propuesta de Ball y Chiu [71]

1

1
F(p
p

~—

=

p

)

(K" +p"),

=
+
=

NN~ N

8 1

F(p)
M(p)
3p2 F(p)

Asi, escribimos la parte longitudinal del vértice

{F(k) F(p)

(k+p)(k +p)* {
(k2 —p?) |F

k+ p)# [M(k)

(k2 —p?) | F(k)

a(k?, p* )" + b(k, p*) (k + p) (k + p)*

c(k*,p%), (k + p)*

1 1

ryﬂ

I (k, p) 5

|

—

1
2
(

Esta eleccién es libre de singularidades cineméticas (en el limite k* — p?). Ahora escribi-
mos la parte transversal del vértice F%(k,p), en término de los ocho vectores restantes,
con la condicién quTi“ =0 para i = 1,2,..,8 como

8
T4 (k,p) =Y 7i(k*,p?, q*)T} (k. p) - (6.6)
i=1

Elegimos un conjunto de tensores independientes el cual Ball y Chiu propusieron una
base (en el caso de QEDy4) para cada coeficiente 7;(k,p) obtenido mediante el cdlculo
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perturbativo de primer orden en la norma de Feynman £ = 1, que no presenta dichas
singularidades

T = p'k-q) —k'(p-q)

T = [p'(k-q)—K'(p-q)) (k+ P
Ty = ¢ —d'd

Ty = [p'(k-q)— K (p-q)]k*p oxn
¢ = g™t

T) = P’ — k) + p+k)rd

o= S0 ) K - - R
+(k+p)" kKp o,
TY = —y"k'ployx+ kg — prE,
con 1
O = & [V W (6.7)

La independencia de norma de las observables fisicas deben ser el objetivo final de
los estudios perturbativos de las ESD. Si alguna propuesta de la forma no perturbativa
del vértice fermién-bosén esta destinada a ser confiable, seria, sin duda llevar a la norma
independiente las predicciones para las observables fisicas.

6.2. Nuestro modelo

El vértice de Bashir-Pennington [21, 70] que fue construido en QED, para el estudio de
la GDM a partir de los coeficientes transversales efectivos 7¢% en dimensiones arbitrarias.
La idea es partir de la ecuacion de Gap en el limite quiral

e / dk F(k?)
F(p?) 271' d | 242
{ (12.5%) 5101 = (k- ) — 227
1

+ bk p )?[ 20%(K? + p?))

- (pQ) ( ?)

+ (k0% ¢*) [~ A K + p?)]

+ (k0% ¢°)[(d = 1)g*(k - p) + 247 (6.8)

— 76(k% 0%, q2)[(d 1)(k* = p*)k - p]

— (AN - 2]} (6.9)
donde A? = (k - p)? — k%p?, para fermiones no masivos. De esta manera el vértice de
Bashir-Pennington se escribe asi

p(k,p) = e (k. p) + gp (k. ). (6.10)
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k) = > k2 AT (k,p)

i=2,3,6,8
donde

e ad 1 1

AU S I ey [F(k)‘ﬂpJ ’

(2 ) — a4 [ 1 1 }

3 2 —p?) |F(k) Fl)|°

off 72 2y ad(k? + p?) 1

o (P = ey {m) F(m}’
al 1 1

W = @ [ ) (o1

en término de los coeficientes transversales efectivos 7¢%. Estos 781 estén relacionados con
los 7; completos de la forma

i d—2
B = [ s,

2

iad—2

= [T eat s - 16 p,
- d-2

Tgﬁ /dZ/JSlnqizqﬁTﬁ[k'p]a

s d—2
off / dwsquwTS[AQ]. (6.12)
(6.13)

By
|

La forma mas general que no supone independencia del angulo entre los momentos
entrantes y salientes de los 7¢ se formuld en la Ref [72]. Postulamos que los parametros
que definen este vértice van a cambiar conforme lo extendamos a dimensiones arbitrarias.
En el espacio de 4 dimenseiones, los parametros af son limitados por la exigencia de que
el propagador del fermién sin masa sea multiplicativamente renormalizable, lo que impona

una restriccién entre los coeficientes de la siguiente manera:
1+ a3 + 2a3 + 2a3 — 2ag = 0. (6.14)

A partir del cdlculo perturbativo a un lazo de la parte transversal del vértice fermién-bosén
en una norma covariante arbitraria [71], vemos que

2 H
" K2ssp2 ok kP E
FT(k7p) PT = —g hl p ’}/H - F . (615)
Esta condicién perturbativa impone las siguientes limitaciones en af :
4, 4 _ 1

70



CAPITULO 6. RUPTURA DE LA SIMETRIA QUIRAL Y
CONFINAMIENTO MAS ALLA DE LA APROXIMACION ARCOIRIS.
6.3. INDEPENDENCIA DE NORMA EN QEDj3

3 e Desnudo
BP
25 cp
2 L L]
L]
S 1.5
1 | i
0.5

Figura 6.1: Acomplamiento critico como funcién del parametro de norma, usando el vértice
Bashir Pennington (BP), marcando una mejora con la independencia de norma en com-
paracion con el vértice desnudo y Curtis-Pennington (CP).

donde la condicion aé = 1/2 y az = 0 corresponde al vértice de Curtis-Pennington, y para
el vértice de Bashir-Pennington escogemos

11

=—= y a3 =—. (6.17)
4

Con estos pardmetros observamos que el valor critico del acomplamiento de las masas

que se generan dindmicamente encontradas para el vértice Bashir-Pennington minimiza la

dependiencia de norma para diferentes valores de normas £ en comparacion con el vértice

de Bashir-Pennington y el vértice desnudo, esto lo se muestra en la Figura 6.1.

6.3. Independencia de Norma en QEDj

En QEDs, el acoplamiento tiene dimensiones de masa. Como resultado no existe un
valor critico de acoplamiento para la GDM . Si esto sucede en un valor de acoplamiento,
se lleva a cabo en cualquier otro valor también. Las observables fisicas relacionados con la
GDM son el condensado quiral y la masas fisicas de los fermiones, y ademés debe haber
senales de de confinamiento. Consideramos este vértice de Bashir-Pennigton, y tratamos
de ver si seria suficiente para alcanzar la invarianza de norma en QEDj3. En este caso el
calculo perturbativo a un lazo de la parte transversal para el vértice fermién-bosén en una
norma, covariante arbitraria es de la forma

20,2 afm kr§
Fl’zﬂ(k7p)k‘ >>p — _—8p I:fyﬂ _ ?}’ (618)
al igual que en 4 dimensiones tenemos

1
3 3

as -+ ag = 5, (619)
que es similar para 3 dimensiones. A continuacién nos dedicamos a llevar a cabo un estudio

de GDM 1y el confinamiento. Resolvemos la ecuacién de brecha en QED3 mediante el de
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la misma forma de vértice, como para QED,. Esta ecuacion es equivalente al sistema

1 a F(k*) 1
=1 d’k —
F(pQ) + 2ﬂ.2 2 / k2 + M( 2) 2

(a2, %) 202 + 2= O + %)k - p— 201 = 8%
K, p )[( + Pk p+2K7p" — (1= (K = p*)* (k- p/q?)]
k%, p )( (K*)/4*)2A% — &p - q(k* — p?)]
k2, 0%, ¢%)[A (K + p°)]
K, p%, 6*)2(¢* (k- p) + A%
)
)

,b(
(

2

|
o

2

+
3

-
+ 16(k%,p% ¢*)2[(k* — p*)k - p]

(
(
76
(k2 p?, ¢*)[A7], }

M@p?* F(k?) 1
F(p?) ?/dgkk“M(p?)?

2
{atk2, ) ME)2 + ¢

b, ) (M) /) [-AA2 4 € — )
R (1) [-202 + (R — )k -]
+ (k") M(K*)[—2A%)

— (K, )M (K*)[—2¢"]

+ 76(k* 0%, )M (K*)[2(k* — p?)]

+ (k% p*,q*)[0]

(6.20)

encontrando en si la Funcién de masa M(p) y la renormalizacién de la funcién de on-
da F(p) en QED3. Ahora incluiremos la parte transversal a nuestro vértice con los 7
correspondientes.

6.3.1. GDM

Mostramos las soluciones numéricas para la funcién de masa M (p) y renormalizacién
de la funcién de onda F(p) en la Figura (6.2), seleccionamos el valor de a3 = 2,75 y
definimos nuestro vértice fijando a3 para la ecuacién anterior.

Tenemos la independencia de norma para el condensado de nuestro vértice haciendo
una comparacion con la cantidad obtenida para el vértice Curtis-Pennington asi como con
el vértice de Burden-Roberts, dado en la Figura 6.3. Nuestro punto de partida es explorar
el espacio de pardmetros as/ag en la norma de Landau. Definimos la diferencia de norma
del condensado en comparacién con la Norma de Landau, sobre el plano as/ag es

0 = (Up)e — (Y1) ~ 0. (6.21)

Las superficiens en distintas normas y la correspondiente a la norma de Landau se inter-
secta a lo largo de la linea de pardmetros dado por

a3 = 3,81 — 7,6 a. (6.22)
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Figura 6.2: Funcién de masa M (p) y renormalizacién de la funcién de onda F(p) en
diferentes normas covavariantes, seleccionando el valor a3 = 2,75 que define nuestro vértice

fijando a3 en la ecuacién (6.22)
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Figura 6.3: Dependendia de norma para el condensado quiral para QEDj3, comparando
nuestro vértice con el de Curtis-Pennington y Burden-Roberts.
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Figura 6.4: Diferencia de norma del condensado comparado con la norma de Landau,
sobre el plano ay/ag ecuacién (6.1). El contorno de la independencia de norma para el
condensado a lo largo de la linea de la ecuacién (6.22)
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Figura 6.5: Funciéon de Schwinger promediada espacialmente en diferentes normas

Esta ecuacién lineal nos permite minimizar la dependencia de norma para el condensado
como se muestra en la Figura 6.4

6.4. Confinamiento

Definimos nuevamente
dgp ip-x
A(t) :/d2$/<2ﬂ_)3€p Us(pQ), (623)

Graficamos la funcién de Schwinger promediada espacialmente en diferentes normas, en la
Figura (6.5), dando oscilaciones periddicas, que es senal de confinamiento para diferentes
normas y vemos como los picos coinciden, por lo tanto tenemos independencia de norma.
Es la primera vez que se estudia el confinamiento con la parte transversal del vértice. Una
visién alternativa de confinamiento se deriva del hecho que cualquier funcién con un punto

74



CAPITULO 6. RUPTURA DE LA SIMETRIA QUIRAL Y
CONFINAMIENTO MAS ALLA DE LA APROXIMACION ARCOIRIS.
6.4. CONFINAMIENTO
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Figura 6.6: Primera derivada o, en diferentes normas

de inflexién debe violar el axioma de reflexién de positividad, = = p?

d2
@UU(ZC) =0 y (624)

T=T¢

E la Figura (6.6) graficamos el logaritmo de la primera derivada de o,(x) en diferentes
normas. Observamos que todas estas curvas desarrollan un maximo en el mismo punto .,
que a su vez significa que hay confinamiento, y el parametro de orden correspondiente es
independiente de la eleccién de la norma covariante.

Demostramos que una simple forma del veftice Bashir-Pennington induce la inde-
pendencia de norma para la GDM y confinamiento en QED3 escogiendo los pardmetros
adecuados, mejorando en si con los vértices mds sofisticados que se encuentran en la
litaratura.
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Capitulo 7

Conclusiones

Para entender la naturaleza del espectro hadrénico, es necesario entender algunos as-
pectos de generacion dinamica de masas y confinamiento en teorias de interaccién fuerte.
En modelos del tipo NJL en (3+1) y (241) dimensiones, uno puede generar masas dindmi-
camente siempre y cuando el gluén adquiera una masa critica, o equivalentemente, la in-
teraccion sea suficientemente fuerte. Notablemente, las hipdtesis detras del truncamiento
de las ESD pueden hacer que GDM y confinamiento no necesariamente aparezcan al mis-
mo tiempo, de modo que uno debe ser cuidadoso en plantear ansatze correctos para las
funciones de Green en la ecuacion de brecha. Ya que en QCD estos ansatze son en principio
muy involucrados, llevamos a cabo nuestros estudios en una teorfa mas simple.

Elegimos trabajar en QED3 por que es una teoria mas simple pero que exhibe estos
fenémenos no perturbativos. Ademaés de ser un modelo de juguete de QCD, esta teoria ha
tenido bastas aplicaciones en la fisica de la materia condensada. QED3 posée una riqueza
unica que no puede encontrarse en otras dimensiones espacio-temporales. En el Capitulo
2 estudiamos en detalle las peculiaridades de los Lagrangianos fermiénicos y foténicos en
(24+1) dimensiones, particularmente respecto a las simetrias discretas y los términos de
masa que pueden considerarse en la accién correspondiente.

Hemos estudiado la GDM y confinamiento en QED3, resolviendo numéricamente las
ESD, truncandolas a nivel no perturbativo. Recordamos los truncamientos clasicos de
las ESD que nos permiten visualizar las aspectos basicos de GDM y confinamiento en
este modelo, partiendo del vértice desnudo. En la teoria apagada en la norma de Landau
obtuvimos confinamiento, de acuerdo a lo esperado de la forma asintética del potencal
electrostatico. Incluimos efectos de la polarizacién en el vacio en la aproximacién 1/N y
generamos masas de manera dindmica incrementando el nimero de familias del modelo
hasta un N, = 32/72 [17]; en este caso no tuvimos confinamiento tal como esperabamos.
El truncamiento no perturbativo de las ESD debe mantener la covariancia de norma de la
teoria. Esto se logra sélo si se conoce el vértice completo lo que es una tarea titdnica. Las
transformaciones LKF vienen al rescate. Dichas transformaciones garantizan la covariancia
del truncamiento y la independencia de norma de las observables fisicas, como vimos en el
caso explicito del condensado quiral. Al incorporar las transformaciones LKF en estudios de
ESD garantizaron la covariancia de norma en el truncamiento. Los resultados del Capitulo
3 fueron publicados en las Ref [18, 45, 46].

Las transformaciones LKF contienen valiosa informacién no perturbativa del propa-
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gador del fermién incluso comenzando de su expresion a nivel arbol. En el Capitulo 4
comparamos los resultados obtenidos a través de LKF en el régimen de acoplamiento
débil con los perturbativos y vimos que coinciden hasta un término independiente del
parametro de norma, lo cual se espera de la estructura de dichas transformaciones. Cabe
enfatizar que contrario a la teoria ordinaria, se generan masas de manera dinamica pero
en teoria de perturbaciones cuando incluimos el término de Chern-Simons [52].

Estudiamos cémo se modifica la GDM por el término de Chern-Simons comparando
con el caso de QEDj3 ordinario en el Capitulo 5. Analizamos numéricamente las soluciones a
las ESD para el propagador del fermién con un parametro de norma fijo, correspondiente a
la norma de Landau con un acoplamiento constante, pero incorporando la masa topoldgica
para el fotén. El término de Chern-Simons que induce masas topoldgicas a los fotones,
genera también masas no perturbativamente a los fermiones. Se observa que este término
rompe la degeneraciéon de masas de los fermiones reducibles al aumentar la masa del foton.
Conduce a la restauracion de simetria quiral tanto en la teorfa apagada como incluyendo
efectos de polarizacién en el vacio en la aproximacién 1/N en una transicién de fase de
primer orden. Por otro lado, en la teoria apagada tenemos confinamiento antes y después
de la restauracion de la simetria quiral, lo que se observa como el andlogo a la fase de
quarkonia de QCD a temperatura y densidad finitas. En la teoria no apagada no tenemos
confinamiento porque comenzamos con fermiones no masivos dentro de los loops. Esto
quiere decir que el efecto de la masa topoldgica del fotéon no cambia el comportamiento
asintotico del potencial electrostatico de la teoria.

Por otro lado, demostramos en el capitulo 6 que una simple forma del vértice induce
la independencia de norma para la GDM y confinamiento en QEDg3 ordinaria escogiendo
los pardmetros adecuados. Estos resultados fueron reportados en las referencias [68]. El
vértice Bashir-Pennington fue construido explicitamente en QED4 para cancelar cualquier
dependencia de norma espuria de las observables fisicas asociadas a GDM en dicha teoria.
Adaptando los pardmetros de dicho modelo al caso de QEDg, la propuesta hecha en Ref.
[68] induce a la independencia de norma en QEDg para los pardmetros as = 3,81 — 7,6a¢
para el condensado. Comparamos explicitamente con las propuestas anteriores, como el
vértice Curtis-Pennington [67] (explicitamente en 4 dimensiones) as{ como el vértice [73]
Burden-Roberts (construido en 3 dimensiones). Nuestra construccién ofrece una notable
mejora respecto a la dependencia de norma del condensado de QED3, pero ademas lo hace
para los pardametros asociados con el confinamiento en la teorfa. Una extensién natural es
incluir el término de Chern-Simons con nuestra propuesta para el vértice.

Para el futuro, planeamos extender nuestro trabajo a Temperatura y Densidad fini-
ta para explorar similitudes y diferencias del efecto del término de Chern-Simons con
quarkonia. Otras extensiones incluyen aplicaciones en la fisica de Materia Condensada,
particularmente superconductividad de alta Tc y grafeno, adicionando los efectos de un
campo magnético.
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